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弱い減衰項と生成項を持つ放物・放物型走化性方程式系の
時間大域解

Global-in-time solutions to a parabolic-parabolic system
for chemotaxis with weak degradation and production terms

中口 悦史
Etsushi Nakaguchi

要旨 本稿では有界領域におけるロジスティック型増殖項と非線形分泌項をもつ放物・放
物型走化性方程式のLp空間解の時間大域存在について考える。筆者らの一連の研究によ
り，Lp空間における半線形放物型発展方程式の理論などを応用することで，増殖項と分
泌項の次数の組がある範囲に含まれれば，すべての非負値のLp空間解が時間大域的に存
在し有界であることが示された。本稿では，ラプラス作用素のLp空間における分数べき
の定義域に関する議論など，解決の鍵となったポイントを中心に紹介する。
キーワード 走化性方程式，時間大域解，Lp空間，解のアプリオリ評価，ラプラス作用素
の分数べき
Abstract In this article we study the global existence of solutions to a parabolic-parabolic

system for chemotaxis with logistic-type growth and nonlinear secretion in n-dimensional

bounded domains. The series of works by the author and his colleagues show the global-

in-time existence of bounded solutions in Lp spaces under certain relations between the

degradation and secretion orders. This article reviews the series of their works including

some keypoints on the domains of definition of fractional powers of Laplace operator.

Keywords Chemotaxis system, Global-in-time solutions, Lp spaces, a priori estimates

of solutions, fractional powers of Laplace operators

1 問題設定と主結果
次の非線形放物型偏微分方程式系の初期値・境界値問題を考える：




∂u

∂t
= ∆u− χ∇ · (u∇v) + f(u) in Ω× (0,∞),

τ
∂v

∂t
= ∆v − v + g(u) in Ω× (0,∞),

∂u

∂ν
=

∂v

∂ν
= 0 on ∂Ω× (0,∞),

u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x) in Ω.

(E)
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ここで Ω ⊂ Rn は滑らかな境界 ∂Ω を持つ有界領域で，∂/∂ν で ∂Ω の外向き法線方向の
微分を表す。空間次元 n は任意の自然数とし，係数 χ と τ は正定数とする。関数 f(u)

と g(u) はともに u ≥ 0 について滑らかな実関数で，µ を正定数，α と β を
α > 1, β > 0 (1)

を満たす指数として，次の条件を満たすものとする：



f(0) ≥ 0,

u ≥ 0 が十分大きいとき f(u) = u− µuα,

u ≥ 0 のとき g(u) = u(1 + u)β−1.

(2)

方程式系 (E)はバクテリアコロニーのパターンダイナミクスを記述するモデルとして
知られている [10]。特に f(u) = 0 かつ g(u) が線形（(2)で α = β = µ = 1）の場合は，
Keller-Segel系の典型的な一例 [6]で，n = 1 のときは非負の解は必ず時間大域的に存在す
るが，n ≥ 2 のときは有限あるいは無限時刻で爆発する解を構成できることが，すでに知
られている（[4, 18, 24]など）。一方で f(u) = u(1− µu) かつ g(u) が線形，つまり (2)で
α = 2 かつ β = 1 の場合は，χ∥u0∥L1 が大きくても（n ≥ 3 では Ω が凸で µ が大きい場
合のみ）時間大域解を構成できることが示されている [17, 25]。また τ = 0 に限定した場
合は，(2)で β = 1 かつ α > max{n/2, 2− (1/n)} の場合について，時間大域解の存在が
示されている [23]。
筆者らは [13, 14]において，g(u) を非線形に拡張することによって，一般に τ > 0 かつ

n = 2, 3 の場合，指数 α と β は関係式
2(n+ 4)

n+ 6
< α ≤ 2, 0 < β <

n+ 6

2(n+ 2)
(α− 1) (3)

を満たすとき，0 < ε < 1
4
を満たす指数 εについて，ヒルベルト空間 H

(n/2)−1
2 (Ω) ×

H
(n/2)+ε
2 (Ω) ⊂ Ln(Ω)× C(Ω) の中で有界な時間大域解を構成できることを示した。
一方で Xiang[26]は，Ωが凸でない場合も含めて，τ > 0, β = 1 かつ，n = 3 のとき

α > 2 + 1
9
, n > 3 のとき α > n− 1 の場合の，時間大域解について述べている。ただし，

n = 3 のとき，[14]の結果を α > 2 に延長できれば，[26]の結果を包含できることを注意
しておく。
本稿では，任意次元において，ヒルベルト空間ではなくバナッハ空間 Lp(Ω)×H1

p (Ω) ⊂
Ln(Ω)× C(Ω) の枠組み (n < p < ∞)を導入して，先行結果 [13, 14]の議論を任意次元へ
拡張した結果 [15, 16]について述べる。

主結果は以下の通り。
定理 1 ([16, Theorem 1]). n は任意の自然数，指数 α と β は関係式 (1)と

β ≤ 2, β ≤ α

2
かつ β <

n+ 2

2n
(α− 1) (4)

を満たすとする。このとき，
max{2, n, (α− 2)n} < p < ∞ (5)
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4–6次元の場合 7次元以上の場合
図 1: 方程式 (E)が Lp-時間大域解を有する (α, β)の範囲

を満たす任意の指数 p と，任意の非負の初期関数対 (u0, v0) ∈ Lp(Ω)×H1
p (Ω) ⊂ Ln(Ω)×

C(Ω) に対して，方程式系 (E)は関数空間
�
0 ≤ u ∈ C([0,∞);Lp(Ω)) ∩ C((0,∞);H2

p,N(Ω)) ∩ C1((0,∞);Lp(Ω)),

0 ≤ v ∈ C([0,∞);H1
p (Ω)) ∩ C((0,∞);H3

p,N(Ω)) ∩ C1((0,∞);H1
p (Ω))

(6)

に属する一意な時間大域解 (u, v) を有する。ただし p′ = p
p−1
。さらにこの解は，ψ(·) を

適当な増加関数として，
t ≥ 0 のとき ∥u(t)∥Lp + ∥v(t)∥H1

p
≤ ψ

�
∥u0∥Lp + ∥v0∥H1

p

�
(7)

を満たす。 �

ここまでに現れた (α, β)の範囲を図示すると図 1のようになる。定理 1の結果 [16]は，
n ≥ 4 のときは上述の先行結果 [14, 26] の範囲を完全に包含しているが，n = 3 のときは
完全には包含できていない。また最近 Zhuangら [29]が， 0 < β < α− 1 のとき古典解の
時間大域存在を示している。これらと本稿の主結果との相違点等については今後の検討を
俟つ。他の最近の関連研究として [1, 2, 7, 8, 9, 12, 21, 22]を挙げておく。
以下，第 2節でラプラス作用素の分数べきの定義域の特徴付けに関する注意を述べたあ

と，第 3節で時間局所解の存在定理を示す。続いて第 4節で解のアプリオリ評価を行い，
それを元に第 5節で解の時間大域存在を証明する。
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なお本稿では，Hs
p(Ω) で次数 s > 0，指数 1 ≤ p ≤ ∞ のソボレフ空間を表す。また，

s > 1 + 1
p
のとき Hs

p,N(Ω) を，s > 2 + 1
p
のとき Hs

p,N2(Ω) を，それぞれ以下のように定
義する：

s > 1 +
1

p
のとき Hs

p,N(Ω) =

�
w ∈ Hs

p(Ω);
∂w

∂n
= 0 on ∂Ω

�

s > 3 +
1

p
のとき Hs

p,N2(Ω) =
�
w ∈ H2

p,N(Ω); ∆w ∈ Hs−2
p,N (Ω)

�

これらは Hs
p(Ω) の閉部分空間になる。また，指数 1 < p < ∞ の双対指数を p′ で表す：

1

p
+
1

p′
= 1。

2 Lp-空間におけるラプラス作用素の分数べきの定義域につ
いて

この節では，Ω ⊂ Rn を滑らかな境界 ∂Ω をもつ有界領域，∆ をノイマン境界条件を伴
うラプラス作用素として，作用素 A0 = −∆+ 1 の Lp-空間における分数べきの定義域の
特徴付けについて，[16, Appendix]において八木 [27, Chap. 16][28, 第 3章]に基づいて考
察した結果を述べる。ディリクレ境界条件の場合については馬越 [20]を参照のこと。
作用素 A0 = −∆+ 1 は，任意の 1 < p < ∞ について，Lp(Ω) の閉作用素と見なすこ

とができ，自然数次の高次まで含めてシフト性が示されている。
定理 2 ([16, Theorem A.1]). 1 < p < ∞ について， Ap = A0|Lp を H2

p,N(Ω) で定義され
た Lp(Ω) の閉作用素と見なすことができる。すなわち D(Ap) = H2

p,N(Ω) がノルム同値と
ともに成立する。 �

詳細は [3, Theorem 2.4.1.3][19, Theorem 5.3.4][27, Theorem 2.15][28, 定理 2.27]を参照
のこと。
定理 3 ([16, Theorem A.2]). k を自然数， 1 < p < ∞ とする。u ∈ Hk+2

p (Ω) ∩H2
p,N(Ω)

は A0u ∈ Hk
p (Ω) を満たす。さらに，u ∈ H2

p,N(Ω) が A0u ∈ Hk
p (Ω) を満たすなら， u ∈

Hk+2
p (Ω) である。すなわち k = 1 の場合， Ap = A0|H1

p
と表すと， D(Ap) = H3

p,N(Ω) が
ノルム同値とともに成立する。 �

詳細は [3, Theorem 2.5.1.1][19, Theorems 5.3.4 and 5.4.1]を参照のこと。
次の 2つの定理によって，八木による有界な H∞ 関数演算 (bounded H∞ functional

calculus)の理論を応用することにより，Lp-空間における作用素 Ap の分数べきの定義域
が，ノルム同値とともに

D(Aθ
p) =




H2θ
p (Ω) for 0 ≤ θ <

1

2
+
1

2p

H2θ
p,N(Ω) for

1

2
+
1

2p
< θ ≤ 3

2

(8)

と特徴付けられる。
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定理 4 ([16, Theorem A.3]). 1 < p <∞ のとき，作用素 Ap = A0|Lp について等式

D(Aθ
p) = [Lp(Ω), H

2
p,N(Ω)]θ =



H2θ

p (Ω) for 0 ≤ θ < 1

2
+

1

2p

H2θ
p,N(Ω) for

1

2
+

1

2p
< θ ≤ 1

(9)

がノルム同値とともに成立する。 �

Proof. 1 < p <∞ より Lp(Ω) が反射的バナッハ空間であり， Ap は Lp(Ω) において角度
ωA = 0の角域作用素であることに注意する。これより，A = Ap, X = Lp(Ω), X

∗ = Lp′(Ω)

と，Lp(Ω)× Lp′(Ω) の双対積 ⟨·, ·⟩ について，[27, Theorem 16.5][28, 定理 3.12]で与えら
れている次の条件を直接示すことができる：
(H) 任意の角度 ωA < ω < π と任意の指数 0 < θ < 1 について，V型積分路 Γω : λ =

ρe±iω (0 ≤ ρ <∞) に沿った次の積分が有界である：

Iω,θ =

�

Γω

|λ|2θ−1
��⟨A2(1−θ)(λ− A)−2F,G⟩

�� |dλ| ≤ Cω,θ∥F∥∥G∥∗,

F ∈ X, G ∈ X∗, (10)

ただし Cω,θ は正定数。
ここでは詳細は省略する。よって [27, Theorem 16.5][28, 定理 3.12]により， Ap が Lp(Ω)

において有界なH∞-関数演算を有することがわかるので，再び [27, Theorem 16.5][28, 定
理 3.12]により， (9) の前半が示される。後半は [27, Theorem 16.11][28, 定理 3.21]です
でに示されている。
定理 5 ([16, Theorem A.4]). 1 < p <∞ のとき，作用素 Ap = A0|H1

p
について等式

D(Aθ
p) = [H1

p (Ω), H
3
p,N(Ω)]θ =



H1+2θ

p (Ω) for 0 ≤ θ < 1

2p

H1+2θ
p,N (Ω) for

1

2p
< θ ≤ 1

(11)

がノルム同値とともに成立する。 �

Proof. 先の定理の証明と同様に， 1 < p < ∞ より H1
p (Ω) は H1

p (Ω) ×H1
p′(Ω) の双対積

⟨⟨·, ·⟩⟩ によって反射的バナッハ空間であり， Ap は H1
p (Ω) において角度 ωA = 0 の角域作

用素であることに注意する。よって，再び条件 (H)の直接計算により，作用素 Ap = A0|H1
p

が H1
p (Ω) において有界なH∞-関数演算を有することがわかるので，再び [27, Theorem

16.5][28,定理 3.12]から (11)の前半が示される。後半は，[27, Theorem 16.11][28,定理 3.21]

の証明の手順を注意深く追随して，以下のように証明することができる。

Step 1: D(Aθ
p) ⊂ H1+2θ

p,(N)(Ω) の証明 補間定理より [H1
p (Ω), H

3
p,N(Ω)]θ ⊂ [H1

p (Ω), H
3
p (Ω)]θ

= H1+2θ
p (Ω) である。さらに 1/(2p) < θ < 1 のときは， u ∈ D(Aθ

p) に収束する点列
{uk} ⊂ D(Ap) = H3

p,N(Ω) をとれば，すべての u ∈ D(Aθ
p) がノイマン境界条件を満たす

ことが分かる。

5
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Step 2: D(Aθ
p) ⊃ H1+2θ

p,(N)(Ω) の証明 ３つの場合に分けて証明する。

(i) 1
2
≤ θ ≤ 1 の場合 u ∈ H1+2θ

p,N (Ω) をとると，任意の v ∈ H3
p′,N(Ω) = D(A∗

p) につい
て，[27, Theorem 16.11][28, 定理 3.21]の証明と同様に，

��⟨⟨u, (A∗
p)

θv⟩⟩
�� ≤ ∥A0u∥H2θ−1

p

����
1

2πi

�

Γ

λθ(λ− A0)
−1v dλ

����
(H2θ−1

p )′
≤ C∥u∥H1+2θ

p
∥v∥H1

p′
.

ここで [27, Theorem 1.43][28, 定理 1.54]より A0 = 1 −
�

k D
2
k : H

2θ+1
p (Ω) → H2θ−1

p (Ω)

の有界性と， 定理 4 より A0|Lp = Ap の分数べきの有界性を利用した。これより，各
u ∈ H1+2θ

p,N (Ω) に対して，一次形式 ⟨⟨u, (A∗
p)

θv⟩⟩ が v ∈ H1
p′(Ω) の有界線形汎関数であり，

適当な w ∈ H1
p (Ω) が存在して，任意の v ∈ H1

p′(Ω) について ⟨⟨u, (A∗
p)

θv⟩⟩ = ⟨⟨w, v⟩⟩ と
書けることが分かる。よって w = Aθ

pu であり u ∈ D(Aθ
p) が示された。

(ii) 1
2p

< θ < 1
2
の場合 u ∈ H1+2θ

p,N (Ω) をとると，任意の v ∈ H3
p′,N(Ω) = D(A∗

p) につい
て，(i)と同様の議論により，

��⟨⟨u, (A∗
p)

θv⟩⟩
�� ≤ C∥u∥H2θ+1

p

����
1

2πi

�

Γ

λθ(λ− A0)
−1v dλ

����
H1−2θ

p′

≤ C∥u∥H2θ+1
p

∥v∥H1
p′
.

ここで再び [27, Theorem 1.43][28, 定理 1.54]より微分演算 Dk : H
1−2θ
p′ (Ω) → (H2θ

p (Ω))
′

の有界性を利用した。よって，各 u ∈ H1+2θ
p,N (Ω) に対して，適当な w ∈ H1

p (Ω) が存在し
て，任意の v ∈ H1

p′(Ω) について ⟨⟨u, (A∗
p)

θv⟩⟩ = ⟨⟨w, v⟩⟩ と書けることが分かる。よって
w = Aθ

pu であり u ∈ D(Aθ
p) が示された。

(iii) 0 < θ < 1
2p
の場合 (ii)と同様の議論により， u ∈ H1+2θ

p (Ω) が D(Aθ
p) に含まれる

ことが分かる。
これで証明を終える。

3 時間局所解の構成と非負値性
方程式 (E)の時間局所解の存在は，八木 [27, Chap. 4][28, 第 5章]によるBanach空間の

抽象方程式の時間局所解の存在定理を応用して示すことができる。X をバナッハ空間と
し，そのノルムを ∥ · ∥X で表す。次の X における半線形抽象発展方程式の初期値問題を
考える： 



dU

dt
+ AU = F (U), t > 0,

U(0) = U0.

(12)

ここで A は X の角域作用素 (sectorial operator)で，そのスペクトル集合が，ある角度
0 ≤ ϕ < π/2 の角域 (sectorial domain) Σ = {λ ∈ C; | arg λ| ≤ ϕ} に含まれ，M を適当
な正定数として，任意の λ /∈ Σ について ∥(λ−A)−1∥L(X) ≤ M/(|λ|+ 1) を満たすものと

6
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する。非線形作用素 F は，ある指数 0 < η < 1 について，A の分数べきの定義域 D(Aη)

から X へ連続写像で，次のリプシッツ条件を満たす：

∥F (U)− F (Ũ)∥X ≤ φ
�
∥AγU∥X + ∥AγŨ∥X

�

×
�
∥Aη(U − Ũ)∥X +

�
∥AηU∥X + ∥AηŨ∥X

�
∥Aγ(U − Ũ)∥X

�
, U, Ũ ∈ D(Aη), (13)

ただし， γ は 0 < γ ≤ η < 1 の適当な指数，φ(·) は適当な増加関数である。初期値 U0 は
D(Aγ) からとる。このとき，(12)の時間局所解の存在定理が次のように与えられている。

定理 6 ([27, Theorem 4.1][28, 定理 5.1]). 上の仮定の下で，任意の初期値 U0 ∈ D(Aγ) に
対して，方程式 (12)は関数空間

�
U ∈ C((0, TU0 ];D(A)) ∩ C([0, TU0 ];D(Aγ)) ∩ C1((0, TU0 ];X),

t1−γU ∈ B((0, TU0 ];D(A))
(14)

に属し，
0 < t ≤ TU0 のとき t1−γ∥AU(t)∥X + ∥AγU(t)∥X ≤ CU0

で評価される一意な時間局所解 U を有する。ここで TU0 と CU0 は ∥AγU0∥X で決まる正
定数。 �

定理 6を応用して，(E)の時間局所解の存在を次のように証明することができる。

命題 7 ([15, Proposition 3]). n を任意の自然数とし，指数 α と β は関係式

α > 1 かつ 0 < β ≤ 2 (15)

を満たすと仮定する。また p は

max{n, (α− 2)n} < p < ∞ (16)

を満たす任意の指数とし，p′ = p
p−1
とおく。このとき，任意の初期関数対 (u0, v0) ∈ Lp(Ω)×

H1
p (Ω) ⊂ Ln(Ω)× C(Ω) に対して，方程式系 (E)は関数空間

�
u ∈ C((0, T ];H1

p (Ω)) ∩ C([0, T ];Lp(Ω)) ∩ C1((0, T ]; (H1
p′(Ω))

′),

v ∈ C((0, T ];H2
p,N(Ω)) ∩ C([0, T ];H1

p (Ω)) ∩ C1((0, T ];Lp(Ω))
(17)

に属し，

0 < t ≤ T のとき t
1
2

�
∥u(t)∥H1

p
+ ∥v(t)∥H2

p

�
+
�
∥u(t)∥Lp + ∥v(t)∥H1

p

�
≤ C (18)

で評価される一意な時間局所解 (u, v) を有する。ここで T と C は ∥u0∥Lp + ∥v0∥H1
p
で決

まる正定数。 �

ここで，双対空間 (H1
p′(Ω))

′における解とは，弱形式での解を意味する。

7
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Proof. 基礎空間 X = (H1
p′(Ω))

′ × Lp(Ω)，作用素 A =

�
−∆+ 1 0

0 τ−1(−∆+ 1)

�
とし，

n
p
< s < 1 を任意にとって，γ = 1

2
, η = 1+s

2
ととればよい。

(E)の時間局所解はあと 1次正則性の高い空間でも構成できることも示される。

命題 8 ([16, Proposition 4]). n を任意の自然数とし，指数 α と β は関係式 (15)を満た
すと仮定する。また p は

n < p < ∞ (19)

を満たす任意の指数とする。このとき，任意の初期関数対 (u0, v0) ∈ H1
p (Ω)×H2

p,N(Ω) に
対して，方程式系 (E)は関数空間

�
u ∈ C((0, T ];H2

p,N(Ω)) ∩ C([0, T ];H1
p (Ω)) ∩ C1((0, T ];Lp(Ω)),

v ∈ C((0, T ];H3
p,N(Ω)) ∩ C([0, T ];H2

p,N(Ω)) ∩ C1((0, T ];H1
p (Ω))

(20)

に属し，

0 < t ≤ T のとき t
1
2

�
∥u(t)∥H2

p
+ ∥v(t)∥H3

p

�
+
�
∥u(t)∥H1

p
+ ∥v(t)∥H2

p

�
≤ C (21)

で評価される一意な時間局所解 (u, v) を有する。ここで T と C は ∥u0∥H1
p
+ ∥v0∥H2

p
で

決まる正定数。 �

Proof. 今度は基礎空間を X = Lp(Ω)×H1
p (Ω) にとり，作用素 A は上と同じ（ただしX

に制限）として，γ = η = 1
2
ととればよい。

(E)の解の非負値性は切断法 (truncation method) [27, Section 12.1.3][28, 13.1.3 節] で
示される。

命題 9 ([15, Proposition 4]). 命題 7の下では，初期関数が u0 ≥ 0, v0 ≥ 0 なら，解 (u, v)

は 0 ≤ t ≤ T において u(t) ≥ 0, v(t) ≥ 0 を満たす。 �

Proof. はじめに 0 ≤ u0 ∈ H1
p (Ω), 0 ≤ v0 ∈ H2

p,N(Ω) の場合を示す。このとき，命題 8 よ
り，解 (u, v) は 0 ≤ t ≤ T で ∥u(t)∥H1

p
+ ∥v(t)∥H2

p
≤ C を満たす。C1,1-級関数 H(w) を

−∞ < w < 0 のとき H(w) = w2/2， 0 ≤ w < ∞ のとき H(w) = 0 を満たすように構成
する。このとき，φ(t) =

�

Ω

H(u(x, t))dx とおくと，φ(0) = 0 かつ，0 ≤ t ≤ T において

φ′(t) ≤ C∥∆v∥2p/(2p−n)
Lp

∥H ′(u)∥2L2
≤ Cφ(t)

が成立する。よってGronwallの補題により，0 ≤ t ≤ T において φ(t) = 0，つまり u(x, t)

が非負値をとることが分かる。この事実と比較定理により，v(x, t) も非負値をとることが
分かる。
最後に，非負値性が閉であることと， H1

p (Ω)×H2
p,N(Ω) が Lp(Ω)×H1

p (Ω) で稠密であ
ることから， (u0, v0) ∈ Lp(Ω)×H1

p (Ω)である場合にも， 0 ≤ t ≤ T において u(x, t) ≥ 0,

v(x, t) ≥ 0 である。

8
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以上の結果をまとめると次の定理を得る。

定理 10 ([16, Theorem 5]). n を任意の自然数，指数 α と β は関係式 (15)を満たすと仮
定する。さらに p は条件 (16)を満たす任意の指数とする。このとき，任意の非負の初期
関数対 (u0, v0) ∈ Lp(Ω)×H1

p (Ω) ⊂ Ln(Ω)× C(Ω) に対して，方程式系 (E)は関数空間
�
0 ≤ u ∈ C([0, T ];Lp(Ω)) ∩ C((0, T ];H2

p,N(Ω)) ∩ C1((0, T ];Lp(Ω)),

0 ≤ v ∈ C([0, T ];H1
p (Ω)) ∩ C((0, T ];H3

p,N(Ω)) ∩ C1((0, T ];H1
p (Ω))

(22)

に属し，
0 < t ≤ T のとき ∥u(t)∥Lp + ∥v(t)∥H1

p
≤ C (23)

で評価される一意な時間局所解 (u, v) を有する。ここで T と C は ∥u0∥Lp + ∥v0∥H1
p
で決

まる正定数。 �

4 解のアプリオリ評価
以下当面の間，pを n < p < ∞の指数として，初期関数は 0 ≤ u0 ∈ H2

p,N(Ω) ⊂ H1
∞(Ω)

および 0 ≤ v0 ∈ H3
p,N(Ω) ⊂ H2

∞(Ω) と仮定する。このとき，八木による半線形方程式
の解の正則性定理 [27, Theorem 4.2][28, 定理 5.2]により，時間局所解 (u, v) は関数空間
0 ≤ u ∈ C([0, T ];H2

p,N(Ω)) and 0 ≤ v ∈ C([0, T ];H3
p,N(Ω)) に属し，0 ≤ t ≤ T のとき

∥u(t)∥H2
p
+ ∥v(t)∥H3

p
≤ C と評価されることが分かる。また，(E)の時間局所解 (u, v) と

指数 z > 0, ω > 0 に対して，次の量を定義する：

Izω(t) =

� t

0

ωe−ω(t−s)

�

Ω

uzdxds.

命題 11 ([16, Lemma 7]). α > 1 の下で，(E)の解 (u, v)は次式を満たす：

∥u∥L1 =

�

Ω

u dx ≤ e−t∥u0∥L1 + C1|Ω|. (24)

さらに，任意の ω > 0について，

Iαω (t) ≤ C(1 + ω)|Ω|+ Cω∥u0∥L1 (25)

が成立する。 �

Proof. （[15, Lemma 5]の前半や [14, Lemmas 4.1 and 4.2]と同じ。）前半は，(E)の第 1

式で，減衰項を 1次式で評価 f(u) ≤ C1 − u してから，領域積分し，Gronwallの補題を
適用すればよい。
後半は，(E)の第 1式の領域積分に指数関数 ωe−ωt を掛けて，積分計算して評価すれば

よい。

9
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命題 12 ([16, Lemma 8]). α > 1, 0 < β ≤ α

2
の下で，任意の指数 2 ≤ q ≤ α

β
について，

(E)の解 (u, v)は次式を満たす：

∥v∥qH1
q
≤ Cqe

−δqt/τ∥v0∥qH1
q
+ Cq (|Ω|+ ∥u0∥L1) (26)

ここで Cq と δq は適当な正定数。 �

Proof. q = 2の場合は，[14, Proposition 4.4]と同様に，(E)の第 2式に−∆v+ vを掛けて
領域積分して，Gronwallの補題と命題 11を適用して示すことができる。
q > 2の場合は，（[15, Lemma 5]の後半と同じように，）(E)の第 2式より，半群 et(∆−1)/τ

を用いた v(t)の表現

v(t) = e−tA0/τv0 +
1

τ

� t

0

e−(t−s)A0/τg(u(s))ds. (27)

を H1
q -ノルムで評価し，途中で現れる特異積分が可積分であることに注意して，

∥v∥qH1
q
≤ Cqe

−δqt/τ∥v0∥qH1
q
+ Cq

� t

0

e−δq(t−s)/τ

�

Ω

(1 + u)qβdxds (28)

を得る。これに命題 11を適用して目的の評価が示される。

命題 13 ([16, Lemma 9]). α > 1, 0 < β ≤ α

2
かつ β <

n+ 2

2n
(α− 1) の下で，指数 q, θが

2 ≤ q ≤ α

β
, q >

2n

n+ 2

α

α− 1
かつ 1 < θ ≤

�
n+ 2

2n
q − 1

�
(α − 1) を満たすとき，(E)の

解 (u, v)は次式を満たす：

∥1 + u∥θLθ
≤ e−qt/(2τ)∥1 + u0∥θLθ

+ ψθ,q

�
∥1 + u0∥L1 + ∥v0∥H1

q

�
(29)

ここで ψθ,q(·)は適当な増加関数である。さらに，任意の正の数 ωに対して，

Iα+θ−1
ω (t) ≤ (1+ω)ψθ,q

�
∥u0∥L1 + ∥v0∥H1

q

�
+Cθ,qω

�
∥1 + u0∥θLθ

+ ∥v0∥qH1
q

�
≡ Īα+θ−1

ω (30)

が成立する。 �

Proof. ∥1 + u∥θLθ
+ ∥v∥qH1

q
に関する微分不等式を用いて証明する。いくつかのステップに

分けて証明する。

Step 1. (E)の第 1式に (1+u)θ−1を掛けて領域積分して， ∥1+u∥θLθ
に関する微分不等式

1

θ

d

dt

�

Ω

(1 + u)θdx ≤ −θ − 1

2

�

Ω

(1 + u)θ−2|∇u|2dx+ Cqη
−κ+1 χ2κ(θ − 1)κ

��|∇v|q/2
��2

H1
2

+

�

Ω

�
η ∥∇v∥(2κ−q)/(κ−1)

Lq
(1 + u)θκ/(κ−1) + (1 + u)θ−1f(u)

�
dx (31)

10



17

を得る。ここで走化性項の評価が重要で，κ =
n+ 2

2n
qとおき，ηを任意の正の数として，

χ2(θ − 1)

2

�

Ω

(1 + u)θ|∇v|2dx ≤ χ2(θ − 1)

2

��(1 + u)θ
��
Lκ/(κ−1)

��|∇v|q/2
��4/q

L4κ/q

≤ χ2(θ − 1)

2

��(1 + u)θ
��
Lκ/(κ−1)

· Cq

��|∇v|q/2
��2/κ

H1
2

��|∇v|q/2
��(4/q)−(2/κ)

L2

≤ Cqη
−κ+1 χ2κ(θ − 1)κ

��|∇v|q/2
��2

H1
2
+ η ∥∇v∥(2κ−q)/(κ−1)

Lq

�

Ω

(1 + u)θκ/(κ−1)dx

を用いている。

Step 2. q > 2について∥v∥qH1
q
に関する微分不等式を得る。∆|∇v|2 = 2|D2v|2+2∇v ·∇∆v

と (∆v)2 ≤ n|D2v|2 に注意して，(E)の第 2式より ∂
∂t
|∇v|2に関する不等式

τ
∂

∂t
|∇v|2 = 2τ∇v · ∇vt ≤ ∆|∇v|2 − 2

n
|∆v|2 − 2|∇v|2 + 2∇v · ∇g(u)

を得る。これに |∇v|q−2を掛けて領域積分し，下の補題 14 を用いると，
2τ

q

d

dt

�

Ω

|∇v|qdx ≤
�

∂Ω

|∇v|q−2 ∂|∇v|2

∂ν
dx−

�

Ω

∇|∇v|q−2 · ∇|∇v|2dx

−
�

Ω

|∇v|q−2

�
2

n
(∆v)2 + 2|∇v|2

�
dx+

�

Ω

2|∇v|q−2∇v · ∇g(u)dx

≤ 2κΩ

�

∂Ω

|∇v|qdx−
�

Ω

q − 2

2
|∇v|q−4

���∇|∇v|2
���
2

dx−
�

Ω

2

n
|∇v|q−2(∆v)2dx

−
�

Ω

2|∇v|qdx+

�

Ω

�
∇ ·

�
2|∇v|q−2∇v

��
g(u)dx.

右辺第 1項の境界積分を領域積分で評価し（s > 1/p のとき ∥w∥Lp(∂Ω) ≤ Cs,p∥w∥Hs
p(Ω)），

さらに
��∇ �

|∇v|q/2
���2 = q2

16
|∇v|q−4 |∇|∇v|2|2 に注意すると，

2τ

q

d

dt

�

Ω

|∇v|qdx+
4(q − 2)

q2

�

Ω

��∇ �
|∇v|q/2

���2 dx+
1

n

�

Ω

|∇v|q−2(∆v)2dx+

�

Ω

|∇v|qdx

≤ ε

�

Ω

��∇ �
|∇v|q/2

���2 dx+ Cε

�

Ω

|∇v|qdx+ C ′′
q (n+ q − 2)q/2

�

Ω

(1 + u)qβdx. (32)

これに，(E)の第 2式に vq−1を掛けて積分した式を加え，ε =
2(q − 2)

q2
ととると，

2τ

q

d

dt

�

Ω

(|∇v|q + vq)dx+

�

Ω

(|∇v|q + vq)dx

+
2(q − 2)

q2

�

Ω

��∇ �
|∇v|q/2

���2 dx+
1

n

�

Ω

|∇v|q−2(∆v)2dx+
8(q − 1)

q2

�

Ω

��∇ �
vq/2

���2 dx

≤ C

�

Ω

|∇v|qdx+ Cq

�

Ω

(1 + u)qβdx. (33)

この不等式が q = 2でも成立することはすぐにわかる。
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Step 3. 式 (33)に正の数 ζを掛けて式 (31)に加えると，

1

θ

d

dt

�

Ω

(1 + u)θdx+ ζ

�
2τ

q

d

dt
∥v∥qH1

q
+ ∥v∥qH1

q
+

2(q − 2)

q2
��|∇v|q/2

��2

H1
2

�

≤ Cqη
−κ+1 χ2κ(θ − 1)κ

��|∇v|q/2
��2

H1
2
+ C∥∇v∥qLq

+

�

Ω

�
η ∥∇v∥(2κ−q)/(κ−1)

Lq
(1 + u)θκ/(κ−1) + (1 + u)θ−1f(u) + ζCq(1 + u)qβ

�
dx. (34)

仮定より，η と ζ をうまく選ぶと (1 + u)θκ/(κ−1) と (1 + u)qβ を −uα+θ−1 に吸収できて，

d

dt

�
1

θ
∥1 + u∥θLθ

+ ζ
2τ

q
∥v∥qH1

q

�
+

q

2τ

�
1

θ
∥1 + u∥θLθ

+ ζ
2τ

q
∥v∥qH1

q

�

≤ ψθ,q

�
∥v∥H1

q

�
− µ

4

�

Ω

uα+θ−1dx. (35)

よって，Gronwallの補題により，
1

θ
∥1+u∥θLθ

+ζ
2τ

q
∥v∥qH1

q
≤ e−

qt
2τ

�
1

θ
∥1 + u0∥θLθ

+ ζ
2τ

q
∥v0∥qH1

q

�
+

� t

0

e−
q(t−s)

2τ ψθ,q

�
∥v∥H1

q

�
ds.

この右辺に命題 12 を適用することにより，所望の結果の一つ (29)を得る。

Step 4. 式 (30)の証明は式 (25)のものとほぼ同じである。

補題 14 (ノイマン境界条件を持つ関数の境界での評価). 滑らかな境界 ∂Ω をもつ有界領
域 Ω ⊂ Rn 上で C2-級の関数 w ∈ C2(Ω) が境界 ∂Ω 上で ∂w

∂ν
= 0 を満たすとき，

∂|∇w|2

∂ν
≤ 2κΩ |∇w|2 on ∂Ω, (36)

が成立する。ここで κΩは境界 ∂Ωの曲率の上界であり，特にΩが凸なら κΩ = 0 である。
�

詳細は [11, Lemma 4.2] あるいは [5] を参照のこと。

命題 15 ([16, Lemma 10]). α,βは α > 1, 0 < β ≤ α

2
かつ β <

n+ 2

2n
(α − 1) を満たすと

する。σ > 1 と r >
2n

n+ 2

α

α− 1
を満たす指数 σ, rに対して，任意の ω > 0 について

Iα+σ−1
ω (t) ≤ (1 + ω)ψσ,r

�
∥1 + u0∥Lσ + ∥v0∥H1

r

�
≡ Īα+σ−1

ω (37)

が成立するとする。このとき，指数 q, θが max{2, r} ≤ q ≤ α + σ − 1

β
かつ σ ≤ θ ≤

�
n+ 2

2n
q − 1

�
(α− 1) を満たすとき，(E)の解 (u, v)は次式を満たす：

∥v∥qH1
q
≤ Cqe

−δqt∥v0∥qH1
q
+ Cq ψσ,r

�
∥1 + u0∥Lσ + ∥v0∥H1

r

�
(38)
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∥1 + u∥θLθ
≤ e−qt/(2τ)∥1 + u0∥θLθ

+ ψθ,q

�
∥1 + u0∥Lσ + ∥v0∥H1

q

�
(39)

ここで Cq と δq は適当な正の数， ψθ,q(·) は適当な増加関数。さらに，任意の ω > 0 に
ついて，

Iα+θ−1
ω (t) ≤ (1 + ω)ψθ,q

�
∥1 + u0∥Lθ

+ ∥v0∥H1
q

�
≡ Īα+θ−1

ω . (40)

が成立する。 �

Proof. 命題 12,13 と同様にして証明できる。式 (28)において qβ ≤ α+ σ− 1 なので，再
びGronwallの補題より，

∥v∥qH1
q
≤ Cqe

−δqt∥v0∥qH1
q
+ Cq bq,α+σ−1

�
|Ω|+ Iα+σ−1

q/2τ (t)
�
.

これと式 (37)より式 (38)を得る。式 (39)は式 (35)と式 (38)より導かれる。式 (40)は式
(30)と同様に示される。

以上より次の Lp-評価を得る。

定理 16 ([16, Proposition 11]). α > 1, 0 < β ≤ α

2
, β <

n+ 2

2n
(α − 1) の下では，任意の

指数 p > 2 について，(E)の解 (u, v) は

∥1 + u∥pLp
+ ∥v∥pH1

p
≤ e−pt∥1 + u0∥pLp

+ e−
pt
2τ ∥v0∥pH1

p
+ ψp

�
∥1 + u0∥Lσ + ∥v0∥H1

r

�
(41)

を満たす。ここで σ, r は 1 < σ < p,
α

β
< r < p を満たす指数，ψp(·) は適当な増加関数。

�

Proof. 単調増加数列を構成して証明する。
はじめに，命題 11の ∥u∥L1の評価式 (24)より，

θ0 = 1.

次に，命題 12の ∥v∥H1
q
の評価式 (26)と命題 13の ∥1 + u∥Lθ

の評価式 (29)より，

q1 =
θ0 + α− 1

β
=

α

β
, θ1 =

�
n+ 2

2n
q1 − 1

�
(α− 1).

任意の自然数 kについて，θkが与えられているとする。命題 15で σ = θk, r = qkとして，
∥v∥H1

q
の評価式 (38)と ∥1 + u∥Lθ

の評価式 (39)より，次の漸化式を得る。

qk+1 =
θk + α− 1

β
=

n+ 2

2n

α− 1

β
qk, θk+1 =

�
n+ 2

2n
qk+1 − 1

�
(α− 1).

仮定より公比 n+ 2

2n

α− 1

β
> 1なので，{θk}と {qk}はともに発散列となり，有限項で p

を超える。
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5 解の時間大域存在
定理 1の証明. 数学的帰納法で示す。

Step 1. 時刻 t = 0において，任意に非負の初期関数対 (u0, v0) ∈ Lp(Ω) ×H1
p (Ω) をと

る。R0 = ∥u0∥Lp + ∥v0∥H1
p
とおく。

定理 10より，ある正定数 t1 = T (R0)があって，t = 0で (u0, v0)から始まる解は t = t1
まで存在することがわかる。定理 16より，ある正定数 R1 = C(R0) があって，(u, v) は
0 ≤ t ≤ t1 で有界 ∥u(t)∥Lp + ∥v(t)∥H1

p
≤ R1 である。

Step k. （kは任意の自然数） 時刻 t = tk > 0まで解 (u, v)が存在し，ある正定数
R1 = C(R0) があって，(u, v) は 0 ≤ t ≤ tk で有界 ∥u(t)∥Lp + ∥v(t)∥H1

p
≤ Rk であると仮

定する。つまり (uk, vk) = (u(tk), v(tk)) とおくと，∥uk∥Lp + ∥vk∥H1
p
≤ Rk。

再び定理 10より，ある正定数 Tk = T (Rk) があって，t = tk で (uk, vk) から始まる解は
t = tk+1 = tk+Tk まで存在することがわかるが，実はこの解はStep (k−1)の解の延長で
ある。つまり，t = 0で (u0, v0)から始まる解は t = tk+1 まで存在する。再び定理 16より，
同じ正定数 Rk+1 = Rk について，(u, v)は 0 ≤ t ≤ tk+1で有界 ∥u(t)∥Lp+∥v(t)∥H1

p
≤ Rk+1

である。

Step ∞ すべての自然数 kについて Rk = R1 = C(R0) であり，さらに Tk = T (Rk) =

T (C(R0)) であるので，Stepを進めるたびに解の存在時間が一定の正の時間幅 T1 ずつ延
長し，一方で解のノルムの上界は R1 で一定であることがわかる。
以上より， t = 0 において任意の (u0, v0) から始まる解 (u, v) は t → ∞ まで存在し，

正定数 R1 について，(u, v) は 0 ≤ t < ∞ で有界 ∥u(t)∥Lp + ∥v(t)∥H1
p
≤ R1 である。
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