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様式３

　論文内容の要旨

　多様体のトポロジーにおける重要な研究課題の一つは、多様体の分類である。特に4次元においては、微分構造の
観点から多様体を分類することが困難であることが知られている。4次元多様体の微分構造を理解するためのアプ
ローチの一つは、4次元多様体を種々の図式によって表示することである。これらの図式を構成するために、4次元多
様体に対する様々な分解方法が考案されてきた。本博士論文では、近年盛んに研究されているトライセクションと呼
ばれる4次元多様体の分解に焦点を当てる。
　トライセクションとは、4次元多様体を3つの4次元1ハンドル体に分解することである。特に境界付き4次元多様体
に対するトライセクションは相対トライセクションと呼ばれる。これらの概念は、3次元多様体に対するHeegaard分
解の4次元におけるアナロジーとして、2016年にGayとKirbyによって導入された。彼らは、任意の閉4次元多様体はト
ライセクションの構造を許容することを証明した。さらに、4次元多様体のトライセクションを、トライセクション
図式と呼ばれる曲面上の3種類の曲線族によって表す方法も確立された。
　トライセクション理論の研究では、Heegaard分解における性質がトライセクションでも成立するかどうかを探るこ
とが一つのテーマとなっている。本博士論文の内容も、この種の研究の流れに沿うものである。3次元多様体の
Heegaard分解に対しては、同相と呼ばれる適切な同値の概念が定義される。Heegaard分解の分類問題の多くは、同相
類を基準として研究されてきた。本博士論文では、1970年にEngmannによって示された「互いに同相でない複数個の
最小種数の Heegaard 分解を許容する3次元多様体が存在する」という主張に着目する。
　本博士論文では、上記の事実の4次元におけるアナロジーについて考察する。4次元多様体のトライセクションは、
微分同相と呼ばれる適切な同値の概念を有する。2つのトライセクションが微分同相であることを大まかに言うと、3
分割の構造を保つような4次元多様体間の微分同相写像が存在することをいう。本博士論文では、先述のHeegaard分
解についての事実がトライセクションにおいても成り立つかどうかを考える。すなわち、「互いに微分同相でない複
数個の最小種数のトライセクションを持つ4次元多様体は存在するか？」という問題に焦点を当てる。実は、この問
題は閉4次元多様体に対しては正しいことが2021年にIslambouliによって示されている。彼はNielsen同値という概念
を用いて、閉4次元多様体に対するトライセクションの微分同相類を区別した。
　一方で、境界付き4次元多様体に対する同様の問題は、答えが与えられていなかった。本博士論文では、「互いに
微分同相でない複数個の最小種数の相対トライセクションを許容する境界付き4次元多様体は存在する」ということ
を証明する。申請者の手法は、閉4次元多様体に対するトライセクションの微分同相類を区別したIslambouliの方法
とは全く異なるものである。
　以下では、証明のアイデアを紹介する。本博士論文では、2次元球面と2次元円盤の直積として得られる境界付き4
次元多様体に対して、2つの最小種数の相対トライセクションを具体的に構成し、それらが非微分同相であることを
証明する。相対トライセクションの非微分同相性を証明するために、対応する相対トライセクション図式が同値でな
いことを証明する。すなわち、2つの相対トライセクション図式が、相対トライセクションの微分同相類を保つ特定
の操作によって移り合わないことを証明する。そのために、境界付き4次元多様体の相対トライセクション図式か
ら、閉4次元多様体のトライセクション図式を構成するある操作を利用する。相対トライセクション図式は、境界付
き曲面上の3種類の曲線族として表示される。その境界付き曲面の境界に、蓋をするように円盤を接着することに
よって、閉曲面上の3種類の曲線族を得ることができる。相対トライセクション図式が所定の条件を満たすとき、先
述の操作によって得られた図式は、閉4次元多様体のトライセクション図式の定義を満たすことを示す。さらに、操
作を施す前の2つの相対トライセクション図式が同値であれば、操作後のトライセクション図式も同値であることを
証明する。この性質を用いて、操作後のトライセクション図式が表す閉4次元多様体の微分同相類を比較することに
より、元の相対トライセクション図式を区別することに成功した。
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