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主 要 記 号

                             米
本論文に用いる主要な記号は、つぎのとおりである。

A． ，AN   有限要素の面積・内そう一関数の面積分

  A饗     ：平面応力状態の板厚方向ひずみに関係する係数

  a      計量テンソル ＆αβの行列式。実験に拾ける円板の半径

      一 a。，a   面埋込み座標系の基本ベクトル，反変ベクトル

am ，a㎜   面埋込み座標系の計量テンソル包皮変テンソル

  Bm耐     ：弾性体の材料構成関係式の係数

     αbαβ，bβ   面の第2基本形（曲率テンソル）

Co，C，C  ：初期状態旬任意の変形後の状態弓さらに増分変形した後の
         状態

  C而耐    ：亜弾性体の材料構成関係式の係数

  Cijヒ1     超塑性（クリ」プ）体の材料構成関係式の係数

  D舳t    ：弾塑椎体の材料構成関係式の係数

          （Ta㎜amの応力増分とqrθenのひずみ増分との関係）

dA ，d互   ：C，C状態での微小面積素

 d－so，ds ds ：Co，C，C 状態での微小線素

      o              o                o                o

      l l    一一    ”    ”

米 記号に、 o ， ・  の添字が付けられた場合は、それぞれ初期（Co）

および増分変形後（ C）状態での塁を表すこととする。また、ラテン女手指標

の範囲は1，2，3 ・ギリシヤ文字の指標の範囲は1，2とする。さらに、添

字’1△1’ば、増分を示すO

                  ■



 dY㎜，d－Y篶，dY線，dY黛，dY苫】：埋込み座標表示の生ひずみ日・弾性ひずみ

         塑性ひずみ。超塑性（クリープ）ひずみ。粘塑性ひずみのそ

         れぞれの増分

 dτ ・dτ  ：C，C状態での微小体積素

  E    ：縦弾性係数

  E…5t  ：弾塑性体の材料構成関係式の係数

         （01む。yaの応力増分とGrθθnのひずみ増分との関係）

  eヒ e一 ：直交デカルト座標系の基本ベクトル
    ，

（円板の場合：e1は半径（r），e2は周（θ）。e3は対称軸（Z）方向）

（非軸対称板の場合：e1ぱX軸，e2はY軸，e3ぱZ軸方向）

  ’ F，F，Fヒ  ．物体力ヨ合物体力ヘクトル捨よび物体力の反変成分

 f，fn   一：加速度ベクトルとその反変成分

   f     ：MiSθSの塑性ポテンシャル

   G。   ：埋込み座標系の基本ベクトノレ

  G㎞    ：埋込み座標系の反変計量テンソル

  H    ：平均曲率

 与・h   ： Co， C 状態での板厚

  h一    ：面埋込み座標の物理成分（計量）

K・K，m，n  ：超塑性，定常クリープ材料定数

  Kg   ニガウス曲率

K蝸 ，K蝸  K；冒    ：剛性，初期応力，第2初期応力マトリクス米
    一σ〕    ｛Gi

   M   ：膜肉厚中央面
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 ”      ”

mN ，m“
    一D

  Nα

n ， へ

αβ   αβ
n    △n
   ，

島，P，P

  pαβ
   δv

   k  △P．

P ， △P

  R期
  〔S〕

   r

   r

     N r    r
  N   ，

 S昌，S高
    （…、

 Sm間  △Sm■
   ，

T，T，Tk

  t

   △t

 u， △u

 －u  ， u－

     o

：質量，質量修正マトリクス

：合応力ベクトル

：単位法線ベクトノレとその共変成分

：合応力とその増分

：Co，C，C状態での物体点

：粘塑性材料の係数

：荷重マトリクス

 C状態での圧力とその増分

：荷重修正マトリクス

：位置ベクトル

：半径方向（e1）座標

：節点Nの半径方向距離

超塑性。超塑性修正マトリクス

 Kirc砒。ff応力テンソルとその増分

表面力。合表面力ベクトル、および表面力の反変成分

：応力ベクトル

：増分時間

：変位。変位増分ベクトル

：変位ベクトルの反変1英変成分

     o               o                o

米 添字N．Mぱ・有限要素の節点を表し・その範囲は、三角形要素では1，2，3

円輪板要素では1，2である。
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△uk，△uk ：変位増分ベクトルの反変一・．共変成分

△u嵩，△u豊 ：節点Nの変位増分の反変，共変成分

        （v嵩，v£ ，．f胃．，f豊も同様に節点での値である・）

  Vmπ・   粘塑性材料の構成関係式の係数

  V   ：速度ベクトル

V一 CVk   速度ベクトルの反変，共変成分

 V㎜    面埋込み座標表示の変形速度テンソル

X，Y，Z ：e1，e2，e3方向座標

  X…  ：空間固定の直交デカルト座標

Y高，Yミ   粘塑性，粘塑性修正マトリクス
   ‘m－

 Zmax    中心のたわみ

，α ，、：θα，θ3に関する煽微分

・！α・・α：尋、，a、基準の共変微分

 1。 ，，一。 ：a3，a。基準の共変微分
        o

α・・＆N・β。、・βニ エ…狐・θの内そう関数の係数

  β    ：NθW棚a血Kのβ 法におけるβ一値

下・一    ：面埋込み座標系のクリストツ7エル記号1

NF22m，Nn2二 ：円輪板要素の直交埋込み座標の周方向井変微分に関する係数

。而。，・。㎜：由埋込み座標表示の・・θ・・のひずみ，ひずみ増分テンジル

 Y     ：粘性パラメータ

 δT     ：クロネッカーのデルタ

                lV



；，ず醐，τ㈹，τ

ε・・ε ﾆ・ε・

εX，εY

 εto

 △η

百一 豆丁
  ，

 θ一

  α θ“

 λ

NA。。α、三。冒

 μ

 v

ρ， ρ

σ・・σθ

σX ，σY

 σ7

す，厄

  細・

  τ㎜ △τn皿
   ’

 △τ舳J

岬〕 @：相当ひずみ，相当塑性ひずみ，相当超塑性（クリープ）

 ひずみ，相当粘塑性ひずみ

：半径。周，板厚方向対数ひずみ

 ：X軸，Y軸方向の対数ひずみ

 中心の板厚方向対鐘ひずみ

：流れ法則の比例定数

 面埋込み座標と固定の直交デカルト座標との座標変換係数

 面埋込み座標

       α 節点Nのθ座標

 無次元板厚（＝h／h ），弾性体の構成関係式に拾いて
          ○ のみエameの定数

  a。基準の共変微分の係数

：弾性体の構成関係式における影meの定数

 ポアソン比

：C，C状態に拾ける密度

：半径，周方向応力（物理成分）

：X軸，Y軸方向応力（物理成分）

：降伏応力

：相当応力官応力の第2不変量

：こrauman皿の応力変化率（直交デカルト座標系）

：真応力（Cauchy 応力）テンソルとその増分

．Taumannの応力増分（埋込み座標）

         V



  τ’㎜  ：偏差応ガテンソノレ

ψ、 ，ψN ：工1agrangθの内そう関数

Nぺ一 ?黶F一反変・央変成分のg味態での共変微牟に関†る蝉．

vi・



緒   論

 本論文の目的は、薄板の大ひずみ大変形解析を行う方法を確立し、

工学上董婁と思われる、各種形’状の薄板の静釣拾よび動的非弾性変

形を研究することにある。板材の大変形解析は、塑性加工を初めと

して、構造強度解析，材料試験法などの諸分野に拾いて、基礎的な

重要一な課題」であるO

 現在に至るまで、技術はより過酷な条件に対応すべく進歩して来

たが、塑性加工の分野に春1（ても、成形製品の特性、加工精度、加

工法の経済性に対する厳しい要求に答えるべく、新しい材料、新し

い加工技術一の導入が活発に行われている。従来から、加工法の改良

は、主として実験を主体とした研究によって行われて来ているが、

最近では、非弾性有限変形理論の飛躍的在発展と、電子計算機によ

る数値計算技法の進歩を背景とする数値解析が重要在役割を演ずる

ことが予想され、その発展が強く要請されているO

たとえぱ、超塑性材料を取上げると、この材料は、くびれなしで数

百パーセントの伸び一が得られ、良好な成形性を示すが、その変形機

構の材料科学的および力学的在硫究は始一まって日が浅い。（1）～（8）将

来、その利一用範囲が広まっていくためには、成形過程申に生じる材

料の流れ（ひずみ速度）などが解明されることが必要である。

 また、衝撃エネルギを用いた板材成形は、難加工材の成形に適し、

大寸法多種小量生産に有利な加工法であることから、その利用が広

まるものと思われる。しかしながら、この加工過程は、圧力波形、

荷重のかかり方、材料のひずみ速度依存性など、きわめて多様な条

件に支配されるので、現在．までに平常に多くの実験データが積み上
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げられているにもかかわらず、加工時に生じる高速変形挙動の解’明
            （9）～（14）
は十分に在されていない。     加工条件を単純化した．理論解

析が一この問題を解きほぐす糸口に在ると考えられ一、その一よ．うな研究

      （15）～（19）
が待たれる◎

 いっぽう・【薄板構造物の応力解一折は・構造設計の分野に拾いて基

礎的な役割を占めている。とくに、電子計算機と数値計算技法の発

展に裏．付けされた数．値．解析手法が、安全性、信頼怪を要求される各

種圧力容器、航空機、海中構造物、原子炉容器などの設計に広く用

いられるようになって来た。ところが、超高温、超高圧あるいは衝

撃負荷などの過酷な．環境下での陵帽が要求されているような構造物

の場合、破壊に至るような大ひずみ大変形を解．析する1二とが強く要

請されるようになって来た。このような問題は、後述するような複

雑な．．非線形問題とな．るために、従来用いられて来た解析的手法は有

効ではなく、数値計算が有力になると思われるが、本格的な取組み

は始重って日が浅い。

 さて、薄板の大ひずみ大変形を解析する際に直面する問題点を整

理すると、つ・きのように在る。

 （1） 変形、ひずみ。。およ．び平衡条件を記述する還．動学的拾よび

              （20）～（26）
   力学的関係式の定式化。

                 （27）～（31）
 （2） 材料の構成関係式の定武化。

                   （32），（33）
 （3） かく、もしくは膜件近似の導入。

             （34ト（36）
 （4） 解析手法の組立て。

 物体の運動学的、力学的関一係式を定式化する基礎としての有限変

形理論は、1950年代に非線形弾性論として開花し、その後、数

            一2一



学、材料科学などの隣接諸分野の発達と相まって、非線形連続体力
         （20）～（26）
学として発展した。

 本論文で扱う問’題の場合、材料の構成関’係式の形から、また支配

方程式が複雑な非線形偏微分方程式となることから、そ一の解一法とし

て、荷重もしくは時間の微小増分間に生じる変形を求める・いわゆ

る増分法によるのが最も適当であると考えられる。有限変形理論に

もとづく増分理論が、微小変形理論と根本的に異なるところは、変

形過程のどの状態を基準として定式化するかを明確にしなければな

らない点である。物体の運動を記述するには、よく知られているよ

うに、物体点を追跡していく工agrange の方法と、空間に固定され

   ＿              （37〉～（39）
た座標糸に関する場としてとらえる腕1θr    の方法の2種が

ある。前者は、さらに一つの基準状態に関して、固定した座標糸を
      （40）～（46）
用いる方法と     物体申に固定され（埋込まれ）物体の変形
                       ＿（47）～〈54）
とともに、その座標的纏が変形していく埋込み座標系     を

用いる方法の2種に分けられる。増分理論では、現在と現在から増

分時間経過した時点との間で、びず一み、応力などの状態量とその増

分によって変形挙動が記述されるのであるが、その際、肋1θr法を

用いると定式化は容易であるが、物体点のひずみ（応力）の履歴を

追跡するのが難しくなり・基準状態を固定するエagrangθ 法では㌔

導入されるテンソル量がすべ一て基準状態に引き直された、いわゆる

公称値となり、真の値との関一係一式に物体の全変形が含まれるため支

配方程式が複雑になる欠点を生じる。埋込み座標系を用いる定式化

では、このような灸点は危くなるかわりに、座標系が時間’とともに

ゆがむため、その時間変化率が支配方程式申に含意れて来る。

 しかし、このゆがみぱ、そのま’まひずみを意味しており、数値解
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析により計算．処理を行う場合には・このこと．ぱ障害とはならない。

 以上のように、基準とする状態、拾よ．び座．標系の選択に関連して

3種類の定」式化が考えられるが・、それらは相互．変換可能であり、最

近の数値解析に合いては、間類’拾よ．び解．析手法の種類’に応じて随い

分けられているのが現状である。

 材料の特性を表す構成関一係’式は、式の形の客観性、材料に固有な

対称怪など、物理的拾よび’数学．的要請一を溝た．すものでなけれぱなら

たいが・、解’折に用いることができるた．めには、できる限り簡単な形

であることが望ましい。

 また、それはより多くの実験結果を説明し得る事のでなければな

らないが、弾性、非弾性をとおして、現在、この観点から見て十分

満足できる式は知られていない。弾塑．性体に対して・実際間一題一の解

析に適用する’ことができるものとしては、塑性ポテンシャルを導入

して、流れ法則によって塑性ひずみ増分一を与える式を基礎とする方

            （55）
法がある。これは、R．趾11  の研究に始Iまるもので、従来の微

小びず’み理論によって広く用いられているエ1θvy－Misθs型の式を有

                      （56）（57）
限ひずみの場合に拡張したものに相当して．いる。     本論交

に拾いては、これに弾性ひずみを加え、客観性を考慮してTa㎜a㎜

の応力増分とGreθnのひずみ増分との線形関係’として表現する。

 最近、これらの扱いは便宜的なものであって、複。雑多様な塑性体

の大ひずみ域での特徴をとらえられない可能牲があるとし、数理力

学（ra批。na1mθcha皿ics）的な理論展開とそれにもとづく再検討

が行われているが、数値解析に応用できるような具体的在式の形を

導出するに至っていないO

 ところで、動的な変形過程に拾いでは、材料のひずみ速度依存の
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性質が顕著になることが多くの研究者によって報告されている。
（9）。（15），（16）

       ～これを構成関係式の申でいかに表すかについては、

                           （58）様々な提案がなされているが、現一在のところ、エ．瓦．胞1vθrエ1

      （59）
やlP－Perzyna  らの、非弾’性ひずみ速度が弾塑性体として達し得

る応力と生じている応力との差一過剰応力（eXCθSSStrθSS）一一に

比例するとした弾／粘塑性理論が数値解一折に利用できる数少ないも

のの一つと思われる。

 いっぽう、クリープー現象のような準静的変形過’程における、ひず

み速度依存性を有する材料の構成関一係式についても、従来、設計と

関’速させた実験によって多くのデータが得られている。現在のとこ

ろ、このような結果を踏まえて、解析に用いることができるのは、
               （29）
クリープ理論にもとづくものと、  上述のPerzyna形の構成関’係

          （59）～（63）
式であると考えられる◎

 いず一れにせよ、現在’までの静的、準静的、拾よび動的な材料の変

形挙動を特性づける構成関係式は、実際の現象との対比によって、

ケースバイケースで処理せざるをえないのが現状であって、普遍的

な理論の完成は、数理力学的展開を軸とする今後の研究に待たれるO

 つぎに、板厚が十分に薄いと考えられる平板もしくはかく体に拾

いでは・板厚方向のひずみや応力の分布はそれ程急激なものではな

い。待って、たとえば、板厚’中央面上でひずみ、あるいは応力をテ

イラー展開して・有限項で打切り・中央面上の値とその勾配で代表

させることができる。これは、かくあるいは膜件近似といわれるも

ので、厳密には3次元理論で扱われるべき対象を2次元化すること

により、種々の取扱いを容易にするために用いられる近似法である。

 工学的によく用いられるものとしては、（I）要素は、曲げと．横せん
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断に対する剛性がないとする膜件近似による膜理論、（皿断面’の平面

保持と面法線の法線保持の仮定、すなわちKirc血。ff｛oveの仮説

を考慮する曲げ理論、（1皿）Ki’rC池0ff一工10Vθ の仮説を導入しない曲

       （32），（33），（46）
げ理．論があるO

 ところで、板厚が物体の他の形状寸法に比較して十分に小さい場

合・また変形、が局所一に集中することがないと予想される場合・（I）一拾

および一（血）の取扱いで十分良い結果が得られることは、従来から良く

       （40）～（44）
知られている。     さらに・本論文で対象としている薄板の

非弾性大ひずみ大変形の場合、膜力（面一内力）が荷重の大部分を支

持し、曲げモ’メントの役割はそれ程大きくないと考えられる。事

実・現在まで多くの破究者により行われた軸対称薄板の張出し変形

の解析などに拾いて、実験との対比により曲げモーメントを考慮し
                 （40）
ない理論の有効性が確認’されている。   曲げ変形を考慮すると

支配方程式はきわめて複雑となるので膜理論によるものに比べて、

解析の手数が急増するだけでなく、数値計算上の精度が悪くなるこ

とが予想されるので、ここで扱う問一題に拾いては、（血の扱いをする

利点はあまりないと考えられる。

 最後に、解析の手法に関して、ハードウェアとしての電子計算機

の発達に支えられて、各種の数値解析手法が飛躍的に発展して来て

いる。その結果、極度に問題を理想化して解析的に扱うよりも、よ

り実際に近い条件下の解を得ることができる手法を用いるようにな

って来た。

 本論文で扱う幾何学的拾よび’材料的非線形問題の解析においては、

解析的な扱いは殆んど不可能に近く、もつぱら数値解析手法に頼ら

ざるをえないO数値解析手法として広く用いられているのは、微分
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方程式の境界値、初期値問題を直接離散化して数値解析する差分法
（40）     （36）
  と、変分原理  より直接離散化方程式を得て解析する有限要
  （34）。（35）
素法     である。

 有限要素法は、問題一の記述がマトリクスあるいはテンソル表記法

によることができ、計算機のプログラ半に適していること、任意の

形状に対して境界条件の導入が簡単であること・一般に場の間一題を

はじめ偏微分方程式の解析に対して応用できるというきわめて広い

適用怪を持つことなどのために、その発展は目ざましく、非線形連

続体の分野での数値解析に拾いては最も有力な手法と考えられてい

る。

 本論文は、以上に示した要点を踏’まえて、第1章では、膜体の厳

密な有一限要一素関係式を定式化するために必要な面埋込み座標表示の

還’動学的諸量拾よび仮想仕事の原理の式を導出する。

 第2章てば、膜体の解析に用いる～二とができる材料構成関係式を導

出する。弾塑性体に対しては、R．趾1ユの提案したものに対応する

ものを、弾／粘塑性体に対しては、1P．Pθrzyna の示したものを・

                           （29）
趨塑性（弾塑性クリープ）体に対しては、亙．K．G．Odrvis七  の

示したNOrtOn法則を多軸状態へ拡張したものをそれぞれ基礎とす

る。

 第3章てば、第1章拾よび第2章で得た関一係式を用いて、静的、

準静的、拾よび動的な薄板の大ひずみ大変形解析のための増分形の

有限要素国二係一式を導出する。

 第4章ないし第6章では、第3章で定式化した有限要素法を用い

て、実際の各種形状薄板の液圧バルジ変形を解析し・従来から得ら

れている結果拾よび実験解析結果との比較により、弾塑性、超塑性、
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弾／粘塑性それぞれの有’限要’素解一折’法の有効一怪を検討する。

 第7章では、解析結果の検討と材料定数を決定するための実．騎手

法を示し、さらにその手法を」用いて実験の解析を打つだ．結果につい七

述べる。薄板の大ひずみ大変形時のひずみ・、応力を非撃触的に解析

する手法として、最近、形状測定法として注目を集めて．いるモアレ
       （64）～（66）
トポグラフィ法     と格子法を併用した新しい方法を提一案す

る。

 結論に拾いては、以一上に．得た結果の総括を行うO
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第1章 膜体の増分理論

1－1 緒  言

 板厚が他の寸法に比べ一て十分に小さい薄板一の大ひずみ大変形問題

                         （43）。（44）
では、従来、膜理論を用いた解析が多く行われて．いる。

このような間’題は、素材の変形が大きいこと、しかも生じるひずみ

も．また大きいために、支配方程式は複雑な非線形方程式となる。そ

こでは、時間もしくはそれに代わる一変数の微小増分間の変化量を求．

め、それを積分していく、いわゆる増分法による解一折がもっとも適

当と考えられる。このための基礎方程式を定式化するにあたっては

基準状態を明確にして、増分量の加算性（広くは、増分量の積分の

                      （21）
方法）について十分に検討しておく必要がある。   例えば、単

軸変形状態や変形に伴って応力やひずみの主軸が回転しない場合に

用いられる対数ひずみ、真応力呑よびそれらの増分といった量をそ

のま．ま一般的な変形の解析の際に持ち込むことはできない。

 一般に、物体の運動学的春よび力学的関’係式を定式化する方法に、

物体表示法（工agrangθ表示法）および空．間表示法（痂1θr表示法）

があるO本論支で扱う問題てば、材料の構成関一係一式がひずみ履歴に

大きく依存するOしたがって、解析にあたっては、すべての物体点

のひずみ履歴を追跡していくことが必要となるが、このためには、

物体表示法（工agrangθ表示法）を用いるのが便利である。この意

味から、ここでは、物体座標系の一種である面’埋込み座標による定

式化を行う。この座標系は、複雑な曲線座標系となり、しかもその

計量テンソルは変形に伴って刻々変化していくので、解析的手法を

用いる場合には、特別な場合を除いて使用が困難であるが、有限要
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素法のような数値的解法を．用いる場合には、計算上の困難はなく、

また座標系の計量テンソルがそのままひず’みテンソルと関I係づ一けら

れるという利一点もある。いっぽう、この座標系によるつり合い式の

定式化は、変形状態を基準として行うことになるため、導入される

テンソル量が明確．な意味を持ち・式の表現が簡潔になる。

             （20）
 本章では・A．瓦．Grθθnら  のテンソル表記法を用いて・面埋

込み座標での増分形の有限要素式の定式化に必要な膜体の運動学的

拾よび力学的諸関一係式を導出する。

 1㍗2節に拾いては、膜体の運動を記述するために必要な面埋’込

み座標糸に拾ける各種ベクトル、テンソル量拾よびそれらの増分量

を示す。

 1－3節に拾いては、面埋込み座標1糸のひずみおよびその増分に

ついて述べ、従来の空間座．標表示のひずみ増分との相違を示す0

 1－4節においては、増分変形論の面埋込み座標系を基準にした

膜体の中央面上の法線ベクトル、拾よび面積、体積とそれらの増分

を求める0

 1－5節においては、増分変形前後の合応力、合表面力、拾よび

合慣性力を増分変形’前の面’埋込み座標系を基準にして示す。

1－6一節に拾いては、1－5節で得た諸量を用いて増分形の運動方

程式を求め、さらに仮想速度を乗じることで仮想仕事の原理の式を

導出する。これは、第3章の有限要素関一係一式の定式化の基礎式とな

る。

                 （47）  （48）～（54）
 な拾、本章で展開する理論は、瀬’口、 北川      らによ

                   （20）
る一般増分理一論を、A．瓦．肚θ帥．とWZθma の膜理論で書き改め

たものである0
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1－2  膜体の運動

 本論文では」熱ひずみ無応力状態にある平’板が大ひずみ大変・形を

受ける間’題を解一折する。～二の状態を基準状態 Coと名付け、その時

の時刻をt＝0とする。

 膜体内の物体点の位置を示すために、肉厚中央面一（以下、中央面

と呼ぶ）にそってθ1、θ2軸を、中央面に垂直方向にθ3軸を設定し、

座標値（θエ、θ2ヨθ3）を．定める。この座標系は、膜体に固定され

た．ものとする。ただし、t＝0一に拾いて、ある一つの空間’固定の座

標系（X1・X2，X3）と一致していると考える。

 この膜体が運’動し・任意の時刻t＝tに拾いて状態Cに移るとき、
  1   2    3
（θ，θ皇θ ）で表される物体点の固定座標系に対する座標値X・

ぽつぎのように表される・

x㌧x・（θ・，も・，θ・，十 ）   、。一，、。、 （1－1）
          ．    ■             一＾’ 1’6，U ’

式（1－1）が膜体の運動を表すためには連続体としての条件一よ

りつぎの関一係一が成立しなけれぱならないO

    d・tlax一／8θjl・0       （1－2）
          （・，j；1，2，3）

本論文で扱う間一題’は、すべて式・（1－2）が成立するものに虚る。

Coに拾いて、 xk座標曲線と一致していたθk＝一定である座標

曲線は、膜体の運動とともに変化する面埋込み座標系を形’成する。

膜体の大ひずみ大変形を取扱う場一合、この面埋込み座標系は運’動の

                        （20）
記述が簡単であるために・A・瓦・Grθen＆W．Zθma  やP・M・
   （32），（33）
Naghd－i     らによって広く用いられて拾り、本論文において

も・これに在らい、一貫して膜体の運動の記述に対して面一埋込み座

標系を用いる。
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 図1－1に示すように、

任意の変形状態に拾ける中央面
MI �lえると、M上の任意

の点Pへ・の位置ベクトル

rは、θ1。θ2の関数で表さ

れつぎのようになる。

r昌r（θ1，θ2）

      （1－3）

点Pでの中央面にそう基本

ベクトルaは、つぎのよう
     α
にして求められる。

M

r

〃

P
！

1

θ3

α3

町

θ1

θ2

図1－1 基本ベクトル

      βa ＝ r（θ ），
 α            α

（1－4）

      〔α，β＝1 ，2〕

上式倉よび以下では、ギリシヤ文字の指標の範囲は、1包2，ラテン文字のそれ

は1，2，3とし、それぞれの範囲内で総和規約を使用するものとする。

つぎに、点Pでの中央面への単位洗練ベクトルをa3とすると、、a とa3には
                            α
それぞれつぎの関係が成立する。

       a3‘aα＝O， a3’a3＝1 ， a3’a3，α雪0  （1＿5）

なム、・、方向への曲面・からの距離は、1・（一÷与≦θ・≦舌与，ザ

板厚）で表されるO

 以上に示した基本ベクトルa而によって膜体の運動を記述する。図1－2のよ

うに、初期基準状態 Coから、任意の変形が加わった後の状態をC筥さらにそ

れに微小変形が加わった後の状態を δとする。 Co・C．Cにおいて・その基

本ベクトルを 幕m，戸m，anで表す。 CoからCへ膜体が変形するとき、物体

点Pの変位ベクトノレu’は、 Coでの基本ベクトルamで成分表示するとつぎの
                      ○
ようになるO

u一。α（θβ）a・。・（θβ）a，

       oα       o
  。（θβ）aα・。、（θβ）a・

   α     O         O

（1－6）
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一また、CからCへの点pの変
位増分ベクトノレ・。を。での基本べ   93

                  スO。一 θ2
クトルajで成分表示すると、θ・． Q・

一ぎの11舳 @ 涛佃戸、・製レ。
                 p O。
              ’＼α1◎l  C
                 、・                   ＼＿一
              u

             3，             9

                  2
            α。  θ
            O
                02
            P  o    C．            o
         ’＼．91θ一ノ
            ドーノ．
             図1－2 膜体の変形

・u一・・α（θβ）a・・。・（θβ）λa、

        α
  一・・、（1β）・α・ム・。（1β）・・／／

式（1口・）・（1‘7）に紬て・字α

        （1－7）

aαは基本ベク1ル争、・a、の

反変ベクトルで・        α         α

  α      a’a＝δα， a・a；δα（ δ  ：クロネッカーのデルタ）O  Oβ β       β  β．
  β    。
の関係があり、aはa3，a3はa。とそれぞれ等しいOλぱ無次元板厚で、
      O    O
Co拾よびC状態での板厚をh 拾よびhとすると、つぎのように表される0
            0

      λ＝h／与       （1－8）

式（1－6），（1－7）を用いて、C拾よびδ一状態での基本ベクトルa而．
一                                 〃  〃   ”一”
a同を求めるとつぎのようになるOな春、以下に拾いて添字 o ，    ，

は、 Co，δ決態での量を表すものとする⑤

・、・（1ε・・β1、）・β・・31、。、

         O        O

・。一／（…31、）・、・・α1、・、〕／／ （1－g）工

O        O
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   一    β   β       3
   aα：（δα十△・・α）aβ十△・11αλa・

   ヨ・・／（・…3。・）λa・…α川・・、〕／T  （・一・）・

   ・β1一。β1－bβ。・
     α    ・α  Oα

   ・・1一・・，ヰb。β
     α    α oαβ
   ・。β，，一△。β一bβ・。・λ

     α   且α  α
    3    3      β
   △u・α＝△u・α十bαβ△u／λ      （1－10）

   11   ”       ”    ”                                                        ｝    ”    一一   ，，

ここで・⊥、リ、は・尋、日・a、基準の共変微分を表し・1・…

ぱ、幕3，a3基準の共変微分を表す。 bαβば面の第2基本形（曲率テンソル）

であり、つぎに示すように2階の対称テンソルである。な拾、初期状態Coに拾
                  βいて、中央面は平面であるために盲αβ雪をα ぱ零である。

  bαβ＝一aα．a、・β＝一aβ’a、・、＝a、・a、・β：a、’aβ・α

       β    α  αU     αぴ
  a、・α＝・bαaβ・bβ＝abリβ；・β、b・b、β；bβ、（1一・・）・

平均曲率互とガウス曲率Kgはつぎのように定義される。

       α    H＝b ／2．
       α
    K。＝d・tlb、βl／・＝blb：一blb：

    ・＝d・・1・、β1       （1－11）・

Cからで状態への変位増分が無限小であるとすると、つぎの関係が成立する。

    aα一（δα一。・α）。β一。。α，，。・／λ

         β   ’’β      。

    a3＝a3           （口2）

  ＿  一             ＿  ＿αβ
C， C状態に拾ける面埋込み座標一の計量テンソル a  ，a  ，a
                       αβ  αβ

の間には、式（1－g），（1．一12）よりつぎの関係が成立する。
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・αβ＝ 閨Aβ十・、1β十・β1、十・jlβ・il、

    互 … △u，，・△u、，・△uj，，△ujl，
     αβ   αβ  α β   β α    β   α

      三aαβ十△uα・β十△・βllα

   一αβ＿ αβ λα β  βリ α  λU α  β   a。  一 a   － a  △u   i a   △u   ＋ a  ・△u   △u
              ”λ   ～    リU ∵λ
      雪  αβ    λα   β     βU   α
      ＿ a。  ＿ a。  △u   ＿ a  。△u         （1＿13）
              nλ     ”1J

 つぎに、無次元板厚一λ、」λを変位成分表示するとつぎのようにな

る。

   λ2≡（1＋△λ）2＝1＋2△λ十△λ2
         0．       O    O
     星1・2u．1。・u「。u，1．

   T2量（λ十△λ）2昌λ2＋2λ△λ

     ＝λ2・2△・3、，λ2・△・一，，・△・、、，。〒一λ2・2△・。，，。（1－14）

          一3

 ただし、上式では、変位増分を微小量として取扱うのと同様に、

△λを微小量と考え2乗の項を無視している。

 C状態での面．埋込み座標に拾けるクリストッフエル記号ぱつぎの

ようになる。

   Fβ。α＝（a、β・リ斗aαリ・β■aβリrα）／2

   一α       αλ一       α          α               α

   F   ＝a r   昌a・a   ＝a・a   ＝一a・a
    β1J        βUλ      1J，β       β’1J    U    ’β

   不言、・矛・・、・β・一・、・・α・β一一・言

   丁二β＝a3・a、・β＝一aβ・a3ぺ・、β

   丁二、一・3・・、・、…ア1、一丁ζ、一・ （・一・・）
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 式（1－15）により、基本ベクトルの微分はつぎのように表さ

れる。

    a・ぺ丁＝αa・      （。．。。）

1－3  ひずみ

 図1－2に示す初期状態Co，変形後の状態Oおよび増分変形後の

の状態τにおける膜体の点P  Pおよび一旦付近の中央面にそう微
            0 ，

小線繋をds．ds ．d§とすると・それぞれの線素の2乗はつぎ
     ○
のように表される。（㎜〕・（21）

   d。・＝。 dθαdθβ
   o   oαβ
   d。・・。 dθαdθβ
       αβ
   ・百2・互、β・1α・1β    （1一・・）

着目している物体点付近の変形一の測度として、線素の2乗差を用い

るとつぎのように表される◎

d・・一d・・一2Y dθαdθ6
    o    αβ

（1－18）

ここで・Yαβは面埋込み座標のひずみテンソルで・式（1－1ア）よ

りつぎのように表される。

Yαβ：（aαド書、β）／2 （1－19）

さらに、中央面に垂直な方向のひずみテンソル、つ’まり板厚方向の

ひずみテンソルY33は、同一様にしてつぎのように表される。

   Y・・一（λ2－1）／2・△λ・△λ2／2    （1－20〉
            0   0
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膜体の変形てば・a3方向はつねに中央面に垂直であるから・つぎ

の関’係一が成立するO

   Y、べYα、：0        （1－20）・

 同一様に、微小増分変形前後で、線素の2乗差をとることにょりひ

ずみ増分テンソル △Yαβ・△Y33を求めるとつぎのようになる。

   d盲・一d。・・2・Y dθαdθβ
           αβ

   △Yαβ≡（aαβ・・α6）／2

   △Y 冒（T2一。λ2）／2隻．λ今λ
    35

   △Y  ＝△Y ≡0            （1－21）
    3α   α3

 式（1－13）。（1－14）より、ひずみテンソル捨よび’その増

分は、変位成分拾よびその増分’によってつぎのように表される。

・、β一（・、1β・・β1、…1、・nlβ）／・

   Y ；ul＋（u．lu「 ）／2
   33   3 3      3  3

   △Yαβ＝（△・α11β十△・β・α）／2

   △・、、白△・、・、  ．・    （1－22）・

 ところで、Vを物体点Pでの速度ベクトルとすると、つぎのよう

に成分表示される。

   V・・ゴ・・！λと
      α    3   3
      α    3     ＝va＋v．λa         （1－23）
       α      3

 つぎに、変形速度テンソルVm を求めると、つぎのようになる◎

             一10一



・、β＝（・、1ぺvβ・α）／2

    。 呈。，、 ，…   ＝0   （1－24）
     33  33  3α  α3
 上式に、微小時間間隔△tをかけると、増分ひずみ△Y㎜ が得られる。これ

は、第2章で述べる構成関一係式の申で重要な役割をする。

 ひずみテンソルY㎜は、式（1－18），（1－21）から明らか在ように

加算的な量であって，ひずみ増分テンソル△Y川、の総和として表すことができる。
（21），（47）～（54）
        これは、埋込み座標’の長所の一つである。これに対して、つ

ぎのひずみ増分テンソル△emに対応する量を各変形段階ごとに加え合わせ、

    ＿          aθ『aθ5
    ・㎜・Σ△・而・＝Σ△Y・・8支・a支・    （1－25）

生ひずみと定義して、大ひずみ問題を増分理論によって解析している例（44）も

あるが、一般的に言って、ひずみの主軸が回一転する場合については、時々刻々変

化する空間座標で定義されたひずみ増分の和は物理的意味を持たない。ただ、伸

び一ひずみのみが存在する場合、たとえば、円板のバルジ試験のような軸対称変形

の特別な場合に対しては、（40）～（43）式（1一。。）により得られたδ、．は対

数ひずみとなり、物理的意味を持つ1二とがつぎのように示される。

 簡単な例として・図1－3に示す

薄肉円板の微小要素の変形を取り上

げ、GrθθnのひずみテンソルY㈹・

対数ひずみε舳1 弓拾よびそれぞ

れの増分を示すO

 なお・、添字 〔。。〕 は、総和をと

らないことを表すものとする。

（
■    一    一   一    ■   ■    一     一    一    ■     一    一

壕
薫÷

「

ム ～
似

陀

e3

e， e1e2 e1

ぐ

・口・／（・／去）2一・〕／・

Y＝（r2－r2）／2
 22      0

  図1－3 軸対称変形

△γ…1△1／12
 11     0

△Y ；r△r
 22
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Y一［（h／与）2－1〕／2 ・
33

△Y  三h△h／h2  （1＿26）、

 33    0

    ε ＝1n1／1  ，△ε 宝△1／1     11     0       11

    ε ＝1nr／r  ，△ε ≡△r／r     22      0        22

    ε  ＝ 1n h／h    ，  △ε   ； △h／h    （1－26）2
     33      0         33

 上式のGreθ血のひずみ増’分△Yエ舳。を空間座標（直交デーカルト座標

系en）へ座．標一変換する（物一理成分表示）とつぎのようになる。

    △el…刷＝ G‘n刷△Y，nn，                （1－26）、

ここで．、G㎞m〕 ﾍ埋込み座標系の反変計量・テンソルでつぎのように表

される。

    G口・（1／1）2，G22宮1！・2，G33＝（h／h）2
        0                          0

                        （1－26）。

式（1－26）1～4より、それぞれのひずみおよび一増分量の間’に、つ

ぎの等式が成立する～二とがわかる。

    △e沽刷 ＝ G旧川 △Ymm，昌 △ε．mn，

     ε1－1一｝・・（・…1－1冨‘n刷）・ε1一・ （・一・・）、

 以上のような特別な場一合を除いて、一般には、ひずみem。は対

数ひずみでもなく、．また、つぎのテンソル変換で得られるひずみ

emとも区別されなくては在らない。

          aθjaθ一
     … ＝Yj、∂支・a支・      （1－27）
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1－4  法線ベクトル、面積。体積の増分

 図1－2に示すC。万状態に拾ける膜体．の同’じ物体座標’を有する

表面に立て．た単位法線ヘクト・ノレを、n，nで表し・それぞれつぎの

ように成分表示する。

       n＝naα十n／λa3
          α     3

       而・五aα・五／Ta3    （1－28）
          α     3

式（1－12）を用いると、ベクトルnの増分△nはつぎのように表

される。

     △n＝ n－n
一・・、・α一・、（・・α・β・β…α・、・3／／）・・、・・α一、パ・、

       ・（△・・／λ一2・・△λ／λ2…△・3，，／λ）a
                    3     3
                        （1－29）

ただし・   △n■＝nrnk

同一様に、中央面に対しての単位法線ベクトルの増分△nを示すとつ

ぎのようになる◎

      ，     △n＝ a－a
         3   3
       ・（・・㍉1，／・、…α・、・、）／T一・／！／・、（・一・・）

計量テンソル aαβ1互αβの行列式をa1面  と拾くと・変位

増分△uを微小と考えることにより・式（1－13）からつぎの関係

を得る。

     一            α     a畠（1＋2△u，， ）a
              α
       ■           α    △a ＝ a ＿ a ＝ 2 △u   a             （1＿31）

              uα
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 いっぽう、．単位．法線ベクトルと微小面’素に関するNanSOnの開係’式

（21）’（25）は、増分変形前後でつぎの一 謔､に表される。

    n、丁 1／……＝ d．A ＝ 五、λ／…11 d瓦              （1＿32）

面’ヘクト・ルの増分量△（叫dA）は・式（1－31）を代入することで

得られつぎ一のようになる。

    ・（皿。・・）一町（・・α。、・今λ！λ）・・  （1－33）

ここで、関一係式ngn9＝1 を用いると、式（1－33）から微小面’積

素dAの増分量△（dA）が得られつぎ一のようになる。

    ・（・・）・！（・・α一、・・λ／λ）イ…〕・・ （・一34）

 つぎに、P，至近傍の微小。体積素を、 dτ。d〒で表すと、質量

保一存則からつぎの関係を得るO

     λ1／豪 d〒＝ T 1／；  dτ                 （1＿35）

微小体積素の増分△（dτ）は・式（1－31）を代入することで得

られつぎのようになる◎

    △（dτ）・（△・α，、・△λ／λ）dτ    （1－36）
           α
 質量保存則一は、増分変形前後の密度をρ，ρとすると、つぎのよ

うに表されるO

    ρλ危＝百丁石        （1－37）

1…5  合応力官舎表面力，合一贋性力

 物体に作用する外力は、物体要素に働く物体力（慣性力を含む）

と物体の表面要素に作用する表面力とがある。さらに、応力は物体

内部の仮想的な面に作用する単位面積あたりの力として定義される。

ここでは、つぎの関係を滝足する基本ベクトルGkを採用して諸量
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を表した後、合応力，合表面力、合慣性力を求める。な紅・この埋

込み座標・系の基本ベクトルG。、および一その計量テンソル G㎜。

G㎜は第2章に拾いても採用する。

     G＝a  ，G≡λa      α   α        3    3

     ら・5，  G、一高、  （1－38）．

 C状態での点1Pにおける応力ベクトルをt，τ状態での点互におけ

ける応力ベクトルをt、同じ応力ベクトルを0状態での点Pを含む

面で定義して。tで表す。このとき、つぎの応ガテンソノレとその増

分を導入する◎

    t＝叫τkjGj ＝叫skj Gj

    t・五・；勺G、，正一・・；・jG、 （・一・・）

    τ一j＝τkj＋△τ一j，Skj＝S・j＋△Skj

    △・一j一△τkj・τ一j（△・α，，・△λ／λ）  （1－40）

               α

 ここで、τ㎜は真応力（Cauc］ユyの応力）、SmはC状態を基準

としたKirc血。ff応力・△Tm ・△S㎜ はそれぞれの増分である。

 な拾、叫 。n真はそれぞれC，O状態で点P．Pを含む面の単

位法線ベクトルの成分である。

 物体の表面および’境界上に拾いて・それぞれの応力ベクトルは単

位面一積あたりの表面力のベクトルとつり合っている。その関一係一を示

すとつぎのようになる。

          ，        t＝T＝TmGm      （cの面A上で）

          ，       ■    一    ・而  ■        t＝T＝T G。     （万の面τ上で）
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       一        ，        一       〇t＝ 汀＝ π「G、       （Gの面一A上で）

    可掘； Tn ＋△T01 ， 正m＝ Tm ＋ △Tm

    △T…＝△Tm＋T一△u㎜、，、            （1＿41）

     ，  ．，ここで、T，Tば・・それぞれ・o，万で作用一している表面力のべ〉ト

ル、また；Tは、T’を。の面・上で考えたものになっている。

 増分変形’前後の加速度ベクトルを

    f昌fk G、 ，下；F C，

    f㌧fk＋△fk        （1－42）

と表せば、単位体積あた．りの物体力は、慣性力のみが作用している

とみなした場一合はつぎ一のように表される。

    ，                    ，

   F＝ρf， F≡百F    （1－43）
 つぎに、膜体を対象として、面’埋込み座標系の基本ベクトルa…

基準での合応力，合表面’力，合慣性力の表示を行う。

 平面応力状態の膜体では、つぎの関係が成立している。

    τα3＝△τα3＝τ・・＝△τ・・＝0

   ・α3一△・α3・・33昌△・33－0    （1－44）

θα＝一定の面に働く単位座標一あたりの合応力Nは、式（1一
                      α
39） を考慮すると、変形前後でつぎのように表される。

N、・κ・αβ・。・“・砧αβaβ

   ・α6一ταβλ・，五αβ・。αβ・・。αβ・。αβ（・λ／λ）

         o
    αβ   αβ
   △n   ＝ △τ   λh                     （1＿45）

          ○

 中央面の単位座標面積あたりに働く合表面’力をT，T．Jとし、

それらをつぎのように成分表示するO
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    ，T＝町一帥α・、・・3！弓） （。の面・上で）

     ，f雪盾丁昌広（㌃α5・可a） （百の面τ上で）
         α    3
     ，卜百一κ（施、・珂a、）（・の面・上で）

                  （1－46）

ここでは、中央面一に対して垂直方向に圧力が加わる場合の圧力Pお

よび一その増分△Pと表面力増分△T一の関’係を求めて倉く。式（1－

39）～（1－41）を用いて表すとつぎのようになる。
     ・・α一一・／／・・㍉ぺ2・βα

     ・・3一・・／λ・・／λ・・α一、   （・一・・）

 さらに、単位座標面積あたりの合慣性力（合物体力）ベクトルぱ、

式（1－43）からつぎのように表される。

         ，    F一肩／与F一榊1（・α・、・・3／・、）

    F一㍍暮F一π与す（肖、・子3・a、） （・一・・）

1－6 運動方程式と仮想仕事の原’理

 増分変形前後0，Cに拾いて、膜体が滴定すべき運動方程式ぱつ

ぎのようになる。（20）ただし、ここでは物体力として慣性力のみを

考慮する◎ N  ＋T＝F
      α，α

     Nα・α十〒・F      （・．・9）

式（1－49）に、式（1－45），（1－46）ヨ（1－48）を代入

し差し引き、2次以上の微小項を省略することによって、つぎの増

分形の運動方程式を得る。
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   ／盾！・・αβ・・αβ（・・v一、・・／／／）〕・β

    ・盾。αρ（・。β、、a・・。・，、λa）／，

           ρ β   ρ 3 α
   一十1／麦（△Tαa＋△T3λa）；△Fαa＋△F3λa（1＿50）
         α     3     α    3

    〈ここで、△Fkはつぎ一の上うに表されるO

     △F一・ρλh厄（△f㌧fj・・k，，j）  （1－51）
         ○
式（1－50）に拾いて、変位増分の共変微分が乗ぜられた項’は初期

応力があるために生じる項一であり、有限変形理論に拾いでは省略で

きない。これらの項一を省略して、変形前後の座標糸を区別しない場

合は、いわゆる無限小ひずみ理論による運’動方程式に対応する。

 以上得られた増分形の運動方程式（1－50）に変位に対する拘束

を乱さないような仮想速度

      … 、・α・・、・3／／   （・一・・）

を乗じて、中央面’の領域Aにわたって積分を行うことにより、つぎ

の仮想仕事の原理の式を得る。

が／・・αβ・β川、・・αβ（・・リい、・・／／／）・、，、、

・・αβ・・㌦β・…、〕・・㍉盾・壬㌦・・

＝へ△Fk・・dA      （・一53）

 な拾・同様の結果を、C．O状態に対するエネルギつり合い式の

差により導出することができる。（21）式（1－53）が、増分形の有

限要素関係式の定式化の基礎となる。
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1＾7  結 言

 本章においては、第3章に拾ける膜体の増分形の有限要素関’係式

の定式化に必要な基礎関係式を導出した。

 これまで、面埋込み座標による運動学的諸量の表示は、A．E．
。、、、。（20）・（32）・（33）らによって行われ、丁．エ．。。e。（・・）らによ

って薄板の弾性有限変形問題に対する有限要素関係’式の定式化に用

いられているが、一般には、空間座標が、微小変形理論の延長とし

ての観点から採用されている。（34）筥（40）～（46）

 本論文で対象とする大ひずみ大変形問題では、材料の構成関係式

が変形履歴の影饗を受けるため、各物体点について変形を追跡して

いかねばならないが、そのために都一合の良い物体表示法と運動やづ

り合い条件の記述が簡単に在る特徴を兼ね備えている面埋込み座標

を採用して定式化を打つだ。

 こ～二では、任意の変形状態における膜体の無次元板厚λを一定と

したが、～これは第3一章で示す有限要素の板厚を一定とすることに対

応し、薄板全体の板厚は要素ごとに階段一状に変化している～二とにな

る0板厚’の変化をなめらかなものと仮定した膜理論、倉よび横せん

断力の影響を考慮した修正曲げ理論の展開は今後大いに期待される。
（45）。（46）

 本章で導出した増分形の運動方程式は、一般の境界値間’題の解析

にも応用できる。また、仮想仕事の原理の式は、第3章での有限要

素関係式の定式化における基礎式となる◎
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第2章 構成関係式

2－1  緒 言

 本章では、大ひずみ大変形を受ける弾塑性膜体、超塑性（弾塑性

クリー7。）膜体、拾よび弾／粘塑性膜体の応力とひずみの増分関係

を・有限要一素法による解析に用いる巨中で定式化する。

 材料一固一有の性質を表す構成関’係式を求める場合の諸前提一拾よび’方

法については、固体力学開係の専門書（26）～（31）に詳しく記されて拾

り、それに従って有限ひずみに対する構成関係二式も数多く提案され
ている。（55）～（57）しかし、本論文で取扱う静的、準静的、拾よび動

的な大ひずみ大変形問題の解’折に適用し得る構成関’一係式は、いわゆ

る材料非線牲拾よぴひずみ速度依存性．に対する考慮が必要であり、

限られている。大変形問題に対しては、応力、ひずみの定義および

それらの増分量が客観性を有することを明確にする必要があ亭。

ここでは・応力拾よびひずみに対・して一貫して面埋込み座標に拾け

るこraumanエ1の応力増分拾よびGrθθ皿のひずみ増分を採用する。

 弾塑性膜体に対しては、Pr棚砒1－Rθussの式を大変形問一題に対し

て矛盾の無いように拡張した応力増分拾よびひずみ増分の線形関’係

式を用いる。（21）’（48）

 ひずみ速度の大きい動的変形一過程においては、材料のひずみ速度

依存性（粘性効果）が顕著と在ることをN．Cri、七es，u（31）やエ．瓦．

Ma1vθrn（58）など多くの研究者が指摘しているが、（9）～（16）本論文

では塑性域に拾いて粘性効果を考慮するP．Pθrzy肋の提案した弾

／粘塑性モデル（59）を採用して構成関係一式を求める。

 準静的な場合でも、クリープ変形を塑性変形とまったく独立させ
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て取扱うことについて疑問が出て拾り、従来の弾塑性クリープ理論
（29）ヨ（30）の他にP．P、、、yn、．の提’案じた粘塑性モデルを採肝した

構成関・係・式による数値解析例も報告されているよ60）～（63）ここでは

従来からのN．r七。n法具〆30）を用いた弾塑性クリープー（超塑’性）理

論およびP．PerZy1aの弾／粘塑性理論を採用して構成関係’式を求

め’る。

 2－2節では、材料の均質等方性、等方ひずみ硬化を仮定し、さら

に、弾性ひずみ増分と塑性ひずみ増分との達成効果はないとした上

で、弾性ひずみ増分に対してはHooKθの法則を、塑性ひずみ増分に

対してはMiSθSの塑性ボーテンシャルと流れ法則を適用して、弾塑性

体に対する構成関一係式を求める。

 2－3節では、時間に依存しない弾塑性変形一と、時間に依存する

NOrtOn法則に従う定常クリープ変形とを独立に取扱う弾塑性クリ

ープ理論を展開する・

 2－4節では、ひずみ速度依存性を考慮したP．Perz胆aの弾／粘

塑箪モデルを採用して構成関係」式を求める・

2－2  弾塑性体の構成関係式

 生ひずみ増分△Yijぱ・弾性ひずみ増分 △Yボおよび一塑性ひずみ増

分 △Yli】の和によって表されると仮定する。すなわち

△Y，i一△Yポ・△Yiザ （2－1）

まず、弾塑性体に対する一埋込み座標表示の応力．増分とひずみ増分

との関・係を求めるに、弾性ひずみ増分が、亜弾性体の構成関係式！23）

によって与えられるとすると、客観性のある応力速度の成分はつぎ
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のような形に表される。

    ■    σi1 ＝Cリn  Vn            （2－2）

ここで、るij およびV㎞ 一は、それぞれ固・定直交デカルト座標系

Xm ﾉ対するこrau肥n血の応力変化率および変形速度テンソルである。
（21）

 式（2－2）を、基本ベクトルをGmとするような埋込み座標’系

θjのTa㎜annの応力増分 △τ㎜と弾性ひずみ増分の間の線形関一係
            I

として表すとつぎのようになる◎

   丁△τm㌧Bm帖｛△Y、、     （2－3）

              m   n
     T・τ㎜・8『5△・a旦8里
             ax『8x5

・＾・・・…1無：

     B・州皇Cii｝ ぜ岨ぜぜ
             aXi aXj aXkaXq

ここで、弾性的に等方である材料に対する B㎜51 はつぎのように

表される一〇

    mI15t    B     ： λGmO Gst ＋ μ（G舳GO t＋Gmt G05）  （2＿4）

この場合、λ臼μは、L棚θの定数であつそ縦弾性係数Eとポアソ

ン比vとの間につぎの関係がある。

   λ＝2W／（1－2・） ， μ巨E／2（1半・） （2－5）

式（2－3）は、HooKθの法則の有限変形一の場合への一つの拡張と

放っている。

 つぎに、塑性ひずみ増分に対する構成関係式を、北川、富田の方

法（48）によって導く、塑性体の増分形の構成関係式は、客観性のあ

る応力増分が・ひずみ依存性のある材料テンソルを係数とするひず
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み増分の同一次一一次式で与えられるという形で表現することができる。
（48），（57）

 ここでは、応力増分拾よびひずみ増分として埋込み座標’表示によ

るJauman］ユの応力増分拾よび一Grθenのひずみ増分を採用’する⑤

 これらの量を用いた理由ぱ・

 1． 単軸の真応力一真ひずみ曲線の多軸の構成関係式への一般化

  が容易にできる。

 2， Ta㎜amの応力増分が零のとき、応力の不変量が停留すると

  いう性質を有している。つまり、応力の不変量によって構成関

  ’係’式が一簡潔一に表現できる。

 上のことにより、弾塑性体の構成関係式を表すとつぎのようにな
  （21）
るO

     、・τij・・i川・・、． 」   （・一6）

式（2－6）の係数Di川は、Misθsの塑性ポテンシャル

     f＝1／2プijτ、j ・1／3石2

      τ‘ij＝τij－GijG・1τ一．／3，τ1ドτ’・・Gi．Gj、

と流れ法則                  （2－7）

    ｝〕   △Yリ＝△η8f／aτij         （2－8）

   △η＝3でij△Y，j／2石2（F’／2付1）

         （P〕   F， ＝ df／dW  ＝2H，／3 ＝2／3 d石／dずP〕

   ・・側・τij・・㍗，・ず・〕：相当塑性ひずみ増分
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を用いることにより、つぎのように表される。

Diikl @ ＝ Bi川1
 21」τ’ij τ■一1

一α

 2／3δ2（F72叶1）’ （2－9）

             ｛”    し     α＝1 τ‘mo dY而。〉0                    （負荷）

     α・0 τ… 舳に0                    （除荷。申立）

式（2－9）は、直交デカルト座標一系に拾いて微小変形の仮定のも

とにR．Hi11がP・ra姐七1－Rθussの式を逆変換して求めたものを有

限ひずみに対して拡張したものに対応しているO

 仮想仕事の原理式（1－53）に現れる01d－ro河の応力増分△τ「5

とGrθenのひず一み増分△γ課、との関I係一はつぎのように表される。

  △τ一5・E舳I△Y、．

     E「帥■ ＝n「5kI ＿1・舳1
         一   工  一    （2－lO）

 ここで・・舳一（・s｝・・k5τ1…川τ・1…1τ・・）／・

 膜体の解析に適用するために・平面応力状態の場合の面埋込座標

表示の構成関係式を求める。計量テンソル、ひずみ増分、応力増分

について、つぎの条件が成立する。

  ・α、一・α3一・・、、・・1α…1・…  （・一・・）

弾性ひずみ増一分とTauma㎜の応力増分との関係はHOOKθの法則によ

りつぎのように表される◎

（丁△τ1ユ∫△τ22J△τ12）f＝B（△Yf㌔△γZ△Fliち）T

（2－12）

ここで

△「・・＝△Y、。十△γ。ユ
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     a口a〕（1－v）a12a12＋va11a22  a11a王2

 B＝ユ．v       a22a千2      a22a12

       SY￥ ・／・／（・一リ）・口・…（…）・・・…1

 つぎに、塑一社ひずみを得るために、流れ法則式（2－8）におけ

る△η を求めると、

  △η・（F口△Y口・F22△Y。。冊12△F工。）／壷

   ・一2／3δ2F’・FUτ1、・F22τ三、・2・1・τ、、

   （F工1F22F12）T＝B（τ㌧ユτら・2τ三。ブ   ．（2－13）

     〈   αβ
 ここで、 F ，F ，F’ぱ材料の単翰引張試験結果より求まる

塑性特性を表す量である。最終的に得られる弾’塑性体に封ずる増分

形の応力一ひずみ関係一はつぎのようになるO
  （了△τ〕、△τ22丁△て12）τ：D（△Y，1△Y、、△r、、）T

         Fエ王F口 FリF22F口Fユ2
       1
  D＝B一 一      F22F22F22F12
       ＾    SY凶       F            12 12
                 F  F          （2－14）

式（2－10）に対応する関係式はつぎのように表される。

  （△τ11△τ22△τ12）τ：E（△Y、、△Y，2△F，2）τ

        2τ口a口2τ12・12τ12a11＋τ1・a・・

  E＝D－     2τ2・a・・τ・・a1・十τ1・a・・

         SyM      i2 12   11 22
             τa＋（τa＋τ22a11）／2

                         （2－15）

板厚方向のひずみ増分△Y33は、平面応力状態の条件から得られつ

ぎのようになるO
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     αβ
 △Y33白A3。 △Y
         αβ

  ・饗・一。／・。・Wαβλ・・、ら、。αβ／含  （。．。。）
         pv

 な拾、相当応力、相当ひずみ増分、相当塑性ひずみ増分はつぎの

ように表される。

δ2一…［1．αβ・一λv・、、・β、・（ぺ・・／・）・〕

・12一…！・αβ・λv・・λβ・・、、・（・・。。・／・）・〕

△…ω＝2／3δ△η （2－17）

2－3 弾塑性クリープ捨よび一超塑’性体の構成関’係I式

 本節では、クリープ（29）パ30）および超塑性（1）～〈8）を現象論的に取

扱うための構成関係一式について検討する◎クリープ捨よび’趨塑性は、

前者は構造設計、後者は塑性加工というように問題となる分野も異

なり、そのひずみ速度のオ’ダーも大一きく異一なるが、同一の数式表

示で両現象が近似できることが知られているOちなみに、クリープ

            ■5   ・アひずみ速度は定常状態で10～10 （1／時間）程度であり・超塑

        ・4   －1性ひずみ速度は10 ～1D （1／秒）程度である。さらに使用材料は、

クリープーてば鉄系合金が主流であり、強度が大きく変形が小さいこ

とが要一求されるのに対して、超塑性では主にアルミニウム合金であ

り良好な成形性が要求される。

 この場合、単軸状態における応力σとひずみ速度ξ‘5〕との関係は

つぎのように表される。

定常クリープ ξ15〕＝・’σn （…加・法則）（・一1・）1

遷移ク1一プ ξ値1一・σ一・■λ（時間疲化理論）（・一1・）2

         ξ㈹＝BσPε㈹｝（ひずみ硬化理論 ） （2－18）3

 超塑性  σ＝Kξ｛s川     （2‘18）4
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ここで、K’ Bn．A，I，λ，B，p，μ旬K。皿 は、それぞれ材

               来料および一温度によって定まる定数 官七は時間であるO

 つぎに、式（2－18） に弾性拾よび’塑性ひずみ増分を加えて・

多軸応力状態に倉ける構成関係式に変換する。この場合、生ひずみ

増分はつぎのように表される。

    △Y．、＝△Y：：〕・△Yl？・△Y：？      （2－19）

弾塑性ひずみ増分に関して2－2節で導いた関係式を採用すると、

式（2－6）よりTaumannの応力増分との間につぎの関係を得る。

    フ△τ「5・・『舳1（△Y、．一△Yい      （2－20）

式（2－18） をクリープおよび超塑性についての相当応力と相当

ひずみ速度との関係と考えて

 基本ベクトルGmの埋込み座標で表すとつぎのようになる。

     －5一    △Y、、 ＝C・舳1 τ川■ △七                （2－21）

ここで、△tは増分時間であり、係数C。州は単軸状態での式（2－18）

を考慮するとつぎのようになる。

ここで、

C。舳1 ＝（3／2K’6n’1）G｛G・1  定常クリープ   （2－22）ユ

C、、、， ＝（3／2Aδ1・1ゼλ）G，kG．1遷移クリープ（時間硬化X2－22）2

C舳1 ＝（3／2Bδp．1εGl一μ）G｛G・1〃 （ひずみ硬化）｛2－22）3

       1 1
・舳一（3／・え吊δ吊一1）・…1超塑性  （・一・・）、

…㈹は相当クリープひずみであり、つぎの関’孫より碍ら
 o        o        o        o

※超塑性に帥る・弓㎜値が定数と考えられるのは、ひずみ速度が

ある範囲内の場合に限られて拾り・一般には、ひずみ宣ひずみ速

度，応力等の関数として表されるという報告もあるξ）
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れる0
              ユ   ε（5一；（2／3GikGj－Y手言〕γ8 ）2

                    1
     一｛、崇三、（・／・giΨ伽伽）冒 （・一・・）

 △ε㈹は、任意の増’分変形一段階n．に一存ける相当クリープひずみ増分
 伽一

を示す。

 塑’牲変形’に対する負荷、除荷の判一定条件は一つぎのようになる。

   τ・m〔△Y、。＿（△Y黒十△Y鼎）〕〉 0 （負荷）

         5         く               ＝0 （除荷，中立）（2－24）

式（2－10），（2－20），（2－21）を考慮することにより・01－

arOyd一の応力増分△τ”とGrθθ皿のひずみ増分△Y。、との関’係一が得

られつぎのようになるO

   △τ65二E舳△Y。，一D一帥一C。。，。τ柄△t（2－25）

 つぎに、平面’応力状態に倉ける面埋込み座標表示の構成関係一式を

導く。式（2－11）を考慮し、式（2－14），（2－15）の係

数テンソルE，Dを用いることによりつぎの関係’が得られる。

  （△τ11△τ22△τ・・）・＝E（△÷ユ、△Y，2△r，2ゴ

          一D・C（τ’ユ1τF22τ・12）τ△t（2－26）

ここで、定常クリープの場合の係数テンソルCを示すとつぎのよう

になる。

㈹一
?P城、」

（2－27）
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 板厚方向ひずみ増分△Y33は平面’応力の条件から求められつぎの

ようになる。

        ‘・〕   ‘”    ‘5〕
  △Y．3 ＝△Y．3＋△Y・3＋△Y3・
                   αβ
      ・一州2・、β1血αβ・1，33／与芸（△・ll一△・二1）

十C3333τ’33△七

一磁・・、β・（一・伽、β、、1．λv・・・…1’33）・・

                        （2－28）

ここで、定常ク1一ブの場合はC。、、、＝（3K’言n’1／2）λ与か

成立する。なお、遷移クリ‘プ、超塑性の場合も同様な方法で構成

関【係式を得ることができる。

2－4 弾／粘塑性体の構成関係式

 金属、非金属を間わず、すべての材料の変形挙動を観察すると、＝一

変形速度に依存した粘性の影響一が認められることは古くから指摘さ

れている。（9）一衝撃試験の結果より、降伏応力が静的な場合の2～3倍

に達し、応力一ひずみ関係では応力値が数％～数十％も高い値を示す

ことがわかった558）日（S9）

 このひずみ速度依存性を考慮した構成関係一式は、これまで数多くの

研究者によって提案されて来た。その申で、数値解析への応用一に適し

ているものは、塑性ひずみ速度が静的な場合の降伏曲面からの”へだ

たり”（過剰応力）の関数として表されるとしたL．瓦．Ma！v，m（58）

とP．PerZy肋（59）の提案した式と思われる。
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き叩〕呂・／σ一f（ε）〕 12－29）

   L－E胞1・・m・F／σ一f（ε）〕二Klσ一f（ε）〕   （2－30）

   ・・…榊：・1σ一・（ε）〕・・＾／鞭（三一・）一・1 （・一・・）

         ・／σ｛（ε）〕・・（三一・ゴ  （・一・・）

                   く   （F（z）〉0：z〉0 ’ 1ヨ1（z）＝＝0 ：z＝O ）

 な拾、σ、＝f（ε） は単軸状態での静的在対数びず一みε と応

力σ、との関一係一を表す。式（2－32）に拾いてn二1 の場一合は

式（2－30） と等価となる。こ～二では、式（2－32）を採用し

て、多軸応一力状態での構成関係’式を求める。なお、n＝！とする。

 生ひずみ増分は、弾性倉よび粘塑一性ひずみ増分の和によって表さ

れるとするO
   ．     ． ‘●，     ～，一
   ムYr、 ＝ムY、， 十  △Y，5                         （2－33）

粘塑性ひずみ増分 △Y仰， は蛆sθsの降伏条件拾よび一加工硬’化説を
          一6
採用し、基本へ．クトルG…の埋込み座標表示するとつぎのようにな

る。

    ω閉   △Y．s ＝V。、。一 τ’“ △t

           F  ／3    V・・誠 ＝ YくΦ（一）＞    G川G・t      （2・34）
           Fo  －             2／J。

  F     F
くΦ（一 ）〉  ＝  一

  Fo   恥  F
〈Φ（ 一 ）＞  ＝  0
  Fo

：F〉0
  く
：F＝O

 ただし、 F＝・／葛π一σ。であり、 Fo二σ、葭f（ε） である。

多軸状態の場合では、εには相当ひずみ増分をひずみ経路にそって

積分した量を対応させる。1／Yは粘性係数に対応し・ J2は応力の
              一30一



第2不変量、△tは微小増分時間を表す。

 弾’性ひずみ増分にHooKθの法則式（2－3）を用いることにより、

Tau皿annの応力増分とGrθθhのひずみ増分の間にぱつぎの関一係Iが成

立する。

   T△τ『5一・05kI（△Y．1－V・■…τ…△亡）  （2－35）

01aro河の応力増分とGrθθnのひずみ増分との関係は式（2－10）

よりつぎのように表される。

  △・05＝（B「舳I－F・5kl）△Y、．一B舳1V、．、。。…△t（2－36）

 つぎに、平面応力状態における増分形の構成関係式を求める。式

（2－11）を考慮して、粘塑’性ひずみ増分を面埋込み座標表示す

るとつぎのようになる。
  （・・11・・・…1。帥、・τ口、・ll・、・l1・ゴ・V（τ11τ・・τ1・ナ・・

ここで、                   （2－37）

                 αβ           a11aI1－ai al a a11／3
               α β
     F 汀       αβV＝Yく画（瓦）＞ Q騎aユ2aユ2‘a2αa21aa’’／3

                  αβ           2a11a12－2aユa2a a1エ／3
                α β

           αβ           αβ    a12a12－a1 a1 a  a22／3   2a玉ユa12－2a1 a1 a  a旦2／3
        α β          α β
           α6            αβ    a22a22＿a2 a2 a a22／3  2a22a12－2a2 a2 a  a12／3
        α β          α β
          αβ               αβ   2・1・…■2・・、a・β・…／32（・口a・・十a1・a1・）．4a1α・・β・・1・／3

Bは弾一性係数テンソル式（2－13）である。

 式（2－10），（2－37）よりOユdroydの応力増分とGrθe皿のひ

ずみ増分との関係が得られつぎのようになる。

                       τ   （△τユ1△τ22△τ12ア＝（B－F）（△Y．1△Y。。△F1。）

           一P（τ11τ22τ12）T△t   （2－38）
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ここで、p＝B・Vぽ、4階の混合テンソルである。

後の3－5節一に拾ける軸対称・変形一に対’する有限．要素式の定式化に必

要一な成分を示すとつぎ一のように一なる◎なお’・軸一対称の場’合ぱ a128

 a12＝△τ12＝△Y12＝△F12＝0である◎

     pll p圭圭

 P＝
     P壬壬 p萎萎

                （2－v）   （2v－1）a22a11

    2μ   1    F  ＝           YくΦ（一）＞
    （・一・）・椰  恥（・。一・）～・。、、（・一。）（2．3、）

 板厚方向のひずみ増分△Y33’は、平一面’応力の条件か・ら求められつ

ぎのようになるO

      ｛●，    一印，
  △Y33＝△Y33＋△Y33

    ＿ ＾αβ ＾、、   ． 一［   。．

    ■＾33㌦β†ど33ハL

・三1・一州2・δ、・δVαβ

       δVαβ   F λ2   αβP・・＝側2al・p11τ．YくΦ（瓦）〉 Q帆a11τ

（2－40）

2－5一 @結 言
 本章てば、静的、準静的および動的な薄板の大ひずみ大変形間一題

の解析に用いる増分形の有限要素関係式の導出に先立つ一・て、仮想仕

事の原理の式に直接用いる～二とができる埋込み座標表示に一よる増分

形の応力一ひずみ関一係’を求めた。

 静的な変形過程’の解析に対一しては、MiSθSの塑性ポ」テンシャノレと

流れ法則から導かれた弾塑一性体に対する構成関一係式を、準静的な場
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合には、Nor七〇止法則に従う定常クリープ’びず一みおよびRlPθrZyna

の」 ｦした粘塑’牲びず．みを考慮して得られた構成関一係式を、動的な場

合一には、弾／粘塑’性体に対する構成関係式をそれぞれ採用一するのが

適当と考える。

 有限ひずみの場合には、弾性拾よび’塑’性ひずみの達成、材料のひ

ずみ履’歴への依存性など、完全な構成関係式を得る・までに解決すべ

き問題点は多い◎
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第3章 有限要素法による膜体の運動方程式とその解法

3－1 繕 言

本章では、前章までに得た面’埋込み座標表示の仮想仕事の原一理の式。

運動学的諸一量、拾よび一構’成関一係一式を用いて、一薄板の大ひずみ大変形

問題一の解’折を目的とする増分形’の有限要素関係式を定式化する。

 有限要素法は、連続な分布系を離散系におきかえる手法の一つで、

対象とする領域を有限一個の部分領域（有限要素）に分割し一、個’々の

要’fの節点での値によってそれぞれの要素内部の関数を定義するこ

とで、全領一域にわたる関’数を区分多項式で近似する方法である。
（34），（35）

 ここでは、変位の場を区分多項式で近似する変位法を用いる。こ

の方法では境界条件の導入も含めて考えると、もっとも数値計算式

の定式化が簡単と考えられる。（34）’（35）

 離散モデルの構一成は、つぎのようにして行われる◎はじめに、連

続体を有限個の要素に分割し、個々の。要素に拾いて仮想仕事の原理

を適用するととで運動方程式を導出し、つぎに、連続体全体として

仮想仕事の原一理を満足するように再構成することで、その運一動方程

式を求める◎有限要素としては、膜体の任意の変形解析を目的とす

る三角形要素拾よび軸対称変形解一折を目的とする円輪板要素を採用・

する◎変位関数としては、エlagrangθの内そう関数を用いる。なお、

円輪板要素の場合は諸量を重心での値で代表させることで運動方程

式を求める。

 ここで行う定式化では、前章までに求めた運動の工．agrangθ 表示

                             （37）
を用いるが、これ以外に、肋1θr表示による定式化も行われている。

             －42一・



 構成関一係式の形から、基本となる弾塑性問題の場合を3－2，3

－3節で扱い、粘性項の入ってくる弾塑’性クリ…プおよび弾／粘塑

性問題の場合を3－4および3－5節で扱う。

 3－2節てば、任意の形状の弾塑性腺体に対する増分形の有限要

素関係式を導出する。有限要素としては、三角形要素を採用し、要

素の頂点を節点とする変位法により個々の要素の運動方程式を得る。

さらに、膜体全体の運。動方程式を組み立てる手法を具体例によって

説明する。

 3－3節では、弾塑性腺体の軸対称変形を解’析するために円輪板

要素を採用し、要素の運動方程式を導出する。三角形一要素の場合と

異なり・計量テンソル1ひずみ目応力は一定でなく・クリストッフ

ェノレ記号も零でないことから、諸量を重心の値で代表させる操作を

導入する0

 3－4節では、弾塑性クリープ（超塑性）モデルを、3－5節で

は、弾／粘塑性モデルをそれぞれ用いて軸対称変形解析を目的とす

る円輪板要素の運動方程式を導く。

 3－6節では、以上で得た運動方程式の解一法を示す。これらは、

時間変数に関して連立常微分方程式であるが、NeWm、、Kのβ法（67）

～（69）によって連立代数方程式となる。

 なお、本議文では、三角形要素を用いた場合を非軸対称有限要素

法・円輪板要素を用いた場合を軸対称有限要素法と呼ぶこととする0

3－2弾塑性腺体の非軸対称変形の場合

 3－2－1 変位関数拾よび基本ベクトル：変位法では、要素の節

点に拾ける変位の値によって要素内部の変位が唯一的に決まるよう
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な適当な変位関数を選択しなければならない。ここでは、その関数に工‘agra皿gθ

の内そう関数を用いるO有限要素としては、任意の形状の膜体の大ひずみ大変形

問題を解析することを目的として、頂点を節点とするような三角形要素を採用す

  （21）
る〇

 三角形要素は図3－1のよう
              m
に変形していくが、任意の点θ

に拾ける増分変位を式（1－7）

のように表した上で、この増分

変位成分を節点Nに拾・ける値で

近似するためにつぎのような関

数ψN（θα）を導入するO

 △u「＝ψN（θα）△u二

        α    ” △u・：ψ。（θ）△u・

こ
   α3

    一  α2

 α・p d1
．＿＿  zu

       p  2
C      α一

Co 9・県・
        〃
弓フ1”

                  〃
（・… 1・2．3）  （3－1）

式（3－1）に拾いて、M，N
                  図3－1 三角形要一素の変形の範囲は要素に含まれる節点数

であり、その範囲内で総和規約を適用する。開教ψ、（θα）は工agr狐geの

内そう関数であり、頂点を節点とするよう危三角形要素の場合はつぎのように

なる。ψ、一α、・β。θα・ψ㌧α“・βNθα
            α              α

  二し
α・＝｢

θ；θ喜一θ1θ董

θ1θ子一θ1θ書

θ1θ董一θ呈θ言

    θ喜一θ書

   1
6・、＝ ｢。θ書・θ1

    θ…一θ隻

θ…一θ呈

θ1一θ1

θ呈一θ1

2A。＝θ1θ喜一θ麦θ1・θ；θ子刈θ1・θ1θ董一θ呈θ言
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 （ θ電 ：要素内の節点N のθα座標値）

ここで、関数ψ、は要素内部一のみで定義されたもので、座’標値 θα

が節点N の座標値と一致した場合1になり、他の節点の座’標値を

とった場合は零になる性質を有する。1二こでは、面埋込み座標系を

用いているため、変形によって変化を受けず一定である。このよう

な性質を有する関数ψ、の具体的な例については、丁．・．・…（35）

が示している◎なお、Aoは要素の初期状態に拾ける面積である。

上式および以下一に拾いて、とくに断らない限り、すべて特定の一つ

の要素について考えて知り、表示が複雑になるために要一素を区別す

る記号はつけない～二とにするO

 C状態に拾ける共変微分を、式（3－2）の変位関数を用いて表

すとつぎのようになる。

    △u，．、。＝（ψN．． δ＝一ψ、i．二  ）△u、 ＝Ny’  △u害

    △u5、，，＝（ψ㌧、δ言 十ψN i。二 ）△u昌．＝NΦ。τ △u鳥    （3－3）

 さて、式（3－2）が増分変位場を節点島分変位と座標 θα・の線

形関数として表していることからも分るように、要素内のひずみは

一定であり曲率も零である。曲率が零であることは、面の第2基本

形 bα が零であることに対応し、ひずみが一定であることは、ク
  β
          一 6リストッフエル記号 「・tがすべて零であることに対応している。

1二のことから、式（3－3）の係数はつぎのように表される。

。Ψ、さ・1ぺいΨ・二・1・、｛1㍉1・！

”Φ、言一1いい”Φ・二一1い”⑮、1一”…、／／2（・一・）
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それ以外の  、Ψ、二 ，NΦ、、 ぱ零である。 β3言 NA33
                        ，    α
ぱ構成関係より決意ってくるものであり、後に式（3－10）にお

いて示す。

 増分変位成分と同様、要素内部の速度成分V・，加速度成分f一

も内そう関数ψNで近似的に表されるとするとつぎのようになる。

   ・一・ψN（θα）・島 、・。・ψ、（θα）。，

   ・㌧ψN（θα）・1 、・。・ψ、（θα）・1 （・一・〕

速度の共変微一分も・式（3－3）と同様にして得られつぎのように

なるO

   ・・”㍉Ψ・言・胃 。・・”。一”Φf，。晶 （3－6）

 以上の関一係式を用いる1二とにより、一つの要素内での変形を記述

する運動学的諸量は、節点の増分変位と速度によってつぎのように

表現される。重ず、増分変形’後 C状態の基本ベクトルamと計量

テンソノレ a・・を表すとつぎのようになる。

一  8 βa＝（δ十△u，．）a＋△u311 λa3
α． α  α β  α

   e” β v＝（δ、十Φ、、△・・）aβ・NΦ・二・・いa・

   β   β＝（δ、十βよ△叫）aβ・β＆△・いa・

司一1・・α…、†（・…3・・）／・・〕

言、β一（1二・1島・山11・11・・ヒ）・、、・1＆・1・・1・・い2

 …・、β斗・装・リβ・・、・11・、、・・h

a3＝a3 ＝0α     α
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τ2＝λ2＋2λ△λ十（△λ）2

一・・α B…β。・・、β・1・・…㍉・・（・・3・・）2〕／2

    ・λ2寺・λ・λ窒λ2・2・・311・λ2    （3－7）

式（1－22） よりひずみ増分を求めるとつぎのようになる。

  △Y   二（ 百   一 a   ）／2
   αβ   αβ  αβ

     …（β㌔△。、・β”。△。、）／2
       αvβ    β叩
     …（β・、△・ε・6・β△・二）／2

  △γ3＝△Y3 ＝0
   α      α

  △Y33＝ （τ2 一 λ2）／2… λ△λ ；△u3，，3λ2書△u3，13  （3－8）

板厚方向のひず一み増分を決定するために必要な式（3－4）中の

 、三、暮，刊A、、  は、弾塑性体における平面一応力状態の構成関係
       α
式（2－16）を考慮することによりつぎのように表される。

      αβ    ＿α 。 ・   β  △…＝A・・△・αβ＝｛・△・、＝A・・β△u・（3■9）

 山トN…β・α6・・か・β   （・一・・）

 計量テンソルの行列式拾よび体積素の増分 △（dτ）はつぎのよう

に表される。

  互。。（1斗2“Φα△。、）
          、w、
   ・・（1＋．2βα△・・）      （3－11）

  △（dτ）：（・ボ△。X・△λ／λ）d．
         w、
     二 （ βN△u” 十 △λ／λ ） dτ            （3－12）

        α

 つぎに、各変形状態に拾ける基本ベクトルa冊と計量テンソル
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a．t につ

いて述べ一る。
             R、．＿一     一、ム
図3・2に ｩ∠ul！     …1示すように・

空間固定の座            焦・1
標一系として直交

デーカルト座標系

・㎜ �ﾆる・初期R・Rl R、
状態（熱ひずみ、無      R・・1
応力）に拾いでは面      X3

      ．      e3
埋込み座．標θと一
           1
致しているものとす  Xe1   e2×2

るOなお、こ～二では

           図一3－2 膜体の増分変形論旨を明確にするた

めに直交座標系を選んだが、斜交座標系であっても同一様であり、面埋込み座標系

に対して一般的な曲線座標系を選んだ場合に拾いても、それを要素ごとに区分的

斜交座標系であると近似するこ．とによって、．まったく同様にあつかうことができ
 （州              ＿
る。ここでの直交デカルト座標一糸の基本ベクルトをem＝enで表す。初期状態

に拾いて一膜体を構成している任意の要素の内部の点の空間座標  θnが変形とと

もに変化する面埋込み座標を形成することになる。図3－2に示すように、膜体

に加わる増分的な内的拾よび外的な作用によって生じる膜体の運動とともに、物

体点の空間位置がPo目PいP2，．。。pm骨pm、。．．。．に移ったと考
      ■・一一一．        ■一■一“           一

える・な拾・PoP1 ・1P1P2H。 玖Pm・・…  は微小量であるとする。
点P1の位置ベクトルR1ばらぎのように表される。

  R、・R。十△u          （3－13）
         1

  △u＝ △u「e、＝△u，e。．             （3－14）
  1      1       1

基本ベクトル a、，a5は式（1－9），（1－12）からつぎのように在
       1     1
る。
    a，二 （δ：十△u、．）e，
     1            1

     ＝ （δ：十NΦ。㌔△u貴 ）e，
           1    1
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   a㌧ （δ；一△uI，・）e，
   1          1

    ＝ （δ二＿ NΦ“。△u詩 ）e、             （3－15）
         1    1

式（3－15） を導出した過程をくり返して行’うことによって、n

回’目の増分後の要’素の基本ベクトル a・，a5をつぎのように表す
                 n     11

ことができるO

   a、＝O二n θ＝＝一1……e＝二e、、＝O＝・ a、。…硝1e、、
   n  」n  o．I    1      n  H   n
   号5・寿｝戸1一ぺ・．．二W・・1一｛亀K0・百1…1

             （・1・・。・1．2・3）   （3－16）

ここで β β β    θ 二（δ十△u1、   、  e3＝△u3、． λ
    oα     α   n   α         110土   11   α ■＿1

    0言＝△uα．，。／λ 、 ○1・（1・△u3．．。）λ／λ
     一、    ■       Il          o       n      o－1  ■

    一“1    Ko        “1    05 ＝  θ5       0“2
    □      11         1

     α   α   α        α    α    Ω  ：（δ 一△u      。  Ω3 ＝一△u 1，3 ／λ
    nβ βoI’β   I・  1・  1卜・
    Ω3＝θ言   、 Ω1＝θl
    nα   o            o   o

    硫、二Ω書。・一・Ω竈
    n     n            1

計量一テンソノレは、つぎのように表一される。

    a  ＝ θ5 θ5 ＝  θp θq a四
    〇αβ   oα  oβ     oα  oβ ■一1

    字、・一言・、・専；聴・骨；聴呂・ド・

    ・。。＝δ；δ；＝e；θ；・，。＝1
    旧        n   o      11   n  n－1

     αβ  一α 一β    α  β  Pq

     a＝Ω5Ω5＝ΩpΩga     ■      0   n      n   0   0－1

     ・α3一・3α一万…誠一Ω言Ω号・固一0
     o     o       n   n      n   n   ・1＿1
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  a33＝硯硯・Ω言Ω暑a岬＝1
  o     ■、  o    l，  o  o－1

  δ＝；δ；研          （3－17）
      一、   1，

 3次元空間では4面体、2次元空間では3角形というように、対

象としている空間より1だけ多い節点を有し・その節点を頂点とす

るような多面体要素を単体要素と呼ぶ。～二の単体要素に拾いては、

本節の三角形一要’素に拾いても成立しているが、要素内に一 Eいて座標

系の計量テンソル日ひずみ、拾よび応力は一様である。このような

単体要素の場合、要’素分割を細かくして一いぐど真の解に収束するこ

          （34）
とが保証されて一いる。

3－2－2  Kirc血。ffの応力増分と表面力の増分

 前節までの関係式を式（1－40）に代入する’ことで、有限要素

              αβ．           αβ
内部のKirchhoffの応力増分△s  は C状態での糞応力τ
      αβ
と．その増分△τ によって表されつぎのようになる。

・・αβ一・てαβ・ταβ I（・こ・㌦・・、／／2）・・い （3－18）

つぎに・ C状態での圧力 pとその増分△Pが規定される場合の

表面力の増分△is は、式（1－47） よりつぎのように表される。

  ＾α        vα △T  ＝ 一P／λ βN a   λ2 △uミ
        v
 △命3一△P／λ・P／λβ・△・雫     （3－19）
           α

3－2－3  増分形の運動方程式の定式化

 1－6節で導出した仮想仕事の原理の式に、前節までに得た諸関
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係式を代入し整理することで、つぎの一つの有限要素に対する運動

方程式を導くことができる。

m竜△f高・い・㌧Ψ～・d・・（・：害・端）△叫・m：胃△・｛一△糀
             〔G）            m                （σ〕
                        （3－20）

ここで、Aは有限要素の面積を表し、係数はそれぞれつぎのように

なる。

    m習 ＝ム ρψ”ψNdAλ碁

    K洲＝ム ・川κ・”Φ・n・dA
    （G〕

    K：報＝ム ポ”、ヅ、”Φ、、dA
    ｛σ〕

    m1音＝ムfm”Φ∴ψ”dAλ与
    ｛I）

           5        5   5”   r     △珂＝ム△Tψ。dA＝△P・十碁，川△u・

式（3－20）は物体力および熱発生を考慮しない場合の有限要素

に関する増分形の運動方程式であり、初期状態Coから増分変形前

の状態Cへの変形量の大きさに制限されず厳密に成立する。．上式で

のマトリクスm曽，K：㌶ ， R：曽 ，m：報 ばそれぞれ質量マト
         〔σ〕          一S〕         一I，

リクス・初期応力マトリクス・荷重修正マトリクス、質量修正マト

リクスと呼ばれているものに対応し、従来の理論において．導出され

ているものと同じ意味をもつものであるが、基準座標の取り方が異

なるために夫の形が同一ではない。（37）’（43）’（48）

いっぽうマトリ，クスK洲ぱ、τnnの作用する面が増分変形によつ
         工G1
てその大きさを変えるために生じてくる項であり、第2初期応力マ

トリクスあるいは K：胃と合わせて初期応力マトリクスと呼ぶこと
         一σ〕
ができるものである。このマトリクスぱ、埋込み座標系の真応力τ舳
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を用いた定式化において、とくに圧縮性の物体に対しては省略する
ことができ舳項・である。（21）

従来の埋込み座標を用いでい危い場合の増分形’の運一動方程式と著し

く異なる点は、初期変位があるために生じる一、いわゆる初期変位マ

トリクスが無いことである。埋込み座標を基準とした定式化に一拾い

て律・各増分段階の計算ご一とにその段階の増分変位が埋込み座標の

計量の変化の形一で逐次考慮されていることになるので、これが生じ

ないのである。

 つぎに、膜体に対して上の運動方程式をあてはめる～二とにする◎

前章で導出した弾塑性膜体の平面一応力状態に拾ける増会形一の構成関

係式（2－15）はつぎのようになる◎

  ・τα㌧・αβδv、 ・Φμ△。、
          δμ λv

     ・・州・へこ…せ・  （・一・・）

さらに・面埋込み座標系であるために座標値は変化しない。また、

ひずみは計量テンソルで表現することができるがその値は一定であ

るOこのために、面積積分に関してつぎの式が成立する◎

A・・石4．dθ’dθ2一石A．

Aド石ム。ψ”dθユdθ2・石α、A。

（3－22）

（3－23）

～二ごて、Aoは要一素の初期の面積である。式（3－21）～（3～

23）拾よび平面応力の条件を考慮することにより、式（3－20）

ぱつぎのようになる◎
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  ・1・・ト（郁・、郭・、顯・、榊・・喜一粋・1

  粋・含・粋・ト枠・1一・・1・、章二1・・い・一・・）

～二ごて

    m普一ρλギ”ψ・A・

     α”  δαvλ
     ・βパE 中λββ・1λい・

    、が一（・αvl11・、・m…β／・、・αソ／2川

     。”   δv”   ・    、器・・＝（・β。β・δ）δ・A・

     RH一一P／λλ2・αvβ”A・
    tS，          α
     鮒・・／λ1こ・・

     mα”＝fvβ”δαρλh A．

    mβN  Vβ 0
     m・”＝f3㌦。。／λ2ρλh A・
    α，αN     α   0
     沸一・α1二／／い

     △Pミ ＝ △P／λ A“

          αM式（3‘24 ）中の Kβ・ぱ・いわゆる微小変形理論を用いた場合

の岡訂性マトリクス（34）に対応するが、変形による計量の変化を厳密

に考慮している点で本質的に異なる。

 以上のようにして、一つの三角形要素に対する増分形の運動方程

式を得ることができた・

3－2－4  膜体の運動方程式の組立て

 前節．までに、要素ごとの増分形の運動方程式の導出を示した。膜

体全体は、このようにして特徴づけられた個一々の要素の集合として
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モデル化される。そこで、これら魑’々の要素の運動方程式を構成し

て膜体全体の運動方程式を求める過程を示す。

 一般に、要素ごとに異存った座標系（局所座標系）で要素の運動

方程式が記述されていると、膜体の申では、同じ節点であってもそ

こで結合されて一いる要素個々の運動方程式中の変位、速度、倉よび

節点力ベクトルの各成分はそれぞれの要素ごとの異存った座標系の

基本ベクトルで成分表示されていることになる。このような場合に

は、共通座標系への変換を行うことで、膜体全体の運動方程式を組

立てて行く’ことになるが、その手順を簡略に示す。

 共通座標系として、図3－1に示すように変形していない状態に

持ける面埋込み座標系と一致する直交デカルト座標一系e。を採用す

る。式（3－16）を考慮し、座標変換係数をつぎのように書き改

めス＿

   a。＝ 百：e。  ，  a」 豆二e。      （3＿25）
   ω   ㈹    ．  t・1 ㈹

    〃   〃一ここで、 （e） は要素での量を表す。

 前節重でに導出した要素の運動方程式を、改めてつぎのように表

す。

   黒1全よ二・洲妙…1   （・一・・）
              爬〕

上式を、共通座標糸へ変換するとつぎのようになる。

   m報△fξ・k㍊△u二＝△P畠     （3－27）
   roj  ‘ω     〔●〕   ‘．、    に〕

ここで、
△u二＝研△u二
に〕     t■〕 ⑫〕

△f‘＝百二△f烹
に〕     ω〕 t●〕
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      m豊＝百：剛豆1
      ｛●〕     〔●＝  に，  〔ol

      k：害＝百：k榊1
      〔o工     ｛■工  ｛●，  〔oj

       5    ■5    τ      △PN ＝ θ。 △PN
      〔●，    一．〕   ｛o，

式（3－2ア） は、要素の共通座標で表示した運動方程式であり・

膜体全体の運動方程式は、J．T．Odθn らが打つだと同様な手法

によって組み立てられる。（34）パ35）膜体の任意の節点Kにおける

増分変位および増分速度ベクトルの共通座標の基本ベクトルe、方

向の成分を、それぞれ△U二 ，△F；で表す。これらは、式（3－

27）申の △u島。 △f言とつぎの関係がある。

      j  ”  i     △UK ＝ δK △u”
          一？
     △F；＝δ二△f二         （3－28）
          ｛■〕

ここで、指標M，Nは前節・までに示しているように、三角形要素の

節点を表し、その範囲は節点数（＝3）であり、指標K，Sは膜体

の節点を表し、範囲は膜体全体に含まれる節点数である。

 最終的に得られる膜体の運動方程式はつぎのようになる。

     M二・・二・K二責△U；一・・二  ・  （3－29）

ここで、

         NE 〈  S     M妻・Σmいい畏
        一●i＝1 工。，

     K＾言＝サk端δ言δ畏
        ｛●工＝1 〔ω
      △P二一首△壱二δ賞
        ｛●〕＝1 ｛■〕

式（3－29） ぱ、膜体の運一動方程式である。
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3－3 弾一型一怪膜体の軸対称変形の場合

独幾練篶一
            わ～二の場合には、有限要素帆

として円輪板要素を用い

る方が、式ば少々複雑に

なるが・計算量、精度と

もにすぐれているOここ

でぱ・図3－3に示す円

輪板要素を用いて薄板一の

軸対称大ひずみ大変形間e3

題に対する膜件近似によ            e2

る増分形の有限要素関一係

式の定式化を行う。

 仮想仕事の原一理から運

e1

   C     λo3

r＝r＋〃      α2＝「e2

図3－3

C  λα。舳1
         α2＝re2r

        －01

       u

C   03  1

     02目re2
     0  0

円輪板要素の変形

動方程式を導出する方法は前節と同様であるOしかし、円輪板要素を採用した場

合には、直交曲線座標となるために零でないクリストツ’フェル記号が存在する。

 なお、平面応力状態拾よび軸対称の条件から、つぎの一連の関係が成立する。

   △τα・＝△τ・・。△τ・・＝0

△Y3官△Y12量a3＝a王2＝0 α           α
（3－30）

3－3－1 クリストッフェル記号

 図3－3に示すように、中央面にそって、半径方向にθ1、円周方向にθ2

拾よび中央面に対して垂直方向にθ3をとる。この座標系は、物体とともに変化

し、互いに直交する面埋込み座標系を形成する。

 前節の三角形要素では、要素内で計量テンソルは一定、クリストッフェル記号

は零であるのに対して、この円輪板要素では、計量テンソル、クリストッフエル

記号ともに変化する値となる。そこで、こ1二てば、全ての量を重心での値で代表

して表すことにより運動方程式の導出の簡略化をはかることにする。
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図3－4は、任意の変形状態にあ

る円輪板要素を示している・ここ

で、面埋込み直交座標θmと基準

         而直交デカルト座標X との関係を

示すとつぎめようになるO

 3
X

g3

〈α3

r

一〇卜

θ・  O1
e3

θ1

                                 X1
              X2e．e1

                  図3－4 面埋込み直交座標

    x1 ＝（h1θ1cosφ 十h3θ3sinφ ） cosθ2

    x2 ＝（h1θ1cosφ 十 h3θ3si逼φ ） sinθ2

    x3 ＝ ＿h1θ1sinφ十h3θ3cosφ              （3＿31）1

ここで、hjは面埋込み直交座標の計量であり、つぎのように表される。

    hユ＝妬

   h・・妬＝・・h1θ’…φ・h。θ3・i・φ

   h3 ＝  λ                        （3＿31）2

ここで、rは要素の重心の半径方向（e1方向）の距離であるO計量テンソノレは

つぎのようになる◎
          aX－aX資
      a11＝雨1沖一（h1）2

        ＿aX－aXk
     a・ビ売・雨・・（h・）2一・2

      ／2・搭詳・（・、）・   （3．32）

式（3－32）以外の計量テンソルは零である。

以上の関係式と、式（1－15）を考慮することにより、クリストッフェル記号を表す

とつぎのようになる。  －2 －2 1 8h2  1            F12 ＝r21 ＝一 一  ＝一hl cosφ
                   h．aθ1 r

            －2 －2 1 舳2 1            r32 ＝ r23 ＝一  一   ＝一λ Sinφ
                    h．aθ3 r
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  一 3   h2  ah2 ＿ r
  －r22 ＝      一   一＿  入S■nφ

      （h3）2 aθ3  λ2

  －1－ h． ah。＿r  －r22 ＝ ＿  ＿  一一   h1cosφ        （3＿33）
      （h1）28θ王（h1）2

一上記以外のクリストッフエル記号は零である◎

 こ～ごて、図3－3の変形一状態Cに呑ける面埋込み直交座標系 a冊

と基準直交デカルト座標系emとの関係一をつぎのように表す◎

  a，一百1ei，as一石1ei   （3－34）
式（3－34）を用いることにより、式（3－3ろ）はつぎのよう

になる。

  Tエ1一丁、1一ユ百1一土。エユ万1
         r     r

  T，1一丁21一ユ百1一⊥λ・輔
         r     r

  一丁・1一チ・百1一・百1

  一丁。1一と百1一・硯       （3－35）
     aエエ

以上の関係一を用いて、変位増分△uのC状態での面埋込み座標基準

の共変微分を求めるとつぎ・のようにたる。

   △・5，、i一△・5，j・丁二1△・k  ’  （3－36）

増分変形後の状態Cにおける基本ベクトノレam拾よび計量テンソル

㌔βを式（トg）ピ（1■13）宅（1’14）より求めると

つぎのようになる。
    …i、＝al＋△uエ，1al＋△u3，1λaヨ

    a，一（1・下、1△・’・丁、1△。・）a2’

   λa3＝ λa3＋△u1，3aユ十△u3，3λa3     （3＿37）
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    百ユエ 三 aユ1 ＋ 2△u上，1 a11

    百、。・。。、・2（丁1葦△・1＋丁・葦△u3）…

      ＝ r2 ＋ 2r△r

    T2 … λ2 ＋ 2△u3，3 λ2＝ λ2 ＋ 2λ△λ      （3＿38）

式（1…22）によって、ひずみ増分はつぎのように表される。
△γ1工；≡

△Y22三

△Y33；

△u1，1a口：△uユ，互

（丁1量△ul＋丁。婁△u3）a。。

一2 リ    一21（F1・・ △・1＋「・・丁・△・・）a・・

r△r

△u3，3 λ2 ＝ △u3，3＝ λ △λ      （3－39）

3－3－2  増分形の運動方程式の定式化

 円輪板要素内に食いて、変位増分、速度、拾よびI加速度増分は線

形に変化しているものと仮定し、節点でのそれらの値と、つぎに示

す変位関数によってつぎのように表すO

   △・5一ψN△・； ，△・。・ψ”△・豊

   ・㌧ψN・貴  ， ・。・ψ、・豊

   ・・5一ψN・・言 ，・士。・ψ、・・さ （3一・0）

ただし、 △u2＝△u2＝v2＝v2＝△f2＝△f2＝0

ここで… 1，・・㌻，・～，・㌻，・・1，・叫はそれぞれ要素端

（節点）M，Nでの値であり、添字M．Nの範囲は1，2であり、

その範囲内で総和規約をとる。 ψN、ψM は工agr狐geの内そう関
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数でつぎのように．表される・
    ψ、一α、・β。1θ’，ψ㌧α“・β，θ’

     1＋／ll｛にl

     ／1＋／lザ寸／ （＿）

ここで、 θ吉ば節点Nの θ1座標値であり、この解析では埋込み座

標を用いているから変形過程申で一定値をとる。

 諸量を重心に拾ける値で近似的に代表させることにより・変位増

分、速度成分のC状態でのa…基準の共変微分はつぎのようになる・

   △・i，，，一山二△・二 ，・・j，，．一NΦ1。△・＝

   ・川。㍉Ψj二・畏 ，・j，，、一φ。i。・＝（3－42）

～二ごて、

 。Ψ11＝β。。，。Ψ。圭㍉H。圭，”Ψ。1＝Allβ・。十A書看山圭

 。Ψ。…＝β。。，。Ψ。蔓＝。n。量，。Ψ。1：A書書。兀。婁

 “Φ11＝β三，”Φ。萎＝。22”r。。、，NΦ。1・β＝，”Φ。1＝A書ギr。。。／λ2

 “Φ、1＝・。1蝪β｝／λ2・A書書Nr。。。／λ2，NΦ。董＝”r。。。・22

       ．     、             αβそれ以外の NΨ，t  ， NΦ。1  は零である。上式でのA33

                   N            5
は、式（2－16）に示している。また、r22、，NI22 は、式

（3－34） 、（3－35） よりつぎのように表される。

  NF。。、＝rN百1／2，、兀。ち：・。研／2 （3－43）
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（ 「N。「、ぱ、節点N の半径（e1）方向の距離一である。）

 有限要素一のひずみ増分は、式（1－22） より、重心での値で近

似的に代表させて表すとつぎのように在る。

   △Y11： βN1△u｛ ＝ β宝 a11 △uも

   △Y。・＝NF。。。△u言・・π。；△・豊     （3－44），

 さらに、板厚方向の成分は式（2－16） よりつぎのように表さ

れる0
      2  αα   △Y33＝ Σ A33 △Y                   （3＿44）2
      α・1     αα

 Kirchhoffの応力増分および表面力の増分を具体的に示すとつぎ

のようになる。

   △6αα〕＝△τ〔αα‡τ〔αα㈹△u吉柵22Nr。。。△u責・・。、Allβミ△u志／λ2

      一・A書書NF。。，△・責／λ2）

   △T1 ＝ 一P／λ β5a11λ2△uミ

   △T3一△P／λ・P／λ／（β1・・22Nr。・1）△・1相22N・…△・青〕

                          （3－45）

 以上の関係式を仮想仕事の原理の式（1－53）に代入し整理す

ることにより、つぎの一つの円輪板要素に対する増分形一の運動方程

式を得る。

m曽△fJ・（K1冒・K1賞・K1㌶・洲・m1報）△・ト△P1
       ｛Gi  ｛σ〕   lS〕  U〕

（3－46）
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ここで

 MmN ＝ ρλh ψMψN A．    o

K続＝（E’’’’a、。舳・。冊’’22MF。。。β・。

十1E2211aユ1β￥NT工2ち十E2222MF221NI2主）λh A．
                              o

K…報 ＝ （E1122βN1M「223＋E2222Mr223Nπ2圭） λhA．

K洲＝（瓦2211aエユ鉗。n。；十瓦2222Mr。。ユ。n。蔓） λhA。

K洲 ＝E2222 M F223 。I。量λhA．
     o

K1胃・（・1Iβ・1・・22。兀。1）1（β￥・MF。・、・22）
一G一

・（β￥All・。1・Mr。。1All）／λ2〕A・

K洲＝（n口β・1＋n22・I。麦）（a22＋A…書／λ2）Mr。。。A。
〔G〕

鰍・／β￥（…ll・口／λ2）・M…1（・22・・ll／λ2）〕・22・π・3・・

基1報＝（a22・A書書／λ2）・22 MF。。。、I。；A．

K1報
。σ』

＝ （n11β｛βN1＋n22a22MF221NI2主） A．

Kき冒＝n22a22
【σ，

MF。。。。π。圭A．

K…冒＝n22a22
‘σ一

Mr。。1。π。蔓A．

K洲．＝ （n11β｛β・I・・22・22MF。。。、兀。蔓）A．
tσ，・

RきK ＝ ・←P／λ
工S）

β￥a11λ2A。

馴一一P／λ（β、・・22Mr・・1）A。

R洲・一P／λ・22
tS〕

M
r223A。

m壬冒 ＝ ρλh f1
        o（D

β￥A。

洲一ρλダ3（・11Allβ￥・・llMF・・1）／λ2A・

m…報 ＝ ρλh （f工β￥十f3A書書Mr223／λ2） AN
tn      o

△P言 ＝ △P／λ AN
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∵ll㌃∴∴∵11
 軸対称膜体全体の運動方程式の組立ては、3－2－4節において

示した手法と同様に行うことができる。

3－4  弾塑性クリープおよび超塑性腺体の軸対称変形の場合

 構成関係式（2－26）の形から分るように、ひずみ増分に比例

する項以外に、時間増分に比例する項を伴っている。このため、前

節・までに扱った運動方程式に追加項が生じる。ここでは、翰対称変

形問題に限定して、図3－3の円輪板要素を用いる。式（3－41）

に示した変位関一数を用いて、変位増分のC状態におけるam基準の

共変微分を求めるとつぎのようになる。

   △u。 ＝。Ψ、’△u事，△u5 ：NΦ、8△u、

     ”ββ 川ββ
…一・一・・㌔・・1・（ぷ・、、、、1・λv・・舳1，33）・・

・・3 PぺNl・1・・1・（一・！l・δ、、、1・λv・・・…1・33）／／2・・

                      （3－47）

ここで、、Ψ、「A ，N唖、、。ぱ、式（3－42）に示し走係数と等

しく、追加項は式（2－28）に示すように、板厚方向ひずみ増分

における粘性の影響を表している。

 3－3節と同様にして、仮想仕事の原理の式（1－53）から一

つの円輪板要素に対する運動方程式を得る。

   m報△f↓・（酬・K1㍑K1胃・R1鴬棚1い△・二・△P之・（S之・S㌔）△t
         lG〕  1σ〕  lS〕   1■                   岬〕

                         （3－48）
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ここで、

・1一、三、1，／“伽α％、、、1・αα・！、l／1

   ＋・αα・Ψ、㌧（一・！l・、、、、1・λv・・・…1．・33）／／2μ

鄭一・・鄭一／／与・3／／2（一・！l・、、、、1・λv・・・…1・3・）～

他の係数およびh ，A。，A。は、式（3－46）に示している。
        ○
 以上により、弾塑’性クリープ’拾よび超塑性モデルを用’い、諸量を

重心の値で近似一的に代表して表した場合の運動方程式が得られた。

軸対称膜体全体の運’動方程一式の組立ては、3－2－4節と同一様であ

る。

3－5  弾／粘塑性膜体の軸対称変形一の場合

 3－4節同一様に、構成関係式（2－38）の右辺第2項一に起因’し

て、3－3節で得た運動方程式に追加項が生じる。軸対称変形問’題

に限定し、図一3－3に示す円一輪板要素を用いる。式（3－41）の

変位関一
蝿黷

用いて、変位増分のC状態でのam基準の芙変微分を求

るとつぎのようになる。

 △u・1，1＝へ△・冒 …5・β一NΦ㌔・・1

       5    N △u3，，3 ＝ NΨ33 △u・ 十 P33 △t

 △・3，、；・NΦ・1△・二・P、、／λ2△・   （3－49）

こでの係数、Ψ二、，NΦ二、は、式（3－42）に示しているもの

等しく、追加項は粘性の影響を表している。な拾、
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  ・。。一・／・／・・、、・ガβ一・・1（由・2蒜・、、1αβ

                        （3－50）

 以上の関’係式を、仮想仕事の原理の式（1－53）に代入し整理

することにより、つぎの一つの円一輪板要素に対する増分形の運動方

程式が得られるO

  m㌶△f二・（酬・端・酬十R：電・m：貿）△・二＝△P＝・（Y＝・y＝）△t
        ｛Gl   ｛σ〕  ｛S〕   O）                      （而〕

                       （3－51）

ここで、

    端一、三β三（・ααββ一・ααβ6）・ββMlか、納ん

    ・1一、三β三（・言言㌦、・ββ・・…αα㌦、／／・）・．

    、胃＝O・部・ρλ与・3／λ2・・…

他の係数拾よびh ，AN ，A。は、式（3・一46）に示している。       0

 以上により、弾／粘塑性モデルを用いた場合の運動方程式が得ら

れた。軸対称膜体全体の運動方程式の組立ては、3－2－4節と同

様で奉る。

3－6  運動方程式の解法

 3－6－1 動的問題

 非周期怪の過渡入力ベクトルに対する動的応答の計算（数値積

分）は、いろいろの方法で行うことができる。（17）弓（18）

 本論文では、2階の常微分方程式の数値解析法として良好な安定

性が保証され、より実用的と考えられている Ne1㎜arKのβ法（67）～

（69）
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を採用する。まず、これ．までに導出された運動方程’式（3－24）。

（3＿46），（3＿48），（3－51） をつぎのように表す。
  〔M〕 ｛△f｝十．〔K〕 ｛△u｝ ； ｛△P｝       （3－52）

NeW㎜arKのβ法では、微小増分時間△t区間’での変位増分ベクトル

をつぎのように表す。

  ｛△u｝＝ ｛v｝△t ＋ ｛f｝△t2／2＋ β ｛△f｝△t2 （3－53）

ここで、｛v｝。｛f｝は・増分変形前の速度・加速度ベクトルで

        く   くある。 β （0：β＝1／4）の値と増牟時間区間内に倉ける加速度

との関係を示すとつぎ一のようになる。

 β  ＝ 1／4  加速度は一定である。

   ＝ 1／6  〃  は線形に変化する。

   ＝ 1／8  〃  ぱ区間内の前半分と後半分をステップ状

         に変化する。

   ＝ 1／12  非減衰構造物の場合に良い精度と安定を示す。

式（3－52）に式（3－53）を代入することによりつぎの関係

を程る。

／・f／－／Qr1／／・P／－lK〕（／・／…／f／…／・）／

  lQ：＝1Klβ△t2＋lM！       （3－54）

式（3－53） ，（3－54）からわかるように、 ｛v｝，一｛f｝

が既知であれば、変位増分ベクトル｛△u｝の値を求めることができ

る。初期状態、一 ｷなわち積分の開始点での値が与えられていれば、

漸次値を求めることができる。
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 さらに、本研究のように、境界において変位成分が既知である場

合の取扱いは連立方程式申の未知変位を既知変位で置換える形で処

理できるが、数値計算上で多少の工夫が必要である。ここでは、O．

C．ZiθnKiθwi七z（34）の提案した方法を採用する。

3－6－2  静的拾よび一準静的問題

 静的な場合は、運動方程式（3－52）の質量マトリクスが無い

場合に相当するために、単純な代数の問題となる。

 弾塑性クリLプ、超塑性拾よび弾／粘塑性モデルを用いた準静的

問題の場合は、静的な場合と比較すると、式（3－48） ，（3－

51）からわかるように、等価節点力に増分時間△tに関連した追

加項を生じている。ここで採用する解法は、増分負荷△pを加え、

（増分時間△t＝0 ）微小増分変形解析を行い、つぎに増分時間

△tを加え（△P＝ 0 ）微小増分変形を生じさせる操作をくり返

して、圧力と時間の関係を示す負荷曲線を階段状にたどることで近

似応答解析を行うという方法である。

3－7  結 言

 本章では・静的・準静的拾よび動的な薄板の大ひずみ大変形問題

の解析を目的として、弾塑性、弾塑性クリー・・プ、超塑性、弾／粘塑

性モデルを採用して・三角形要素食よび一円輪板要素による増分形の

有限要素関係式を定式化し、その解法もあわせて示した。

 H。コD．Hibbi七 らば、Eu1θr法による増分形の有限要素関係式

を定式化しているが、（3ア）その申で座標系および参照基準を明確に

した厳密な理論が要求されることを指摘している。本論文において、
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面埋込み座標表示のLagra血gθ法による膜体の仮想仕事の原理から

導出した運動方程式は、幾何学的および材料的非線形一によって生じ

る修正付加マ・トリクスに関し一てHi励it らの結果と一致した。

 埋込み座標系を基準とすると、その計量’テンソルが空間的にそし

て変形一に伴って時間的に変化するため、解析的手法を度用する場’合

ぱ、特別な場合を除いて一般に使用できない。一

 しかし、有限要’素法のような数値的解’法を用いる場合は、ひずみ

とその増分一の取扱」い、つり合い式の表現などが簡潔になり、むしろ

                （47）～（一54）
都合が良いことが報告されている。
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第4章 薄板の静的大変形解析（1）
  （弾塑性体の場合）

4－1  緒 言

 本章では、3－2節、3－3節で定式化した弾塑性腺体の軸対称

拾よび一非軸対称有限要素法を用いて・静水圧を受ける薄板の弾塑性

大変形解析を行う。その数値解’析結果と従来から得られている結果

との比較、および実験値との比較を行う◎

 薄．板の大変形問題の解析は、板の成形加工、構造物の安全設計、

板材の材一料試験などに関連して拾り、工学上重要である。～二の問題

では、板厚が他の板の寸法に比べて十・分に小さいため、従来から膜

                  （43），（44）
理論を用いた解析が多く行われている。    また、現在までに

行われた硫究の多くは、軸対称変形でひずみの小さい大たわみ領域

         （42）
までの解析である。  塑性加工の観点から有限ひずみを考慮した

解析は少なく、山田ら（40），高橋ら（41），拾よび井関ら（43）・（44）

によってなされているにすぎない。前2者は、軸対称変形解析のみ

を打つたものである。軸対称の場合には、主ひずみ方向が回転し広

いために解析がきわめて簡単に在る◎

山田らは，変形の初期段階に対して・かく理論による解析を打って

いる。それには、鋼板を陵用した実験結果との比較から、中心のた

わみが板厚と同程度以上になると、かく理論と膜理論との解はほぼ

一致するということが示されている。それに対して、井関らば、膜

理論により初期直交デカノレト座標系を基準として増分形の有限要素

関係式を導出し、軸対称拾よび非軸対称変形の解析を打っている。

 4－2節では、薄肉円板の液圧バルジ変形を対象として、本有限
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要素法による解・析結果と山田らの差分法による解析結果（40）。井関

                  （43）らの有限要一 f法による解析奮よび実験結果  ，著者らが打つだモ
アレトポ・グ・ラフィ法（64）～（66）と格子法を併用した実験結果との比較

を行う。

 4－3節では、正方形、長方形、だ円板の液圧バルジ変形を非軸
                     （44）対称有限要素法により解析し、井関らの解析結果  倉よび著者ら

が打つだ実験結果との比較を行う。

4－2  一薄肉円板の液圧バルジ変形

 3－2倉よび3－3節で定式化した弾塑性腺体に対する有限要素

法を用いて、（1）鋼円板、（ガアルミニウム円板の液圧バルジ変形の解

                （40），（43）目（44）
折を行い、従来から得られている結果       との比較より、

その有効怪を確認した上で、（3）モアレトポグラフィ法と格子法を併

用したアノレミニウム円板の実験結果との比較を行う。な拾、解析に

は軸対称有限要素法を用いるが、非軸対称有限要素法による結果も

必要に応じて示すことにする。

 以下に示す解析結果か一ら、液圧と中心のたわみの関係は、縦軸に

液圧、横軸に中心たわみをとると、概略つぎのようになる。液圧を

上げていくと、最初は、下に凸の関係を描きつつたわみが増加する

が、しだいに膜力が大きくなってくるために、上に凸の曲線になり、

ある点で液圧極大点を生じる。極大点以降に対しても、一定の中心

たわみ量を生じるようにして解を求めるという計算を進めていくこ

とで、液圧一中心たわみの関係を知ることができる。実際の場合に

は、液圧極大点を過ぎると、急激に破断に至るような変形を生じる

と考えられる。
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 ここでは、他の研究者（43）弓（44）にならって、最大液圧一点を破断点

と考えることにするO

 解析を行うに先立つ下、分割数と精度との関係を検討するために、

円一板の変形を軸対称有限要素法を用いて、半径方向に10および50

等分割して計算し。たところ、最大液圧1点での変形差は、1．0％一程度

であった。そこで、以下の円板の解析に一括いては、半径方向一50等

分割を採用する。
                              ＊             1
 非軸対称有限要素法てば、 ／4円一領域を41分割一して計算を行う。

 また、計算の第1段階に入る前に、板の初期変位を与える必要が

あるが、それには、回一転放物面状に変形するものと仮定し、エネル

ギ法により求めた弾性解を用いることとするO

4－2－1  軟鋼’円板の液圧バルジ変形

 図4－1に、軟鋼円板について、軸対一称有一限要素法により解析し

た結果を示す。

 材料の応力一ひずみ関係拾よび材料特性値を示すとつぎのように

なるO
    石 ＝ 105． （0．0019 ＋ 百（P工 ）02     Kg／mm2

    E ＝ 21000．Kg／mm2  ，  σツ＝ 30． Kg／mm2

    v＝0．3                       （4＿1）
                     ｛ω
これらは、山田らが解析に用いたものである。
    ・            ●           ●           ●           ・

半 解の精度と分割数の関係は、4－3節に述べているが、1／4円領域を28，

41分割した場合の最大液圧点での変形差は、2．0％程度である。
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 図一4－1（→は、液

圧と中心の板厚方向．

ひずみとの関’係一を示

しているO山田らの
差分法に。よる解拾よ

び一井関’らの有限要’素

法による釦（43）も示

している。本解一法の

結果は、変形一の全領

域にわたって、これ

らの形とよく一致し

ているが㌔ひずみの

大きい領域で・材料

の剛一性がわずかに低

刷
ε

E

oy

（lOO
㊦
＼
一080
）
＼600．
  40

  20

 鋼板
E士21000kg／m㎡
句＝30kg／m㎡
1ノーO．3

δ一105（0．00ユ9＋ξうα2k。／m㎡

O O．1

図4－1（a）

   山田らの解一／
   井関らの解

    o ．軸対称有限要素法

  ＿ユ。二＿． ⊥．．L＿＿＿L＿＿＿
02  α3  0－4  σ5  0－6  0．7

 一ε1；C 中心板厚方向ひずみ

液圧一中心の板厚方向ひずみ

く見積られ、同一圧力に対してややひずみが大きく出ている1二とが

わかるO山田らは、変形の初期段階で、かく理論による解析を行い、

膜理論による解’折が十分正確な結果を与えることを示している。

   一εtC：○ム
ぐQ2
ト
6      一εtc＝α2

 0．1

．εr 山田らの解
1三菱／井11の1

1婁／1対111111

 Oα2α4α6α8←          rん メ／・一〇．1         ＋・ ・
          メー’ 〆  一肱：○・2 一←火  ！
一〇．2 一・一木‘十‘  サ
          十／
         十／
一α3    少！
．α。ぱ∫洩／

図4－1（b）軟鋼円板のひずみ分布

90
サ        0

80     ’’。、

70

60

、50…

、40
ミ

、O長30

＾6、

、

二31／。山田1の解 ・

二g；／・軸対称有限要素法

二91／井関らの解

20

   O  O．2

図4－1（c）軟鋼円板の応力分布

＿」＿＿＿上＿＿＿L＿
α4  0，6  α8   1り

     r／a
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 図4－1（b）1（c）ぱ・中心の板厚方向ひずみ εtc一をパーラメータと

し．た半径上のひずみ分布拾よび応力分布を示している。山田らの結

果とよく一致しており、本手法による変形解一折は、十分正確な結果

を与えることが一わかる。いっぽう、井関∴らの解とは境界近傍のひず

み、応力について少しの差が認一められる◎

4－2－2  アルミニウム円一板の液圧バルジ変形（1）

         井関らの解析結果との比較

 図4－2に、アルミニウム円’板について本有限要素法により解一折

し走結果を示す。

材料の応力一ひずみ関一係右よび材料特性値は、井関’らが実験より求

め夫ものを用いた。

  す＝18．（0．000769＋ずP））㈱  Kg／㎜2

  E＝7000．Kg／㎜2        2

  v＝O．314

 図4－2（到は、液
          25
庄と中心たわみとの

関係を、井関らの解  20

          泊析結果および実験結く15
          豆果（43）と比較して示只1。

          出
している。ここでも
          」5
本有限要素法による

結果は井関一らの実験  O

結果と非常によく一

， σ一＝ 2．25 Kg／mm

          （仏2）

 ル0材α・25㎜h・α31㎜
E＝700Ckg／』“    o

ソ＝O．314

㌢；る織錨柁ザ1、ん～

φ

0 井関らの実験偉

一井関らの解
中軸対称有限要素法
十非軸対称有限要素法
令一 j断点（実．験j

 2．5  5．0  7二5  1α0  125  15つ 17二5 20．O

           Zm．買 …m
図4－2（a） 液圧…中心たわみ
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致する。

 図4－2（b）。（c）は、中心での板厚方向ひずみ εtc をバラメー一・タ

としたひずみ分布および応力分布を示している。境界の近傍を除い

て、本有限要素法による結果は、井関らの実験結果とよく一致して

いるO

 な拾、井関らの有限要素法では、1／4円板を41分割して拾り、本

計算においても非軸対称有限要素法では同一分割数を用いている。

 α3

 0．2
ヘ
ト

60．i

」

」

二実1軸対楠限要素法

二実1井関1の実験値

二二実1井関1の解

一εtC＝O，5

一ε七。－0－3

        、一ε紅一〇．15     ・          N

・「・1・1・・02
11111・酪ノプ
ニニニ側ク’

邪拶ノ

 16

割4
ミ

里12

只

違10
・！

一ε1tc：O．5

・1

4←
。」

一εtc＝0．i5         △

    ・＝、一
       コト．

図4－2（Ib） アルミニウム円板のひず

み分布

  ■‡．暮1／軸榊然法

   影／榊の解
」。」、．．。．．⊥L」

図4－2（c）

5   10   15  20  25

      r mm

アルミニウム円板の

応力分布
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4－2－3  アルミニウム、円板の液圧バルジ変形’（2）

          実験結果一との比較

 図一4－4に、アルミニウム円板の液圧バルジ実験を打って得た結

果と解’析結果との比較を示す・

 実験は・板厚’O・31m固・半径50m皿のアルミニウム．円板（A11100P

－0材）を用い、変形、ひずみ、応力解析では、薄板の大変形一の測

定に対して変形を全体的にとらえる一ことができ、しかも非接触であ

る光学的測定法の一つであるモアレトポ・グ・ラフィ法（“）～（66）と格子

法を併用する。

 計算に一用いた材料の応力一ひずみ関．係と材料特性値は・

   σ＝16．（O．0011542＋；ω）o．29 Kg／㎜2

   E＝7000．Kg／㎜2， σ”＝2．25Kg／㎜2

   v ＝ 0，314                           1／l o、
                        、ユ．∪ノ 一

これは、同一材料の単軸試験と円板の液圧一バルジ試験の両者より決

定したもので、図4－3に実験値との比較を示す。ひずみカ…小さい

ところでは実験
値との差は欠き、 一一16（αOα15…εp）σ29

        ε    ・一・バルジ試験
いが、10％を越き20 一・一専曲引曇試験

え11良／一致さ1・   。増ユ・
している。図中室   へ今O・
       饅
のnは、応力一件            ／
ひずみ関係をn         1
乗則で表した場   O・O01   0．Ol    O．l    l．O

                 相当ひずみε
合の指数を示し
            図4－3   応力一ひずみ関係
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ているO

 実験に用いたものは、半径50皿Inの円板であるが、境界からのき

暴発生と破断一を防ぐ’ために半径4mmの丸みを上ダイスにつけている

ことを考慮して、計算には有効一半径52m㎜を用いた。

 図4－4（a）
       12
は、液圧と中

心たわみの関志10
      言
係を実験値どぶ8
      苗
比較したもの  6

で、本有限要0・4

素法による解        2

析結果との良

好な一致を示 O

しているO

 図4－4（b）

は、モアレト
        30

ポグラフイ法
        25
によって碍た
        20
たわみ形状を、…
       N        15
液圧をパラメ
        10
一夕として解
        5
析結果ととも

に示している。  O

境界を除いて

よく一致している。

 ハし1100P－O o1＝52冊m h＝O．31・nm

E・7000k。／㎜・  。
ソ：O．314

dザ2．25k・ん㎡ 咽
∂・16（α00帆2＋看p）k。／。。・

          千十

       十

           十・実験点
          一い1軸蹄有限要素法

！          一“・非軸対称有限要素法           令 破断点｛実験、

5 10 15

図4－4（a）

84kgん㎡

6．8

5．2

20 25 30
   Z凧舳

液圧一中心たわみ

35 40
mm

一実験値
  （モアレトポグラフィ）

一4I一軸対称有限要素法
● 非軸対称有限要素法

3．2

1．6
●

5  10  15  20  25 30  35 40  45 50

          r  mm

 図4－4（．b） たわみ形状
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 図4－4（c）、。（d）は、ひずみ分布拾よび応力分布について比較した

もので、中心の板厚’一方向ひずみ εtCをパラメータとしている。解

析結果は、境界近傍を除いて実験値とよく一致している。

 0．4

 0．3

赴α2
仏

6
 0，1

 O
－O．1

－O．2

－0－3

－04

－O．5

一α6

．計算値
1㎞、、、lll／11値

          o一εtc＝O．104          ・

15

工、ム基少
一ε七。＝α104

    十
。←十’ノ

ーεtC＝0．51

図4－4（c）

十

一十

十

十

十

 10
0

 …

 、

 婁

 5

一εtc＝O．51

も  、．    、．     ＼．
一εtc＝0，104

二割計算値

：劉灘

．＼ζ．

  ＼
＼

ひずみ分布

O  1O

図4－4（d）

20   30   40   50

 r    ㎜

応力分布

 材料の応力一一・ひずみ関係が解析結果に与える影饗を調べるために、

つぎの構成関係式（Swiftの式）

            n
   石＝A（B＋；（ρ｝）          （4＿4）

の定数A，B，nを変えて、軸対称有限要素法（半径方向10等分

割一）により・円板の液圧バルジ変形の解析を打つだ。なお・A弓B

nの値は、図4－3に示したアルミニウム材料の試験結果を目安に

して選んでいる。表4－1に、最大液圧Pmax とその時の中心たわ

みZmaxを示す。これより、最大液圧はA値に、最大液圧点での中
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心たわみ量はn値に依存することがわかる。計算結果の最大液圧が

実験の破断液圧よりわずかに小さく出ている。これから言えること

は、計算で採用したA値の評価がやや低かったことを表しているも

のと思われる。

 計算所一要時間は、京都大学大型計算機FA00M230／75で、軸対称

有限要一素法（50等分割）の場合、最大液圧点まで180秒（0，3秒

／1回の増分計算）程度であり、非軸対称有限要素法（41分割）

の場合は、軸対称有限要素法に比べ半径方向分割数が1／10である

にもかかわらず、約5倍の計算時間を要した。

表4－1
材料特性値と解析結果

％．
 A
撃jg／mm2）

n B P皿aX@ 2PK9／cm〕 Z㎜aXi㎜）
1 18 0．2      一4O，305×10 10．9 31．0

2 18 0．24      一3O1173×10 10．5 33．0

3 18 0．29
     皿30．ア69×10

10．1 34．0

4 1ア 0．29      田2O，100×10 9．6

5 16 0．29 0．11542×1ゴ2 8．9 33．8

6 15 0．29      一2O，144×10 8．5 33．ア

ア 14 0．29
     一20，183×10

8．0 33．7

4－3  非軸対称薄板の液圧バルジ変形

 非軸対称変形問題てば、一般にひずみの主軸が材料自身に関して

回転するため、4－2節において用いた対数ひずみ、真応力の増分

といった主軸の方向が変化しないときのみ意味を持つような量をそ
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のま重持込むことはできない。このために、支配方程式がきわめて

複雑になり、解析された例は少なく、わずかに井関らの研究（44）が

挙げられるのみである。しかし、井関らの研究に拾いでは、構成関

係式の扱い方とひずみの積分の仕方にひずみの主軸の回転が大きく

なると誤差が大きくなる近似を含んでおり、正確な有限変形理論に

もとずく解析はまだ行われていないようである0

 4－2節に呑いては、円輪板要素を用いた解析結果と三角形要素

を用いた結果との比較をいくつか示した。本節てば、さらに、三角

形要素を用いた場合の解の精度の検討を打つだ後に、正方形、長方

形、だ円板の液圧’バルジ変形の解析を行う。

4－3－1  分割数と解の精度

 図4－5は、三角形要素を用いた場合の要率分割のパーターンの例

であり、1／4領域を41分割した場合を示している。

  y           図4－6（a）は、4－2－3節

                  のアルミニウム円板め液圧

                  バルジ変形を解析した結果

  ε              であり、液圧と中心の板厚
  占

  ω              方向ひずみの関係を示す〇

                  十分正確と思われる円輪板

                  要一素を用いた解と比較して、

                  相当に粗い三角形要素でも十分                X
        52㎜    良い結果が得られていること

 図4－5  1／4円板の分割ノ汐…ン    がわかる。

      （41分割の場合）    10．4分割による解は、計算が

                  膨大となるために途中で打切
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つ走が、解析を打つだ

範囲では、円輪板要素

の解にほぼ完全に一致

している◎

 図4－6（b）は、ひず

み分布について比較し

たもので・104分割を

行えば十分精度良い結

果が得られることがわ

かる。
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 ．＝三角形板要素

分鰍144128
●  o  ＾

t

△

回

⑥

嚇’’

赴。L＿
ト ト1020
∵
一Q05

一α10

一〇j5

   ＼。

30 4C 50

           ’           戸
          ！          叙
         ！
         ／
        タ
       “！
       ノ
      ／
     o！    o 〆
    ’’
 。 ソ’  ε、；半径榊ずみ
’’少’    ε｝周捕ひずみ
   rmm   6t：腋厚嫡ひずみ

図4－6⑮） ひずみ分布
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α1 α2 α3  Q4  ひ5  α6 α7  0B

   相当ひずみ（中心点） ε

   図4－6（旬  液圧一中心の

         相当ひずみ

52

 な拾・104分割および41分割

割は・半径をそれぞれ8および

5等分したことになっている。

 以下の異形板に対する計算で

は・以上の結果および一計算時間

を考慮して、104分割と41分

割の中間である半径をほぼ6等

分割したことに相当する要素分

割を打つだ。

＿81＿



4－3－2  正方形板の液圧一バルジ変形

 図4－7に、正方形’板の液圧バルジ変形に対する本解法による解

析結果と井関ら（44）の実験結果拾よび・解析結果との比較を示す。

解析に用いた材料’の応力一ひずみ関係、材料特性値および一形状は、

  石一13．9（9．62・1d■4・；（・）パ・235 Kg／㎜2

  1E ＝ 7050．  Kg／mm2  ， σ一 ＝ 2．71  Kg／mm2

v＝O．314

   1／2辺＝28．0㎜，板厚h＝0．3㎜  （4－5）
               ○

これは、井関’らが実験に用いた試料として示したものである。要素

分割は、本解析例に拾いてのみ、井関らの解析結果と比較するため

に、図4－7（a）に示す1／4領域を32等分割したものを採用した。

Y              図4－7（b）に・液圧と中心た

                わみの関係を示す。2つの解お

                よび井関らの実験値とは良く一

                致している。

                 図4－7（c）に、図4－7（a）中

                のX軸上のひず’み分布を示す。

                中心付近を除いて・2つの解析

                結果の間にはかなりの差異が生

O             Xじているが、本解析結果は、丼

  図4一ア（→  1／4正方形板の     関らの実験結果により近い値を

       分割パター・ン
                示しているO

 図4一フ（d）ぱ、応力分布を示している。σ。が、境界付近で少し

相違しているが、両者はほぼ一一致している。
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 つぎに、モアレトボーグ’ラフィ法と格子法を併用する方法を用いて

A11100P－O材の正方形板に対して打つだ液圧バルジ変形’の実験的解

析結果と本有限要’素法に一よる数値解析結果との比較を行う。実験に

用いた正方形一板の寸法は、120×120㎜，板厚O．31㎜ であるが、

有限要素法による解析てば、円板の場合と同様に、周辺固定部一につ

けた丸みの影響を考慮して、124×124㎜の正方形の1／4領域につ

いて解’折を打つだ◎解析に用いた材料’の応力一ひずみ関係一およびI材

料特性値は、式（4－3）に示したものと同じである。

 図4’8（」a．）は、液圧と中心たわみ一の関係、図4－8（b）ぱ、圧力

をパラメータにした、たわみ形’状の変化、図4－8（c）は、圧力50，

5．OKg／Cm2のときのひず一み分布をそれぞれ示している◎実験での

破断が、やや低い圧力値に拾いて発生すること・拾よび境界付近で

のひずみにかなりの差を生じることを除けば・解析結果は実験結果

と’よく一致している○ この傾向は、つぎに示す長方形板の場合と

同様である。これは・解析では、するどい角を持つ形状の場合、そ

Y1／4領域
10．O

眉

＼

O．

 5．O

只
出

最。丁糺
h・α31㎜
o

  o

1α0      2α0      3α0      40．O

    中心たわみZm a x ㎜皿

回4－8（a） 液圧一中心たわみ
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の付近で板面一内

に急激な曲率の

変化を生じる部

分一があり、その

ために膜近似一の

精度が悪一くなる

こと、またいつ

ぼう、実験では、

境界付近での測

定上の困難さの

3QO
  P＝50 kg／c㎡
…≡

     ’＼．
N ω  ＼＼、
2QO

一“一実験値
一・ﾐ・一計算値

3．O        ’

2，O

1αO lP ＼．

」二＿、一山
O  lα0 2αO

    図4－8（b）

3α0   4Q0  50，O
      X mm

たわみ形状

6QO

P＝5ρh。／d

←丁鵜

OjO
  P＝50k。／d
お

牽

6

Q05

P＝30畑／d

10．O

毛

、

蓑

50

計算値

d工

d廿

0 1α 2α

  図4－8（c）

30 4Q  5α  6α 0

     X ㎜

 ひずみ分布

1α 2Q 3α

 図4－8（d）

4Q 5α6Q
  X㎜口

応力分布

走めに測定精度が落ちることに起因するものと考えられる。解析で

の最大ひずみは・周辺中心の境界直角方向に生じ、実験による破断

はその点で境界に平行に生じた。このことから、本解析法によって、

正方形板の破断の位置と方向を推定することができると思われる。
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 図4－8（d）一に、計算によって得た応力分布を示す。

な拾、以上の計算は、1／4領域を72等分割して打つたものである

が、32等分割によって得た最大液圧点での中心たわみの差ぱ2，0

％程度であった一〇

4－3－3  長方形板の液圧バルジ変形

本節てば、A11100H材の長方形板、縦×横＝80×160㎜司板一厚

0，31㎜の液圧バルジ実験結果と非軸対称有限要素法による解一折緒果

との比較を行う。解析に用いた材料特性値は式（4－3）に示した

ものと同じである。

 図4－9（到ば、液圧と中心たわみの関係、図一4－9（b）は、圧力を

∵1，！・一T1篇
レ’い川 ﾑ… @訓   令実験繍
形状の変化、＼      ．＿．＿．X
      2         0   82．O           。 ◎令

図4－9（c）は               o
      ξ     な＝031㎜  。・。
圧力3．0，5．o田5．O        。。
                  ◎

Kgイ㎡のとき

のひずみ分布

についての実  0    1α0   2α0   3α0   4αO
                   中心たわみ Zma x 皿m
験結果と解析

              図4－9（到  液圧一中心たわみ結果との比較

を示したものである。実験値と計算値とは、境界付近で両者に差が

生じていることを除いて、ほぼ一致しているOこれは、前節で考察

した結果と同様のことが原因と思われる。解析での最大ひずみは長

辺中央部で境界に直免方向に生じ、実験に倉ける破断はその点で境
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界に平’行に生じたO～二のことは、本一解析法により破断一の位置と方向

の推定が可能であることを示していると考える。．

 図4－9（d）に、計算によって得た応力分布を示す。

10．0

種

、

一

尺
遺

5．0

σど

灸

P「5・0kg／㎝f

種

、

只
違

1O．O

吻

dで

5．0

計算箪

0 10，0 20，030，0 40，0 50，0 60，070，080．0 o

               X ㎜（1） 0－X軸上の応力分布          （2）

         図4－9（d） 一応力分布

 1O．0   20，0   30，0   40．0

     Y ㎜i
O－Y軸上の応力分布

 な拾、解析に用いた寸法は、前節同様、周辺固定部の丸みを考慮

して図I4－9（a）に示す値を用いた。

 以上の計算は、1／4領域を64等分割一して行一つたものであるが、

36等分割一の場合の最大液圧点で一の中心たわみ量との差は2．0％程

度であった。

4－3－4  だ円板の液圧バルジ変形

 本節では、A111OOP－O材のだ円板、長径X短径＝180×9D㎜，

板厚Oる1mmの液圧バルジ実験結果と非軸対称有限要素法による解

析結果との比較を行う。解析には、周辺固定部の丸みを考慮して、

図4－10（功に示す寸法を用いた。また、材料特性値は、式（4－

3）に示すものを用いた。
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 図4－10（勾は、

液圧と中心たわみ

の関係、図4－1D 10．o
b）は、圧力をパーラ石
        ＼メ＿タにした、一ｽ豆
わみ形状の変化、

図4－10（c）は、

圧力3・015・0K94㎡

のときのひずみ分

布を示す・正方形

持よび一長方形板の

場合よりも実験緒

昌

只5．0
出

0    10．O

Y1／4領域

長・
h－O・31㎜
0

        ’

図4－10（a）

一計算値
0 実験値

令 実験破断点

20，0         30，0         40．0

中心たわみZmax㎜

 液圧一中心たわみ

果と解一析結果とはよく一致する。ひずみ分布の良好な一致は・板一の

形状に角を持たない場合には、周辺一で変形に対する拘束はなめらか

であり、したがって全領域で比較的なめらかな変形を生じているの
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         図4－10（b） たわみ形状
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  図4－10（c） ひずみ分布

で、膜近似が良好に成立すること、および実験での測定誤差が少な

いためと思われるO解析での最大ひずみは、中央部短径方向に生じ、

実験による破断は、その点での長径方向に生じた。これは、正方形、

長方形の場合と異なっており注目に値する。このことは、前節同様

本解析法によって、だ円板の破断の位置と方向の推定が可能である

こと・を示している。

 図4－10（a）に、計算によって得た応力分布を示す。

 なお、以上の計算は、1／4領域をア6分割して打つたものである

が、32分割によって碍だ最大液圧点での中心たわみとの差ぱ3．2％

程度であった。
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4－4  緒  言

 本章てば、3－2および3－3節で定式化した弾塑性腺体に対する

有限要素法を用いて、薄板の液圧バルジ変形の解析を打つだ。

 円板てば、山田らの曲げをも考慮した差分法による解析結果（40）、

および井関らの膜件近似の増分形有限要素法によるアルミニウム板
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の液圧バルジ実験とその変形解析結果（43）との比較を行・った。

異形板では、同じく井関らの正’方形アルミニウム板の液圧バルジ実

験とその解析結果（44）との比較を打つだ。そして、それぞれ良好な

一致を見た。

 これらの一連の従来から得られている結果との比較検討により、

本有限要一素解’析法の有効性を確認した上で、モアレトポグラフィ法

と格子法を併用する非接触測定法による円一板、正方形板、長方形板、

だ円板の実験を行い、その際用いた材料の特性値を用いて解一折を打

つだ結果と比較した。

 ここに展開した有限要素解析法は、膜件近似を打っているために、

固定境界のごく近傍てば正しい解が得られない。

 しかし、山田らの曲げを考慮した薄肉鋼板の解’析結果拾よび著者

が打つだ実験結果との比較により、板厚の数倍程度以上のたわみを

生じ、板面内のほとんどの領域で、膜応力により降伏する状態にな

れば、膜件近似による誤差はそれほど大きくないと考えられる。一

 以上のことから、本解一析法によって、任意形状の板一の変形、ひず

み、および応力を材料の破断に至る’まで、十分正確に解析できるも

のと考える。

 また、分割数の比較的粗い要一素でも、工学的には十分危結果が縛

られることが確認できた・
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第5章 薄板の．静的大変形解析（2）

（弾／粘塑性体拾よび超塑性体の場合）

5－1 緒  言

 本章では、3－4節食よび3－5節で定式化した超塑憧体（弾塑

性クリープ）および弾／粘塑一性体の軸対称有限要素法に」より、慣性

力の影響’を考慮する必要一のない程度の変形速度で変形する薄肉円板

の液圧バルジ変形を解析し、材料のひずみ速度依存性が板の変形挙

動に拾よぼす影響を検討する。

 弾／粘塑一社モデルは・塑性域に拾いて材料の粘性を考慮し・ひず

み速度が静的な降伏応力からの過剰応力に比例するという構成関係

式（59）を採用するもので、第6章で扱う衝撃負荷応答のよう在高ひ

ずみ速度領域では、このひずみ速度依存性が顕著となることが多く

の研究者によって確認’されている。（15）’（16）低ひずみ速度の場合で

も、アノレミニウムのような材料に拾いては、同様の効果が現れるこ

とが確認されている。O．C．Ziθエ1Kiθ祉七zらは、このようなひず

み速度の一段と小さい変形を解析する際にもこの弾／糖塑性理論を

採用し、実際の現象との比較を打っている。（60）～〈63）こ1二では、こ

の考えを採用して、準静的な液圧バルジ実験を打って得た結果と解

析結果とを比較する。

 つぎに、超塑性体の力学的挙動についての一研究として、2－3

節で示したNOrtOn法則（29）に従うひずみ速度依存性を考慮した弾

塑性クリー一一ブ理論を導入して定式化した軸対称有限要素法（3－4

節）により、超塑性円板の液圧バルジ変形を解析する。こ1二では、
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西村、富川の実験（7）、および。．。．且。工七（1）ぺ3）らの近似計算結果

との比較を行’い、材料の特性値および液圧負荷速度が板材の成形性

におよぼす影響について考察する。なお・ここで採用した構成関係

式は、超塑性ひずみを定常クリープひずみとして取扱って拾り、実

際の超塑性現象を完全に説明できる理論ではないが、限られたひず

み速度域てば有効であり、超一塑性材料の特徴であるひずみの伝はに

関する説明は可能である。

 5－2節では、常温においてもひずみ速度依存性が顕著であるア

ルミニウム焼なまし材（A11100P－O材）を用いて数種類一の液圧負

荷速度による円板の液圧バルジ実験を行うOその結果より材料の構

成関’係式を定め、それを用いて、3－5節で定式化した有限要素法

による解析を行う。

 5－3節では、超塑性薄肉円板の液圧バルジ変形を、3－4節で

定式化した有限要素法により解一折する。材一料特性値は、西村、宮川

     （7）
の実験結果 を参考にして決定する。計算では数種のm値と負荷速

度を採用し、その板材の成形性への影響一を検討するO

分割数と精度との関係は、前章の弾塑性解析の場合と同じであると

考えられるので、軸対称有限要素法に拾いて半径方向10等分割を

採用する。精度は十分であると考える。

 また・計算の第1段階に入る前に与える初期変形は、弾塑性解一折

の場合と同じく・回転放物面状であると仮定し、エネルギ法より求め

た弾憧解を用いるO
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5－2  弾／粘塑性薄肉円板の液圧バルジ変形

 3－5一節で定式化した弾／粘塑’性体の軸対称有限要素法を用いて

A11100P－O材の液圧バルジ変形を解析し、実験結果との比較を行

う0
         15
 図一5－1は、
        モ
        ＼A11100P－O材の 3
         10
材料特性を求める
        b
ために打つだ単軸
        ｛
試験拾よび・円板の慎5

液圧バルジ試験よ

り得た応力一びず
         ○
み関係を示してい

る。使用材料は、

ε：O・0094川／彗“）

ε昌0・OOO書83

 0

グ

    口  ・＝一
口

〆。

 亟一1舳側舳εp）0・29。

バル1実験値 ^11ズ／小1
単軸引張試験値  o ε＝O－0006372（1／s“）

 粘性定数  τ ま0．08073（ユ／畠e o）

10

図一5－1

20     30     40     50

    ひずみε  ％

応力一ひずみ関係

すべて3500C1時南半の焼なましを打つだ◎単軸試験は、図5－2

に示す形状の試験片を用い、オートグーラフ（島津杜製工M－100型）

により引張速度

2㎜凶i・（公称

ひずみ速度

0．00［16372 1／sθc）

                R1O    o
で打つたOこれ
             図’5－2 単軸試験片
より得た応力一

ひずみ関係を

  ．σ＝15・6（0・001260＋εlP〕）029 Kg／㎜2 （5－1）

とし・これを式（2－34）の静的な応力一ひずみ関係σ、＝f（ε）

として用いることとするO

            －g6一

170

56 9 40 9 56

9 ON

R1O
h昌030



 液圧負荷速度1／5宮1／60 （kg／C材／sθc）を採用して打つだ円

板の液圧バルジ試験より得た中心部分の応力一ひずみ関係を、図5

－1に一右いて、口、△で示す。平均の相当ひずみ速度（破断時の相
                     1   1      2
当ひずみ／破断’までの所一要’時間）が、負荷速度 ／5，／60（k9／Om

／sθc）の場合に、O．00947，O．000883（1／きθc）であることを考慮して粘

性パラメータYを決定した。

     Y＝O．08073   （1／sec）             （5－2）

このようにして求めたYの値を式（2－32）に代入して、数値計

算を行うことで得た単軸の応力一ひずみ関係を実線で示すOひずみ

速度は、0．00947および0」コ008ち3を採用した。

 液圧負荷曲線の追跡は、図5－3に示すように、童ず増分荷重△p

を加え・後に全増分時間          λ

△モを加える操作をくり  q
                   ∠t∠t ∠t
返すことで階段状に近似        （1）（2〕 （帥
      。      出         …
する方法を採用した◎  農     X
       ＿              O」
 全増分時間△tは、図      r

5－3に示す増分時間間

隔 △tの総和によって表
  （旬        O       時間t
される。’
                図5－3  液圧一時間関係

     o
  △t＝。…、舳  一       （5－3）

各増分時間・・は、・．・．・・舳・θ・・加の提案した方法（60）によ
      （凶

って定めた。

 解析に用いた材料特性拾よび試験片の形状を示すとつぎのように

なる。
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 一瓦・15．6（O．001260＋；仰）㈱   Kg／㎜2

 卜7000．Kg／㎜2，σ，目2．25Kg／㎜2，ザ0，314

 半径a・52．㎜，板厚h・O．30㎜  （5－4）             0
図5－4ぱ、液圧と中心たわみとの関係を実験結果と比較して示

す。式（5－1）の

応力一ひずみ関係お

よび一ｮ（5－4）の

材料特性，試験片の形

状を用いた弾塑性解

析結果もあわせて示

す。液圧負荷速度が

大きい程剛性が高く

なり、同一液圧に対

する中心たわみ量は

小さい’0計算では、

 8

 7
泊

。6＼
3
 5
｛
 4
R
田3

 2

 1

  ！a。〃’
！

一’・ P／5（kg／㎝7sec）
・・一一1／60（ 士  ）

  弾塑性解
二1二二｛う〕／実験値

  ’ノu∪｛〃〃

0510152025303540
      Zmax  ．     ㎜
  図5－4  液圧一中心たわみ

負荷速度が小さくなるにつれて弾塑性解に漸近している・応答の相

違が明らかになるのは、計算てば液圧一3kg／C材ヨ実験では1kg／C㎡

付近である。変形全体にわたり実験結果の方が解析結果より・同一

液圧に対する中心たわみが小さく出ているO

 ポンプによって加える液圧一の負荷速度が変形速度の急激な増’加の

ために目的の負荷速度に追随できず遅くなり、変形量が大きく出る

という結果を生じる場合がある。本実験では、負荷速度1／5kg／Om宮

／SθCで、液圧がアkg／Om邊以上の場合・それが顕著であり・解析結

果より実験結果の方が大きな変形量を示しているO
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 図5－5に、液圧と中心相当びず一みの関係を示す。負荷速度が大

きい程・同一液圧に対する中心相当ひずみは小さくなる。また、解

析結果の方が実験結果より、中心相当ひずみ量が大きく出ている。

負荷速度1／5

・g／Cm2／…

の場合は前

述の理由に

より、実験

結果一の方が

大きな中心

相当ひずみ

量を示して

いるO

喝

＼

10

o．

只
出5

＿一＿1／5（kg／・㎡／… ）

一一・一 P／60（ ・。  ）

   弾塑性解

11灯1／実験値

        o
    ／。 ・／  ．イ？ク．’
．／

’．1

        0       10     20     30      40      50

                 相当ひずみ（中心点）     ％

            図5－5 液圧一中心の相当ひずみ

 以上に示したことから、負荷速度が大きい程一同一液圧に対する変

形量が小さいという ひずみ速度依存性を明らかにすることができ

た。 図5－6に、たわみ形状の変化を圧力をパラメータにして示す。

30

20

10

        ＿一＿1州佃κ㎡’鮒1
        ■＿・・I／60（    ・’     〕

P≡7IOk纈／㎡        弾塑性解

’よ：、 11二洲鱗
。．。   、、ζ
        ’ぺ

…  ・、＼．
          I、．＼
ユ．o

○  q  6  6
・、芯

0   10

   図5－6

20  30  40
  r               mm

たわみ形状

   一99一

 負荷送鹿1／5 ，

1／今O（・・／Oか・θ・）

の場合の実験から

得た物体点の移動

をO，●印で示すO

負荷速度が大きい

程・同一圧⊥力に拾

ける変形量は小さ

い。麟析および実

5g験結果は、ほぼ一

致していると言えるo



 図5一ア（功～（c）に、計算拾よび．一実験によって得たひずみ分布を、

液圧3，5。アkg／bm2について比較して示す。負荷速度が大きい程

ひずみ量は小さい。その相違は液圧が大きくなる程顕’著となる。計

算倉よび実験結果はほぼ一致している。計算によるひずみ量は実験

での値より大きく出ている。ただし、負荷速度1／5k9／O柳sθcの場

合、前述した理由により・液圧7k〃がでの実験値は計算結果より

大きいO

 図5－8（劫～（c）に、計算拾よび実験によって得た応力分布を、液

圧3，5，7kg／Oがについて比較レて示す。負荷速度が大きい程応

力値は大きいOその相違は液圧が大きくなる程’顕著となる0実験で

の応力値が計算での億に比べて少々大きいが、両者はほぼ一致して

いる。負荷速度1／5kg／Cmンsθc，液圧7kg／Oがの場合は前述した理由

より、応力緩和を生じるために実験値が計算値より低く出ている。

 以上の結果より、材料の構成関係を表すYの決定および実験にお

ける目標負荷速度の達一成に関してな拾考慮すべき余地を残している

ものめ、液圧負荷速度の変形への影響を検討することができた。

つ重り、負荷速度が大きい程、変形拾よび一ひずみ量は小さく、応力

は大きいことが示された。これば、ひずみ速度依存性を表している。

 また、解析結果より、負荷速度を小さくすれば弾塑性解一析結果に

漸近していくことが示された。
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5－3  超塑性薄肉円板の液圧バルジ変形

 3－4節で定式化した超塑一性体の軸対一称有限要素法を円板の液圧

バルジ変形に適用し、従来から得られている実験および近似計算結

果との比較を行一い、材料の特性値右よび液圧負荷速度の変形挙動へ

の影響一を検討する◎

 西村、宮川の Zn－22A1合金の単軸引張試験結果（7）を参考に

して材料の特性値を決定し、まず圧力を一定に保つだ場合の変形解

析を行う。そこでは、数種類のひずみ速度依存特性値（拠値）を用

いて解析を行い、皿値と変形、ひずみ、および応力との関係を調べ

るO

 つぎに、皿憧を一定にして、液圧負荷速度を変えて解析を行うこ

とにより、負荷速度と板の変形挙動との関係を調べる。

5－3－1 ㎜値と成形性・

西村ら（7）がZ。一22A1合金に対して求めた材料特性値拾上び応

力一ひずみ速度関係を持つ材料として、図5－9（到，（b）に示すA2

材料を定め、それを中心として、A1拾よびA3の材料を加えるこ

とで、3種類の材料モデルを設定する。A1，A2，A3材料モデ

ルは、それぞれ材料構成関係式（2－18）での㎜値が、0．2，0．5

              －20．8であり、ひずみ速度が10 （1／』in）のときに応力が10kg／nm2

であるようにK値を選んでいる。他の材料特性値および試験片寸法

を示すとつぎのようになる。

一103一



100

“E

ミ

呈

 10

只
長

 1

0．1

A3

A2

A1

材料

＾1

A2
A3

O．2

0．5

O．8

25．工2

100

398．11

潅

、

一

月
僅

10

20

10

  10    10    10    1
               1／min    ひずみ速度

 図5－9（劫  応力二ひずみ速度関係

ト7000（kg／㎜一）

四一10。（争．）
H－10．（・）
V＝O．314
半径a，50I㎜
板厚h －1．㎜
  o

      H

 0
        ひずみ

     図5－9⑮） 材料特性

σ ＝ 10． 十 10． 1…一ω       Kg／mm2

（弾塑性応力一ひずみ関係）

E・7000．Kg／㎜2，σリ・10．Kg／㎜2

半径a＝50・㎜，板厚与・1・O㎜

           一104一

，v＝ O．314

 （5－5）



 こ～二では、まず圧力30kg／Cm2を加えて弾塑性変形させ、つぎに圧

力を保ち時間の経’過とともに生じてくる超塑性変形を解析すること

とした。

 解’の精度に関係’する増分量の制御は、超塑一性変形解’析では増分ひ

ずみ量が規定値以下となるように増分時間’間．隔一を決定することで行

い・計算を進めたO

 図5－10に中心のたわみ拾よび’板厚方向びず’みと時間との関係

を示す◎解析では、中心での相当ひずみ速度が2（1／㎞in）以上にな

ると超塑一性体の構成関係式が成立しないと考え、計算を打切った。

m値が小さい穆

短時間の内に変       ；Z㎜H／。εt・   1
                       I    ．               I 一一 一◆一Al I   1
形が進行し急激・。・  1主：：二二14 ！
               1            ’    ’
な変形一の増大が       ’       ！  ！
              ・            ’     ’
見られ、㎜値が。   ！   ！ ！
                      ’     ’       む   ’    ノ ／
大きくなるにつ～    ！     。・  ’
       ＼    ’    ／  ／
             ’         ”れ変形量の時間二    ”ワ   1・1
        冒    2   ／
的増加がゆるやN
       … μタ研’
かになっているO
       O．4
一般に、超塑性         0         5         10 ㎜i。・
                     時間
材料の皿値は0£       図5－10 中心のたわみ拾よび板厚

以上と言われて           方向ひずみ一時間間係

おり、くび一れなしで数百パーセントのひずみが得られる原一因として、

他の材料に比べて皿値が大きいことが’指摘されている。（7）

 図5－11ぱ、A1拾よびA3材料のたわみ形状を中心たわみを

パラメータにして示す。
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変・形が進むにつれて・拠億

の大きいA3材料（m＝O．8）

の方が球に近い大きな変形

を起こしてい．る。

 図5－12に、（中心た
             O．5
わみ／半径）の値がO．873
             宙
の時のひずみ分布をA1お ＼             N

拾びA3材料について示す。

m値の小さいA1（皿＝O．2）一

の方が中心部分でのひずみ  O

の集中が顕著であるのに対

Zmax／a白O．873

Z…8■／a＝ O．653

t≡o・o min

、
、
、
、
、

一．一 A1

－A3

、
、

、
、

、

、

、

、

、

O．5

芯

←

6

一〇．5

一1．O

t
Zmax／a＝0．873

  恵、二〇竺二ε、
   、、    ’＼’’’一｛．中ε8
    、、．1．‘・・o■・・‘一εt
     ’ミ、
      “
t・O，min       、
       、き
        、、

         ■

  …05／グ10
   ！！！
高1丁！ ！，
     、グ

    ！
   ！

 ／
グ

図5－12 ひずみ分布

     0．5        1．O
       r／a

図5－11 たわみ形状

して、㎜値の大きいA3は中心

部分のひずみ一の集中が緩和され

て拾り、境界付近めひずみもA1

・に比べると大きく、全体的に

なめらかなひずみ分布を示して

いる。図では、時刻七＝O皿in

の弾塑性変形結果も示すが・時

間の経過とともに変形が進み、

ひずみ量も増大している。

 図5－13は・A1拾よびA3

材料の応力分布を時間’t＝Omin

の弾塑性変形結果とともに示す。

応力は、図5－gに示した材料
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のひずみ速度依存の特性と関  毛
連するが、図・、一1、の、、、、きムZ…／a＝O．8㌘。舳、、

                 ＼       一｛“ 砕                  w                        ・一一一古一一’■碗／a＝0，873の時の中心のひ  20   、
                    、へ
                     ＼ず一み速度は・A1ではO．5（1ノ血批）      ＼
                      ＼
程度で、A3ではO種2（1／imin）   、一〇。i、   へ、
               15’’一’｛ ’へ
                       出、 、程度である◎その後のひずみ       一、、、、、、▲
               只        、 、、＼へ
速度は、A1の場合は急激に  僅         ＼ ＼
                           、、、、
                             、               10
増加するのに対し・A3の場
                           、
合はそのひずみ速度の増加に              ＼
                            ＼
よって応力が急上昇するので、             、ム
                             ＼
負荷圧力とのつり合いを保つ

ためにその後ひずみ速度はそ

れ程大きくならず、比較的安   0      0．5「／a  1’O

                  図5－13 応力分布定したひずみの増加を続けるO

 弾塑性解析結果（t＝Olnin）と比較すると、皿値が大きい程中

心部の応力値が高くなって拾り、m俺が0．2のA1材料の場合は周

辺部において半径方向応力の緩和が顕著に見られる。

 以上の結果から、㎜値が大きい程応力に拾いては中心部での値が

大きく、ひずみにおいてはその分布は全体的になめらかであり、球

に近い形状を呈する。いっぽう、㎜値が小さい場合は、ひずみ速度

が大きくなっても応力の上昇が著しくなく、中心部にひずみ集中が

発生し不安定な状態になりやすい。

 エn値が大きい程円板全体にわたってひずみは大きく、なめらかな

分布を示すことば、］⊃．エ．H。■1）らも指摘している。
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・5一．3－2  液圧負荷速度と成形怪

 ここでは、図5－9に示すA2材料（m＝0．5）を用いて、実際

の液圧バルジ加工との関連も考慮して、2種類の液圧負荷速度を採

用して変形、ひずみ、拾よび一応力を解析し、比較を行う。液圧負荷

速度は、図5－14に示すようにB1（60kg／Om2／㎞in）およびB2

（10kg／O伽iエ1） を採用する。計算は、5－2歯と同様に負荷曲線

を階段一状に近似することで進める。増分量の決定も同様在方法を採

用する。     一目  肩
        o   ＼        ＼   章
 図5－14に、豆  30B1                B2
        30  只                   ．’
          出液圧と中心のだ
           O・．・ 舳、4〆’
わみ拾よび板厚      時間㎜il。〃’
               ’ク
              4’
方向ひずみとの2。

@！             〃関係を示す。負R   ノ”
 ■ ’  出  グ
荷速度が大きい   ！          BユB2
        ユO介         ÷｛Z耐ノα
程剛性が高く、 グ     一’’’古’εtc

同一圧力に拾け

る中心のたわみ  0   0・1  O．2  0・3  0・4  0・5  0－6
                  Zmax／a兵tc
および板厚方向                   液圧一中心のたわ今およ
ひずみは小さ／   図5－14び板厚方向ひずみ

出ているOいずれも、その相違は液圧が大きくなる程明一らかに在る

が、変形過程全体ではそれ程大きくない。

 図5－15に、たわみ形状の変化を圧力をパラメータにして示す。

変形量の相違は見られるが、両者とも球に近い形状を示すことがわ

かる。

 図5－16に、液圧15，30kg／Cm2の時のひずみ分布を比較して示
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す。液圧’15k9／O柵宮

では・両者の相’違

は明らかではない

が、液圧30k9／Om2
         0．5
では・負荷速度の

大きいB1の方が

         宙ひずみ量は小さい。＼
         N
ひずみ分布に関し

ては、中心への集

中も顕著ではなく
         ○
両者ともほぼ等し

い傾向を示してい

P＝30 止g／c㎡

25         ，

20    、、、

15      一、一、

10         一
一石一一・・一1・一… 一

一■一・ al

．B2

  、  、   、   、    、、、        、
 、          、
  、      、
  、、    、   、       、、、、   、、  、
  、     、   、
  、、   、   、   、     、    、一〇 @．  、報 、、 、
     、  、 、

O．3

O．2

O，1

ぐ
｛←

6
 0

図5－15

P＝30 kg／c㎡

       B1 目2
  、       ÷一一 εr
  ム、        ・“・＿全・ εo

    へ    ■・●一・… 凸・・ εt
   、、、、
    、λ     、 、
     、、      s

15

、

           ．’・＿＿．二／ニュ㌧ル’’．’！1。
三・．

@ ！        ．グ
       〃
     ／ク

   ／／’
．！！．／

  ノ ．！’
 30

0・5  。／。

たわみ形状

1．O

一〇、5

図5－16ひずみ分布

る。この程度の負荷速度の

相違では、材料特性値（m

値）が同一の場合には、成

形性に関する相違は見一られ

ないと考えられる。一般の

超塑性材料では、In値はひ

ずみ速度に関係し、負荷速

度が大きくなると血値が小

さくなるために、バルジ高

さの大きい領域（Zma〉a＞

0－8）ではたわみ形状は円錐

状を呈し・ひずみが中心部

に集中するという報告（力も
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ある。ここでは、実験による特性値の把握が完全でなく、皿値ぱひ

ずみ速度に関係せずに一定として計算を打つたために、このような

結果が得られなかった。

 な拾、本計算では、液圧が約32k納m2以上となると、B1モB2

ともに変形が急激に増大し、ひずみ速度が’2（1／hin）以上となるた

め計算を打切った。

 西村、宮川らによるZn→2A1合金の円板液圧バルジ実績とは、液

圧のかけ方に一ついて相違があり、完全な比較はでき在いが、中心た

わみがZma4a＝0．5程度までのたわみ形状については定性的に一致

している。
              20

 図5－17に、液圧15，30

㎏／om2の時の応力分布を比較

して示す◎両者の相違はそれ

程明らかではないが、負荷速

度の大きいB1の方がわずか

に応力値が高い。ひずみ分布

の場合と同様、㎜値が等しい

場合にはこの程度の負荷速度

の相違では、応力値に著しい

差異を生じないと思われる。

 以上の結果から、つぎのこ

とが言えるO
     o           o

柏
冒

＼

15

10

只
遭

5

B1   B2

÷ ‡昨
・｛・ 1士一σo

P’30kg／c㎡

    、一、
      “ミ
 15    、ミ、

図5一一1ア

“
“
、

、

0・5。／。  1・O

応力分布
。              o

米実験条件は（7）半径一・・㎜菰厚1．・㎜紐負荷速度（平均バルジ高さ速度）

＝o．7皿㎎／もec拾よび1．O叫／secである。なお、Zma卒／a＝0．5の時の中心

の板厚方向ひずみは、両負荷速度の場合ともにε・。 ≒0．5であったが、図5

－14に示した解析結果とほぼ等しい値である。
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（1） 皿値が大きい程、中心部のひずみ集中は顕著でなく、円板金

 体にわたってなめらかなひずみ分布を示し、球に近い形状を呈

 する。

（2） m値が大きい程、中心部の応力値が高く負荷圧力とのつり合

 いを保つ方向に緩和して、ひずみの伝はを促進する。

（3） 圧力の負荷速度が大きい程、応力値は大きくひずみは小さい

 が、同一の材料特性値（m値）であれば、その相違はわずかで

 あり、たわみ形状、ひずみ分布拾よび応力分布におよぼす影響

 ぱ少ない。

 これにより、皿値が成形性と強く関連していること、たとえば皿

値が小さい（0－2程度）場合は、中心部へのひずみ集中が著しく、

くびれが発生しやすく良好な成形性が得られ難いことが示された。

つまり、くびれなしで数百パーセントの伸びが得られるという超塑

性現象は・m値によって特徴づけられることがわかる。

5－4  結 言

 本章では・3－4および3－5節で定式化した超塑性倉よび弾／

粘塑性有限要素法により・薄肉円板の準静的大変形解析を行い、実

験拾よび従来から得られている結果との比較を打つだ。材料のひず

み速度依存の性質が板の変形に拾よぼす影響についても検討を加え

た0

 5－2節てば、P．Pθrzynaの提案した弾／粘塑性モデルを採用

した有限要素法により、実際の板材の液圧バノレジ加工を想定した液

圧負荷速度によるアルミこウム円板の液圧バルジ変形を解析し、モ
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アレトポグラフィ法と格子法を併用した実験結果との・良好庄一致を

得たOそこでは、．負荷速度が大きい程、変形およびひずみ量は小さ

く．、応力は大きいという材料のひず一み速度依存の性質が確認’された。

 また、解析に一おいて負荷一速度を小さくすれぱ弾塑性解析結果に漸

近する1二とが示された。

 5－3節では、Z皿一22A1合金を想定し一たm・値拾よび材料特性値

を用いた超塑性有限要’素法により、一薄肉円板の液圧バルジ変形の解

析を行い、従来から得られている結果との定性一的な一致を得た。趨

塑性現象を特性づける㎜値に関しては、その値が大きい程（皿＞0．5）

円板全体にわたって なめらかなひずみ分布を示し、球に近い形状

を呈し、小さい志（ω＜O．2）ひずみの周辺部への伝はが起こり難いた

めに、中央部へのひずみ集中が顕著となり、くびれが発生しやすく

良好な成形性が得られ難’いことがわかったOまた、負荷速度が大き

い程ひずみは小さく、応力は大きく出るが畑値が等しい場合は、そ

の相違ばわずかであることが示された。

 以上のように、薄板の準静的大変形問題に対して、材料のひずみ

速度依存性を考慮した構成関係式を用いた有限要素解析法を確立し、

解析を打つたが、さらに実際の現象との対比を行うことにより、厳

密な構成関係式の導出と解析手法の改善が進められるものと考える。
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第6章 衝撃圧力を受ける円板の
動的応答解析

6－1  緒 言．

 薄板が衝撃的な圧力を受けて大きな非弾性変形を生じる問一題を解

析することは、液体中にある仮構造物、高エネルギ成形、さらには

エネルギ吸収、緩衝装置などの諸問．題に関’達して拾り、工学上きわ

めて重要である。一 ｵたがって、この問題については、これまでいろ
いろな分野で数多くの研究がなされて来ている。（9）～（19）ところが、

この問題は板の形一状、荷重のかかり方を理想化した場合でも、大変

形に起因する幾何学的な非線形性、材料特性の非線形性、そしてひ

ずみ速度依存性などを考慮しなければならず、解析的な扱いは大変

困難となる。そのため理一論的な研究は、定性酌な現象の解一明にとど

まるものが多いO

 本章では、薄肉円板がステップ状衝撃圧力を受ける場合の動的応’

答解・折を行う。この問題に関しては、・．・。・。七θ。。。（31）によると、

       （13）
G。瓦・趾d－son  らのように・・円錘台状形状を示した後、円錘状に

変形するとしている報告や、丁・．。．。・。、。、、七（11）らの。1合金板

の実験結果のように、最初中央部は水平を保ちつつ・周辺部は丸み

をおびた形状を呈し・最終的には球状に変形するという報告もあり・

材料めひずみ速度依存性拾よび圧力波形によって変形機構が異なる

ことが指摘されている。ここでは、3－5節の弾／粘塑性腺体の有

限要素法を用いて圧力波形容よび材料のひずみ速度依存性の薄．肉円

板の応答への影響を検討する。

 材料特性は、アルミニウム合金を想定したものを採用し、試験片
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の形状は半径 a＝50㎜，板厚 h＝1．0・㎜とする。また、計算                0

での増分時間間隔△tは、初期変位を与えた状態での最小固有一周期

       米’の数分の1の値 を基準にして、過’大な増一分変形を起こさないよう

          米米
に増分変形量を規定し、それに近づくように反復試算し、修正した

上で計一算を進める。一また、NθwmarKのβ法、式（3－53）に倉け

るβは・1／4の値を用いる。

 計算に用いる要素分割としては、半径方向に50等分割したもの

を採用する。この分割数を用いた静的解析では十分精度良い解が得

られているO

 計算の第1段階に入る前に初期変位を与える必要があるが、4－

2節同様、回転放物面状に変形するものとして初期節点変位を決定

するO初期速度拾よび初期加速度は雲とする。

     o            o             o            o

米  ここでは・ 0．5  μsecを用いた。

米米 ここでは、中心での垂直方向たわみ増分O．05㎜を用いた。
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6－2一 @動的応答に対する立上り時間’および圧力の大きさの

     影響

 解’析一に用いる材料の特性は・

   す＝7．0＋8．0τ一”  Kg／㎜2

   E＝7000．Kg／㎜2，σソ＝7．O Kg／㎜2，v＝0，314

         －10   ρ・2．75×10 Kg sec2／㎜叫

   Y ＝  50．     1／sec  ．                （6＿1）

粘性パ・ラメ＿タ。の値は、。．・θ醐。。。（59）の示した値を参考にし

    米て定めた。図6－1に、材料のひずみ速度が一定の場合・の広一力一ひ

ずみ関係を示す〇

    一言
    ＼ト
    2
     30    ポ’50    1／sec

                 1’SeC              己≠／00

     20

    只
    追             1’sec             に10
     10 疋害7州刷静邸力一びず納係）

     00．10．20．30．4          ひずみ

        図6－1 応力とひずみ

     O             0             0             0

米 1二こに用いたYの値が、アルミニウム材料に対して妥当かどうかの検討は

 打っていないO
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 図6－2は、図申に示レた3種類のステップ状衝撃圧力が加わっ

た場合の中心のたわみの変化を示したものである。ここで停、振動

を伴う過度

応答の比較

的初期の部

分を示して

いる。中心

のたわみは

O．3msec近

傍で第■番

目のピーク

が現れた後、

圧力の立上

0．3

0．2

⑩
＼
X
o
E

N
0．i

“
E
ミ

。
‘ 15

県10
出

 5

 0

雇

 ｛圧力波形〕                  ｛Nb 0．1

           ・・“‘・Nb0．2
           ■‘一｛・・Nb0．3

               ．占．“一方一ψ｛．
            ’〃‘古
・・川…m… @  ノ〃”
        ．’・’       ム                      一一      ’                        1      ’                          ．     刃                 ．1     A                 ．’    ’                1
    ム   ．’一一！‘
      〆．1  I！ψノ
  ・■r

      0    1．0   2．0   3，0   4．0   5－0
                           m昌e C             時間   t
         図6－2一 中心たわみ一時間関係

り時間の短い場合の方に、より振幅の大きい振動を発生する。振動

は、2，3サイクルで減衰し、5mSec程度経過すると、

中心たわみ量はなだらかに増加するようになる。図では省略したが、

増加の割合は立上り時間の短い方が大きく、十分時間の経過したt

≡30．In8ecに拾ける値は、式（6－1）の材料特性を用いた静的弾

塑性解析結果によって得た圧力10㎏／Cm呂での中心のたわみに対して、

％1の場一合で1．5倍、％2の場合で2倍程度であった◎

 負荷速度の等しい％1および％3圧力波に対する応答結果は、1．O

mSeC ’までは同じであり、その後も変形形状、ひずみ分布および応

力分布の形は後で示すようによく似ている。そこで、・まず変形に対

する負荷速度の影響を考察するために、κ1および％2圧力波に対

する解析結果を比較する。
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 図6－3（a）。（b）は、たわみ形状の変化を示したもので、振’動を伴

う初期段階に対しでは中心たわみが極大と在る付近を選んでいる。

変形のごく初期

では中央部の平
        0．3

らな円錐台状に

盛り上り、つい
        O．2
で振動を伴いつ
        由
っ変形が中央部 ＼
        N

に集中するよう O・1

に在り、中心部

分に円錐状突起
        ○
を発生している◎

十分に時間が経

過した後の形状

0．3

0．2

由

＼
N

0．！

t lo

t目

t7

t6

tヨ

1；

t l

t lO

t目

t目

t7

t o

t5

t4

t宮

t3
t l

tユ ！ O．262㎜s 0 0

t2！ O．423 －

t3旦 O．489

t4＝ 0，684

t百！ O．948

t6 … 1，346

t7， 2，276
t o ！ 5，633

．t』12・089
t lo呈38．269

 0．2   0，4   0．6   0．8   ！．0
       r／田

図6－3（a）たわみ形状（．仏1）

t 1≡ 0，356呵昌。o

t 2！ O．433

t 3星 O．631

t 4！ O．794
t 彗 ，  1，021

t o圭 2，849

t 7！ 5．O18

t o圭 g．947

t 目！14，876

t lo119，809

OO．20，40．60．81．O         r／a
  図6－3（Ib）’たわみ形状（κ2）

は、％’1圧力

波の場’合は中

心部を除けば

球面に近く、

％．2圧力波の

場合は中心の

水平部が広い

頂部のつぶれ

た球状になり、

周辺部は固定

端より外側に
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はみ出すようになるO

 この結果より、圧力波の立上り時間が短い程広い範囲一で大き在変

形を生じることがわかる・

 図6－4（a）。（b）は、ひずみ

分布の変化を示す。中心たわ

み振動の第1ピーク時を越え

るあたりから、中心部にひず

みが集中していく 様子がわ

かる。負荷一 ｬ度が大きい場合

には、その傾向が顕著である。

中心部でのひずみの集中は多

くの実験で確認されており、

（11）～（13）円板の高速度バノレ

ジ変形の一つの特徴である。

 図6－5（a），（b）は、応力分

布の変化を示丸負荷速度が大

きい場合の方が応力集中が顕

著であり、応力値も高い。
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 図6－6（a）に、中心での相当ひずみの変化を㌔％3の圧力波に対

する結果もあわせて示す。～これより、圧力値の大きさよりも負荷速

度の大きさの方がひずみ増加に呑よぼす影響が著しいことがわかる。

図てば相当ひずみの計算結果をなめらかに結んだが、実際には微小

な振動を伴いつつ増加している。

 図6－6（b）は、中心のたわみが静的弾塑性解析結果とほぼ等しい

ときのたわみ形状を比較したものである。やはり、負荷速度の影響
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がわかる。
        O12
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けるひずみ分布

および応力分布

を％．1～κ3の  0

圧力波に関して

比較している。
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6－3  粘性パラメータYの相違による応答の検討

 P．Pθrzynaの構成関係式（2－32）の粘性パラメータYの値

の逆数は、過剰応力に対して一 ｶずる非弾性ひずみ増分の比例定数と

なっている。従って、Yが大きい程ひずみ速度が大きくなっても過

剰応力を生じないOすなわち塑一性挙動に近くなり、Yが小さい程弾

性的挙動に近くなる。

 ここでは・薄肉円板が衝撃的圧力を受ける場合を取上げ・粘性パ

ラメータYの変形挙動への影響を調べるために、κ1圧力波が加わ

ったとし、Y＝10，100（1／sec）を用いて解析を行う。材料特性憧

拾よび形状は、6－2節と同様である。

 図’6一アに、中心のたわみ拾よび相当ひずみの比較的初期の時間

的変化を示す。γが小さい場合の方が変形量は小さく・振幅の大き

い振一動を長い時間伴っている。中心のたわみ、相当ひずみともに、

                        Yが大きい場

              ・…仁＝：＝目10 合の方が急激

…     相㍑じ1科0 な増加を示し

唱1                      ているO在お、
三                        ．、1
筆                 ．！  十分時間の経
壷…        、4二．．。．。．…
              一φ一●一“一    過したt＝30
目   ．〆ベク’
、      、7！                ㎜SθC におけ
      ’由        ’’

ξ㌦！グ！〆〆〆！続線
         ．〆
                        圧力10㎏／0m2
 0   ！、0   2．0   3．0  4．0   5・O
                     ㎜目 e C            時間           のときの値に

 図6－7 中心のたわみおよび相当ひずみ一時間関係   比べ、中心た
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わみでは両者とも1．5倍程度、中心相当ひずみでばY＝10の場合

には10倍、Y＝100の場合には14倍程一度であった。

・図6－8  0．3

（a）に、たわ

み形状の変
       0．2
化を静的弾

      ○塑性解とと ＼      N
もに比較し  0’1

て示す。 Y

が大きい方
       0
が、中心の

水平部分が

ム＼1禾π．πL、

、も    一ト叶三111ヂ’
             一一…一ト斗1…llll：

         一一    ■・｝静的弾塑性解も士。

■、一                  、、        P＝1O kO／o㎡
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             、、
        、一         、          、          、         、．、＼、  ＼
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                、、、  、
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        r／a

   図6－8（a） たわみ形状

大きく変形していることがわかる。

 図’6－8（b），（c）には、時刻七＝・3．OI口sθc に拾けるひずみ拾よび

応力分布を、静的弾「Y性解とともに示す。

 ひずみ分布では、Y＝10の場合は、中心部へ・のひずみ集中も顕

著でなく、その値も小さく、ほぼ静的弾塑性解に近い分布を示して

いる・それに対して、Y＝100ρ場一合には、ひずみの中心部への集

中が著しく、その値も大きい。つまり、Yが大きい程ひずみ量は大

きく、中心部への集中が顕著であると言える。

 一方、応力では・Yが小さい方が、中心部に著しい集中を生じ、

その値も大きい・Y＝100の場合は・中心部への集中も著しくなく・

半径方向応力は静的な解に比べ、中心付近を除いて緩和している◎

 な拾、6－2拾よび6－3節で打つだ一連の解’折に拾いて、最大
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6－4  緒  言

 本章に拾ける一連の弾／糖塑一性円板の有限要素法による動的応答

の解析結果から、ステップー状衝撃圧力が加わる場一合の円板の変形過

程は・大略つぎ一のように特徴づ’けられる。

 衝撃荷重が加えられた直後、板はビースト・ン状に前進し・、ついで減

衰する振動を伴いつつ静的な場合よりも平ら在形の盛上りを続け、

つぎに中心部にひずみの集中を生じて円一錐状突起が生じる。この結

果は、すでに多くの実験によって確認’さ一れている円板の高速度バル

ジ変形の特徴をよく説明しているO

 また、圧力の立上り時間が板の変形に’拾よぼす影響は極’めて大き

く、立上り時間が短い程初期に発生する振動は著しく振幅は大きい

こと、また、その後頂部一の平らな板全体にわたって大き在変形を生

い7＞L｛～』＾4、’r缶レ。し⊂〃リノ〃．ノ’」o

 いっぽう、ひずみ速度依存の性質を表すYが小さい場合は、頂’部

のたわみは小さく、中心部のひずみの集中も小さ一いことが示され、

応力は、逆に中心部の集中が顕著でその値も大きいことが示された。

 この解析により、従来から衝撃液圧バルジ加工過程に関一する実験

拾よび一定性的理論解析によって指摘されてきた変形挙動の一側一面が

解明されたと考える。
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第7章 液圧バルジ変形の実験的解析

7－1  緒  言

 本章で一は、モアレトボグ・ラフィ法と格子法を併用した薄板の液圧

バルジ変形の非接触応力ひずみ解析法を述べる。

 一般に、2組の細かい平’行線群を重ね合わせるとモアレじ重がで

き、双方の間に相対的な移動および回’軽を生ぜしめると、これに応

じてしIまは移動する。このモアレじ重の現象を利’周して変位やひず

みの測定を行うのがモアレ法であり、（64）’（21）基準の格子とその物

体表面’への投影格子との重ね合わせによって生じるモアレ等高じ’ま
によって物体の形・状測定を行うのがモアレトポ・グ・ラフィ法（64）～（66）

である。モアレトポーグラフィ法の長所は、原理が簡単で実験もとく

に高一度友技術倉よび装置を必要とせず、物体形一状の測定ができるこ

とである◎

 ところで、モアレトポグーラフィ法は原一理的に点光源有限遠視点お

よび一ｽ行光線無限遠視点の2つに分けられるが、測定対象物体が大

きくなく、大口径のレンズが準備できる場合は、後者の方が等標高一

差の等高モアレじ童群が得られるために、精度拾よびしまの解一折に

要する労力の点から有利である。

 本章では、平行光線無限遠視点のモアレトポグラフィ法を用い、

さらに格子法を導入することで物体点の移動を測定し・薄板の液圧

バルジ変形における応力、ひずみ解析を行う方法について述べ、第

4章拾よび第5章で示した有限要素法による解析結果の検討のため

の実験を行う・

 7－2節てば・モアレトポグラフィ法の原理と薄板の液圧バルジ
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実験の測定原理を示す。実際のバノレジ変形一形状の測定結果を、ダイ

ヤルゲージによる測定結果と比較することにより、本測定法の精度

的検討もあわせて行う・

 7－3節では、初期状態に拾いて薄板表面’に格子を描き、バルジ

過建の各変形状態において写真撮影したモアレじまと格子によって

物体点の変位を得る。それより、薄肉円’板の液圧バルジ実験の応力

ひずみ解一折を行う・

 アー4節では、任意形状の薄板の変形、ひずみ解析法を示す。ひ

ずみ解析では、増分形の有限要素関係式の定式化に用いた変位関数

を利用する。実際のひずみ解析例として、長方形板のひずみ分布を

示す0

7－2  モアレトポグラフィ法

 本手法は、光学的測定法の一つで、物体表面に直接等高モアレじ

まが見え、瞬間の物体形一状を非接触的に測定できるという利点を持

                         （ア0）つために、従来のダイヤルゲージや顕微鏡による測定法  に比べ

時間的に変化する現象の場合や測定対象が柔かいために接触できな

いよう在場合に、きわめて有効であるO

 同様な光学的測定法として、レーザーホログ’ラフィ法があり、高

い精度が保証されているが、高価な上に高度な写真技術が必要であ

る。そのため、要求され亭精度がそれ程でなく、対象とする物体が

かなり大きい場合は、装置製作費も安価で十分精度良い測定が期待

できるモアレトポグラフィ法が有力となる。

 以下に、モアレトボーグ’ラフィ法の原理、実験より得たモアレじま

およびその測定精度の検討を行う。
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7－2－1原理
 （旬’平行光線無限遠視点

 図7－1は、太陽光線あるいは点光源と視野一レンズを組み合わせ

ることで得られる平行’光線束を平’面等間隔格子を．通過させて測定対

象に照射し、視野レンズとカメラを組み合。わせることで得られる格

子平面’に垂直な方向の無限遠視一点によって観察する場合を示す。図

中○印のところに反

射一物（物体表面一）が

あると明るく見え、

他は暗いために明一時

のモアレじIまができ

る。 S を平面等間
  ○
隔格子の格子間隔、

θを平行光線の無限

遠視点方向との相対

的な入射角度とする

と、つぎの関係が成

立する。

△h ＝

hN：

oo

 E視点↑

l 1 1 l l l l l l l
l l1
1 l l l l l l l l1

1。。■

Hlll11111

平行光線束

θ．

㌃川111rヂ

SO tanθ

N sotanθ

図フー1 平行光線無限遠視点

（7－1）

（7－2）

．」3

したがって、しま次数Nを求める～二とによって平面等間隔格子から

の垂直距離h。が得られ・結果的には形状が決定される・つまり・

ここで得られるモアレじ’まぱ、等標高差の等高線群であり、し’まが

密な程傾きが急な形状をしていることがわかる。
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 （b） 点光源有限遠視点

 （a）の方法では、被測定物の大きさがレーンズの口径で制限される。

～これに対して、点光源有一限遠視点の場合はそのような制限はなく、

光源と視点とが平面’等間隔格子から等垂直距離にあるならば一、得ら

れるモアレじ’まは、平面格子から一定の深さを示す等高線と在る。

 図7－2に示すよう               E視点    一     S光源

に、○印の明るく見え

る位置は、たとえばN

＝2の場合はつぎのよ

うにして得られるO

∵仰篶朴
！／ゾゾ・∫・＾

  ／一／、／、／＼ 1＼／＼

恥、＼l1心1／

H
So

1   －R＼ Q
一 一  一  i  i        一  ・

^隣〃朴げ1・
一工＝   N

一⊂

図アー2 点光源有限遠視点

正

ES：RQ ＝（1＋h2）：h2 （7－3）

一般に・N番目に明るく見える点の平面格子からの距離hNぱつぎ

のようにして得られる。

d ： N so  ＝ （1＋hN） ： hN

hN ＝ N l so／（d＿Nso） （7－4）
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7－2－2  実験装置

 平’行光線無限遠視’点のモアレートボグラ7イ法を用いた薄板の液圧

バルジ実験の変形測定装置と原’理図を示す。

 図7一・3（a），（b）に、第4章の静的弾塑’性解’析結果との比較に拾い

て用’いた太陽光線利用’の装置を示す。太陽光線束は、非常に明るい

良質一の平行一光線束であるために・明暗のはっきりしたしまが得られ・

光線の入射角が正確に測一定できる実験の場合は光源としてきわめて

有効と考えられる。ところが、入射角の測定が正確に行え危い場合

あるいは気象条件が実験に影響を拾よぼす可能性のある場合は、つ

ぎに示す人工光源を照一いる方が便’一利である。

 図7－4（a），（b）に・5－2節の弾／粘塑性解一析結果との比較に拾

いて用いた人工光源利用の装置を示す。

 静的な実験の場合は、変形が安定するまでその圧力を保ちつつ、

0．2～O．4㎏／0m2きざ’みで圧力を増加する。．また、準静的在場合は、

X－Tレコーダの記録紙にあらかじめ目標とする液圧負荷曲線を描

き、それに追随するように油圧ポンプを作動する。

 実験では、モアレじまを写真撮影し、しまの位置一を読取顕’微鏡で

測定する1二とでたわみ形状を得た。その際、レンズの収差を考慮す

る必要があるが、ここでは、初期状態で板表面’に置いたスケールを

写し、位置における長さを修正する方法を用いる。
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図7－3（a）実験装置（静的）

E（視点・カメラ）

！〃l l l11 l lい、、

視野レンズ

So
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I I’一I l l
撃撃h・一一一
E〕l I I‘平行光線束

’、

上ダイス

詞ｱ一片
下ダイス

   l l

・111川一

l l
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1 l

．・

図アー3（b）装置略図（静的）
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図7－4（a）実験装置（準静的）

X－Yレコーダ

視野レンズ
E視点 （カメラ）

一

S点光源

ノ

動ひずみ計 、

、

、

o’

、
、

試験片

ポンプ 一スクリーン） 上 ダイス

下ダイ ス

圧力変換器

X－Yレコーダ

図アー4（b）装置略図（準静的）
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P＝1．0

（此％壷）

板 だ円板

P＝1．0

（此％壷）

正方形板 長方形版

図7－5 モアレじ’ま
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7－2．一3  モアレじ’ま

 図7一」5に・円板・だ円板・正方形一板・拾よび’長方形板の液圧バ

ルジ実験（静的な場合）において得られたモアレじまを示す。

 周辺部’でし．まの一部が’欠けているが、～これは締付け用の上ダイス

の影が原一因である。

7－2－4  たわみ形状

 図7－6に、モアレじまから求めるたわみ形’状の精度を検討する

ために一、半球状曲面をモアレトポーグーラフィ法拾よび一精度一1／100㎜

のダイヤルサージによって測定した結果を比較し。て示す。面’の領一き

が大きいと～二ろで、

最大測定差2％程
         20
度を生じるが、ダ

イヤルゲージの測 昌
         N
定子先端の丸みを  10

考慮すると精度的

には同程度と思わ  O

れる◎

 図アー7（a）に、

一II _イヤルゲージ
■モアレトポグラフィ法

10    20    30    40    50

     rmm

図7－6  形状測定の比較

円板の静的液圧バルジ実験に拾ける液圧と中心たわみとの関係を示

す。実線はモアレトポグラフィ法に一よって得たものであり、O印は

ダイヤルゲージによる測定結果である。ダイヤルゲージの場合の方

が圧ヵが高めに出ているのは針圧のためと思われるO

 図7－7（b）に、液圧負荷速度1／5kg／Oψsθc の円板バルジ実験

に拾ける液圧と中心たわみとの関係を示す。O印で示された変位計
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（東京測一器社製  S］⊃P－50－BS）による測定結果の方がモアレトポ

グーラフィ法による結果よりも圧力が高めに出ているが、針庄一の影響

と思われるO

 10

苫

＼

2

05
只
出

O

○ ダイヤルゲージでのの測定点
・モアレトポグラフィ法による測定

         oo        oo
       oo
      oo
     oo
    。。
   ”  oo

10   20   30
   Zmax mm

図7－7（旬 液圧一中心たわみ（静的）

40

 8
出目

く7
2 6

 5

 4
q

藏3

2

1

 o 。   負荷速度1／5（kg／c枇ecフ
    ○ 変位計による測定値。

o    ■モアレ・トポグラフィ法
         による測定

10

図7－7（一b）

 20  30  40
  Zmax   mm

液圧一中心たわみ（準静的）
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 図」アー8（δ冒（b）に、円板の静的および準静的なバルジ実験におい

て得たたわみ形状を、圧力をパラメータにして示すO

       ． K9／・m2

    30
      田．

   …
      エ

    20

   N

    l0
      2

      1．

      卿

O

30

膏

20

工O

  10     20     30     40     50

         ザ         ㎜

図アー8（→  円板のたわみ形状（静的）

         実験値
         一・一1／5（kg／・㎡／・・c）
            1／60（  〃  ）
 P＝7．Okg／c㎡

 ’＼．     ＼5．O    ＼、
 一一・＼．  ＼＼．
       ＼3．O

   、・
         ＼．1，0

       『■

＿1＼◆一

⊥
、・

0      10

 図7－8（b）

  20         30         40         50

    r
             mm．

 円板のたわみ形状（準静的）
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 図ア08一（c）。（d一｝に、正方形板の辺方向拾よび対角線方向に拾ける

たわみ形状を圧力をパラメータにして示すO

 境界でのたわみが一零でないのは、境界’での破断を防ぐために丸み

（4R）をつけているためである・

30

20

昌
冒

一N

10

P16．4k邊／c㎡

6．0

5－O

4．O

3．0

2．0

1．O

O．4

0     10   20   30   40   50   60

   X（辺方向）mm

図アー8（c） 正方形板の

     たわみ形状

 P－6，4 k目／o㎡

  6．0
30

  5．O

   4．0
 20

   3．O
N
   2．0
10

   1．O

O．4

○    ユ0   20   30   40   50   60   70   80

    対角線方向  mm

 図7－8（d一） 正方形板の

       たわみ形状

アー3  円板の応力、ひずみ解析

 ここでは、薄肉円板の液圧バルジ実験に拾ける応力、ひずみ解析

法を示すが、主に静的な実験の解析結果をとり上げて、本解析法の

有効性を検討する。

 7－2節に示したモアレトポグーラフィ法により得たたわみ形状と

格子法より得た格子点の変位より、格子点間の距離を求め半径方向

ひずみε・を決定する。つぎに、格子点間の中点の半径方向変位に

よって、その点を含む要素の周方向ひずみε を求める。残る板厚
                   ．θ
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方向ひずみε。ば・体積一定の条件から求める。

 応力成分は・つぎのようにして決定する。

上述のたわみ形状より、格子点間の中点の子午線方向拾よびI周方向

の曲率半径 ρ1・ρ2 を求める・これらの値と板厚h1圧力p・拾

よび膜体に生じる半径方向拾よび一周方向の応力σ、，σ の間には
                         θ
つぎ一の関係がある◎

      σ・／ρ1＋σθ／ρ… ／h  （7－5）

ここで、図7－9に示すように、垂直方向のつり合いを考慮するこ

とに一より σ。が得られ、式（7－5）に一代入することにより σθが

得られ・つぎのよ一うになる。

で
盤

θ

ノ

σr 」＿卜＿い1
図アー9 膜応 力

     σ・＝Pr／2hsinθ

     σ  ＝ （ 1 ＿ r／2ρ1 sinθ）ρ2p／b       （7＿6）
      θ

以上により得られた、ひずみ拾よび応力成分により、相当ひずみ

ε拾よび’相当応力σはつぎのように’表される。

                  ユ     ε＝厄／／す（ε・2・εθ2・ε・2）2

     ＿                         1
     σ＝（σ・2・σθ2一σ・σθ）5   （・一・）

 図7＿10 に、A11100P－O材にらいて打つだ単軸引張り試験米、

西村ら（70）のダィヤルゲ」ジを用い走球かく近似測定法春よびモアレトポ

グラフィ法と格手法を併用した測定法をそれぞれ用’いた円板の液圧
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バルジ実験に 15

よって得一た応

力一ひずみ関
          ’’       10  ／
係一を示す。     ！
         〃
      ミ！φ一
      1・ダ

      却
      曙

  ’’      ●
’  ・ ●     ＾

    ▲  o
‘‘一
◎

・＿・・西村、宮川の

  測定
・一一 P軸試験

 r ㎜m

㌣11111ド州

        0      σ1      0－2     σ3      0．4

             相当ひずみ ε

            図アー10 応力一ひずみ関係（静的）

                       ＜ 西村らの頂点付近を球かく（等2軸応力状態 r＝O．2a ）とみ

なして応力、ひずみを求める測定法による結果てば応力が高めに出

ている。これは、ダイヤノレゲージの測定圧および球かく近似理論を

原因としていると思われ、簡便ではあるが精度上の限界がありそう

である。

 単軸試験てば、くびれが発生するために20～30％程度のひずみ

が限度であるが、液圧バルジ試験では、測定法が非接触であるかぎ

り本実験のような極薄板（板厚031m㎜）でも50％近くのひずみが得

られることから、薄板の材料試験法として有効と思われる。

 モアレトポグラフィ法と格子法の併用による応力、ひずみ解析法

は、モアレじ’まの写真撮影、読取り顕微鏡による観測、計算機によ

     o             o            o            o

米 引張り試験は、オートグラフ（島津杜製I M－100）を用い、引張り試験

 速度は、2m枇in であった。
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るたわみ曲線近似と応力、ひずみの算出というように中間誤差の入

り易一い手法ではあるが、図一7－10からもわかるように、円板’の液

圧バルジ試験の応力、ひずみ測’定法としての精度上の問題はないと

言える。

 準静的な液圧バルジ実験の応力、ひずみ解’祈も同様にして行一うこ

とができ、図’7－11に中心での応カーひずみ関係を、単軸引張試

験結果とと
       15
もに示す。

      盲      ／一／
 従来・材 、      ／．
料のひずみ1・ 、〃多一一！’
      1も  ／多・・’
速度依存の     ／’
      一R     ！
         〃      追  ／
特性値は単 5
軸試験より  一ル1実験値／一・〃㍗Sec；
           単軸引張試験値     ε白0．0006372（ユ／s e c）

求めていた

が、本液圧   0    10   20   30   40   50
               ひずみ ε     ％ニ
バルジ試験
           図アー11 応力一ひずみ関係（準静的）

のように、

くびれの生じ難い2軸応力状態でのひず一み速度依存性の検討も材料

試験の一方法として取り入れていく必要があると考える。

衝撃的な圧力に対する応答の測定法とし。ても本方法は有効と思われ、

今後、映像技術の進歩に伴い応用部門を広めるものと思われる◎

 以上に示した解析法によって程た応力拾よぴひずみば・4－2拾

よび5－2節に示した。
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7－4  非軸対称薄板のひずみ解析

 対数ひずみは、びず一みの主軸が材料に対して回転しない場合には

合理的なものであるが、主軸の回転が生じる非軸対称琴板の大変形

大ひずみの場合は一般には使用できない。ただし、この場合でも、

ひずみ主軸の回転しない対称軸上では対数ひずみを用いることがで

きる。その値は、アー3節に示した方法により求める一ことができ、

結果は4－3節に示した。

 対称軸を除く部分では、ひずみの主軸が回’転ずるが、その場合に

は、ひずみ増分を加算することができる面埋込み座標に拾けるGrθen

のひずみ増分をつぎのようにして求める。

 格子によって区切られた三角形膜有限要素（図3－1参照）を考

え・この要一 f内では、曲率は零、ひずみは一定であると仮定する。

 式（3－2）の変位関数 ψ。を導入することで、要素内の増分変

位場△uを格子点（節点N）の増分変位 △u二の線形関数で表し・

G・rθenのひずみ増分△Y を求める。
          αβ

   ・・…αa、…3λa。…se・   （・一・）

   △us ＝ ψN △u言             ｛N＝1，2，3）   （7－g）

   ・・、β一／（中、β・中、、）・・吋11・、、・・！・州／・

      一／（中、β・ll・、、）・市ご・榊・、、㍍・・1・剛／・

                        （7－10）

 ただし・ e・二Ω二a、 の関係がある。 a、ぱ増分変形前の状態

における要素の基本ベクトルであり一定値となる。耐は固定直交

デカルト座標系 e。との座標変換係数で既知量である。
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 モアレトポグーラフィ法と格子法の併用によ一り求1まるのは直交デカ

                 k
ノレト座標に一存ける節点の増分変位△UN であるOこれを、式（アー

10）に代入することによってGrθenのひず一み増分△Y が求まる。
                        αβ
G舳の生ひずみYα1はひずみ増分△・α1の加算により ｱ重り・板

厚方向ひ十みY33は体積一定の条件より決定される。

 例として、長方形板のひずみ分布を示す。初’期状態に拾いて長方

形板’の中央面一に沿って長辺方向にθ1 ，短辺方向に θ2雪中央面に

垂直方向にθ3の各座標一を埋込む。これらは、変形とともに変化す

る面’埋込み座標を形成し・、Greθnのひず一み成分はこの座標一の計量テ

ンソルの変化より求められる。（式（1．一21）参照）

 図7－12に、液圧’5．0kg／Cがの時の1／4I長方形板領域の各ひず

み成分の分布を示す。
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7－5  緒 言

 本章では、有限要素法による薄板の大変形問題の解一析結果の妥当

性を検討するために打つだ実験のひずみ、応力解析を目的とするモ

アレトポグ’ラフィ法と格子法を併用した測定法を示した。

 円板の応力、びず一み測定では、ダイヤルゲージによる測一定法およ

び一 P軸試験の結果との比較を行い、本手法の有効性を確認した。

 非軸対称薄板の変形に対しては、3－2節に示した三角形要素に

対する変位関一数を用いて格子で区切られた領域の増分変位場を決定

し・Grθθnのひずみ増分を求めた。

 本測定法は、装置拾よび原’理が比較的簡単であるうえに、非接触

であるために、ダイヤノレゲージなどを用いる方法と異なり測定圧の

影響が入らないという長所を有しており、瞬間の薄板の変形全体を

測定するためには有効であり、その精度も十分であると考える。

 また、従来のモアレトポグラフィ法では点光源有限遠視点が多く

用いられているが、基準となる絶対的な位置が把握’できない場合は

高さの算定が困難となり精度が落ちる。本論文で用いた平行光線無

限遠視点てば、等標高差の等高線が得られるために、その問題はな

く、形状の測定には有利と考える◎

 今後は・得られたモアレじまの解’析システムを改善して、読取り

の際の中間誤差をなくすことが必要と思われる。
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結   論

 本論文においては・大ひずみ大変形を受ける薄板の非弾性問題’を

解’析するための膜件近似を用’いた増分形一の有限要素関一係式を導出し・

円形，正方形，長方形、拾よび一だ円形’の薄’板’の静的，準静的、拾よ

び’動的た液圧バノレジ変形を解析するとともに、その結果と従来から

得られている結果およびモァレトポ’グラフイ法と格子法にIよる実験

結果との比較を行一つた。

研一究結果の考察、検討在とは各章末に拾いて述べたと拾りであるが

ここでぱ、それらを総括する◎

 第1章に拾いでは、有限要素関係式の定式化の基礎式となる一膜体

の仮想仕事の原理一の式を導出した。

 膜体の運動’学的および力学的諸関係式の定式化には、面「埋込み座

標系を用いている。この座標系は、物体の変形に伴う物体点の追跡

に都合が良く、・また物体表示法と運一動やづり合い条件の記述が簡単

になるという特徴を兼ね備えている。そのため、構成関係式が二変形

履歴の影響を受ける材料の大ひずみ大変形問一題一の解析には都合が良

いO

 ここで導出した増分形の諸関係式は、有限要素関係式の定式化の

み在らず、膜体の初期値、境界値問題を解析するための基礎式とし

て利用することができるものである。

 第2章に拾いては、弾塑性体，超塑性体，クリープ変形を伴う弾

塑性体、拾よび弾／粘塑性体により作られた膜体に対する、埋込み
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座標’表示による増分形の構成関係式を導出したO

 弾塑性体に対する構成関一係式は、岨SθSの塑’性ポテンジャノレと流

れ法則を基礎として導いた0非弾一 ｫ変形一のひずみ速度依存性を考慮

するためには、定常クリープ変形を扱う場合に用いられる一NOrtOn法

則を一般化する方法と、Pθrzy工1aの提案になる過剰応力とひずみ速

度を関係させる方法とを採用して、構成関係式を求めた。なお、応

力拾よびひずみの増分は、構成関係式の客観性に対する要請と第1

章で導出した運動学的拾よび力学的諸量とのむすびつきを考慮して、

真応力のTaumannの増分とGreθnのひずみ増分を用いて表現した。

 第3章に拾いては、第1章の増分形’の仮想仕事の原理の式と第2

章の材料構成関’係式を用いて、増分形の有限要素関係式を導出した。

 有限要素のモデルとしては、膜体の任意の変形解’折を目的とする

三角形要素および軸対称変形解一折を目的とする円輪板要素を用いた。

変位関数に工agrangθ の内そう関数を用いて、弾塑性，超塑性（弾

塑性クリープ）、拾よび弾／粘塑性材料に対して、各々有限要一素の

運動方程式を導出し、膜体全体の運動方程式を求める方法、拾よび

時間軸一方向の積分の方法について論じた。

 第4章においては、弾塑’牲膜体の増分形有限要素法を用いて、円

板、正方形板、長方形板、拾よびだ円板の液圧バルジ変形の解析を

打つだ。

 円板の場合は、円輪板要素を用いて解析を行い、従来から得られ

ている結果拾よびアルミニウム円板の実験結果との比較から、本手

法の睡析が十分精度良い解を与えることを示した。重た、有限要素
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による分割と解の精度の検討のために、三角形要素を用いた解析結

果と円’輪枢要素を用いた解’析結果．との比較を打つだ。

 正方形板、長方形板、存よびだ円’板の場一合は、三角形要素を用い

たが、井関一らの実験結果拾よび著者らのアルミニウム板の実験結果

と本有限要素法による解’析結果は良好な一致を示した。

 第5章に拾いては、弾／粘塑’性拾よび超塑性腺体の有限要素法に

より、薄肉円一板の準静的大変形解析を打つだ。

 弾／粘塑一性モデールを用’いて打つだ数種の液圧負荷速度によるアル

ミニウム円板の液圧バルジ変形’の解析では、実験結果との良好な一

致を得た。そこでは、負荷速度が大きい程、変形、ひずみ量は小さ

く、応力は大きいと．いう材料のひずみ速度依存の性質が確認’された。

 いっぽう、Zn－22Aユ合金を想定した材料特性を用いた超塑性円

板の変形解析では、従来から得られている実験および近似解析結果

との定性的な一致を得た。そこでは、超塑’性現象を特性づけるm値

に関’して、その値が大きい程（㎜＞0．5）円板全体にわたってなめ

らかなひずみ分布を生じて、球に近い形に変形し、小さい場合は、

ひずみの中心部への集中が顕著となり、くびれが発生しやすく良好

在成形性が得られ難いことなどの点で、材料特性と成形性との関’連

が解明された。

 第6章においては、弾／粘塑性腺体の有限要素法により、ステッ

プ状衝撃圧力が加わる場合の薄肉円板の動的大変形応答の解析を打

つたO

 静的な変形に比べ、板中央部が大きな変形を受けること、この傾
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向は立上り時間が短い程顕著になること、いっぽう、粘性パラメー

タYが小さい程、変形量は小さく、中心部’のひずみ集中も小さいが

逆に応力の値ば大きく、中心部の集中も顕著である1二とが示された。

 この解析により、従来から衝撃バルジ加工過程に関する実験呑よ

び定性的理論解析によって指摘されて来た変形挙動の一側面が解’明

きれた。

 第7章に拾いては、有限要素法による薄板の大変形問題の解析と

比較するために打つだ実験の測定法について述べ、円板拾よび非軸

対称薄板の液圧バノレジ変形の応力、ひずみ解析結果を示した。

 測定は、モアレトポグラフィ法と格子法を併用して打つだ。本方

法は、装置および原理が比較的簡単であるうえに非接触であるため

に、ダイヤルゲー一ジなどを用いる方法と異なり測定圧の影響が入ら

ず、その瞬間の薄板の変形全体を測定できる長所を有している。ダ

イヤルゲージたどによる測定結果との比較により、精度的には十分

であることが示された。

 以上、本研究によって、非弾性挙動を解析できるような膜体の有

限要素関’係式を定式化し、これにより薄板の静的および動的な大ひ

ずみ大変形問題を・十分精度よく解くことができることを示した。

 今後は・材料科学的な取組みにより・材料の破壊境象が解明され、

破壊のクライナリオンカ確立されれば・本手法は・構造物の大変破壊や塑

性加工に拾ける欠陥発生の解析に対して十分応用できるものと考える。

 さらに、本解法の適用によって、非弾性体の構成関’係式を決定す

るために行う材料試験申の変形を解明することによって、現在、暗
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中模索の状態である材料の構成関一係の定式化に対して、一つの有力

な手法となるものと考える◎
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