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内 容 梗 概

 本論文は，著者が大阪大学工学研究科（通信工学専攻）在学中に中西研究室

に拾いて行った研究のうち，スケジューリング間題の解法に関する研究を量と

めたものである．

 第1章では，本研究の意義及び概要を述べるとともに，解法の良さを測る尺

度として時間計算量及び近似解の最悪誤差を定義し，スケジューリング間題に

対する解法をこれらの尺度を用いて評価した従来の結果を概説している。

 第2章では，リソース条件をもたない一般的なスケジューリング問題に対す

る厳密解法を提案し，この解法が既存の解法と比較して計算効率の面で優れて

いることを実験的に確かめている．

 第3章では，重み付き平均滞留時間最小化問題に対する重み／処理時間 非

増加順リストヌケジューリングに1つの操作をカヨえた解法を評価し，プロセッ

サの平均終了時刻を越える処理時間をもつジョブが存在しないとき，この解法

の最悪誤差の上限値が％で与えられることを示し，この解法の良さを理論的

に裏付けている。

 第4章では，最悪の場合の評価から良さが保証される近似解法が知られてい

ない問題の中で，多数のジョブが複数のリソースを同時に要求するとき，同時

に処理できるジョブの数を最大にする問題に対する1つのヒューリスティック

な解法を確率的に評価し，こρ解法の良さを理論的に確かめている・・

 第5章では，本研究で得られた結果をまとめるとともに，残された問題点に

ついて記述している．

 以上の各章を構成している研究内容は，すべて，電子通信学会論文詩，電子

通信学会回路とシステム研究会，電子通信学会全国大会に拾いて発表されたも

のである．
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諸   記  ．号

本論文を通して用いる記号を次のように定義する．

…

max（伍，β）

二11111．ll、｝／

maxα  ’

mi・・（班，β）

mi皿れ∫伍
     ’

Σ” 砒
 后昌1 4

Σ  α
 伽J  ’

Σ伍
  石

1∫l

Lα」

rα／

老e∫

老v

V老。∫

φ

U山ん
∫一∫

10g伍

1皿σ

”皿11

：定義によって等しい

：α，βのうち大きい方の値

：集合ノに属す要圭1についての伍后の最大値

：集合∫が明らかな場合，集合∫に属す要素2についてのα

の最大値

 α，βのうち小さい方の値

：集合∫に属す要素老についてのα后の最小値

：伍1…α の総和
   ”
：集合∫に属す要素冶についての㌦の総和

：集合∫が明らか凌場合，集合ノに属す要素后についての例

の総和

：集合∫に属す要素の数

：α以下の最大の整数

：”以上の最小の整数

：老が集合∫に属すことを表わす

：老が集合∫に属さないことを表わす

：I老が集合∫に属す任意の要素であることを表々す

：空集合

：集合∫1…∫歴の和集合

∫，∫が集合であるとき，∫と∫の差集合を表わす

：2を底とする対数

：自然対数

：ベクトル伍の2乗ノルム

上記以外の記号については，その記号を用いる時点で定義する．一
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第1章  緒 論

1．1 スケジューリング問題

 プロジェクトの日程計画，工場に歩ける作業計画，データ処理システムでの

ジョブ処理計画などに見られるように，ジ冒ブの順序付けやリソースの割当て

は，ほとんどすべての生産シヌテム，サーどスシステムにおいて出くわす課題

であり，ふるくからスケジューリング間題として考究されてきている。

 スケジューリング問題は，以下に示す，問題情報を定める変数，スケジュー

ルを表現する変数，変数の間の関係を記述する制約条件及びスケジュールの良

さを表わす評価関数によって規定される。

1）問題情報を定める変数

  ジョブの到着時刻，処理時間，重み，納期，リソース要求量，

                    （注1）
  各時刻に遊休状態にあるプロセッサ  の数，

各時刻に利用できるリンJ注2も種類，数，容量庄ど．

2）スケジュールを表現する変数

  ジ目ブの開始時刻，完了時刻，各時刻に処理されるジョブ集合など．

3）制約条件

ジョブの間の先行関係，プロセッサ条φ注3三リソース条φ注4㌧ヨブの

先取娃注5）など．

4）評価関数

  最大完了時刻，最大納期遅れ，（重み付き）平均滞留時間，（重み付き）

  平均納期遅れ，（重み付き）納期遅れジ・ブ数庄ど・

（注1） ジョブを処理する装置であ9，各時刻に拾いて1つのジョブぱ1台のプロセッサを専有す

   ることが仮定される．

〔注2） ジョブを処理するために必要なプロセッサ以外の付加的リソース．

（注3）各時刻に処理されるジョブの数は，プロセッサの数を越えたいという条件．

（注4・） 各時刻に処理されるジ目ブの・リソース要求量の総和がリソース容量を越えないという条件．

（注5） 処理を開始されたショプが完了するまで中断できないとき，ジョブは先取権をもつという．

   一カ，他のジ目ブあ割込みを許すとき，先取権をもたないという．
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 従って，これらの問題要素をどのように規定するかによって，ヌケジユーリ

ニ・グ問題は種々の形に会式化される，ある形のもの（比較的簡単な場合）につい

ては，既に，最適スケジュールを見い出す解法が知られているが，やや複雑な

形になると，最適スケジュールを求めることが極めて困難な問題とをり，多く

の考究課題をもっている・

 まず，スケジューリング問題は，ジ目ブの到着のしかたによって，静的問題

           （1）
と動的問題に分類される・前者は一定個数のジ冒ブが同時又は既知の到着時

刻にシステムに到着することを仮定する問題であり，後者は無限の時間にわた

ってジ冒ブが断続的に到着し，しかも到着時刻については統計的哀情報しか得

られない場合を仮定する問題である．

 プロジェクトの日程計画，工場に拾ける作業計画，・バッチ処理システムでρ

ジョブ処理計画在と，その定式化によって静的問題に帰着される例は少なく在

い・又，動的問題に拾いて新た在ジョブ集合が到着するまでの1区間のモデル

として静的問題を考え，各区間で良いスケジュールを得ることによって，全体

として良いスケジュールを得ることが期待できる．例えば，1台のプロセッサ

で連続レて到着するジョブを処理する場合，新たなジョブの到着時点でシステ

ム内のジョブに最小残り処理時間観貝。を適用することによって，平均滞留時間

                 （1）
を最小にするス’ケジュールが得られる．

 本研究は，ジ言プの間に先行関係が存在しない静的スケジューリング問題に

関する研究であり，一般的な静的問題に対する厳密解法を提案するとともに，

2つの静的問題に対するヒューリスティックな解法を理論的に評価し，その解

法の良さを確かめる．

 静的スケジューリング問題に対する解法の研究は，従来，次の2つの立場か

ら行われてきた．

 （i）厳密解法又は近似解法の考案・

 （11） 解法の良さの理論的評価＿解法が問題を解くのに要す時間，及び，

    近似解の最適解に対する誤差の理論的評価．

特に（11）は問題の規模や投資される資本に応じた解法を選択するために重要で
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あり，限られた実験結果に基ずく評価と比較して，解法の良さを保証する立場

から，意志決定者やスクジューリング手順以後の計画作成者に対して強い説得

          （2）
力牽与えることになる ．（莉）に関する研究から，静的スケジューリング問題

は，多項式時間計算量をもつ解法が現在までに見つかっている問題とそうで底

い問題に分類され，後者の多くはwP完全問題と呼ばれる問題集合に属するこ

とが知られている．〃P完全な問題に対する厳密解法としては，動的計画法や
              （3）
分枝限定法を用いた解法があ沙，小規模在問題に対して最適解を得るための
                        （注1つ
有効な解法となることが実験的に確かめられている ．

 第．2章では，リソース条件をもたない一般的なスケジューリング間題に対す

る厳密解法を考察している．まず，問題をO－1整数計画問題に定式化し，こ

の定式化の下でラグランジェ関数の値を最適解の値に近づける山登り法を，次

いで，山登り法によって得られる値を下限として利用する分枝限定法を提案す

る．最後に，この解法を実験的に調べ，この解法が既存の解φ4）と比較して計

算効率の面で優れていることを確かめている．

 問題の規模が大きく底ると，厳密解を求めることは困難であり，近似解法に

依らざるを得ない．通常よく用いられる近似解法にリストスケジューリング法が
 （3）
ある．この解法は，ジョブを規定する変数値をもとに各ジョブに優先順位を与

え，各時刻でプロセッサが遊休状態に在り次第，最も高い優先順位をもつジョ

ブから順にプロセッサに割当てて行く解法である・静的問題に対するリストス

ケジューリング法を理論的に評価する試みも広されてきているが，主に最大完

了時刻を評価関数とする問題に対して行われているに過ぎ往い一

策。章では，異なる重去注2をもつジョブ集合を。（≧。）台のプロセッサで処

理する，重み付き平均滞留時間最小化問題に対して通常よく用いられる重み／
                     （5）
処理時間 非増加順リストスケジューリニ・グ を最悪の場合について評価して

〔注1）wP完全な問題に対する厳密解法の理論的言平価からは絶望的な結果しか得られて倉らず，

   この種の解法に対しては，残念ながら，実験的評価法を用いらざるを得ない．

（注2）ショ・ブがツステム内に滞留することによってソヌテムが受ける負荷，又は，需要老が被

   るコスト．
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いる．又，この解法の時間計算量に影響を与え衰い1つの操作を加えたリスト

スケジューリングを提案し，最悪の場合を理論的に評価し，この解法の良さを

理論的に裏付けている．重み付き平均滞留時間は，重み付き待ち時間，重み付

き納期すれ，及び，各時刻たシステムに存在する重み付きジ冒ブ数の平均値と

          （3）
等価な評価関数である．・従って・第3章で提案する解法は・システムの負荷

を軽減し，需要者へのサービス効率を高めるという両面に拾いて有効な解法と

いえる．

 スケジューリング問題には，既存の近似解法に対する最悪の場合の評価から

は，絶望的庄結果しか得られ哀い問題も少なく底い・リソース条件をもつほと

                                〔3つ
んどのスケジューリング問題は，この種の問題となることが知られている，

この種の問題に対しては，問題情報を定める変数が任意の値をもつ場合に有効

な近似解法を求めることは難かしいが，変数がある分布に従う場合に有効在近

似解法を求めることは可能であるかもしれない．変数か統計的情報をもつ場合

を仮定する近似解法の評価は，最悪の場合の評価に対して，確率的評価と呼ば

れてお州実際的左分布を仮定して得られる結果は，解法の良さを保証する

立場からも重要である・

 第4章では，多数のジョブが複数6リソースを同時に要求するとき，同時に

処理できるジ。プの数を最大にする問題をグラフの節点独立集合間題に定式化

し，大規模嫡題に対して通常よく用いられる・ヒューリスティックを解φ7）を，

ランダムグラフを用いて評価し，～＝の解法の良さを理論的に確かめている・こ

の問題の解は，リソース条件をもつ＿般的なスケジューリング問姦8），プログ

                （9）         （1O）
ラム並列処理に拾ける変数割当て問題，診断時刻表作成問題 などに拾いて

応用される、この問題のランダムグラフを用いた解析は，ジョブの間の競合

（リソースの奪合い）が，それぞれ独立に等しい確率で生じる場合に相当し，

第4章で得られる結果は，同じ問題要素をもつ動的問題を解析する上からも重

要である．

 以上が，本研究の意義及び概要である．本研究の詳細を述べる前に，1．2

節及び1．3節では，静的スクジューリング問題に対する解法の良さを測る尺
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度を定義し，この尺度を用いた従来の結果を概説する．

1．2 解法の時間計算量

 問題を電子計算機を用いて解くとき，その問題を解く解法が必要とする演算

時間及びメモリスペースの理論値は，各々，時間計算量及び領域計算量と呼ぱ
 （1工）
れる ．スケジューリング問題を含めた多くの組合せ問題は，問題の規模の多

項式一で表現される時間計算量をもつ解法が現在までに見つかっている問題とそ

うでない問題に分類され，後者の多くはMP完全問題と呼ばれる問題集合に属
         （11つ，（12）
すことが知られている   ．

 本節では，まず，文献（11）に従って，時間計算量，領域計算量及ぴ〃P完

全問題を定義し，次いで，各ジョブが先行関係をもたないスケジューリング間

題について現在量でに得られている解法の時間討算量を示す．

 1．2．1 時間計算量と領域計算量

 通常の電子計算機の理想的モデルとして，ランダムアクセス機械1〃Mlがあ
（1D
る ．〃Mは1つの累算機，読み取り専用人力テープ，書さ込み専用品カテ

ープ，メモリ（レジスタ）左らぴにプログラムで構成され，R／Mに対する命

令語としては，通常の電子計算機に見られる機械語命令と同種の命令語が想定

される．又，問題をR／Mの入力テープ上に与えられる入力データの集合と考
                            （注）
え，1つの入力データに対する入力テープの長さを問題のサイズ と呼ぶ。
       （11）
 〔定義1一｝〕 解法ノの時間討算量（ti皿e00㎜p1eXiけ）及び領域計算

量（space60皿p16xity）とは・ノを〃Mで実行し走際・その正ノMプログ

ラムが必要とする演算時間㌦及びメモリスペース∫Aを問題のサイズ・の関数

として表現したものであり，各々，㌦（惚）及び。ム（。）で表わす．

      （11）
 〔定義1．2〕 問題のサイズがnであるすべての入力データに対する時間計

算量及び領域計算量の最大値を，各々，最大時間計算量（Wo．St CaS6time

comp1exity）及び最大領域計算量（worst oase spa6e60mp1exity）と

（注）問題のサイズの一与え方としては，別の方法もあ9，これについては後に述べる．
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  （注工つ
呼ぶ  ・

 一方，解法を五∠Mプログーラムで記述することは極めて手間のかかる作業で

あり，又，’五ノMプログラムにどのようを命令語を準備するかによって解法の

効率が影響を受けることになる．このことを解決するため一に，通常，〃。oZ

60に準じた文法をもつ片言アルゴルと呼ばれる高水準な言語を用いて解法が

記述される．叉，問題のサイズとしては，問題情報を規定する変数値の中で，

時間（領域）計算量に影響を一与える変数値が用いられる．例えば，グラフに関

する問題では，節点数や枚数を問題のサイズとし，スケジユーリ1・グ問題では，

ジ目ブ数，プロセッサ数，ジョブの処理時間をどを問題のサイズとする、更に，

時間（領域）計算量としては，問題のサイズ。を大きくしていったときの極限

に紅けるふるまいを表わす，漸近的時間（領域）計算量が用いられ，0（・）の

記法で表現される．すなわち，時間計算量が0（ル〕）であるというのは，十分

大きなサイズ。をもつすべての入力データに対して，㌦（。）≦gル〕（。；定数）

が成り立つことである．このよう在問題のサイズ及び評価関数を用いることに

より，片言アルゴルで記述された解法の時間（領域）計算量0（ル〕）は，月ノM

               （注2）
プログラムにおいても成立する  ことが寄易に確かめられる・

 1．2．2 Mp完全問題

 計算機械のモデルとしてチューリング機械を用い，wP完全問題が定義され
 （11）
る  ．

 重ず，考えられた問題Pを適当底符号化によって，言語の認識問題に変換す

る．Pが，ある条件を満たす解の存在を問う決定．問題である場合には，この変

（注工）最大時間（領域つ計算量に対して，平均時間（領域）計算量があり，すべての入力デー

   タに対する時間（領域）計算量の平均値として定義される．しかし，一般に，問題1ζ対

   する入力データの分布を求めることは困難であり，通常，その解析の容易さから，計算

   量として最大計算量が用いられる．

〔注2）片言アルゴルでは，手続き（procoduro）の再帰呼出し（rocuniv・ca11）

   が許されている．従って，再帰呼出しのある手続きを五ノM1プログラムに変換した場合

   に必要なスタックなどは，解法の記述に陽には表われない．このような点にのみ注意し，

   そのようなスタック操作も評価の中に考慮することによって，この結果が得られる．

一6一



操は直接的に行われる・一方，Pが最適化問題である場合には，10g老（但し，

老．はすべ一ての可能在解の値の数）・個の決定問題に変換できる、解の値の数が，

たかだか。”（。はある定数，。は問題のサイズ）であるとき，決定問題がMP

完全ならば，それに対応する最適化問題もMP完全であり，その逆も成り立つ

ことが容易に示される．

 従って，以下では，MP完全の定義を言語の認識問題を用いて行う．
〔定義。．。〕（1’紅定性チエ＿リング機械〃Mが時間計算量。｛、〕であるとい

うのは，長さ加のすべての入力列に対して，たかだかτ1。〕回の動作で受理状態

に行く列が存在することをいう．又，〃Mの動作回数がrl。）に限定されると

き，この刀τMをr（・）時間限定刀rMと呼ぶ．

 非決定性チューリング機械W刀τMについても同様に定義される．

 〔定義1．4〕多項式時間限定〃Mによって受理される言語の集合をψ，

多項式時間限定M刀τMによって受理される言語の集合を〃ψで一表わす一
       （11）
 〔定義1．5〕 言語工。がMP完全（非決定性多項式時間完全）というのは，

次の（i），（ii）が成り立つことである。

 （i）兀。は〃ψに属す．

 （画）〃ψのすべての言語zが工。に多項式変換可能である．但し，工が工。に多

   項式変換可能というのは，工の任意の文字列mをz。の文字列m。に変換

   する多項式時間限定．刀rM．が存在し，mが工に属す必要十分条件はm。

   がム。に属すことである．

 与えられた問題が〃P完全であることを示すのは，さほど難しいことではな

い・というのは，一度，ある問題z。がMP完全であることが示されると，新し

い問題4がMP完全であることを証明するには，4が〃に属していて，エ。

が九二に多項式変換可能であることを示せぱよいからである一

 後で述べる符号化の方法のみに注意すれば，多項式時間限定DτMlの動作を，

五ノMを用いて多項式時間計算量で模倣することは容易である．しかし，残念

ながら現在までのところ，多項式時間限定M〃Mの動作を多項式時間討算量

で模倣する五ノMプログラムは見つかって拾らず，従って現在までのところ，
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MP完全底問題を解く多項式時間解法は見い出されてい底い一又，定義1．5

（iiっから， MP完全である1つの問題を解く一多項式時間解法が存在すれば，そ

の解法によって，MP完全である他のすべての問題が多項式時間計算量で解か

れることにをる．

 与えられた問題がψに属すか，wP完全であるかは，問題を言語に変換す一る

ときた用いられる符号化の方法によって異なることに注意する必要がある．，符

号化の方法としては，通常，各数値を2進法で表現する方法（bi皿ary皿。ta－

t i on）や，数値の大きさを1の・連鎖で表わす方法（unπy皿。t舳i on）が用

    （13）
いられる ．特に。，前者の符号化のもとでのみMP完全である問題は弱wP一完

全・と呼ばれ，後者の符号化のもとでも〃P完全である問題は強MP．完全と呼ぱ

  （13⊃
れる  ．

 例えば，次のスケジューリング問題を考える・

 〔5c〃〕 整数の処理時間τ后（后＝1…。）をもつ独立庄ジョブ集合∫…

 ｛1…。｝を，2台のプロセッサで処理するとき，最大完了時刻がK以下のス

 ケジュールが存在するか．

∫C∬は，Rノ〃によって0（・Σ2昌1τ后）の時間計算量で解かれる・∫C∬を

定義する変数値を1一連鎖を用いて符号化するとき，文字列の長さはΣ二言1τ4

と在り，∫C〃は♂に属すことに在る．一方，変数値を2進法で符号化すると

き，文字列の長さばΣ二目、r1ogτ岩「どたり，。Σ二目、τ2一は文字列の長さに対

して指数関数と左る．通常の電子計算一機を想定する場合には，2進法による符

号化がより現実的といえ，この場合には∫0〃ぱW．P完全と混る．

 〃P完全の定義を，2進法による符号化に限定すれば，弱MP完全た問題は，

問題を定義する変数値を1一連鎖で表現したときの長さが問題のサイズの多項

式でおさえられるときにψに属し，そうでたいときwP完全と在る．先の問題

∫0∬において，処理時間τ’（老＝1…・）が O＜τ’≦K（・）（K（・）は・の多項式）

に限定された商題を考えると，1二の問題は，問題のサイズ、の多項式時間計算

量0（堀2K（。））で解けることに底る．混乱を避けるためには，問題を定義する変

数値が任意の値であるか，制限された値であるかを明記することが必要である．

一8一



叉，解法の時間計算量を評価する立場からは，変数値が上記．のように制限され

たときのみ多項式時間計算量で問題を解く解法は，擬似多項式時問解法と呼ば
  （14）
れる ．

 1．2．3 スケジューリング問題に対する解法の時間計算量

 各ジョブが先行関係をもたをいヌクジューリング問題に対して，著者の知る

限り，最も優れた時間計算量をもつ解法の時間計算量を表1．1に示す・

 表1・1に拾いて，τ’・・’・a后は・各々・ジョブの処理時間・単位時間当り

のコスト，納期を表わし，mはプロセッサの数を表わす．叉，んはスケジュー

ルによるジョブの完了時刻を表わし・㌦…max（！バa’・O）はジョブの納期遅

れを表わす．更に，δ’は，！岩＞a2のとき1，！4＜㌔のとき0となる関数を表

わす．

 庄拾，表1．1のすべての問題に拾いて，ジ目ブの到着時刻は等しく，ジョ

ブは先取権をもつことを仮定している．又，問題5以外のすべての問題に拾い

て，プロセッサは同一往プロセッサであることを仮定している．

表1．1 各ジョブが先行関係をもたないスクジユーリ

    シグ問題に対する解法の時間計算量

問題・
評価関数 c后

τ

番号
a’ m’

時間計算量 解法

1
maX々

1） 注2つ
×

（注3）

× 五 0ω
一

（i〕

2 maX∫4 X 一 X ≧2の定数 弱NP完全

3 maX／4 ×一 一 X 一 強NP完全

4． Σ・ノ毒 ∬
・ × ’

0（・1㎎・） （1i）

5 Σ・岩ん ” τ〃（戸1・・例が異なる 0（。ヨ）
㈹

6 Σ・后！后

一 一 X 1 0（・1・gノ） ㈹

1   1

7 Σ・石ア。

一
” X 一

0（・1・g・） lV）

8 Σ・｛
一 一 X ≧2の定数 弱NP完全

9 Σ・。！。

■ ・ X ■ 強NP完全
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問題
評価関数 C4 τ

番号
’

a后 m 時間計算量 解法

10 max㌦
×

一 ’
1 0（・log・つ （Vi）

11 max’ 后 X 五
一 一 0（・Iog昭） （V1）

12 ΣCi2’ 五
一 ” 1 0（・1og・） （1i）

13 Σ。左4石 五 亙
一 一

0（・1・g躰） （V1）

14 ΣC22石 ”
一 一

1
 （注4〕0〃n

15 ΣC彦后’
一

亙
一

1 0（腕3） rVii）

16 Σ。左4’
一 ’ ■

1 強NP完全

17 ΣCδ后后・ ” 一 一
1 0〔。2） 舳1）

18 ΣCδ’后 亙
■ 刃 1 0（・1・g・） （1i）

19 Σ。δ后’
一 一 一

1 弱NP完全

（注i）

（注2）

（注3）

〔注4）

表1

対応する変数値が評価関数に無関係であることを表わす．

対応する麦数値がすべてのジョブについて等しいことを表わす．

対応する変数値が任意の値をもつことを表わす．

多項式時間解法もwP完全であることも知られていをい問題を・表わす．

．1に示した時間計算量をもつ解法は，次の通りである、

（1）任意のリストメケジューリング・
                     （3），（2）
（1i）㌦の非減少順リストスケジューリング

（晒）最大流量問題に定式化する解法3）

                         （5）
 （IV）。／τ后の非増加順リストスケジユーリ、シグ

 （V）。の非増加順リストスケジューリング    2
                      （2）
 （V1）a2の非減少順リストスケジューリング

 （V1i）2都グラフマッチング問題に定式化する解法

 （Vmつ文献（15）参照

 又，問題2，8，19がMP完全であることは，μ・ハハ・・問題がこれらの
                     （16つ，（12）
問題に多項式変換可能であることから示され   ，これらの問題が弱MP完

全であることは，以下に述べる擬似多項式時間解法の存在から分かる．更に，

問題3，9，16が強MP完全であることは，3一μ・ハ〃・・問題がこれらの間
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                    （17），（18）
題に多項式変換可能であることから示される  ．

 妻1．．iで，〃P完全文は0〃nとして示された問題の中で，幾つかの問題に

対しては，ある条件の下で最適スケジュrルを求める多項式時間解法ヂ知られ

ている．以下，各問題ごとにこの解法を示す・

問題。，。：擬似多項式時間解法として動的計画法を用いた解裏’9ち桝，

 0（。（Στ、⊃ガI）の時商計算量で最適スケジュールを求めることができる．Σち

 及びmが小さい場合にはこの解法は有効で一ある．

問題14：解法（V1）で得られるスケジュールが2つ以上のジョブに納期遅れを

 起1＝さないとき，叉は，解法（而）で得られるスケジュールがすべてのジ目ブに

 納期遅れを起こすとき，各々の解法によって得られるスケジュールは最適ス
         （2）
 ヶジュールである・又，擬似多項式時閥解法として，問題2，8で述べた

 解法に類似した解法が文献（17）に示されている．

問題16：任意のスケジュールによってすべてのジ目ブが納期遅れを起こすと
                                 （5）
 き，解法OVっによって得られるスケジュールは最適スケジュールである．

問題19：すべてのジ目プ1，ノの間に，τ＜．τなら。≧。，の関係が成り
                    ’  ノ    ’  ノ
                    （20）
 立つ場合について，多項式時聞解法がある 。叉，動的計画法を用いて

                   （19）
o（n．min（Σ。パΣτパ皿axa’））で解ける ．

 表ユ．1では，各ジョブが先取権をもつ問題に対して，その解法の時間計算

量を示した．一般に，各ジョブが先取権をもたない場合には，各ジ目ブを分割

（。〃㍑）することによって，最適スケジュールを求めることが容易に在る一

例えば，問題2，3は，すべてのジョブの処理時間を単位時間1に分割するこ

とによって問題1に定式化でき，容易に最適スケジュールを求めることができ

る．ただ，第3章で考察する問題8，9に対する最適スケジュールは，このよ
                               （5）
う左分割をもたないスクジュールの中に存在することが知られている．従っ

て問題8，9はジョブが先取権をもたない場合でも，やはり，MP完全である．

又，各ジョブが先取権をもたない問題に対しては，でき．るだけ少庄い分割数で

最適スケジュールを求めることが，実際的在立場から重要であり，この種の研

究として文献〔21），（22）などがあるが，まだ多くの一考究課題を残している．
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 又，ジョブの到着時刻㌦が異なる場合については，m二1で，且つ，すべて

のジ1ブ1，ノの間に・・’≦・ノ底ら・、一 ?Eジの関係が帥立gときのみ・
Σ1、を最小にする・（獺・）の解法23），及び，・…、を最小にする・（・1…）

の解遂24ら痴・られているが，、一・である場合と比較して，最適スケジ・エール

             ’
を求めることが更に・困難に在る・

1．3 近似解法の最悪の場合の評価

 前節で，多くのスケジューリング問題はMP完全であることを示した一これ

らの問題に対して実際に解を水あるという立場にたてば，最適解でないまでも，

最適解の値に近い値をもつ解を求めることが必要となる．

 本節では，文献（7）に従って，近似解法の・良さを測る尺度として最悪誤差

を定義し，表1．1に示した〃P完全をスケジューリング問題に対する近似解

法の最悪誤差を示す・

 1．3．1 近似解法の最悪誤差

 前節と同様に，問題Pを五ノMに対する入力データの集合と考え，これを5

で表わす．又，5に属す任意の∫に解法」を適用して得られる解の値をz■ω，

            ＊∫に対する最適解の値をZωとし，ε〃〕を次のように定義する．

            ＊         Zノ∫〕一Zω
    ε∠1∫〕＝   、     （戸が最小化問題のとき）
          z（∫〕

         ＊         Zl∫トろ同
    ε」ω：   、     （Pが最大化問題のとき）
          Zω

 〔定義1・6〕5に属す・すべての∫に対するεパ∫）の最大値ε∠を・ 解法

ノの最悪誤差と呼ぷ 又，ε」≦・を満たすクが存在するとき，この。を最悪誤

差の上限値と呼び，特に，εノ∫ト。となる∫・5が存在するとき，。を最良の

上限値と呼ぶ．

 最悪誤差εノを用いた近似解法の評価は，最悪の場合の評価と呼ばれ，ε■≦

・を満たす7が十分小さな値であるとき，すべての入力データに対して解法ノ

の良さを保証することになる．
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 1．3．2 スケジューリング問題に対する近似解法の最悪の場合の評価

 表1，1に示した〃P完全庄スケジューリング問題に対する最悪誤差の上限

値を以下に示す．

 問題2，3に対する近似解法について，次の結果が得られている．

 （i）任意のリストスケジューリングエを用いるとき，

                （3）
    ε工≦（m－1）maxτ4／Στ’                   （1・1）

が成り立ち，右辺は最良の」二限値である、

 （ii） τ’の非増加煩リストスケジューリングエPτを用いるとき，

1王、、≦％（・イ）（25） （1．2）

が成り立ち，右辺は最良の上限値である．

 （而i） τ后の非増加煩に選ばれた后個のジ冒ブに対して最適スケジュールを

                                  ’求め，残りのジョブに任意のリストスケジューリングを適用する解法工 を用

いて，次式が成り立つ．

            （25）

    ㌦・・、㌣      （…）

又，后がmの倍数のとき，右辺は最良の上限値である一式（1．3）の右辺は

                                ’后≧2mのとき，式（1．2）の右辺よりも小さを値となる。一方，Zの時間討

算量は0（老／・）であり，この解法はmが小さを値をもつ場合に有効といえる・

 （1V） 動的計画法に区間分割（i。宕〃舳∫〃。彦㍑i。パ。g）と呼ばれる操

禅を加えた解法〃。を用い，

    ε  ≦；δ                         （1．4）
     刀∫P一

を得るために要す時間計算量は，m＝2のときで。（。ンδ），m≧3のときで

0（・（閉ンδ）”・I）となることが文献（19）に示されている、この解法は，特に

（注）〔0・Στ后〕を幾つかの区間に公害1し・同じ区間内の時刻を同一時刻と舷すことに㍍下・

  動的計画法の各段階に右ける部分間題の数を減らす操作．
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m＝2の場合に有効凌解法といえる・

 又，問題8，9に対する近似解法について，次の結果が得られている、。

 （V） ㌦／τ’ の非増加順リストスケジューリング∫灰Prに対して

    ε∫豚〃＜％（1一以）        （1・5）

が帥立つ．。、、広物、挽（26社，。一、の場合の最適解。fを用いて，。≧。の場合

の最適解グの下限値及び∫灰〃による解Zw〃の上限値が，各々，次式で与

えられることを示している．

。 1 ．  m－1
Z≧一Z1＋   Z  m     2m  ”

     1 ＃ m－1
Z∫7Pr＜一Z1＋     Z”
     m         〃宝

（1．6・）

（1〒7）

但し，Zは次式で定義される値である・

Z董Σ。τ
”     后 ’

（1．8）

Zホ ?yであることを用いて，式（1．5）が得られる．
   ”

 第3章では，Στ／mの値を越える処理時間をもつジ目ブが存在しないとき，

∫灰Prに1つの操作を加えた解法によって，式（1．5）の右辺の値が％（1－

Z／．2Z＊）に改善でき，しかも，この値が最良の上限値となることを見い出し

ている．

 （Vi）特にm＝2の場合には，（Mで述べた解法〃Pを用いて，0（。ンδ）

の時間討算量で

ε  くδ
D∫P■

（1．9）

が得られることが文献（19）に示されている．

 （Vii） すべてのジョブについて。’／τ’の値が等しいとき，ZPrを用いて，
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    1王〃≦2％。（・一・園／・プ）      （1・10）

                            まが成り立つことが文献（27）に示されている・但し・Z”及びZ．は（V）で定義

された値を表わす．

 友拾，納期を含む評価関数をもつ問題や，各ジ目ブの到着時刻が異なる問題

に対しては，現在までのところ有効左近似解法は知られてい左い．
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第2章 リソース条件をもたない問題に対する

     厳密解法

2．1 緒   言

 本章てば，リソース条件をもた宏いスケジューリング問題に対して，最適ス

ゲ．ジュールを求めるために有効在解法を提案する．提案する解法は，最近，巡

         （28），（29）      （30）     （31）、（32），（33）
回セールスマン間題   ，多品種流量問題 ，整数計画問題    ，ス
         （4），（34）
ケシューリング間題   石どに対して検討されている双対アプローチを，本

間題に対して適用することから導出したものである．その意味で，方法的には，

    （4）
〃。カ〃 の解法と類似しているが，解法の中心的涜役割を果たす’。〃〃〃。バ

の方法において新しい方法を取入れ、計算効率を優れたものにしている．

 まず，問題をO－1整数計画問題に定式化し，この定式化の下でラグランジ

ェ関数の値を最適スケジュールの値に近づける山登り法を提案する．次いで，

山登り法によって得られる値を下限として利用する分枝限定法を提案する．最

後に，重み付き平均滞留時間を評価関数とする問題を用いてこの解法を実験的

に調べ，この解法が既存の解法より計算効率の面で優れていることを確かめる．

叉，山登り法によって得られる下限値は，短時間で求まるだけでなく，それが

最適スケジュールの値に対し十分よい近似値となることを確かめる．

2．2 諸 定 義

 まず，本章で考えるスケジューリング問題を定義する．以下，このスケジュ

ーリング間題を0∫0〃問題と呼ぶ．

 〔定義2．1〕（0∫C〃問題）

 （1） ジョブ∫…｛ハか・・閉｝は，整数値をもつ処理時間τパ単位時間当り

のコスト・β及び納期a’によって規定される・

 （1i） m台の同一なプロセッサが与えられる．但し，mは任意の値をもつ一

 （而） すべてのジョブは’＝0で処理可能である．（ジョブの間に先行関係

がなく，すべてのジョブの到着時刻が等しいことを意味する．）
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 （iV） すべてのジョブは先取権をもつ・

 （V）評価関数Σ二＝1㌦（ろ）を最小にするスケジュールを求める・但し・

み（4＝1…・）はスケジュールによるジ目ブ岩の完了時刻を表わし，り（み）

（冶＝1…。）はんに関する単調非減少関数である．

 表1．1に示した

   ，  Σ仁1 c’∫后                         （2・1）

   日  Σ仁、㎜・（！パaパ0）           （2・2）

  Σ二1・、m・・（！ド・パO）         （2・3）

   日  Σ仁。δ（／ド・。）            （2・4）
   記  Σ。昌、・。δ（4一・。）           （2・5）

庄どは・すべてΣ’二1～（！’）の形で表現できる・但し・δ（ん一a’）ばる≦a4

のときO，み〉a后のとき1と在る関数を表わす．

 〔定義2．2〕 θ∫0〃問題に拾いて，各ジョブは先取権をもつことから，

    ヅ／。一τ。斗1  （仁1・’．π）      （2・6）

と拾き，以下，この㍉をジョブ岩の開始時刻と呼ぶ．又，㍉を要素とする。

次元ベクトル㌻…（”1ヵ，）でスケジュールを表わす・更に・定義2・1（V）

のg后（ろ）を㌦（㍉）と拾き，0∫C∬問題の評価関数をΣ’：。1m’（”后）で表わ

す．

 式（2．6）で定義される㌔は，ジョブの開始時刻として通常用いられる値

より1だけ大きい値であることを注意して拾く．すなわち，。：宕は．ジョブ
                           后
后がト1の時刻にプロセッサに割当てられることを意味する．

 〔定義2．3〕  プロセッサ条件を満たす（各時刻に処理されるジ青ブの数

がm以下である）スケジュール”を可能スケジュールと呼ぷ・

 0∫c∬問題に拾いては，各ジ雪ブの処理時間は整数であることから，スケ

ジュ＿ル㌻によって〔ト1，宕〕 （但し宕は整数）の区間に処理されるジョ

ブぱ

    m・・（1・・一τ后十1）≦㌔≦彦

なる㍉をもつジョブと一致する・このジョブの数をθ、σ）で表わすとき，可
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能スケジュール㌻は，すべての時刻4に対して，

    0（㌻）≦m．
     ’

を満たすスケジュールである・

 〔定義2．4〕 式（2．1）～（2・5）の評価関数をもつ問題を，それぞ九，

豚MFτ問題，MT問題，灰Mτ問題，MT J問題拾よび〃WγJ問題と呼ぷ・

2．3 整数計画問題への定式化

 まず，0∫0〃問題の最適スクジュールについていえることを定理の形で示

して拾く．

 〔定理2．1〕 0∫C∬問題に対する1つの可能スケジュール∬圭（∬ゴッ，）

が遊休時間をもつとき，

    Σ蜆 m（ノ）≦Σl m（∬）            （2．7）
     ’言1  4  ’     ’＝1  ’  ’

                       ’を満たす，遊休時間をもた底い可能スクジュール㌻が必ず存在する．特にmM

Fr問題に対しては，式（2．7）で等号を除いた式が成り立つ・

 （証明） o∫c∬問題に拾けるm’（㍉）は㌔に関する単調非減少関数であ

り，特に，灰MFr問題に午けるm2（㌔）は単調増加関数である．又，各ジョ

ブは任意の時刻に処理可能であることから，遊休時間をもつプロセッサに拾い

て，その後に続くジョブの開始時刻を遊休時間の値だけ早めて得られるスケジ

ュールは可能ヌケジュールである．以上のことから，定理の結果は明らかであ

る．

                               （証明終）

 定理2．1の結果から，G∫C〃問題に拾いては，遊休時間をもた底い可能

スケジュールの中に必ず最適スケジュールが存在し，特に〃MFr問題に拾い

ては，すべての最適スクジュールは遊休時間をもたないことが分かる、灰〃F

τ問題以外の問題に拾いても，遊休時間をもたないスケジュールの中から最適

スケジュールを求めることによって，次節で述べる解法の計算効率を高めるこ

とができる．
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 遊休時間をもた在いスケジ千一ルに対して次の定理が成り立つことが，文献

（3）に示されている．

 〔定理2．2〕  r1，rを次式で表わされる値とする．

    ・、一し耳1、ル」一m・・1后一  」    （2・・）

    τ…「｛Στ・十（炉十）平xτ・｝／m／   ．（2・9）

1＝のとき，一遊休時間をもた庇い可能スケジュールγに対して一，次の（i），（1i）

が成り立つ．

 （1） r1より早い時刻に処理を終るプロセッサは存在しない．

 （11）最大完了時刻はr以下である、

                               （定理終）

 叉，ジョブを規定する変数値の間・に成り立つ関係を用いて，最適スクジュー

ルが満たすべき条件を導出する．この条件は，解法の効．率を高めるために利用

できる．

 〔定理2．3〕 ジ目ブ1とジョブノの間に，τ≦τ且つ・〉。 底る関
                       ’  ノ    i  ゴ
係が存在すれば，豚M∫下間題の最適スケジュールデ…1（κf…く）に拾いて，

＊    ＊

”≦∬が成り立つ．
 ミ  ノ

 （証明） 次の（1），（11）の場合に分けて証明を行う一

 （iつ 1，ノが同じプロセッサで処理される場合・

 仮定により，・／τ＞・／τである．一方，m＝1の場合には， ジ冒ブを
        ’  ’  ノ  ノ

。／τ’の非増加順に処理する1ことによって評価関数の値を最小にできる．この

ことから，i，ノが同じプロセッサで処理される場合にはノ＜ノが成ク立つ．
                           ’  ノ

 （11つ i，ノが異在るプロセッサで処理される場合．

 τ≦τ且つ。＞。を満たす2つのジョブがアにおいて，”＞！であった
  ’  ノ   1 ノ                      ’  ノ

と仮定する．三，ノを処理するプロセッサを各々m，mとし，mにおいてi
                       ’  ノ     ’

の後に処理されるジョブの集合をノ，mに拾いてノの後に処理されるジョブの
                  ゴ
集合を3とする・更に，C■…Σβ后」・’，0B…Σ’停坦・岩とおく・ジョプゴ，ノ
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及びショ’ブ集合∠，3の間の関係を図乞．1に示す．

 、4                              ～．1）
 ∬に対して，図2．2，図2．3で示されるスケジュールκ・∬を考える．

但し，δ…τ一τである・
      ゴ  ’

時刻“．ザ が珂．プ
ハー

吻

図2．1      州スケジュール∬のガン

トチャート

時刻“ ザー〃一δ躰． 〃十δ

珊

η

図2．2スケジュ＿ル㌻’のガン

    トチャート

時刻→ザ〃一5 ♂ パ十δ

凪

乃

図2．3      ～2スクジュール”のガン

トチャート

～1  ～‡
ヵと∬の間には，式（2．10）の関係がある．

 1   ま
κ一 ＝ ”     ∬
ノ  ’ ’

κ一1＝！十δ
后   ’

   ‡κ11” 一δ
后   4

   ‡ 1＿”  一∬
’   ’

 ‡
＝∬m

 （れノ）

（れB）

（后ξノUBU｛ミ｝U｛ノ｝）

（2．10）

従って，

灰M∫τ（㌻）…Σ 蜆
       后昌1

。（∬十τ一1）
’  ’   4

（2．11）

と拾けば，次式が成り立つ．

舳〃（㌻ま）イ・〃（ア’）一（・、1。）（・二一κノ＊）・δ（・ノー・、） （2．12）
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 一方，㌻2とサの間には，式（2．13）の関係がある．

     2  ＊    ‡   ，
    π ＝z  ， 一κ ＝∬
    ノ  ’   ’  ノ

    イ＝づ十ぐ一イ（μノ）

    κ2＝ノー。＊十！（れB）
    ’  ’   ブ  ’

    カ。2イ   （后）UBUlilUし1）

従って，次式が成り立つ．

        へ4         ～2
    豚MFr（∬）一肌M’Fr（”）

     一（・、一・∫）（÷κ二）・（・ノー・丘）（・7一κ二）

 o≧0 の場合，式（2．12）より，
 週   ノ

    灰M〃（㌻‡）＞灰M打（㌻’）

（2．13）

（2．H）

（2．15）

 ら＜らの場合・式（2・14）より・

    mM〃（γ）〉肌M〃（プ）        （2．16）

となって，いずれの場合にも，アより小さい豚MFrの値をもつスケジュール

          ～が存在する．．これは，”が最適スケジュールであることに矛盾する．従って，

                           ‡     ホi，ノが異なるプロセッサで処理される場合についても，・≦κが・成立する．
                          ’   ノ

                              （証明終）

 叉，〃γ問題，〃τJ問題に対して次の定理が成り立つ・

 〔定理2．4〕 Mτ問題，〃τ∫問題においてジョブi，ノの間に，a〉
                                  ’
a且つτ＝τなる関係が成り立つとする、このとき，π≦・ を満たすスケ
ノ   ‘ ノ                      ノ  ‘

ジュールの中に最適スケジュールが必ず存在する．

 （証明） M r∫問題に対しても同様に証明できるので，ここでは，Mr問

題に対レて証明を行なう、
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すべての最適スケジー一ルア・（∬1…イ）が◆イを満たすと仮定し・

矛盾を導く．

 このブに対して，式（2．17）で与えられるスケジュール㌻」（ぺ…∬二）を

考阜る・

llll∵  ！一
文，

    〃σ）≡Σ二。㎜・（・。十τバ・ゲ1，O）    （2・18）

と拾げば，式（2．17）から

    ∠…Mr（㌻ホ）一Mτ（㌻・）

        ＊                     非     ＝max（”十τ一a ，0）十max（” 十τ一a，O）
        ’    ’         ’    ノ

     ＿max（！十τ一a ，0）＿max（パ十τ一a，0）       （2．19）
        ノ    ’       ’    ノ

が得られる．但し，τ…τ一1＝τ一1である、
           ‘    ノ

 式（2－19）の第1項～第4項の絶対値を各々，∠「4 で表わせば，〆、〉aノ

   ‡    ‡
且つz〈∬ の関係から，
  ’  ノ

    4≦4，ノム≦4             （2．20）

が成り立つ・干（2・20）から4（1≦’≦4）について6通りの零又は正の弩台

分けを行なえぱよいことになり，これらすべての場合に対して4≧Oが容易に

導ける．

 以上から，常に，Mτ（㌻‡）≧〃（㌻’）が成り立ち，㌻’’〉∬ノ 」であること

              ～‡                 ‡    ‡から，すべての最適スケジュール。がκ〉κ を満たすという仮定に矛盾する．
                 ノ  ’
従って，π≦κ を満たすスケジュールの中に必ず最金スケジュールが存在す
    ノ   ’

る．                         （証明終）
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        ～‡ 定理3．壬を，” が最適スケジュールであるた。めの．必要条件の形で表わす

とき，次の系が得られる．

 〔系2．1〕 Mτ問題，MT∫問題に拾いて，ジョブづ，ノの間にa＞a
                                よノ
且？τ、＝τノ庄る関係か成り立つとする・このとき，最適スケジュール㌻．…

（べ…π二）に対して次のことがいえる・但し・1・1、一・。千1ブ・である・

‡＜a一τ一 揩轤ﾎ  ノくa一τ
’  ‘         ノー ’

ホ                   ‡

＜6一τ 在らば κくa一τ
i  ノ        ノ’ノ

（2．21）

（2．22）

 （証明） 式（2．21），（2．22）が成り立た長いと仮定して，式（2．17）で

           ～’ ～“        ～’     、ま
与えられるスケシゴールπと。の間にMτ（・）＞Mτ（”）の関係が成り立

つことが容易に導ける．

                              （証明終）

 定理2・3，定理2・4（又は系2・1）から，各ジョブ岩に対して，

    ∫（老）壷｛ハイ≦イ｝

                               （2．23）
           ＊    ホ    P（老）…｛パ㍉≦・后｝

なる2種類のリストをつくることができ，これらのリストは，㌔に対する下限

α后及び上限㌦の決定に使える・2・4・3項で述べる分核限定法では，幾つか

のジ目ブの開始時刻が固定された部分間題を解くことにを・るが，式（2．23）の

リストは，これらの部分間題を解く上で有効である一

 以上のことを用いて，0∫c∬問題は次のよう底整数計画問題に定式化でき

る．

      ”    minΣ 〃（κ）                      （2．2出）
    γ仏1 ’ ’

    ら（㌻）／；∴練、、  （・・跳）
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○く”く左
4一 后一 ’

∬は整数｛

（1≦老≦n） （2．26）

（2．27）

但し，o（㌻）は，ヌケジュール㌻によって区間〔ト1，4〕に要求される
    ’
プロセッサの数を表わす．

 卒（一2・24）～（2・2？）に拾ける各ジ目プの開始時刻㍉はO－i変数∬、、

（㌦≦’≦㌦）を用いることによって・次のように書換えられる・

       彦
    ・、一Σ、二い・、、 （・≦冶≦・）  一 （・．・・）
        ’

 但し，

     毛
    Σ、一。㍉、二1  （1≦后≦・）     （2・29）
      岩

    ∬ 二0又ば1
    岩‘

      （1≦老≦・・㌦≦1≦り       （2・30）

                             ’又・㌦を要素とするベハル（κh、’’’・〕、’’’・、。蜆…∬カ易”）を㌻と拾／・

 更に・㍉、の関数m’、（㌔、）を用いて・m后（㌔）を次式で表わす・

    凶）一ぺ、㍉、（㍉、）    （・…）

灰Mア下問題，灰〃．τ問題（MT間題），豚Mr∫問題（Mr∫問題）に対し

てm后、（㍉，）は，それぞれ，式（2．32），（2．33），（2．34）で与えられる．

m（∬）＝（サー1）。∬
〃  〃         4 〃

（2．32）

W＋（∵一D∵11二；ll：ll（、．、）

w＝ I∵∴二1111：1；、．…
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 ”及びm（”）を用いて，式（2．24）～（2．27）は次のように書換えられ
 〃     〃  ’’

る．

       歴  勿
    min Σ  Σ  m （” ）                 （2．35）
         ＿    〃  〃    γ’仁一．’■o后

㍍寸111二ご！、） （2．36）

 伽
Σκ：1（1≦老≦n）
  〃サ苧～

（2．37）

    κ宮0又は1
    伽
       （ユ≦；后≦n ， n ≦広≦ム ）                  （2．38）
              ’      2

 但し・式（2・36）に拾ける4、（1≦后≦・・1≦i≦τ）は・式（2・39）で示さ

れる時刻の集合を表わす．

    ノ…｛τい一τ斗1≦τ≦6
     后’         ’

      且つ㍉≦τ≦㌔｝              （2．39）

 〔定義2．6〕 式（2．25）を満たすスケジュールェをアクティブスケジュ

ールと呼ぷ・従ってアクティブス〃ジュールは，τ1以前の時刻に拾いてすべて

のプロセッサがジョブを割当てられている可能スケジュールである．又，アク

ティブスケジュールに属す最適スケジュールを以下，単に最適スケジュールと

呼ぶ．

 灰Mアγ問題の最適スケジュールはすべてアクティブスケジュールであり，

又，それ以外のG∫o∬問題においても，アクティブスケジュールの中から最

適スケジュールを選ぶことによって，次節で述べる解法の計算効率を高めるこ

とができる．これは，0（7）≦mに対応するラグランジェ乗数。には吻≧O
           ’                                      ’      ’

の条件が課せられるのに対して，0、σ）：mに対応するラグランジェ乗数は

任意の値をもつことができるためである・
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2．4 解   法

 2．4．1 ラグランジェ乗数法の適用

 式（2．24）～（2．27）で示される問題に，ラグランジェ乗数法を適用するこ

とを考えてみる一式（2．25）に対するラグランジェ乗数を7…1（秘1…。T）として，

ラグランジェ関数を，

     ．～         π        τ
    工（1）≡中に、ψ・）t三、1。（・。（・）一・）1  （・…）

        ”

で与える．

 τ1＋1≦広≦rに対して・勿，≧Oであれば・

    Σ蜆 ”（0（㌻‡）一m）≦O               （2．41）
     ’≡1  ’  ’

であることから，原問題の最適解～…Σ后二、m后（”二）と工（7）の間には

    ～≧工（7）              （2．42）

の関係が成り立つ．

 一方，式（2．35）～（2．38）で示される問題に対してラグラニ・ジェ関数は，

     ～    ・ 五岩一
    工（n）＝min｛ΣΣm后，（㌔、）
        ～’  ’宮1’＝螂后
        π
       掘       莇
      t三、W、、三Σゼm）   （・…）
             〃

で与えられる．適当な計算の後，式（2．43）は

     ～      蜆 占2      τ
    工（秘）＝叫㌧三、、三。岩πハバ・、三、・・｝   （用）

        π

 但し，
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・㌦㍉（㌦）｛∵二∴） （2．45）

となる．

 式（2．37），（2，38）を制約条件とする式（2．他）の解は，各后に対して

π…min ｛π 1”≦4≦6｝
’        〃   2     ’

（2．46）

を求め，π岩を与える宕に対して㌔、＝1，その他の広に対して㍉，＝0 と置くこ

とによって得られる．式（2．46）を与える宕が唯一に決まる場合，7に対する

㌻がアクティブスケジュール庄ら，式（2．42）から，それは最適スケジュール

となる．㌻がアクティブスケジュールでをい場合，又は式（2．46）を与える宕

が唯一に決定され往い場合，別の方法をとる必要があるが，これについては

2．4．3項で述べる’．

 2．4．2 山登り法

 前節で示したことからも分かるように，解法としてまず問題となるのは，。

         、                        ‡
の値を変化させて工（。）の値を原問題の最適解石に近づけることである． 文

献（4）の解法では，式（2．35），（2．36）で定義される問題に対する双対問題

を考え，この双対問題をシンプ1ノックス法を用いて解く方法が取られるが，本

解法では，ジニ・フレックス法に代わる手法として，山登り法を用いる．以下，

この手法を具体的にする山登りの方向とステップ幅について検討する’．

 式（2．25）に対応して，次の関数を定義する・

ψ≡ ﾉ㌧、、 （1≦后≦r1）

（τi＋1≦彦≦r） （2．47）

 φ、（㌻）を成分とするr次元ベクトル（φ、（㌻）・φr（㌻））を7（㌻）と拾げば，

次の定理が成り立つ．

 〔定理2．5〕 次式で与えられる7の系列｛ブ｝（1≧1）を考える一世

し，τ次元零ベクトルを・Oで表わす・
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71＝㌃

7’十1＝㌻’十λ7（㌻）

 7。σ！｝に対して，工（7）を最大にする7を㌻‡…（べ・・享），7‡に対す

るZ（7）の値を工（7‡）とすれば，λ＞Oのとき，～…Σ工1m、（イ）に対し

て，

    工σ‡）≦～        一     （2．49）

が成り立つ。

 （金明）式（2．47）より㌔斗1≦広≦τに対してφ、（㌻）≧Oである．従

って，λ〉O在ら，・、’（r、斗1≦彦≦τ）は単調非減少在系列となる．一方，

～1  ～
〃＝Oであることから，

秘、‡

?E（・．十1≦・≦τ） （2．50）

となり，！（1≦i≦r）に対して式（2．42）が成り立つ．よって，式（2，49）
    ’
が導ける．

（証明終）

 定理2．5で述べた㌻の系列｛ブ｝がγに収束するためには，λにある条件

が必要である．λに対する条件を定理2．6に示すが，これに先立って，次の

補題を証明して拾く．

〔補題2．1〕  ｛ブ｝を式（2．48）で与えられる㌻の系列とする．ブ，㌻‡

。｛ノ｝に対するラグランジェ関数の値を各々，工（7’）及び工（㌻‡）とすれば，

 ‡    ’
〃、≧勿，（ア1＋1≦7≦r）のとき

’G7＊＿7’）7（プ）≧工（7“）一工（7’） （2．51）

が成り立つ．但し， 手ぼ一7’）はγ一ブの転置を表わし，ブは工（7’）を

与える㌻を表わす．

 （証明） z（ブ）の定義から，
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        掘        τ
    工（㌻’）一Σ竹（∬∠）十Σ小，（γ）一刎）    （・…）
        后＝1       ’＝1

であり，更に工（7ホ）を与える㌻を㌻‡で表わせば，

        ”         丁
   工（7＊）一Σ・后（π2）十Σ批7（0、（㌻＊）一・）    （2．53）
       后＝1       ’11

である．一方，

      蜆          丁
   δ≡Σm（ノ）十Σノφ（㌻’）         （2．54）
        后  后       ’ ’
     ’＝1        ’＝1

とおけぱ，式（2．47）を用いて

       ～’       ’      ～’
    δ二工（批）十Σ勿（m－o（π））        （2．55）
            ’      ’          ㍑η

が得られる・但し・式（2・55）のr’は・次式で示される時刻の集合を表わす・

    τ、≡／“，（7’）＜・且つτ、・・≦1≦τ1    （・…）

     ～ホ    ～‡ 一方，工（。）は。 に関する最小値であるこ．とから，次式が成り立つ．

        ”         丁
    工（7＊）≦Σ・岩（ψ十Σ勿7（G、（7’）一物）    （2．57）
       后：1        ’＝i

 更に，

      〃           r
    ρ…Σ・、（・、～）・Σ・，‡φ、（7’）    ．（・．・・）
     β；1         ’＝1

と歩げば，式（2．47）を用いて，
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  π        r
     ～      ＊   ～’ρ＝Σmβ（κ岩）十Σ捌、（0、（〃）凹m）
 岩＝1       ’二1

    十Σ助非（m－G（’；；’’））        ・  （2．59）
       i      ’     ㍑η

が得られる．

 式（2．54），（2．58）を用いて，

   グδ一（㌻㌧7～）7（洲       一（2．60）

が得られ，式（・．・・），（・．・・），（・…）及びニニ≧・，～（〃、）を用いて，

   グδ≧工（γ）一ム（7’）         （2．61）

が得られる．式（2．60），（2．61）より式（2．51）が導ける・

                          （証明終）

 〔定理2．6〕 式（2．52）で与えられる㌻の系列｛γ）に対するラグラン

         ～‡ジェ関数の最大値を工（幽）とすると，

         ～＊    ～’       2（工（批）一工（刎 ））
   ○くλ＜    ～～’               （2．62）
         llφ（∬ ）l12

ならば，

    ＾｝  ～’十1     ＾一一  ～’   ll ”  一 ”     ll〈二 11 班  一  泌  11                           （2．・63）

が成り立つ．

 （証明） まず，

   l17＊一γ十1112＝l17＊一（γ十肪（ブ））l12

   －l17㌧γ1ト2パ（㌻＊一㌻’）7（㌻’）十λ211万（㌻’）i12
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一■一7＊一τ’ll・十λ1λ117（㌻’）112－2’（7㌧7’）7（㌻’）1 （2．64）

であ一り，Zσ、≧五σ～）であることから，補題2．1を用いて，上式は

    ≦llア＿γll・十λ｛λ117（㌻’）l12－2（工σザZ（7’））｝ （2．65）

となる．更に，式（2．62）から，第2項は負となり，結局

    117‡＿7け㍉12＜l17＊＿㌻’l12 （2．66）

が得られ，式（2．63）が導ける．

（証明終）

                ～’     ～‡
 定理2．5及び定理2．6は，工（・）を工（・）に近づける有効流山登りの方

向及びそのステップ幅を与えている．

 2．4．3 分枝限定法

 山登り法によって得られる・に対して・式（2・46）のπ’を与える’が唯一に

決まり，しかも∬がアクティブスケジュールであるとき，∬は最適スクジュー

ルである・πを与える宕が唯一に決まら在いとき，叉は，” がアクティブス
      石

ケジュールでないとき，本質的には，しらみつぶし的な方法に依らざるを得な

い．ここでは，2．4．2項で述べた山登り法を，下限を得るために利用する分

枝限定法を提案する．この場合，下限としては正確庄工σ‡）の値は必要で注

く，工（7ま）に十分近い値でよい．以下，提案する分枝限定法の分枝規則及び

限定規則を示す．

 ＜分枝規則＞ 式（2．46）に従って各老に対してπ后を求める．π’を与える

㌦（㌔≦㌦≦㌦）が唯一に決定できない場合は，それらの中で最小の㌦を選ぶ．

各后に対して2番目に小さなπを求め，これをπ’で表わす．
              〃             后

 πバπ后’の非増加順にジョブ岩を並べ換え，この順序に従って，開始時刻㍉

を’に固．足して行く．それ以上固定するとアクティブスケジュー一ルが 得られ
 ’
をくなるまでこの操作を繰り返す．この操作によって得られるジョブの系列を
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匂…老、とし，固定されたその開始時刻を各々㌧、’’’若作とする．このとき，次

のよう在。十1個の互いに排反な部分間題∫（1≦。≦。十1）が生成できる．

 〔部分間題・〕（1≦・≦・十1）一ジョブち（1≦｛≦・一1）の開始時刻

を

    ∬  ＝＝’    （1≦｛≦s－1）                      （2．67）
     〃   〃

と固定し，

    ”  キ 彦                                      （2．68）
     伽    ＾

としてできる問題．

 特に，部分間題。斗1は，式（2．67）のみで定義される．

 一方，部分問題。で開始時刻を固定されないジョブの開始時刻∬二は，

    ∬1・／～1手1≦ザヘ・、。｝      （2・69）

に・よって与えられる．但し，ぺ及びぺは定理2．台，定理2．4（叉は系2

．1）から得られるリスト∫（老），P（老）を用いて，

    ぺ…㎜・｛㌦1老！∫（・）・1≦i≦に1｝    （2・70）

    ぺ…mi・｛㌦1石！P（后）・1≦i≦・一11    （2・71）

によって与えられる．一九 τ、’は，式（2．67）の結果得られる時刻τにおけ

るジ目ブの数をピ（㌻）として，次式で与えられる．
        τ

    τ。、…｛彦1宕≦τ≦＾τ2－1に対して0，s（7）士m｝    （2，72）

 又，各部分問題は番号の小さい順に，従って，最後に生成されたものから順

に解かれるものとする．

 ＜限定規則＞ 次の（1）～（ii1）で示される限定規貝11を用いる．

 （1） 部分間題が生成されたとき，定理2．3，定理2．4（叉は系2．1）

の条件を満たさないジ目ブが存在する在らば，その部分問題は取除かれる、

 （1i） 各部分問題に対して下限工（。）を求める途中で，現在量でに見つかっ

たアクティブスケジュールの最小値～に対して，ノ≦工（㌻） とをれぱ，その部分

一32一



問題は取除かれる．

              ～                                         事
 （iii） 下限を求める途中で，．”がアクティブスケジュールとなれば，居の値

をz（7）に更新し，その部分間題は取除かれる．

2．5 重み付き平均滞留帯闘最小化問題に適用した実験結果

 2．5．1 実験結果

 本節では，2．4節で述べた解法を灰Mアr問題に適用した実験結果を示す．

 ジョブの数掘，プロセッサの数mをパラメータとして適当な数の問題を生成

し，各問題でのτ’及ぴ・’（1≦后≦。）は乱数を用いてランダムに与え走．実験

に当って取った具体的な処理の幾つかは次のと拾りである、

 （1） 。’／τ后の非増加順にジョブを並べ換え，リストスケジューリングを

行なう．これによって得られる解の値を初期解とする．

 （11） 工（7）の値を改善する㌻を，

、1  ～” ＝O

（2．73）

         ＊    ～’～’十1 ～∫   （Z一工（勿）） ～～’
勿   ＝秘 一トi           φ（π）
      ㎜ 117（ソ）l12

によって求める．但し，！は現在までに見つかったアクティブスケジュールの

最小値を表わす．

 式（2．62）を見れば，

    彦（暑㌧工（ブ））≦2（工（苅一五（㌻う）      （2．74）
    m
てなければなら庄いので，工σ’）の値が岩串に近づくにつれて6の値を減少さ
                            切
せることが必要である．本実験では，5回の繰り返しごとに工（㌻）の最大値

工。（7）を求め，次の5回の繰り返しで工。σ）の値が増加し哀い場合，㌧を

6／2とおき，式（2．73）の下式を繰り返す一この操作を適当な回数繰り返す
間

ことによって得られる工。（7）を分枝限定法に歩ける下限として用いた．

 （皿1）各部分問題を生成する段階で，開始時刻が固定されてい庄いジョブを
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C／τの非増加順にリストスクジューリングすることによって，
2   2

エールをヒューリスティックに求める方法を加えた・

表．2－1に実験結果を示す．

最適スケジ

表2．1実験結果

間題

ﾔ号
孔 肌

τ 一 初期解
下限値

V
最董籍

@！

〃1こ嚢す

v算時間
i単位秒）

・㍉こ要す

v算碕閻
i単位秒）

1 20 7 13 4 308 302 302 1．00 4

2 20 7 14 5 411 401 401 0．99 6

3 20 7 12 3 229 2i7 218 0．59 5

4 20 7 13 4 293 284 285 ①．7？ 9

5 20 4 18 10 713 706 707 2．86 74
6 20 4 20 12 956 948 9－48 4．78 22
7 20 4 16 8 524 520 522 2．26 14
8 20 4 18 10 696 687 688 3．61 87
9 30 10 13 4 488 480 482 O．65 ？7

1o 30 10 13 4 461 452 453 2．25 22
11 30 10 16 5 648 640 641 3．35 143
12 30 10 13 4 418 402 404 1．59 10
13 30 6 19 10 1，083 1，081 1．082 5．45 33
14 30 6 19 10 963 957 959 5．69 17
15 30 6 19 1O 1，097 1，086 1，086 6．42 379
16 30 6 19 lO I，083 I，073 1，074 6．18 462

   l1〕各ジ目プの処理時間τ后は1を下限・5を上限とする整数集合上の一様分

    布としてふった．

   1・い后を・．・を下限・・．・を上限とす乞実数集合上の一様分布とレ・后一

     「τ’・㌦1によって重みを与えた．

   （3〕評価関数の値はΣ㌦ろではなく，Σc’（㍉一1）を用いている．

   14〕下限値（〃）は原問題に対して得られる下限Zσ）の値を表わず．

   （51計算時間は，問題工～7に対レではM五ノC2200 700ツステムを用

     いたときの値であり，問題8～16に対しては，〃刀工C OM70を用いて

     得られる結果を読者の計算機に換算した値である．

 表2．1の結果から見て，本章で提案した解法は，同じ。及びΣτ后をもつ問

題の中でも，mが大きい問題に対して有効であるといえる．又，山登り法によ

                 ＃って得られる下限値は，最適解岩に対する十分良い近似値となることが分かる．

1二のことから，～の値のみ必要でデを知る必要の庇い場合，例えば，近似解

                               ‡法を評価する場合など，本解法によって得られる下限値を。の代わりに用い
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ることが十分可能である・近傍探索法によって得られる解の値を，この値を用

いて評価した結果が文献（35），（36）に示されている．

 2．5．2 Fish帥による解法との比較

 本章で提案一した解法を，文献（4）による解法と実験的に比較してみたのが表

2．2である．表2．2に示すように，実験的したすべての問題に対して，本解

法は，文献（4）による解法より数倍から10数倍速い時間で最適スケジュール

を求めることができた．これば，下限を求める計算時間の差異によって説明で
                ○
きる．す庄わち，文献（4）では，式（2．35），（2．36）の双対問題をシンプレ

                ～’   ～’十I
ックス法を用いて解くことから，。から。 を求めるために0（〃（閉十r））

の計算時間を要すが，一方，本解法では，0（・r）の計算時間で済む．

表2．2文献（4）による解法と本解法を比較する実験結果

文訓酬こよる解法 本解法
問題

ﾔ号

最遺際

@ノ
下限値

@姻

〃に要す

v算時間
i単位秒）

。．に要す

v算時間
i単位秒）

下限値

o
〃に要す
v算時間
¥位秒

‘；に要す

v算時間
i単位秒）

1 302 302 17 ・40 302 I．00 4

2 401 401 23 102 401 α99 6

3 218 2．18 20 42 217 0．59 5

4 285 285 12 23 284 0－77 9

5 ？07 707 88 231 706 2－86 74
6 948 948 83 479 948 4－78 22
7 522 522 38 95 520 2．26 14

（1〕各問題は表2．iに招ける問題1～7に対応している．

（2〕計算機はM五ノ02200 700ヅステムを用いた．

 な拾，表2．2のすべての問題に対して，文献（4）の解法による下限値が常

に！の値に一致したのは興味深い．この下限値がノと一致することを保証す

るために，表2．2の実験では分枝限定法を用いたが，分枝限定法に依ら在いもっ

と有効凌方法があるかもしれ長い。但し，そのようを方法が見つかった場合で

も，本解法より速い時間で岩＊を得ることはでき長いことが表2．2よりいえる．

 又，分枝限定法において，各都分間題を最後に生成されたものから順に解いて行

くとき，提案した解法に要すメモリスペースは0（〃）であり，文献（虫）の解

法では0（・r（・十r））である．・従って，本解法はこの点でも優れていることが
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分かる．

2．6 結   言

 本章で提案一した解法は，特にmが大きい場合，0∫C∬問題に対して有効な

厳密解法と底ることが分った・本解法では，記算機メモリの都合上，分枝限定

法の分枝規則として，最後に生成された部分問題から先に解いて行く方法を用

いたが，最小の下限値をもつ部分間題から先に解いて行く方法を用いれば，解

法は更に効率良いものとなろう．

                        ‡ 又，提案した山登り法は，極めて短時間に最適解岩に対する下限値を求め，

しかもこの値は～に十分近い値をもつ．このことから，ノの値のみが必要在

場合，例えば，近似解法を評価する場合哀どにも，この山登り法は有効である．

 ただ，本解法を用いた場合，．同じ。及びΣτ后をもつ問題でもmの小さい程，

難しい問題となる・これを解決するためには6∫c∬問題の性質を利用したも

っと別を定式化（スケジュール長τに依ら底い定式化）を考えることが必要で

                                 （ω
ある．特に，豚MFr問題に対して，別を定式化を用いた解法が∫〃。1 に

よって提案されて拾り，この解法は逆にmが小さい問題に対して有効である．

実験的には，m≧4の場合に，本解法が文献（19）の解法より優れていること
       （36）
を確かめている ．

 又，ジ目プの間に先行関係が存在する問題やリスース条件をもつ問題に対し

てラグランジェ乗数法を適用するとき，ラグランジェ関数の値を原問題の最適

解の値に近づけるラグランジェ乗数を求めるためには，現在までのところ，シ

ンプレックス法を用いらざるを得在い、その意味で。提案した山登り法は，問

題の性質を有効に利用した手法ともいえるが，この種の問題に対してシンプレ

ックス法に代わる有効左手法を考える上でも，1つの手がかりを与えるものと

考えている．
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第3章重み付き平均滞留時問最小化問題に対する

     リストスケジューリングの最悪の場合の評価

3．1 緒   言

 処理時間τ4及び単位時間．当りのコスト。ρによって規定される独立なジョブ集

合∫…｛1…・｝を，刎台のプロセッサで処理するとし， 重み付き平均滞留時間

Σ后、J。ノ4を最小にするスケジュールを求める問題を考える．但し，η（仁1

                                  （5）
…搦）は，ジ目ブ岩の完了時刻を表わす．この問題に対して，M．Mmg〃。。

ば，。4／㌔の非増加順にジョブに優先順位を与えるリストヌケジューリングを

提案し，m＝1のとき，この解法によって最適スケジュールが得られることを

示している．

 叉，m≧2の問題に対するM．M〃g〃。・の解法の最悪誤差が，％（1一㌦）

以下に拾さえられることは，既に，式（1．5）に示した．

 本章・では，解法の時間計算量に影響を与え在い1つの操作をM．M〃g〃。。

の解法に加えた解法を提案し，Σ’、∫τ／㌦を越える処理時間をもつジョブが

存在しないとき，この解法の最悪誤差が％以下に拾さえられることを示す．

 又，M・M〃グ〃〃の解法の最悪誤差を，ジョブの処理時間を用いて評価し，

その上限値が次式で与えられることを示す．

       1
1∫パ・・庄らば互（・・ツガ／、テ、τ1）2

1∫∫1＞mならば

 1
丁｛・’・a・（？1プ／后テ、τパW／老テ方τ1）｝2

 但し・∫∫は・∫に拾いて最大の・／τρをもつジョブ集合を表わす・

 3・3節で・任意の・后をもつジョブ集合に対して上記の結果を証明するが・

そのための準備として，3．2節では，。／τ2の値がすべて等しいジョブにつ

いて考察する・
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3．2 各ジョブの単位時間当りのコスト対処理時間比がすべて等しい場合

 まず，．次の定義を行なう．

 〔定義3．1〕  3．1節で述べた問題に対する最適スケジュールは，リス

トスケジュールの中に含量れる・（定理2・1参照）本章では以下， リストス

ケジュールを単にスケジュールと呼ぷ・

 〔定義3．2〕 スクジュール∫による重み付き平均滞留時間Z（∫）…Σ、停∫

・ノ岩に対して・

           1
    σ（∫）・・（・）一百、三、・＾       （・．・）

を定義する．以下，この値をσの値と呼ぶ．

 本節では・∫において㌦…・／τ2の値がすべて等しい場合につhて考察し・．

                    ＊任意のスケジュール∫と最適スケジュール∫の間に，

      ＊σ（∫）一σ（∫）  1
  、（、・）≦τ（・’ツ1デ／、ラ、τ二）2 （3．2）

の関係が成り立つことを示す．又，処理時間による1つの優先順序を用いて得

            申られるスクジュール5’と∫の間に，

σ（∫’）一σ（∫‡）  1

         く＿
  σ（∫＊）   ’4

（3．3）

の関係が成り立つことを示す．

 3．2．1 任意のスケジューリニ／グ

 ∫に拾いて㌦…・’／τ4の値がすべて等しいとき， 任意のヌケジュール∫に

よる重み付き平均滞留時間Z（∫）は，定理3．1によって与えられることが文

献（26）に示されている．

 〔定理3・1〕  ㌦＝・α（后＝1・… ）であるジョブ集合をm台のプロセッサ

で処理するとき，任意のスケジュール∫に対して，
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        1  m 2 1
    Z（∫）＝・一αΣ〃十一Z         （3・4）
        2 i＝1’ 2”

が成り立つ．但し，秘（1ゴ1…m）は∫による各プロセッサの終了時刻を表わし，
         ‘

              最    2    Z…Σ” cτ＝αΣ  ㌃．             ． （3．5）
     π   后三1 后 ’    岩；1

である．

（定理終）

式（3．4）から，任意のスケジュール∫に対するσの値は，

       1   硯  2
   σ（∫）・：一αΣ’…1㍉
       2 （3．6）

で与えられる．

 叉，∫による各プロセッサの終了時刻に対して，次の定義を行う．

 〔定義3．3〕 各プロセッサの終了時刻・（ト1…m）に対して
                    ’

・…Σ二、τ石／m （3．7）

を用い，

    ε …n 一彦
    ｛   ‘

なるε（i＝1…m）を定義する一
   ’

Σm 勿二mあであることから，
’！1 ’

    m ε＝0   Σ  ‘
   ’；1

εの間には
‘

（3．8）

（3．9）

の関係が成り立つ．

          m
 このε，に対して，Σ、；、ε二’≦刎（maX、、∫τ、）i／4が成り立つことを定理

3．2に示すが，まず，この定理を証明するために必要な補題を述べて拾く．

 〔補題3．1〕 変数ε（ト1…m）が次の（1），（2）の条件を満たすもの
           ’
とする．
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 （1） 0≦ε≦n   （’＝1…m）
     。’
 （2） Σ’；1 ε’＝9mz＋アm

 但し，㌔はg〃くm在る整数であり，O≦㌦＜・である・

 このとき，すべての自然数mに対して

    m・・Σ二、ll一㌃・2・ζ       （・・÷0）．

 となる．

 （証明） まず，Σ、二、ε二≦㌦α2＋r二 を証明する・これが吻の場合に成

り立つと仮定して，

    増1言㍉、、、・・1、、、      （・…）

 （㌦十1はgm＋ユ＜m＋1なる整数，O≦㌦十1＜・）

のとき，

    〃十1    Σ、一、ll≦・、。、・2＋㌦。㌃       （3・12）

となることを示す．これを，次の（1），（11）の場合に分けて考える．

 （i） γm＋1＜εm＋1≦o のとき，

式（3．11）より

    Σ、二。1、一（・、。、一1）α十（γ。。、十α一1州）   （3・13）

が得られ，gm＋r1＜mであることから， mの場合の仮定を用いて，次式が

成り立つ．

    Στ土111≦（1、。、一・）12・（1、。、十四一1㎡、）2・1、。二

     ㍉、。、也2＋・、。二・・（1、。、一α）（1、。1一γ、。、）  （・・1・）

第3項は非正であることから，式（3．12）が成り立つ．

 （1i） O≦εm＋1≦㌦十1のとき，

式（3．n）より
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    ・Σ、二・1’一ク腕。！十（γ塩・ド1”・｝）

が得られ・ク、。一一・のときΣ・二、ll一・・2であることから・

    Σ”十’く≦舳2・1、。二≦ク、。、・2・γ、。二

     ’昌’

（3．15）

（3．16）

がいえる・一方，2m＋1＜mのとき・mの場合の仮定より

    Σ、二、1二≦ク”。、螂2＋（ア”。、一1売手、）2     （3・1・）

である．従って，

    Σ書11≦ク刎。、・2＋（〆”、、一1、。、）2・1”。：

     一・。。、・2＋㌦。、十21。。、（1”。r㌦。、）   （3・18）

となり，第3項は非正であることから，式（3．12）が成り立つ．
                            2
 以上（i），（11）により，すべての自然数mに対して，Σ二、ε、≦g！2＋γ二

が成り立つ．

 一方，

        口 （1≦’≦ク）
                痂

    ε’一 γ。 （1㍉。十1）        （3・19）

        O （ら斗2≦i≦m）

と拾くことによって，Σ、二、ε二＝gm02＋㌦2が得られる．

（証明終）

 〔補題3．2〕 O≦ε’≦・方る変数εi（i＝1…m）に拾いて・Σ二1ε、＝㌔

たる条件の下でのΣ、二1ε‘2の最大値∠1と・Σ二、ε、㍉2庁る条件の下での

Σ、二、ε、2の最大値∠2の聞には，

    4〉≠宏らば∠1＞∠2             （3．20）    1   2
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の関係が成り立つ．

 （証明）ゲレ／り（H－2）と拾い・＝γ十・・とすると・補題

3－1を適用して∠’：g〆2＋ア！（∫＝1，2）が得られる．．

（iい・＝一 ｢らぱ’仮干川・〉「・で㌣るから一1＞∠2㍗える一

 （面） 91〉9， ならば1・

    ∠2≦（ク、一1）・2＋γ1≦・、・2＜∠1     （3・21）

から，∠1〉∠2が導ける．・

                              （証明終）

 〔定理3．2〕 任意のスケジュール∫による各プロセッサの終了時刻を

m…6＋ε （i箏1…m）とする一とき，
 ‘     ’

    m       2  m 2
    Σ ε く一τ
   ’＝1i－4               （3．22）

が成並立つ．但し，τ…㎜aX加∫τである．                4

 （証明） 定義3．1によって，∫による各プロセッサの終了時刻の間には

    l m一〃 1一≦τ    （i，ノ＝1…m）            （3．23）
      ’  ノ

の関係が成り立つ・これにε＝勿一あを代入することによって，
             ｛  ’

    1ε一ε 1≦τ     （i，ノ＝1…m）            （3．2全）
     ’  ノ

が得られる．一方，各εの間には，式（3．9）に示した関係が成り立つ、
           ’

    Σπ ε＝O                   （3．25）
     ’＝1  i

 式（3・2全），（3・25）の条件の下で，Σ工1ε…2の最大値は，mの偶数，奇数

に応じて

 （∠） mが偶数の場合；m個のεのうち，m／2個をε＝mτ／2とし，残り
                i               ‘
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   のm／2個をε’＝一mτ／2とするとき・

 （B） mが奇数の場合；m個のε’のうち・（m－1）／2個をε’＝（m＋1）τ／2

   残りの（m＋1）／2個をε’＝一（m－1）τ／2とするとき，

に得られることになるが，これをまず，mが偶数の場合について示す一

                               ．十 ∫によるε（1＝1…m）を，その正負によって2つの集合に分け，∫…｛一
     ‘
1、＞・1及びブ…1小、≦・1とする・又，1∫十1一〆hと仮定する・ここ

でgの値としては・式（3・24）・（3・25）及び関数そ二．ε…2の形から・．O≦9

≦m／2を考えれば十分である・更に・ε1≧…≧ε〃と仮定しても一般性を失在

わをい．この仮定の下で，次のことがいえる．

      十    1∫ トm／2－g（m；偶数）のとき

Σ、二、ε、2≦（m／ザ〃・）τ2 （3．26）

であり，

一：∵∵二∴1㌧）
（3．27）

   のとき，式（3．26）に拾いて等号が成り立つ・

 まず，これを証明する．記述を容易にするため，時刻をτで正規化して扱い，

    十 1 g    －  1 g    ε …＿十＿   ，   ε …＿＿十＿                     （3．28）
      2 m       2 m

と拾／・このとき㌦∫十・㌦∫一に対して1ミー1ノ・・一1＋一♂の関係が成り

         十        十       一        一立つことから・ε＞εであるi〃及びε＜ε であるノ・∫が同時に存在す
       ’           ！
ることは危い一そこで次の（1），（i1），（11i）の場合に分けて考える．

 （1） O＜ε≦ε十（V㍑∫十）且つε’≦ε≦0（Vμブ）が成り立つ場合．
       ’                ノ

 明らかに

1＋：lll∴
（3．29）
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とおくことによってΣ、二、ε言2を最大にできる．この最大値を。1と拾げば，

式（3．28）を用いて，

       ヰ    一    砂1＝mε（一ε）                   （3．80）

となる．

 （ii） ε〉ε十である1が存在する場合．
     ｛

 これらのεの中で最大のものをεとしε…ε十十δ（δ〉O）と蜘く．このと
      ’                S     S

き1ε一ε 1≦1（Viξブ）てなければならないから，ε十＿ε’＝1 であるこ
  s   ’

とを用いてε≧ε■十δ（v㍑∫一 jとをる．
      ’

 まず，ε＝ε’十δ（V i・ブ）である場合には，次式が得られる．
     ’

    Σ、、…εξ1一（〆2＋・）（一1二δ）     （3・31）

 一方，あるμ∫ に対してε＞ε十δと仮定すれば，1ε1＜一ε一δ で
              7                                『

あることからΣ’、∫一1ε■の値は，式（3．31）に示し定値よクも減少する。従

って，補題3．2の結果を用いて

    Σ二、1，2一Σ、。、・1，2＋Σ、、ブ1，2     （3・32）

の値はε＝ε一十δ（V㍑ゴ）で最大となる．このとき，式（3．31）から次式
   ‘
が得られる．

    そ、、・1、一一・1＋（1’・δ）       （・．・・）

 式（3・33）及びO＜ε、≦ε十十δ（V㍑∫十）の条件下では，

    Σ、、、・1，2≦一・1＋（1．・δ）（1＋・δ）    （・．・・）

が成り立つ・一方，ε：ε・ ¥δ（Viξブ）であることから，
          ’

   、1、一ε！一（青・・）（・・1）・一・年・1）・ （・…）

であり，式（3．34），（3．35）によって，

    Σ、二、1，2≦物1一（一1一一δ）        （3．36）
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が得られる．

 式（3．き6）は（i1）の条件の下でのΣ、二、εミ2の上限値を与えているが，いま，

この右辺を・，と拾き，式（3・30）に示された田1の値と比較してみると，

    ε十〉O，一ε’〉一ε．一δ〉O

であることから

    物 〉 ”                                       （3．37）
    ユ    2

が成り立つ．このことから，（間）の条件の下でのΣ，二、ε二の最大値は，（1）

の条件の下での最大値より減少することが分かる・

 （m） ε＜ε であるi〃 が存在する場合・
    ’
 （萸）の場合と同様な議論によって・羊二1ε＝の最大値は・（1）の条件の下で

の最大値より減少する～＝とが分かる、

 以上の（1），（i1），（1ii）よク，式（3．26）が成り立つこと，及び，式（3．27）

に示されたεによって上限値が得られることが導けた一
     ’

 更に，式（3．26）及ぴO≦g≦m／2から，mが偶数である場合，

Σ二、ε，2≦m弘 （3．38）

となり，（ノ）によって上限値が得られることが分かる．

 mが奇数である場合についても同様にして，

Σ二。㍉2≦（m2－1）τ2／・m （3，39）

と在り，（月）によって上限値が得られることが導け，mの任意の値に対して式

（3．22）が成り立つことが証明できる．

                              （証明終）

 更に，定理3．1，定理3．2を用いて次の定理が成り立つ．

 〔定理3．3〕  グゲα（仁1・… ）であるジョブ集合に対する任意の子ヶ

                      ＊ジュール及び最適スケジュールを，各々，∫及び∫とする．このとき，σの値

について次式が成り立つ．
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      ＊σ（∫）一σ（∫）

σ（ゴ）

・去（汀 （3．40）

 但し，

  τ…m弧㌦ ・．彦…Σ后二。τ／m

であ一る．

 （証明） ∫による各プロセッサの終了時刻を。’≡ε‘十ム（ト1．’’刎）とす

ると，定理3．1及ぴΣしε＝Oを用いて
          ’一1 ’

2σ（∫）   m                   m

＝Σn2＝m〆十Σε2    i            ’
 ’＝1         ’＝1

（3．41）

とをり，更に，定理3．2を用いて

2σ（∫）         2

…2
i・・、1・）

（3．42）

          ＊                                 ホ
 が得られる、一方，∫による各プロセッサの終了時刻を”’（1＝1…m）と

すれば，式（3．41）より，

2σ（∫‡）一
＿三（砂7）2≧・・2

  ’＝1

（3．43）

が成り立つ．式（3．唖2），（3．43）より式（3．40）一が得られる．

（証明終）

 定理3．3から，次の系が容易に導ける．

 〔系3．1〕  ㌃＝α（仁1…。）であるジョブ集合に拾いて，すべてのジョ

ブの処理時間が㍉二1τ／m以下であるとき・任意のスケジュール∫と最適ス

ケジュール∫＊の間には，次式が成り立つ．
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σ（∫）一σ（∫‡）

  ‡σ（∫）

 1
≦一 4

（3．鮎）

（系 終）

 3．2．2 処理時間による優先順序を用いたスケジューリング

 前項系1では，τ后≦易…Σ二、τ’／m（后＝1…。）を条件とした形で1つの結

果を示した・本項では・τ2〉彦であるジョブ岩が存在する場合を問題にする・

まず，次のスケジューリングを提案する．

 ＜スケジューリング∠＞

 ステップ1：（初期設定）∫o＝φ，ノ＝1

 ステップ2：ノ≧1に対して

   ノー1        1  掘
σノーΣ1∫。・・ブ  Σ τ后
   ・二・     m’σパ1斗・

とし，

       ∫ノ＝｛引τ2〉㌧，σノ十1≦后≦”｝とする．ノノニ＝φならステ

       ップ3へ．ノギφ在らば∫の中のジョブをプロセッサ’（σ一ト
             ノ       ノ                 ノ

       1≦’≦σ十1∫1）の先頭に割当てる．ノ＝ノ十1としてステ
            ノ   ノ

       ップ2を繰り返す．

 ステップ3：残りのジョブを任意の順序でスケジュールする．

 スケジューリングノでステップ2の繰り返し数を后とするとy二I［∫1＜m
                             フー1  ノ

であることから・スケジューリングノの時間計算量は，たかだか0（min（・log・，

〃m））である．

 スケジューリングノを適用して得られるスケジュールを∫∠で表わすと」き，

最適スケジュールゴとの問には，次に示すような関係が成り立つ．

 〔定理3．4〕  ㌦＝α（后＝1…。）なるジョブ集合にスケジューリングノ

を適用したとき，ステップ2の繰り返し数を岩とし，
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σ…Σに1I∫1， ∫ミU’一1∫ ，
2  ノ＝0 ノ   τ  戸O ゴ

   1   蜆
ク…    Σ τ
         后  m一σμ二σ、十・

と拾げば，㍉と∫‡の間には次の関係が成卓立つ、

  ＊σ（∫）一σ（携）  1    1         －1
、（ダ）≦τ｛、、一㌧）Hテ1、τ二十’｝ （3．45）

（証明） ∫ノによって最後に処理を開始するジョブ。の開始時刻∬”は

   ユ  蜆一     1   π
㌔・。一、、、…い＜、一σ修一麦。、τ1…6・

     ’   ’          ’   ‘

（3．46）

と左る・ノrに属すジョブが処理されるプロセッサi（1≦i≦1。∫r l）の終了

時刻㍉は幽i＞あ，であることから、これらのプロセッサには1個のジョブしか

                 ホ割当てられ衣い・これに対して・∫に拾い下も同じことがいえることを示

してみる．

 すべてのジョブ岩に対して・2／τ后の値が同じであることから・同じプロセ

ッサに割当てられたジョブの順序を入れ換えることによって重み付き平均滞留

                ‡時間の値は変わらない一そこで，∫に拾いては，同じプロセッサに割当てら

れたジョブは処理時間の非増加順に並んでし（るものとする．いま，あるプロセ

ッサ”で。ξ∫（1≦。≦庄一1）在るジ目ブ。の後に処理されるジョブ。’
      7
・U7■1∫ が存在すると仮定すると，σ＝Σ二11∫．1に対して，

  ノ＝1 ／                   7   ノー。  ノ」

“｛σ十1…n｝で且つ
   7

 1   掘
    Σ τ…6＜τ
物一σ C仁与十’ 『 S

（3．47）

であることから，プロセッサσ斗1…mの中に。＜6なる終了時刻をもつプ
             「            ’   7
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ロセッサ7が存在する一。この7に。’を割当てることによって， より小さい評

価関数をもつスケジュールが得られる1二とに在る．これはゴが最適スケジュー

                   t
ルであるという仮定に矛盾し，従って，∫ に拾いても∫Tに属すジョブはただ

1つだけプロセッサに割当てられることになる・

                ｝                  ・ 結局・∫rに属すジ目プは・らと∫の両者に拾いて・プロセッサ1…σ。に

1個ずつ割当てられる．そこで残りのジョブ岩（老＝σ十1…・）一 �壕黹ﾐ個のプ
                        ’              ’

ロセッサにスケジュールして得られるσの値をσ’（∫■），最適スケジュールの

ジョブ岩（老＝σ十1…・）に対するσの値をゴ（ゴ）とすれば，すべての后（仁
       ‘
σ十1…n）に対して

 ’

      1   ，
τ≦；あ…     Σ   τ
后’  ’              后
     m・σ  β＝σ今1
       ’     ’

（3．48）

であることから，ジョブ集合｛σ十1“’・｝に式（3．42）を適用して
              ’

2    5   。プ（∫ノ）㍉（・一σ。）あ。 （3．全9）

ぱ得られ，これから

2        2 5    2
＿σ（∫）≦ Σ τ 十＿（m一σ）あ
α ∠ 〃∫ パ 4  ・・
       τ

（3．50）

を得る・一方，ジョブ集合｛σ，斗1…・｝に式（3・岬）を適用して

2   ‡
一ぴ（∫）≧（m一σ）彦
         ’α

（3．51）

が得られ，これから，

2  ‡
一σ（∫）≧ Σ τ一ト（m一σ）あ
             ’伍      ’と∫       r

（3．52）
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を得る・式（3．50），（3・52）から，式（3・45）が導ける・

（証明終）

 定理3．4から次の系が容易に導ける。

 〔系3・2〕  ・、「α在るジョブ集合において・㍉及び∫‡に対するσの

値の間には，式（3・舳）と同じ形の式

    σ（∫ノ）一σ（∫＊）  1
               ≦一              一     （3．53）
       σ（∫‡）     4

が成り立つ．

                              ．（系 終）

3．3 各ジョブの単位時間当りのコスト対処理時間比が異なる場合

 本節では，前節で得た結果を使って，ジョブ集合ノ＝｛1…鬼｝に属すジ目

ブ岩の㌦…・后／τiの値が異在る場合を考察する・これはM〃mク加・・の解

法によって得られるスケジュールを評価することを意味するが，1＝こでは

M・Mmg〃・・の解法に，更に1つの操作を加えて得られるヌケジュールにつ

いて評価する．

 まず，次のスケジューリングを考える．

 ＜スケジューリングB＞

 ステップ1：（初期設定）ジ目ブ集合∫＝｛1…。｝に拾いて・一1≧…≧’グ、と

       する．

 ステップ2：伍。＝m・｛ぺ仁1…・｝

       ∫∫＝｛冶1㌦：α∫ ， 老＝1…n｝とする．

       （1） ）∫1≦mならば∫Jの中のジョブを任意の順序でスゲ

         ジュールする．

       （ii） 1∫∫1〉m在らば∫Jの中のジョブに対して3・2．2項

         で述べたスケジューリングノを実行する・
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 ステップ3：∫一∫ヱの中のジョブを番号の小さい順にスケジュールする．

 スクジーエーリングBに奉けるステップ2が，M〃〃g〃。。の解法に新たに加

えられた操作である．ステップ2の処理に要す時間討算量は，たかだか0（1∫∫1

㎜in（1ogl∫∫1，m））であることから，スケジューリングハに要す時間計算

量は0（。1og。）であり，M．M〃〃彦。・の解法のそれに等しい．

 スクジューリング石によって得られるスケジュールを∫Bで表わし・最適ス

ケジュールずとの間に成り立つ関係を定理一3．5に示す．

 〔定理3．5〕  ㌦…・β／后の億が異なるジョブ集合J＝｛1…。｝に赤い

て，6≡1Σ∴1τ’／mを越える処理時間をもつジョブが存在しないとき，∫児

  ＊と∫の間には，

       ＊σ（∫週）一σ（∫）   1
          ≦ 一
  σ（∫‡）     全

（3．54）

すをわち，

        ‡σ（5。）≦5σ（∫）／4 （3．55）

の関係が成り立つ一又，式（3．54）の右辺の値は最良の上限値である、

 （証明） ∫に属す，すべての老（老＝1…旭）について。の値が等しいと
                           ’

き，式（3．55）が成り立つことは，式（3．舳）に示した．ここでは，㌦（后＝1

 堀）の異凌る値の数リに関して帰納法を用いることにより，定理を証明する．

リ＝ト1のとき式（3．55）が成り立つと仮定して，リ＝力の場合にも，やはり，

式（3．55）が成り立つことを示す．

 さて，Jは，各ジ目ブ岩が㌦（仁1…施）の非増加順に並び，・r…＝・ク＝α∫

で’㌦十1…7カの中にパ1個の異なる組が存在するようをジ目ブ集合とする．

この∫に対して，各ジョブの単位時間当りのコスト・ノが次式で与えられるジ

ョブ集合J’を考える．

    ・ノーε・。（1≦老≦・）
                                （3．56）
    ・’干・ （9＋1≦老≦・）
    后    修
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 但し，

    ε一、、、・・、・・．    （・…）一

である．

∫、及び∫・の／・に対するσの値を各二，川月）及舳∫・）で表わす．ア

においては・㌦の異凌る組が力一1個であるから・リ＝力一1に歩ける仮定を

用いて，

    ぴ（干・）≦5σ’（∫‡）／・     （・…）

が得られる・

 ここでぴ（∫B）を，最初のg個のジ・ブに関する量∬≒残りの堀一g個のジ

ョブに関する量7の2つの量に分け

    ぴ（∫。）一κ十ク           （3・59）

        ‡とし，又，ぴ（∫）についても同様に

      ＊      ＊     幸
    σ’（∫）一コκ十ク  ．           （3．60）

            ‡と捨く・このと苧・叶κについて・

        ‡    ”≦5π／4                              （3．61）

が成り平つことが・次のようにし不導ける・

（i） m≧gの場合．

 ∫Bに拾いては最初のg個のジョブがすべてプロセッサの先頭に割当てられ

ることから，

    。≦κ＊＜・κ＊／。    I   （。．。。）

となる．

（1i） m＜9の場合．

 （1ト1） 最初のg個ρジョブ岩がすべてτ后≦あク…Σ、二、τ、／mを満たすと
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とき，式（3．42）を適用して，

      1  5  2
    ・≦ゴパ石・あ、｝ （3．63）

が得られる．一方，式（3．43）を適用して，

～≧α∫m〆／2
     9

（3．64）

であるから，”≦5～／4が成り立つ．

 （四一2） 最初のg個のジ目ブの中に・τ’＞易クなるジ目ブ名が存在する

どさ，スケジューリングノが実行される・スケジューリングノのステップ2の

繰り返し数を岩とし，各繰り返しにおいて得られるジョブ集合の系列を∫（ノ
                                ノ
＝1…亥一1）とする・又・∫、…U二二：∫ノとおくとき・ジョブ集合｛1…ク｝ に

式（3．50）を適用して

    ユ、。Σ、・。旦．．（Σ・二・1ゲΣ川、1・）2

    α∫  ’‘Jr 4  4
                    m一リ l                       T

が得られる一一方，ジョブ集合｛1…g｝のみのスケジュールを考え，

ヌケジュールをκoとすると，明らかに，

‡

∬ 1≧∬
 一   〇

（3．65）

この最適

（3．66）

であり，更に，式（3．52）を適用して

    ユー。。Σく・（ろ二・ヅ㍉㌃）2  （。．・・）

    伍∫ 川・   ・一1∫、1

                     ‡が得られる．式（3．65）～（3．67）から∬≦与”／4がいえる．

 議論をジョブ集合∫に移して，∫B及ぴ∫‡の∫に対するσの値を，各々，

σ（S凋），σて∫‡）とする・式（3・59），（3・60）に対応して

    ニニ1）ll二∴   ！舳
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が得られる一まず，7≦5クン4であれば，式（3．61）を用いて式（3．55）が

いえ，証明は完了する．

 次に，

       ホ    7＞5グ／4                （3．69）

のときには，式（3・61），（3・69〕より

     ＊        ヰ    ∬ 7 〉 〃7                                   （3．70）

がいえ，これからε＜1であることを用いて

    （1一ε）。㍉＞（1一ε）。ゲ        （3．71）

が得られる．更に，式（3－59），（3一ρ0），（3－68），一（3．71）を用いて

    εσ’（∫。）σ（∫＊）一（π十・）（κ‡十1ハ

       ＊   ＊                    ま     〉（∬十グ）（パε7）＝εσ’（∫）σ（∫。）    （3・72）

が導ける・従って，ε〉Oであることから

    σ’（5月）σ（∫宗）〉σ’（∫幸）σ（∫週）      （3・73）

であり，これに式（3．58）を適用して

    ・σ・（∫＊）σ（∫‡）／・・σ’（∫二）σ（∫＊）・σ’（∫1）・ぴ（∫1）σ（∫月）

                               （3．74）

と在り，式（3，55）に示した．

    σ（∫退）≦5州＊）／・         （3．75）

が導ける．

 又，式（3－5全）の上限値は，次のτ’，。后によって規定されるジョブ集合

∫＝｛1．I’3m｝に拾いて，δ→Oのとき得られる．

    1－／l、：llll∵3、）  （・…）
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■∴1二∴1、刎、
（3．77）

但し，プロセッサの数mは偶数であるとする・

（証明終）

 更に，定理3．3から，定理3．5の証明に用いた手煩と同様な手順を用いる

ことにより，M。〃〃g〃〃の解法によって得られるスクジュール∫〃と最適ス

      まケジュール∫の間に成り立つ関係を導くことができる．

 〔定理3．6〕 ジョブ集合∫＝｛1…。｝に赤いて，異をる。のうち最大の
                             ’
ものをα∫とし・∫∫＝｛后1㌦＝疵五，老＝1…n｝とする・このとき，∫Mとずの

問には次の関係が成り立つ．

 （i） 1∫ 1≦mならば，
     ∫

σ（∫M）一σ（∫ホ）

σ（∫‡）

    2
・去（テ）

（3．78）

但し，

τ…maX｛τ■加∫｝・6…Σ’、∫τ后／m である・

（面） 1∫∫1＞物ならば

σ（∫ M（…チ（ず）・去｛㎜・（｛・÷）／2・
（3．79）

但し，

τ∫…max｛τ■加∫∫｝・彦∫…Σ’、∫τβ／m である・

                ∫
（定理終）

 定理3・5・定理3・6では・σの値を用いて，∫B及び∫∬の最悪誤差の上限

値を導出した．
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Z（∫B）とZ（∫＊）に対しては．，式（3．1）から，

Z（∫。）一Z（∫‡）

Z（∫‡）

・去（・一苦汁）
（3・8ρ）

が得られる。式（3．80）は定理3－5に示したように最良の上限値であるが，

Zて∫‡）やΣ、二、。、τ、の値に依ら底い最良の上限値を求めることは今後に残

された課題である・ただ．，式（3・80）の右辺の値が1／6と浸る例の存在は確か

めている．

 又，Z（∫M）に対しても，式（3．78），’（3，79）の右辺に1一Σ工1・’τ后／

2Z（∫ま）を乗じた形で，最悪一 ?ｷの上限値が与えられる．式（3．78），（3．79）

より，1∫∫1≦mで且つτ／5の値が1に比べて十秀小さい場合，又は一∫∫1

〉mで且つmX（τ／彦，τ∫／左∫）の値が1に比べて十分小さい場合・σ（∫M）

はσ（∫＊）に近い値となり，このことから，Z（∫〃）はZ（∫‡）に対して良い近

似を与えることが分かる．特に，mに比べて勉が大きく，且つ，τ4（后：1…。）

が一様に分布するよう在ジョブ集合に対しては，M。〃〃4〃。。の解法は良い

近似解を与えることになり，これは，文献（36）の実験結果を理論的に裏付け

る結果である．文献（36）では，（。二50，m＝5，1≦τ后≦10）で最大O．4％，

（・＝50・m＝10・1≦τ后≦20）で最大1％の誤差内で解が得られる1ことが

実験結果として報告されている．一方，式（3．78）から得られる値は，それぞ

れ，O．8％及ぴ3．6％である．

3．4 結   言

 本章では，重み付き平均滞留時間最小化問題に対する，M．M〃g〃・胴の解

法に1つの操作を付け加えた解法を最悪の場合について評価した．（この解法

の時間計算量は，M・M〃g〃・・の解法の時間討算量に等しい．）これによって，

Σ后二、τ／mを越える処理時間をもつジョブが存在しないという条件付きであ

るが，文献（26）の解析から導かれる上限値を1／4にまで改善することがで

きた．上に述べた条件は，又，すべてのジョブの処理時間が，プロセッサの平
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均終了時刻を越えないともいいかえることができ，少なくとも，すべてのプロ

セッサに2個以上のジ目ブが割当てられる場合には，この条件は満たされるこ

とから，この解法は大規模在問題を解くための有効な解法といえる。

 叉，M・M〃g〃・・の解法の最悪誤差に対して，式（3・78）及び式（3・79）

を導出した、これらの式は，各問題ごとに，ジョブの処理時間の値から最悪誤

差の上限値を知ることができるという点で有効である。
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第4章 リソース条件をもつ問題に対する

     近似解法の評価

4．1 緒   言

 本章てば，ジョブを処理するためにプロセッサ以外の付加的リソースが必要

であり，レかもリソースの容量に制限があるモデルを考察する．このモデルに

拾いては，各時刻に処理されるジョブのリソース要求量の総和が，リソース容

量を越えカいスケジュールを求めることが必要であり，この条件は，プロセッ

サ条件に対して，リソース条件と呼ばれる．

 リソース条件をもつほとんどのスケジューリニ！グ間題ぱwP完全庄問題と在り，

更にヨ次節で述べる特別な場合を除いて，最悪の場合の評価から良さが保証さ

れる近似解法も知られてい在い．

 この種の問題に対しでは，問題を定義する変数が任意の値をもつ場合に有効

涜近似解法をみづけることは難しいが，変数がある分布に従う場合に有効な近

似解法をみつけることは可能であるかもしれ広い．問題を定義する変数が統計

的情報をもつ場合を仮定する近似解法の評価は，最悪の場合の評価に対して，

          （6）
確率的評価と呼ばれる．

 4．3節てば，最悪の場合の評価から良さが保証される近似解法が知られて

い庄し（問題の中で，多数のジョブが複数のリソースを要求するとき，同時に処

理できるジョブの数を最大にする問題に対するヒューリスティック友解法を確

率的に評価する．～二の問題に対する解は，リソース条件をもつ一般的涜スケジ

       （8）                       （9）
エー 潟塔O間題 ，プログラム並列処理に拾ける変数割当て問題，診断時刻

表作成問題（1㌦とを解くために応用され，ζの問題に対して有効右近似解法を

考えることは重要である．

4．2 特別居問題に対する近似解法の最悪の場合の評価

 従来，リソース条件をもつスケジューリング間題の中で，最大完了時刻を評

価関数とする問題に対して，幾つかの近似解法が提案され，最悪の場合の評価
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が行宏われてきた．本節てば，これらの近似解法の最悪誤差の上限値を示す．

 まず，以下で用いる記号を次のように定義する．

  ∫…｛1…・｝ ：独立庄ジョブから在るジョブ集合

  m      ：プロセッサの数

  沢…｛沢1…沢。｝：リソースの集合

  τ      ：ジョブ岩の処理時間
   ’

  。〃    一：ジョブ岩がリソース竹を要求する量

  ア岩     ：スケジュールによるジョブ岩の完了時刻

  B      ：リソース月の容量
   4                   ’

  ε      ：解法ノによる最悪誤差
   ノ

 max々を評価関数とする問題に対して．，次の（i）～（V）の結果が得られている．

 以下の記述に拾いて，τ’＝1（冶＝1…閉）は，すべてのジョブの処理時間が等

しいことを意味する．この条件は，又，畏友るτ后（后：1…。）をもつジョブ集

合において，各ジョブが先取権をもた洗いという条件に相当する．

 又，m≧。は，プロセッサ条件が存在し危い場合を意味する．す友わち，プ

ロセッサに相当する処理装置（各ジョブを処理するために必ず必要であり，し

かも，各時刻で1つのジョブによって専有される装置）が存在しカい場合や，

リソース条件のみを満たすスケジュールにおいて，各時刻で同時に処理される

ジョブの数の最大値がm以下である場合を意味する．

 （1） τ’（老＝1…勿），・〃（老＝1…・一二1…∫），m，・が任意の値をも

つ問題に対しでは，任意のリストスケジューリングエによって

㌦・・i・ ^m11・…÷1／ （4．1）

     （37）
が得られる ．従って，m，。の値が小さ友値をもっときのみ，この解法は有

効である．

 （i1） m＝2，τ4：1（老亡1…。）で，7〃（后＝1…。，∫＝1…。）及び∫が

任意の値をもつ問題は，グラフの枝被覆問題に定式化することによって，最適

                （3）
スケジュールを求めることができる ．定式化を含めたこの解法の時間計算量
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ぱ，0（max（nヨ，〃。））である．

 m≧3の場合は，∫＝1でも〃P完全涜問題と在る．ただ，mが小さ看値をもつ

問題・に対して，式（4．1）の右辺の値を更に改善する近似解法が知られており，

～これを（m）に示す．

 （m） m≧3，τ后＝1（老＝1…。）で，・〃（老＝1…。，4二1…。）及び。が任

意の値をもつ問題は，集合被覆問題に定式化でき，4．3節で述べる解法と類

似レた解法∫0によって，

    ε ≦Σm 1／力                 （4．2）
    “    〃E2

     （7）                      m
が得られる ．この解法の，定式化も含めた時間計算量ぱ0（。。）であり，こ

の解法は，mが小さ危値をもつ場合にのみ有効友解法といえる．

 （1V） m≧n，㌦：1（老＝1…椛）及び∫＝1で，。〃（冶二〕…ゲが任意の

値をもつ問題ぱ・〃・μ・〃〃問題と呼ばれる．一（・〃（老＝ユ…・）を容量へ

のビンにつめるとき，最小限必要底ビンの個数は，maX！后の最小値キー致する．）

この問題に対しては，

         ヰε   く 〕1／9 ＋ 4〃

FFD’
（4．3）

と在る解法〃刀（38ち喉案されて納，この解法の時間計算量ぱ・（。1。。。）

である．但し，Z‡ぱ最適解の値を表わす．式（4．3）の上限値は，式（4．1）の

右辺に∫＝1を代入して得られる値より改善されることが分かる．

 （V） m≧閉・τr1（ト1…搦）で・が任意の値をもつ問題に対しでは・

・〃＝0又はB’（老＝l1…・・’二1…・）の場合でも・最悪誤差の上限値が問題の

サイズ（。や。）に依存レ庄い値で与えられる近似解法は知られてい庄い．た

だ，1二の問題を，4．3節で述べる方法を用いて，グラフの節点彩色問題に定式

                           （7）
化することにより，幾つかの近似解法を考えることができる ．
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4．3一 ﾟ点独立集合問題に対する近似解法の確率的言平価

 4．3．1 問題の定式化と近似解法

 本節てば，m≧。，。〃：0又ば巧（4＝1…n，’＝1…∫）で，。が任意の値

をもつとき，一同時に処理できるジョブの数を最大にする問題を考察する．

 この問題に対する解は，4．I節で述べたよう右スケジューリング間題を．解く

ために応用され，又，スケジューリング間題以外の多くの問題を解くためにも

     （39）
応用される ．

 又，以下に述べる，1二の問題に対するヒューリスティック底解法は，前節（V）

                （7），（40）
に示した問題を解くために利用でき  ，更に（V）のモデルで，他の評価関数

をもつ問題や，τ4（ト1・… ）が異たる問題への適用も期待できる一（τ’が異

方る場合には，あるジョブが処理を完了する時刻ごとに，この解法を適用すれ

ばよい．）

 この問題は，次のように，グラフの節点独立一集合間題に定式化できる．（1二．

の問題に対して，節点独立集合問題への定式化を用いる解法より優れた解法は

存在し得たいことを4．3．5項に示す．この意味で2つの問題は同じ問題と考え

ることができる．）

 X≡∫を節点集合とし

    r≡｛（i，ノ）1あるZ（j＝1…∫）

      に対して7、’十κ〃一〉B、｝         一   （4．4）

で定義されるrを枝集合とするグラフG…（X，r）を考える．このとき，0に

おけるXの部分集合の中で，隣接節点を一対も含’ま庇し（節点集合∫ぱ，同時に

処理できるジョブ集合を表わすことに在る．

 このよう右節点集合∫ぱ節点独立集合と呼ばれ，節点数最大の節点独立集合

を求める問題は，節点独立集合間題と呼ばれる．この問題は，グラフに関する

代表的宏問題の1つであり，ふるくから種々の解法が提案されているが，現在

                                   （41）
重でのところ最も優れた解法と考えられているr〃ノm一〃・ノ〃m∫〃の解法

でも，その時間計算量ぱ0（2枇）であり，更に，この問題はMP完全な問題で

           （12）
あることが知られている ．ただ，特別た構造をもつグラフに対しては，最適
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                    （42），（43），（44）
解を求めるための多項式時間解法が存在する     ．

 又，一節点独立集合間題に対して，次のようカピューリスティック友解法が提

      （6．）
案されている．

 節点砂（〃：1…閉）の隣接節点の集合をr（砂）で表わす．

 ＜解法I＞

 ステップ1：（初期設定）．

       ∫←φ，7←11…・｝

 ステップ2：7から最小番号をもつ節点砂を選び，

       ∫←∫し｛砂｝，7←グー｛砂｝一r（砂）とする．

 ステップ3：7キφ宏ら，ステップ2へ．

       γ＝φ庁ら，∫を形とする．

 又，解法1を修正した解法として，次の解法皿，皿がある．

 く解法固＞

 r（砂）の非減少順に節点に番号を付け，解法1を実行する．

 ＜解法皿＞

 解法1のステップ2を次のように修正する．

 ステップ2：7によって誘導される部分グラフに拾いて，最小線度をもつ飾

       点砂を選び，∫←川｛砂｝，7←7’｛砂｝一r（〃）とする．

 上記の解法皿及び亙は，各節点間に各々独立に枝が存在するグラフに対して

                        （45）
有効涜解法と在ることが，実験的に確かめられている ．

一方，。、’。。、、宕（40㌧。、、ク（6柱，解法Iをランダムグラフを用いて確率的

に評価し，節点数。が十分大き在グラフに対して，次の結果を示している．

 （1） 各節点間にタ（・）＝タ （定数）の確率で枝が存在するランダムグラフ

に対して，

     ‡    β
    一≦；12＋ε                        （4．5）
    βド

が成り立つ（40！但し，β・及びβ1ぱ，各・，最適解の上限値及び解法Iによっ

て得られる解の値を表わし，ε＞Oは任意に小さ在値を表わす．
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 （衙）各節点間にノ（瑚）＝。／（。一）（。；定数）の確率で枝が存在するラン

ダムグラフに対して，

    β‡

    T≦（1＋ε）γ（・）         （4・6）
    β

     （6）
が成り立つ．但し，r（。）ぱ・に関する単調増加関数であり，。＝］I00で

約1．6の値をもつ．

 本節てば，上記の解法皿を，／（・）＝・！（・一I）であるランダムグラフ（平

均線度一定モデル）を用いて確率的に評価し，この解法によって，式（4．6）の

右辺の値が更に改善できることを確かめる．又，。が小さい程，改善度が大き

く宏ることを確かめる．

 4．3．2 平均線度一定モデル
       （6）
 〔定義4．1〕 節点の数が挽で，各節点間に，それぞれ独立に，タ（。）の

確率で枝が存在するグラフの集合を。節点ランダムグラフと呼ぶ．特に，

ク（・）；・／（・一ユ）（・；定数）である・節点ランダムグラフを平均線度一定

モテ々と呼び，定数・を平均線度と呼ぶ．

 又，本節で用いる記号を次のように定義する．

 〔記号の定義〕

  0…   ：平均線度・をもつ㍗節点ランダムグラフを表わす．

  P（老；。）：母数・のポアソン分布の確率密度関数を表わす．す宏わち，

              后        P（老；C）≡・θXp（一C）／老！である．

  ・（ア（・））：／（・）で割った値が，・→。。で，0に収束する値を表わす．

  θ（．戸（・））・：ア（・）で割った値が，掘→。。で，ある定数C（C≒O）に収束

        する値を表わす．

 解法皿を0。，。に適用して得られる解の値を導出するための準備として，こ

こでは，0。，。に属すグラフについて，次の（1）～（1ii）が成り立つことを示す．

 一線度老をもつ節亭㍗集合をXパX后に属す節点の個数をl X’1一とすると，

 （i）  l X店1＝P（老 ；c）n＋o（m）                        （4．7）

である．
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（凹） 任意のε＞0に対して，

   ．Σ4二’l X；1≧（1一ε）n                          （4－8）

      駐）
と友。る有限値 j及び吻が存在する．す危わち，εの誤差を許せば一，老＜‘及

び老＞・である線度老をもつ節点は無視できる．

 一（m） 砂εxパ肌xゴたる2節点砂，mの間に枝が存在する確率ク、ノは

    ／ ：リ／c（n－1）十〇（1／n）
    り
で与えられる．

 上記の（1）～（而）ぱ，以下に述べる命題1～4の結果をまとめたものである．

 〔命題1〕 G に属すグラフにおいて，各節点の線度を表わす確率変数を
       蜆，c
刀（ド1…・）とすると，刀の確率密度関数戸（刀＝冶）ぱ

砂                       也                r’  カ

    P（力士老）・＝P（老；・）十・（1）         （4．9）
    戸    砂

である．す涜わち，刀（砂＝1…閉）ば獺→。。のとき，母数・のポアソン分布に
          抄
従う．

 （証明） 各節点間には，各々独立に戸（物〕二。／（・一1）の確塞で枝が存在

することから，刀（ψ＝1…掘）ぱ，
        砂

    い十（∵）〃（1－／（・））叶’ （川）

在る二項分布に従う．／（。）＝。／（。一）であることを用いれば，。→。。のと

き

    P（月二冶）→P（老；・）             （4．11）
    r    田
     （46）
が得られる ．

                              （証明終）

 〔命題2〕 0 に属すグラフに拾いて，線度老（老；有限値）をもつ節点
       ”，‘

の個数を表わす確率変数をM4とすると次式が成り立つ．

（注）nに依存しない値を以下有限値と呼ぶ．
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    〃：P（老；。）。十θ（。）            （4．12）
     岩

 （証明） ～の平均値万（～），分散7（w后）が，

    万（M。）一P（后；・）・十σ（・）       （4・13）

    7（M后）＝。θ（n）                      （4・14）

                              ㈲
となる一 ｱとを示す．上式が示されれば，チェヒツェフの不等式 を用いて，

    M＝P〈冶；。）。十。（売）           （ポ15）
     后

が得られる．

 式（4．13），（4．14）を示すために。次式で定義される確率変数

γ（砂＝1…。）一を導入するI
勉

    ■続1幾1線き） （・…）

 このγ砂（〃＝1…n）を用いて・五（W后）ぱ

    五（w）＝刀（Σカ γ ）＝Σ届 刀（γ）
       后           勉昌1   砂       田宮1       抄

で与えられる．叉・すべての・（ゲ1…・）に対して，

    五（γ ）＝P （γ＝1）：P （刀＝冶）
       田       7    砂           r    抄

一（∵）ノ（・一戸）蜆’4一’

（4．17）

（4．18）

 但し，

    ク重・／（ザ1）              （4．19）

が成り立つから・式（4．17）及び式（4．9）を用いて，式（4．13）が得られる．

 次に，分散7（～）を求める一Iまず，

    ”（ぺ）一刀（（Σ副二、γ砂）2）

         一Σ刊二、∬（γ砂2）・Σ砂≒田刀（γ田γ棚）

         一五（Mβ）十Σ田≒ω万（γ剋γω）     （4・20）

（注）確率変数Xの平均値を”（X），分散を7伐）とするとき，任意のεに対して

  P（lX一五〇〇1≧ε柵）≦1／ε2が成り立つ．
   r
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が得られる．又，γ「ぱ
         抄  ω

    一1練工ぶζ舳の場合）（、．、、）

であることから，すべての砂，m（砂，m＝1…・・砂キm）に対して，

    刀（γγ）＝P（D＝冶，D＝老）
      田  吻      r    別        晒

         ＝ろ（刀藺＝冶・孔＝后1（砂・m）”）戸

          十。P （D二老，D＝老．（砂，m）旨∫■）（1一戸）  （4．22）
           7    田        ω

が成り立つ．但し，（砂，m）。rぱ，枝（砂，m）が存在する事象を表わし，ク

は式（4．19）に示された値である．

 式（4．22）において，

    P（刀＝老，D二老1（砂，吻）停r）
     7    抄        ω

                         2
     －／（1二1）（・一／）”十（H）／ （・…）

    P（刀芭老，刀：后1（砂，秘）盲r）
     r    抄        ω

     一／（∵）・（H）蜆イ   （・…）

であるから，

1（｝一（1二i）㌧・…（・一／）・舳

     ・（∵）㌧・1（卜／）・r・1一・

が得られる，一方，式（4．17）， （4．18）を用いて，

÷岬・一（∵）2グ（卜／）・掘一・后一2

が得られ，式（4．25），（4．26），（4．19）を用いて

    n2万（γγ）    名2   n一老一1
       副  〃          二       十
     万（M）2  。（。一1） 。一。一1
       岩

が得られる．従って，

一（4．25）

（4．26）

（4．2？）
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Σ亙（γγ）＝n（n－1）万（γγ）
 六別  田ω        也m

一（n P1）岬・／、（≠ユ）・1三十 （4．28）

とたる．

式（4．20），（4．28）から

    γ（W、）＝亙（ぺ）．一亙（W4）2

が得られ，

る．

一州・岬十・（÷lll＋1／ （4．29）

后が有限値であること，及び式（4．13）から，式（4．14）が得られ

（証明終）

 〔命題4．3〕 ポアソン分布P（老；。）に一対しては，任意のε＞Oに対し

て

    亭。二。P（老；・）≧1一ε         （4・30）

と在る有限値j（ε），勿（ε）が存在する．

 （証明） P（老；・）に対しては，次式が成り立つ．

    Σ后二〇p（老；c）≦（c／o）ooxp（α一。） （o≦c）        （4．31）

    Σ掘一i p（老；c）≦（c／α）”o xp（o－c） （o≧c）        （4．32）
     岩二’

上式は，二項分布に関する文献（47）の結果から容易に導ける．式（4．31），

（4．32）の右辺ぱ〔0，・〕及び〔・，搦一1〕において単調にOに近づくことか

ら，任意のε＞Oに対してε／2以下と在る。の値が存在する．この。を，各々，

’（ε），。（ε）とおけば，式（4．30）が得られる．

                               （証明終）

〔命題4〕 ○ に属すグラフにおいて，線度；及びブ（一プは有限値）
”，c
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をもつ節点の集合を，各々，X及びX とする．このとき，〃X・眺X 在る
              ‘    ブ               i   フ

2節点砂，mの間に枝が存在する確率ノ、ノぱ，

    ク  ＝｛ノ／c（n－1）十〇（1／獺）                  （4，33）
     リ

で考えられる．

 （証明） 枝（砂，ψ）が存在する事象を（砂，m）。rで表わ．し，

／…C／（n－1）とお、く．

 ベイズ則を用いて

    ～…P、（（砂・m）吾川辺剋＝’・孔㍉）

        P（刀＝…，刀＝ノ1（砂，m）‘r）
      二戸顯  ”     ／      （4．34）
          P（刀：’．刀ニノ）
           7   也        伽

が得られる．ここで，

    P（刀＝’，D＝ブ）
     片   o        ω

     ＝P（刀雪1，D＝ノ1（砂，m）｛r）タ
       r   也        醐

     十P、（Dカー1・D。一パ（砂・m）浜r）（11）    （4・35）

である．

    P（刀＝’，Dニノ1（砂，m）停r）
     7    切         i螂

     イニf）（1二：）（卜／岬  （4・36）

    ろ（巧㍉』田＝ノ」（砂・m）妄「）

     一（∵）（∵）／～（・一／）2…・μ  （・…）

及び，タ＝。／（。一1）であることを用い，

             リ（・一・一1）
    ク  ＝                                       （4．38）
     η  リ（・一・一1）十・（・㍉一1）（・一ノー）

が得られる．上式から・→。。のとき

／ゲ、（≠、）／・÷一・

が得られる．

 （4．39）

（証明終）
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 4．3．3 解法皿による解の値

 解法皿は，4．3．1項で述べたように，節点の線度を考慮したヒューリステ

ィック方解法である．こ一こでは，以下の記述を容易にするため，改めて，解法

皿を次の形で表現して呑く．

 与えられたグラフ0…（X，r）に一対して，r（砂）を節点砂（砂＝1…・）の隣

接節点の集合とし，z，吻を線度の最小値及び最大値とする．

 ＜解法皿＞

 ステップ1：X士｛1…。1を線度老によって類別し，X戸線度老をもつ節

       点の集合とする一．  老∵3一

 ステップ2：l X■＝O衣らステップ砧へ．

 ステップ3：X后から最小番号をもつ節点〃を選び，

       ∫岩←∫岩U1砂1・X后一㍉一1秒1－r（砂）

       X←X－r（砂）  （ゴ＞老）
        ’   …

       としてステップ2へ．

 ステップ4：老亡彫友ら∫士U㌧二’∫岩が求める節点独立集合である，

       老＜n友ら，老←冶十1としてステップ2へ．

 上記の解法皿を，平均線度。をもつ。節点ランダムグラフ0 に適用して得
                           ”，c
られる解の値に対して・次の定理一4．1が成り立つ．

 まず，文献（48）に従って，以下のことを定義しておく．

 〔定義4・2〕 P、（0蜆，、：ρ）．を・0蜆，、に属すグラフが性質ρをもつ確率

とする．

 “・一→。・でP、（θ”，、：ρ）→1”

が成り立つとき，

 “平均線度。をもつほとんどすべてのグラフ（〃m。。彦〃〃許g用〃）が性

質ρをもつ”といい，

 “性質ρ （・．・．）”

の書式を用いる．

 〔定理4．1〕 解法皿をG に適用して得られる解の値を表わす確率変数
             カ，c
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  皿
をβ（・，・）とすると，任意のε〉Oに対して次式が成り立つ．

    （β皿（、）一、）腕＜β正（、，、）＜（β皿（、）・ε）腕（。．、．） （・．・・）

     〕     。
    β（・）一ろ＿パ。          （4・41）

 但し，f及び犯は式（4．30）に示した値であり・又・㌦（老・・‘…別）ぱ・次

の漸化武によって得られる値である．

・ター
?・／・÷（1；・）／   （・…）

ゲ÷1・／・÷（1；・）…（一チ：…1…小1二1）

（4．43）

 定理4．1ぱ。次の補題4．1，補題4．2を用いれば，容易に証明できる．

記述を容易にするため，空集合X’＿1牟定義して拾く．

 〔補題4・1〕 解法皿のステップ2～4をX4＿1…Xガ1に対して実行した

後（す友わち・老一1以下の線度をもつ節点から独立集合を生成した後）の～1

を表わす確率をw后，ガ、とし，更に，㍉に対して実行した後の1∫石1を表わす

確率変数をβ后（。）とする．このとき，

    M4，岩一二ξ后，后．1。十。（。） （ξ后，β．1ぱ正の有限値）   （4．44）

たらば，任意に小さくできるε’〉0に対して・

   （・r㌦）・＜β后＜（・后十ε后）侮（パ・） （4．45）

但し，

ゲ÷1・（・十合，一・）

が成り立つ．

〔補題4．2〕

（4．46）

解法皿のステップ2～4をXト1．…ろ一に対して実行した
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後のl X，1（i≧老）を表わす確率変数をへ，ト1（’≧・老）とする・更に1ろに対

して実行した後・｝卒びは■（｛．≧老十’）を表わす確率琴数を1各々・

β后（・）及びM‘，后（’≧老十1）とする。このとき，次のことがいえる．

    〃ミ，后＿、＝ξ、，后．1・十・（惚）（・1≧．冶）（ξ、，后＿1は正の有限値）（4・〃）

 且つ

    β后（。）㍉〆十。（。）（。岩は正の有限値）         （4．48）

 友らば，

    M ＝ξ 腕十・（椛）（1≧老十1）          （4．49）
     ’，’  ’，后

 但し，

    1、，1－1，1、一、…（÷・1）   （・…）

 が成り立つ．

 重ず，補題4．1，補題4．2が成り立では，定理4．1が成り立つことを示

す．

 （定理4．1の証明）

 式（4．12）から，

    Mβ，。一、干P（老；・）・十・（・）（老＝1…勿）     （4・51）

がいえ，補題4．1の式（4．44）の仮定が満足される．よって老二’に対して

解法皿が適用された後，任意に小さくできるε’＞0に対して，

    （αr㍉）・＜β。＜（αけ㍉）・（α…）     （4．52）

 但し，

・・1・
^1÷（j；・）／

（4．53）
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が成り立つ．一新たに，

ぺ÷㎞ド州・）卜

と巻けば，式（4．51），

に対して

（4．54）

（4．52）によって補題4．2の仮定が満足され，岩＞∫

巧，■舳）・耶（一㍉ト・・（・） （4．55）

が成り立つ．上の議論は老＞’の場合についても繰り返すことができ，結局

ξ＝P（老；C）β，J－1
（老＞ト1）

1后，、一1石，］… i一㍉）（舳1一・）

ゲ÷1・（・・チ1石，μ）・い州）

（．4．56）

（4．57）

（4．58）

たる漸化式が得られる．

 式（4．56），（4．57）から

㌔，バ州・）…（∵三11・｛） （4．59）

が得られ，これを式（4．58）に代入して次式が得られる．

ゲ÷・／・÷（1；・）・耶（一子1三1川・㌦

（老＞Z）   （4．60）

各ε后ぱ・βに無関係に任意に小さく・できる値であり・又・式（4・56）～（4．58）
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の漸化式は，勿一1＋1（。，’ぱ有限値）回繰り返されるだけである1二とから，

定理4．一 Pの結果を得る．

                          （定理4．1証明終）

 従って，以下，補題4．1及び補題4．2を証明するととにする．

 まず，次のことを注意して拾く．解法皿に拾いでは，各X后から番号の小さい

順に節点が選ばれる．ラニ／ダムグラフの定義から，このことは，線度冶’ �烽ﾂ

節点の中からラニ・ダムに節点が選ばれることに相当する．又，X后に属す節点は，

すべて等しい確率ク〃（トj…老一1）で∫’（i：’…老一1）の節点に隣接するこ

とから，∫’（1＝’…老一1）が生成されるとき，X后の中のすべての節点は等しい

確率タ〃（i＝よ…冶一1）でX后から除去され，等しい確率1一～で㍉に残る、

 更に，ろ，后一1に解法皿を適用するとき，∫后に属す節点はラ1ノダムに選ばれ

ることから，み，岩一1g中のすべての節点は，等しい確率ク〃でろ，后＿1から除

去され，等しい確率1一戸〃で馬，ガ1に残る手とに在る．

 （補一題4．1の証明）

 記述を容易にするため，補題壬．1の証明の範囲内で，次のように記号を再

定義する．

苓≡ろ，后．、・孔…～．岩、、・ξ。≡ξ后，μ （4．61）

叉，1im    ∠／ヵくlim    B／。の意味で，
    ”→oo          ’一      蜆→oo

ノく  B
 － n

（4．62）

の記号を用いる．

 まず，Xoからα≡≡δ。（δぱ正の有限値）個の節点がイーに加えられた段階で

の㍉をX1とし，lX11を表わす確率変数をM1とする．又，。≧1に対して，

X、＿1からα個の節点が∫4に加えられた段階でのX’を名とし，l X，1を表わす

確率変数をMとする．      7

 このとき，次のことが成り立つ．
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           ασ、一、＝θ（・）・σ、一、g一α＝θ（・） （4，63）

在る。≧1に対して

．σ  ≦； M
7・i L ”  r－1

      α方らばσ、＿1g一任≦”w、 （4．64）

又，

              αρ、＿ユ；θ（n）・ （ρ、＿1一α）9＝θ（n） （4．65）

たる。≧1に対して

M、．i≦、ρ、＿1             α在らばw、≦”（ρ、＿1一α）9 （4．66）

但し，

9…1■ク〃 （4．6？）

である．

式（4．44）の仮定によって

σ。≦日〃。≦，ρ。 （4．68）

但し，

巧一ξ。・十・（・）

ρ。一わ十・（・）

｝

（4．69）

がいえるから，。≧1に対して，式（4．64），（4，66）が成り立つことを示せ

ばよい．まず，（1）で式（4．64）を，次いで（n）で式（4．66）を示す．

 （1） 生＿1＝ρ、＿1＝θ（・）が与えられたときのM、の上限値ρ、を求める．

 この条件の下で，〃≧κである確率P（M≧∬）について，次式が成り立つ．
          『                   r   7

  P、（外≧∬）＝P、（X、＿1の中にα個の節点から在る独立集合が少友くとも
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I個存在し，且つ，残りのρ、一1一α個の節点の中にα個のすべての節点

に隣接し方い節点が∬個以上存在する）

≦P、（X、＿1の中で，α個のすべての節点に隣接し凌い接点が，残りの

ρ。、手一α個の中に”個以上存在する）一

一、葦”（㌧一αジ（・一！）㌧’’’ト’

 式（4．70）の最後の式に従う確率変数をσとすると，σ
                    『               r

は，次式で与えられる．

              α    刀（σ、）一（ρ、一r伍）9

（4．70）

の平均値及び分散

（4．71）

              α       α    7（σ、）一（ρ、一ドα）ク（ユー9）       （4・72）

上式に，伍二δ。，ρ、＿i：θ（n）及び

    ・重1一戸〃一1一冶2／と（ザ1）十・（1／搦）    （4．73）

                           αを代入し・チェビシェフの不等式を用いれば・（ρ、一一α）9＝θ（・）である・

の値に対して，

            α    σ、一（ρ、一ドα）9＋・（・）         （4・74）

が成り立つ．よって，式（4．70）から，

                d
    〃、≦掘ρ、…（ρ、一ドα）9         （4・75）

が得られる．

 （i1） 〃  二σ ＝θ（。）が与えられたときのMの下限値σを求める．
     7－1     r’i                                  7            r

 この条件の下で，M、≧”である確率P、（M、≧κ）について，次式が成り立つ一

  P、（M、≧”）＝Σ’〉、P、（X、＿1に属すα十1個の節点の中で少なくともα個

  は独立集合であり，残りの1個の節点は，このα個のすべての節点に隣接

一？6一



し庄い）

・・舌（←’）、ζ（ζ：）！’（・イ）㌧州

・、之（：Tl）（！）αわ（1イ）甘α一’ （4．76）

式（4．76）の最後の式に従う確率変数を正とすると，式（4．70）から式

（4．74）を導いた場合と同様にして

して，

     αZ、＝σ、一、g一α十・（・）

  7。
σゴー1g一α＝θ（。）である。の値に対

（4．77）

が成り立つ．よって，式（4．？6）より

        α〃、蜆≧σ、…σ、一、クーα （4．78）

が得られる．

 以上，（1）及び（11）によって，式（4．64）及び式（4．66）が示された．

 式（4．64），（4．66）から次のことがいえる．

 ρ及びσを各々，
 ブ       7

           血    ρ、一（ρ、イーα）ク           （4・79）

σ二σ   g ■伍r   r一王
（4．80）

ρ＝θ（n）， σ＝θ（n）
0          0

の漸化式を痛いて得られる値とすると，ρ：θ（。），
                   7

。≧1に対して

M≦ ρ
r   〃   『

（4．81）

σ＝θ（n）である
r

（4．82）
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    〃  ＞σ                          （壬．83）
     r 届’  7

 が成り立つ．

式（4．79）及び式（4．80）を解いて

           二   。

    ゲ（・・、三！〆f≒   （・…）

    ㌃一（・・、三クド、三グ   （・…）

が得られる．又，㌦及び、を次式で与えられる后とする．

    ゲr大1小・打ぺ1ジ・）／／ （・…）

    ゲ／右1皿／・1手（・一・ぺ1））／」 （・…）

 式（4．84），（4．85）にα＝δ。，ρo＝ξon＋。（。），σo＝ξon＋o（n）及び

ク・＝1一戸／。（ザ1）十。（1／。）を代入することにより，

    ρ ≦ 0， σ  》O                     （4．88）
     ㌦  掘   戸’届一

が得られる．従って，式（4．82），（4．83）から

    W ≦； 0， W  ＞O                     （4．89）
     7”■蜆    η”■

が得手れ・結局川を表わす確率変去！岩（・）は次式を航す・

    r～α≦βル）≦γ、伍 （α…）        （4．90）

 上式に，式（4．86），（4．87）を代入することにより

    へ（・）千1＋与（・耶（与1ジ・）／l11・

                       （α・4・） ．（4・91）
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．／。（・！・［÷1小・手（・一岬（÷）ザ1

                        （o．‘．）      （4．92）

が得られる．κ董老2ン・と拾き・κ→Oのとき（e耶（κ）一1）／”→1，且つ，

（1－exp（一κ）／κブ1であることを用いれば，

（・后■ε后）・＜β。（・）＜（αバε后）・（㍑．） （4．93）

が得られる．但し，

ゲ÷1・（・・㍉） （4．94）

であり，ε后はδ→0のとき単調に0に近づく値を表わす．

（補題4．1証明終）

（補題4，2の証明）

P（M ＝κ）（‘≧老十1）を，
r  ｛，4

   〃． ：ξ’ ≡ξ  。十。（閉）
   一，后一1   ’，后一1    ミ，后一1

（4．95）

β后（n）二n∠≡α后n＋・（閉） （4．96）

の条件の下に，W‘，后＝κ（｛・≧老十1）となる確率≒する。補題4．1の証明の

前に平べたように・∫1に節点が加えられることに・X1，H（’≧老）に属す節

点は，すべて等しい確率ノ約（1≧老）でX’，岩＿、から除去され，等しい確率

1一 ｧ（i≧老）でX’，后＿iに残ることになる．このことから，次式が得られる．

  p、（〃ミ，后＝κ）＝p、（X｛，グ1の中で∫后に加えられた・ノ個の節点に隣接し

  危い節点がκ個存在する）

一（ξ…二1一・ジ石11＋・后生一・一・
（4．97）
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但し，式（4．33）から，

9伽…11〃一1一〃／・（・一1）十・（1ノノ掘） （4．98）

である．一式（4．95），（4．96），（4．97一）から，へ，β（1≧后十1）の平均値及び

分散は

亙（㌦）一［㌔，β一、岬（÷㍗）1…（・） （4．99）

7（M ）＝θ（n）
  ’，后

（4．100）

で与えられる．従って，チェヒッユフの不等式を用いて，

へ，。一、一［㌔，ト、一二㍉）1…（・）
（4，101）

が得一られる．

（補一題4．2証明終）

 4．3．4 解法1と解法皿の比較
                                皿
前項では，0 に解法皿を適用して得られる解の値を表わす確率変数β（。，

      蜆，c

・）が，任意のε〉Oに対して

     皿        皿       瓦
    （β （c）一ε。）物＜β （n，c）く＝（β （c）十ε）n （α．ク、）  （4，102）

皿    。
β （C）＝Σ冶白～ 04 （4，103）

と底ることを示した．但し，’及び批ぱ，式（4．30）に示した値であり，’また

α后（老：’・∴・）ぱ1式（4・42）・（4・43）の漸化式を解いて得られる値である．

 一方，解法1による解の値及び最適解に対する上限値を表わす確率変数を，

    1       。                 （6）
各々，β（施・・）及びβ（… ）とすると，次式が成り立つ一
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（’n（∵1）一ε）・・lI（…）・（’皿（c÷］）・ε）・

‡

β（n，c）≦≡（1＋ε）伍 （α．θ．）

（・．。．） （4，104）

（4，105）

但し，ε＞Oは任意に小さ在値を表わし，又，αぱ次式を満たす値である．

    一α1H一（1一任）1n（1一α）＝・αシ2       （4，106）

                             I
 1n（。斗1）／。及び式（4，106）から得られる皿の値を，各々，β（。）及び

 ヰ                    1   ’巫     ヰ
β（。）で表わし，。を変数としたときのβ（。），β一 i。）及びβ（。）の値を図

                    皿
4．1に示す．但し，式（4，107）を用いてβ（。）を計算する場合，式（4．30）
         11
に拾けるεの値をβ（。）に対して十分小さた値に定め，’及び班の値を決定し

ている．

 図4．1から，解法皿による解が解法Iによる解よりも良い解と在ることが

確かめられる．

 更に，各、に対するβ皿（、）／βI（、），β＃（、）／βI（、）及びβ‡（、）／β亜（、）の

値を図4．2に示す．

 図4．2から，平均線度。が小さいグラフほど，線度の非減少順に節点を選

ぶことによる解の改善度が大きいことが確かめられる．これは，。が大きいグ

ラフほど，。に近い線度をもつ節点の数が増す（各線度をもつ節点の個数は，

式（4．12）で与えられ，母数。のポアソン分布の変動係数ぱ1〃7で与えられ

る）～二とからも予想できる結果である．

                  』 図4．1てば，・≦1000に対してβ（・）の値を求めたが，更に大き在・に
     正
対して，一β（。）の値を求めることは可能である．大き友・の値に対して，

  皿          皿
εoβ（。）の誤差内でβ（。）を求めるために必要定式（4．43）の漸化式の数ば

                       ㈲先かだか，2 2・1皿ぐ・／εo）であることが示される ．

（注）脚注の説明は次頁へ

一81一



O．15

てO，10
。）

㌣

て

自）

、

で

一）

q O．05

◎

＼

＼

＼

＼

＼

、   、

’＼＼

   、、

・＼ ＼
、

   ．、、

＼

、

＼
一＼

β‡（。）

  1
‘β（・）

  皿
 β（・）

＼

・＼

 、

 ＼
   、
、   、
、．、 ＼

  、      、
   、、  ＼
      、       、

図4．1

50  I00
        c

 I     皿
β（C），β（C），

500   1000 一

βホ（。）の値
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  だ÷・・（一ざ）凶・・（一チ）（看÷）
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  であり，β （・）〉一であることを用いて，この結果が得られる．
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回4．2 β（。）／β（。），β（。）／β（。），β（。）／β（。）の値

 4．3．5 スケジューリング問題との関係

 本節てば，m≧・及び・〃＝0又はB～（老＝1…・一＝1…∫）で・・が任意の

値をもつとき，同時に処理できるジョブの数を最大にする問題を，グラフの節

点独立集合問題に定式化し，実用的な近似解法をランダムグラフを用いて確率

的に評価した．

 上記のスケジユーリ1／グ問題を解く解法としては，節点独立集合間題への定

式化・を用いる解法より優れた解法は存在し得たいことを以下に示す．（この意

味で2つの問題は同じ問題と考えることができる．）記述を容易にするため，

以下，上記のスケジューリング間題を∫0互と呼び，節点独立集合間題を7P

と呼ぶ，叉，∫C〃を4．3．1項に述べた方法を用いて7Pに定式化し，この

7Pに解法ノを適用する解法をノ（∫c〃）で表わす．
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     各ジョブと各節点ぱ1対1に対応することから，7Pに対する解法1の最悪

    誤差は，∫C∬に解法ノ（∫0∬）を適用したときの最悪誤差と一致する．この

、   最悪誤差をε∠で表わす．

     い．ま，解法ンは最悪誤差がεノ以下と在る最小の時間計算量をもつ解法である

    と仮定し，その時間計算量を0（ん（。））で表わす．このとき，ン（∫0〃）の時

    間計算量は0（mx（閉。，ん（。））と在る．7Pへの定式化を用いず，最悪誤差

    がεノ以下と宏る∫0∬に対する解法ぱ0（max（。。，ん（。））より小さい時間計

    算量をもつことは庁いことが次のように示される．

     首ず∫0∬の解法は少たくとも0（・∫）の時間計算量をもつ1二とに注意しよ

    う．従ってmaX（。。，ん（n））＝ん（。）の場合を考えれば十分である．

     任意のグラフ0・≡（X，r）に対して

∫茎X （4，107）

    ．沢…1㌦I（i・ノ）川         （4・108）

方るジョブ集合∫，及びリソース集合Rをつくる．又，ジョブiがリソース

五 を要求す．る量。（り），及び，リソースR の容量B を
リ          i               リ      リ

    7（iノ）＝1  （V’ξ∫，丑 后沢）                （4，109）
     ’              り

    B－1  （V五εR）         （4，110）
     り          リ

と拾く．式（4，107）～（4，110）で定義されるモデルに拾いて，同時に処理で

きるジョブ集合はグラフθの節点独立集合と一致する．従って，いま，∫c∬

に対する解法Bが0（ア∠（。））より小さい時間計算量で，最悪誤差．εノ以下の解

を得ると仮定すると，ん（。）＞。・であることから上記の定式化に要す時間は

無視でき・結局・解法Bぱ0（ア∠（・））より小さい時間計算量でザPを解くこと

にたる．これば解法∠が最小の時間計算量をもつ解法であることに矛盾し，従

ってこのよう注解法Bは存在し得たい．

 ランダムグラフぱ，∫0〃の立場からは，ジョブの間の競合（リソースの奪

合い）が，それぞれ独立に等しい確率で生じるモデルに相当し，図4．1及び
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図4．2の結果から，特に，競合数の少宏い場合に，解法皿は有効友解法である

といえる．宏拾，γPへの定式化も含めた時間計算量は，解法1で0（腕・），

解法皿で。（mx（。s，。1og。））である．

 又，図4．1及び図4．2に示した結果は，。が十分大きい場合を仮定して得

られたものであるが，解の平均値のみを考える場合には，そのまIま利用できる．

又，4．3．2項，4．3．3項で得られた式に古いて，・（瑚）やεを更に厳密宏

・の関数で記述することにより，。が小さい場合の解の値の分散を理論的に導

出することば可能であるが，その解析は今後に残されている．実験的には，

・二300で乱数を用いてランダムに発生されたグラフに対する近似解の値が，

                        （45）
理論値と数％の誤差内で一致することを確かめている ．

4．4 結   言

 本章では，リソース条件をもつスケジューリング問題の中で，多数のジョブ

が複数のリソースを同時に要求するとき，同時に処理できるジョブの数を最大

にする問題を，グラフの節点独立集合間題に定式化し，2つのヒューリスティ

ックた解法をランダムグラフを用いて確率的に評価した．

 重ず，線度の非減少煩に節点を選び得られる解の値（確率変数）が，“ほと

んどすべてのグラフ□で，平均線度のみによって一意的に定’まることを示した．

 次に，～二の値を，ランダムに節点を選び得られる解の値と比較し，線度の非

減少煩に節点を選ぶことによって解の値が改善されることを理論的に確かめた．

又，特に，平均線度が小さ在グラフほど，改善度が大きくたることを確かめた．

以上の結果は，従来の実験結果を理論的に裏付ける結果である．

 4．3．1項で述べた解法1～皿を含め，この問題に対して現在までに提案さ

れているすべての近似解法は，最悪の場合の評価からは絶望的な結果しか得ら

れてい老い．特に，解法1～皿に対しても，実験結果からは，その解の良さに

差が認められるにもかかわらず，最悪の場合の評価からは，同程度に悪いとい

う結果しか得られていない．最悪の場合の評価から良さが保証される近似解法

が知られていない問題については・少底くとも・ある分布に従う入力データに
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対して有効方近似鱗法を見い出すことば重要であり，図4．2の結果ばち解法

皿が，。＞。宏る節点数。をもつランダムグラフに対して有効友近似解法と底

る～二とを示している．

 ランダムグラフぱ，上記のスケジューリング間題の立場珍らは，ジョブの間

の競合が各々独立に等しい確率で生じる入力データの集合に相当し，本章で得

られた結果は，その集合に属す’ほとんどすべての入力データ’に対して適用

できるという点で重要である．ただ，ジョブの数が少庁い場合について解の値

の分散を理論的に導出することば今後に残された課題である．
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第5章 結 論

 本研究では，ジョブの間に先行関係が在任し底い静的スクジューリング間題

に対して，次の（i），（11）の立場から考察を行なった．

 （1） 小規模京間題に対して最適スケジュールを求める．

 （凹）大規模浸問題に対して実用的な近似解法を理論的に評価する．

 本研究で得られた結果と残された問題点を，以下にまとめる．

 第2率では，リソース条件をもたない一般的な静的スケジューリング間題に

対する厳密解法を提案し，この解法が既存の解法と比較して計算効率の面で優

れていることを，実験的に確かめた．又，この解法の中心的役割を果たす山登

ク法は，極めて短時聞に最適解に対する下限値を求め，しかも，この下限億は

最適解に対して十分良い近似を与える．このことから，最適解の下限値のみが

必要を場合（例えば，近似解法を評価する場合皮ど）にも，この山登り法は；有

効である．この山登り法は，リソース条件．をもつ問題に対してそのまま適用す

ることはでき在いが，シンプレックス法に代わる有効な手法を見い出す上で，

1つの手がかりを与えるものと考えている、

 第3章では，重み付き平均滞留時間最小化問題に対する，重み／処理時間

非増加順リストスケジューリングを最悪の場合について言平価し，1二の解法の最

悪一誤差の上限値が，

1い・・舳1（m三11㌦）2

    1・1・・ならばl／・・…（≒，㌣）1

で与えられることを示した．但し，∫∫は㌦／τ后が最大の値をもつジョブ集合

を表わす．上式は，各問題ごとに，ジ目ブの処理時間の値から最悪誤差の上限

値を知ることができるという点で有効であダ特に・mに比べて・が大きくτ4

一87一



が一様に分布する問題に対して，この解法が最適解に近い解を得るという従来

の実験結果を理論的に裏付けている＝

 更に，この解法の時間計算量に影響を与えをい1つの操作を加えたリストス

ケジューリングを評価し・Στ／新を越える処理時間をもつジョブが存在し左

いとき，この解法の最悪誤差の上限値が，1／4で与えら．れることを示した．

上記の条件は，又，すべてのジョブの処理時間がプロセッサの平均終了時刻を

越えないといいかえることもでき，少在くとも，すべてのプロセッサに2個以

上のジョブが割当てられる場合にはこの条件は満たされることから，この解法

は大規模な問題を解くための有効な解法であるといえる．ただ，任意の処理時

間をもつジョブ集合に対して，最悪誤差の上限値が1／4で与えられるように

解法を改良することは，今後に残された課題である．又，納期を含む評価関数

をもつ問題に対しては，有効な近似解法は知られてい哀い．この種の問題に対

して一般的に有効な近似解法を見つけることは難しいが，納期や処理時間の値

に制約が加えられた問題に対して有効左近似解法を見い出すことは期待できる．

 第4章てば，リソース条件をもつスケジューリング間・題の中で，多数のジョ

ブが複数のリソースを同時に要求するとき，同時に処理できるジョブの数を最

大にする問題を，グラフの節点独立集合問題に定式化し，この問題に対する2

つのヒューリスティックな解法をランダムグラフを用いて確率的に評価し，比

較した．

 まず，線度の非減少順に節点を選び得られる解の値（確率変数）カ㍉ 岨ほと

んどすべてのグラフ”で，平均線度‘のみによって一意的に定まることを示し

た．次に，この値を，ランダムに節点を選び得られる解の値と比較し，線度の

非減少順に節点を選ぶことによって解の値が改善されることを理論的に確かめ

た．又，特に，平均線度が小さなグラフほど，改善屡1が大きくなることを確か

めた．更に，この解の値と最適解の値との相対誤差の上限値は・＝50で約一

0．33，・＝500で約O．48の値をもつ・に関する単調増加関数となり，ラ

ンダムグラフに対する近似解法としてこの解法が有効な解法であることが確か

められた．第4章で得られる解の理論値は，十分大きな節点数をもつグラフに
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対して得られる値であるが，解の平均値のみを考える場合には，任意の節点数

をもつグラフに対して適用できる．各氏に拾ける。（巧）やεを，更に厳密な。

の関数で記述することにより，任意の節点数をもつグラフに対して解の値の分

散を導出することも可能であるが，そ一の解析は今後に残されている．

 ランダムグラフぱ，上記のスケジューリング間題の立場からは，ジョブの間

の競合が，独立に，等しい確率で生じるすべての入力データの集合に相当し，

第4章で得られる結果は，その集合に属す，’皿ほとんどすべての入力データ”

に対して適用できるという点で重要である、

 近似解法の最悪の場合の評価は，すべての入力データに対して，その解法の

良さを保証するという点で重要であるが，一方，第4章で考察した問題のよう

に，最悪の場合の評価から良さが保証される近似解法が知られてい危い問題に

対しでは，入力データの情報をもとに有効な近似解法を選択せざるを得ない．

第4章で用いた確率的評価は，入力データが統計的情報をもつ場合に対して有

効な近似解法を見い出す上で重要である．
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