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PROBLEMES MIXTES PAS NECESSAIREMENT L:-BIEN
POSES POUR LES EQUATIONS STRICTEMENT
HYPERBOLIQUES

Mitsuru IKAWA

(Recu le 24 avril, 1974)

1. Introduction. Soit { un domaine de R* dont la fronti¢re S est
compacte et C=. Etant donnés A(x, ¢: D,, D,) un opérateur strictement hyper-
bolique d’ordre m et Bj(x, t: D,, Dy), j=1, 2, -+, u, des opérateurs au bord
d’ordre m ;<m—12 coefficients appartenant 2 B(Q X (0, o)) et 4 B(S X (0, o0))"
respectivement, o on désigne %aix et %% par D, et D,.

Considérons le probléme mixte

A(x, t: D,, D,)u(x, t) = f(x, t) dans QX (0, T)
B(x, t: D,, D;)u(x, t) = g(x, ?) sur  Sx(0, T)
(1.1) .
7] =1) 2, Tty B
(Diu)(x, 0) = h(x) j=012 -, m—1.

On suppose que S n’est pas caractéristique de A4 et des B;, c’est-a-dire,

A(x, t: n(x), 0)==0 sur  SX[0, o)
(1.2) { B,(x, t: n(x), 0)%0 sur  SX[0, o)

ot n(x) désigne la normale extérieure unitaire de S a xS et 4, et B, signifient
les parties principales de 4 et de B;. Et plus on pose la condition

(1.3) m;+=m; si iFj.

Dans cet article nous allons considérer une classe des {4, B;} vérifiant
(1.2) et (1.3), pour lesquels le probléme mixte (1.1) est bien posé au sens de &,
qui a les propriétés suivantes:

() C’est des conditions sur les parties principales de {A, B;} qui déter-
minent si {A, B;} appartient & la classe. A savoir, la classe est stable pour la

1) B est ’ensemble des fonctions indéfiniment différentiables dont toutes les dérivées sont
bornées.
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perturbation des termes d’ordre inférieur.
(it Les propriétés géométriques de Q) me premment pas part a la classe.

D’abord nous donnons la définition des problémes bien posés au sens de &.

DtriNITION. On dit que le probléme (1.1) est bien posé au sens de &
lorsque pour toutes les données (%, g;, f) telles que k;€ £(Q), j=0, 1,2, ---,m—1,
g,€E(S X0, o)), j=1,2, -+, u, et fEEQX[0, o)), qui vérifient la condition
de compatibilité d’ordre infini, il existe une et une seule solution u(x, t)e&
(©2X [0, o)) satisfaisant 4 (1.1), ou &(E) désigne 'espace de Fréchet des fonctions
indéfiniment différentiables définies dans un domaine E, dont la topologie est
donnée par les semi-normes

lul s = 23 sup | D'u(x)|

VI<I *ekK
ou / est un entier positif et K un sousensemble compact de E.

Nous expliquons la condition de compatibilité. Etant donné A sous la
forme

A(x, t: D,, D) = D'+ 31 (x, t: D,)Dr?

ou pj(x, t: D,) est un opérateur différentiel en x d’ordre j. Pour {Aj, f}
définissons par récurrence Ay, ,(x), /=0, 1, --- par la forme

@) = — 33 33( £ ) D) 0: D)oy HDLS N, 0).

j=1 k=0
Posons
m+ﬁ—1ti
up(x, t) = ; ﬁhi(x)'

On dit que des données {k;, g;, f} satisfont a la condition de compati-
bilité d’ordre % lorsque

DB ju(x, t)] 4o = (D{g;)(%, 0) sur S,

j= 1,2, ey
pour I=0,1,2, --- k.

Considérons I’équation algébrique par rapport 2 «
(1.4) Afx, t: n(x)c+ow, T) =0

ot xS, veT ={v;0cR", i}n,-(x)w,-zO} et 7T=¢£&—in, 7>0. D’aprés
i=1

P'hyperbolicité stricte de A on voit que A,(, t: n(x)x+w, T)==0 pour tout kER,
w&T¥ et Im7<0. Donc le nombre des racines a partie imaginaire positive de
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(1.4) est indépendant de (x, t: w, 7). Désignons ce nombre par u.”
Soient « (%, ¢: », 7), j=1, 2, -+, u, des racines a partie imaginaire positive
de (1.4). Posons
o
(1.5) A(x, t:k, 0, 7) = I (k—&](x, t: 0, T))
j=1
et

(1.6) gz(x’ t: , T) — [_l‘ﬁ Bio(x, t: IC) @, T)[Cj—ldlc]
i'j=1’2,...,ﬂa .

2riJc A (x, t:k, ©,T)

otu C est un contour dans le plan complexe qui entoure toutes les «;. La
matrice ci-dessus s’appelle la matrice de Lopatinski, et on appelle

(1.7) R(x, t: o, 7) = dét R(x, t: w, 7)
le déterminant de Lopatinski. Notons que R(x, ¢: w, 7) est homogeéne d’ordre
m, = ]ﬁ_l mj—%jﬁ en (w, 7), C’est a-dire,

R(x, t: Mo, AT) = AN™R(x, t: @, T) VA>0.

Supposons que, au point (x,, ,: @y, &—10), y (%, t,: w,, &), p=1,2, --+, [?,
sont des racines simples de (1.4). Posons

(1.8) Ri(x, t: 0, T) = [51‘_‘ ZLM B(x, t: 1, o, T)&/" dlc]

r=1 1k -Kp*i=3 A+(x, lik, @, T)

ot la constante § >0 est choisie de telle facon que {x;|x—«k; | <8} ne contienne
pas d’autres racines de (1.4). Remarquons que R; est bien définie dans un
voisinage de (%, Z,: ©,, &). Posons

(1.9) Ri(x, t: 0, 7) = R(x, t: 0, T)—Ry(%, t: 0, T) .

Nous allons traiter la classe des {4, B;} dont la matrice de Lopatinski
satisfait aux conditions suivantes:

ConbrrioN I.
R(x, t: 0, T)=0 pour tout (x, @)= T*(S) t<[0, o), Im7<0.
R(x, t:0, 1)3=0 pour tout (x, )5 X [0, o).

ConbiTioN II. Pour tout (x,, Z,: @, &) fixé, on a dans un voisinage de
(xo» 1,2 g, Eo)

2) Ce nombre x est égal a celui des opérateurs au bord que ’on doit poser.
3) Naturellement / dépend de (xo, 2o: @o, &o).
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rank R (x, t: 0, 7) = p—I
rank R(x, t: w, &) = rank R,(x, t: o, &)+rank Ry (x, t: o, £).

ConprtioN III.  Soit R(x,, t,: @, &)=0. Alors on trouve des voisinages
U de (xy, ,: ,) €t U, de &, tels que pour tout (x, ¢: w)e U il existe une et une
seule racine T=¢(x, ¢: w) de R(x,?: o, T)=0 dans U, et sa multiplicité reste
constante dans .

Théoréme. Sous les conditions I, II et III, le probléme mixte (1.1) est
bien posé au sens de E.

Nous voulons souligner ici que la classe des {4, B} introduite tout a ’heure
contient des problémes qui ne sont pas nécessairement bien posés au sens de
L?. L’un des exemples plus typiques L*-mal posés vérifiant les conditions ci-
dessus est le probléme mixte pour ’équation des ondes avec la condition au
limit donnée par une dérivée oblique ([3] et [4]).

I1 faut considérer a quel point les conditions sont nécessaires pour que (1.1)
soit bien posé au sens de £€. A propos de cette question nous allons donner
les considérations détaillées dans I’article ultérieur, mais nous notons ici quelques
remarques:

(a) Sur la ConprTioN III. Le cas des coefficients constants et du demi-
espace. S’il existe (w,, &) tel que

p—rank R(w,, &)<lordre du zéro de R(w,, 7) a 7=¢,,

{4, B;} ne reste plus & bien posé par les perturbations des termes d’ordre
inférieur.

(b) Sur la ConprTION II. L’exemple 2 de [5], qui n’est pas bien posé au
sens de &, est un des problémes vérifiant la condition I mais pas la condition
II. D’autre part, le probléme mixte pour 1’équation des ondes avec la con-
dition de dérivée oblique dans le demi-espace est toujours bien posé au sens de
& (voir Tsuji [9]).

Il s’agit que, lorsque la condition II n’a pas lieu, les propriétés géométriques
interviennent dans la détermination des problémes mixtes bien posés au sens de
E.

L’auteur désire exprimer les remerciements cordiaux 4 M. le Professeur H.
Kumano-go pour les conseils.

2. Réduction aux problémes dans le demi-espace

Soit a(x, t) une fonction définie dans un voisinage de I’origine. On définit
une fonction a(x, ) pour v >0 par

a'y(x’ t) = a(Xy(x, t))
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ou Xy(x, £)=(x, £)X(|(x, t)|[v) et X(/) est une fonction 2 valeurs réelles telle que

Xl_{l I<1
()= 0 I>2.

Lorsque 7 est assez petit, a”(x, ¢) est définie pour tout (x, £)ER"™* et on a

(2.1) a'(x, t) = a(x, t) si |(x )| <v

Y(x, B)| < , ¢
(2.2) (I"s)gnpnﬂla (%, )] Kf:)llgzyla(x )|
@ 1- || B
(2.3) (I.ls)lelupﬂ+1 | D, .a"(x, t)| <CuY l;ggl | D%, .a(x, t)| .
I Hl<2y

Soit A=31 a, (x, t)D3D} un opérateur strictement hyperbolique dont les
coefficients sont définis dans un voisinage de I'origine. Définissons un opérateur

A par
(24) A t:D,, D,) = >} aj (%, )D3D],

alors il est un opérateur différentiel strictement hyperbolique défini dans R**'.

Pour les opérateurs au bord Bj(x, ¢: D,, D,) avec les coefficients donnés dans

un voisinage de l'origine définissons B](x, ¢: D,, D,) par la méme maniére.
Dé¢signons dés maintenant (&, g;, )21 (k; 4, B;, E, t,) lorsque

(s 8 ))& TLH4-H(E) x TLH "1 HOEX (t, 22)) x HHEX (1 )

satisfont a la condition de compatibilité d’ordre & pour le domaine E 2 t=t¢,.
Supposons que le théoréme suivant soit démontré.

Théoreme 2.1. Etant donnés des opérateurs A et B; dont les coefficients
sont définis dans un voisinage de I'origine. Supposons que A et B satisfassent, dans
un voisinage de U'origine, aux conditions I, I1I et I1I données dans le paragraphe 1
en prenant Q=R = {(x,, ¥'); ,>0, ¥’ €R"'}.

Alors il existe v>0 tel que le probléme mixte dans le demi-espace

A'u(x, t) = f(x, t) dans R3X(0, T)
(2.5) By, )| o =g,(*, 1) j=1,2,
(Diu)(x, 0) = h(x) 7=01 - ,m—1

admet une et une seule solution u(x, tyc H™*?~*(R} X (0, T)) pour toutes les données
(h;, 85, ))EX (p; A7, B, R, 0).  Encore plus le probléme (2.5) a ume vitesse
finie propagatrice.

Alors du théoréme ci-dessus on déduit le théoréme de existence des solu-
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tions dans des espaces de Sobolev, pour domaine général, sous I’hypothése que
la vitesse propagatrice reste bornée lorsque les coefficients de {4, B;} par-
courent dans un ensemble borné en vérifiant les conditions I, II et III.

Théoréme 2.2. Pour T >0 fixé, il existe un entier N(T)® tel qu’il existe
une solution u(x, t)e H™*2~*(Q X (0, T)) du probléme (1.1) pour les données
(h;, 8, EX(p+N(T); A, B;, Q, 0) et (1.1) represente un phénoméne pro-
pagateur avec la vitesse finie.

Etant donné x,&S. Supposons que la normale extérieure unitaire de S
a x, soit (—1, 0) et que S s’exprime dans un voisinage de x, par une équation

= P s 8a) = D)
Apres le changement de variables @

%, = x,—p(x)

¥ =ux

{4(x, t: D,, D,), B;(x, t: D,, D;)} se transforme en {A(%, t: Dy, D,),
B (%, t: Dz, D,)}, qui vérifie les conditions I, II et III dans un voisinage <V de
Porigine. Si les données (4, g;, f) satisfont 2 la condition de compatibilité,

(k;, &;, F) les images de (k;, g;, f) par @ la vérifient aussi dans DN {¢=0}.

Grace au théoréme 2.1 on trouve v >0 et un voisinage de I’origine Gy
tels qu’il existe une solution #(x, ¢) du probléme

Aia=Ff dans N R% X (0, o)
Bia =g, dans CU’NR*'%(0, o)
(D)%, 0)=k;  dans P'NR:X {t=0} .
Alors u(x, t) 'image de #(x, ¢) par @, qui est définie dans un voisinage
Y de (x,, 0), satisfait a
Au=f dans YN QX (0, o))
Bu=g; dans <N (S X (0, o))
Diul,,=h; dans YNn@Qx{t=0),
ot €Y/ dépend de @ et de v.

Doncon a

Proposition 2.3.  Pour tout (x,, t,)€.S X [0, T] on trouve un voisinage <V, +»

4) L’exemple 1 de [5] nous montre que, en general, I’entier N(T') dépend vraiment de 4
de B, de £ et de T.
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de (x,, ,) dans R*** tel que pour toutes les données (h;, g;, )€ (k: 4, B, Q, t,)
il existe une fonction u, (%, t)E H¥ Vs, 19 N QX (15, 00)) vérifiant

Auu,o’ ,O)(x, t) = f(x, t) dam CV(xo, £ n (Q X (tO) 00))
(2.6) B sy, 1p(%, 1) = g (%, 1) dans  CUViuy 1N (S X (20 ©0))
Ditzy, 1%, 1) = hj(x) dans  CUViy, 10N (X {t=1t}).

D’autre part, le fait que la vitesse propagatrice du probléme pour {4, B7}
reste bornée lorsque (x,, %,) parcourt dans SX[0, T se raméne a Ja vitesse
finie du probléme (1.1). Cela signifie qu’il suffit de construire locallement des
solutions du probléme (1.1), c’est-a-dire,

Proposition 2.4. Supposons que pour tout (x,, t,)SX[0, T] on trouve un
voisinage V., 1> de (%o, t,) dans R™" tel que pour (h;, g;, f)E2] (k: 4, B;, Q, t,)
il existe une fonction u (%, )EH™ 2V, ;N (QAX (L, T))) satisfaisant
(2.6). Alors il existe 5,>0 tel que I’'on trouve une fonction u(x, tyc H™+*~*Qx
(2o, ta+3,)) vérifiant (1.1) pour tE(1,, t,+8,). Et plus 8, ne dépend pas de
t,e[0, T].

Démonstration. Désignons par v,,,, la vitesse propagatrice du probléeme
pour {4, B;} dans Qx (0, T') et par A(x, ) un cone defini par

A(xm to) = {(x) t); 'xo_xl gvmax(to—t)} .
On peut trouver §,>0 tel que pour tout (¥, ¢,) S %[0, T]

(2.7) A t+80) N QX (oy 20F-86) Vg, 1)

pour certain x,E.S.
Dé¢finissons u(x, #) dans QX (%,, #,-+3,) par

(2.8) (%, 1) = Uz, 15(%, 1) dans  A(%,, 2,4 8,) N (22X (L, £,1+8,))
et dans QX (¢, t°+8°)—,US A(x, t,48,) par

(2.9) u(x, t) = la solution du probléme de Cauchy pour 4, dont les données
initiales sont 4, j=0, 1,2, .-, m—1.

En tenant compte de la définition de la vitesse propagatrice on voit facile-
ment que u(x, t) est bien définie, qu’elle vérifie (1.1) dans QX (%, #,+3,) et
appartient a3 H™¥=(Q X (2,, t,+3,)). c.q.f.d.

En combinant les propositions 2.3 et 2.4 on montre le théoréme 2.2. Etant
donné (k,, g;, f)€2] (k; 4, B;, Q, 0). L’existence locale de la solution est
assurée par la proposition 2.3, donc la proposition 2.4 nous montre qu’il existe
une solution u,(x, ) e H"**2(Qx(0, §,)). Alors d’aprés (Diu)(x, )€
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Hm+k=i=5%Q) et ((Diu)(%, &), &;, f)€X2(k—2; 4, B, Q, §,). L’application
les propositions en prenant QX {#=3§,} comme le plan initial donne I’existence
d’une fonction u,(x, £)€ H™+*~*(Q X (8,, 25,)) vérifiant (1.1) dans QX (8, 28,).
On continue cette procédure successivement et on a

u;(x )EH™ QX ((—1) 80 j80)) -
Définissons u(x, t) par
u(x, t) = u;(x, t) pour t=((j—1)6,, jb,)

et on a u(x, )€ H™ *-*ATAD(Qx (0, T)). 1 est évident qu’elle est la solution
désirée de (1.1). Donc le théoréme 2.2 est démontré.

Problémes dans le demi-espace (l1a démonstration du théoréme 2.1)

Nous allons démontrer le théoréme 2.1 dans les paragraphes suivants. A
propos de l'uniformité de la vitesse propagatrice nous ne ferons pas de con-
sidération ou de déscription spéciale, mais on la voit aisement d’aprés la pro-
cédure de la démonstration du théoréme 2.1.

Dans la suite, on désigne le demi-espace par

R} = {(x, y); x>0, yeR"'} .
3. Notations et des opérateurs pseudo-différentiels avec un para-
meétre

Pour k une constante réelle posons
(B.1)  H*= {u(y, £); u SRy X R,) telle que
lelle = ([{ (141 01+ &1 8(0, &)|°d0de) "<+ o0}

R®

ou #(w. &) est la transformée de Fourier de u(y, t). Pour / un entier non négatif
et k un nombre réel posons

(32)  H™ = {ulx, 3, 1) llu(s, 3, Dlll.a
1 oo
= (1D, 3, Bz sm sy <400} .

Etant donné 7 un nombre réel. Définissons les espaces Hj et H,'* par

H; = {u(y, t); e ™u(y, t)cH*?}

5) & est ’ensemble de toutes les fonctions définies dans R} !X R; a décroissance rapide
Pinfini. &’ désigne le dual de S.
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Hit = {u(x, y, t); e ™ u(y, x, )c H"#} .

Soit P(y, t: , 7) une fonction de C=(Ry™* X R, X Ry™*Xx C_) 4 valeurs kX k
matrices, ol

C_= {¢—in;7>0} .
On dit que P(y, ¢: o, T) appartient 4 S™ lorsqu’il a lieu
(33)  185.D5,P(y, : 0, 7) <Capl| 0| ||y 100"
pour tout (y, ¢: 0, T)ER}*XR,X Ry X C_.

Pour P& S™ on définit un opérateur pseudo-différentiel P(y, t: D,, D,—in)
par
P(y, t: D,, D,—in)u(y, t) = SSe‘“""*”’Q’(y, t: o, £—1n)#(w, §)dods

pour #(y, t)e S.
Nous notons quelques propriétés fondamentaux des opérateurs pseudo-
différentiels sans donner des démonstrations.

Lemme 3.1. (i) Soient P=S™ et Q= S™. Alors
P(y, t: D,, D,—17)(y, t: D,, D;—1n)
_ %(OZ,,@)(D:,Q)(y, t: D,, Dy—in)+Rn(y, t: Dy, Dy—in)

lel<wy

ot RysSm™™-N,
(i1) Pour P=S™, il existe P*< S™ tel qu’il a lieu

(2(y, t: Dy, Di—in)u(y, t), o(y, 1))
= (u(y, t), PXy, t: D,, D,—in)v(y, t)) Vu,veS.

Et plus on a Uexpansion suivante :

Py, t 0, 1) = 3 103 D2 *P(y, t: 0, )+ Ru(y, t: @, )

191<y !

o *P(y, t: w, T) désigne la matrice adjointe de P(y, t: o, T) et Ry S™ 7V,
(i1) Si Pe S’ il existe une constante C>0 telle que

IP(p, t: Dy, De—im)u(y, e<Cillulle ~ VueS.
(iv) St PeS7, il existe une constante C>0 telle que
1Ly, £: Dy, Di—im)u(y, Ole<Cen7’llulle  VueS.
(v) Soit P(y,t: 0, T)ES. Supposons que
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inf _ lim Re %Q’(y, £: Ao, NE—iNm)>2¢(n) .

Wt ©)ERE" pA>o0
Alors il existe une constante C >0 telle que
Re (P(y, t: Dy, Dy—in)u, u)>c(a)llull*—Cllull* .

Disons que un ensemble T" de R ; est conique lorsque (w, &)ET entraine
(Mo, A&)ET pour tout A>1. Pour deux ensembles coniques T, i=1,2,
TI',c cT, signifie qu’il existe >0 tel que pour tout (w,, &)ET, {(co, &);

(a), E) . (a’o’ fo)
|(wr S)l |(wo» eo)l

Lemme 3.2. Soient T, et T, des ensembles coniques tels que T",C CT,.
Supposons que P(y, t: o, 7) et Q(y, t: w, T), i=1, 2, appartiennent & S* et que

Oy, t:w, 7) = Q)y, t: @, T) V(w, 7)eT,—1(0, ).

Alors pour t, s R quelconques il existe C, , tel que

<e)er.

O, Pu—QPull, < C il lull

pour toute u(y, t) satisfaisant a
supp #(w, T)CT, .

Quant au calcul des opérateurs pseudo-différentiels, lorsque I'on considére des
fonctions ayant le support de la transformée de Fourier contenu dans un en-
semble conique T, si seulement les symboles des opérateurs sont définis dans
un voisinage conique I', de T, nous allons traiter les opérateurs comme ils ont
des symbole définis dans tout espace sans décrire des prolongations des symoles.
En effet, grace au lemme au-dessus la différence des prolongations des symboles
au dehors de T, peut &tre considérée comme un opérateur appartenant a S,

4. Propriétés fondamentaux de . (d’apres Kreiss [6])
Nous allons traiter le probléme
Au(x, y, t) = f(x, v, t) dans R} XR,

(41) Bju(x: Y, t)lx:o =g,-(y, t) ]= 17 2) ety [
(Diu)(x, y, 0) = h(x,y) j=0,1,2,-,m—1

par des systémes équivaux.
Soit

A = a(x,y, t)Dy+a,(x, y, t: D,, D,)D7'+---+a,(x, y, t: D,, D,).
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Alors {a,(x, y, t: o, T)} ;er, est un ensemble borné de S°.
Dénotons (1+ | w|*4 | 7|?)"/? par A\ et AM(D,, D,—i7n) par A.
Posons
ugx, y,t) = A" D 'u(x, y, t) , i=1,2--,m,
et
uy(x, y, t)
Ux, y, t) =| %(*3,1)
u,,,(x; v, 1)

Alors si ’on prend

4.2) M(x, y, t: o, T)

0 i 0 0

0 0 i 0

= )

0 1 ST in
_iamxl"m/ao _iam__lxz_m/ao escess 000t ane _ial/ao

A(x, y, t: D,, D,, D,—in)u(x, y, £)=f(x, y, t) se réduit a 'équation
(43)  0,U= M(x,y, t: D, D,—in)U+F

~

ou

if]a,
Supposons que B s’écrive

myj+1

J
B,-(y, t:k, o, 'r) = Z;bjk(y’ t: o, T)Mla—l .
Si 'on définit une u X m matrice

By, tro,7)=[b(y, t:o, INT* ],

k=1,2, >+, m

en posant b,,=0 pour k>m;+2, alors B S° et

Bi(y’ L Dx»‘ DJU Df—iﬂ)u(x’ Y, t)lx=0 =gj(y’ t) ]= 1’ 2’ AN

79
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sont équivaux a
“4)  {B(y, t: Dy, D,—in)+ B} U(0, y, £) = G(», )
ou B =[[A""**, by, t: Dy, Dy—in)]]; » €t

A" gy, 1)

A" gy, B)
G(y, t)= :

A7 l.gf"( Y, t)

Désignons par H, la partie principale de M, c’est-a-dire,

%, 9, t: @, T) = lhim%ﬁfl(x, y, t: ho, ht),

et posons

My(x, y, t: 0, T) = M(x, y, t, 0, T)— Mo, y, t: @, T) .

On résume quelques résultats qui sont entrainés immediatement des con-
sidérations de Kreiss [6].
En posant {=(w, £)& R" nous désignons souvent

Mox, v, t: 0, E—1n) comme M, ¥, ¢: £, 1),
¢

et dés maintenant on désigne —>— et — par ¢’ et. 7.

&1 1g]

Lemme 4.1. Pour tout §,4+0 fixé, il existe une matrice I, non singuliére
telle que
M,

M, 0
(45) EZo'~%to((), 0; 0: é‘o, 0) g;‘ =
0

et M;, j=1,2, ..., r, ont les propriétés suivantes:

(l) K; 1 0 0 .eeeee 0
0 «;, i 0

M;=|0 O0- 0

e g
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(ii) K; ¥k Si1.9
Désignons I'ordre de la matrice M ; par s(j).

Lemme 4.2. I existe une matrice 9(x, y, t: &, ) définie dans un voisinage
de (0,0, 0, &,, 0) qui est indéfiniment différentiable en (x,y, t) et analytique en
(€, m), telle que

4.6)  Gyx,y, t: 8, 0) M, y, t: 8, 0) I (%, 3, t: §, )
Ml(xl y: t: t; 7])
My(x,y,¢t: 8, 77) 0

M(x,y, t: ¢, m)
et au point (0, 0, 0: §,, 0) M ; sont indentiques a celles du lemme précédent.
Supposons que

pour j=1, 2, ---, [, s(j)=1, Re 0, 0, 0: £, 0)=0

et Re«,(0, 0, 0: &, 7)<0 si >0,
pour j=L+1, [,+2, -+, I, s(j)=1, Re «,(0, 0, 0: §,, 0)<0
pour j=L+1, ,+2, -, I, s(j)=1, Re £ ;0, 0, 0: &, 0)=0,

et Re«;(0, 0, 0: &, 7)>0 si >0,
pour j=U+1, I;+2, -+, I, s()=1, Re x40, 0, 0: §,, 0)>0,
pour j=[+1, [,4-2, .-+, I, s(j)>2, Re « (0, 0, 0: §,, 0)=0,
pour j=I+1, [.+2, -+, I, s(j) =2, Re « (0, 0, 0: §, 0)<0,
pour j=I+1, [.+2, ---, I, s() >2, Re £ (0, 0, 0: §,, 0)>0.

Soit P(x, y, t: £, ) la projection sur I'espace propre de M, c’est-a-dire,

1

27tl|xj-zl=5

Pj(x: J’; t: g; 77) = (z—ﬂo(x: y; t: g: ﬂ))_ldz

En considérant M ,(0, 0, 0: |£|&,, |£]7") comme une fonction de |&| et de
7', on peut la dévelloper comme suit:

M0, 0, 0: ||, [E]7)
= [£[(M 40, 0, 0: &, 0)+7"N ;(£,)+0(n"*))

6) Les valeurs propres de <Mo(x, ¥, t: {, 1) sont égals aux racines £ de Ay(x, ¥, t: £, 1{)=0.
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nll ”12 ...... nls

n n22 oooooo nzs .
Nit)y=| "...0. , s = (),

nsl n32 ...... nSS

eton a

Lemme 4.3. Pour j=1,2, -+, 1, L,+1, ---, L,, L+ 1, -+, L, tous les éléments
de N ,(§,) sont réels et il existe une constante ¢ >0 telle que

|”sl| =C.

Et plus les valeurs propres ;,(0, 0, 0: |§|8,, 1), v=1, 2, -+, s(j), de M ;(0, 0, 0:
|&18,, m) sont a la forme suivante

’ij(o’ 0, 0: lglé‘oy ’7)
= [&]x 40, 0, 0: &, 0)+ [ £ | (iny, n)"*+0(1E | ~2F),

donc pour 7>>0 M;a

5[2 s=0(2)
4.7) p(j) =1 (s—1)2 st s=1(2) et n,>0
(s+1)/2 s=1(2) et n,<0

valeurs propres k @ partie reélle négative.

Proposition 4.4. Pour j=I,-1, 1,12, ---, 1, on peut trouver une matrice
symétrique R (x, y, t: §, 7)€ S° de la forme

(48)  Rx,3, 1:8,7) = (D+E)—in'F,,
0 0 0 - 0 d,
0 0 0 - .d, d

(4.9) D;=| ...
0 4, dy e
dls dzs d38 i ds—ls dss
0 _f 12 0

.flz 0 _f23/.'. 0
(4.10) F;= 0 fa 0 .

0 ."-.-.... .‘.."'.:.:. _fs—ls
\ ..". fs—ls ..'- 0

ot les élément de D ; et de F; sont des constantes réelles et tous les éléments de
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de E=[e;]s ko, ..., scj» Sont C* et ils ont Pestimation
(411)  lew(x, y, t: &, 7)I<CIE—&] ,
et R; vérifie
(4.12)  ReR,(x,y,t: 5, )M (x, y, t:, &, n)=>nl

pour (&, 1) tel que 0<n/|&| <m,.

REMARQUE. 1l est trés profitable de décrire briévement la procédure de
la construction de R;. Pourvu que n,d,;>2 on peut choisir D; arbtrairement
sous la forme (4.9). Et puis on n’a qu’a choisir f;;,,=d”, j=1, 2, ---, s—1,
pour une constante d >0 suffisamment large. E; est déterminée, de telle fagon
que (4.11) ait lieu, par M; et D; en résolvant une équation linéaire.

5. Estimations au bord des solutions

Lemme 5.1. Soient B;(7), j=1,2, ---, h, des colonne vecteurs de longueur
h. Pour j=1,2, ---,1, B,(7) sont analytiques en 7 et pour j=I+1, 142, h
B;(7) ont Pexpansion de Puiseux.

St rank [B(7)] -1, ..., ;i=1—0, Pordre du zéro de g(t)=dét ([B;(7)];=1.z, ...,)

au point T, est au moins G et lorsqu’il a lieu

1
(5'1) Bj(TO) =k§lajkﬁk(70) ] = 17 2) %y 0 ’
on a une expansion

(5.2) g(r) = (7— T)"{det[aa'e 2 o Be ...

k=0 61'

Lo 33 w2t Buvsy - BuJ(r+ 0y}

on q est une constante positive.

Démonstration. Sans géner la généralité il suffit de montrer (5.2) sous
I'hypothése que (5.1) a lieu. D’aprés ’hypothése on a pour j=1, 2, -+, [,

0B, \
Bi(7) = Bi(T)+(7—70) 5 (7o) +0(r—70)*,
et pour j=I41,14-2, ---, h,

Bi(™) = B(r)+O0(T—7)%,  g;>0.
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gﬂ__&4ﬁ¢)+@_oa@()+mpqy“u
"sﬁxnr+&—wo%§qny+wr—%y,
Bra(To)F0(7—Tp)%+1, -ee, ﬁh("'o)-l-o(’f—‘fo)""]
= dee[ (=)~ B an L))+, -

oy (1= L= 5 O+ Or =Y, Barr) 0=,
AR BI(TO)“‘O(T_TO); 181+1(To)+0(7_‘70)q1”y oo
ey B 0=

Bo+1(To)s *+*s Bh(To)]—l—O(T — To)q} g>0.

c.q.f.d.

Nous introduisons des notation pour désigner des matrices. Supposons
que pour chaque (7, j), /;; soit un colonne vecteur de longueur k. On désigne
par

une kX ﬁ f(i,) matrice définie par
q=1

[hul huz uf(u) h:zl hszz hipf(ip)] ¢

Soit 4, un colonne vecteur de longueur k avec un indice 2. On dénote pour
un sousensemble des indices [={z,, -+, i,} par H=[h;];c; une matrice kX p

H= [hilhiz'"hi,] .

Nous allons maintenant considérer la matrice et le déterminant de

Lopatinski. Désignons par B (¥, t: ®, T) un colonne vecteur de longueur
défini par

B{*V(y, t: k;, o, T)
B = Bé"‘"(y,: tik;, w,T)

BD(y, t: k; w, 7)
ou BV — 6"‘1B](y, t: ke, o, T).
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Alors par la définition de la matrice de Lopatinski on a

(53) RO, 0:8, 0) = [Bu0, 0: Lo Ooss o sy, ot
J

B=1,2, +o0s

(54) R0, 0:&,, 0) = [B,,B,,-++B,,,, 0, 0-:-0]
et

(5.5) R0, 0: &, 0) = [0, 0---0, B,4(0, 0: &5, 0)];—,+1, ... 2 -
E=1,2, -+ p(J)

D’aprés la condition II, si R(y, t:£,0)=0, on a nécessairement
rank R(y, ¢: 8, 0)< L,—1. Cela signifie que les points (y, 2, §) tels que
R(y, t: £, 0)=0 coincident avec ceux ou le déterminant de Gramme des vecteurs
B,,, -+, B,,, devient null. Gréce 4 la condition III on a une et une seule racine
&(y, t: ») de R(y, t: £, 0)=0 dans un voisinage de &, qui est aussi le zéro du
déterminant de Gramme de {B,, -+, B;,}. D’autre part, le zéro du déter-
minant de Gramme est C* en (y, t) et analytique en . Donc on a vu que
&(y, t: ®) est C= en (¥, ?) et analytique en w. Et plus 'ordre du zéro de
R(y, t:w, T) 24 T=£ (y, t: w) est § pour tout (y,t, )€U un voisinage de
(0, 0, w,). Donc on en déduit en tenant compte de la condition II

(5.6) rank R,;(y, t: 0, &(y, t: ) = [,—0 V(y,t 0)eU.

Supposons que By.y,(0, 0: w,, &), +++5 B,(0, 0: w,, &) soient linéairement
indépendants. Alors nous pouvons supposer que

(5.7) Byin(y, tw, &3, t: ©)), -+, Byy(y, t: o, &y, t, ©)) sont aussi linéaire-
ment indépendants pour tout (y, ¢, w)eU

En combinant (5.6) et (5.7) on a

I2
(5.8) B,(y, t: @, &, t: ®)) =k§1ajk(y, t: 0)By(y, t: o, &, t: 0))
=12 ..6.

11 est immeédiat de voir

aBu_ aBkl 6Bo1_ aBkl
(5.8) det [_5;_“ Ealk or ’ ’ or Zaok ar ’

By~ Braro |0, 0: 0, £)%0

par P'application du lemme 5.1 en tenant compte de (5.8) et du fait que I'ordre
du zéro de R(y, t: », 7) est 6.
Posons
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(5.10)  G(x, 9, t: 0, 7) = [Ts;(x, 3, t: §, 71)];-=;.§.---.z7 X
iz sl

alors T, qui est un colonne vecteur de longueur m, est indéfiniment différen-
tiable en (x, y, ) et analytique en (w, 7) et pour =1, 2, ---, [,

1

(%, 9, t: 0, HNT!

(511)  Tu@, y i, —| AP )
’Ci(xx y: t: w; T)m_lx’_"”-l
et pour 7>/,

1

K
(5.12)  T,40,0,0:¢&, 0) =0!"! lgz
€™ Je=x0, 0, 0: £, 0)
Posons
I = {(i)]);": L2, .1 tel que p(i)>1:
etj=1,2, -, p(2)}

et
I = {G,j);i€{1,2, -« L}, j=1,2, -, s@}—1".
Définissons
(5.13) (D%, y, t: 8, 0)) = [T;(%, 3, t: &, M) per-
et

(Do, 3, 8: & )7)" = [Ti5(%, 3, 88, M]ai per -
Notons que (95%)~ est mX p matrice, parce que fl_:‘ p(f)=p. On définit une
X p matrice R(y, t: o, T) par -
514 RO, t:0,7) = By, t: 0, N0, 3, £ @, 7)) .
Si l'on pose R=[R;];-1......us grace a (5.11) on a
(5.15) Ry, t:0,7)=B;(0,y,t:0,7) j=1,2,--,1,
et d’apres (5.5), (5.11) et (5.12)
(5.16)  R(0, 0: &,, 0) = R(0, 0: &,, 0).

La relation (5.8) nous donne
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Ry, t: 0, 7) = dét R(y, t: o, 7)
= (T—&(y, t: m))"{dét [?EBA— SN
T

.. 0By 0By,
T or 2. or

+(T—&(y, t: m))q} q>0.

D’autre part, d’apres

aBkl eve
or ’

’ R8+1'"Rl"](y1 t:w, 5(3’: t: w))

det [8Bu_ > Ollkiin1 . 0B, > aokﬁB,,l
or or

ot or ’ Bo+1) o

Yy BIGP(IS)](O» 0: Co)

= dét [6_3_11___ 2 (2477 aBkl » % aBel_ 2 aok%’ Ro+1,
or or or or

.ey R,L](O, 0: o, &),

qui est différent du zéro. Donc on a

Lemme 5.2. Pour (y, t, 0)eU R(y, t:, w, 7) a un seul zéro T=¢(y, t: o)
dans U, qui est d’order 0, et plus on a

(5.17)  rank R(y, t: 0, &y, t: @)) = p—0

(5.18)  rank (R—R;) = u—1,.
Désignons par R, (¥, t: w, 7) le (i, j) cofacteur de la matrice R(y, ¢: o, 7).
Lemme 5.3. Sij</, pour tout i

(519)  Ri(y, 1: 0, 7) = (—&(, 1: @) Qs(3, £ 0, 7)

ou Q;; €87, et si j =11, pour tout i

(5.20)  Rif(y, t:0, 1) = (1—&(, : )P Quy(3) £ @, 7)

ou Q;;€S57°.

Démonstration. Posons
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11 est évident que pour (Z, j) quelconque
rank R;; <p—0=(u—1)—(0-1),

donc I'application du lemme 5.1 montre que (5.19) a lieu pour n’en port quel
(Z,7). Sij=lL+1,

(5.21) rank R,;;<p—0—1=(p—1)—0

parce que I'on a rank R;;<rank R;;;4-rank (R—R;),;, d’apres (5.17) et (5.18)
rank (R—R,);;=pn—1—1, et que cela nous donne (5.21). On en déduit im-
mediat (5.20) en appliquant le lemme 5.1. c.q.f.d.

Définissons une X p matrice Q,=[g;,]€ S° par

g;; = N0 pour i</,
9:; =NQj: pour i>l+1
et nous avons

Lemme 5.4. Dans un voisinage de (0, 0: w,, &) on a

"
(5.22) gq,-jrj,‘ = §;(T—E(y, t: ))A7'1(, t: w, T) pour i<l,
et

M
(5.23) Z_:,q,-jrj,, =0;1(y, t: 0, T) pour i=l+1,

0 '{’:':k et r€S° vérifiant |r(y, t: o. 7)| >c>0.

ou 9‘2,=[T‘-j],-'j=1,2...._p., 8;k= {1 §1 i—k

Démonstration. Gréace 4 la définition de R;; on a
"3
Eleirjk = SikR(y) t: w, T)
&
= 8u(T—&(y, t: 0))°7(y, t: 0, T),

et par I'hypothése il a lieu 7(y, ¢: », 7)3=0 dans UX U, La substitution de
(5.19) donne pour </,

"
Z—': Qi1 ik = Su(T—E&(y, t: @))7/,

cela implique (5.22) par la muliplication par A°"' en prenant r=\%'&S"°.
(5.23) est aussi montré par le méme raisonnement. c.q.f.d.

Supposns que

supp U(0, o, &) {(w, £); —(“ﬁ—ro‘ <eo}

[(w, &)
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et que le lemme 5.4 a lieu pour un voisinage conique T, de T,.
On va déduire des estimations 4 priori de U(0, y, t) de ’équation

{B(y, t: Dy, D,—in)+B_} U, y, t) = G(y, 1) .

Comme nous avons prévenu dans le paragraphe 3 on peut achever le calcul
des opérateurs pseudo-différentiels sans prendre des valeurs des symboles a
Pextérieur de T', en considération.

Soit W=(w;;);,...,;, un colonne vecteur le longueur m. On désigne
F=1:2, o0, S(D

par W~ un colonne vecteur de longueur p défini par
W= = (w;;)a,per-
et W* un colonne vecteur de longueur m— p défini par
Wt = (wij)(i,j)EI+ .
Posons
W(y, t) = 9y, t: D,, D,—i)U(0, y, t),
alors on a

BU = (BoT;'T)U
= (BoTWW+BLU

ou B”,&87'. Par les définitions de (4;7%)* et de W=
(BT = (Bo(D57) YW +(Bo(L )W .

Rappelons que
Bo(T5)(0, 3, t: 0, T) = R(y, t: 0, 7).

Nous avons
(5.24) jl(y, t: Dy, Dy—in)W~- = G—(B(L)YWr—B_,U,
ou B_,=B  +B’'eS".

En appliquant AQ(y, ¢: D,, D,—in) 4 (5.24) et utilisant le résultat du
lemme 5.4 on a

7) Soient P(y,t:w, 1)ES™ et Q(y, t: @, T)ES™, (PQ)(y, t: Dy, D;—i7) signifie ’opéra-
teur pseudo-différentiel défini par le symbole My, t: @, T)=P(y, t: 0. 1)Q(y, t: 0, 7)E
Sm+m"
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(Di—&(y, t: Dy)—in)rw,
(D,—¢&(y, t: p,)—in) rw,,

AQRW~ =| (D,—¢&(y, t: D,)—in)rw,, |+(ordre O)W- .

Arwlrﬂl

Arw;
Par (v) du lemme 3.1,

”(Dt—in—S(y: t: Dy))rwﬂ“k
>n”rwj1”k—cllrwj1”k

Zenllw il le—Cllwjlle -
D’autre part il est évident

l|(ordre 0)W~+AQ(G— Bo(T5*y W*— B_,U)|ls
SC{W e+ IGllera W e HIU R}

Donc on a

Lemme 5.5. Pour tout k réel, il existe Cp>0 tel que Uon a pour u suffisam-
ment large

625 Stk 31 3 il
SCellGllers W I+ 11U e} -
Soient r (y, t: », 7), j=1, 2, ---, I,, des fonctions de S° telles que
(5.26) ij: 19:;(3, t: 0, T)| <c|T—&(y, t: 0)| sur  supp Yy, Lo, 7).
Lemme 5.6. 1l existe une constante C,, >0 telle que
62 BN, t: Dy Di—inwplnt 31, 3 oy len
SC AW e+ G ks HIW e+ Ulls} -
Démonstration. Gréce a (5.26) on a
|3 Mgl <l T—E(3, 2 )] 11,
alors ¢} ,(y, t: 0, T)=MT—&(y, t: 0)) ' ¢; ;€ S°. Donc par (5.22) on a

w
j‘f—i:q:'jrji = ;7.
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Cela nous donne

m
II‘!"irwn”k+1< ,Z:; ”q:y(y: t: Dy) Dt_in)rjiwﬂ“kﬂ
<C|IG—Bo(T7) W+ — B_,U~+(ordre— 1) W~ ||,
SCHIGenHIWH e HIW e+ U6}
On en déduit (5.27). c.q.f.d.

En combinant les lemmes 5.5 et 5.6 on a

Proposition 5.7. Supposons que supp U(0, o, &)C {(o, &); 1T'—¢,] <&}
Soient \r (¥, t: w, 7), j=1, 2, -+, L,, des fonctions de S° vérifiant (5.26). On déduit
de I’équation (4.4)

17 lg [163)
(528) ,..21 H(A‘I"J(y’ L Dy: Dt_in)+n)wjlllk—1+i;+l ]El “w,'j”k
SCAlIGa+ W e+ Ul -

6. Estimations a priori des solutions de (2.5)

Supposons que

U supp [](x’ , E)CPI = {(w: 3 ;l (w’ 6) _go <80} .
#>0 ) [(, &)l
Désignons I, M, 9;* par K, Appliquons I A* a
0, U= MU+F
et on a

0.(9,A*U)—(8,9)A*U

= D HAU+G[A*, M) U+9 AF

= K TN U+ {(Dy» My— Ky Do)+ Do M} A*U
+ D [Ar, M) U+9 N*F

= (Kot My ) DN U+ R _, oAU+ G A*F

e = {or HMy— Ko» Do+ Do+ D A*, H(TAR)Y,
qui appartient 4 S°, et R_, ,=S5" parce que
o My— Ko LyoeS° et [AF, HM]eS*.
Donc si ’on pose

‘-%/ll,k = j’:ll,k“}‘(axgo) go_l

ona
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(6.1) 8, (TAU) = (Kot Hy )T AU+ R, kA U+TAPF
Lemme 6.1. Pour une matrice arbitraire E(x, 7y, t: 0, T)ES®, on peut

trouver des matrices I ,(x, y, t: o, 7) dans S~ et K\(x, y, t: o, T) dans S° telles que
K, est a la forme du second membre de (4.5) et qu’ils satisfont a I’équation

(6.2) (9 M— K I)I7' = E+ K, .
Démonstration. Posons

x, y,t:0, ) =102, 9, t: 0, )i jm12, e m
et

(%, y, ti 0, 7) = [gi(%, ¥, t: 0, )i jm1s2,ee,m -

Si on pose (k)= Ek}s( 7) il est facile de voir que l'application linéaire de C™
=
dans C™ définie par

6.3)  di=[g:;] — (LM~ KT) I =[]
a la propriété suivante:
g; =0 si i€[i(R), i(k+1)[
entaine f;;=0 pour i€ [i(k), i(k+1)[. Donc il suffit de considérer I'application
€4 lealegm o — Vaslepm iz

Désignons par g; un colonne vecteur [g; ];erizo,ik+or de longueur #(k41)—i(k).
Alors I'application (6.4) s’exprime comme suit:

t21_t11Mk: tal“_tan: """ ’ E altll*‘tmle g1' f1
(6.5) ty—t My, ty— 1My, - » 20 ast;,—t,, My 82| I

.............................................

tzm_tlka; tam_thMln ) E altlm_tmka Em fm
11 suffit de montrer que (6.5) est surjective de C”*® dans

(6.6)  Alflimseommsicmo 1 ik, = CTIER

Considérons le déterminant de la matrice
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t21 zKuM k> t31_tz1M ks "0t > t I+u"t11M k
tzz_tszk, taz"_tuMln """ » t1+12_t12Mk
(6.7) Lip—ti oMy, top—ty My, veeoe, rpsp—1t,sM
tyg— th k> taq'—tqz]w ks T ) t1+1q_thM k
tzm_tmeIn tsm—’tzka: Ty tl+1m_‘t1m]‘4k

ol l=m—s(k), p=i(k)—1 et g=i(k+1). Comme au point (0,0, 0: &, 0) I7*
s’écrit 4 la forme (5.10) avec les propriété de (5.11) et de (5.12), tenant compte
que les «; définissant £;; de (6.7) ne sont pas des valeurs propres de M, on peut
montrer que le déterminant de (6.7) est différent du zéro. Donc I'application
(6.4) est surjective de C™°® dans P’espace (6.6). Cela montre que le lemme
est démontré. c.q.f.d.

Soit 9,(x, y, t: @, T) une solution de (6.2) en posant E=— M, 4(x,y, t: @, 7).
Alors si 'on pose W=(9,+9,) A*U on déduit de (6.1) avec I'aide de (6.2)

(6.8) 0, W=(HK,+ KW My, - AU+ (D + 9,) A*F
od M, _,=S7". En effet

0. W = 0,(9,A*9T)+9,A%0, U+ (0,9,) A*U
= (Kot M 1) TN U+ R, (WA U+GARF
+ LA (Mot H)U+F}4(8,9,) A*U
= KW+H+(4 . My— K, G,)A*U
+ {9, [A*, M)+ My 4T NP 4-(0,D ) AF+ R, AU
+(do+d)AF,
puisque
I Me— Koy = — My 49 o+ K9 o+ (ordre—1)
et que
(DA%, Mo]+ My 4T AP+-(0,9 ) A5+ R _, LAF)AFEST,
= KWK W+ M - ,A*U+(9,+9,) A*F .

Donc (6.8) est montre.
Puisque K, et X, ont la forme de (4.6) on considére (6.8) en décomposant
a chaque M, 4 savoir,
(6.9) 8, W, = (Myx,y, t: Dy, D,—in)+M ;x, y, t: D,, D—in))W ,+F;,
j: 1,2, l7)

ou W(x,y, t) est un colonne vecteur de longueur s(j), M;ES* est celle du
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lemme 4.2, M ; €S° et

F = Mpy NUA(Dy+T,)A*F .

Désignons S S U(y, &) V(y, t)dydt par U, V>
R;-l Ry
et

| UG, 3, Vw3, dxdydr par (U, 7).

Rig RY-1E,
Supposons que
(6.6) U supp W(x, w, &) {f; ¢8| <8} .

Pour j=I,+1, 1,42, -+, I, grice a la proposition 4.4 il existe R;(x,y,t: 0, T)E
S° définie dans {&: |§'—&,| <8} telle que

ReR;(x,y,t: 0, )M j(x, y, t: ®, T) =701 .
2Re (R, (x, y, t: D,, D,—iq) W ;, 0, W ;)

= —<R;(0,, t: Dy, Dy—in) W ;, W ;5>—((0R;) W, W)
—((R;—R})0.W,, W).

Puisque R;—R¥= S et aij:(M,-—l—Mjo)Wj—t—F'j
on a
IR ;—R¥)0.W 10,0 < CUNW 11160+ 1 F 116, -1) -
Donc
(@R )W ,;+(R;—R})0.W ;, W ;)|
LCUNW oo E j11lo, ) 11100 -

En conséquence

(6.11) 2Re (R;(x, y, t: D,, D;—in)W;, 0. W)
<—Re R0, y, t: D,, D,—in)W 0, y, t), W;(0, y, t)>
- CU W o 11l
D’autre part

(6.12) 2Re (R,(x, y, t: Dy, Dy—in)W ;, (M ;+M ;)W ;+F ;)

= 2Re (W, R;M ;W ;)+2Re (W, (R¥*—R,)M ;W ,)
+2Re (W, R¥*M,;W )+(R,W;, F})
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en utilisant 2Re (W, R,M ;W ;)= 2|||W |12, —CII|W,|I[3 0 »
> 21— C) W 115, — W Mo o111 sl 1lo.oHIHE 111 -

On deéduit de (6.11) et de (6.12)
—Re (R0, y, t: D,, D,—in)W (0, , ), W (0, y, t)>

+CUW o W 31110 0 F-11Eo,0)
= (20— O 1115 o= W 511 Lo NIV 1o 0+, )

donc pour 7 suffissament large il a lieu
(6.13)  7ll|W I3 ,,+Re <R, W, W,-><%I|IF’,~H|§,0-

Notons que l'on peut trouver une matrice D; de la forme (4.9) vérifiant
d,n,>2, pour une constante quelconque d>0, telle qu’il a lieu

(6.14) VD, V=—c(|v,12 4+ + | vac ;o )+ Voc jyir | 2+ + | 055 |2)

pour tout V=(x,, v,, ***, vy;5) € C*P

ol ¢ est une constante indépendante de d.
Compte tenu que tous les éléments de E (x y, t: w, 7) et de i7'F; sont
trés petits on a

Re (R0, y, t: D,, D,—in)W (0, y, t), W (0, y, t)>
>3 00,3, Dli+d_3Y [0, 3, D)
= —c|Wl+alIW;Ii;.
La substitution de cette estimation dans (6.13) nous donne
(6.15) 7MW 110 —ellW5(0, 3, DI+-dlIW (0, y, A)IIs
<SnE e,
n
Puis on considére (6.9) pour j=1,2,---,/,. Supposons l'existence d’une

fonction yr (x, y, t: w, T} 4 valeurs non négatives telle que {yr;(x,y, t: o, T)} .5,
est bornée dans S° et qu’elle satisfait 2

M, | % l(almlc ;O 8 Imk; 00,
(6.16) T2 Bwr” Dy, Oy, am,)
T % & ot oe

=0.
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Rappelons que d’aprés la définition de /; et le lemme 4.2 «; s’exprime
comme suit:

(6.17) k(% ¥, t: 0, T) = 7 (%, ¥, t: 0, T)FiK (%, Y, t: @, T)
ok, €8 i=1,2et —k,;{x,Y,¢: v, 7)>c,>0 dans un voisinage de

(0, 0, 0: w,, &).

(6.18) —2Re ((y*%(x, y, t: D,, D,—in) A+n)(Avr;(x, v, t: D,, D,—in)
+77) wj; 6ij)
= —2Re (A, +m)w,, 0 (A +7)w,)
+2Re (A¥;+n)w;, A@pr;)w;)
= (A, +m)w;(0, y, O)I;-+2Re (A, +n)w;, A w;) .
D’autre part
(6.19) —2Re (WEA+0)(A+n)w;, (k) w,;+F)
= 2Re (AV;+m)w;, (—i;— i) (A +0) w,— (A +) F )
+2Re (AV;+n)w;, — [A‘}'jr Kt ]w;) .
Grace a (6.17)
(A 4m)w;, —(r;4-7;)(AV;+-7)w))
= enlll(Ayr ;1) w;]115,0— CllI(AY j4-1) 0,115, -
Notons que

OAY;
Ox

+[’C,'+iéj; A‘I’j]e’?SO .

En effet 7« ;,, Ay ;]€nS° et [&;, AYr;]€S° et Phypothese (6.16) nous donne

0AY; .
—65_]—'—’[""2’ A\Il‘j]ESO .

Donc il a lieu Pestimation
or;
620) 2R ((Avtm)wy, (Te, 7, A ] +A L ;)
<C77||I(A\p'j‘l'ﬂ)wjl”o,o”lelllo,o .

En tenant compte de (6.9), les estimations (6.18), (6.19) et (6.20) nous
donnent
— (A7) ;1 [54-7l|[(Avr 1) 20, 1115,0— CllI(Ar s4-2) 20, o ol 1201110,
S CIAY 47y, 1llo,ol 1AV j+2) F 11l -
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Donc on a pour 7 suffisamment large, en utilisant |[|(Ayr;4-7) @ ;1115 =>cnll120;|[lo,0»
(6.12) —II(A\If,--i-’?)w,-I|§+’7HI(A\h-+’7)w,-lII§,O<%III(A¢j+n)f,-I|I§,o-

Pour j=I,+1, ---, [,, en raison de —Re«x,(x,y, t: ®, T)>¢,\, on montre
sans difficulté pour toute fonction ¥r;&.S° 4 valeurs non négatives

(6.22) —H(A%+n)w,-||§+’7llI(A\!fj+ﬂ)wjllIﬁ,o<%lll(l\1!fj+’7)fjlll§,o .
11 est aussi facile de montrer que pour j=1/,+1, -+, I,
(6.23) nw,.uz+n|||w,-|||:,o<C% A -

Pour j=I/+1, -+, I, on peut vérifier sans peine qu’il a lieu

—Re R;M (x,y, t: o, T) =N
pour

d

pourvu que d;, i=1, 2, ---, s(j) soient des constantes a croissance vite. Donc
on a immediat

—2Re (Rj(Mj+Mj)Wj) Wj)>CIHW,'HI:,1/2>C77|”le“g,m
ZRC (_RjaijJ W]) = Re<Rjo(01 ) t): Wj(O: y; t)><c”Wj“§

et puis

(624)  —cllW,(0, 9, t)uz+an,-m:,o<§mﬁ,-mz,o .

Par le méme raisonnement on vérifie que pour j=I[+1, [;+2, -+, [,
(6.25)  dIW 0, , t)||:+nn|W,-|1|:,o<§ IF 1o -

En combinant les estimations de (6.15), de (6.22), de (6.23), de (6.24) et de
(6.25) on a
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626 = 2AV A lEtd 3 ol
+ 33 (Wl W)
IOV BRI R AR
< SASHIAP ATt 33 P
Rappelons Pestimation (5.28) et nous avons
627) = S+l 337
(3 ol 33 1)
> Sl 3 o, i 1GI

si la constante d>>0 est choisie suffisamment large. Donc on a

Proposition 6.2. Pour {,un point quelconque de {¢; t{=(o, £)€R", |E]=1}
il existe un voisinage T'(5)={¢';'eR”, |t'|=1, |{'—&,| <8¢} avec les pro-
priétés survantes:

Sotent \r (%, ¥, t: w, T), j=1,2, -+, 1, des fonctions vérifiant (5.26) et (6.16).
Pour toute fonction U(x, y, t) satisfaisant a (4.3) et a (4.4) telle que

Y supp Ulw, o, §)c {38 = £/IL1 €T}
il a lieu Pestimation pour n suffisamment large
628 RAFADPUIHII— 2Pl
+r{ AV +DP, Ul s+ 1T~ 2PV w1}
<C[ LAY AP FIE s = 2P ek +IGIE .
Démonstration. Parce que W=(4,+49,)A*U on a
w; = A*P;U+(ordre k—1)U pour j=1,2,-,1,

en conséquence

(A ;0w llo= (A ;+72)P ;U |e—ClU |l
et
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m I2
j=:2+1llelll>“(1_ ;Pi)U“k+1_C”U“k .
D’autre part pour % large on a

12 I2
CllUle< ,El W(AY;+2)P; Ul +I(I— EP,-)UIIM .
Et

A+ AP Flll oI~ 23 PPl
12
<UNAF+ APl 11— 23 P)F st ClIU o
Donc on déduit (6.28) de (6.26) et de (6.27). c.q.f.d.

7. Estimations a priori des solutions de (2.5) (bis)

Dans ce paragraphe nous déduisons de la proposition 6.2 les estimations a
priori des solutions de (2.5) pour v petit.
Posons

2={ferR et || =1}
et on décrit {=(w,, ***, 0,4, &) de D) par les coordonnées polaires comme suit:
& =cosf,
w, = sin 8, cos 0,
@y, = $in 0, sin B,--++-sin 0,_,sin b,_, ,

0<0,<7, 0<0,;<2%, 1=2,3,---,n—1. Désignons par J un multi-indice
(Jus Jos ***s ju-r) tel que j,Ee{1,2, -, N} etj.e{1,2,-,2N} k=2,3, .-, n—1.
Posons

E=(1,0,-,0)U(N,0,--,0)
U({2,3, -, N—1} X {1, 2, -+, 2N—1}"-?)

ou NV est un nombre pair, et définissons A ; pour JEE un sousensemble de > par

Aao,o = {EO3 0.0, Z ]}

Acxvo, oo = {c(e); 015[]‘;1”, ,,]}

et pour J tel quej,=*1, N,
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Ar = {80 04| Zju ZGatD) |, k=1,2,,1).
Posons
|J~T'| = max | ju—j|
si j, et j,/ sont différents de 1 et de N, et
'(1, 0! °y O)—j, == l l_jll
[V, 0, -+, 0) — JI = [N—jul .
Introduisons une partition de 'unité sur >). Posons

El = (17 Ov 0’ "ty O)U(N) 0) *ty 0)
U({2,4,--,N—2} x {2,4, -+, 2N—-2}"").

o;(§), JEE, sont des fonctions indéfiniment différentiables avec les propriétés
suivantes:

supp o,(5) C {C(G); = [%(jk~%)’ ]%(Jk—*—%)jl}

e)=1 sur {c(o); 0,,6[%0,,—%), %(JHL—;—)]} siji+1, N,
SUpp T o, ...,0(8)C {C(G); 0, E|:O, %]%]}

G (@) =1 sur {c(e); 0,6[0, %%}} .

SUPP G 0.0, ..., o(§) C {£(6); &E[(N—%)]% , 7:]}

covn o) =1 sur {c(e) .6, [(N— %) z 71:]} ,

et
(7.1) Do) =1 sur>l.
JEE,
On peut supposer que pour chaque JEE, il existe {,& 2] tel que

(7.2) U Aycr(,),

|7-J'I<6

si 'on prend N suffisamment large, ou I'(§) est celui de la proposition 6.2.
Soit J,€E, fix¢. Pour JeE tel que |J—/,| <4 on définit X,(]), j=
1, 2, -+, L,®, comme suit:

X,(J)=1

8) [, dépend de (o.
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"3
si Z]l [g:/(y, t: 0, )| <c|T—£(0, 9, t: 0)| V(y, t: o, §)eR"><IJ,_UJI<2A1,

X(J)=0 au cas d’ailleurs.

Et puis on définit yr;(§) pour & U A, comme suit:
177 -l <4

(7.3)  r;(8) =0 sur {¢;dis (¢, {¢ C’%_&LJ‘!’J‘K%}
Y;(6) =1 cas d’ailleurs.

Posons
Y 1(8) = Pey(£)¥ro(8)

ot p($) est une fonction de C7(R”) telle que

p(£)=>0, supp p(f)c {55 151 <1}
et que

[orae =1,

pur®) = (3 ) (%)

Alors si 'on prend &, assez petit, on a

et

(7.4) Yu@)=0 sur U Ay

%X j(IH=0

(7.5) PYiu)=1 si dis (C’Xi(LJJ)=-0A])>280 .
Prenons comme (%, y, ¢: {) la solution de ’équation

OMpr; | X (0K j,ONr; O, 0NN\ | O j, ONr; O j, ONYr;
10 T B e s e ot e e

qui vérifie
(7.7 Y%y, t:8)=v;(E)  pourx=v,

ou «;(x, y, t: w, 7) dénote la racine simple 4 partie négative de

0w, 0y, 0y, 0w, =0

A’[,(x, Y, t: l_lf, o, T) =0.
Z
Il est évident d’exister une seule solution parce que

(7.8) Ok _ pour x>7 .
0y,
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Donc il ne nous reste qu’a montrer que (0, y, ¢: », 7) vérifie (5.26) si v est
petit. Considérons la courbe bicaractéristique de (7.6) (x, ¥(x), t(x), £(%)).50
c’est-a- dire, une courbe vérifiant

ay, 6/{12

o 6w,(x’y’ 9
ot 0K ;,

o = g(x, y, t:8)
0w, Ok ;,

W = _5371('”: Y t: g)
o¢ asz

o = —a—t(x,y, t:8)
(3(0), £0)) = (y0, 20)
£O0y=r¢'.

Alors on a \(§(x))yr;(x, y(x), #(x); &(x))=constante pour x>0. Cela signifie
que yr; est non-négative lorsque vr;,()>0. D’autre part,

ICjZ

0y,

(%, y, t: §)dx|

et/ =1,

dx

< v'axl-z ;.
(et
e,

ou la constante ¢ ne dépend pas de 7. Cela signifie que 4;(0, y, t: £)=0si
P i1(8)=0sur {¢'; |§'—C| <cv}. Entenant compte de (7.3) et de la définition
de X;(J), ¥, vérifie (5.26) pourvu que v soit petit.
I1 est évident que {yr,;(x, ¥, t: , T)} >, est un ensemble borné de S° parce
que Y; ne dépend de x seulement pour 0<x <.
Alors pour chaque [J,€E, ¥;;(£),j=1,2,--,1, sont définies dans
Ay, qui vérifient (5.26) et (6.16).

I ~Jgl<t
Soit &,(£) une fonction de S° telle que

1 sur U Ay

- — IT-Tyl<2
774t) 0 dans U Aj.

1T =Jl<3

Lemme 7.1. Pour toute U(y, t)e H* on a
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12T

12T
(7.9) 2 e s (A 7,+m)P 1 Ul 6 (I— JZﬂp,-/o)UHi

j=1

12C) 19D
<CIJ_JE[<2{ 2 (AN 7, +1)P 05 Ul 1(I— ’Z P;y)o;UlR}>.
of j=1 =1

JexE,

Démonstration. Si P,;(x,y,t: w, 7) est un des Pyy, k=1,2, -, L(]),
pour tout | J—J,| <2, 'estimation

(7.10) 167 (AN j 70, +1)P; 7, U k-
1200
<CI P EXII(A\P,-1+7))P;10'JU||2—1

TiTg<2 j=
JeE,

a lieu parce que

(7.11) o8 < 3 o0

Pour P, tel qu’il n’appartient pas a P,;, k=K, 2, -+, [,( J) pour certain J,
Vir(® ¥, t: 0, T)=1sur U A, parla définition. Donc Jtel que P;; appar-
<

1T -To<4
tient aux Py, k=1, 2, -+, [(]), si Uon suppose P ; =Py}, Yi;=1 sur supp &,
et pour J tel que P;; n’appartient pas aux P, j=1,-,[(]),

12T
Ho-]&joA\}rk,oP,,JoU||k_l<I[o-](I— gPﬂ)UHk. En conséquence [167,P;7,Ulle
est majoré par le second membre de (7.10). On voit facilement que les autres
termes du premier membre sont aussi majorées par le second membre par le
méme raisonnement. c.q.f.d.
Puisque
(A ) Pjjlo sy M)
= [0/, M)AV ; ;+)P; ;+4(ordre 0),

il a lieu pour une constante C >0
(7.12) (AN, ;2P 5[0 7, SHUlo,
<SC{llo (A ;+m)P; ;U s+Cllle, Ulllo 4} -

Prenons v petit de facon que I'on puisse trouver 4, ;(x, y, £: », T) vérifiant
(5.26) et (6.16) pour tout JEE,. Puisque

0,0 (Dy,)U = Mo }(Dy,)U+[M, 05(D;,)]U+0 (D, )F

(7.13) { Bo Dy YU 1o = 05D, )G+[B, ;U0 y, t),

9) Nous désignons /5, ¥ ; et P; comme au-dessus pour clarifier qu’ils dépendent de (, tel que
I'¢)> U  dy.

17-31<6
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en tenant compte de la défintion de o ({), la proposition 6.2 est applicable a
(7.13) et on a pour tout J

a1 S Py Ul I~ S P el
T S A5+ 2P 50Ul a2 ) Ul )
<C[ LA 40P 1o Pl I~ P el
+ A1) [ H, oV
=P, o1Vl
+llos G+, o1V |-

11 est évident qu’il a lieu pour 7 large

(7.15) JEII[Q, o/JUlE<Cl|Ullz
C ' 1200 2 12C0)
Q;JEE {]Zﬂ (AN ;7 +2)P ;50 7 U lj—i 4 1I(1— ;Z:‘.inJ)‘TJU”h} .
Par (7.12)
171¢p] 2
P {]2 o7 (Ay ;5+7)P ;5lo 7, THIUI o 6-
12(D
+llle,(I— ZL: P;p)los, MUl 8}
120D 2 12()
<CX {E ey (Avr;74+2)P ;7 Ulllo -t l10 7 (I— ,El P;) UG
d’apres (7.9),
12C) 17180
<CX {]2.]1 oy (Avr;7+2)P ;105 UG p-1F-Illo,(1— g P;))a ;UG8 -
Donc on a pour 7 suffisamment large
12CT) 12CT)
(7.16) EJE ll67(ANrj7+7)P ;50 7 Ullf-yA-Nl6 7 (I— JEIP;’I)O'JUHJZE
12CT) 12(D
+77{j§ ey (Axr;7+2)P ;0 5 UG -1+l ,(I— 2 P;1)oUlllo.s}
<C{LIFIAHIIGIE)

D’autre part
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TN s IU1 -
< C'-le premier membre de (7.16).
Cela résulte

Théoréeme 7.2. Pour u(x,y, t) une solution quelconque du probléme (2.5),
si v est assez petit, il a lieu Iestimation

I
RS RN C T PAT
pour 1 suffisamment large.

8. L’existence et la régularité des solution de (2.5)

Pour un opérateur differentiel Q(x, y, ¢: D,, D,, D,) on désigne par
O.(x, y, t: D,, D,, D,) un opérateur pseudo-différentiel défini par le symbole

Oz, y,t:6,0,7)= 0,9, t: £, 0, T—1ENM0, T)).
Considérons le probléme suivant: |
AZ(x, ¥, t: D,, Dy) D,—iv)u(x, Y, t) =f(x: Y, t)

B;’(x, y; t: Dx) Dy: Dt—in)u(x: y; t)! x=0 — gj(y: t)
=12 p

(8.1) {

Lemme 8.1. On peut trouver £,>0 et 7,>0 tels que, si 0<EE, et p>7,
on a lestimation

(8.2) 1 -EAY Ll IEA+ D), g e
<Clllr-HEA)FIIIE o+ 2 [PI——
ou C,, est indépendant de €.

Démonstration. Supposons que U(x, y, t) satisfait a ’hypothése de la pro-
position 6.2. On obtient I'estimation

(83) S ier-+eA) A+ 1+ENP, Ul us
+lien-+EAYI— 2P YUl
+ VA 1+ EAP, Ul s+ I~ 2PV
<CAllltr-+EA) " fIIE+HIGIR)
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ou C} est indépendant de €, parce que I'on peut effectuer le raisonnement de la
proposition 6.2 en remplacant 7 par 7+&n(w, 7) sans aucune modification. Et
la considération du paragraphe 7 est aussi applicable pour le probléme (8.1).
Donc on voit que (8.1) a lieu. c.q.d.f.

Lemme 8.2. On trouve />0 et n/>0 tels que, pour {f, g;} €H**x

I
II H™ ™tk 4l existe une et une seule solution u(x,y, t) de (8.1) dans H™ % si

i=1

&/ >E>0 et n>n,).

Démonstration. D’aprés la définition de AY et 'hyperbolicité stricte de
A, on voit immediat

(8.4) |A%(x, ¥, t: k, 0, E—1n)| = CE™(K*+ | 0| *4-£7)™*
pour (¢, w, §)ER™*.

Et plus le déterminant de Lopatinski RY(y, t: o, 7; €) de (8.1), c’est-a-dire,

1 rBle(y, tik, 0, T)e7™* ]
Ry, t: o, :8=dét[*—_‘ foe(9, 2 €, @, d
(3, 2 @, 72 €) 2mid A0,y tie, 0, 7Y

= R'(y, t: 0, T—iEMw, T)),

ol R est le déterminant de Lopatinski de {4", B%}.
La condition III nous assure que

(8.5) |R(y, t: 0, T: €)| =¢>0
pour tout (y, )= R” et
(0, )E{(w, 7); 0"+ |7]* =1, Im7<O0}.

A? et BY, ne sont plus des opérateurs différentiels, mais par rapport a x ils
sont encore des opérateurs différentiels. Donc on peut dire que le probléme au
limit (8.1) est elliptique et appliquer la méthode bien connue de I’existence des
solutions des problémes au limit du type elliptique. En effet, si ’on construit
des systemes adjoints de {4, B;} et de {4}, B} en suivant la méthode de
Sakamoto [7], on a {4Y, B} ={(4), (Bjo)l} ou {dl, Bl} et {4, B}
dénotent des systémes adjoints de {A4?, BY.} et de {4, B;} respectivement. En
utilisant lemme 5.2 de [8]

|le déterminant de Lopatinski de {47, BZ;} | =>¢c>0
pour tout (y, t) et
(0, VE {(0, T);]0|*+|7]* =1, Im7<0} .

Donc on voit que la méthode pour les problémes du type elliptique est ap-
plicable, en conséquence notre lemme est démontré. c.q.f.d.
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Lemme 8.3. Supposons que v est petit et & suffisamment large. Pour
"
{f,g;} quelconque de H"*x TI H™ ™i'*k il existe une et une seule solution

u(x, y, )y H™ ' de

I Ay(x’ y, L Dx: Dy: Dt_in)u(x: B2 t) =f(x, Y, t)

8.6
( ) l B;(,’)’, t: Dx: Dy: Dr‘iﬂ)u(x, v, t)|x=0 =g,-(.’,\’, t) ]= 1’ 2) Ty M.

Démonstration. Grace au lemme 8.2 il existe une solution u(x, y, : &)
de (8.1) pour tout 0<E<E, D’autre part, d’aprés I’estimation (8.2) on voit que

{u(x, y, t: €); 0<ELE}

est un ensemble borné¢ de H™ “#7'. Donc il est faiblement compact dans
H™ k' en conséquence on peut trouver &;, j=1,2, - tels que €,—4-0 et
u(x, y, t: &;) converge faiblement dans H™ "#~* lorsque j—>co. Désignons par
u(x, y, t) le limit de u(x, y, £: £;). On voit immediat que #(x, y, ) est la solution
désirée. L’unicite des solutions de (8.6) résulte de 'estimation 4 priori des
solutions. c.q.f.d.

En utilisant

A(x, y, t: D,, D,, D)u)(x, y, t)
= e"A(x, y, t: D,, D,, D,—in)(e”™u(x, y, t))
et
B(y, t: D, D,, Dy)u(x, y, t)| x=
= e"B(y, t: D,, D,, D,—in)(e"™u(x, y, 1))| x0

on déduit du théoréme 7.2 et du lemme 8.3

I3
Lemme 8.4. Pour {f,g;} €Hy*x II Hy "% quelconque il existe une
j=1
et une seule solution u(x, y, t) dans Hy "%~ de

A'(x, y,t:D,, D,, D)u=f

8.7 { .
( ) BZ(}’, t:D_,,,, Dy; Dt)u|x=o:gj ]21’2’""11’7

et il a lieu lestimation
(8.8) 7]|||u“|fn—l,k—l,n+“u”in+k—2,7)
"
<O Wt B8l picsr}

ou

Weellls, o = llle™™ullls,p €t lullpn = lle™ull,.
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I1 résulte de (8.8) le fait suivant: si supp f; et supp g, sont contenus dans
{t;t>1} supp u est aussi contenu dans {t;¢>7}. En effet, notons que
pour h(x, vy, t)EH, ., supp hC {t; 11} est équivalent a

lleoh(x, y, Dl ex<C  Vu>m,.

Supposons que supp f et supp g sont contenus dans {¢; #>>1} on voit par
la remarque au-dessus que le second membre de (8.8) est majoré par Ce ™o

pour tout >>7,. Doncona
[[le™ou(x, ¥, llm-r, j-1,<Cn™*  Vnzn,,
cela nous montre que
supp uC {t; >t} .

Soit {k;, g;, f} € 2 (k: A, BY, R}, 0). Les données k; et f peuvent se
prolonger en fonctions %; et f définies dans R, X R} et R, X R:*XR,, de
fagon que

Ilﬁjl |m+k—,-,L2(R")< C”hjl |m+k—j,L2<R1)
||f||k,L"’(R1+1)< C“f||k,L2(R’_;xR+) .
Soit ©(x, y, t) une solution du probléme de Cauchy
{ Av=f  dans R*"x(0, o)
Divlyme=h; j=0,1,2,,m—1.

Alors e ™o H™*(R*X R,) et il a lieu

m—1 -~
(8-9) 7] |e_"t7)“3n+k—1,L2(R"XR+)< Cc{ z; I hjl |fn+k—j,L2(R")
=

‘|‘77—1He_"tf||7¢,L2<R"xze+>} .
Posons
t<0
gy )= { g,—Boly 130

et la condition de compatibilité assure que

(8.10)  g;(y, yeH™ "tk

En effet, puisque g;—B,v| ,_, € H™ "i**7(R*"* X R,) il suffit de verifier
ltl—l;l(f)l 0{g;—B;v|s0) =0 1=0,1,-,m—m;+k—2,

mais ce n’est rein d’autre que la condition de compatibilité d’ordre k.
Grace au lemme 8.4 lexistence d’une fonction w(x, y, ) dans H'~Vk-!
avec le support contenu dans {¢; ¢>>0} vérifiant
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{ Aw=0
B?w = g]'_(Biv) | x%=0 *
Alors

u=v+w

est une solution désirée.
L’unicité des solutions déduit du théoréme 7.2.

Nous abordons I'étude de la régularité des solutions. Supposons que
Iy, 5) = 0 J=0,1,5,m—1

(8.11) flx, y, yeHy*
gi(y, YEH "tk ?

Puisque f € HY#** ]le lemme 8.4 nous montre
(8.12)  u(x, y, yeHyp-vo+e

D’apres A'u=f

m at
8.13) Dru——3 Z—%Df‘fu—l—f(x, y,1).

j=1

Alors (8.12) montre que le second membre de (8.13) appartienta Hy#*#~%, Donc
ona

(8.14)  u(x, y, tyeH»?+e2,
Sip—1>1, (8.13) et (8.14) nous donne
u(x, y, t)ycHypthork=s,
On fait progressivement ce raisonnement et on obtient finallement
u(x, y, )y Hyre-vk-t

Pour des données initiales non zéros il se raméne au cas des données
initiales zéros avec 'aide de la solution du probléme de Cauchy pour les données
ﬁj(x, ) qui sont des prolongements de k;(x, y) pour x<0, comme on l'a
utilisé pour montrer I’existence des solutions.

De cette fagon nous avons

Théoréme 8.1.  Soit v assez petit. Pour {h;,g;,f} € > (p: A%, BY, R%,0)
quelconque, il existe une et une seule solution u(x, y, t) de (2.5) dans Hy"*?=>°,
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9. La vitesse finie propagatrice

Puisque R(y, t: », 7)=0 pour =R, Im 7<0 et R(y, £: 0, 1)==0 on
voit que pour chaque (y, #} fixé R(y, t: w, 7) est une fonction hyperbolique par
rapoprt a (0, 1) avec un cone C(y, t), qui est donné par

C(, 1) = {(w, §); >0y, t: @)}
ou o (Y, ¢: w) est une fonction continue a valeurs réelles telle que
ao(¥, t: Aw) = Aoy(y, t: @) VA>0.2
D’apreés la définition des fonctions hyperboliques on a
R(y, t: 0, T)F=0 pour (w, T)eR"—iC(y,1),
en tenant compte de ’homogéné¢ité de R. Cela signifie
9.1) R(y, t: o+pT, v7)F0, si (u, v)EC(, 1),
pour tout o€ R"}, Im7<0.

Lemme 9.1. 1] existe un cone C’(y, t) contenant (0.1) tel que pour ¢(y, t)
vérifiant

(@3, 1) @3, D)) EC (9, 1)
.@( ¥, t: w, 7) la matrice de Lopatinski de

A(x, y, t: &, 0, T) = A(x, , t: &, 0+P,T, P;T)
By(y, t: x, 0, 7) = By(y, t: &, 0+@,7, @;7)
satisfait anx conditions I, 11 et I11 données dans le paragraphe 1.
Démonstration. D’abord notons que
92) R, t:0,7) = R(y, t: 0+ @y(3, )7, P, D7)
ol R est la matrice de Lopatinski de {4, B,;}. Posons
R(y, t: 0, 7) = dét R(, t: @, T) .

R(0, 0: w,, £&)=0 est équivalent 2 R(0, 0: w,+p,&, @:£)=0. Donc par la con-
dition III on a

@i = &(0, 0: w,+-9,&,) .

10) La définition des fonctions hyperboliques et leurs propriétés fondamentaux sont données
dans le paragraphe 2 de Sakamoto [8]. Les faits que nous avons décrits se déduisent du
lemme 4.1 de [8].
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Sous la condition de

03 o> Sl

il existe une fonction £(y, ¢: w) définie dans un voisinage de (0, 0, w,) telle que

E=E, t: w)
est équivalent a
P = (3, Lo+ @y6) -

On voit que l'ordre du zéro de @,7—&(y, t: ©-+@,7) au point T=E(y, t: ») est
1. En conséquence dans un voisinage de (0, 0: w,, &)

R(y, t: 0, 7) = (pr—&(y, t: o+, R(y, t: 0, 7)
= (1—&(y, t: ®))’R'(y, t: , T)
et R’+0. Donc R vérifie ii) de la condition III.
Considérons les racines par rapport 4 « de

Ao(oa Y, tik, o, E) = Ao(01 Y, tik, a’+¢y$) ¢f§) =0

pour (3,¢ o, &) dans un voisinage de (0,0, w,, &). Soit «(y, t: w, &) une
racine simple de A4,(0, y, : , w, £)=0 pour (y, ¢, , &) dans un voisinage de
(0, 0, wy+@,(0, 0) &, @0, 0)&,). Alors «(y, t: o+p,&, @,£) est une racine
simple de ZL,(O, 9y, t: k, o, £)=0. Réciproquement, lorsque (y, ¢: w, &) est une
racine simple de A0, y, ¢: &, w, £)=0, x(y, t: o', &)=FR(y, t: o + P&, P:&’)
est aussi une racine simple de 4,0, y, t: x, ', £)=0. En conséquence

jll(y’ t:o, 7) = Ry, t: 0+ @,7, @;T),
donc

gil!(y: t: , T) = fRII(J’: t: w+¢}"r’ ¢t7) .
On voit immédiat
(9.4) rank R, =1,—6
(9.5)  rank R —= rank R, +rank R, .
D’autre part, par (9.1) il a lieu

R(y,t:0,7) = R(y, t: o+ @,7, ¢,7)%=0  pour tout w&R*”’, Im7<0

lorsque

96) (¢ P)EC(y,1).
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Donc le lemme est démontré pourvu que 'on prende C’(y, t) de fagon que
(@5, P:)EC’(y, t) entraine (9.3) et (9.6). c.q.f.d.

Nous allons montrer que le probléme mixte représente un phénomeéne
propagateur avec une vitesse finie.

Lemme 9.2. (L’unicité¢ localle des solutions) Supposons que {4, B;}
satisfait aux conditions I, II et III dans un voisinage U de (0, 0, 0) R™*'. Etant
donnée uc C™(U) satisfaisant a

(9.7)  Au=0  dans UN(RLIXR.)
(98) Bu=0 dans UNR"'XR,) j=1,2,p
9.9)  (Diu)(x,y,00=0  dans UN(RLx {t=0}).

Alors il existe un voisinage U’ de (0,0,0) de R™* tel que u(x, y, t)=0 dans
U'N(REXR,). '

Démonstration. Considérons la transformation de Folmgren
X =x

Y=y
v =t+x*+|y|%.
Il existe £,>0 tel que
(9.10) D, = {(x, 3, 2); t+2"+ | y|’°<&, t>0 U
Définissons #(x/, y/, t') par
ax, y, )y =dx,y, t+x°+ | y|*) = u(x, 9, t)
dans {(x', ¥/, ¥'); &=t =4+ | y'|*, & >0}
et
wx,y,t)y=0 dans {(«, y, t); t'<&,,

U<a+ |7 &' >0}
Notons que

0Tu(x, y,0) =0  dans {(x, y); #*+ | y|*°<&, x>0}
d’apres (9.7) et (9.9). Doncon a

(9.11) @, y', ¥)eC™(R X (— oo, &))

et

(9.12)  supp aC {(, ', t); =2+ |y |7 .
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D’autre part, si ’'on pose

A, y,t: Dy, Dy, Dy)
= A(x, y, t: D+ 2xDy, Dy+2yDy, Dy)
By, ¢: Dy, Dy, Dy)
= B,(y, t: D,/+2xDy, Dy+2yDy, Dy),
(%', y', t') satisfait a
At =0 dans R% X(—o0, &)
Bi#=0 dans R**'X(—o0, ).
Remarquons que, grice au lemme 9.1, {4, Bj} satisfait aux conditions I, IT et
III dans {(y, 2); [(y, £)| <&} si &, est petit. Fixons ¥ >0 de telle facon qu’il

ait lieu 'estimation 4 priori du théoréme 7.2 pour {A?, BY}. Silon prend
&,>0 petit par rapport 4 7, en tenant compte de (9.12), on a

A% =0 dans R} X(—o0, &)
Ba=0 dans R*'X(—o0, &).

j
Alors le théoréme 7.2 nous montre
(9.13) ax,y,t)=0 pour #'<§,.
Cela signifie que u(x, y, £)=0 dans D, N (R} X R.). c.q.f.d.

L'’unicité localle des solutions dans un voisinage de (%, y, £) tel que x>0 se
déduit de celle du probléme de Cauchy pour A4.

Dénotons par v¢ la vitesse propagatrice du probléme de Cauchy pour 4, et
posons

(9.14) v, = inf v
eV,

ou
Ve = {o; {(o, §); 62vlo|} CC'(y, 1), V(y, 1)} .
De¢finissons
A('xoy Yos to) = {(x: Y, t); lx‘xol <7)C(to“t) >
','y_yo, <7)o(to_t)} .

Théoréeme 9.3. Soit v>0 fixé. Supposons que une fonction u(x, y, )
C™(A(%y, 305 2,) N (RE X R,)) vérifie

(9.15) Au=0 dans  A(x,, ¥o, 1) N (R X RY)
(9.16) Bu=0 dans  A(x,, yo, L) N (R"XR,)
(9.17)  Djul,.o=0  dans NA(x, Yo, £,) N (R% X {t=0}).
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u(w, 9,0)=0  dams A(w, yo £)N(RIXR,).
Démonstration. On peut supposer que u(x, y, #) est une fonction de
C™(RiXR,). Posons
u;(x,y) = Diu(x,y,0), j=0,1,2,m—1,
fix, y, 1) = Aulx, y, 1)
et d’apres (9.15) et (9.17) nous pouvons prolonger u; et f en %, & C™ /(R") et en

FEC(R*XR,) de telle fagon que

supp ﬁj(x: J’)C {(x, y)’ [, —x| Zvct,, |yo_yl >7)oto}
supp f(x, y, ) {(x, 3, 1); [x—%,| >vc(te—1),
Iy—yol >'Uo(to—t)} .

Prenons une fonction w(x, y, £)e C™(R"X R,) telle que
A'w(x, y, t) = flx,y,7)  pour >0
D{w(x, y, 0) = ﬁj(x’ y) M

Par la définition de la vitesse propagatrice et la situation des supports de #%;
et de £, si v,>v,

(9.18)  supp w(x, y, )T {(x, ¥, 1); |x—%x| =vc(to—1) 5 | Y— Vol Z0s(ts— 1)} -

Posons
o(x, y, t) = u(x, y, t)—w(x, y, t)
etona

A =0 dans RIXR,
(9.19) B|,0=0 dans A(%,, ¥o, L) N (R* X R,)
(Div)(x,y,0)=0  dans R%.

L’unicité localle est déja démontrée. D’autre part les conditions I, II et
111 sont stables sous la transformation

{ v = ¢(y) t)
y=y

pourvu que (@,, ¢,)EC'(y, £). Donc on peut profiter la méthode “‘sweeping
out” de F. John en prenant
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Po(¥, ) = vy(t,—t)—V [ y—,|*+6
0<<O< 0y,

et montrer que

(9.20)  o(x,9,8)=0 dans {(x, y, 2); | yo—y| <v,(t,—2)} .
Alors (9.18) et (9.20) nous donnent

(1]
(2]
[3]
(4]
[5]
(6]
(7]
[8]
91

u(x,y,1) =0 dans  A(x,, ¥5, L)N(REXRy).

c.q.f.d.
UNIVERSITE D’OSAKA
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