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内 容 梗 概

本論文は、線形システムの故障診断にっいて、筆者が昭和57年 春から昭和61

年春にかけて大阪大学大学院工学研究科後期課程に在学中、ならびに大阪大学

工学部電子工学科に在職中に行った研究の成果を記述したものである。

本論文では、線形システムー工業プラントの平衡点近傍近似モデルなどに用

いられる線形ダイナミカルシステム、その定常状態記述に用いられる線形代数

方程式系、生体内の薬物動態の解析に用いられるコンパートメントモデルーを

対象に、三っの故障診断問題一検出可能性、識別可能性、診断アルゴリズムー

を考察する。この問題に対して、二種類の故障診断法を提案する。一っは、故

障が発生しても正常な部分に対するシステム記述は不変であるという不変性の

原理を用いた方法である。もう一っの方法は、故障が発生したときの伝達関数

の係数の変化に着目する方法である。代数的な方法に加えて、システムの構造

を表現したグラフを用いて、これらの三問題を解く。

第2章 ・第3章 では、不変性の原理に基づいて、故障診断問題を考察する。

第2章 では、まずこの不変性にっいて説明したあと、それを利用した故障診断

の原理を述べる。っぎに、故障の検出可能性、識 別可能性にっいて代数的条件

を導出するとともに、故障診断アルゴリズムを提案する。このアルゴリズムで

は、.さ きに考察した検出可能条件、識別可能条件が本質的に重要であり、それ

らを用いてアルゴリズムの実行可能性と結果の正当性が示される。ま海、故障

が高々一箇所に限定される場合、っまり単一故障の仮定のもとで互いに識別で

きない故障の組として故障同値類を定義し、それを用いて前述のアルゴリズム

の若干の修正によりどの故障同値類内に故障があるかを判定するアルゴリズム

を導く。

第3章 では、第2章 で展開した故障診断アルゴリズムを三種類の線形システ

ムー線形代数方程式で記述される定常状態にある線形システム、定常状態にあ
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るコ ンパ ー トメ ン トシステム、線形 微分 方程 式で記述 される状態方程式表示の

線形 ダイナミカルシステムー に適用 す る。その ときにシステム内部のサブ シス

テム間の結合関 係(シ ステム構 造 とい う)を 用 いれば、故障の識別可能な ため

の代数的条件 をシステム構造を表現 す るグラフを用いて、等価的なグラ フ条件

にお きか えるこ とが で きることを示 す。このグラフ条 件の直接的な応用 として、

観測位置の設計 問題 にっ いて一っの方法 を提案 す る。 また、このグ ラフ条件を

用いてアルゴ リズム中の一部の手続 きをグラフ的な手 法でお きか えるこ とがで

きる。

第4章 では 、線形ダイナミカル システムの故障診断問題を前二章 とは 、異な

った原理 により考察 す る。ここで 、対象 とす る線形ダイナ ミカルシステムは、

線形微分方程式で記述 され る状態方程式表示の線形ダイナ ミカルシステ ム、線

形コ ンパ ー トメ ン トシステムの二種類を考 えて いる。ここではシステムに故障

が発生 したとき、伝達関数の分母多項式、分子 多項式の係数は、故障 に応 じて

決 った仕方で変化す るとい う原理 を用 いて 、故障診断問題を考察す る。第2章

と同 じくまず故障診断の原理 を述べ たあと、故障の検出可能性 、識別可能性に

っいて代数的条件 を導 出す る。次 に、その代数的条件を システム構造 を表現す

るグ ラフを用 いて、等価的なグ ラフ条件 にお きか える。この ことにより、故障

を識 別す るための試験信号の入 出力位置を設計す ることがで きる。

第5章 は、本論文の しめ くくりで あって、各章での まとめを受 けて、全体 と

しての結論 を述べ ている。
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言己号 一 覧

集合 ・写像

lXl集 合Xの 要素数

X＼Y={xlx∈X,x〈 華Y}

cX集 合Xの 補集合

P(X)集 合Xの 巾集合

Im(・)値 域

代数

R実 数体

C複 素数体

R・ 実数nベ ク トル

Cn複 素数nベ ク トル

Rmxnm×n実 数行列

AT,XT転 置行列,転 置ベ ク トル

R[S]実 係数多項式環

R【X1実 係数多変数多項式環(Xは 変数の集合)

R[X,sJ=R【XU{sH

R[X1【slR[X】 を係数に持っsを 変数 とす る多項式環

R(X)実 係数多変数有理式体(Xは 変数 の集合)

R(X)[s】R(X)を 係数 に持っsを 変数 とす る多項式環

R正X】/±1同 値関係p≡_Pに よるR[X】 の剰余環

R【X,s1/±1,… も同様 に定義 される。

qlpqはpを 割切 る。
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第1章 緒 論

システムに故障が発生 したとき、その故障 の原因を究明 し、適 当な対策 を施

して、システムを復旧させ ることは、重要であ る。例 えば、工業プ ラン トな ど

の場合 、その故障が破壊的な ものになれば 、物的 、人的な損害 を招 くし、破壊

に まで至 らな くても、操業不能に伴 う金銭的な損害 は、多大なもの とな る。故

障診 断法の確立は、安全性 、経済性 、稼働性の点で 、工業 的に重要な問題 とな

っている。

最近 にお ける技術の進歩は 、システム理論的な考 え方を故障診断法 に導入す

る必要性 と可能性 をますます高めている。システムの大規 模化、複雑化 によ り

系統 だ った故障診断法な しにシステムを運用す るこ とは、不可能 になって きて

いる 。また計算機技術の進展 は、 これ らの故障診 断法 を実用化 させ る大 きな力

とな って きてお り、理論 的な基盤 に立脚 した故障診断法の確立が望 まれ ている。

本論文で対象 としている、線形 システムは 、っ ぎの ような種類の線形方程式

によって記述され るもの を考 えている。一っは、工業プ ラ ン トの平衡点近傍近

似 モデルな どに用 いられ る状態方程式で記述 され た線形微分方程式 ・中間標準

形 、その定常状態記述 に用い られ る線形代数方程式 、生体 内の薬物動態の解析

に用 い られ るコ ンパ ー トメン トモデ ルであ る。

本論文で は、っ ぎの三っの故障診断問題 を考 える。システム観測か ら故障が

発生 しているか否かを検 出で きるか(検 出可能性)、 異な った故障 を見分 ける

ことがで きるか(識 別可能性)、 識別可能 とすれば どのよ うな計算 を実行すれ

ば故障 を特定で きるか(診 断アルゴ リズム)の 三問題である。これ らの三問題

をここで とりあげる理 由は、っぎの よ うに考 えられ る。故障 の検 出可能条件 ・

識劉可能条件を導 くことにより、所望 としてい る故障 検出、識別が現在のシス

テ ム観測(ま たは、システム入力 とシステム観測)の もとで達成 されてい るか

どうか を決定 できる。っ まり、システムの観測 の設計(ま たは、入力 と観測 の
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設計)に 利用で きると考 えられ る。も うひ とっの理由 は、 これ らの検 出可能条

件 ・識 別可能条件 に基づいたアルゴ リズ ムの実行可能性を保証することがで き

る。診 断アルゴ リズ ムを考察す る理 由は、観測値が え られ たときに故障位置を

決定 す る方法 を与 えることにある。

本 論文では、上記 の故障 診断問題を'シ ステム構造'と 関連づ けて考察す る。

ここでシ ステム構造 というのは、サブ システムが互 いに結合 して、システム全

'体 のふ るまいを決定 しているときに
、そのサブシステム間 の結合のこ とをいう。

厳密な定義 は、次章 で行な う。シ ステム構造を図示 したものが システム表現 グ

ラフ と呼ばれ る。このグラフを用 いれば 、故障診断問題 とは、検 出可 能条件 、

識別可能条件のグラフ条件 を導 くこと、グラフ を有効 に用 い たアルゴ リズムを

構築す るこ と、と言 うことがで きる。

故障診断問題 にグラフ壷持ち込む利点 として は、っ ぎの三点が挙 げ られ る。

①検 出可能性 、識別可能性が システムの物理的な定数 に依 らずシステムの結合

構造 のみ によって決定で きるこ と、② この こ とか ら観測位置(ま たは入 力位置

と観測位置)の 設計方法を与 えるこ とが で きるこ と、③故障診断アルゴ リズム

を実行す るにあたって、グラフ理論 で既 に得 られているアル ゴ リズムを有効 に

利用で きること、である。

本論文で は、正常時 のシステムモデルが 既知 である と仮定す る。その とき、

診断 の対象 とな るシステムの観測値、 または、入出力伝達関数が診断に利用で

きるとす る。システムに故障が発生 したとき、システムの観測値 、または、入

出力伝達関数が 、正常 時の それか ら変化すれば、故障 は検 出で きるであろ う。

一方 、相異 なる故障 にっいて、その変化の仕方 が 、相 異な っていれば、故障 は

識別で きるであろう。以下では 、この基本的な考 え方 をも とに、二種類 の故障

診断法 を提案す る。一っは、故障が発生 して も正常な部分 に対す るシステム記

述 は不変である という不変性の原理 に基づ いた方法で ある。逆 にいえば 、故障

が発生 した部分の システムを記述す る方程式 に式誤差が発生 することを用いた
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原理 ともい える。もう一っの方法 は、故障が発生 したときの伝達関数の係数 の

変化 に着 目す る方法で ある。

ここで 、これ ら二 っの手法の適用範囲 にっ いて言及 してお く。前述 したよう

に、ここで扱 う線形システムは、状態方程式で記述 され る線形ダイナミカル シ

ステム、その定常状態を記述する線形代数方程式 、コ ンパ ー トメ ン トシステム、

の 三種類 である。このよ うな方程 式で記述 されるシステムに故障が発生 した と

す る とシ ステムは次 のような変化 を受 けることにな る。システムを記述す る方

程 式 に現れ る係数は、そのシステムを構成す る部品の物理定数(慣 性、熱伝導

の係数、物質移行の係数 、…)に よって決定 され る。従 って、ある構成部品が

故障 し、その物理定数が変化 したとす るな らば 、システムを記述する方程式 に

現れ る係数が あ る規則をもって変化す ることにな る。その他 に、アクチュェ ー

タが故障 し、正常な入力が加 えられな くな る場合、セ ンサが故障 し、正當な出

力が得 られな くなる場合がある。本論文で扱 う故障 は以上の種類 の故障であ り、

状態 方程式の次元が変 って しまうよ うな記述す る方程式の形が根本的 に変 って

しまう故障は扱 うこ とがで きない。

不 変性 の原理 に基 づいた手法では、係数変化、ア クチュェ ータ故障、セ ンサ

故 障 を包括 して扱 うことがで きる。ただ し制約 として第2章 で述べ るように故

障 ベ ク トルが故障要素ベク トルの一次結合で表 され ることが この手法を適用す

るの に必要である。この制約が満 たされ るか どうかは部品の物理定数が方程式

にどのよ うに現れているかに依存 している。またこの ときある部品が線形特性

をはずれ て非線形特性 を示す場合 にもこの制約を満 たすな らば この手法は適用

可能 であ る。但 しここで注意 してお くことは、この手法では故障が発生 しても

不 変 に保 たれている部分空間を明 らか にするだけなので、故障 と不変に保 たれ

る部分空間が 一対一 に対応 していな いことか ら、個 々の故障 の発生原因 までを

求め ることはで きな い。っまり原理上見分 けることので きない故障がある(こ

れ を等価な故障 と呼ぶ ことにす る)。 しか し、 この手法の利点 としては、第2
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章で導出す る故障診 断アルゴ リズムを用 いて等価な範囲でどの故障が発生 して

いるかを特定で きるこ とが挙 げられ る。 また付 け加 えるな らば 、この不変性の

原理は本 質的 に非線形な システムの故障診断 にも適 用可能な こ とが示 され てい

る。

一 方、伝達関数の係数変化 に基 づ く手法では、システムの係数変化、それ も

第4章 で述べ る制約を満 たす変化 、を生 じる故障 しか扱 うことが で きない 。し

か し、熱交 換器での熱移動の定数 、コンパ ー トメン トシステムでの物質移行の

定数 、等が 変化す る故障はこの制約 を満 たしてお り、適用可能なシステムの例

は少なか らずあ る。システムの係数変化は、不変性 よりもよ りシステムの構成

部品 との対応 関係が強 いので、不変性の原理で問題 とな った等価な故障 は少な

くな る。また不変性の原理 に基づ く手法 に比べて少ない入 出力数で故障 を識別

で きる。

故障 診断問題の従来の取 り組みに関す る概観は、線形 システム に対 して、

Willskyの サ ーベ イ 【itがあり、電気 回路網 に対 しては、IEEEの 特集[2】、お

よびBandlerら の サ ーベ イ[31に 詳 しい。また、Saeks,Liberty編 の本 には、

計算機 シス テムの ようなデ ィジタルシス テムに対す る故障診断法 も含め て、ア

ナログシステ ムの故障診断法 の論文が集め られている 【4亅。

故障診 断へ のグラフ理論の応用 という観点 か らは 、この応用 自体 は新 しいこ

とで はな い。琶ayedaは 、正常 、異常の二 値を とるサブシステムが結合 して異

常が 伝播す るシステ ムにっいて、初期異常点を見い出す方法を論 じている 【51。

また、Iriら は、過 大、正常、過小の三値を とるサブ システムが結 合 したシス

テム にっいて同 じ問題を考察 している【6】。しか しこれ らは 、二 値的、三値的

なシステムで あり、線形 システムのように連続的な値を とるシステムに適用す

るには、連続 的な値を とるシステムに対 する故障診断法が必要 である。電気回

路網 に対 す る故障 診断法 としては、回路素子の結合構造 を表現す るグラフを用

いて故障の可診断条件 を導 出す る方法が 、Liuら によ り論 じられ て きた 【7,8】。
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これ に対 して、線形システムに対す る故障診断法 にグラフ的手法 を持 ち込 んだ

例は少な い。

そ こで 、本論文の新規性 としては 、故障 の検 出可能条件 、識別可能条件を導

くこ と、 それに基づい た故障診断アルゴ リズムを提案す るこ と、これらの問題

を考察す るためにシステム構造を表現す るグラフを用 いて、グラフ的な条件、

お よび 、アルゴ リズムへ のグラフ理論の応用を考 えている点にある。

第2章 ・第3章 では、不変性の原理 に基づいて、故障診断問題を考察す る。

第2章 で は、 まず この不 変性 にっいて説明 したあ と、それを利用 した故障診断

の原理 を述べ る。っ ぎに、故障の検 出可能性 、識別可能性 にっいて代数的条件

を導 出す る。そ して、故障診断アルゴ リズムを提案する。このアルゴ リズムで

は、さ きに考 察 した検 出可能条件、識別可能条件が本質的に重要 であり、それ

らは、アルゴ リズムの実行可能性 と結果の正 当性 を保証することが証明 され る。

また、故障が 高々一ケ所 に限定 され る場合 、っ まり単一故障の仮定のも とで互

いに識別で きない故障の組、故障同 値類を定 義 し、それを用 いて前述のアル ゴ

リズ ムの若干の修正 によりどの故障同値類内 に故障が あるかを判定するアルゴ

リズ ムを導 く。

第3章 では、第2章 で展開 した故障診断アルゴ リズムを三種類の線形 システ

ムー線形代数方程式で記述され る定常状態 にあ る線形 システム、定常状態 にあ

るコ ンパ ー トメ ン トシステム、線形 微分方程式で記述 され る状態方程式表示の

線形 ダイナミカルシステムー に適用 する。その ときにシステム内部のサブ シス

テム間の結合 関係(シ ステム構造 とい う)を 用いれば、故障の識別可能な ため

の代数的条件をシステム構造 を表現 するグラフを用いて、等価的なグラフ条件

にお きか えるこ とがで きることを示 す。このグラフ条 件の直接的な応用 として、

観測位置の設計問題 にっいて一っの方法 を与 える 。また、このグラフ条件 を用

いてアル ゴ リズム中の一部の手続 きをグラフ的な手法 でお きかえることがで き

る。
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第4章 では 、線形 ダイナ ミカルシステムの故障診断問題 を前二章 とは、異な

った原理 によ り考察 する 。ここで、対象 とす る線形 ダイナミカルシステムは、

線形微分方程式で記述 され る状態方程 式表示の線形 ダイ ナミカルシステム、線

形 コンパ ー トメン トシステムの二種類 を考 えている。ここではシステム に故障

が発生 したと き、伝達 関数の分 母多項 式、分子多項 式の係数は、故障 に応 じて

決 った仕方で変化 す るとい う原 理を用 いて、故障診断問題 を考 察する 。第2章

と同 じくまず故障診 断の原理 を述べ たあ と、故障の検 出可能性、識別可能性 に

っ いて代数的条件 を導 出す る。次 に、その代数的条件 をシステム構造 を表現す

るグ ラフを用 いて、等価 的なグラフ条件 にお きかえる。この ことによ り、故障

を識別す るための試験 信号 の入 出力位置 を設計することがで きる。

第5章 は、本論文 の しめ くくりであって、各章での まとめを受 けて、全体 と

しての結論 を述べ でいる 。
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第2章 線 形 シ ス テ ム の

故 障 診 断 ア ル ゴ リ ズ ム

2.1緒 言

本章 では、線形システムに故障が発生 した とき、観測に基づいて故障が検 出

で きるか(検 出可能性)、 相異な る故障が識別で きるか(識 別可能性)、 識別

可能 とすればどの ような計算を実行すれば故障 を特定す ることがで きるか(故

障 診断アルゴ リズム)の 三問題 にっ いて考察す る。ここで用いる手法 は、シス

テムの一部 に故障が発生 したとしても正常 に動作 している部分は不変 に保 たれ

ること(こ れ を不変性の原理 とよぶこ とにする)を 利 用するものである。もう

少 し詳 し く説明す るな らば 、この不変性の結果、故障発生時 と正常時の観測 値

の差 は、故障 に応 じて決 まる線形部分空間 に含 まれる。従 って、その差が どの

故障 に応 じた線形部分空間に属するか を調べ ることによ り故障 を特定で きると

考 え られ る。以 下では 、この考え方が正 しい ことを、代数的な故障検 出条件 、

故障識別条件、および それ らの条件 に基づい た故障診断 アルゴ リズムを導出す

ることにより、示 す。

この不変性 を利用 した故障診断法は、電 気回路網の故障診断手法 として

Biernackiら によって提案 された[1】。その後 、Huang,Lin,Liuは 、電気回

路網の結合 トポロジーを用 いることにより故障 診断が可能 とな るための観測節

点の位置 に対す る条件を導 いている[2,3]。

ここで は、まずこの手法 を、次章 で述べ る三っの線形 システム(線 形代数方

程式で記述 され る定常状態 にある線形 システム、定常状態 にあるコ ンパ ー トメ

ン トシステム、状態方程式で記述 され るダイナミカルな線 形システム)に 適用

す るために、線形写像、線形部分空間の概 念を用 いて表現 する。っ ぎに、代数

的な故障 識別条件 を用いて、故障診断アルゴ リズムを提案す る。故障が同時 に

複数発生 しない ときには(単 一故障の仮定)、 故障が検 出可能なシステム にっ
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い て、お互 いに識別で きな い故障の組、故障同値類 を考 えることがで きる。こ

の とき今述べ たアル ゴ リズム は、若干の修正 によ り、どの同値類の中に故障が

あ るかを判定 す るアルゴ リズム にな ることが示 され る。

2.2シ ステムの記述

ここで は、 まず対象 とする線形 システムを記述 したのち、システム故障が シ

ステム記述 をどの よ うに変化 させ るか にっいて述べ る。

シス テムが正常な ときには、

Ax=O C2.1)

と記述 され る とす る。ここでAは 、線形写像V→E、Vはn次 元 状態変

数空間 、Eはn次 元エ ラ ー空 間(こ の意 味は後述す る)、x∈Vは 状態ベ

ク トルであ る。式(2.1)で は、正常状態が0と なるよ うに状態ベ ク トルの原

点 を定め ている。 また式(2.1)は 、行列Aを 定数のn×n行 列 とした場合

には定常状態 にある線形 システム を、コ ンパ ー トメ ン ト行列 とした場合 には定

常状態 にあ るコンパ ー トメン トシ ステムを、(sI-A)と した場合にはシス

テム行列をAと す る状態空間表示 の線形ダイナミカルシステムを表 現す るこ

とが で きる。式(2.1)が システムの完全 な記述 で南ること、っ まりAは 、逆

写像A卿1:Envを もっ ことを仮定す る。

システムに故障が発生 した ときには、式(2.1)の 等 式が成立 しな くな り、

Ax=E (2.2)

となる もの とす る。 ε∈Eを 故障 ベ ク トル とい う(こ の意 味でEを エ ラ ー

空間 とよぶ)。 式(2.2)よ り、システム記述は故障ベ ク トル ε に直交す る部
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分空 間上で不変で あるこ とがわかる。この章の緒 言でも述べた ようにこの 不変

性を利用 して故障診断を実行す る。故障 は故障要素の組み合わせ であると考 え

て、 ε は、故障要素ベ ク トルU1,…,utの 線形結合で表 わせ るもの とす る。

(こ こでtは 故障要素 の数 とする。故障要素は添字集合{1,…,t}の 要素

と対応づ けられる。)た とえば、次章であっか う定常状態 にあ る線形 システム 、

線形 ダ イナミカルシステムの故障では、故障要素ベ ク トルは単位ベ ク トルe1,

… ,e.で あり、コンパ ー トメ ン トシステムの故障で は、故障要素ベ ク トル は

枝ベ ク トルft,…,ftで あり、ともにこの仮定を満 たしてい る。これ らの場

合 、故障要素ベ ク トルはエ ラー空間Eの 生成系 とな っているが 、以下の 議論

は、命題2.1・ 定理2.1の 前 にそれぞれ設け た弱 い仮定の もとで 、故障要素 ベ ク

トルがEの 生成系 にな らない場合にも適用で きる。

1⊂{1,…,t}と して、i∈1に 対応す る故障要素が故障 した場合 、故

障1が 発生 したという。この ときには、

F(1):=span{u.,i∈1} (2.3)

として ε∈F(1)と な るので、F(1)を 故障1に 対す る故障部分空 間 と

よぶ 。di田F(1)=kを 故障の規模 と考 え、この と き1をk重 故障 という。

F(1)=F(」)の とき、故障1と 故障Jは 等価である とい う。これ らは

故障 ベ ク トルが どの部分空間 に属 するかを調べ るだ けでは見分 けのっかな い故

障 であ る。dimF(1)=111と なる故障を基本故障 という。 ε∈F(1)の と

き、故障1と 等価な故障が発生 している という。

2.3故 障診断の原理 ・識別可能条件

ここではまず、故障が発生した場合に観測値がどのホうに変化するかを調べ

たのち、その変化に基づいた故障診断の原理と故障の識別可能条件にっいて考
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察す る。

状態空 間 を観測 変数 と非観測変数 に分 けて、V=V。+vz「 と、状態変数空

間の 直和分解 を考 える。Voを 観測変数空間 、voを 非観測変数空間 とい う。

di瓸Vo=mと す る。状態観測 は、線形写像C:V→VoをVのvaに 沿

った射影 とす る とき、

y=Cx (2.4)

で与 えられ る。

故 障1が 発 生 したとすれば、式(2.2)で ε∈F(1)だ か ら、式(2.4)よ り

y∈S(1):=CA4F(1)で ある。S(1)を 故障観測部分空 間 とい う。S

(1)≠S(J)で 観測ベ ク トルyが それ らの共通部分 に属 さない とすれば、

yがS(1)ま たはS(J)の いずれに属するか によって故障1、 故障J

の どち らが発 生 しているかを判定 で きる。y∈S(1)∩S(J)の ときには、

S(1)⊂S(」),S(1)≠S(J)な らば故障1が 発生 してい ると判定す る。

これ らの判定 法 は、①S(1)⊂S(J),S(1)≠S(J)で 故障Jが 発生 し

て いるにもかかわ らずy∈S(1)と な る場合 、②S(1)OS(J)、S(1)⊃

S(J)の ときにy∈S(1)∩S(J)と な る場合 を無視 してい る。 しか し① 、

② の場合 は、yが 故障観測部分空 間の中の より次元の小 さな部分空 間に含 ま

れ るので 、① 、② を満 たすyの 原像は故障部分空間中の真 に次元の小 さな部

分空間の和集合(有 限個)と なる。 したがって故障部分空間が ルベ ーグ測度空

間 とみなせ る ときには、故障ベ ク トル ε が連続分布す るとす れば ほとんどす

べ ての場合① 、② は起 こりえない。この ことか ら、故障部分空間 に測度がない

場合で も次 の仮定 は、満 たされていると仮定す る。

[仮 定2.1] 故障1が 発生 しているとすれば 、S(」)DS(工)と な る故

一10一



障Jに っ い てyes(J)で あ る 。

仮定2.1が 満たされているときには、故障1、 故障Jの いずれかが発生 し

てい るとすれば、観測ベ ク トルyか ら故障1、 故障Jの いずれが発生 し

ているか を正 しく判定で きる必要十分条件 は、S(1)≠S(J)で ある。この

ことか ら、S(1)≠S(J)と なることを故障1と 故障Jは 識別可能で あ

るとい う。

以 下で は、システム(A,C)(式(2.1),(2.4)で 表 わされ るシステムをいう)

では、どの程度 まで故障が識別で きるかにっ いて考察す る。

まず、等価な故障1と 故障 」 は 、必 ずS(1)=S(J)と なるので識別

で きない 。この ことは、式(2.4)の 観測写像Cの 選び方 に無 関係で ある。そ

こで等価な故障の識別 は考 えな いことにす る。

シ ステム(A,C)がk重 識別可能であ るというの は、1をk重 以 下の故

障、Jを1と 等価でない任意の故障 とす るとき、S(1)≠S(J)で あるこ

とと定義 する。

[定 義2.1](k重 識別可能)シ ステム(A,C)がk重 識 別可能で あると

は、

dimF(1)≦k,F(1)≠F(J)噐3>S(1)≠S(J) (2.5)

が成 立することをいう。

この定義 は、2.4の 定理2.1で 示 され るように観測ベ ク トルyが 仮定2.1

を満 たしているとす るな らば、yに よってk重 以下の故障が発生 しているの

か、(k+1)重 以上の故障が発生 しているのかを判定で き、 しか もk重 以下
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の故障が発生 して いるのな らば 、等価な故障 の範囲内で どの故障が発生 してい

るのか を判定 で きることを意味する 。これ らの判定をk重 故障診断法 とい う。

k=0の 場合 、特 にシステム(A,C)は 検 出可能 とい う。なお 、シ ステ ム

(A,C)がk重 識別可能で あれば(k-1)重 識別可能 であることは明 らかで

あ る。

システム(A,C)がk重 識別可能であるための必要十分条件 は、故障観測

部分空間の次元 を用 いて表現で きる。ただ し、以下ではdimF({1,…,t})

≧k+1を 仮 定す る。

[命 題2。1]【2】 システム(A,C)がk重 識別可能(k≦n)で あるた

め の必 要十分条件 は、任意 の(k+1)重 故障 工 について、dimS(1)=k

+1が 成 り立っ こ とであ る。

2.4故 障診 断アル ゴ リズム

ここで は、2.3の 原理 に基 づいてk重 故障診断 を実行す る故障診断 アル ゴ

リズ ムを与 える。以 下では、dimS({1,…,t})≧m(観 測変数空間の次元)

を仮定す る。

[定 理2.1](k重 故障 診断アルゴ リズム)シ ステム(A,C)は 、k重

識別可能 とす る。仮定2.1の もとでっぎのアルゴ リズムは、k重 故障診 断法 を

与 える。

アル ゴ リズム:

(ス テップ1)k一 被覆集合Kを 求める。ここでk一 被覆集合 とは、っ

ぎの二性質を満 たす故障 部分 空間の系である。

(イ)任 意のF(1)∈Kに っ いて、1はm重 故障 であ り、dimS(1)=

mで あ る。
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(ロ)任 意 のk重 以 下 の故障Jに 対 して 、F(1)∈Kが 存 在 してF(J)

⊂F(1)と な る 。

(ス テ ップ2)各F(1)∈Kに 対 し、 線形 写 像CA-iIF(1):F(1)今

Voは 、逆写 像M(1)を もっ 。 μ(1):=M(1)yと す る と き 、k重 以 下の

故 障 」、F(J)⊂F(1)に 対 して μ(1)∈F(J)な らば 、Jと 等 価 な 故

障 が 発 生 して い る 。

(ス テ ップ3)ス テ ップ2で ど のF(1)∈Kに つ いて も μ(1)が 、k

重以 下 の故障J、F(J)⊂F(1)に 対 して μ(1)任F(」)と な るな らば 、

(k+1)重 以上 の故 障が 発 生 して い る 。

(証 明)定 理 の証明には、k一 被覆集合 の存在(ス テ ップ1)と 、,uEF(J)

な らばJと 等価タ故障が発生 している(ス テップ2)こ とを示 さな ければな

らな い 。

1補 題2.1](k一 被覆集合の存在条件)k一 被覆集合K(k≦n)が 存

在す るためには、システム(A,C)が(k-1)重 識劉可能 であることが必

要十分である。

(証 明)十 分性:Jを 任意のk重 以下の故障 とす る。命題2.1か ら

dims(J)=di●F(J)≦kで ある。この ことか らJ⊂1と な るm重 故障

1をdinS(1)=mと なるように選べ る。J⊂1だ か らF(J)⊂F(1)

で ある。k重 以下の故障それぞれに対 してこの よ うに作 った系{F(1)}は 、

F,・覆集合 をなす 。

必要性:Jを 任意のk重 故障 とす る。F(1)を(イ)、(ロ)を 満 たすK

の元 とす る。dimS(1)=dimF(1)=mだ か ら、F(1)の 中の一次独立な

ベ ク トルはCA層1に よって一次独立 なベ ク トル に写 され るので 、F(J)⊂F
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(1)よ り 、dimS(J)=dimF(J)=kで あ る 。従 って命 題2・1よ りシ ス テ

ム(A,C)は 、(k-1)重 識 別 可 能 で あ る 。(補 題証 明 終)

[補 題2.2]F(1)∈Kに 対 して 、線 形 写 像CA-11F(1》:F(1)→Vo

は 、 逆 写 像 を もっ 。 その 逆 写 像 をM:Vo→F(1)と して、 μ:=Myと す

る と き 、F(J)⊂F(1)に 対 して μ ∈F(J)で あ る必 要 十 分 条 件 は 、y∈

S(J)で あ る 。

(証 明)cA-11F(r>F(1)=CA-1F(1)=S(1)と 、di皿F(1)=

d加S(1)=mよ り、CA顧1lF(t>は 全 単 射 とな るの で逆 写 像 を もっ 。 μ∈F

(J)と す れ ば 、y=M讐1μ=CA`11F(!》 μ=CA4μ ∈S(J)で あ る 。逆

にy∈S(J)と す れ ば 、あ る ε∈F(J)に 対 しy=CA-1ε とな るの で 、

ｵ=My=MCA-s=ε ∈F(J)で あ る 。(補 題 証 明 終)

定理2.1の 証明 に戻 る。補題2.1よ りステップ1が 実行可能である。補題2.1

よりk重 以下の故障Jに 対 してステ ップ2に お いて μ∈F(J)な らば、

y∈S(J)で あ る。この とき故障ベ ク トル ε が ε〈斈F(」)で あ ると仮定

す る。 ε を含む故 障部分空 間をF(1)と す る。するとF(J)DF(1)で

あるか ら、あるi∈1に っいてu;は 、F(」)と 一次独立である。J':=

JU{i}と すればJ'は(k+1)重 以下の故障だか ら、システムのk重

識別 可能性の仮定 を用 いる と命題2.1よ りdinS(J')=dimF(J')=dimF

(J)+1=dinS(J)+1と な る。従 ってCA-1ui∈S(1)はS(J)と

一次 独立 となるのでS(J)わS(1)で ある。一方 、故障1が 発生 している

のでy∈S(工)で あ るが 、これは仮定2.1に 矛盾す る。従 って μ∈F(J)

な らば ε∈F(J)と な るので、Jと 等価な故障が発生 していることが わか

る。最後 に、k重 以下 の故障が発生 していれば必ずステップ2で 判定 され るこ

一14一



とを示せば よい。Jをk重 以下の任意の故障 とす る。k一被覆集合の定義(ロ)

か らF(J)⊂F(1)∈Kと な るm重 故障1が 存在す る。故障Jが 発生

しているとすればy∈S(J)で あ るか ら補題2.2よ り μ(1)∈F(J)と な

る。従 ってステップ2でJと 等価な故障が発生 していると判定 され る。

(定理証明終)

(注 意2.1)ス テップ1は 、システムの設計蒔 に一一度だけ実行すればよ

く、シ ステムの観測時 にはステ ップ2～3だ けを実行 すれば よい。

2.5故 障同値類

ここでは、前節 まで の特別な場合 として、システムに単一故障が発生 した場

合の故障診 断法 にっいて述べ る。ここで単 一故障 の仮定は、システムの構成要

素の うち二 っ以上が同時に故障することは可 能性が より少 ないと考 えているこ

とを意 味する。2.2の システム記述 に従 ってこの単 一故障の仮定 を述べ るな

らば 、式(2.2)で 、故障ベ ク トル ε の方向は 、あ る故障 要素ベ ク トルUiの

方向 と一致す る。この とき故障i(故 障{i}と い うかわ りに)が 発生 した

とい う。システム(A,C)が 、1重 識別可能 な らば、定理2.1の アルゴ リズム

は、その まま単一故障 を識別するアルゴ リズ ム となる。観測変数 の数が少ない

場合 には しばしばお こりうるが 、システムが 、0重 識別可能(っ まり検 出可能)

であ り1重 識別可能でない場合 には、お互い に識別で きない故障の組が考 えら

れ る。この組を故障同値類 とよぶ(厳 密な定義は以下で述べ る)。 以下で は、

システム観測に基づいてどの故障同値類 に故障 が発生 しているかを判定 するア

ル ゴ リズムにっいて述べ る。

システム(A,c)は 、o重 識別可能 とす る。この とき、故障iと 故障j

が識 別不能 であるとい う関係、っ まりs({i})=s({」})と いう関係は 、

{1,…,t}の 上の同値関係である。この同値関 係 による剰余類を故障同値類
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と よ ぶ 。以 下 で は 、 故 障 同 値類Dは 、{1,…,t}の 部 分集 合 と同 一 視 す る。

[定 理2.2]シ ステム(A,C)は 、0重 識別可 能 とす る。仮定2.1の もと

でっ ぎのアルゴ リズムは、観測値yか らどの故障同値類 の中に故障が発生 し

て いるかを判定す る。

ア ルゴ リズム:

(ス テップ1)同 値類被覆集合K'を 求め る。ここで同値類被覆集合 とは

っ ぎの二性質を満 たす故障要素ベ ク トルの添字集合{1,…,t}の 部分集合の

系 で ある。

(イ)任 意のK∈K'に つ いて、Kはm重 故障 であ り、dimS(K)=m

で あ る。

(ロ)任 意の 故障 同値類Dに 対 して、K∈K'が 存在 して、DnK≠ φ

とな る。

(ス テ ップ2)各K∈A'に 対 し、線形写像CA-CIF(K):F(K)→Vo

は、逆写像M(K)を もっ。μ(K):=M(K)yと する とき、故障要素ベ ク ト

ルu.,i∈Kと μ(K)の 方向が一致す るな らばiと 同 値な故障が発生

してい る。

(ス テップ3)ス テップ2で どのK∈A'に っいても μ(K)が 、故障

要素ベ ク トル と方向が一致 しないな らば単一でない故障が発生 してい る。

(証 明)同 値類被覆集合 の存在にっいて:シ ステムは、O重 識別可 能で

あ るか ら、補題2.1よ り1一 被覆集合Kが 存在す る。Kに 対 して 、A':={

K⊂{1,…,t}lF(K)∈K}と 定め る。K'が(イ)の 条件 を満 たす こ とは、

1一被覆集合の定義 より明 らかであ る。任意の故障同値類Dの 任意の元 をd

とす る。{d}は 、1重 故障 だか ら、1一 被覆集合の定義 よりF({d})⊂F(1)

とな るF(1)∈Kが 存在す る。 またこの と き補題2.1の 証 明か ら{d}⊂1
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ととれることがわか る。K'の 定義よ りIEK'だ か ら、K'は 条件(ロ)を

満 たす 。 ステップ2に っいて:逆 写像の存在 は、定理2.1と 同様で ある。

μ(K)とu.,i∈Kの 方向が 一致 してい るとす る。っ まり μ(K)∈F({i})

で あ るか ら、補題2.2よ り、y∈S({i})で ある。この とき故障jが 発生 し

てい たとす る。するとy∈S({」})で あ る。故障iと 故障jが 同値でな

い とすれば 、s({i})≠s({j})と なるが 、 これは仮定2.1に 反す る。っ まり

iと 同値 な故障が発生 している。 ステヅプ3に っ いて:故 障iが 発生

してい るとき必ずステップ2で 判定 される ことをいえば よい。iを 含む故障

同値類をDと し、Kを 条件(ロ)を 満 たす同値類被覆K'の 元 とす る。故障

iが 発生 しているのでy∈S({i})と な るが 、す ると補題2.2よ り μ(K)

∈F({i})で ある。っ まり μ(K)とu.の 方向 は一致するこ とにな りステ

ップ2でiと 同値な故障が発生 している と判定 され る。(定 理証明終)

2.6結 言

本章で は、線形 システムの故障診断問題 を考察 し、故障診断 アルゴ リズムを

提案 した。一っは、システムがk重 識別可 能である ときに、システムにk重

以下 の故障が発生 しているのか 、(k+1)重 以上 の故障が発生 しているのか

を判定 しk重 以下の故障が発生 している場 合 には、 どの故障 が発生 している

か までを判定す るアルゴ リズムで ある。もう一っは、システムが0重 識別可能

な ときに、 どの故障同値類内に故障が発生 してい るのかを判定す るアルゴ リズ

ムで あ り、前者のアルゴ リズムの若干の修正 として与 えられ る。

これ らのアルゴリズムの特徴 は、①アル ゴ リズ ムの実行可能性 と正 当性が 、

故障 の識別可能条件 によって保証 され るこ と、②線 形演算の範囲で実行 で き、

計算が容易であること、③次章で示す ように広 い範囲の線形 システム に適用 で

きること、を挙 げられる。

一17一



第3章 シ ス テ ム 構 造 を 考 慮 に 入 れ た

故 障 診 断 ア ル ゴ リ ズ ム の 適 用

3.1緒 言

この章では 、前章で提案 した故障診断 アルゴ リズムを三っの型の線形 システ

ム(線 形代数方程 式で記述 され る定常状態 にある線形システム、定常状態 にあ

るコ ンパ ー トメ ン トシステム、状態方程 式で記述 され る線形ダ イナミカル シス

テム)に 適用 す る。その ときにシステム内部のサブ システみ間の結合関係(シ

ステム構造)を 用 いれば、故障 の識別可 能条件 と故障診断アルゴ リズム(一 部)

が 、それぞれ シス テム構造を表現す るグラフ上の条件 とグラフ上の手続 きでお

きか えられ ることを示す 。

故障診断問題 にグ ラフを持 ち込む第一の利点は、観測位置(ま たは 、入力位

置 と観測位置)を 、望 まれ る故障検出性 、識別性 を保証 するように決定す る方

法 を与 えることであ る。第二 の利点 としては、故障診断アル ゴ リズムを実行す

るにあたって、グ ラフ理論で既 に得 られているアルゴ リズムを有効 に利用 で き

る点 にある。

故障診 断問題 をグ ラフ理論を用いて考察すること自体は新 しいこ とではない。

Mayedaは 、正常 、異常の二値を とるサブシステムが結合 して異 常が伝播 す る

システムにっ いて、初期異常点を見い出す方法 を論 じている[1】。また、Iri

らは、過 大、正常 、過小 の三値を とるサブシステムが結合 したシス テムにっ い

て同 じ問題を考察 している[21。 電気回路網 に対する故障診 断法 としては、回

路素子 の結 合構造 を表現 す るグラフを用 いて故障の可診 断条件 を導 出す る方法

が、 さかん に論 じられて きた。電気回路網の故障診断法の概観 は、IEEEの 特集

【3】、お よび 、Bandlerら のサ ーベ イ[4】に詳 しい。これに対 して、線形 システ

ムに対す る故障診断法 にグラフ的手法 を持 ち込んだ例は少 ない。

故障診断問題 にシステム構造 を導入す ることの利点 としては、①検 出可 能性 、
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識別可 能性がシステムの物理的な定数に依 らず システムの結合構造のみによっ

て決定で きること、② このことか ら観測位置の設計 方法 を与 えるこ とがで きる

こと、③故障診断アルゴ リズムを実行す るにあたって、グラフ理論で既 に得 ら

れてい るアルゴ リズムを有効 に利用で きること、が挙げ られる。① について、

もう少 し説明すると、検 出可能条件 、識別可能条件が 、システム構造を表現す

るグラ フを用 いて、係数行列の非零要素(ま たは、非零移行係数)を パ ラメー

タとしたときgenericな 条件 として与 えられ る。ここであ る命題が9eneric

に成立 するとは、(イ)そ の命題の成否 は、パラメ ータ値 により決定 され、かっ

(ロ)そ の命題を不成享 とさせ るパ ラメータは、恒等 的には零でないある多項式

の零点 に含 まれていることをいう【5】。っ まり命題がgenericに 成立するとす

れば 、その命題 は、パ ラメータ空間の稠密な集合の上で成立 しているので、シ

ステムパ ラメータは、その命題を成立 させている と考 えるの は、正 当なことで

あろ う。従 って、本論文でgenericに 成立する検 出可能条件 、識別可能条件 、

および それ らに基づ きgenericに 成立する故障診断 アルゴ リズムを導 くのは、

正常時 の係数行列の非零要素(ま たは、非零移行係数)が 、それ らを成立 させ

ていると考 えてもよいか らで ある。

以下では 、3.2で 定常状態 にある線形 システム 、3.3で 定常状態 にある

コンパ ー トメン トシステム、3.4で 線形 ダイナミカル システ ムに対 して、第

2章 での故障診断アル ゴリズムを適用す るこ とを考 える。

3.2定 常状態にある線形システムへの適用

ここでは、線形代数方程式で記述される定常状態にある線形システムに対し

て故障診断問題を考察する。まず、サブシステム間の結合関係を表現するため

に、システム構造とそのグラフ表現を導入する。っぎに、故障観測部分空間を

具体的に求め、その次元のグラフ表現を与えることにより、故障の識別可能条

件、故障診断アルゴリズムの中の被覆集合をグラフ的に特徴づける。また、単
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一故障の仮定のもとで故障同値類のグラフ的特徴づけ、および、すべての単一

故障を互いに識別できるための観測位置の設計方法にっいても考察する。

3.2.1シ ス テ ム構 造 とその 表 現 グ ラ フ

シ ス テ ムの 記 述 は 、 式(2.1),(2.4)を 線 形 代 数方 程 式で 書 き直 して 、

AX=0,AERnxnXER"

y=Cx,y∈Rm,C∈R佩 麗n

<3.1)

(3.2)

とな る。ここでシステム行列Aは 、第2章 で仮定 した逆写像の存在 よ り、正

則で ある とす る。式(3.1)でi番 めの式は、i番 めの システム要素(シ ステ

ムの構成部品 をさす 。た とえば、それが熱交換器 とすれば、i番 めの式 は熱

平衡 の式 とな る。)に 対応 しているとする。従 ってi番 めの システム要素が

故障 した ときの故障要素ベ ク トルは、単位ベ ク トルe;と な る。 また、式(3.

2)で 観測行列Cは 、各行が単位ベ ク トルか らなる行 フルラ ンクの行列 とす る。

この ことはn個 の変数の うちm個 を観測す ることを意味す る。

シス テムの結合構造 は、っ ぎのように説 明され る。変数X」 が システム要

素iに 関係す る度合 いは、係数ai」(A=(aij))に よ り与 え られ、こ

れ らは 、物理定数な どによって定 め られる。一方、変数X」 が システム要素

iに 関係 しない ときには、それは、物理定数 に無 関係な システムに固有の性

質 と考 え られ る。これ らの性質 をシステム構造 とい う。

この システム構造 を表現するには、っぎの二種類のグラフを用 いるのが便利

で ある。以下で は、行列Aの 正則性か らシステム要素iは 変数Xiに 関

係 して いるように式 を並べかえてお く。っ まり行列Aは 、非零対角要素 を持

っ もの とす る。行列AのCoatesグ ラフ、Gn(N,E)は 、変数xの 添字

集合n:={1,…,n}と 一対一 に対応 した節点集合N={1,…,n}と 、
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(i,j)∈E〈==>a;.≠0に よ っ て定 め られ る有 向 枝 集 合Eを もっ 有 向 グ

ラフ で あ る 。行 列Aの 二 部 グ ラ フGn(Nr,N,,Eb)は 、Aの 行添 字 集 合

{1,…,n}と 一 対 一 に対 応 した行 節 点集 合Nr={π,(1),…,π,(n)}

(こ こで π,はN→N,へ の 自然 な 一対 一対 応 を与 え る)、 同 様 に定 義 され

た列 節 点 集 合N,(π 。 も同 様 に定 義 され る)と(π,(i),π ・(」))∈Eb

〈==>a　 ≠0に よ って定 め られ る無 向 枝集 合Enを もっ無 向 二 部 グ ラ フ で

あ る 。故 障 集 合1は 、 シス テ ム要 素 に対 応 して い るが 式 を並 べ か えて あ るの

で1⊂Nと 考 え て もよ い 。観測 変 数 の 集合C⊂Nを 観 測 行 列Cと 同 じ文

字 を 用 い て表 す 。1,:ニ7Lr(1)な どの意 味 は 明 らか で あ ろ う。 ま た、N,1⊂

N.,N、1⊂N。 とす る と き、A(rTr1,Nc1)は 、行Nrl、 列Nc1か らな る

Aの 小 行 列 を表 す 。

3.2.2識 別可能条件

故障Jが 発生 したときシステムは、

Ax=ε,ε ∈F(J)=R(EJ) (3.3)

と変化す る。ここで、R(・)は 、行列の像空 間を、E」 は 、故障要素ベ ク ト

ル(こ の場合、単位ベク トル)e;,i∈Jを 横 に並べ た行列であ る。従 って、

故障観測部分空間S(」)は 、

S(J)=R(CA'1EJ) (3.4)

で与 え られる。命題2.1で 与 えたように故障 の識別 可能条件 は、故障観測部分

空間の次元 を用 いて表現で きる。以 下で は、この次元の代数的な条件 、お よび

それ に等価なグラフ条件 を求める。
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[補 題3.1] dimS(J)=kと な る必 要 十 分条 件 は 、

rank[謝=n+k (3.5)

で あ る 。

(証 明)

燃 圏=燃[含
一CA三1、]

=n十dimS(J)

(3.6)

(証 明終)

グ ラフ条 件を求 める まえに、グラフの用語 を説明 してお く。GA(N,E)に

っいて 、voを 始点、Vkを 終点 とす る長 さkの 有向道Pは 、節点 と枝の

交互 列 、

P=(Vo,(Vo,v董),vt,(v1,v2),…,(Vk-1,Vk),Vk),

vi∈N,i=0,…,k,(vi,v田)∈E,i=0,…,k-1 (3.7)

の こ とをい う。長 さ0の 有向道 も許 される。N(P)、E(P)で それぞれP

中の節 点集 合、枝集合 を表す 。N1,N2⊂Nと して、vo∈N1、Vk∈N2な

らば 、PをN1か らN2に 至 る有向道、 または単 にN1→N2有 向道 とい

う。互 い に節点を共有 しない有向道の集 りとは、その集 りの 中のどの二本の有

向道 も節点 を互 いに共有 しな いものをい う。有向道の集 りPがNi⊂Nか

らN2⊂Nを 結ぶ とは、N1={P中 の有向道の始 点}、N2={P中 の有
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向道の終 点}と なることである。D⊂Nが 、N1か らN2を 分離す るとは、

N1か らN2に 至 る任意の有向道はD中 に節 点を もっことをい う。この と

きDは 、NpN2分 離集合 ともいう。これ らにっいて、Nlま たはN2が

一っの要素か らなれば、たとえば{v}=N1の 場合 、中括弧 を省略するこ と

もで きる。Gb(N,,N。,Eb)に っいて、マ ッチ ング とい うの は、枝集合の 部

分集合 であり、その 中の どの二本 も節点を共有 しない ものをい う。N,t⊂N,

とN・i⊂N。 の間のマ ッチングとは、そのマ ッチ ング申の枝 は、N,1UN。1

に接続 しているものをいう。節点vが マ ッチ ングMに よって飽和 してい る

とは、vに 接続す るMの 枝が存在する ことをい う。なお 、全体集合が明 ら

かな とき補集合を ・N1⊂Nの ように表 す。 また、'g-'でgenericに 成立す

る性質 を表す。

匸定理3.1]J⊂N,IJI=rと す る 。っ ぎの 四 条 件 は 、等 価 で あ る。

1)k=g-dimS(J)

IDGA中 に 、J1⊂Jか らC霊 ⊂C、IJti=ICii=k、 を結 ぶ 互 い に節

点 を共 有 しな い有 向道 の 集 りが 存 在 し、kは 、 この 性 質 を満 たす 最 大 数で あ

る 。

皿)Ga中 に、 」 か らCを 分 離 す る集 合D⊂N、IDI=kが 存在 し、

kは 、 この 性質 を満 たす最 小 数 で あ る 。

IV)Gb中 に、飽 和 しな いCCの 節 点数 がr-kと な るcJrとcCc

の 間 の マ ッチ ング が 存 在 し、r-kは 、 こ の性 質 を満 たす 最 小数 で あ る 。

(証 明)II〈==〉 皿:Mengerの 定 理[61に よ る 。

II<__>IV:Pを 、GA中 でJ中 の 部 分 集合 か らC中 の部 分 集合 を

結 ぷ 互 い に節 点 を共 有 しな い有 向 道の 集 り と し、E(P):=UPEPE(P)と お

く 。IPI=,uと す る 。 この と きGb中 にcJ.とcC。 の間 の マ ッチ ング を
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っ ぎの よ う に構 成 で きる 。 まず 、Ebの 部分 集 合Mo,Mt,M2を っ ぎの よ う

に定 め る 。Mo:黷{(π,(j),π 。(i))1(i,」)∈E(P)},Mt:={(π.

(i),π 。(i))li∈ ・J∩cc,π 、(i)はMoに よ っ て飽 和 され て い な い},

M2:=(MoUMt)∩(°Jr× ・c。)。 任 意 の節 点i∈cJ∩ccは 、P中

の ど の有 向 道 の 始 点 で も終 点 で もな いの で 、M1={(π.(i),π 。(i))li∈

・J∩ ・c ,π,(i)はMoに よ っ て飽和 され て い な い}で あ る こ と に注 意 す

る 。M2が 、実 際 にマ ッチ ング で あ るこ とを確 か め よ う 。 これ に反 して 、M2

申の 二 本 の 枝f1,f2が 接続 す る節 点 π。(i),i∈ ・c(ま た は7Lr(j),」

∈・J)が 存 在 した と仮 定 し よ う。 これ ら二 本 の 枝 は 、 同 時 にM1に 属 さな い

こ とは 、M1の 定 義 よ り明 らかで あ る。 それ らの うち一 本 の み がMtに 属 す

る とす れ ば 、 π・(i),(ま たは π,(J))は 、M1の 定 義 よ りMoに よ っ て

飽 和 して いな い こ と にな るが 、 これ は も う一本 の枝 がMuに 属 す る こ とに反

す る 。f1,f2が とも にMoに 属 す る とす る 。す る とE(P)中 に と も に始

点 をi(ま たは とも に終 点 をj)と す る二本 の枝 が 存 在 す る こ と にな るが 、

これ はPが 互 い に節 点 を共有 しな い有 向 道 の集 りで あ る こ とに反 す る 。従 っ

て 、M2は マ ッチ ング で あ る 。Pは 、 」 中 の部 分 集 合 か らC中 の 部 分 集 合

を結 ぷ 互 い に節 点 を共 有 しな い μ 本 の有 向 道 の集 りだか ら、N(P):=UP鯉

N(P)と す る と き、IJ＼N(P)1≦r一 μ で あ る。 こ こで 、 ・Jc∩cC。 の

節 点 はす べ てM2に よ って飽 和 して い るこ と に注 意 す る 。従 っ てYをcC・

中のM2に よ る不飽 和節 点の 数 とすれ ば 、v≦r一 μ とな る 。ゆ え に 、 も し

IV)が 成 立 す れ ば 、r一 μ≧v≧r-kだ か ら μ ≦kと な る 。も しII)が 成

立 す れ ば 、 μ=kと 選ぶ こ とに よ りr-k≧vと な る 。

逆 に 、MをGn中 の ゜JrとcC。 の 間 の マ ッチ ング と し、 γ をcC・

の 中のMに よ る不 飽 和 節 点 の数 とす る。i∈Jに 対 して 、 点列io,11,i2,

… を っ ぎの よ う に作 る 。10:=i,(7Cr(1k+]),π 。(1k))∈M,k=o,1,2,

… 。 この 点 列 は 、 πC(1t)はMに よ って飽 和 して い な いIt,tは あ る整
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数 、 に よっ て終 了 す る 。こ こでMは マ ッ チ ング だか ら、i∈Jが この 点 列

を 唯一 に決 定 す る こ と、V∈Nが この 点列 中 に あれ ば 、Vが 点 列 の先 頭io

を唯 一 に決 定 す るこ とに注 意 す る。 も しi∈Jに 対 してit∈cな らば 、

この 点列 は 、J今c有 向道P.を 決 定 す る 。Jo:={i∈Jliに 対 して

上 記 の 点列 の 終 了 点itがcに 属 す る}、Jt:=J＼Ja、P:={Pi,i

∈Jo}と お く。す る とPは 、Joか らCの 部分 集 合 を結 ぶ 互 い に節 点 を

共 有 しな い有 向 道 の集 りで あ る 。 こ こで 、iJol=IPI=:μ で あ る。 ま たi

∈J1と1t∈cc、 π。(1t)はMに よ っ て飽 和 して い な い 、の 間 に は一 対

二 対 応 が 存在 す るので 、r一 μ=IJti≦ γ で あ る 。ゆ え に 、 も しIV)が 成 立

すれ ば 、 γ=r-kと 選 ぶ こ とに よ りr一 μ≦r-k、 っ ま り μ≧kで あ

る。 も しII)が 成立 す れ ばr-k≦r一 μ ≦ γ で あ る 。 これ で 、II)とIV)の

等価 性 を示 し た 。

1〈 認>IV:ま ず 、

燃 圏=哩1論 矧 £(ln-CτC)IJ]

=m十r十g-rankA(cJr,cCc)(3.8)

が 成 り立 っ 。 こ こで1nは 、n次 の 単 位 行 列 で あ る 。式(3.6),(3.8)よ りg-

dimS(J)=kと な る必 要 十分 条 件 は 、g-rankA(・Jr,・C、)=n+k-m

-rで あ る 。従 って 、証 明 は 、A(・J,,・C。)のt次 小行 列 式の 一 っが

genericに 零 で な い必 要 十 分条 件 がGb中 の 大 きさtのcJ・ とcC。 の

間 の マ ッチ ング の 存在 で あ る こ とを い えば よ い 。必 要 性 は 、行 列 式 の定 義 か ら

明 らか で あ る。十 分性 は 、マ ッチ ング に属 さな い枝 の 枝 重 み を零 にす れば 明 ら

かで あ る 。(証 明終)
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この定理3.1と 命題2.1か ら線形定常 システム(A,C)がg-k重 識別可能で

あ るためのグラフ条件が得 られ る。

[定 理3.2](g-k重 識別可能条件)シ ステム(A,C)が 、9enericに

k重 識別可能であ るためには、っ ぎの等価な三条 件の うち一っが成 り立っ こ と

が必要十分で ある。以下では、故障J⊂NをIJI=k+1を 満 たす任意の

故障 とす る。

1)GA中 に、Jか らC1⊂C、IJ1=ICil=k+1、 を結ぶ互 いに節点

を共有 しない有向道の集 りが存在す る。

2)GA中 のJか らCを 分離す る集合D⊂Nは 、lDl≧k+1を 満

たす 。

3)Gb中 のcJ.とcC・ の間の あるマッチ ング によってcC。 の節点は

すべ て飽和 される。

(証 明)こ れ らの等価な三条件がg-dimS(J)=k+1と な るため に必

要十分で あることは、定理3.1よ り明 らかである。(証 明終)

(例)以 下に示す状態方程式で記述 され る線形ダイナミカル システムに対

して一定入 力を加 えた時の定常状態 を表す線形シ ステムを考 える。これ は加圧

型原子 力発電所の蒸気発生系のモデルである。一定入 力u∈R5を 加 えれば

このシステムは定常状態 に達 するので 、この定常状態 を原 点に移動す るこ とに

より式(3.1)の 記述 を得る。図3.1に システム行列AのCoatesグ ラフを、図

3.2に シス テム行列Aの 二部グラフを示す。ここで観測節点CをC={2,

3,6,7,8,10,11,12,14}と 選べば、定理3.2の 条件1～3がk=1に 対 して成

立す るの でこのシステ ムはg-1重 識別可能であ る。例 えば 、J={4,5}と し

て 、図3.3にJか らC1={2,6}⊂Cを 結ぶ互 いに節点 を共有 しな い有向
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道 の 集 り を 示 す 。 同 じ く 図3.3よ り 、Jか らCを 分 離 す る 大 き さ1の 集 合 が

存 在 しな い こ と も わ か る 。図3.4に ・C。 ニ{1,4,5,9,13,14}、 を 飽 和 さ せ る

・J,={1
,2,3,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15},とcC、 の 間 の マ ッチ ン グ を

示 す 。(例 終)

xt=‐400xt十 〇.0125x2十 〇.0305xa‐1781xa‐13700xs‐13700xta

十411ut十(2200/1.6%10'5)u2

x2=13.125xt-0.0125x2

xa=87.5xt‐0.0305xa

x4=0.0756xt‐0.16466xa十 〇.16466xto

x5=0.05707xa‐2.3832xs十2.3263xta

xs=0.033645xs‐0.033645xs

x7=2.5xa‐2.5x7コ
xa=1.45xz‐1.45xa

xs=0.2238xs‐0.76642xa十 〇.53819xta

文10=1.45Xg-1.45x田

xti=1.48xto‐1.48xtt

Xt2=0.516xtt-0.516xt2

xto=0.05707xa十2.3832xtz‐2.4403xto

xto=3.07017xa‐5.3657xt4十 〇.33272xi3

文15=1.349x14-0.2034X董5十 〇.05328u3-0.03843u4-0.04425u5

例の状態方程式

図3.1例 の シ ス テ ムのCoatesグ ラ フ
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図3.2例 のシステムの二部グラフ

図3.3Jか らCi={2,6}⊂C={2,3,6,7,8,10,11,12,15}

を 結 ぶ 互 い に 節 点 を 共 有 し な い 有 向 道 の 集 り

図3.4cC・={1,4,5,9,13,14}、 を 飽 和 さ せ る ・J,={1,2,3,6,

7,8,9,10,11,12,13,14,15},とcC、 の 間 の マ ッ チ ン グ
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3.2.3故 障診断アルゴ リズム

ここでは、定理2.1で 与 えた故障診断アルゴ リズムを定常的 な線形システム

に適用 す ることを考 える。この適 用によ り新 たに、ステップ2で 必要 とした逆

写像が具 体的に記述 されること、さらにシステム構造 を用いれば 、ステップ1

で必 要 とした被覆集合はシステムの表 現グラフ上 で求め られ るこ と、の二 点が

明 らか にされる。

[定 理3.3](k重 故障 診 断 ア ル ゴ リズ ム)シ ス テム(A,C)は 、k重 識

別 可 能 とす る 。仮定2.1の も とで っ ぎの ア ル ゴ リズ ム は 、k重 故障 診 断法 を 与

え る 。

アル ゴ リズ ム:

(ス テ ップ1)k一 被覆 集 合Kを 求 め る 。 こ こでk一 被 覆 集合 とは 、 っ

ぎの 二 性 質 を満 たす 節 点集 合Nの 部分 集 合 の系 で あ る 。

(イ)任 意 の1∈Kに っ い て 、IIl=mで あ り、行 列A(cI,,cC。)は

正 則 で あ る 。

(ロ)任 意 のJ⊂N,IJI≦kに 対 して 、1∈Kが 存 在 して 、J⊂1と

な る 。

(ス テ ップ2)各 工∈Kに 対 し、z*(1):=-A(・1,,・C、)-IA(・lr,

C。)yを 求 め 、 μ(1):=A(Nr,C。)y+A(N。,cC。)z*(1)と す る 。 μ

(1)の 非 零 要 素 数#(1)が 、#(1)≦kを 満 たす な らば 、J:={ilμ

(1)の 第1要 素 ≠0}と して 、故 障 」 が 発 生 して い る 。

(ス テ ップ3)ス テ ップ2で どの1∈Kに っ い て も#(1)>kと な る

な らば 、(k+1)重 以 上 の故 障 が 発 生 して い る 。

(注 意3.1)こ の場合 、1とF(1)と が一対一 に対応 する、っ まり1

と等価 な故障 は1の みであるので、被覆集合の要素 は、故障部分空間ではな
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く故障 集合である と考 える。

(注 意3.2)ス テ ップ2か ら定理2.1で の逆写像Mの 求 め方 と、この アル

ゴ リズムの意味が わか る。すな わち、すべ てのi行 、i∈cI、 に式誤差が

発生 していな い と仮定すれば、観測値yか ら非観測変数zが 可解であ る。

その解 をz*と する とき、状態量x*=y+z*(直 和)よ り求 めた式誤差

μ は、その仮定が正 しい とすれば、実際の故障ベ ク トル ε に等 しい 。

(証 明)ま ず 、 ステ ップ1で 求 め たk一 被覆 集 合Kが 、定 理2.1の 意 味 で

もk一 被 覆 集 合 で あ る こ とを示 す(注 意3.1参 照)。(ロ)ど う しは 、互 い に等

しい の で 、(イ)でdimS(1)uと な る必 要 十分 条 件 が 、A(・1.,・c。)が

正 則 で あ るこ とを い えば よい 。 これ は 、式(3.6),(3.8)か ら直 ち に導 か れ る 。

っ ぎ に 、 ステ ップ2で 与 え た写 像y-》 μ(工)は 、F(1)か らEへ の埋

め込 み を除 い て 、(CA-CIF(1))-1に 等 しい こ とを示 す 。ブ ロ ッ ク行 列

[食:lr,Cc)clr,L'c)食:と::亀1)r

(3.9)

の(1,1)ブ ロ ッ ク がCA-CIF(1)で あ る か ら 、

(CA-iiFc,))-1(3.10)

=A(lr,Cc)-A(lr,cCc)A(clr,cCc)-to(clr ,Cc)

とな り、この後Eへ の埋め込みをすればステップ2で 与 えた写像 に等 しくな

る。(証 明終)
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定理3.1を 適用すれば 、定理3.3中 のk一 被覆集合 をシステム表現グラフの上

でgenericな 意味で求 めることが で きる。

[定 理3.4](g-k一 被 覆 集合>

Nの 部分 集 合 の系Kが 、g-k一 被 覆 集 合 で あ る ため の必 要 十分 条 件 は 、っ

ぎの(イ),(ロ)を 共 に満 たす こ とで あ る 。

(イ)任 意 の1∈Kに っ い て 、lII=mか っ 、(イー1)Ga中 に1か ら

Cを 績ぶ 互 い に節 点 を共 有 しな い有 向 道 の 集 り酉 存 在 す る。 または 、(イー2)

Gb中 に ・1。 とcC。 の 間 に完 全 マ ッチ ング が 存 在 す る。

(ロ)任 意 のJ⊂N,IJI≦kに 対 して 、1∈Kが 存在 して 、J⊂1と

な る 。

(例)図3.1に 示 すCoatesグ ラ フ を も っ シ ス テ ム に 対 し て 、 観 測 節 点C

をc={1,4,7,11,15}と す る 。 こ の と き 、K={K1,K2,K3},K1={1,4,7,

11,15},K2={2,5,9,13,14},K3={3,6,8,10,12}は 、 定 理3.4の 条 件 を 満 た す

の で 、g-1被 覆 集 合 で あ る 。(例 終)

3.2.4故 障 同値類 ・単一故障を互 いに識別す る観測点の設計法

ここでは、単一故障の仮定(っ まり式(3.3)で 、故障ベ ク トル ε の非零要

素 は一っ に限る)を 設 け、2.5で 導入 した故障同値類のシステム表現グラフ

上での特徴 づけを考えることによ り、与 え られた観測 点の もとでgenericに

互 いに識別で きない故障 をグラフ上で明 らか にす る。同時に、単一故障を

genericに 互 いに識別で きるための 、っ まりg-1重 識別可能 とな るための観

測 点の設計法 をグ ラフ的に与 える。

なお 、ここでは故障 同値類 を考 えるわけだか ら、2.5で も述べ たようにシ

ステム(A,C)は 、g-0重 識別可能(っ ま りg一 検出可能)と 仮定する。シス

一31一



テムがg一 検 出可能であるための必要十分条件 は、定理3.2の 特別な形 としてっ

ぎの ように簡単な形 に述べ られ る。

[系3.1](g一 検 出可能条件)シ ステム(A,C)がg一 検出可 能であ るた

めの必要 十分条件は、GA中 の任意の節点v∈Nか らCへ 至る有 向道が存

在す るこ とで ある。

さて、故障集合は、システム構造を表現す るCoatesグ ラフGnの 節点集

合Nの 部分集合 と考 えられるので 、故障 同値類 は、節点集合Nの 分割N

=D1 ,…,D。,D.∩Dj=φ(i≠j)を 与 える。っ ぎの補題 は、故障 同値類

のグラフ上 の特徴づ けに重要で ある。

[補題3.2】 故障i∈Nと 故障j∈Nが 、g一識別可能 であ る必 要十分条

件は 、Gハ 中 に、{i,j}か らcの 部分集合 を結 ぶ互い に節点を共 有 しな

4、有向道の集 りが存在す ることである。

(証 明)こ の補 題 の 条 件 は 、定 理3.1よ り、g-dimS({i,j})=2と 等

価 で あ る 。 これ は 、genericにS({i})≠S({j})を 意 味 す る 。っ ま り

genericに 故 障iと 故 障jは 識 別 可能 で あ る 。逆 にgenericにS({i})

≠S({j})と す れ ば 、仮 定 よ りシ ス テ ムは 、g一検 出可 能 だ か らgenericにS

({i})≠0,S({」})≠0と な り、 これ とあ わせ ればg-dimS({i,J})=

2と な る 。(証 明 終)

[定 理3.5](g一 故 障 同値 類)D⊂Nを 故 障 同 値 類 とす る 。①D∩C=¢

の と き:d∈Dが 存 在 して、f∈E(D,cD)な らば 、 枝fの 始 点 はd

で あ る 。 さ らにN1:={vldは 、v→C分 離 節 点 で あ る}と す れ ば 、D
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=N1で あ る 。②D∩C≠ φ の と き:ID∩C1=1で あ る。 さ らにD∩

c={c}と して 、N1:={vlcは 、v→C分 離 節 点 で あ る}と すれ ば 、D

=N1で あ る 。

(証 明)①:f1,f2∈E(D,・D)と してf1,f2の 始 点d1,d2が

相 異 な る とす る 。f2の 終 点 をvと す れ ば 、di∈D,v任Dよ り、故 障

d1と 故 障vがg一 識 嬲可 能 で あ る こ とか ら、 補題3.2よ り、{di,v}か ら

Cの 部 分 集 合 を結 ぶ 互 い に節 点 を共 有 しな い有 向 道 の集 り、{P1,P2}が 存

在 す る 。P1をd1→C有 向道 、P2をv→C有 向 道 とす る 。N(P2)⊂

cDが 成 立 す る 。なぜ な ら、d3∈N(P2)∩Dと す れ ば 、P1,P2は 、互 い

に節 点 を共 有 しな い のでd1≠d3で あ り、P3をP2中 のd3→C有 向道

とす れ ば 、{Pt,Pa}の 存在 は 、補 題3.2か ら故障dlと 故 障d3はg一 識別

可 能 を意 味 す るが 、 これ は 、di,d3∈Dに 反 す るか らで あ る 。Pa:=(d2,

f2,v)・P2(・ は列 の連 鎖 を表 す)と して 、互 い に節 点 を 共有 しな い有 向 道

の集 り{P1,P4}に よ り補 題3.2か ら故障diと 故 障d2はg一 識 別 可能 とな

るが 、 これ は 、di,d2∈Dに 反 す る 。 これ で前 半が 証 明 され た。後 半 を証 明

す る 。v∈N1を 任 意 に とる 。Niの 定 義 よ り、{v,d}か らCの 部 分 集

合 を 結 ぶ互 い に節 点 を共 有 しな い 有 向 道 の集 りは存 在 しな い の で補 題3.2よ り、

故 障vと 故 障dはg一 識 別可 能 で な い 。d∈Dよ り、v∈Dで あ る 。逆 に

v∈Dを 任 意 に とる 。D∩C=φ よ り、任 意 のv→C有 向 道 はE(D,・D)

の枝 を含 む が そ の始 点 はdだ か ら、任 意 のv→C有 向 道 は 、dを 通 る 。

ゆ え に、v∈Ntで あ る 。

②:c1,c2∈D∩Cと す る 。P1:=(c1),P2:=(c2)(長 さ0の

有 向 道)と す る 。c1≠c2と す れ ば 、{P1,P2}は 、{C1,c2}か らC

の部 分 集 合 を結 ぶ互 い に節 点 を共 有 しな い有 向 道 の 集 りだ か ら、補 題3.2よ り

故 障C1と 故障c2はg一 識 別 可 能 で あ る 。 これ は 、CI,C2∈Dに 反 す る 。
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っ ま り、ID∩C1=1で あ る 。D=N1の 証 明 は 、① の 場 合 と同 様 で あ る。

(証 明終)

(例)図3.1に 示 すCoatesグ ラ フ を も っ シ ス テ ム に対 し て 、 観 測 節 点C

をC={1,4,7,11,15}と す る 。 こ の と き 、g一 故 障 同 値 類 は 、{1,2,3},{4},{5},

{6,7},{8,9},{10,11},{12,13},{14},{15}で あ る 。 こ れ ら は 、 定 理3.5の 特 徴 付

け を 満 た し て い る 。(例 終)

っ ぎに、システムを9-1重 識別可能 とするため の観測節 点Cの 設計法 を考

える。有向グラフGAの シンクとは、強連結成分 の うち他の強連結 成分へ 向

か う枝 を持 たない もの をい う。GAの 節点v開 放 グラフGn(c{v})は 、

GA(・{v},E(c{v},c{v}))の ことを意味する 。

[定理3.6】(観 測節点の設計法)節 点集合Nの 部分集合の系Hを

H:={H⊂Niヨv∈N,Hは 、GA(c{v})の シ ン ク} (3.11)

と定義す る。観測節点C⊂Nの もとで、システム(A,C)が 、g-1重 識別

可 能 となるため には、任意のH∈Hに 対 して、H∩C≠ φ とな ることが必

要 十分である。

(証 明)必 要性:H∩C=φ とな るH∈Hが 存在 したとす る。Hの

定義 より・あるv∈Nに つ いてHはGA(c{v})の シ ンクである。wEH

を任意 に選ぶ 。v≠wに 注意す る。Hは 、H∩C=φ を満 たすGa(c{v})

のシ ンクだか ら、任意 のw→C有 向道は、節点vを 通 る。従 って、{v,

w}か らCの 部分集合 を結ぷ互 いに節点を共有 しない有 向道 の集 りは存在 し
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な いの で 、定理3.2よ りシ ス テム はg-1重 識別 可 能 で はな い 。

十分 性:逆 に 、シ ス テ ムはg-1重 識 別 可 能 で は な い とす る 。定理3.2よ り

」={i,j}⊂N,i≠jとv∈Nと が 存 在 して、vはJ→c分 離 節

点 で あ る。i≠ 」 よ り、iま たはjはGA(c{vDの 節 点で あ る 。仮 に

iが そ うで あ る と し よ う。Ga(c{v})中 に はi→c有 向道 が 存在 しな いの

で 、Ga(・{v})中 でiよ り到 達 可 能 な シ ンク の一 っ をHと すれ ば 、H∩

C=φ とな る 。(証 明終)

(注 意3.3)定 理3.6よ り、システムをg-1重 識別可能 とするためには、

GA中 で自己ル ープを除 いて出次数が1の 節点 は必ず観測 しなければな らない。

また、定理3.6に よるとg-1重 識別可能を達成す る観測節点設計問題は クラス

Hを 覆 う集合Cを 求め る問題(被 覆問題)に 帰着 され る。

表3.1一 節 点開放グラフのシンクの全体か らな る系H

シンク

一節点

開放グラフ
節 点

123456789101112131415

x,

H2

H3

Ha

H5

Hs

H7

亶8

Hg

H

H

H

x

H

H

H

H

H

H

6

1

9」

00

Gs(°{1})

Ga(°{1})

Ga(。{1})

Ga(°{2?)

Ga(°{3})

Gn(°{4})

Ge(°{5})

Ge(°{6})

Ga(・{7})

Ge(°{8})

Gn(°{9})

GA(°{9})

Ga(。{10})

GACS{11})

GaC°{12})

GaC`{13})

GAC°{14})

Ga(・{14})

GnC°{15})

0
0
000000000000

00000000000000
00000000000000
・O・
00000
000000

0
0
0

・0
000
0
0
0

0
0000000000000
00000000000000
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(例)定 理3.6に 従 っ て 、図3.1のCoatesグ ラ フ を もっ シ ス テ ム を9-1重

識 別 可 能 とす る ための 観 測 節 点 の設 計 を行 な う。表3.1に 一 節 点 開 放 グ ラ フの

シ ン クの全 体 か らな る系Hを 示 す 。注 意3.3に 従 って 出次 数1の 節 点C=

{2,3,6,7,8,10,11,12,14}を 観測 節 点 とす る 。 この と きに は 、表3.1の'◎'

に示 す よ うに 、任 意 のH∈xに 対 し て、H∩C≠ φ とな る の で 、 定 理3.6よ

り この シ ス テ ム は この 観 測 節 点の 選 び 方 に よ りg-1重 識 別 可 能 と な る 。

(例 終)

3.3定 常状態 にあるコ ンパ ー トメン トシステム

ここでは、定常状態 にあ るコ ンパ ー トメン トシステムに対 して故障診 断問題

を考 察す る。3.2の 定常状態 にある線形システムの場合 と並行 して故障 の検

出可能条件 、識劉可能条件を 、代数的お よび グラフ的に求め る。この ことによ

り、第2章 で提案 され た故障診 断アル ゴ リズムは、コ ンパ ー トメ ン トシステム

に対 しても適用す るこ とがで きる。

コ ンパ ー トメン トシステムは、コ ンパ ー トメン トと呼ばれ る区画 に物質が存

在 し、コ ンパ ー トメ ン ト間 を物質が保存則 を満 たしなが ら移行す る と考 えるダ

イナ ミカルモデルである。特 に トレーサの生体内での動態か ら生体機能 を診 断

する トレーサカイネテ ィクスの解析モ デル として、医学 、生物学 の分野 に広 く

応用 され ている。

コ ンパ ー トメン トシステムに関 しては、解の性質、システムの可制御性 、可

観測性や可同定性 にっいて多 くの研 究がな されて きた。しか し故障診 断問題 に

関 しては同定問題以外 の手法で考察 された例は見 当たらな いよ うである 。ここ

では、コ ンパ ー トメ ン トシステムの定常状態 に着 目し、第2章 で考察 した故障

診 断手法 を定常状態 にあるコ ンパ ー トメン トシステム に適用す る ことを考 える。

まず、コ ンパ ー トメ ン トシステムの記述 、お よびその定常状態 にっいて述べ

たあ と、故障観測部分空 間を具体的に与 える。またこの部分空間の次元 を決定
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す る代数的な条件 を与 えることにより、故障 の識別可能条件を導 く。っぎに、

システ ム内の物 質の流れ によって決め られ るコンパ ー トメン ト間の結合構造 を

表現す るため にコ ンパ ー トメ ン トグラ フを導入 し、さ きに与 えた代数的な条件

をグ ラフ条件 に置 き換える。また単一故障の仮定の もとでは、これ らの条件 は

検証の よ り容易な有向道条件に置 き換 え られ る。

3.3.1コ ンパ ー トメ ン トシステムの記述 ・その定常状態

こ こでは 、まずコンパ ー トメ ン トシステムの記述 を与 え、後述す る二種類の

システムにっいてその定常状態を記述す る線 形方程式 を与 える。この ことによ

り、定常 状態 にあるコンパ ー トメン トシステムの故障診断 は、第2章 と同 じ枠

組みでで きることが わかる。

コ ンパ ー トメ ン トシステムは、

文=Ax十Bu,x∈R",u∈Rr,A∈Rn冨n,B∈Rnx「(3.12)

y=Cx,y∈Rm,C∈R駅 圃xn(3.13)

A=(aij),a;;=kij,(i≠ 」),i,」 ∈n:={1,…,n}

a;;=‐ko;‐E.t;k.;(3.14)

と記述 され る。Aを コンパ ー トメン ト行列 という。ここでk.;(i∈no:=

{0,…,n},j∈n)は 、コ ンパ ー トメ ン トjか らコ ンパ ー トメ ン トi

(i=oの ときは外界)へ の物質移行の比例定数 で、移行係数 と呼ばれる。

コ ンパ ー トメ ン トシステムは、系内か ら外界への物質移行 くこれを漏れ とい う)

がない場合(ka;=0,す べ ての 」∈n)と 、それがあ る場合(あ るjに

っいてkOj≠0)の 二種類 に大別 され る。前者の漏れのないシステムを閉コ

ンパ ー トメ ン トシステム(以 後閉 システム と呼ぶ)、 後者 の漏れのあるシステ

ムを開コ ンパ ー トメ ン トシステム(以 後 開システ ムと呼ぶ)と いう。
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閉システムの場合 、式(3.12)で 入力を零 と したとき、状態xは 、あ る定常

状態 へ と収束す る。この とき物質は、3.3.3で 述べ るコ ンパ ー トメン トグラフ

の言葉を用 いれば 、他の強連結成分へ の移行 を持 たないシ ンクと呼ばれ る強連

結成分 に集 中する。従 って、定常状態に関 するか ぎり閉システムは、単 一の シ

ンクだ けか ら成 り立 っていると仮定 して一般性 を失わない 。これは、コ ンパ ー

トメン ト行列Aが 既約で あることと等価 である。以 下では、閉システムに対

しては常 にこの仮定 をお く。この とき定常状態xは 、全物 質量 ω を既知 と

すれば 、

Ax=O,1Tx=w,1T=(1,...,1) (3.15)

によって唯一に定 まる。移行係数の非負性 により、状態量x>0(す べ ての

成分が非負で あることを意味 する)と な る。

開システムの場合 、漏れのないシ ンクが あれば 、その部分 だけを閉システム

と して扱 えば よいので 、すべてのシ ンクに漏れが あるとす る。この とき移行係

数の非負性 によりコンパ ー トメ ン ト行列は正則 とな るので 、式(3.12)に おいて

一定入力uを 加 えた場合 、定常状態xは 、

Ax十Bu=O (3.16)

により一意 的 に定 まる。この場 合、3.3.3で 述べ るコ ンパ ー トメ ン トグラフ上

で 、任意の節 点は入力節点か ら到達可能であ るとすれば 、移行係数の非負性 に

よ り、状態量x>0と な る。

3.3.2代 数 的な識別可能条件

ここでは、移行係数の一部が正常時 と異な る値 に変化す る故障が発生 したと
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きの故障観測部分空間を求 めることにより、第2章 で述べ た故障診断の原理が

適用 で きることを示す 。

移 行係数の一部k;;,(i,」)∈J⊂n×nuが 正常 時 と異な る値k」i

+△ 」iに 変化する故障 を故障Jと よぶ 。この故障 により、コンパ ー トメン

ト行列 、定常状態 、その観測値が それぞれA',x',y'へ と変化 したとす

る。定常状態観測値の正常時 との差 、∠y:=y'-yは 、故障Jに よって

定 まる故障観測郵分空 間に含 まれ ることを以下で示す 。

(a)閉 シス テムの場合

定常状態は式(3.15)で 唯一に決定 され る。A*:=[AT,1]Tと お く。A*

はAの 既約性の仮定 より行最大階数 をもっので左逆行列が存在す る。その一

っを[A-,f]と お く。故障Jが 発生 した とす る と、

∠y=C(x,-x)

ニCLA-,f】Ax(X'-X)

=CA一 Σ(i .」》EEx△jiεji

(こ こ でx;はX'の 第i成 分 を さ す)

εji=:ei-ej

(3.17)

(3.18)

とな る 。 ε」i,(i,j)∈Jを 横 に並べ たn×IJI行 列 をFJで 表 す 。式

(3.17)よ り、観 測 値 の 故障 時 と正 常 時 の差 、ayは 、部 分 空 間 、R(CA-FJ)

に含 まれ て い る 。A零 の左 逆 行列 は一 意 で は な いが 、(イ)fは 、Af=0,

11f=1よ り一 意 に決 まる こ と、(ロ)x∈R(A)に 対 してA-xは 左逆 行

列 の 選び 方 に無 関 係 に定 まる こ と、 に注 意 してお く。R(FJ)⊂R(A)(こ れ

は 、後 述 す る接 続 行 列Fを 用 い て 、式(3.25)とrankF=rankA=n-1

よ り示 され る)で あ るか ら、部 分空 間R(CA齶FJ)はJに 対 して一 意 に定

まる 。 ま た 、定 常 状 態 は正 値で あ るか ら、 故障Jが 発 生 した と き ∠yは こ
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れ よ り小 さな部分空間 に限定 され ることはな い。従 って、故障観測部分空間

S(J)と してS(J)=R(CA-FJ)と なる。

(b)開 システムの場合

定常状態 は、式(3.16)に よって唯一 に決定 され る。故障Jが 発生 したとす

る と、

dy=C(x,-x)

=CA-tΣ(i .j)EEX'i△jiεji

ε 」i=eこ 一ej(j≠0),ei(j=0)

(3.19)

(3.20)

となる。閉 システムの ときと同様 にF」 を定義すれば、式(3.19)よ り、観測

値の故障 時 と正常時の差 、』yは 、部分空間、R(CA騨1FJ)に 含 まれてい

る。また、定常状態 は正値であ るか ら、故障Jが 発生 した ときdYは これ

より小 さな部分空 間に限定 され ることはない 。従 って、故障観測部分空間S

(J)と してS(J)=R(CA-IFS)と な る。

さて以下では 、故障観測部分空間の次元 を代数 的な条件で表現 す る。この代

数的条件 は、次節のグラフ的条件を導 出す るときにも有用 である 。

故障Jの うちIJI=rankFJを 満たすものを基本故障 とい う。任意 の故

障Jに 対 してR(FJ)=R(FJ')と なる基本故障J'が 存在 す る。基本故

障 のグラフ的特徴づ けは後述す る。

[補題3.3](閉 システムの故障観測部分空間の次元)

て、di皿S(J)=kと なる必要十分条件 は、

閉シ ステムについ
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燃 園=n+k(3.21)

で ある。

(証 明)式(3.21)の 行列 に行変換 を施 して、

In+1

C[A-,f]-IJ闇 ・[∴](3.22)

と変形する。ここでR(FJ)⊂R(A)に 注意すれば、適当な行列Pを 用い

て、FJ=APと 書けるので

囹A-FJ=[AIT](1广f1τ)P(3°23)

=A-°P

IT-iT

側
とな る。式(3.22),(3.23)よ り、 さらに式(3.22)の 行列 に列変換 を施 して、補

題の結 果を得 る。(証 明終)

[補 題3.4](開 システムの故障観測部分空 間の次元)開 システムにっい
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て 、dimS(J)=kと な る必 要 十分 条 件 は 、

rank[AFJ
CO]=n+k

(3.24)

で あ る 。

(証 明)こ れ は、式(3.22)に 類似の変形 によ り示 され るので、詳 しい証明

は、省略する。(証 明終)

3.3.3識 別可能グ ラフ条件

ここでは 、3.3.2で 求 めた故障観測部分空間の次元 に関す る代数的条件 をコ

ンパ ー トメ ン ト間の結合構造 を表すコ ンパ ー トメ ン トグラフを用いてグラフ的

な条件 に置 き換 える。これによ り、命題2.1か らわか るよ うにシステ ムのg-k

重識別可能条件を与 えることが で きる。

コ ンパ ー トメ ン トグラフGc(Nc,Ec)は 、っ ぎの ように定義 され る。Nc

は、n個 の コンパ ー トメ ン トと外界 に、っ まりnoと 一対一対応を もっ節点

集合であ る。Ecはk;.≠Oに 対応 して書 いた有向枝(i,j)か らな る枝

集合であ る。以下 では、非零移行係数が零でな くな る故障 は考 えな いこ とにす

る。っ ま り、グラフの構造 自体を変 える故障は考 えない。する と、3.3.2で 述

べ た故障集合Jは 、枝集合Ecの 部分集合 と考 えられ る。また、3.2と 同 じ

くシステム観測は、m個 のコ ンパ ー トメン トC⊂Nc(観 測行列Cと 同 じ

文字で表 す。どち らを表 すか は文 中で明 らかであ るのでこの書 き方 を用 い る)

の物質量 を観測す る。っ まり、観測行列Cは 、各行が 単位ベ ク トル の行最大

階数 の行列 とす る。

グラフGcの 接続行列をFで 表す 。ただ し、外界節 点0に 対応 した行
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は省 略 して 、n×IEcl行 列 とす る 。コ ンパ ー トメ ン ト行 列Aは 、

A=-FKF+r (3.25)

と表現で きる[71。 ここでKは 、非零移行係数 を接続 行列Fの 列の順 に並

べ た対 角行列 、F*は 、Fの 一1を0で 置 き換 えた行列で ある。

接続 行列Fと 行列F*の 行はグラフの節点 に、列 は枝 に対応 しているの

で 、行 に対する添字集合 ζ節 点集合 の部分集合Nco:=Nc＼{0}と を、列

に対す る添字集合 と枝集合Ecと をそれぞれ同一視する。1⊂Ncnに 対 して

Fiは 、Fのi行 め(i∈1)か ら成るlI[×IEcl行 列 、J⊂Ecに 対

してFJは 、Fのj列 め(j∈J)か ら成 るn×IJI行 列 とす る。これ

らの行操作 、列操作 は、F+に 対 しても定義 する。 また、操作の合成F匠J=

FJ!も 同様 に定義 され る。3.3.2で 定義 した表記法FJは 、この表記法 と一

致 している。

故障集合1,Jに 対 して 、これ らが等価であ る必要十分条件は、部分 グラ

フGc(Nc,1)とGc(Nc,J)の 節点集合の連結成分へ の分解が相等 しい こ

とである。rankFJは 、Gc(Nc,J)の 階数 に等 しい 。また故障Jが 基本

故障 で ある必要十分条 件は、Jの 中に閉路(無 向閉路をい う)を もたな いこ

とであ る。

まず、補題3.3,補 題3.4の グラフ表現 を考 える 。ここで 、コ ンパ ー トメン ト

グラフGc(Nc,Ec)中 のM一 根森(M⊂Nc)と は、Mに 含 まれ る節点を縮

約 したときに縮約節 点を根 とす るグラフを張 る内向木(グ ラフ中の任意の節点

か らその木の枝だ けを通 って根 に到達可能 とな る木をい う)に なるものをい う

(図3.5参 照)。M一 根森は、Mの 節 点を根 とす る内向木 より構成 され る。
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図3.5M一 根森

[定 理3.71閉 シス テ ム(A,C)を 考 え る 。基 本 故障J⊂Ec,IJI=k

にっ い て 、っ ぎの 三 条 件 は 、等 価 で あ る 。

1)g-dimS(J)=k.

II)コ ンパ ー トメ ン トグ ラ フGc(Nc,Ec)の 部 分 グ ラ フGc(Nc,Ec＼J)

中 に 、節 点q∈Nco＼Cと(CU{q,0})一 根 森Wが 存 在 して 、WUJは

閉路 を含 まな い 。

m)J'⊂J,IJ'1=k-1が 存 在 し、コ ンパ ー トメ ン トグ ラ フGc(Nc,

Ec)の 部 分 グ ラ フGc(Nc,Ec＼J')中 に(CU{0})一 根 森W'が 存 在 し

て 、W'UJ'は 閉 路 を含 まな い 。

[定 理3.8】 開 シ ステ ム(A,C)を 考 え る。基 本 故 障J⊂Ec,IJI=k

に っ い て 、っ ぎの 三 条件 は 、等 価 で あ る 。

1)g-dimS(J)=k.

II)コ ンパ ー トメ ン トグ ラ フGc(Nc,Ec)の 部 分 グ ラ フGc(Nc,Ec＼J)

II



中 に 、(CU{0})一 根 森Wが 存在 して 、WUJは 閉 路 を含 まな い 。

III)Nc(J)⊂Ncを 、Jの 枝 に接 続 す る節 点 全 体 の集 合 とす る 。a:=

iNc(J)1と して 、Nc(J)か らCU{O}の 部 分 集 合 を結 ぶ互 い に節 点 を 共

有 しな い有 向 道 の集 り、{P1,…,P。}が 存 在 して 、PlU…UPeUJは 、

閉 路 を含 まな い 。

(注 意3.4)条 件 田では表記法の簡単の ため有向道Pに 対 して、Ec(P)

を同 じ文字Pで 表 している。

これ らの定理 の証明 には、補題3.3,3.4の 行列条件 をグラフ条件 に結びっ け

るっぎの補題が有効で ある。

[補 題3。5JGc(Nc,Ec)を コ ンパ ー トメ ン トグ ラ フ 、Fを その 接続 行 列 、

K,F+を 式(3.25)の よ うに定 め る 。R⊂Nco,J⊂Ecと して 、行 列[FK

(F+e)1,F」]がgenericに 列 最 大階 数 を もっ ため の 必 要 十分 条 件 は 、Gc(

Nc,Ec＼J)中 に(Nc＼R)一 根 森Wが 存 在 して 、WUJは 閉路 を含 まな

い こ とで あ る 。

(証 明)1R1+IJI=pと す る 。STをFJ=FSτ を満 たす 列 選択 行

列 とす る 。

必 要 性:行 列 式 に関 す るCauchyBinetの 公 式 よ り 、[FK(F*v.)1,FJ]

=F[K(F*v.)TST]が 、genericに 列 最 大階 数 を もっ ため に は 、1⊂Ec,

III=pと な る枝 集合 が 存 在 して 、(イ)F置 は列最 大階 数 を もち 、か っ(ロ)

[((F*eK)置)T,(Sl)T]は 、genericに 正 則 、で あ る こ とが 必 要 で あ る 。

ここで 、Sの 列 も枝 に対 応 す るの で 、SIもFに 対 す る と同様 に定 義 す る 。

(イ)は 、(ハ)Gc(Nc,1)は 閉路 を含 まな い 、 と等価 で あ る 。(口)は 、
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[(F+PりT(Sり τ]Tを 接 続 行 列 と して もっ グ ラ フ を考 え る こ と によ り、(二)

1＼Jの 各 枝 がRの 相 異 な る節 点 よ り出枝 して い る こ と、 に等 価 な こ とが

わ か る。 この と きII1=1R1+IJIだ か ら 工⊃Jが 成 り立 っ こ とと 、R

の どの節 点 か ら も1＼Jの 枝が 出 て い るこ とに注 意 す る。従 っ て 、W=1＼

Jと す れ ば 、(ハ)、(二)よ り、Wは 、(Nc＼R)一 根森 で あ り、WUJ=工

は閉 路 を 含 まな い

十 分 性:1=WUJと す る 。IWI=IR1だ か らIJI=pで あ る 。 この

と き(ハ)、(二)が 成 立 して い る。Wに 属 す る枝 以 外 の移 行 係 数 を0に 固 定 す

れば 、(ハ)す な わ ち(イ)が 成 立 して い る こ とか ら、1'⊂Nco,II'1=pを

FJl・ が 正 則 とな る よ うに とる こ とが で き る 。こ の と きdet(Fi・[K(F+e)T,

S])のCauchyBinetの 公 式 に よ る展 開 は 、 た だ 一 っ の非 零 項 、detFr・I

det[((F+eK)りT,(Sり1]よ り成 る 。従 って 、[FK(F+R)τ,F」]は 、

genericに 列 最 大階 数 で あ る 。(証 明 終)

(定 理3.7の 証 明)Jは 、基 本 故 障 で あ るか ら、F」 は 列 最 大階 数 で あ る 。

従 っ て、 補題3.3よ り、g-di皿S(J)=kと な る必 要 十 分 条 件 は 、 式(3.21)の

行 列 がgenericに 列 最 大 階 数 を もっ こ とで あ る 。 は じめ に 、 この こ とが 、a)

節 点q∈Nco＼Cが 存 在 して 、R:=Nco＼(CU{q})と す る と き、[FK

(F+e)τ,FJ]がgenericに 列 最 大階 数 を もっ こ と 、 と等 価 で あ る こ とを示

す 。 まず 、式(3.21)の 行 列 がgenericに 列 最 大階 数 を もっ こ と と 、っ ぎの 式

(3.26)の 行 列がgenericに 列 最 大階 数 を もっ こ と とは 、等 価 で あ る 。

[FK㍗ τ11'C':=Nc°¥C

(s.2s)

これ は行列Cの1を 使 って、その列 の要素 を0と す る行変換 を施せば明 らか
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で あ る 。 式(3.26)の 行列 がgenericに 列 最 大階 数 を もてば 、[FK(F*c・)T

F」]の 階 数 は 、(列 数 一1)以 上 あ るの で 、F」 が 列 最大 階数 で あ る こ と に

注 意 す れ ば 、a)が 成 立 して い る 。逆 にa)が 成立 して い るとす れ ば 、qよ

り出 る枝 に対 応 す る移 行係 数 を0に 固 定 す る こ とに よ り式(3.26)の 行 列が

genericに 列 最 大階 数 を もっ こ とが わか る。

1〈==>IIa)に 補題3.5を 適 用 すれ ば よい 。

II===〉 皿:Tq⊂Wを 、q一 根 木(qを 根 とす る内向 木)と す る 。Gc

中のNcoは 強 連 結 だか ら、節 点qか らTaへ 接続 しな いNcoの 任意 の 、

節 点へ 到 達 可能 で あ る 。そ の よ うな 一 っの 有 向道 中でTqへ 接 続 しな い最 初

の 節 点 まで の部 分 有 向 道 をP、Pの 終 点 が 接続 して い るW中 の 内向木 を

T。1(c1《 ≡C)と す る 。TgUT。1に 接続 す る節 点 を 張 るc1一 根 木T'、1⊂

TqUT。1UPが 存在 す る 。W中 のTq,T。t以 外 の 内 向木 とT'。tと で

(CU{0})一 根 森W'が 構 成 され る 。J中 に 、Tq,Tdの 双 方 に隣 接 す る枝

が あれ ば(IIの 条 件 よ り存 在 す れば 唯 一 で あ る)そ れ をe、 な けれ ばJ中

の任 意 の 枝 をeと してJ':=J＼{e}と お けば 、mが 満 た され て い る 。

皿=騙>II:W'UJ中 に閉 路 の な い場 合 には 、Nco中 の任 意 の 節 点 を

q、qよ り 出 るW'中 の 唯 一の 枝 をbと す る 。W'UJ中 に閉 路 を含 む場

合 には 、 そ の 閉路 申の 枝b∈W'を と り、 そ の始 点 をqと す る。W=W'＼

{b}は 、Gc(Nc,Ec＼J)中 の(CU{q,0})一 根 森 で あ り、WUJは 閉路

を含 まな い 。(証 明 終)

(定 理3.8の 証 明)1<==>II:Jは 、基 本 故障 で あ るか ら、F」 は列

最 大階 数 で あ る 。従 っ て 、補 題3.4よ り、g-dimS(」)=kと な る必要 十 分条

件 は 、式(3.24)の 行 列 がgenericに 列 最 大階 数 を もっ こ とで あ る 。行列C

の1を 使 っ てそ の列 を0に す る行 変 換 を施せ ば この 条 件 は 、[FK(Ftc・)T,

F」 】,C':=Nco＼C,がgenericに 列 最 大階 数 を もっ こ とと等 価 な こ と
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が わ か る 。 この 行 列 に補 題3.5を 適 用 す る こ とに よ り、1とIIの 等 価 性 を得 る 。

II=噐 〉 皿:Nc(J)の 各 節 点 よ り森Wを 通 って(CU{0})に 至 る有

向道 の 集 りを{P1,…,Pe}と す る 。WUJは 閉 路 を含 まな い の で 、PlU…

UPeUJ⊂WUJも 閉路 を含 まな い 。

田=噐>II:Gcの 任 意 の 節 点 は0へ 到 達可 能 だ か ら、Ec＼Jの 枝 を通

っ てOま たはPt,…,P。 に接 続 す る節 点 に到達 可 能 で あ る。 そ れ らの 有 向 道

とPi,…,P。 とか ら(CU{0})一 根 森WをWUJは 閉路 を含 まな い よ う

に作 れ る 。(証 明 終)

命 題2.1と こ れ らの 定 理3.7,定 理3.8よ り、っ ぎのg-k重 識 別可 能 条 件 は 、直

ち に導 け る 。

[定 理3.9](閉 シ ス テ ム9-k重 識 別可 能 条 件)閉 シ ス テ ム(A,C)が 、

genericにk重 識 劉 可 能 で あ る ため には 、っ ぎの 等 価 な 二 条 件 の うち どち ら

か が 成 り立 っ こ とが 必 要 十 分 で あ る 。以 下で は 、故 障J⊂EcをIJI=k+

1を 満 た す任 意 の基 本 故 障 とす る 。

1)コ ンパ ー トメ ン トグ ラ フGc(Nc,Ec)の 部 分 グ ラフGc(Nc,Ec＼J)

中 に 、節 点q∈Nco＼Cと(CU{q,0})一 根 森Wが 存 在 して 、WUJは

閉 路 を含 まな い 。

2)J'⊂J,IJ'1=k-1が 存 在 し、 コ ンパ ー トメ ン トグ ラ フGc(Nc,

Ec)の 部 分 グ ラ フGc(Nc,Ec＼J')中 に(CU{0})一 根 森W'が 存 在 し

て 、W'UJ'は 閉路 を含 まな い 。

[定 理3.10】(開 システムg-k重 識別可能条件)開 システム(A,C)が 、

genericにk重 識別可能で あるため には、っ ぎの等 価な二条件の うちどちら

かが 成 り立 っ ことが必要 十分で ある。以下では、故障J⊂EcをIJI=k+
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1を 満 たす任 意 の基 本故 障 とす る 。

1)コ ンパ ー トメ ン トグ ラ フGc(Nc,Ec)の 部分 グ ラフGc(Nc,Ec＼J)

中 に 、(CU{0})一 根森Wが 存 在 して 、WUJは 閉路 を含 まな い 。

2)Nc(J)⊂Ncを 、Jの 枝 に接 続 す る節 点全 体 の集 合 とす る 。a:=

INc(J)1と して 、Nc(J)か らCU{0}の 部分 集 合 を結 ぶ 互 い に節 点 を 共

有 しな い有 向道 の 集 り、{P1,…,P。}が 存 在 して 、PtU…UP。UJは 、

閉 路 を含 まな い 。

最後 に、単一故障 を識別で きるためのグ ラフ条件 、g-1重 識別可能条件 を導

く。これ らは、閉システム、開システムに対 してそれぞれ定理3.9,定 理3.10の

系 として与 えられ るが 、より検証の容易な有 向道条件で与 えられる。

[系3.2](閉 システムg-1重 識別可能条件)閉 システム(A,C)が 、

genericに1重 識別可能であ るための必要十分条件は、任意の基本2重 故障

J⊂Ecに 対 して、枝b∈Jが あってGc申 にbの 両端点か らCの 部

分集合 を結ぶ互いに節点 を共有 しない有向道の集 りが 存在す るこ とで ある。

(証 明)系3.2の 条件が 、k=1の 場合の定理3.9の 条件mに 等価である

ことを示す 。

必要性:J':={b}と する。W'UJ'は 閉路 を含 まないので 、bの 両

端 点か らそれぞれW'を 通 ってCへ 至 る有向道 は、節点を共有 しない。

十分性:そ れ らの有向道をP1,P2と する。Gc中 でNcoは 強連結 だ

か ら任意のNcoの 節点か らEc＼{b}を 通 ってCま たは、P1,P2中 の

節点へ到達可能である。従 って、それ らの有向道 とP1,P2か ら(CU{0})

一根森W'をW'U{b}は 閉路を含 まない ように作れ る。(証 明終)
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〔系3.3](開 システムg-1重 識別可能条件)開 システム(A,C)が 、

genericに1重 識別可能 であるため には、っぎの等価な二条件の うち どち らか

が成 り立っ こ とが必要 十分 である。

1)Gc(Nc,Ec)の 任意 の三節 点か ら(CU{0})の 部分集合 を結ぶ互い

に節点 を共有 しな い有向道 の集 りが存在する。

2)Gc(Nc,Ec)の 任意 の二節 点開放グラフ 、Gc(Nc＼U,Ec(Nc＼U,

Nc＼U)),IU1=2 ,,上 で任意 の節点v∈Nc＼Uか らCU{0}＼Uへ 到

達可能 である。

(証 明)系3.3の 二 条 件 が 等 価 で あ る こ とは 、Mengerの 定 理 よ り直 ち に

わか る 。

必 要 性:条 件2が 不 成 立 とす る 。U(IU置=2)に 対 してGc(Nc＼U,

Ec(Nc＼U,Nc＼U))中 にCU{0}＼Uへ 到 達不 可能 な節 点が あ る と し、

その 節 点 集 合 をN'と す る 。Eu:=Ec(N',U)と す る 。Ncの 任意 の節 点

は 、Gc(Nc,Ec)で0へ 到 達 可 能 だ か らEu≠ φ で あ る 。IEuI=1な ら

ば 、Eu⊂Jと な る基 本2重 故障 に対 して 、Gc(Nc,Ec＼J)中 には(CU

{0})一 根 森 は 存在 しな い 。 ま た、IEuI≧2な らばJ⊂Euと な る基 本2重

故 障 を と る 。Gc(Nc,Ec＼J)中 に(CU{0})一 根 森Wが 存在 す る と仮 定

す る 。Jの 始 点節 点 集 合 か らWを 通 って(CU{0})へ 至 る有 向 道 は必 ず

Uを 通 るの でWUJは 閉 路 を含 む 。従 って 、 定 理3.10の 条 件IIが 成 り立 た

な いの で 、 シス テ ム はg-1重 識別 可 能 で は な い 。

十 分 性:条 件1が 成 立 す る とす る 。Jを 任 意 の基 本2重 故 障 とす る 。

INc(J)1=3な らば 、 条 件1よ りNc(J)か ら(CU{0})の 部 分 集 合 を

結 ぶ 互 い に節 点 を共 有 しな い有 向道 の集 りが 存 在 す る 。 これ は 、定理3.10の 条

件 皿 を満 た して い る。INc(J)1=4な らば 、J={j1,j2},Nci:=Nc

({ji})と す る。条 件1よ りNc1か ら(CU{0})の 部 分 集 合 を結 ぶ 互 い に
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節 点 を共 有 しな い有 向 道 の集 り、{P1,P2}と 、Nc2⊂X⊂Nc(J),ixi=

3と してXか ら(CU{0})の 部 分 集合 を結 ぶ 互 い に 節 点 を共 有 しな い有

向 道 の集 り、{P3,PQ,P5}が 存在 す る 。 これ らの 有 向 道 の切 断 、連鎖 作 用

に よ り定 理3.10の 条 件mを 満 たす四 っ の有 向 道P'1,…,P'aを 作 れ る 。

(証 明 終)

(例)閉 システム、開 システム共 にグラフ条件は類似 しているので 、閉 シ

ステムに対する定理3.9、 系3.2の 適用例を示 す。図3.6で 示 され るコ ンパ ー ト

メン トグラフGc(Nc,Ec)を もっ閉システムを考 えることにする。

まずg-1重 識別可能 とす るための観測節点 を求めてみ る。C1={1,7}と 選

ぶ 。この とき例 えば基本2重 故障{(3,4),(3,6)}に 対 して枝(3,4)の 両端 点

{3,4}か らC翌 を結ぷ互いに節点を共有 しな い有 向道 の集 りが存在す る。同

様 に して任意の基本2重 故障 に対 して系3.2の 条件 を満 たす有向道の集 りが存

在 することが示 され るので、系3.2よ りこのシステムは観測節点c,の もとで

g-1重 識別可能である。

図3.6例 の コ ンパ ー トメ ン トグ ラ フ
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っ ぎにg-2重 識 別 可 能 とす る ため の 観 測 節 点 を求 め てみ る 。C2={1,4,7}

と選 ぶ 。 この と き例 えば 基 本3重 故 障{(3,4),(3,6),(6,7)}に 対 して 、 それ

に含 まれ る基 本2重 故 障E1={(3,4),(3,6)},E2={(3,4),(6,7)},E3

={(3,6),(6,7)}の い ず れ にっ い て も定 理3.9の 条 件2を 満 たす 根森 は存 在 し

な い こ とが 示 され る 。従 って 、定 理3.9よ りこの シ ステ ム は観 測 節 点C2の も

とでg-2重 識 別 可 能 で な い 。C3={1,4,6,7}と 選 ぶ 。この と きE2に 対 して 、

Gc(Nc,Ec＼E2)中 に(CU{0})一 根 森W'が 存 在 す る(図3.z参 照)。 同

様 に して任 意 の基 本3重 故 障 に対 して 定 理3.9の 条件2を 満 足 す る根 森 の 存 在

が 示 され るの で 、定 理3.9よ りこの シ ス テ ム は観 測 節 点C3の も とでg-2重 識

別 可 能 で あ る 。(例 終)

図3.7Gc(Nc,Eb＼E2)中 の(CU{0})一 根 森W'

3.4線 形ダ イナ ミカルシステムへの適用

ここで は、線形微分方程 式で記述 され るダイナミカルな線形 システム に対 し

て故障診断問題 を考察する。ここで対象 とす る線形 ダイナ ミカルシステムは、

三っ の形一状態方程式 ・中間標準形 ・複合 システムーで記述 され る。まず 、サ
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ブ システム間の結合関係を表現す るため に、システム構造 とそのグラフ表現 を

導入す る。っぎに、故障観測部分空 間を具体 的に求め、その次元のグラフ表 現

を与 えることにより、故障の識別可能条件 、故障診断アルゴ リズ ムの中の被 覆

集合をグ ラフ的 に特徴づける。

3.4.1シ ステム構造 とその表現グラフ

ここで対象 とす る線形ダ イナミカルシステムは、っ ぎの三っの形一状態方程

式 ・中問標準形 ・複合システムーで記述 され る。

(1)状 態方程式

り
x=Ax十Bu(3.27)

y=Cx(3.28)

A∈Rgm,B∈Rnxr,C∈Rm翻,x∈Rn,u∈Rr,y∈R陬

(2)中 間標準形

　
Ex=Ax十Bu

y=Cx

E∈Rnxn,A∈Rnxn,B∈Rnxr,C∈Rmxn,

x∈R^,u∈Rr,y∈R醗

(3.29)

(3.30)

中 間標 準 形 で は 、det(sE-A)≠0を 仮 定 す る 。

(3)複 合システム

n個 の一入カー出力サブシステムが結合 した複合 システムを考 える。i番 め

(i∈n={1,…,n})の サブシステムの入出力特性が 、
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Xi(S)=9i(S)Ui(S)

X;:i番 め の サ ブ シ ス テ ム の 出 力

u.:i番 め の サ ブ シス テ ム の入 力

9i:i番 め の サ ブ シ ステ ム の 伝達 関 数

(3.31)

で 与 え ら れ る と す る 。 シ ス テ ム 全 体 の 記 述 はX(S)=(X1(S),…,Xn(S))T,

u(s)=(ui(s),…,uo(s))T,G(s)=diag{gt(s),…,gn(s)}と

し て 、

x(s)=G(s)u(s)

u<s)=Lx(s)十Bv<s)

y(s)=Cx(s)

L∈Rnxn,B∈Rnxr,C∈R,mxn

(3.32)

(3.33)

(3.34)

とな る。行列Lが サブ システム間の結合を表 している。複合システムで は、

det(In-G(s)L)≠0を 仮定す る。

ここで、 それぞれの システムのシステム構造 にっいて説明 してお く。状態方

程式では 、状態変数Xの 第i成 分がi番 めのシステムの構成要素 に対応

してい ると考 えるな らば 、a;;≠0(A=(ai」))は 、」 番めのシステムの

構成要素がi番 めの システムの構 成要素の状 態変化 に影響 を与 える係数 を表

してい る。

中間標準形で は、i番 めの式がi番 めの シス テムの構成要素 を記述 す る式

で あるとすれば 、ei」 ≠0(E=(ei」))ま たはa.;≠0(A=(a.;))は 、

j番 めの システムの構成要素がi番 めの システムの構成要素の状態変化 に

影響 を与 える係数 を表 している。複合システムでは、1;;≠0(L=(li」))

は、j番 めのサブ システムの出力 とi番 めのサブ システ ムの入力の間 に結
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合が あ る こ と表 して い る。以 上 の よ う に、行 列A(ま た は行 列E,A、 ま た

は行 列L)の 非零 要 素 は 、シ ス テ ムの構 成 要 素 間 の 結 合 関係 を表 して い る と

考 え られ るの で、 その 非零 要 素 の配 置 の こ とを シ ステ ムの結 合 構 造 とよぶ こ と

にす る 。 ま た、観測 式(3.28),(3.30),(3.34)で 観 測 行 列Cは 、各 行 が 単 位 ベ

ク トル か らな る行 フ ル ラ ン クの 行列 とす る 。 この こ と はn個 の変 数 の うち

m個 を観 測 す るこ とを意 味 す る。行 列Cの 非 零 要 素 は シ ステ ム の観 測 構 造

を与 え る 。シ ス テム の結合 構 造 とシ ス テム の観 測 構 造 を あ わせ て シ ス テ ムの 構

造 とよぶ 。

これ らの シ ス テム の構 造 を表 現 す る には 、 グ ラ フ を用 い るの が 便 利 で あ る 。

状 態 方 程 式 に対 して は、 っ ぎの二 種 類 の グ ラ フ を用 い る 。っ ま り行列sI-

AのCoatesグ ラ フGA(N,E)と 、行 列sI-Aの 二 部 グ ラ フGb(Nr,

N。,Eb)で あ る 。Coatesグ ラフGa(N,E)の 節 点 集 合N={1,…,n}

は 、変 数xの 添字 集 合n:ニ{1,…,n}と 一対 一 に対 応 して い る 。有 向 枝

集 合Eは 、(i,j)∈EA〈==>a;.≠0に よ って 定 め られ るA枝 集合En

と、各 節 点 にあ る自 己ル ープ か らな るs枝 集合E。:={(i,i)。li∈N}

の非 共 通 和E=EAUE。 か らな る。二 部 グ ラ フGb(Nr,N、,Eb)の 節 点集

合 は 、Aの 行添 字 集合{1,…,n}と 一 対 一 に対 応 し た行節 点集 合N。={

π。(1),…,π,(n)}(こ こでTLrはN→N,へ の 自 然 な 一対 一 対 応 を与 え

る)、 同様 に定義 され た列 節 点集 合N。(π 。 も同様 に 定義 され る)か らな る。

枝集 合Enは 、(πr(i),7Cc(j))∈EbA〈==>a;;≠0に よ って定 め られ

るA枝 集 合EbAと 、(7Cr(i),πc(i))。 か らな るs枝 集合Eb。 の 非 共

通和En=EbaUEbbか らな る 。 中間標 準 形 に対 して は 、行 列sE-Aの

二部 グ ラ フGb(N,,N、,En)を 用 い る。節 点集 合 は 、A(E)の 行添 字 集 合

{1,…,n}と 一対 一 に対 応 した行節 点集 合Nr={7Lr(1),…,?tr(n)}

(こ こ で π ・はN→N・ へ の 自然 な 一対 一 対 応 を与 え る)と 、同 様 に定 義 さ

れ た列 節 点 集 合N、(π 。 も同 様 に定 義 され る)か らな る。枝 集 合Enは 、
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(π,(i),π 。(j))∈En〈==>a.;≠0ま たはe;;≠0,に よ っ て定 め られ

る 。複 合 シ ス テ ム に対 して は 、行 列LのCoatesグ ラ フGL(N,E)を 用 い

る 。節 点 集 合Nは 、n個 の サ ブ シ ス テ ムに一 対 一 に対 応 し た大 き さnの

集 合 で あ る 。有 向枝 集 合Eは 、(].,j)∈E〈 噐>1;.≠Oに よ っ て定 め ら

れ る 。な お 、 そ の他 の用 語 お よび 表記 法 は3.2に 準 じる 。 ま た 、 これ らの グ

ラ フ は 、3.2で の グ ラ フ また は3.4で の 三っ の 形 に対 す るグ ラ フ ど う しで

お 互 い に同 じ記 号 を 用 い て い るが 、文 中 よ りど ち らの グ ラ フ を用 い て い るか は

明 らか な の で 、 この こ とは 問題 にな らな い 。

3.4.2代 数的な識別可 能条件

3.4.1で 述べ たよ うにi番 めの式がi番 めのシステム構成要素 に対 応す

ると考 えているので、i番 めのシステム構成要素が故障 した ときの故障要素

ベ ク トル はeiで ある。この ことか ら、故障集合 は{1,…gn}の 部分集合、

または3.2で 説明 したようにシステム表現グラフの節点集合 の部分集 合 と考

えられる。以 下では、第2章 で述べ た故障診断アルゴ リズムを線形 ダイナ ミカ

ルシ ステムに適用す るため に故障J⊂{1,…,n}が 発生 した ときの故障観

測部分空 間を求 める。

故障Jが 発生 した ときシステム記述(3.27),(3.29),(3.32)は 、それぞれ故

障ベ ク トル ε を用 いて、

　
x=Ax十Bu十E

　
Ex=Ax十Bu十E

x=Gu十E

(3.35)

(3.36)

(3.37)

とな る 。 こ こで 、故障 ベ ク トル ε は 、第i要 素,i∈J,の み に非 零 要 素

を も っ 。第2童 の 式(2.2)に あ わせ る ため 、式(3.35),(3.36)に っ い て は 、ラ ブ
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ラス変換を施 して 、

(sl‐A)x(s)=Bu(s)十xo十E(s)

(sE‐A)x(s)=Bu(s)十Exo十F(s)

(1‐G(s)L)x(s)=G(s)Bv(s)十s(s)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

を得 る 。す な わ ち 、第2章 の式(2.2)の 線 形 写 像Aと して それ ぞ れ 、sI-

A,sE-A,1-G(s)Lを と り、故 障 要 素 ベ ク トル と して単 位 ベ ク トル

ei,…,e。 を とるな らば 、 第2章 の 以 下 の議 論 を適 用 で きる 。 この とき、 故

障 観 測 部 分 空 間 は 、それ ぞ れ

S(J)=span{C(sl‐A)-ie;,iEJ}

S(J)=span{C(sE‐A)-le;,iEJ}

S(J)=span{C(1-G(s)L)-1ei,i∈J}

(3.41)

(3.42)

(3.43)

とな る 。 こ こで 、係数 体 は 、AR、 す な わ ち 実係 数 を もち 、最 大 巾 を もっs

=。。 で の形 式的 な ロ ーラ ン級数 を要 素 とす る体 とす る 。っ ま り、Z,Z',Z"

∈ARと して 、Z=Σt°=tOZtS-t,Zt∈Rと す る と き、和 は項別 和 、

積Z=Z'×Z"は た たみ こみ積 、Zt=Σj.tO・t-tp"Z'」Z"L-jで 与 え ら

れ る 。k重 識 別可 能 条件 は 、 この 故障 観 測 部 分 空 間 を用 い て命 題2.1で 与 え ら

れ る 。次節 で は、 シ ステ ム構 造表 現 グ ラ フ を 用 い て 、3.2,3.3と 同 様 に

g-k重 識別 可 能 条 件 を導 く。

3.4.3グ ラフ的な識別可能条件

ここで は、システム構造表現グラフを用 いて、グ ラフ的なk重 識別可能条

件を導 く。これ らは、状態方程式 と中間標準形の場 合 には、それぞれ行列A
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の非零要素 、行列E,Aの 非零要素に関するgenericな 性質 と して与 えら

れ る。その ため には 、故障観測部分空間の次元を与 えるっ ぎの定理が有用で あ

'る
。

[定 理3.11](状 態 方 程 式 の故 障 観測 部 分空 間 の次 元)J⊂N,IJ1=r

とす る 。っ ぎ の四 条 件 は 、等 価 で あ る 。

1)k=g-dimS(J)

II)GA中 に 、J1⊂Jか らc,⊂C、IJ11=ICii=k、 を結 ぶ 互 い に節

点 を 共 有 しな い有 向 道 の集 りが 存在 し、kは 、 この性 質 を満 た す最 大数 で あ

る 。

皿)GA中 に、Jか らCを 分 離 す る集 合D⊂N、lDIニkが 存 在 し、

kは 、 この 性 質 を満 たす 最小 数 で あ る。

W)Gb中 に、 そ れ によ って飽 和 しな い ・C。 の 節 点 数がr-kで あ る

・JrとcC。 の間 の マ ッチ ング が 存在 し、r-kは 、 この 性質 を満 たす 最 小

数 で あ る 。

(証 明)三 っ の グ ラフ条 件II・ 田 ・Nが 、等 価で あ る こ との 証 明 は 、定 理

3.1の 証 明 と全 く同 じで あ る 。以 下 、1とIVの 等価 性 の み を示 す 。 これ も 、定

理3.1の 証 明 と同様 に 、式(3.6),(3.8)と 類 似の 式 を用 い る こ と に よ り、(sI

-A)(・J, ,cC。)のt次 小 行 列 式 の一 っ がgenericに 零 で な い必 要 十 分 条

件 がGn中 の 大 きさtの ゜Jrとcc、 の間 の マ ッチ ング の存 在 で あ る こ

とを い え ば よ い 。必 要 性 は 、行 列 式 の定 義 か ら明 らか で あ る 。以 下 十 分 性 を示

す 。No⊂cJ,N1⊂ ・cをINoi=INll=t、Gn中 に 、 π.(No)と πε

(N1)の 間 の 完全 マ ッチ ングが 存 在 す る よ うに と る。Moを その よ うな 完 全 マ

ッチ ング の 中でs枝 の 数が 最 大 で あ る もの の うち の 一っ とす る 。q:=IMn∩

Eb、1と お く 。Mo中 にな いA枝 を開放 除 去 し、 それ に対 応 す るAの 要素
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を0に 固定 す る。 その結 果 得 られ たグ ラ フ をGn',行 列 をA'と す る 。 この

とき 、 も しMtが 、Gb'中 の7Lr(No)と π・(N1)の 間 の完 全 マ ッチ ン グ

でs枝 の数 がqで あ る とす れば 、Mo=Mtで あ る 。実 際 、Gb'中 のA枝

は(t-q)本 しかな い ので 、Mn∩EnaニMtflEnnで あ る 。 この こ と に よ

り、Mo∩Eb、 とM1∩Eb、 とで それ ぞ れ 飽 和 され るべ き7Lr(No)(π ・(

N1)に っ いて も)の 節 点 は 、 一致 してい る 。 これ か ら、 どの 二本 のs枝 も節

点 を共 有 しな いの で 、Mn∩Eb。=M1∩Eb、 を得 る 。っ ま りMo=Mtが 得

られ る 。従 って 、det(sI-A')(π ・(No),πc(N1))を 定 義 式 に従 っ て書

き下せ ば 、sqの 係 数 は 、Moに 対応 す る唯 一 の 非 零 項 か らな るの でgeneric

にdet(s塵1-A')(π,(No),πc(Ni))≠0で あ る 。 ゆ え にgenericに

det(sI-A)(π,(No),π ・(Nt))≠0と な る 。(証 明 終)

[定 理3.12](中 間 標 準 形 の故 障 観 測部 分空 間 の次 元)J⊂N,IJI=r

とす る 。k=g-digS(J)と な る必 要 十 分 条 件 は 、Gb中 に、 それ に よっ て

飽 和 しな い ・C。 の 節 点数 がr-kで あ るc!rとcC。 の 間 のマ ッチ ン

グが 存 在 し 、r-kは 、 この 性 質 を満 たす最 小 数 で あ る こ とで あ る 。

(証 明)定 理3.11の 証明 と同様 に して 、(sE-A)(cJ・CCf・)のt次

小行列式の一っがgenericに 零でない必要 十分条件が 、Gb中 の大 きさt

のcJ,とcC。 の間のマ ッチ ングの存在で あるこ とをいえばよい。必要性 は、

行列式の定義か ら明 らかである。十分性 には、マ ッチ ング に属さな い枝の枝重

みを零 にすれば明 らかである。(証 明終)

[定 理3.13](複 合システムの故障観測部分空間の次元)J⊂N,IJ1=

rと する。k=g-dimS(J)と な るため には、っ ぎの等価な二条件の いず

れかを満 たすことが必要である。
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1)Ga中 に 、J1⊂Jか らc,⊂C、IJ11=1Ci1=k、 を 結 ぶ互 い に節

点 を共 有 しな い有 向 道 の 集 りが 存 在 す る 。

II)GA中 のJか らCを 分 離 す る集 合D⊂Nは 、IDI≧kを 満 たす 。

(証 明)こ れ は 、定 理3.1の 証 明 と同 じで あ る 。 (証 明終)

これ ら定 理3.11,定 理3.12,定 理3.13と 命 題2.1を 組 合 わせ れ ば 、っ ぎ のg-

k重 識 別 可能 条 件 は 明 らか で あ ろ う 。 ここで 証 明 は 、省 略 す る 。

[定 理3.14](状 態方程式のg-k重 識別可能条件)状 態方程式(3.27),(3.

28)が 、genericにk重 識別可能であ るためには、っぎの等価な三条件の うち

一っが成 り立っ ことが必要十分である。以下では、故障J⊂NをiJ量=k

+1を 満 たす任意 の故障 とす る。

1)Ga中 に、 」 か らC1⊂C、IJ1=ICil=k+1、 を結ぶ互い に節点

を共有 しない有 向道の集 りが存在する。

2)GR中 のJか らCを 分離 する集合D⊂Nは 、IDI≧k+1を 満

たす 。

3)Gn中 のcJ。 とcC。 の間のあるマッチ ング によってcC。 の節点は

すべ て飽和 され る。

[定 理3.15](中 間 標 準 形 のg-k重 識 別 可 能条 件)中 間 標 準 形(3.29),(3.

30)が 、genericにk重 識 別可 能 とな る必 要 十分 条 件 はIJI=k+1を 満 た

す 任 意 の 故障J⊂{1,…,n}に 対 して 、Gb中 の ・JrとcC,の 間 の あ る

マ ッ チ ング に よ っ て ¢Ccが 飽 和 す る こ とで あ る 。

[定 理3.16](複 合システムのk重 識別可能条件)複 合 システム(3.32),
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(3.33),(3.34)が 、k重 識 別 可能 で あ る ため に は 、っ ぎの 等 価 な 二条 件 の う ち

ど ち らかが 成 り立 っ こ とが 必 要 で あ る 。以 下 で は 、故 障J⊂N査IJIニk

+1を 満 たす任 意 の 故障 とす る。

1)Gし 中 に 、Jか らc,⊂C、IJIニlCll=k+1、 を 結ぶ 互 いに節 点

を共 有 しな い有 向 道 の集 りが 存 在 す る 。

2)Gし 中 のJか らCを 分 離 す る集 合D⊂Nは 、IDI≧k+1を 満

たす 。

3.4.4故 障診断 アルゴ リズム

ここでは、定理2.1で 与 えた故障診断 アルゴ リズム を線形 ダイナミカルシ ス

テムに適用す ることを考える。この適用 にあたってステ ップ2で 必要 とした逆

写像 は微分操作に対応す るが 、故障ベ ク トル ε の推定量 μ が属する部分空

間を見っけるため には、以下 に示す左逆 システムを構成 すれば微分操作は不要

である。以下、状態方程式の場合 にっ いて述べる。

[定 理3.17](k重 故 障診 断 アル ゴ リズ ム)状 態 方程 式(3.27),(3.28)は 、

k重 識 別 可能 とす る 。仮 定2.1の も とで っ ぎの アル ゴ リズ ム は 、k重 故 障 診 断

法 を与 え る。

アル ゴ リズ ム:

(ス テ ップ1)k一 被 覆 集 合Kを 求 め る 。 こ こでk一 被 覆 集 合 とは、 っ ぎ

の二 性 質 を満 たすN={1,…,n}の 部 分 集 合 の 系 で あ る 。

(イ)任 意 のJ∈Kに っ い て 、lJI=mで あ り 、dimS(J)=mで あ る 。

(口)任 意 のJ⊂N,IJI≦kに 対 し て 、1∈Kが 存 在 して 、J⊂1と

な る 。

(ス テ ップ2)各J∈Aに 対 し、左 逆 シス テ ムHし 」(s)を っ ぎの よ

うに求 め る 。
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HL.」(s)HJ(s)=AJ(s)(3.44)

A」(s)は 、正 則 な対 角 行 列

HJ(S)=C(sl‐A)-1J

た だ しJでei,i∈Jを 横 に並べ たn×m行 列 を表 す 。

そ し て μ 」(s)を

μJ(S):=HL.J(S)dY(S) (3.45)

として求め る。 μ」の非零要素数#Jが 、#」 ≦kを 満 たすな らば、J':=

{ilμJの 第 ρ(i)要 素 ≠o}と して、故障J'が 発生 している。ただ

し、 ρ(i)は 、Jの 第i列 めの単位ベ ク トルがA(i)成 分 に1を もっ と

して定め られている。

(ス テ ップ3)ス テップ2で どのJ∈Kに っいて も#J>kと な るな

らば 、(k+1)重 以上の故障が発生 している。

(例)以 下 に示 す状 態 方程 式 で記 述 され るダ イ ナ ミ カル シ ス テ ム を考 え る 。

図3.8に こ の シ ステ ムのCoatesグ ラ フ を表 す 。観 測 節 点CをC={5,9}と

選ぶ 。 この ときシ ス テ ムは 定理3.14よ りg-0重 識 別 可 能 で あ る こ とが わか る 。

従 って 、定 理2.1を 定 理2.2に 修正 した よ うに定 理3.17を 若 干修 正 した故 障 の 同

値 類 を 判 定 す るア ル ゴ リズ ムが 成 立 す る 。g一故 障 同 値 類 は 、{1,2,3,6},{4},{5}

,{7,8},{9}と な る 。g一故 障 同 値類 被 覆KはK={Kt,K2,K3},Ki={1,4},

K2={5,8},K3={5,9}と と る こ とが で き るこ とが 、定 理3.4と 同 様 の 手 法 に

よ り確 か め られ る 。

シ ス テ ム に故 障 が発 生 し、 シ ス テ ム行 列Aの(5,4)要 素a54が 正 常 時

の0.6倍 にな っ た とす る。っ ま り故 障{5}が 発 生 した とす る 。 この と きの イ ン
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パ ル ス応 答 を図3.9,図3.10に 示 す 。図3.11に は 、各左 逆 シ ス テム の 出力 を示 す 。

HL,Y.1の 出力 は 、非 零 要 素 を二 っ もっ 。一 方 、Hし,F:2の 出 力 は 、非 零 要 素 が 一

っで あ り、式 番 号5に 対 応 した出 力が 非 零 とな って い る ので 、5を 含 む同 値 類

の 中 に故 障 が あ るこ とが 正 し く判 定 され てい る 。(例 終)

X

X

X

X

X

X

X

X

X

=-2 .27x1-3.07x2十2.98x3十x6-0。599xg

=26 。8x-61.5x2十 〇.524x3十 〇.176x6-0.0923x8-32.1xg

=30 。Ox-15.5x2-32.3x3-15。6xg

=27 .7x4‐0.0828xa‐5.32xa

=44.Ox-89.$X4-100.Ox5

_‐3875.Oxs‐100.3xs

_-5.Oxz

_‐223.Ox2‐47.Sxa十55.4xz‐0.35xs‐222.Oxs

=XB

例の状態方程式

図3.8例 の シス テ ムのCoatesグ ラ フ
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図3.11(a)左 逆 シ ス テ ムHt,t;iの 出 力
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図3.11(b)左 逆 シ ス テ ムHL.t:2の 出 力
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TIME

D

図3.11(c)左 逆 シ ス テ ムHし.t;3の 出 力

3.5結 言

第2章 で展開 され た不変性の原理 に基づ く故障診断法は、本章 で示 したよう

に広 いクラスの線形 システムー定常状態 にある線形 システム ・定常 状態 にある

コンパ ー トメ ン トシステム ・線形ダ イナミカルシステムー に適用 す ることが可

能な こ とが 明 らか にされ た。さ らにそれ らのシステム内でのサブ シ ステムの結

合関係(シ ステム構造)に 基 づいたグラフ的な故障の検出可能条 件 、識別可能

条件 を導 くことにより三っの利点 、①検 出可能性 、識別可能性が シ ステムの物

理 的な 定数 に依 らず システム構造 に固有の性質 として与 えられ ること、② この

ことか ら観測位置の設計方法を与 えることがで きること、③故障 診断 アル ゴ リ

ズムを実行す るにあたって、グラフ理論で既 に得 られ ているアルゴ リズ ムを有

効 に利 用で きるこ とが 、挙げ られる。

..



第4章

伝 達 関 数 の 係 数 変 化 に 基 づ い た線 形

ダ イ ナ ミ カ ル シ ス テ ム の 故 障 診 断

4.1緒 言

本章では、伝達関数の係数変化 に基づいた線形ダ イナミカルシステムの故障

診断 を考察 する。ここで考察す る故障診断問題 は、第2章 ・第3章 で考察 した

の と同 じく、故障の検出可能性、識別可能性 、故障診断アルゴ リズムの三問題

で ある。この章で用 いる診断の原理は、故障が発生 したと き、伝達関数の係数

の変化は、その故障 に応 じて決 まった仕方で変化す ることを用いるもので ある。

これ は、前章 までで考察 した不変性 に基 づいた故障診断法 とは全 く異な るもの

で ある。

不変性 に基づ いた故障診断法は、第2章 ・第3章 で見 て きたように広いクラ

スの線形 システムに適 用可能な故障診断 アルゴ リズ ムを もち 、システム構造を

表現 す るグラフを用いれば大 きな利 点が あった。これ らの利点は、第3章 の結

言に述べ ている。 しか しダイナミカルな システム に適用す る場合 、そのシステ

ムの動的な挙動を十分に利用 しっ くしているとは言 い難い 。例 えば 、3.3で

述べ たコ ンパ ー トメン トシステムの場合 、定常状態 のみを観測 しその動的な振

舞い には着 目していなかった。 また、3.4で 述べ た線形ダ イナミカルシステ

ムの場合 、故障が どのサブシステムに発生 して いるかを診断 し得ても、故障ベ

ク トルが同 じパタ ーンで変化する故障 、っ まり等価な故障 はその原理上識別で

きない。この ことが原 因になって、①故障識別 を細か くしようとすれば、必要

な観測位置の数はかな り大 きな もの となる。事実 、いっで も原理上少な くとも

二っの観測位置が必要 である。②等価な故障 はその原理上 識珊で きないので、

故障ベ ク トルの発生原 因までを究 明することがで きない 。

そこで 、本章では、対象 とす るシステム に試験 信号を加 え、その観 測値への
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伝達 関数を正常時の伝達関数 と比較するこ とにより故障診断を実行す る方法を

考察す る。また故障 したシステムは、正常 時の システ ムか らあま りにも大 き く

変化 して いないこ と、っ まり単一故障 の仮定 をお く。具体的 には 、コンパ ー ト

メン トシ ステムの場合 、異常値 をとる移行 係数 は高 々一っ であるこ と、状態方

程式で表せ る線形ダイナミカルシステムの場合 、システム行列の高 々一 ケ所が

異常値 をとることを仮定す る。これ らの ことによ り、①少 ない入 出力位置の数

で故障識別が可能 にな ること、②異常値を とっている移行係数 、 またはシステ

ム行列の要素の位置が決定で きるという意味で 、故障ペ ク トルの発生原因 まで

を究明す ることがで きる。

まず、4.2で この故障診断の原理 にっ いて説明 したあ と、代数的な故障の

検出条件 、識別条件 を導 く。っ ぎに、この故障診断法を、4.3で は状態方程

式で記述 され る線形ダ イナミカルシステムに、4.4で は コンパ ー トメ ン トシ

ステムに、それぞれ適用す る。この とき、第3章 で考察 したの と同様 にシステ

ム構造 を表現す るグラフを導入すれば、4.2で 求め た代数的な条件は 、その

グラフの上で表す ことがで きる。

4.2検 出可能条件 ・識別可能条件

ここでは、伝達関数の係数変化に基づいた線形ダイナミカルシステムの故障

診断の原理にっいて述べたあと、その故障診断法を用いた場合、故障の検出可

能条件、識別可能条件を代数的に表現することを考える。さらに、識別可能な

故障にっいてどの故障が発生しているのかを決定するアルゴリズムにっいても

述べる。

4.2.1故 障 診 断 の 原 理

r入 力m出 力 のプ ロパ ーな 伝 達 関数H(s)∈R(s)mxrを 考 える 。B,

lB1=「r,C,lCI=mを それ ぞれ 入 力 集 合 、 出 力集 合 とよび 、入 出 力組

.:



(b,c)∈B×Cに 関 す るH(s)の 成 分 、 っ ま り入 力bか ら出力cへ の

伝達 関 数 を 、

hen(s)=ncb(s)/dcb(s),ncb(s),dcb(s)∈R【s】(4.1)

と す る 。 こ こ で 、 分 子 、 分 母 へ の 分 解 は 一 意 で は な い が 以 下 に述 べ る仮 定4.1

を 満 た す も の とす る 。 シ ス テ ム に 対 す る 故 障 と し て は 、 故 障 α が 大 き さ △

で 発 生 し た と きの 伝 達 関 数H(α,△;s)の(b,c)成 分 、h。b(α,△;s)

が 、

hen(α,△;s):=ncb(α,△;s)/dcb(α,△;s)(4.2)

ncb(α,△;s),dcb(α,△;s)∈R[s]

ncb(α,△;s)=ncb(s)十 △n'cb(α;s)(4.3)

dcb(α,△;s)=dcb(s)十 △dcb(α;s)(4.4)

n,cb(α;s),d,cb(α;s)∈R[s]

とな るものを考 える。ただ しH(α,△;s)は プ ロパ ーであ り、d'・b(α;

s)は 、degd'。b(α)<degd。bを 満 たす もの とす る。ここで注意 してお

きたい ことは、式(4.3),(4.4)で 故障が発生 した ときの分子多項式、分母 多項

式の変化は 、故障の大 きさ △ に線形であ ることであ る。これは、4.3,4.

4で 示 され るように状態方程式で表せ る線形 ダイナ ミカルシステムの場合 、シ

ステム行列の高々一ケ所が異常値を とるとき、コ ンパ ー トメン トシステムの場

合、異常値を とる移行係数は高 々一っである ときを想 定 している。システムに

発生す るこのような故障の集合 をrで 表 す。この とき、式(4.1)で 表 される

H(s)の 分子 、分母への分解 はっ ぎの仮定4.1を 満 たすもの とする。

.'



[仮 定4.1]式(4.1)で 表 され るH(s)の 分 子 、分 母 へ の分 解 で 、g、b

(s)をn。b(s)とd・b(s)の 最 大公 約 多項 式 とす る と き、任 意 の 入 出 力

組(b,c)∈B×C、 任 意 の α ∈:rに っ い て 、g。b(s)ln'cb(α;s),

g'cb(s)ld㌔b(a;s)で あ る 。

この仮定は、見 たところ制 限的であるように思 えるが、以下4.3,4.4

で示 され るように、ほとんど問題 にな らな い制限である 。

ここで 、式(4.2)一(4.4)を 見れば、故障 α が発生 したとき伝達関数の係数

の変化の仕方は、多項式n'。b(α;s),d'、b(α;s 、)に よ って与 えられ る

ので 、これ らが零でな ければ故障が検 出で き、 これ らが他 の故障 に対す る多項

式 と異な っていれば 、他の故障 と識別で きるのではないか と考 えられ る。事実、

この考 え方が正 しいこ とが4.2.2で 示 され る。

4.2.2代 数 的 な 検 出可 能 条 件 ・識 別 可 能 条件

こ こで は 、前 節 の 考 察 に基 づ いて 代数 的 な故 障 の検 出可 能 条 件 ・識 別 可 能 条

件 を与 え る 。 この ため に 、 まず式(4.3),(4.4)で 定 義 さ れ た 多項 式n'。b(α;

s),d'。b(α;s)を 用 い て 、写 像 δH:r→R[s】2・ 「 をっ ぎ の よ うに定

義 す る 。

δ]E【(α)=[…,n'cb(α;s),d'cb(α;s),…] (4.5)

っ ぎに、故障が 検出可能 、識別可能であることをっ ぎの ように定義す る。

[定 義4.1](検 出 可 能)故 障 α ∈rは 検 出可 能 で あ る 。 〈器 〉 任 意 の

故 障 の 大 きさ △ ≠0に っ い て 、H(s)≠H(α,△;s)で あ る 。
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[定 義4.2](識 別可能)故 障 α∈rと 故障 β∈rは 識別可能である。

〈鶚〉故障 α と故障 β は ともに検 出可能であ り、有限個の点を除 いた任意

の故障の大 きさ変化量 △,△'に っ いてH(α,△;s)≠H(β,△';s)で

ある。

(注 意4.1)定 義4.1は 、直ち に理解 で きる。定義4.2は 、っ ぎの二点か ら

支持 される。① 故障 の大きさが 、 たまた まここで除外され た有 限個 の点 に一致

す ることは稀である。なぜな ら、 これ らの有限個の点は実数上 で測度零だか ら

であ る。② この ような有限個の点 を除外す ることにより、故障識別 に関する見

通 しの よい条件が得 られ る(定 理4.2を 参照)。

写像 δHを 用 いて代数 的な故障 の検 出可能条件、識別可能条件 はっ ぎのよ

うに与 えられる。ここで、R.[S]2mrは 、実数体Rの 上の線形空間であるこ

とを注 意 してお く。

[定理4.1](検 出可能条件)仮 定4.1の もとで故障 α∈rが 検出可能で

あるための必要十分条件は、8H(α)≠0で ある。

(証 明)必 要 性:δH(α)=Oな らば 、 どの 入 出力 組(b,c)∈B×

Cに 対 して も、n'。b(α;s)=d'、b(α;s)=0と な るの で 、任意 の 故障

の 大 き さ △ に対 して 、

hcb(α,△;s)=ncb(α,△;s)/dcb(α,△;s)(4.6)

ニ(ncb(s)十 △ ×0)/(dcb(s)十 △ ×0)

=ncb(s)/dcb(s)

=h。b(s)

一71一



とな るの で 、H(s)=H(α,△;s)と な る 。

十 分 性:δH(α)≠0で あ るか ら、 あ る入 出 力 組(b,c)∈B×Cに 対

して 、n'cb(α;s)≠0ま たはd'cb(α;s)≠0で あ る 。 この 証 明 中で

以 下 添字 のcbを 省 略 す る 。gをn,dの 最 大公 約 多 項 式 とす る 。110:=

n/g,do:=d/g,n'o:=n'(α)/g,d'0:=d'(α)/gと す れ ば 、

仮 定4.1よ り、 こ れ らはR[s】 の元 で あ る 。 まず 第 一 にnoとdoは 互 い に

素 で あ る こ とに注 意 す る 。第 二 に 、dとd'(α)に 対 す る次 数 の条 件 か ら

degd'n<degdoが 成 立 して い るこ と に注 意 す る 。 こ の二 っ の こ とか ら、

no/do=(no十 △n'o)/(do十 △d'D)な らば 、 △n'o=△d'o=0

とな るの で 、n'o≠0ま た はd'o≠0よ り、 △=0と な る 。ゆ えに 、 △ ≠

0な らば 、H(s)≠H(α,△;s)と な るの で 、故 障 α は検 出可 能 で あ る 。

(証 明終)

[定 理4.2](識 別可能条件)仮 定4.1の もとで故障 α∈rと 故障 β∈

rが 識別可能であるための必要 十分条件は、8H(α)と δH(β)が 一次独

立であ るこ とである。

(証 明)必 要性:8H(α)と δH(β)が 一次従属 である とする。故

障a,故 障 β とが ともに検出可能な ときだけを考 えればよいので、定理4.1

より、8H(α)、 δH(β)は ともに0で ない としてよい 。従 って定数r≠0

が存 在 して δH(α)=rδH(β)と なる。故障 α の大 きさ △ を故障 β

の大 きさ △'に 対 して △'=r△ と選ぶ。この とき任意 の入 出力組(b,c)

∈B×Cに 対 して、以下添字 のcbを 省略 して、

h(α,△;s)=n(α,△;s)/d(α,△;s)(4.7)

=(n(s)十 △n'(α;s))/(d(s)十 △d'(α;s))
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=(n(s)+△rn'(β;s))/(d(s)+△rd'(β;s))

=(n(s)十 △'n'(β;s))/(d(s)十 △'d'(β;s))

=n(β,△';s)/d(β,△';s)

=h(β
,△';s)

とな るの で 、無 限 個 の △ に対 してH(α,△;s)=H(a,△';s)と な る 。

ゆ えに 故障 α と故障 β は 識別 可 能 で はな い 。

十分 性:任 意 に入 出力 組(b,c)∈B×Cを 固 定 し、以 下 添字cbを 省

略 す る。9をn,dの 最 大 公約 多 項 式 とす る 。no:=n/g,do:=d/

g,n'o(γ):=n'(γ)/g,d'0(γ):=d'(γ)/g,γ=α,β とすれ ば 、

仮定4.1よ り、 これ ら はR[S]の 元 で あ る 。doとnnは 互 い に素 で あ るか ら、

有 限個 の △ を除 いてdo+△d'o(α)とno+△d'o(α)も 互 い に素 で あ

る。 同様 に 、有 限 欄 の △'を 除 いてdo+△'d'o(β)とna+△'d'o(β)

も互 い に素 で あ る 。従 って これ ら有 限個 の △,△'を 除 い て定 理1の 十分 性

の証 明 と同 じ理 由 に よ って(n十 △n'(α))/(d十 △d'(α))ニ(n十 △'n'

(β))/(d+△'d'(β))な らば △n'(α)=△'n'(β),△d'(α)=△'d'

(β)で あ る 。 これが 任 意 の 入 出 力組 にっ い て い え るの で 、 △ δH(α)=△'δ

H(β)で あ る 。 ここ で8H(α)と δH(β)は 一 次独 立 ゆ え、 △=△'=0

とな る 。従 っ て素 の条 件 を満 たす ため に除 い た有 限 個 の △,△'と △=△'

=0を 除 い てH(α ,△;s)≠H(β,△';s)と な るの で 、故 障 α と故障

β は 識 別 可能 で あ る 。(証 明終)

4.3状 態方程式で記述 された線形 ダイナミカル システムへの適用

ここでは、4.2で 考察 した故障 診断の原理 を状態方程式で記述 され た線形

ダイナ ミカルシステムへ適用す る。ここでシステムの故障 は、システム行列の

高 々一箇所が異常値を とることと考 える。試験信号の入出力応答を正常時の応
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答 と比較するこ とによって、システム行列の どの要素が異常値 を とっているか

を診断す る。この適用 にあ たって第3章 で考察 したよ うにシステム構造の概念

を持 ち込 めば 、4.2で 与 えた故障の検出可能条件 、識別可能条件 はそれぞれ

等価 なグラフ条件 に置 き換えることがで きる。

まず4.3.1で は、システムの記述 とシステム構造 を表現す るグラフにつ いて

説明する。4.3.2で は 、線形 ダイナミカル システムでシステム行列の どの要素

が異常値 をとってい るか を診断す るこ とが 、4.2で 与 えた故障診断の原理の

枠 内で可能な ことを示す 。4.3.3で は 、システムの結合構造 を導入 し、generic

な意味での故障のグ ラフ的な検 出可能条件、識別可能条件 を導 くため に4.3.2

で与 え られ た多項 式、写像を定義 しなおす 。4.3.4で は、グ ラフ条件を導 くた

め に必要 とな る、システム行列の特性行列の小行列式の素 因子分 解 とシステム

構造表現 グラフの既約成分分解の関係 にっいて述べ る。最後 に4.3.5で は、グ

ラフ的な検出可能条件、識別可能条件 を導 く。

4.3.1シ ステムの記述

対象 とす る線形ダ イナ ミカル システムは

　
x=Ax十Bu(4.8)

y=Cx(4.9)

A∈Rnxn,B∈Rnxr,C∈R,mxn,x∈R",u∈Rr,y∈Rm

と状態方程式 によって記述 され るもの とす る。このシステムの ことをシステム

(A,B,C)と よぶ 。ここで、システム行列Aは 、構造 を持 った行列 、すな

わち要素の うちい くっかは固定 され た零であ り、残 りの要素 は任意の値 をとり

うるもの と考 える。この非零要素の配列のこ とをシステム結合構造 という。入

力行列B(出 力行列C)は 、各列が(各 行が)単 位ベ ク トルの最大列階数
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(最 大行階数)の 行列 とする。この とき要素1の 位置は、システム入力(観 測)

構造 とよばれ る。これ らをあわせてシステム構造 とよぶ 。

システム(A,B,C)に 故障が発生す るとシステム行列Aの 固定 された零

要素以外が異常値 をとるもの と考える。ここで 、システム行列の高 々一箇所が

異常値 をとる と仮定する。っ まり4.1で 述べ たように故障 したシステムは、

正常時のシステムか らあ まりにも大 きく変化 していないこと、っ まり単一故障

の仮定をおいている。いいか えれば、4.2で 述べ た故障の集合rは ここで

は以下で述べ るCoatesグ ラフのA枝 集合Eaを もって くることになる。す

る と、故障診断問題は、試験信号の入出力伝達関数が利用可能 であるとして、

システム構造を表すグラフのみを用 いて、検 出可能 とな る故障 はどの枝で ある

のか、互 いに識別可能 となる故障 はどの枝であるのか を決定で きるであろ うか 、

とい うこ とであ る。以 下では、これ らの問題 に肯定 的な解答を与 える。

まず システム構造 を表現 するグラフにっ いて説明す る。システムの構造 を表

現す るにはっぎの二種類のグ ラフを用 いる。っ まり行列sI-AのCoates

グラフGa(N,E)と 、行列sI-Aの 二部 グラフGb(Nr,Nc,Eb)で あ

る。Coatesグ ラフGa(N,E)の 節点集合N={1,…,n}は 、変数x

の添字集合n:={1,…,n}と 一対一に対応 してい る。有向枝集合Eは 、

(i,」)∈EA〈__>a;;≠0に よって定め られ るA枝 集合EAと 、各節 点

にある自己ル ープか らな るs枝 集合E、:={(i,i)。li∈N}の 非共通

和E=EnUEBか らな る。二部グラフGn(Nr,Nc,En)の 節点集合 は、A

の行添字集合{1,…,n}と 一対一に対応 した行節点集合Nr={π 。(1),…,

7Lr(n)}(こ こで π.はN→N・ への自然な 一対一対応 を与 える)、 同様

に定 義 された列節点集合N,(π 。も同様 に定義 される)か らなる。枝集合

Ebは 、(?tr(i),πc(J))∈EM〈==>a.;≠0に よって定められ るA

枝集合EbAと 、(π,(i),π 、(i))、 か らなるs枝 集合En、 の非 共通和

En=EnAUEnsか らなる。また、入力行列B、 観測行列Cに 対する仮定か
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ら同 じ文 字B、Cを 用 い て入 力 の 加 わ る節 点 の部 分 集 合 、観 測 され る変 数 に

対応 した節 点 の 部 分 集 合 を表 し、 これ らを入 力節 点 、 出力 節 点 とい う。文 中か

ら行列 を表 す か 節 点 の 部 分集 合 を表 す か は 明 らか な の で この 表 記 法 を用 い る 。

これ らのグ ラ フ は 、3.4で のグ ラ フ と同 じ記 号 を 用 い て い るが 、文 中 よ りど

ち らの グ ラ フ を用 い て い るか は明 らか な の で 、 この こ とは問 題 に な らな い 。

これ らの グ ラ フ に 関 しては 、以 下 に示 す 部分 グ ラ フ 操作 を 与 え る 。N1,N2

⊂Nと して 、E(N1,N2):={(i,j)z∈Eli∈N1,j∈N2,z=sま

た は空 白}と 定義 す る。 これ らの節 点集 合 の 部 分 集 合 ま たは 、 枝集 合 の 部 分集

合 に よ って 決 め られ る部 分 グ ラフ をCoatesグ ラ フGAに っ い て は 、GA(E

(Nt,N2)):=Ge(N,E(N1,N2))、 二 部 グ ラ フGbに っ い て は 、Gb(π,

(N2),π 。(N1)):=Gn(π,(N2),π 、(N1),7CE(E(N1,N2)))と 定 義 す る 。

これ らの 二 っ の 部 分 グ ラ フの 問 には 自 然 な 一対 一 対 応 、 π。,π 、,7tEが 存 在

す るの で 、 しば しば 二 っ の グ ラ フを 同 一視 す る 。こ の こ とを念 頭 にお い て部 分

グ ラ フを添 字A,bを 書 か ず にG(・)と い う表 記 法 を 用 い る。 ここ で 引数 ・

の役 割 は どの 部 分 グ ラ フか を明示 す る ため で あ り、 さ きの 節 点 集 合 の 部 分 集 合

N1,N2ま たは 、枝 集合 の 部 分集 合E(N1,N2)を 指 定 す る 。

部 分 グ ラフG(α)=Gb(7tr(N2),πc(N1))(二 部 グ ラ フの 表現 で)に っ

い て 、[Nll=IN21な らば 、 この グ ラ フ は 、正 方 な 小 行 列(sIm)(πr

(N2),π 。(N1))の 表現 グ ラ フな ので 、小 行 列 式det(sI-A)(π.(N2),

π。(N1))を 対 応 させ るこ とが で きる 。 しか し こ こで 注意 しな くて は な らな い

の は 、 この 行 列 式 は、節 点 集 合Nと 行(ま たは 列)添 字集 合nの 間 の 一対

一 対応 に依 存 し て い る 。 しか し 、R【X,s】/±1の 元 と して は 、 この 一対 一

対 応 に依 らず 確 定 す るの で 、detG(α):=det(sI-A)(7Cr(N2),π 。

(N董))(R[X,s】/±1の 元 と して)と 定 義 す る こ とが で き る 。

用 語 お よび 表 記 法 は3.2,3.4に 準 じる 。 それ らに加 えて 以 下 の 用 語 も

使 う 。 まず 、二 部 グ ラ フGbに っ いて 。部分 グ ラ フ の枝eが 有 効 枝 で あ る
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とは、それを含む その部分グラフの完全マ ッチングが存在することをい う。そ

うでな いときeは 無効枝 とい う。部分グラフの枝被覆とは、節点集合の部分

集合で あ り、その部分グラフの任意の枝 は、その部分集合 中の少 な くとも一っ

の節点 と接続 しているものをいう。枝被覆 を行節 点集合 と列節点集合の部分 に

わ け、[π,(N2),π 。(Nt)]で7Lr(N2)Uπ 。(N1)を 表す。部分グラフの

枝被覆が最小である とは、要素数が その部分 グラフのあらゆる枝被覆中で最小

で あることをさす。部分グラフGb(π,(N2),π 。(N1))が 既約であ るとは、

最小被覆が[φ,πc(Nl)]と[π,(N2),φ]以 外 にないことをい う。これ ら

二っの枝被覆を自明であるとい う。既約でない とき可約 という。っぎに、

Coatesグ ラフGAに っいて。部分グ ラフGA(E(Ni,N2)),1・NII=1・N21

=k ,のk一 因子接続 とは、cN2か らcN1を 結ぶ互いに節点を共有 しない

有向道 の集 りと、それ らの有向道 と互 いに節 点を共有せず、かっ互 いに節 点を

共有 しない有向閉路 の集 りの和集合であ り、任意の節点は、その 中のいずれか

に含 まれ ているもの をいう。Q,R⊂Nに っいて、Q→R有 向道が存在す る

とき、単 にQ→Rと 書 き、QはRか ら到達可能 と読む 。Q(ま たはR)

が単一の要素か らな るときには、中括弧を省略 して書 く。Q→Rで ないこと

をAと 書 く。M⊂Nと して、w->v有 向道PがN(P)⊂Mを 満 た

す ときPをMを 通る有向道 という。N(P)＼{w}⊂M(N(P)＼{v}⊂M)

を満 たす ときPを*Mを 通 る有向道(M*を 通 る有向道)と い う。*Mを

通 ってQ→Rな どの意 味は明 らかで あろう。さきに述べ た一対一対応 により、

Coatesグ ラフGaの 部分グラフにも二部 グラフでの概念 、例 えば 、既約 、可

約が定義 されていることに注意 する。

4.3.2故 障 診断の原理

ここで は、線形 ダイナミカルシステムでシステム行列の どの要素が異常値を

とっているかを診断す ることが、4.2で 与 えた故障診断の原理の枠内で可能
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な こ とを示 す 。 まず 、故 障 の 集 合rは 、4.3.1で 定 義 さ れ たCoatesグ ラ フ

のA枝 集 合EAと み な され て い る こ とに注 意 す る 。

シ ステ ム(A,B,C)の 正 常 時 の伝 達 関 数H(s)は 、 式(4.8),(4.9)よ り、

H(s)=C(sl‐A)-1B (4.10)

で あ る 。 シ ス テム に故 障が 発 生 し、 シ ス テ ム行 列 の(i,」)要 素a;;が

a.;+△ と変 化 した とす る 。 この こ とを故 障 α=(j,i)∈Enが 大 きさ △

で 発 生 した と い う 。こ の と きの伝 達 関 数H(a,△;s)は,

H(α,△;s)=C(s工 一m△ijT)-tB (4.11)

とな る 。 こ こで 、表 記 法 上 の 都 合 上 、節 点v∈Nと 同 じ文 字 で 節 点vに 対

応 す る位 置 に1を もっ 単 位 ベ ク トル を表 す 。入 出 力 組(b,c)∈B×Cに 関

す るH(s)の 成分 、 っ ま り入 力bか ら出力cへ の 伝 達 関 数h、b(s)を

まず 求 め る 。N。b⊂NをN。b:={vIb→vか っv今c}と して 、N,b

=φ な らば 明 らか にh。b(s)=0で あ る 。N。b≠ φ な らば 、 行列Aの

N,bに 対 応 した行 、列 か らな る小 行 列 をA。b、b,c∈N。bよ り定 義 可 能

な 単位 ベ ク トルb,cを 用 い て 、

hcb(s)=ncb(s)/din(s),

non(s)=CTadj(sI-Acb)b,

dcb(s)黷det(sI-Acb)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

と な る 。 伝 達 関 数H(α,△;s)の(b,c)成 分 、h。b(α,△;s)は 、
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hcb(α,△;s)=ncb(α,△;s)/dcb(α,△;s)

ncb(a,△;s)=cTadj(sI-Acb-△ijT)b

dcb(α,△;s)=det(sI-Acb-△iji)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

とな る。ここで恒等式

(sl-A-△ijT)-1.(slm)-1(4.18)

十 △(sI-A)-1i(1-△jT(sIm)-11)-t(sI-A)-t

を用いれば、

ncb(α,△;s)=ncb(s)十 △n,cb(α;s)(4.19)

dcb(α,△;s)=dcb(s)十 △d'cb(α;s)(4.20)

n'cb(α;s)=一[cTadj(sI-Acb)bjTadj(sI-Acb)i

-CTadj(sI-Acb)ijτadj(s工 一Acb)b]/dcb(s)

(4.21)

d'cb(α;s)=-jTadj(sI-Acb)i(4.22)

とな る 。 こ こで 、H(α,△;s)は プ ロパ ーで あ り、d'cb(α;s)は 、deg

d'。b(α)<degd、bを 溝 たす こ と に注 意 して お く。式(4.21),(4.22)で 与 え

られ るn'。b(α;s),d'、b(α;s)は 、故 障 α が発 生 した と きの伝 達 関

数 の係 数変 位 を与 え るので 変 位 多項 式 とよぶ こ と にす る 。実際 にn'。b(α;

s)∈R[s]で あ る こ とが っ ぎ の よ うに し て確 か め られ る 。以 下 添 字 のcbを

省 略 す る 。式(4.21)の 括 弧 中 の 多項 式 をr(s)と す る 。 この と き任意 の シ ス

テ ム行 列Aに 対 してdlrを 示 せ ば よ い 。 まずAが 重 複 固 有 値 を持 たな

い場 合 を考 え る。 す る と、dの 零 点 、っ ま りAの 固有 値 は 、同 時 にrの
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零 点 で もあ る こ とを い えば よい 。 λ をdの 零 点 の 一 っ とす る。Aが 重 複 固

有 値 を持 たな い こ とか らrankadj(λ1-A)=1と な り、 あ るP.q∈

C・ に よ っ て 、adj(λ1-A)=pqrと 書 け る 。す る と、

r(λ)=crPqrbJTpq丁i-cTpqTijTpqrb

=0

(4.23)

とな るので、dlrで ある。一般のAに っいて は、システム構造 にっいて

しば らく考 えな いことにし、r,dの 係数は、n2個 の変数a;;の 多項式

である と考 える。この ときこれ らの変数の多項式であ って、その零点 に相 当す

る行列Aに 対 しては、dIrと なるものが存在す る(例 えば、rをdで

Euclidの アル ゴ リズムを用 いて割 ったときの剰余多項式の係数の自乗和)。

しか しRnxn中 で ほとんどすべ てのAは 重複固有値 を持 たな いので、ほ と

んどすべてのR.nxnの 値 に対 してこの多項 式は零 とな る。従 って、この多項

式 は零多項 式であ り、ゆえに任意のAに 対 して、dlrで あ る。これで、

n'、b(α;s)が 多項式であ ることが示 され た。仮 定4.1に っいては、4.3.5で

ほ とんどすべ てのシステム行列 に対 して満 たされ ることが示 され るので 、この

仮 定は制 限的な もので はな い。

っ ぎに代数 的な故障 の検 出可能条件 ・識別可能条件 を与 える。この ため に、

まず式(4.21),(4.22)で 定義 され た変位 多項式n'。b(α;s),d'、b(α;s)

を用 いて、写像 δH:EA→R[sj2・ ・をっ ぎのよ うに定義す る。

δH(α)=[…,n'cb(α;s),d'cb(α;s),…] (4.24)

する と変位 多項式 は、4.2で 与 えた注意 を満 たしてい るので 、写像 δHを

用いて代数 的な故障の検 出可能条件 、識別可能条件はそれぞれ定理4.1,定 理4.
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2と 同 じ形 で与 え られ る 。っ ま り、

[定 理4.3](検 出可能条件)仮 定4.1の もとで故障 α∈Eaが 検出可能

であ るための必要十分条件は、 δH(α)≠Oで ある。

[定 理4.4](識 別可能条件)仮 定4.1の もとで故障 α∈Enと 故障 β∈

EAが 識別可能であ るための必要十分条件 は、8H(α)と8H(β)が 一次

独立 であ るこ とであ る。

4。3.3シ ステ ム 構造 を考 慮 に入 れ た変位 多項 式

こ こで は 、4.3.5で シ ス テム 構造 を表 現 す るグ ラ フ を用 いた故 障 の 検 出可 能

条 件 、識 別 可 能条 件 を導 くため に必 要 とな る準 備 と して 、式(4.21),(4.22)で

定 義 した変 位 多項 式n'。b(α;s),d'、b(α;s)と 、式(4.24)で 定義 した

関数 δHを 以 下 の都 合 の よい よ う に変 形 す る 。

特 性 行列sI-Aの 小 行 列 式 、det[FJ(sI-A),F∈N,×N。 をっ

ぎの よ う に定 義 す る 。{Fl(sI-A)は 、 も し(π,(i),π 、(J))∈Fな ら

ば 、第i行 と第j列 を(i,」)成 分 を除 いて 零 で 置 き換 え 、(i,j)成

分 は1で 置 き換 え た行 列 とす る 。この 定 義 が意 味 を も っ ため にFは 独 立集 合

で あ る こ と 、っ ま り(πr(i),πc(j)),(πr(i'),πc(」'))∈Fな らば 、

i=i',」=j'で あ る こ とを仮 定 す る 。Fが 独 立 集 合 で な い と きには 、 小

行 列 式det[F】(sI-A)は 零 と約 束 す る 。

これ を 用 いて 式(4.16),(4。17),(4.22),(4.23)で 定 義 され て い た多項 式Tlcb,

dcb,n'cb(α),d'cb(α)は それ ぞ れR【X,s】(R【s]で はな く)の 元

と して、 α=(」,i)∈EAに っ いて 、

ncb=detl{(πr(b),πc(c)}】(sI-Acb) (4..25)
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din=det(sI‐Ain)(4.26)

n'cb(α)(4.27)

=-det[{(πr(b),πc(c),(πr(i),πc(j)}】(sI-A。b)

d'cb(α)=-det[{(πr(i),πc(j)}】(sI-Acb)(4.28)

と定義 す る 。 ここ で 、 式(4.25)一(4.28)で 定義 上 零 と約 束 す る場 合 は 、っ ぎの

三 っ で あ る 。①N。b=φ の 場 合:式(4.25)一(4.28)は すべ て零 と約 束 す る 。②

α 《斈E(N。b,N。b)の 場 合:式(4.27),(4.28)は 零 と約 束 す る 。③i=bま た

はj=cの 場 合:式(4.27)は 零 と約 束 す る 。

こ れ らの 定 義 が それ ぞ れ 式(4.16),(4.17),(4.22),(4.23)と 一致 して い る こ

とを確 か め る 。式(4.25)は 、余 因 子 の定 義 に他 な らな い 。 式(4.26)は 式(4.17)

と同 じで あ る 。式(4.27),(4.28)に っ い て は 、n'cb(α),d'。b(α)が それ ぞ

れn。b,d。bの 枝 α ∈EAの 枝 重 み に 関 す る形 式 的 な 偏微 分 で あ る こ とに

注 意 す れ ば 、行 列 式 の定 義 か ら直 ち に導 か れ る 。

式(4.27),(4.28)を 用 いて 、 写像8H:EA→R【X,S]2mr(R[s】2・rで

はな く)を

δH(α)=[…,n'cb(α),d'cb(α),…] (4.29)

と定 義 す る 。

っ ぎ に変 位 多 項 式n'。b(α),d'、b(α)を グ ラ フ表 現 す る こ とを考 え る 。

こ こで δHの 値域R【X,s】2mrはR,[X,s】 の 直 積 だ か ら、 そ の 成分 を

表 す ため に添 字 集 合A={d,n}×B×Cを 用 いて λ ∈Aに 対 して δH

(α,λ)で δH(α)の λ 成 分 、っ ま り λ=(n,b,c)な らば 、 δH(α,

λ)=n'。6(α)、 λ=(d,b,c)な らば 、 δH(α,λ)黷d'cb(α)と す る 。

δH(α,λ)に 対 応 して表 現 グ ラ フの 部 分 グ ラ フG(α,λ)を 、
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λ=(n,b,c)の と き:

G(α,λ)=Gn(πr(Ncb＼{i,b}),πc(Ncb＼{j,c})

λ=(d,b,c)の と き:

G(a,λ)=Gb(πr(Ncb＼{i}),πc(Ncb＼{j})

(4.30)

(4.31)

と定 義 す る。 こ こで 自然 な 一対 一 対 応 の存 在 よ りCoatesグ ラ フ と二 部 グ ラ フ

は 区別 しな い こ と に注 意 し、 式(4.30),(4.31)で は 、 これ らの二 部 グ ラ フ と同

一視 され るCoatesグ ラ フで 表 現 す るこ と も可 能で あ る 。 また式(4.25)一(4.28)

を定 義 上 零 とお い たよ う に、以 下 の 三 っの 場 合 これ らの グ ラ フ は定義 しな い 。

①N・.,の 場 台 。② α 任E(N。n,N。b)の 場合 。③i=bま たはj=c

の 場合:式(4.30)は 定 義 しな い 。

これ らの 部分 グ ラ フ を用 い れば 、式(4.27),(4.28)はR[X,s]/±1で 、

δH(α,λ)=detG(α,λ) (4.32)

と書 ける。ここで、定義され ていない部分グ ラフに対す るdetは 零 と約束す

る。

4.3.4特 性行列の小行列式の素 因子分解 とシステム表現グラフの

既約成分分解

ここでは、4.3.5で のグ ラフ条件 を導 くため に必要 となる特性行列の小行列

式の素 因子分解 とシステム表現 グラフの既約成分分解の関係にっいて述べ る。

まず、特性行列の小行列式をシステム表 現グラフで表現する公式を導 く。こ

の公式 は、W.K.Chenが 導いたもの と同 じであ るが 【1】、以下の議論の展開のた

めと、本論文で は並行な枝 を許 してい るこ とが違 うので 、ここにもう一度書 い

てお く。
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F⊂N。 ×N。 を独立な集合 とす る。Fに 対 してQ,R⊂Nを

Q:={ilヨ(πr(i),πc(j))∈F}

R:={jlヨ(πr(i),πc(j))∈F}

(4.33)

(4.34)

と定義す る。Fが 独立な集合で あることか らIQI=1Riで あ る。

[補 題4.1](小 行 列 式 の 二 部 グ ラ フ上 で の評 価 式)F⊂Nr×N。 を独 立

な 集 合 とす る 。Q,R⊂Nを それ ぞ れ 式(4.33),(4.34)の よ うに定 義 す る 。こ

の と き 、

det[F1(sI-A)=Σ 門《髄sgn(FUM)(-1)Z(M) (4.35)

が 成 り立 っ 。 ただ し、

M={MlMはGn(πr(・Q),πc(・R))の 完全 マ ッチ ング}(4・36)

z=1MflEnal(4.37)

で あ り、式(4.35)中 のsgnは 、FUMをN今Nの 置 換 とみ な した と きの置

換 の 符 号 、II(・)は 、枝 重 み 積 を表 す 。

(証 明)Gb(π ・(CQ),π 。(cR))の 任 意 の完 全 マ ッチ ングMに 対 して 、

FUM⊂N,×N。 が 独 立 な集 合 とな る こ とは簡 単 に示 せ るの で その こ との詳

細 は 省 略 す る。 す る と(π,(i),πc(j))∈FUMな らば 、iにjを 対応

させ る こ と に よ りFUMは 、N→Nの 置 換 とみな せ る 。逆 に 、N→Nの 任

意 の 置 換Pに 対 して 、 すべ て の(π ・(i),π 。(j))∈Pに っ いて[F】(SI
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一A)の(i ,」)要 素 が 零で な い な らば 、F⊂Pで あ り、P＼F∈Mで あ

る こ とは 、明 らか で あ る 。従 っ て、 行列 式 の 定 義 をdet[Fl(sIm)に あ

ては め れ ば 、式(4.35)を 得 る。(証 明終)

[補 題4.2](小 行 列 式 のCoatesグ ラフ上 で の評 価 式)F⊂N,×N。 を

独 立 な 集 合 とす る 。Q,R⊂Nを それ ぞ れ 式(4.33),(4.34)の よ うに定義 す る 。

IFI=kと す る 。 この と き、

det【F】(sI-A)=Σr弔cG8、sgn(FUMc)(-1)zH(Mc)(4.38)

が 成 り立 っ 。 た だ し 、

M。={M、lM。 はGA(E(cR,cQ))のk一 因 子 接 続}

z=IMF∩Enl

(4.39)

(4.40)

で あ り 、式(4.38)中 のsgnは 、FUM、 をN→Nの 置換 とみ な した と きの

置 換 の 符号 、II(・)は 、枝 重 み積 を表 す 。

(証 明)Mc∈M、 とな る必要十分条件が 、πE(Mc)∈Mで あ ることを示

せば 、補題4.1よ り補題4.2は 明 らかであ る。しか しこれは、定理3.1の 証明 と

同様 に してで きるので詳細は省略する。(証 明終)

[補 題4.3]補 題4.1(補 題4.2)で 式(4.35)(式(4.38))の 右辺 で どの項

も打 ち消 され な い 。

(証 明)MとM。 の間には一対一対応が存在するので(補 題4.2の 証明

一85一



参照)式(4.35)に っ いてのみ示 せば よい。これを示す には 、式(4.35)で どの二

っの項 も同 じ変数の集合を持 たない ことをいえば 十分であ る。M∈Mと し、

MA:=MnEbA,M8:=M∩Ebbと お く。Gb(7Cr(cQ),π 。(cR))の 任意の

節点 は高々一っのs枝 としか接続 しないので、MAに よって飽和 されない節

点がMeを 唯一 に決め 、従 って 、MにMnを 対応 させ る写像 は一対一 であ

るこ とが わか る。Mに 対応 した項の変数の集合 は、Meに 属する枝の枝重み

とs(s≠ φ な らば)か らな りMaはMを 決定す るので、他の項の変数

の集 合 と一致 しな い。(証 明終)

[補 題4.4]F⊂Nr×N。,Q,R⊂Nを それ ぞ れ補 題4.1と 同 様 とす る 。

(i,j)∈E(・R,cQ)と す る 。 この と き、

deg(a.;)det[F1(sI-A)=1(4.41)

〈==〉(i,j)はGb(π 。(・Q),n。(cR))の 有 効 枝

deg(a;;)det[Fl(sI‐A)=0(4.42)

〈噐 〉(i,」)はGb(7Lr(cQ),πc(cR))の 無 効 枝

が成 り立 っ。ただ し、deg(α)は 、多項式 に対 して変数 α の次数 をわ りあて

る関数 である。

(証 明)式(4.35)よ り、deg(a.;)det[F】(sI-A)≦1で あ る 。 も

し枝(i,」)が 無 効 枝 で あ れ ば 、(i,j)を 含 む 完 全 マ ッチ ングM∈Mは

存 在 しな いの で 、 式(4.35)よ り、deg(ai」)det【Fl(sI-A)=0で あ る 。

逆 に枝(i,j)が 有 効 枝 で あ れ ば 、(i,j)を 含 む完 全 マ ッチ ングM∈M

が 存 在 す る 。補 題4.3よ りMに 対 応 し た項 は打 ち消 され な い のでdeg(a;;)

det[Fl(sI-A)≧1で あ る 。(証 明終)
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っ ぎ に 、Gb(7tr(cQ),π ・(cR)),IQI=IRI=k,の 既 約 成分 分 解 にっ い

て考 察 す る 。 この 既約 成 分分 解 をDM分 解 と もい う 【2】(ま た 【3,pp.158-170]

を 参照)。 こ の二 部 グ ラ フはCoatesグ ラ フGa(E(cR,cQ))と 自然 な対 応

が 存在 す る こ とは前 に述 べ た。以 下 で は 、DM分 解 を このCoatesグ ラ フGA

(E(・R°Q))上 で 解釈 す る こ とにす る。

ここ で 、Gb(π.(cQ),π 。(・R))は 、完全 マ ッチ ング を持 っ こ とを仮 定 す

る 。完 全 マ ッチ ング を持 たな い と きには対 応 す る小 行列 式 は零 とな り素 因子 分

解 は 自 明 で あ るか らで あ る 。この こ とは 、GA(E(cR,・Q))中 にk一 因 子 接

続 が 存 在 す る こ とと等価 で あ るが(補 題4.2の 証 明 参 照)、cR∩cQの 任意 の

節 点 に はs枝 に よ る自 己閉 路が 存在 す る こ と に注 意 すれ ば 、こ れ はQか ら

Rを 結 ぶ 互 い に節 点 を共有 しな い有 向 道 の 集 りが 存 在 す るこ とと等価 で あ る 。

さ らにQ∩R=φ を 仮定 す る。 これ は緩 い仮 定 で あ る。な ぜ な らそ うで な い

と きに は い っ で も特性 行 列s工mの 代 りに大 き さの小 さな 特性 行 列(sI

-A)(π 。(c(Q∩R)) ,π 、(c(Q∩R)))を 考 えれ ば よ いか らで あ る 。

まず 、Gb(7Lr(cQ),π ・(cR))自 体 が 既 約 で あ る ため のGA(E(cR,cQ))

に関 す る条 件 を導 く。

[補 題4.5](Gn(π,(・Q),π 。(・R))既 約 条 件)Gb(π,(cQ),π,(cR))

が 既 約 で あ る ため の必 要 十分 条 件 はGa(E(cR,cQ))が っ ぎの 三っ の条 件 を

共 に満 たす こ とで あ る 。

1)D⊂NをID1=k(=lQl)を 満 たすQ→R分 離 集 合 とす れば 、D

_@ま たはD=Rで あ る 。

II)v∈Nを 任意 に とる 。 その と き、GA(E(cR,cQ))上 でQ→vで あ

る 。

皿)v∈Nを 任意 に とる 。 その と き、GA(E(・R,cQ))上 でv→Rで あ

る 。
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(証 明)こ の 証 明 中で は 、 簡 単の ためGb(π ・(cQ),π ・(cR))をGb、

GA(E(cR,cQ))をGAと 書 く。

必 要 性:こ れ らの 三 条 件 の いず れ かが 成 り立 たな い とす れ ば 、Gb中 に非

自明 な 最 小 枝 被 覆 が 存 在 す る こ とを しめ す 。

① 条 件1が 不 成 立 の場 合:D⊂NをIDI=k(=1Q1),D≠Qか っ

D≠Rを 満 た すQ→R分 離 集 合 とす る 。Na,Nt,N2⊂Nを 以 下の よ うに

定 義 す る 。No:={v∈Nlど のv→R有 向 道 もD中 に節 点 を持 っ},Nt

:=No＼Q,N2:=(cNoUD)＼R。 この と き[πr(N1),π 。(N2)]が 、

非 自明 な 最 小 枝 被 覆 で あ る こ とが つ ぎの よ う に示 され る 。a)非 自明 で あ るこ

と:D⊂Noよ りNi≠ φ で あ る 。IDI=1R1か っD≠Rだ か らN2≠

φ で あ る 。b)枝 被 覆 で あ る こ と:逆 に枝被 覆 で な い とす る 。 っ ま り、枝

(w,v)∈E(cR,cQ),v《 ≡N霊,w任N2が 存 在 す る とす る 。w∈ 。N2∩cR

⊂No∩ ・Dと 、v∈cN1∩cQ⊂cN3に 注 意 す る 。後 者 か らcDを 通 るv

→R有 向 道P1が 存 在 す る こ と にな るが 、す る と(w,(w,v),v)・Piは

・Dを 通 るw今R有 向 道 とな るの で 、w∈ ・Nuと な るが 、 これ はwE≡No

に矛 盾 す る 。c)最 小 で あ る こ と:Gbは 完全 マ ッチ ング を持 っ の でKonig

の 定 理 【4]よ り最 小 枝 被 覆 の 大 き さはiNi-kで あ る 。 まず 、NtUN2ニD

U(・R∩cQ),NiflN2=D∩(cR∩ ・Q)に 注 意 す る 。す る と、1π ・(N1)U

πc(N2)i=INtI十IN21=INlUN21+INS∩N21=IDU(cR∩cQ)1+ID

∩(・R∩ ・Q)1=1・R∩ ・QI+IDI=1N1-kと な る 。 こ こで仮 定R∩Q=

φ を用 い た 。 ② 条 件IIが 不 成 立 の場 合:こ の と きには 、A・ とな る

d∈Nが 存 在 す る 。Ga中 にQか らRを 結 ぶ 互 い に節 点 を共 有 しな い有

向道 の 集 りが 存 在 す るの で 、 ・e'で あ る こ とに注 意 す る 。Nu,Nt,N2⊂N

を以 下 の よ う に定 義 す る 。No:={v∈NlQ→v},Nt:=(NoUR)＼

Q,N2:=・No∩cR。 この と き[7Cr(N1),π 。(N2)]が 、非 自明 な 最 小 枝被

覆 で あ る こ とが つ ぎの よ う に示 さ れ る 。a)非 自明 で あ る こ と:仮 定 よ り

..



Q∩R=φ だ か らN1⊃Rと な ってN1≠ φ で あ る 。d∈N2だ か らN2

≠ φ で あ る。b)枝 被 覆 で あ るこ と:逆 に枝 被 覆 で な い とす る。 っ ま り、

枝(w,v)∈E(・R,cQ),v任NLw任N2が 存在 す る とす る。w∈cN2∩

cR=No∩ ・Rと 、v∈cN1∩cQ=cNo∩cR∩cQに 注 意 す る。w∈Noよ

りQ→w有 向 道Pが 存 在 す るが 、す る と有 向道P・(w,(w,v),v)に

よ ってQ→vと な るの で 、v∈Noだ が 、 これ はv∈cNoに 矛 盾す る 。c)

最小 で あ る こ と:NlUN2=cQとNi∩N2=φ に注 意 す る 。す る とINtI

+IN21=lcQi=1NI-kと な る。

③ 条 件mが 不 成立 の 場 合:非 自明 な最 小 枝 被 覆 の 存在 は② と全 く同様 に し

て 証 明 され る。

十 分 性:ま ず っ ぎの補 題4.6を 必 要 とす る 。

[補 題4.6]GA(E(cR,・Q))が 補題4.5の 三条件を共 に満 たす とする。

任意 に(w,v)∈E(cR,cQ)を とる。この とき(w,v)は 、有効枝で あ り、

(a)(w,v)を 含む有向道を含んでQとRを 結ぶ互い に節 点を共有 しな

い有向道の集 りが存在する、または(b)(w,v)を 含む有向閉路 とそれと互`

いに節点 を共有 しない有向道か らな るQとRを 結ぶ互 いに節点を共有 しな

い有向道の集 りが存在す る。

(注 意4.1)Coatesグ ラ フGe(E(cR,cQ))と 、二 部グ ラ フGb(π,

(cQ),π 。(cR))の 問 の 一対 一 対応 の 存在 か らこれ らの グ ラ フ は互 い に同 一視

され る こ とが ある 。特 に、GA(E(cR,cQ))の 枝(w,v)が 有 効 枝 で あ る と

は 、Gb(7Cr(cQ),π 。(cR))中 で(πr(v),πc(w))が 有効 枝で あ る こ とを

意 味 す る 。

(証 明)(a)ま たは(b)の 部分グ ラフは、それに含 まれない節 点にs枝
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の 自 己 閉 路 を 付 け加 え る こ とに よ りk一 因子 接 続(k=1Q1)に 拡張 す る こ と

が で きる の で 、 後 半 だ け を証 明 すれ ば 十分 で あ る 。Nt:=QU{v},N2:=R

U{w}と お く。..,Aよ りINtl=IN21=k+1で あ る 。 まず 、

GA中 にN!とN2を 結 ぶ 互 い に節 点 を共 有 しな い有 向 道 の集 りが 存 在 す る

こ と を証 明 す る 。 そ の ため に逆 にそ の よ うな 有 向道 の 集 りは存 在 しな い と仮 定

す る 。す る とMengerの 定理[4】 よ りIDI=kと な るNpN2分 離 集 合 が

存 在 す る 。Q⊂N1,R⊂N2よ り、DはQゆR分 離 集 合 で もあ る 。す る と

補題4.5の 条 件1よ りDニQま た はD=Rで あ る 。D=Qと 仮 定 す る 。D

=Rの とき の 証 明 は全 く同様 で あ る 。v∈Nt,R⊂N2よ りDはv→R

分 離 集 合 で も あ る の で 、 任意 のv→R有 向道 はD(=Q)中 に節 点 を もっ 。

この こ と とA,GAの 枝 集 合 はE(cR,cQ)で あ る こ とか ら、v→R

有 向道 は 存 在 しな い 。っ ま りv+'Rと な っ て 、補題4.5の 条 件IIIに 矛 盾 す る 。

これ でNiとN2を 結 ぶ互 い に節 点 を共 有 しな い有 向道 の集 りが 存在 す る こ

とが わか っ た 。 そ の 一 つ を 、P={P1,…,Pk壬1}と す る 。(c)P中 の有 向 道

でv→wと な る場 合 と、(d)そ うで な い場 合 にわ け て考 え る。(c)の 場 合 に

は 、P1がv→w有 向道 で あ る とす る。 す る と有 向 閉路(w,(w,v),v)・

PtとQとRを 結 ぶ 互 い に節 点 を共 有 しな い有 向 道 の 集 りP＼{P1}は

(b)の 条 件 を 満 たす 。(d)の 場 合 には 、vはP1の 始 点 、wはP2の 終 点

とす る。P:=P2・(w,(w,v),v)・Piと お く。す る と有 向 道 の 集 り{P,

P3,…,Pk+]}は(a)の 条 件 を 満 たす 。(証 明終)

(補 題4.5の 証 明 ・続)補 題4.5の 三条 件 が 満 たさ れ る と き、Gnの 最 小 枝

被 覆 は 自明 で あ る こ とを示 す 。[πr(N1),π 。(N2)]をGbの 最 小 枝 被 覆 と

す る。N3:=cQ＼Ni,Na:=cR＼N2と お く。 枝被 覆 の定 義 よ り、E(Na,

N3)=φ で あ る 。E(N2,Nt)の 任意 の枝 は無 効 枝 な の で 、補 題4.6よ りE

(N2,N1)=φ で あ る 。従 っ て 、(1.,j)∈E(・R,cQ)と す れ ば 、i∈N2
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と 」 ∈Naは 等価 で あ り、i∈N4とj∈N1は 等 価 で あ る 。i∈cR∩cQ

とす れ ば 、Gaは 節 点iに 自 己閉 路 を持 っ の で 、先 に述 べ た こ との特 殊 な 場

合 と して 、i∈N2とi∈N3は 等 価 で あ り 、i∈Naとi∈N1は 等 価 で

あ る 。 これ らの事 実 を遷 移的 に用 い るこ と に よ り、a→bと す れ ば 、a∈N2

とb∈N3は 等 価 で あ り、a∈Naとb∈N1は 等 価 で あ る 。 この こ とか ら

X:=(Q∩Na)U(R∩N3)と 、Y:=(Q∩N2)U(R∩N1)は 、共 にQ→

R分 離 集 合 で あ る 。 しか しFengerの 定 理 よ り、iXl≧k,IYI≧kで あ り、

iXI+IYI=IQI+iRlニ2k .だ か ら、IXI=IYIニkと な る 。す る と条 件

1よ りX=Qま たはX=Rと な る 。X=Qと 仮 定 す る 。X=Rの 場 合 は

全 く同 様 に証 明 で き る。 まずQ∩R=φ だか らQ⊂NQで あ る 。v∈cR

を 任意 に と る。条 件IIよ りQ今vだ が 、 これ とQ⊂N4よ りv∈N1で あ

る。従 ってAな らばv∈Naと な る 。v∈Qの と きはQ⊂Naよ り

v∈N4と な る 。ゆ え にcR⊂N4で あ り 、cR⊃Naは 明 らか なの で 、cR=

N4、 っ ま りN2=φ とな り、[π 。(ND,πc(N2)]は 自明 で あ る 。

(補 題4.5証 明 終)

補 題4.5よ りGb(πr(cQ),TCc(・R))のDM分 解 に 当 って は 、Ge(E(cR,

cQ))中 のA分 離集 合 が重 要 な 役 割 を果 た して い る と思 われ る
。そ こ で

Dを 要 素 数 最 小 のQ今R分 離 集 合 の 系 、 っ ま りD:ニ{Dl量D!ニk,D

はGa(E(cR,cQ))中 のQ→R分 離 集 合}と お く。明 らか にQ,R∈D

な のでD≠ φ で あ る 。Dの 中 の 二項 関係 ≦をっ ぎの よ う に定 義 す る 。Dt,

D2∈Dと して 、D1がQ→D2分 離 集合 な らばD1≦D2と 定 義 す る 。

[補 題4.7]

配 束 で あ る 。

Dは 二項関係 ≦によって半順 序集合 となる。 さらにDは 分
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補題4.7の 証明 には以下の補題4.8か ら補題4.14ま でを必 要 とする。

[補 題4.8]P={Pi,…,PE:}をQか らRを 結 ぶ 互 い に節 点 を共 有

しな い有 向道 の 集 り と し 、D∈Dと す る 。 この と き写 像 ξ(P,D;・):P

→Dを 、P;に 対 してD中 のPiの 節 点 を 対 応 させ る(i=1,…,k)と す

れ ば 、 これ は矛 盾 な く定 義 され 、 さ ら に一対 一 対 応で あ る 。

(証 明)P;はQ→R有 向道で あ り、DはQ→R分 離集合 だか ら、

P.中 にはDの 節点が少な くとも一っ はある。ところが 、Pは 互 いに節点

を共有 しない有向道の集 りであ り、IPI=1D1=kな のでP.上 のDの 節

点は唯一であ る。従 って、写像は矛盾 な く定義 され 、一対一対応である。

(証明終)

二項 関係 ≦の定義ではDtとD2の 役割(ま たはQとRの 役割)が 対

称で はなか ったが 、っ ぎの補題4.9に より対称であ るこ とが示 され る。

[補 題4.9]D1,D2∈Dと す る。D1がQ→D2分 離 集合である必要

十分条件 はD2がD1→R分 離集合 であることで ある。

(証 明)必 要 性:逆 にD2がD1今R分 離 集 合 で な い とす る。す る と 、

あ るd∈Dtに 対 して 、cD2を 通 るd→R有 向道Pが 存 在 す る。Pi=

ξ一1(P,D1;d)と お き、P'をP;の 中のQ→d部 分 有 向 道 とす る 。

P'は 、節 点d'∈D2を もっ 。な ぜ な ら、 も しそ うでな い とす るな らば 、

P'・Pは 、 ・D2を 通 るQ→R有 向道 とな り、D2∈Dに 反 す るか らで あ

る 。d《 ≡D2だ か らd≠d'に 注 意 してお く。す る と 、P'の 中 のQ→d'

部 分 有 向 道 は 、dは 補題4.8よ りP'に 含 まれ る唯 一 のD1の 節 点な の で 、
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cD1を 通 る有向道で ある。 しか し、このこ とはD1がQ→D2分 離集合 で

あ ることに矛盾する。 十分性:こ れは必要性 と同様 にして証明 される 。

(証 明終)

[補 題4.10]二 項関係 ≦は、半順序関係で ある。

(証 明)反 射律:定 義 より明 らか。

反対称律:Dl≦D2か っp2≦D1と す る。、定義 よ りD2はQ→D1

分離集合であり、補題4.9よ りD2はD1→R分 離集合で ある。d∈:Diを

任意 にとる。Qか らRを 結ぶ互 いに節点 を共有 しない有向道の集 りPを

一っ選び固定す る。P=ξ 一1(P,Dt;d)と お く。仮定 よりPの 中のQ→

d部 分有向道 もd→R部 分有向道 も共 にD2中 に節点を もっ 。補題4.8よ

りPはD2中 に唯一の節点を もっので、dが その節点でなければな らず、

従 ってd∈D2で ある。ゆえに、Di⊂D2で ある。逆の包含関 係は同様 に証

明 される。

推移律:D1≦D2,D2≦D3と す る。Pを 任意 のQ→D3有 向道 とす

る。D2≦D3よ りPはD2中 に節点を もっので、Pの 中にQ今D2部 分

有向道を もっ。する と、D1≦D2よ りその有 向道 はDt申 に節点 をもっ。従

って、PはD1中 に節点をもっので 、D1≦D3で ある。(証 明終)

Pを 初等的な有向道 とし、X⊂Nを 、X⊂N(P),X≠ φ とする。この

とき

tai1(X;P):=v,vは 任意 のw∈Xに っ い てP上 でw→vを

満 たす 。(4.43)

head(X;P):=v,vは 任意 のw∈Xに っ いてP上 でv→wを
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満 たす。 (4.44)

と定義 す る。これ らの定義が意味をもつ ことはPが 初等 的な有向道で あるこ

とか らわか る。

[補 題4.11] Dは 束で ある。

(証 明)Qか らRを 結ぶ互いに節点を共有 しない有 向道 の集 りPを

一っ選び 固定す る。D1,D2∈Dに 対 して、D、,D;⊂Nを

D$:={tai1ぐ{暫 径,D1;P.),ξ(P,D2;Pi)};P.),P;∈P}

(4.45)

Di:={bead({ξ(P,Di;Pi),ξ(P,D2;Pi)};P.),Pi∈P}

(4.46}

と定 義 す る 。以 下 で は 、sup{Di,D2}=D。,inf{Dt,D2}=D.を 示 す 。

こ れ ら二 っ の証 明 は 同様 にで き るの で上 限 にっ い て の み示 す 。

(1)D。 はA分 離 集 合 で あ る 。:Pを 任 意 のQ→R有 向 道 と し、

X:=(DIUD2)∩N(P)と お く 。D1,D2∈Dよ りX≠ φ で あ る 。do=

tai1(X;P)と お く。 まずdo∈D1で あ る場 合 を 考 える 。Pi=ξ 一1(P,

D1;da)と お く。 も しdo≠tai1({ξ(P,Dt;P;),ξ(P,D2;Pi)};

P.)な らば 、有 向 道(P;の 中のQゆdo部 分有 向道)・(Pの 中 のdo

→R部 分 有 向道)は 、cD2を 通 るQ→R有 向 道 で あ り、 これ はD2∈D

に矛 盾 す る 。従 っ て 、do∈D、 で あ る 。do∈D2で あ る場 合 も同 様 にdo∈

D。 とな るの で 、D。 はQ→R分 離 集 合 で あ る 。

(2)ID81=k:.(1)とMengerの 定 理 よ りID、1≧kで あ る 。一 方 、式
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(4.45)よ りID81≦kで あ る。(1)と(2)よ りD。 ∈:Dが 示 され た。

(3)D1≦D、,D2≦D、:Pを 任意 のDpR有 向道 と しd∈D1を

Pの 始 点 とす る 。P'を 一1(P,D1;d)の 中 のQ→d部 分有 向道 とす

る 。式(4.45)よ りP'はdは 別 と して 、そ れ以 外 の節 点 はD。 に含 まれ な

い 。P'・PはQ-》R有 向 道 なの で(1)よ りD・ の節 点 を含 む 。従 って 、

PはD。 の節 点を 含 む 。ゆ えに補 題4.9よ りD1≦D。 とな る 。D2≦D。 は

全 く同様 に導 か れ る。

(4)D∈D,D1≦D,D2≦Dな らばD。 ≦Dで あ る。:補 題4.9よ り

DはD1→R分 離 集 合 か っD2→R分 離集 合 で あ る こ と に注 意 す る 。す る

と式(4.45)よ りD、 ⊂DtUD2で あ るか ら 、DはD。 →R分 離 集 合 で もあ

る。 ゆ え に、ふ た たび 補 題4.9よ りD。 ≦Dと な る 。(1)一(4)よ り実 際 に

D8が{D1,D2}の 上 限 で あ るこ とが 示 され た。(証 明終)

(注 意4.2)式(4.45)(式(4。46))のD。(Di)の 定義でQか らRを

結ぶ互 いに節 点を共有 しない有向道の集 りを用 い たが 、上限 、下限はもし存 在

する とすれば唯一なので 、D。(D;)自 体はそれに無関係である 。これ は直接

に確かめ ることがで きる。実際っ ぎの補題4.12が 成 り立っ 。

[補 題4.12]

D。=(D1∩D2)U{v∈D;IcD2を 通 っ てv→R}

U{v∈D21cD羣 を通 っ てv→R}

D;=(D1∩D2)U{v∈DllcD2を 通 っ てQ今v}

U{v∈D21cD重 を通 っ てQ→v}

04.47)

(4.48)

(証 明)Pを 式(4.45)(式(4.46))のD。(D.)の 定義 で用 い たQか
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らRを 結 ぶ 互 い に節 点 を共 有 しな い 有向 道 の集 り とす る 。D.に っ い て は 全

く同 様 に証 明 で きる の でDeに っ い ての み証 明 す る 。N1:={v∈Dd・D2

を通 ってv今R}、N2:={v∈Di)・D1を 通 っ てv今R}と お く。N1

⊂D1＼D2,N2⊂D2＼D1だ か ら、式(4.47)の 右辺 は非 共 通 和 で あ る こ と に

注 意 してお く。

D。 ⊂式(4.47)の 右 辺:v∈D・ を任 意 に とる 。v∈D1＼D2と す れ ば 、

P=ξ 一1(P,Dt;v)と して 、tai1の 定 義 よ りPの 部分 有 向道 で ・D2

を通 ってv→Rと な るの で 、v∈N1で あ る。v∈D2＼D1の 場合 には 同

様 に してv∈N2で あ る こ とが 示 され る 。

D。 ⊃式(4.47)の 右辺:v∈D1∩D2と す る 。 この とき は 一1(P,D1;

v)=ξ 一董(P,D2;v)=:Pだ か ら、tai1({ξ(P,Di;P),ξ(P,D2;

P)};P)=tai1({v};P)=vと な るので 、v∈D・ で あ る 。つ ぎ にv

∈N1と す る 。 こ の と き、cD2を 通 っ てv→Rと な る有 向道 をP'と す る 。

P:=ξ 一1(P,D1;v),w:=ξ(P,D2;P)と お く。tai1({w,v};P)

≠vと す れ ば 、有 向道(Pの 中 のQ今v部 分 有 向 道)・P'は ・D2を 通

るQ→R有 向 道 とな りD2∈Dに 反 す る 。従 っ て 、v=tai1({w,v};

P)と な るの で 、v∈D・ で あ る 。v∈N2の 場 合 も同 様 に してv∈D、 と

な る 。(証 明終)

補題4.7の 証明を完結するためにはDがNの ある部分集合の集合束に束

同型であることを示せばよい。このためにNの 部分集合No⊂Nを

No:=∩DED[{vlcDを 通 ってQ→v}U{vlcDを 通 ってv

->R}UD](4.49)

と定 義す る。
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(注 意4。3)任 意のD∈Dに っ いてD⊂Noで ある。これを確かめ るた

めに任意 にd∈Dを とり、Qか らRを 結ぶ互 いに節点を共有 しない有 向

道の集 りPを 一っ選び 、P:=ξ 一1(P,D;d)と お く。D'∈Dを 任意 に

選ぶ と きPはD'中 に唯一の節点をもっので 、D'に 対 してdは 式(4.49)

の右辺 の三条件のいずれか を満たす。

写像 ψ:D→P(No)を

ψ(D):={v∈NolcDを 通 ってQ→v}UD (4.50)

と定 義 す る 。こ こでP(・)は 、 巾集 合 を表 す 。 注意4.3よ り ψ はDをP

(No)の 中 に写 す 。

[補 題4.13]

ψ(D)=No＼{v∈NolcDを 通 ってv→R} (4.51)

(証 明)v∈ ψ(D)を 任意 にとる。Pを 任意のv→R有 向道 とす る。

v∈ ψ(D)よ り、cDを 通 るQ→v有 向道P'が 存在す るかv∈Dの い

ずれかである。いずれ にしてもPはD中 に節 点をもっ 。なぜな ら前者 とす

ればP'・PはQ→R有 向道 だか らであ る。従 って、v住{v∈Nol・D

を通 ってv→R}で あ る。逆の包含関係 は式(4.49)よ り明 らかである。

(証明終)

[補 題4.14]ψ:D→Im(ψ)⊂P(No)は 束同型 である。ここでIm

(ψ)の 半順序 は包含関係 によって与 えられる もの とする。
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(証 明)(1)ψ(D1)Uψ(D2)=ψ(Sup{D1,D2}):(1-1)v∈ ψ

(Dt)を 任 意 に とる 。っ ま り、cD1を 通 るQ→v有 向 道P1が 存 在 す るか 、

v∈D1の いず れ か で あ る 。P2を 任意 のv→R有 向 道 とす る 。前 者 の 場合 、

P1・P2はQ→R有 向 道 とな るの で 、P2はD1の 中 に節 点 を もっ 。従 っ

て 、 い ず れ に して もP2はD1の 中 に節 点 を もっ 。っ ま りP2は 、D1≦

sup{D1,D2}だ か ら、sup{D1,D2}の 中 に節 点 を も っ(補 題4.9参 照)。

ゆ え に補 題4.13よ りv∈ ψ(sup{Dt,D2})で あ る 。vErp(D2)の 場 合 も

全 く同 様 に してv∈ ψ(sup{Dt,D2})と な る 。(1-2)v∈ ψ(sup{D1,

D2})を 任 意 に とる 。 まず 最 初 にc(sup{D1,D2})を 通 るQ今v有 向道

P1が 存 在 す る場 合 を考 え る 。X:=(QUDlUD2)∩N(Pt)と お く。P1

の 始 点 はXに 属 す るの でX≠ φ で あ る 。z:=tai1(X;P1)と お く。

z∈Qな らば 、P1はcD1を 通 るQ→v有 向 道 とな る のでv∈ ψ(D1)

で あ る 。z∈D晝 な らば 、式(4.45)よ りcD2を 通 るQ→z有 向 道P2が

存 在 す る 。 す る と有 向道P2・(Ptの 中のz→v部 分 有 向 道)は ・D2を 通

るQ今v有 向 道 とな るの で 、v∈ ψ(D2)で あ る 。z∈D2の 場 合 には 全 く

同 様 に してv∈ ψ(D1)と な る 。っ ぎ にv∈sup{D1,D2}の 場 合 を考 え

る 。 この と き には 、v∈lsup{D1,D2}⊂DIUD2⊂ ψ(D1)Uψ(D2)と な

る 。

(2)ψ(D1)∩ ψ(D2)=ψ(inf{D1,D2}):こ れ は 、(1)と 同 様 に して

証 明 で きる の で省 略す る 。

(3)ψ は 一 対 一 で あ る 。:ψ(D1)=ψ(D2)と す る 。っ ま り、 ψ(Sup

{D1,D2})=ψ(D1)Uψ(D2)=ψ(Dt)∩ ψ(D2)=ψ(inf{D1,D2})が 成

り立 っ 。 こ こでsup{D1,D2}≠inf{D1,D2}で あ る と仮 定 してみ る 。す

る とIsup{Dt,D2}1=linf{D1,D2}1だ か ら、x∈sup{D1,D2}＼inf

{D1,D2}が 存 在 す る 。 ψ の 定義 か らc(inf{D1,D2})を 通 るQ→x有

向 道P1が 存 在 す る。 一方sup{D1,D2}=sup{sup{Dl,D2},inf{Dt,

.・



D2}}だ か ら、 式(4.47)よ りc(inf{Dt,D2})を 通 るx→R有 向 道P2

が 存 在 す る 。 これが 求 め て い た矛 盾 で あ る 。なぜ な ら も しそ うで な けれ ばP1

・P2はc(inf{Dt ,D2})を 通 るA・ 有 向道 とな るか らで あ る。従 っ て 、

sup{Dt,D2}=inf{D1,D2}と な るの でD1=D2で あ る 。(証 明 終)

(補 題4.7の 証明)補 題4.8か ら補題4.14を 証 明 したので、上限 と下限が 分

配法則を満 たすことを示せば よい。 しか しこれはIm(ψ)が 集合束である こ

とか ら明 らか である。(証 明終)

(注 意4.4)Dは 分 配束 だか らJordan-Hδ1derの 定 理 【5,p.74】が 成 立 す

る 。 この定 理 を ここで 述べ る と、{Di,i=0,…,h}をDの 組 生 列 、っ ま

り、Q=Dol〈Dtl〈 …1〈DnニRと す る 。 ただ しこ こでDtl〈D2はD1は

D2の 直前 くD2はDtの 直後)で あ る こ とを表 す 。定 理 に よ る と、集 合{

ψ(Di)＼ ψ(Di-1)liニ1,…,h}は 組 生 列 に無 関 係 で あ る 。

つ ぎの 補 題4.15に よ り、この 集合{ψ(D.)＼ ψ(D;-1)li=1,…,h}を

Coatesグ ラ フ上 で特 徴 づ け るこ とが で きる 。 これ はShreierの 細 分 定 理 【5,p.

72]よ り任 意 のDi,D2,Dll〈D2に 対 して 、 それ らを含 む 組 生 列 が 存在 す

るか らで あ る 。

[補 題4.15] D1,D2∈D,D霊kD2と す る。 この と き次 式 が 成 り立 っ 。

ψ(D2)＼ ψ(D1)=({vI・D2を 通 って 、か っ*cD1を 通 っ てDp

v}∩{vlcD1を 通 っ て 、か っcD2*を 通 って

v→D2})U(D2＼D1)(4.52)

..



(証 明)(1)v∈ ψ(D2)＼ ψ(D1)を 任 意 に と る 。 まず 、v∈ ψ(D2)

よ りv∈Noで あ るこ と、v住 ψ(D1)よ りv(斈D1で あ る こ と、及 びv

任 ψ(Di),v∈Noよ り任 意 のQ→v有 向道 はD1の 中 に節 点 を もっ こ と

に注 意 す る 。 も しv∈D2と すれ ば 、v∈D2＼Dtよ りvは 式(4・52)の 右

辺 に含 まれ る 。従 って 、以 降v住D2と 仮 定 す る 。 ψ の 定 義 よ り、 ・Dを 通

るQ今v有 向 道P1が 存 在 す る 。X:=D1∩N(Pt)と お く。任 意 のQ→

v有 向 道 はD1の 中 に節 点 を もっ の でX≠ φ で あ る 。dl:=tai1(X;

P1)と お く。P1の 中のd1→v部 分 有 向 道 は 、d1任D2だ か ら、 ・D2を

通 り、 か っ*cD1を 通 るD1→v有 向 道で あ る 。一方v∈No,v任 ψ(D1)

よ り 、補 題4.13を 用 い る と、cD1を 通 るv今R有 向 道P2が 存 在 す る 。Y

:=D2∩N(P2)と お く。v∈ ψ(D2)＼D2だ か らY≠ φ で あ る 。d2:=

head(Y;P2)と お く。P2の 中のv→d2部 分 有 向 道 は 、d2任D2だ か

ら、 ・Diを 通 り 、か っcD竃3を 通 るv→D2有 向 道 で あ る 。従 っ て 、vは

式(4.52)の 右 辺 に含 まれ る 。

(2)vを 任 意 に 式(4.52)の 右 辺 か らと る。(2-1)v∈D2＼DIの 場合

:Qか らRを 結 ぶ 互 い に節 点 を共有 しな い有 向 道 の 集 りPを 一 っ 固 定

し、P:=ξ 一t(P,D2;v),d:=ξ(P,D1;P)と お く。v任D董 よ りv

≠dで あ る 。D1≦D2だ か らd=head({d,v};P)で あ る 。す る と・

Pの 中 のv→R部 分有 向道 はcD1を 通 る 。ゆ え に 、補 題4.13よ りv《 ≡ψ

(D1)で あ るが 、v∈D2⊂ ψ(D2)を 用 い る と、v∈ ψ(D2)＼ ψ(D1)と な

る 。(2-2)v∈({vl。D2を 通 って 、か っ8・D1を 通 ってDpv}

∩{vl・D重 を通 っ て 、か っcD2*を 通 ってv→D2})の 場合:P1,

P2を そ れ ぞ れ 括 弧 の 中の条 件 を満 たすx今v有 向 道 、v→y有 向 道 とす

る 。 式(4.46)を 用 い る と 、x∈D1＼D2,D1≦D2よ り、cD2を 通 るQ今

x有 向 道P3が 存 在 す る 。同様 に して 、 ・D1を 通 るy→R有 向 道Pqが

存 在 す る 。P3・PtはcD2を 通 るQ→v有 向 道 、P2・PQは ・D1を 通
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るv→R有 向道 で あ るこ と に注意 す る 。従 って 、v∈Noを 示 す こ とが で き

たな ら 、 ψ の 定 義 と補 題4.13よ りv∈ ψ(D2)＼ ψ(Dt)と な る 。以 下 こ れ

を示 す 。D∈Dを 任 意 に と る。v∈Dの と きは 式(4.49)の 一 っ の条 件 を満 た

して い るので 、 以 下VE奎Dと して 、cDを 通 っ てQ→v、 ま たはcDを 通

っ てv→Rで あ る こ とを示 す 。P1,…,P4,x,yを 前 と同 じ とす る。 っ ま

り、PiはcD2を 通 り、 か っ*cD1を 通 るx→v有 向 道 な ど 。(場 合a)

D≦D董 またはD≦D2の 場合:D≦D1と す る 。D≦D2の 場 合 も同 様

に扱 え る 。P2・P4はcD1を 通 る有 向 道 だ か ら、D≦D1よ りそれ は ・D

を 通 るv→R有 向 道 で あ る 。(場 合b)aで な い場 合:逆 に任意 のQ→

v有 向道 はD中 に節 点 を もち 、か っ 任 意 のv→R有 向 道 はD中 に節 点

を も っ と仮 定 しよ う 。この と き矛 盾 を 生 じ る こ とが っ ぎの よ うに して わか る 。

そ の前 にっ ぎの 補 題4.16を 必 要 とす る 。

t補 題4.16]Dt,D2∈D,Dil〈D2,v∈Nと す る 。 も し、cD2を 通

り、か っ*cD1を 通 るDpv有 向 道 と、 ・D1を 通 り、か っcD2*を 通 る

v今D2有 向 道 が 共 に存 在 す るな らば 、任 意 のD∈Dに 対 して 、v蔓Dで

あ る 。

(証 明)(場 合a)D≦Diま たはD≦D2の 場合:D≦Diと す る。

D≦D2の 場合 も同様に扱 える。Ptを 補題 の条 件を満 たすv→D2有 向道

とす る。Qか らRを 結ぶ互 いに節点 を共有 しな い有向道の集 りPを 一っ

固定す る。wをP1の 終点 とし、P2を ξ'1(P,D2;w)の 中のw→R

部分有向道 とす る。w∈D2＼Di,D1≦D2だ か ら、P2はcD1を 通 る有

向道で あることに注意 する。すると、Pt・P2はcD1を 通 るv→R有 向

道 だか ら、D≦D1よ り、それはcDを 通 るv今R有 向道であ る。(場 合

b)aで ない場合:逆 にv∈Dと 仮定 する。補題4.16の 条 件 より、v住D1

一101一



UD2,・D2を 通 っ てQ-》v,SDIを 通 っ てv→Rで あ る 。 す る と 、 補 題

4.12よ り 、v∈sup{D,D1}か っv(≡D3:=inf{D2,sup{D,D1}}と

な る 。Dは 分 配 束 だ か ら 、D3=sup{Dt,inf{D,D2}}で あ る 。 こ の こ

と か らD1≦D3≦D2と な る 。 一 方 、v∈D3,v莊DIUD2よ りD1≠D3

か っD2≠D3と な る が 、 こ れ はDtl〈D2に 矛 盾 す る 。(証 明 終)

(補 題4.15証 明 ・続)補 題4.16よ りPtは*cDを 通 る有 向道 で あ り 、

P2は ・D*を 通 る有 向 道 で あ る 。この こ と と、任意 のQ→v有 向 道 はD

中 に節 点 を もっ とい う条 件 か ら、任 意 のQ今x有 向道 はD中 に節 点 を もっ 。

同 様 に して 、 任 意 のy→R有 向 道 はD中 に節 点 を もっ 。 す る と、式(4.45),

(4.46)よ り、x∈SUp{D,D1}で あ り、y∈inf{D,D2}で あ る 。P3,

Paは そ れ ぞ れ 式(4.48),(4.47)中 の 条 件 を満 たすの で 、x∈D3:=inf{D2,

sup{D,D1}}で あ り、y∈Da:=sup{D1,inf{D,D2}}で あ る 。分 配

法 則 か らD3=D4で あ り 、 またDt≦D3≦D2が 成 立 し てい る 。 しか し 、

x∈D3＼D2,y∈D3＼D重 よ り、D1≠D3か っD2≠D3と な るが 、 これ

はDtl〈D2に 矛 盾 す る 。(証 明 終)

補題4.5の 既約条件 と分配束Dの 性質(補 題4.7一 補題4.16)を 用 いる こと

によ り、二部 グラフのDM分 解 は、それに対応 したCoatesグ ラフの既 約分解

を生 じさせ る。その ことか らこのCoatesグ ラフの既約分解を もDM分 解 とよ

ぶ こ とにす る。つ ぎの補 題4.17で は、Coatesグ ラフのDM分 解 を分配束D

を用 いて特徴 づける。

[補 題4.17](Coatesグ ラ フ のDM分 解)二 部 グ ラ フGn(71r(cQ),

π。(・R))のDM分 解 は 、 それ に対 応 したCoatesグ ラフGn(E(cR,cQ))

の 上 で次 の よ うな分 解 を生 じる 。こ こで 、IQI=IRI=k,Q∩R=φ とす
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る 。 ま ず 、 っ ぎ の よ う な 概 念 を 用 意 す る 。

D:大 き さkのQ→R分 離 集 合 の 系(4.53)

No:=∩oくo[{vlcDを 通 っ てQ→v}U{vlcDを 通 っ てv

→R}UD】(4.54)

ψ:D→P(Nn),ψ(D)={v∈NnlcDを 通 っ てQ→v}UD

(4.55)

ζ:D→P(Nn),ζ(D)={v∈Nol・Dを 通 っ てv→R}UD

(4.56)

Q=Doi〈Dil〈 …1〈Dh=R:Dの あ る 組 生 列(4.57)

さ ら に 、 っ ぎ の よ うなNの 部 分 集 合 を 定 義 す る 。

Nri:=ψ(D;)＼ ψ(Di-i),i=1,…,h(4.58)

Nci:=ζ(D;-i)＼ ζ(Di),i=1,…,h(4.59)

M.,1=1,…,t:GA(・No,E(・No,cNo))の 強 連 結 成 分 の 節 点 集 合

(4.60)

N,・;ニNci:=M.-n,i=h十1,…,h十t(4.61)

こ の と きGb(7Cr(Nri),πc(Nci)),i=1,…,h+t,はGb(7Cr(・Q),

π 。(cR))のDM分 解 で あ る 。

(注 意4.5)写 像 ζ はDと 工m(ζ)の 間 の 双 対 束 同 型 で あ り、 そ の

意 味 で 写 像 ψ の 双 対 写 像 と考 え ら れ る 。 実 際 に 補 題4.13、 補 題4.14、 補 題4.

15の 双 対 な 命 題 が 成 立 す る が 、 以 下 で は そ れ ら を 証 明 な しで 用 い る 。
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(注 意4.6)式(4.57)でDの 組 生 列 は 唯 一 で はな いが 、式(4.58),(4.59)

で部 分 集 合Nr.,N・iは 番 号 の付 け替 えを除 い て唯 一 で あ る(注 意4.4参 照)。

この こ とは 、DM分 解 は 唯一 だか ら、補 題4.17の 中で は 暗 黙 に述 べ られ て い る 。

(証 明)以 下 の 四 点 が 確 か め ら れ な け れ ば な らな い 匸3,p.1651。

(A)(A,){Nri,i=1,…,h+t}は 、cQの 分 割 で あ る 。 っ ま り 、

UNri=・Q,N,i∩Nr,i=φ(i≠ 」)が 成 り立 っ 。

(A。){Nci,i=1,…,h+t}は 、 ・Rの 分 割 で あ る 。

(B)INrii=INcil,i=1,…,h十t

(C)Gb(π 。(Nri),πc(N。i)),i=1,…,h+t,は 既 約 で あ る 。

(D)(D,){N,i,1=1,…,h+t}の 間 の 二 項 関 係 ≦ を っ ぎ の よ う に

定 め る 。

(規 則)E(Ncj,Nr.)≠ φ(i≠ 」)な ら ば 、Nri≦Nr9 (4.62)

この(規 則)と 反射律 、推移律か ら二 項関係 ≦を生成する と、それ は半順 序関

係 で ある。

(Dc){Nci,i=1,…,h十t}に 対 して、同様の記述。

(Aの 証明)双 対性か ら(A,)の みを証明すれば よい(注 意4.5参 照)。 ま

ず、

Ui.lhNri=Ui.ih[ψ(Di)＼ ψ(D.-1)]

=ψ(Dh)＼ ψ(Do)

=ψ(R)＼ ψ(Q)

(4.63)

とな る 。 た だ し こ こ で 単 調 性 、 ψ(Di-1)⊂ ψ(Di),i=1,…,hを 用 い た 。
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ψ と 、Noの 定 義 か ら、 ψ(R)=No,ψ(Q)=Qと な る こ と も明 らか で あ る。

一 方
、定義 式(4.60)よ り 、

Ui。h+韮h+tNri=cNo (4.64)

で あ る 。従 っ て、Q⊂Noを 用 い る と、

Ui.1h菅tNri=(No＼Q)ucNo=cQ (4.65)

で あ る 。っ ぎ にNri,Nrj(i≠j)を 任 意 に と る 。 こ こ でi〈jと 考 え

て よ い 。 も しi>hな ら ば 、 強 連 結 成 分 の 定 義 よ り 、N円 ∩N。 」=φ で あ

る 。 っ ぎ にi≦h<.7の 場 合 、N,i⊂Nn,N,d⊂ ・Noだ か ら 、N.i∩N.j

=φ で あ る 。 も しJ≦hな らば 、N,i⊂ ψ(D;)⊂ …(ψ(D;-i),N。 」=ψ

(D;)＼ ψ(D;-t)だ か ら 、Nri∩Nr」=φ で あ る 。 〈Aの 証 明 終)

(Bの 証 明)i=h+1,…,h÷t:式(4.61)よ り 明 らか 。i=1,

…,h:ま ず 、

W(Di-1,Di):={vlcDiを 通 り 、 か っ*cDi-iを 通 っ て 、Di-1→

v}∩{vlcDi-iを 通 り 、 か っcDi*を 通 っ て 、

v今Di}(4.66)

とお く。する と、補題4.15と それ に双対な命 題 より

Nri=W(Di-t,D;)U(D.＼Di-1)

Nci=W(Di-t,D;・)U(Di-t＼Di)

(4.67)

(4.68)
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が 成 り立 っ 。Wの 定義 よ り、式(4.67),(4.68)は 共 に非共 通 和 で あ る こ とに注

意 す る 。す る と、

lNril=IW(Di-LDi)1十1(D.＼Di.1)1

=IW(Di-1,D.)1十IDil-1D卜1∩Dil

=IW(Di.1,Di)1十IDi-11-IDi,1∩Dil

=iw(Di-1,D.)1刊(Di.1＼D.)1

=INcil

(4.69)

が 成 り立 っ 。(Bの 証 明 終)

(Cの 証 明)i=h十1,…,h十t:GA(M.-n,E(M.-n,M.-n))は

強 連 結 だ か ら 、Gb(π,(N,i),π 。(N。i))は 既 約 で あ る[3,p.166】 。i=1,

…
,h:Ni:=N,iUN。iと お く 。 す る と補 題4.5よ りGb(πr(Nri),π 。

(N。i))が 既 約 で あ る た め の 必 要 十 分 条 件 は 、Ge(N.,E(N、i,N,i))が っ

ぎ の 三 条 件 を 共 に 満 た す こ と で あ る 。

1)D'⊂N.をID'1=ID;-i＼Dil=mi＼D.-tlを 満 た す 、GA(N.,

E(N、i,N。i))の 中 のD.-1＼Di→Di＼D.-i分 離 集 合 と す れ ば 、D'ニ

D;-i＼Diま た はD'=Di＼D.-tで あ る 。

II)v∈N.を 任 意 に と る 。 そ の と きGA(Ni,E(Nci,N,i))上 でDi-1

＼Diゆvで あ る 。

m)v∈Niを 任 意 に と る 。 そ の と きGA(N;,E(Nci,Nri))上 でv→

Di＼Di-1で あ る 。

以 下 で は 、 こ れ らの 三 条 件 が 満 た さ れ て い る こ と を 示 す 。 ま ず 、 条 件1に っ い

て 。D'⊂NiをiD'1=iDi-1＼DPI=1D;＼Di-11を 満 た すGn(Ni,E

(N、i,N,i))の 中 のD;-t＼Di→Di＼Di-1分 離 集 合 と す る 。D:=D'U

(Di-1∩D.)と お く 。D∈Dで あ る こ と を 示 す 。Pを 任 意 のGR(E(・R,
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cQ))中 のQ今R有 向 道 と し、Z:=(Di4UDi)∩N(P)と お く。D量 一1,

Di∈Dだ か ら、Z≠ φ で あ る 。 まず 、Z∩DH∩Di≠ φ で あ る場 合 を考

え る 。っ ま り、PはD;-1∩Diの 中 に 、従 ってDの 中 に節 点 を もっ 。 っ

ぎ にZ∩D.-1∩D.=φ で あ る場 合 を考 え る。 この ときは 、D;'-t≦D;だ

か ら、head(Z;P)∈Di一 童＼Di,tai1(Z;P)∈Di＼Di-1と な る 。

この こ とか ら、zi∈Z∩(D.-t＼Di),z2∈Z∩(Di＼D.-t)を 、有 向 道

P':=(Pの 中のZl'"Z2部 分 有 向 道)がZ1とz2を 除 いてD.-tU

Diに 節 点 を も たな い よ うに選 ぶ こ とが で き る。 す る と、N(P')＼{zi,z2}

⊂W(DH,Di)で あ る。 なぜ な ら、P'の 部 分 有 向 道 がN(P')＼{Zi,z2}

の 任 意 の節 点 に対 して 、Wの 条 件 を満 たす か らで あ る 。従 っ て 、P'はGA

(Ni,E(N。i,Nri))の 中 のDi-1＼D;→D.＼D;-t有 向 道 で あ る。 この こ

とか らP'はD'の 中 に節 点 を も っ 。い ず れ に して も 、PはDの 中 に節

点 を もっ 。 ゆ え にDはQ今R分 離 集 合 で あ る。 っ ぎにDの 大 きさを 考 え

る と、IDI=ID'U(Di-1∩Di)1=ID'i十IDi‐a∩DilニIDi-1＼Dil十

lDi-1∩D;1=iD;-tl=kと な る。 これ でD∈Dで あ る こ とが 示 され た 。

っ ぎ にD;-t≦D≦Diで あ る こ とを 示 す 。v∈D＼D.-tを 任意 に とる 。補

題4.15よ り、cDi-1を 通 って 、v→Diで あ る。 こ の こ と とD.-t≦D;よ

り、 式(4.45)を 用 い る と、cDi-1を 通 っ てv→Rで あ る 。従 って 、任意 の

Q今v有 向 道 はDi-1の 中 に節 点 を もっ の で 、D;-i≦Dで あ る。D≦D;

は 全 く同様 に証 明 で きる。 これ で 、D.-t≦D≦D;で あ る こ とが 示 され た。

この こ とと 、D;-tl〈D.よ り、D=D.-iま たはD=Diと な るが 、D=

Di-1な らばD'=D.-1＼D.,D=Diな らばD'=Di＼Di-1と な る。

これ で 、条 件1が 満 た され てい る こ とが 示 され た 。条 件II・ 皿 にっ いて は補 題

4.15よ り明 らか に成 り立 っ て いる 。(Cの 証 明終)

(Dの 証 明)双 対性 よ り(D,)の み を 示せ ば よ い 。 その ため に、逆 に(D.)

が 成 り立 たな い と仮 定 す る 。 この こ とは 、反 対 称 律が あ る連 鎖
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NritSNri25…SNri95Nrit,g?2 (4.70)

に よ って 、 破 られ て い る こ とを意 味 す る。 式(4.70)で 、 そ れ ぞ れ の 関 係 ≦は 式

(4.62)の(規 則)に よ って成 り立 っ てい るこ と と、11,…,igは 相 異 な る こ

とを 仮 定 して も よ いの は 明 らか で あ る 。式(4.62)よ り、

E(Nci川,Nri;)≠ φ,(j=1,…,g,た だ し19+1は1tと 読 む)

(4.71)

で あ る 。矛 盾 を導 くため に三 っ に場 合 わ けす る 。

(場 合1)i」>h,j=1,…,g:ま ず 節 点集 合Mi;-hは 強 連 結 で

あ る こ と に注 意 す る 。 この こ と と式(4.71)よ り、Mi9-h-Mil-hか っMit-h

→Mig-hと な る。 これ は 、各M;が 強 連結 成 分 で あ るこ と に矛 盾 す る 。

(場 合2)1{ij≦h,j=1,…,g}1=1:必 要 な らば 連 鎖 、式(4.

70)を 回転 させ る こ と によ り、i1≦h,i」>h,j=2,…,gと 仮 定 し て よ

い 。Mi;-h(」=2,…,g)は 強 連 結で あ る こ とに注 意 す る 。 この こ と と式(4.

71)よ り、Mig-hの 任意 の 節 点 を始 点 と しMi2-hの 任 意 の 節 点 を終 点 とす る

・Noを 通 る有 向道 が 存 在 す る 。 また式(4.71)よ り、u∈Ncit,v∈Mi9-h,

w∈Mi2-h,x∈Nri1と な る枝(u,v),(w,x)∈Eが 存 在 す る 。Pを

cNoを 通 るv→w有 向 道 とす る 。す る と、注 意4.3よ り、Pは 任意 のD∈

Dに 対 してD中 に節 点 を も たな いの で 、有 向 道(u,(u,v),v)とP・

(w,(w,x),x)は 節 点vに 対 して補 題4.15の 条件 を満 た す 。す る と、v∈

Nri1⊂Naと な るが 、 これ はv∈Mi9-h⊂cNoに 矛 盾 す る 。

(場 合3)1{i」 ≦h,」=1,…,g}1=2:必 要 な らば 連 鎖 、式(4.

70)を 回転 させ る こ とに よ り、h≧ii>lm(2≦m≦g),iJ>h(J=2,

… ,m-1)と 仮定 して よい 。(場 合2)の と きと全 く同 じ理 由 に よ り 、u∈

1:



Ncim,v∈Nritを 選 ん で 、u,v以 外 に はNoに 節 点 を も たな い有 向 道

Pが 存在 す る よ うにで きる 。補 題4.15(ま たは そ の双 対 な命 題)を 用 い る こ

とに よ り、u∈Nci。 か らcDi。 を 通 るQ今u有 向道Piが 存 在 す る 。同

様 に 、v∈Nritか ら ゜Dit-1を 通 るv→R有 向 道P2が 存在 す る。 そ う

す る と 、Dig≦Di1-1だ か ら、Pt・P・P2は 、cDi1を 通 るQ→R有 向

道 とな るが 、 これ はDit∈Dに 矛 盾 す る 。 これ で 補 題4.17が 証 明 され た 。

(証 明縫)

(注 意4.7)こ のことか ら、二部グ ラフ、Coatesグ ラフの 区別な しにD

M分 解が定義で きる。4.3.1で 用いた表 記法G(α)を 用 いて、このグラフの

DM分 解 をG(α;t),t∈T(α)と 表 す ことにする。ここで、半順序 をも

った添字集合T(α)の 役割 は、証明Dで でで きた既 約成分間の半順序を表 す

ことにあ る。

さて こ こで 再 び も との問 題 に戻 り、F⊂N。 ×N。 を 独 立な 集 合 と して、Q,

R⊂Nを 式(4.33),(4.34)で 定義 す る と き、det【F】(sIm)のR[X,

s】/±1で の 素 因子 分解 を 、表 現 グ ラ フGb(π,(・Q),π ・(・R))ま たは

Ga(E(・R,cQ))のDM分 解 を用 い て表 現 す る こ とにす る 。以降 、 この二 っ

の グ ラ フ を単 にGと 書 く。な お 、変 数 α ∈XU{s}が 多 項 式p∈R【X,

s】/±1に 含 まれ る とは 、deg(α)p≧1と な るこ と をい う。 また枝e

に対 して 、deg(e)でeの 枝重 み の次 数 を与 え る関 数 を表 す 。

[補 題4.18]E。 を有効枝であるA枝 全体の集合 とする。E。 の関係～

を、det【F】(sI-A)の 素因子分解 でe1,e2の 枝重みを同時 に含む素

因子が存在すれば 、e1～e2と 定義 す る。この とき～は同値関係である。
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(証 明)補 題4.4よ り、任 意 のeξE。 にっ い てdeg(e)det[F](sI

m)器1で あ る 。 また任 意 のp,q∈R[X,s】/±1に つ い て 、deg(α)

pq=deg(α)p+deg(α)qで あ るか ら、eの 枝 重 み を含 む素 因 子 は 唯一

に存 在 す る 。従 っ て、 ～ は同 値 関係 で あ る 。(証 明 終)

[補 題4.19]E。,～ を補 題4.18と 同 じとす る。e1,e2∈E、 と して 、

ei～e2と な る必 要 十分 条 件 は 、e1とe2が 、GのDM分 解 で 同 じ既 約

成 分 に含 まれ る こ とで あ る 。

この証明のため に、補題 を三っ必要 とす る。

[補 題4.20]Xを 変 数 の集 合 、p∈R[X】,α,β ∈X,pは α,β

を共 に含 む とす る 。この と きも し、pが α,β を同 時 に含 む 項 を も たな い

とす れ ば 、 α,β はpの 素 因 予 分解 で同 じ素 因子 に含 まれ る 。

(証 明)こ の ことは、Y=X＼{α,β}と して、R[Y]が 整域であ るこ

とか ら直ち に導かれ る。(証 明終)

[補 題4.21]X,Y,X∩Y=φ を変 数 の集 合 とす る 。 θ:R【XUY】

→R【X1を 変数Yに あ る 実数 を 代入 す る写像 とす る 。p∈R[XUY1,a,

β《≡Xをdeg(α)p=deg(β)p=deg(α)θ(p)=deg(β)θ(p)=1を

満 たす とす る。 この と き、 α,β が θ(p)の 素 因 子 分 解 で 同 じ素 因子 に含

まれ るな らば 、 それ らはpの 素 因 子 分 解 で も同 じ素 因子 に含 まれ る。

(証 明)次 数の条件か ら変数 α(β)を 含む素因子 は唯一であ る。p=

HP」 をpの 素因子分解 とする。 θ は準同型射 だか ら、 θ(p)=nθ(P」)
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である。ここで、α,β がpの 素因子分解 で異な る素因子Pt,p2に そ

れぞれ含 まれていたとす る。θ は代入操作なので、次数の条件より θ(pt),

θ(p2)が それぞれ α,β を含 んでいなければな らない。 θ(p)の 素因子

分解は、必要な らば θ(Pj)を さらに分解 して得 られ るので 、α,β は θ

(p)の 素 因子分解で も異な った素因子 に含 まれ る。(証 明終)

[補 題4.22]Xを 変 数 の集 合 、p∈R[XJ,α,β ∈X,deg(α)p=

deg(β)p=1と す る 。っ ぎの 二 点が 成 り立 っ とす る 。①pの どの項 も α

を含 む な らば β を 含 み 、 β を含 む な らば α を含 む とす る 。②pはa,

β を共 に含 む項 も α,β を共 に含 まな い項 も共 に もっ 。 この とき α,β

はpの 素 因子 分 解 で同 じ素 因 子 に含 まれ る 。

(証 明)逆 に結 論 が 成 り立 たな い とす る 。す る と次 数 の条 件 か ら、あ る

q,rER[Xl,deg(a)q=deg(a)r=1,deg(a)r=deg(/3)q=0

を用 い て 、p=qrと 書 ける 。qを α を含 む項 と含 まな い項 に わ けて 、q

=41+40,deg(α)41=1 ,deg(α)qo=Oと 書 く。同 様 に 、r=rl+

raと 書 く。す る と、p=girt+qlr6+gart+goroと な る 。こ こで

次 数 の 条 件 よ り、qtrはa,β を共 に含 む項 か らな り、4iroは α は

含 むが β は含 まな い項 か らな る、等 々が 成 り立 って い る 。す る と条 件① よ り

giro+gnri=0と な るが 、 α は前 の 項 、 β は後 の 項 に しか 含 まれ な い

の で 、qlro=qor1=0で あ る 。す る とq1≠0,ri≠0よ りqo=ro

=0と な る 。 ゆ えに 、p=qlr1と な るが 、 これ は 条件 ② に矛 盾 す る。

(証 明終)

(補 題4.19の 証 明)注 意4.7で 述 べ た よ う に、G=Gn(πr(cQ),πc(・R))

ま たはGa(E(cR,・Q))のDM分 解 をG(t),t∈Tと 表 す こ とにす る 。

一111一



こ こ で まず 、R[X,sl/±1の 中で 、

detG=IltdetG(t) (4.72)

が 成 り立 って い る 。式(4.72)でdetG(t)自 体 、補 題4.1よ りグ ラ フ 上 の 評

価 式 、っ ま り完全 マ ッチ ングの 枝 重 み積 和 、式(4.35)で 評 価 で きる こ と に注 意

して お く。 ま た、有 効 枝 の 全体E。 は、DM分 解 の各 既 約 成 分 のA枝 の 和 集

合 で あ る こ とに も注 意 して お く[3,P.1651。 この こ とは 、あ る既 約 成 分 に属 し

て い るA枝 の み に注 目 して いれ ば よ い こ とを 言 って い る。

必 要性:ei,e2EEeが 相 異 な る既 約成 分 に属 して いれ ば 、式(4.72)よ

りe1～e2で な い 。

十 分 性:各 既 約 成分 のdetは 同 一の 評 価 式 、式(4.35)を もっ の で 、G自

体 が 既 約 な と きに 、任 意 の二 本 の枝 、et,e2EE。 がet～e2を 満 たす こ

とを示 せ ば よい 。G自 体 が 既約 だか ら、E。=E(・R,・Q)∩EAで あ る 。E。

=φ の ときは結 論 は 自明 だか ら、Ee≠ φ と仮 定 す る 。証 明 は い くっ か の 段

階 か らな る。

(1)e1:=(u,v),e2:=(w,x)∈Eaがuニwま たはv=xを 満

たせ ば 、e1～e2で あ る。:Gの 二 部 グ ラ フ表 現 でet,e2は 節 点 を共

有 す るの で 、Gの 任 意 の マ ッチ ング は 、e1,e2を 同 時 に含 み 得 な い 。式(4.

35)よ りdetGの どの項 もei,e2の 枝 重 み を 同時 に含 み 得 な い 。 ゆ え に

補 題4.20よ り、e1～e2で あ る。

(2)v∈ ・R∩cQを 任 意 に と る。 この と きei:=(u,v),e2:=(v,

w)∈Eeが 存 在 して 、e1～e2と な る 。:Gは 既 約 だか ら、Q≠ φ な ら

ば 補 題4.5よ りQ今vと な るの で 、ei:=(u,v)∈Eeが 存 在 す る 。Q=φ

な らばGは 強 連 結 な の でE。 ≠ φ だか ら、e1:=(u,v)∈E。 が 存 在 す る 。

す る と、補 題4.6よ り、①elを 含 む 有 向 道 を含 ん で 、Qか らRを 結 ぶ 互
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い に節点を共有 しない有向道の集 りが 存在 す る、かまたは、②e1を 含 む有

向 閉路 と、それ と互 いに節 点を共有 しない有 向道か らな る、Qか らRを 結

ぶ互い に節点 を共有 しな い有向道の集 りが 存在す る。e2:=(v,w)∈E。 を

① または②の有向道 または有向閉路 に含 まれ る枝 とする。最初 に①が成立 す る

場合を考 える。Pを そのよ うな有向道の集 りとす る。まず、vを 通 ることな

く別のQか らRを 結ぶ互 いに節 点を共有 しない有向道の集 りP'が 存在

す ることを示 す。これを示す ため に、逆 にそのよ うな有向道の集 りが存在 しな

い と仮定 する。す る とMengerの 定理 よりGの 節点v開 放グ ラフ に大 きさ

IQI-1のQ→R分 離集合X'が 存在 す る。X:=X'U{v}と お く。す

ると、XはGの 大 きさie量 のQ→R分 離集合であ り、v∈X,v∈ ・R

∩cQよ り、X≠Qか っX≠Rと なるが 、 これは補題4.5よ り、Gの 既約

性 に反す る。従 って 、上記のP'が 存在す る。θ をPUP'に 含 まれな い

A枝 重 みに零 を代入 する写像 とする。この と きグ ラフはG'と な った とす る。

G'のCoatesグ ラフ表現ではe1とe2の みがvに 接続す る枝 であるこ

とに注意する。 したが って、G'の 任意のk一 因子接続は、e董,e2を 共 に

含 むか 、共 に含 まな いかのいずれかである。 さらにこれ ら二っの型が 存在す る

(P(P')と 適 当なs枝 か らな るk一 因 子接続を考 えればよい)。 従 って、

補題4.2よ り、 θ(detG)は 補題4.22の 条 件 を満 たす 。ゆえに補題4.22、 補題

4.21を っ づけて用いることによ り、e1～e2と な る。っぎに②が 成立す る場

合 を考 える。LとPを それぞれ②の条 件 を満足する有向閉路 と有向道の集

りとする。PU{L}に 含 まれないA枝 重み に零 を代入す る写像 とす る。この

ときグ ラフはG'と なったとする。G'に は二っのk一 因子接続(PU{L}

と残 りの節点のs枝 自己閉路、Pと 残 りの節点のs枝 自己閉路)し かない。

従 って、先程 と同様 に、補題4.2、 補題4.22、 補題4.21を っづ けて用いること

によ り、ei～e2と なる。

(3)e1,e2∈E。 がGのCoatesグ ラ フ表現で節点を共有すれば、e1
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～e2で あ る 。:こ れ は 、～ は 同 値 関係 な の で(1),(2)を 組 合 わせ れ ば 直

ち に わか る 。

(4)Nの 二 項 関係 ～(N),a,b∈N,a～b(N)を 、aに 接続 す るe1

∈E。,bに 接 続 す るe2∈E。 が存 在 して 、e1～e2と な る 、で 定 義 すれ

ば これ は 、 同 値関 係 で あ る 。 さ らに 、Coatesグ ラ フ上 でa,b∈Nがa

→bな らば 、a～b(N)で あ る。:こ れ は(3)よ り明 らか で あ る 。

(5)Q≠ φ とす る 。Qの 二 項 関 係 ～(Q),a,b∈Q,a～b(Q)を 、

c∈Rが 存 在 して 、Coatesグ ラ フ上 でa今cか っb→cで あ る と定 義

し、推 移 律 を用 い て これ を同 値 関係 に拡 大 して お く。a∈Qを 適 当に選 び 、

Q1をaと 関 係 ～(Q)で 同値 なQの 節 点 全 体 とす る 。R1をCoatesグ ラ

フ上 でQ1よ り到 達 可 能 なRの 節 点 全体 と す る 。Q2:=Q＼Q1,R2:=R

＼R1と お く。 この と き、Q2=R2=φ で あ る 。:R2の 定 義 と～(Q)の

定義 か ら、 そ れぞ れQ1+R2,Q2わR1で あ る 。 これ は 、QlUR2,Q2U

R1は 共 にQ→R分 離集 合 で あ る こ とを意 味 して い る 。IQI=IQtI+IQ21

=IRll}IR21よ りIQtUR21≦IQIま た はiQ2UR11≦IQlで あ るが 、

Kengerの 定 理 よ り逆 の不 等 号 が 成 立 す るの で 、 これ らは等 号 で成 り立 っ 。す

る と既 約 条 件 、補 題4.5よ り、QtUR2=Qま たはRと な る 。Qi≠ φ,Q

∩R=φ だか ら、Qi=Q,R2=φ とな り、Q2=R2=φ で あ る 。 こ こで 、

任 意 のa,b∈QURに つ い て 、(4)よ り、a～b(N)が 示 せ た こ とに な る 。

(6)任 意 のa,b∈Nに つ い て、a～b(N)で あ る 。:Q=φ な ら

ば 、Gは 強 連結 な の でa→bよ り、(4)を 用 い れ ば 、a～b(N)と な る 。

Q≠ φ の 場 合 。補 題4.5よ り、Q→a,Q→bだ か ら、(4),(5)と 推 移 律

よ り、a～b(N)と な る 。(3),(6)よ り、任 意 の二 本 の 枝ふe1,e2∈E。

はe1～e2を 満 たす 。(証 明終)

(注 意4.8)補 題4.19よ り、既 約 成 分G(t)のdetG(t)が さ らに 分解
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され た と して も 、R【s]/±1の 元 が 括 り出せ る だ けで あ る。 さ らにdetG

(t)は 、 補題4.1ま たは 補題4.2よ り、R[X,S]/±1の 斉 次 式 だか ら、 こ

の 括 り出 さ れ るR【s】/±1の 元 はsの 巾で あ る 。

[補 題4.23](detG(α)の 素 因 子 分解)G(α)のDM分 解 をG(α;

t),t∈T(α)と す る。 この と きR[X,sl/±1で のdetG(α)の 素

因子 分 解 は 、

detG(α)=s盤8(6(a>)Htσ ⑩【)q(α;t)(4.73)

#s(G(a))=minnIMflE81(4.74)

た だ しminはG(α)の 完 全 マ ッ チ ン グ に っ い て と る 。

q(a;t)=detG(a;t)/saststa:t>>ER[X,sl/±1(4.75)

で与 えられ る。

(証 明)式(4.72)よ り、補 題4.23を 証 明す る ため に は 、①detG(α;t)

=q(α;t)Sps(G(α;t))が 素 因 子分 解で あ る こ と
、②#S(G(α))=Σ#s

(G(α;t))、 の二 点 を確 か め れ ば よい 。② はG(α)の 完 全 マ ッチ ング は各

既約 成 分G(α;t)の 完 全 マ ッチ ング の 和集 合 で あ り 、そ の逆 も成 り立 っ こ

と[3,p.165】 か ら明 らか で あ る 。① はdetG(α;t)で 括 り出 され るsの 最

大 巾 は 、補 題4.1よ り、s群 ・(G(d:t》 》 で あ る こ とを用 い れば 、注意4.8よ り、

q(α;t)が 既 約 多項 式 で あ る こ とが わか る 。(証 明終)

[補 題4.24]GA(N,E)の 二 っの 既 約 な 部分 グ ラ フG(α),G(β)を

考 え る 。 これ らは ど ち ら も一本 の み のs枝 だ けで 成 り立 っ て い るの で はな い

とす る 。detG(α)=s"・(G(p(》 》q(α),detG(β)=S#・(6(β))q(β)
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をそれぞれ素因子分解 とするとき、q(α)=q(β)と な る必要 十分条件は、

G(α)=G(β)で ある。

(証 明)十 分 性 は 自明 で あ る 。必 要 性 を示 す 。そ の ため に 、逆 にG(α)

≠G(β)と 仮 定 す る 。Nr(G(・)),N・(G(・))を そ れぞ れG(・)のN,,

N。 の 中 の 節 点集 合 とす る 。一般 性 を 失 わず に、N,(G(α))＼Nr(G(β))≠

φ と仮 定 して よ い 。 πr(v)∈N。(G(α))＼Nr(G(β))と す る 。G(α)は

既 約 で あ り、一 本 の み のs枝 だ けで 成 り立 って い るの で は な いの で 、A枝

(w,v)がG(α)中 に存在 す る(補 題4.5参 照)。v任N,(G(β))だ か ら、

(w,v)はG(β)の 枝 で はな い 。 す る と、補 題4.4よ り、(w,v)の 枝 重 み

はq(α)に 含 まれ 、q(β)に 含 まれな い 。ゆ え にq(α)≠q(β)で あ る 。

(証 明 終)

(注 意4.9)こ の 証 明 か ら明 らか な よ うに 、q(α)がR[X,s]/±1

の 可 逆元 とな るの は 、G(α)が 一本 の み のs枝 だ けで 成 り立 って い る とき 、

ま た その と きに か ぎ る 。 また この 場 合q(α)=1と な る 。

4.3.5グ ラフ的な検出可能条件 ・識別可能条件

ここで は、4.3.2で 導 いた代数的な検 出可能条件 、定理4.3、 識別可能条件 、

定理4.な を等価的なグラフ条件 に置 き換 える。以下では、システム行列A

は構造 をもった行列 とし、多項式、写像 δHの 値域な どは、4.3.3で 述べ た

よ うに、R【X,s]、 またはR[X,s】/±1と する。

まず、最初 に、4.3.3で 考察 したように、故障 α∈EAが 発生 した時の伝達

関数 の係数 の変位多項式n'。b(α),d'。b(α)(そ れぞれ式(4.27),(4.28)で

定義 され る)が 零多項式 とな らないための条件 を まとめ てお く。これ は4.3.3

より明 らかなので証明は省略 する。
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[補 題4.25]α=(j,i)∈EA,λ ∈A,λ=(d,c,b)ま た は(n,c,

b)と す る 。N。b⊂Nを 、Ncb={vIb→v,v→c}と す る 。 こ の と き 、

δH(α,λ)≠0と な る必 要 十 分 条 件 は 、 次 の 三 条 件 が 共 に成 り立 っ こ とで あ

る 。

1)N。b≠ φ

II)α ∈E(Ncb,Ncb)

IH)III-d)λ=(d,c,b)の と き:G(E(N¢b,N。b))の 中 でi今j。

m-n)λ=(n,c,b)の と き:G(E(N。b,N。b))の 中 に{b,i}

か ら{c,」}を 結 ぶ 互 い に 節 点 を 共 有 し な い 有 向 道 の 集 りが 存 在 す る 。

っ ぎの補題4.26に より、4.2で 仮定 した仮定4.1は}黙1態 方程 式で記述 さ

れ た線形ダ イナ ミカルシステムへの適用に当 っては、殆 ど制限 にな らない こと

がわか る。

[補 題4.26]d。b,n。b,d'。b,n'。b∈R【X,S]を そ れ ぞ れ 式(4.25)

一(4 .28)で 定 義 す る 。 こ の と きgenericに 仮 定4.1は 成 立 す る 。

証 明 に は 、つ ぎの 三っ の 補題 を必 要 とす る 。な お 、x∈R'x'に 対 し、x

:R[X,S]/±1→R【sl/±1ま たはR[X,S]→R[s】 を 変数Xに

実数 値xを 代入 す る写 像 とす る 。 また、p∈R[X,S]=R匸XHs】 にっ い

て 、p=Cpn,c∈R【X】,PoはR[X][s]の 原 始 多項 式,と 書 ける と

き、.,をPの 原 始部 分 とい う 。原 始 部 分 は互 い に同 等 な 多項 式 を 除 い て、

唯 一 に決 ま る。

[補 題4.27]

で あ る 。

d,n∈R【X,SJと す る 。 この と き、 っ ぎの1-mは 等 価
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1)8x(d),8x(n)は 、genericにR[slの 元 と し て互 い に素 で あ る 。

II)d,nはR(X)[s】 の 元 と して互 い に素 で あ る 。

皿)d,nの それ ぞ れ の原 始 部 分 はR【X,s]の 元 と し て互 い に素 で あ る 。

(証 明)代 数 学 の基 本 的 な結 果 か ら、d,nがR(X)[slの 元 と して

互 い に素 で あ る必 要 十 分条 件 は、 それ らの 終 結 式z∈R(X)が 零 で な い こ と

で あ る。 この 場 合z∈R[X]で あ る こ と に も注 意 して お く 。

1〈==>II:do,nnER[X]を そ れ ぞ れd,nの 最 高 次 の 係 数 とす

る。 こ こで 、deg(s)d=deg8x(d)と な る必 要 十 分 条 件 は 、Bx(do)≠

0で あ る こ とに注 意 す る(nに 対 して も同 様 な こ とが 成 り立 っ)。 代入 によ

って次 数 が 変 化 しな い と き、ex(d),ex(n)のR[slの 元 と して の 終結

式 は8x(z)で あ る こ とに注 意 す る 。従 っ て 、8x(d),8x(n)が 、 代入 操

作 に よっ て次 数 が 変 化せ ず にR【s】 の 元 と し て互 い に素 で あ る必 要 十分 条 件

は 、ex(do)8x(nh)8x(z)=θ ㌶(dnnnz)≠0で あ る こ と に注 意 して お

く。II===>1.z≠0だ か らdhnhz≠0で あ る 。 ゆ え に 、generic

にex(dnnnz)≠0で あ る。1==⇒II:8x(d),8x(n)は 、do≠

0,nn≠0だ か ら、genericに 次数 は 代入 に よ って変 化 しな い 。従 っ て8x

(d),Bx(n)が 、genericにR[s】 の 元 と して互 い に素 で あ る こ とか ら、

genericに8x(dnnnz)≠0で あ る。 ゆ え にz≠0と な る 。

II===>m:逆 に、d,nの そ れぞ れ の 原 始 部 分 はR[X,s1の 元 とし

て互 い に素 で な く、共 通 因 子e∈R[X,s】,eは 非 可 逆 元,を も っ と仮 定

す る 。eは 原始 多 項 式 の 共通 因 子 だ か ら、deg(s)e≧1で あ る 。従 っ て

eはd,nのR(X)[slで の共 通 因 子 で も あ る 。

皿 噐 ⇒II:逆 にd,nが 、R(X)【sJの 元 と して互 い に素 で な い と

す る 。do,noを それ ぞ れd,nの 原 始 部 分 とす る。 す る と、do,noは 、

そ れ ぞれR(X)【s】 の 中で はd,nに 同 等 な の で 、 そ れ らはR(X)[s】
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の元 と して 互 い に素 でな い 。す る と,共 通 因 子c∈R(X)【s】,deg(s)c

≧1,を 用 いて 、do=cd1,nn=CI11,d1,n1∈R(X)[slと 書 け る 。

この と き α,β ∈R(X)が 存 在 して 、 αc,βd1は 原 始 多項 式 で あ り、

・,(αc)(βd1)と な る 【6,p.1831。 っ ぎ に述 べ る補 題4.28を 、no=(αc)

(α 一ins)に 当 ては めれ ば 、 α"亅n1∈R[Xl[s]と な る。 ゆ え に、d,n

の それ ぞれ の 原始 部 分 は 、共 通 因 子 αc∈R[X][S],deg(s)αc≧1,

を もっ 。(証 明終)

[補 題4.28]Pを 一 意分 解 整 域,Qを その 商 体 とす る 。f∈P【S]を

原始 多 項 式,g∈Q[slと す る 。この と きfg∈P[s】 な らば 、g∈P[s]

で あ る。

〈証 明)α ∈Pを 、gの 係数 の 分 母 の 最 小 公 倍元 とす る。っ ま り αg

∈P[slで あ る。 β∈Pを αgの 係 数 の 最 大 公約 元 とす る 。っ ま り β 一i

α9∈P[slは 原 始 多項 式 で あ る 。す る とf(r)=β 麕1αfgは 、

原 始 多 項 式 の積 だ か ら、原 始 多項 式で あ る(Gaussの 補 題[6,p.182})。 γ ∈

Pをfgの 係数 の 最 大 公約 元 とす る 。っ ま り γ一1fg∈P【s亅 は原 始 多

項 式 で あ る 。原始 部 分 は同 等 な元 を除 いて 唯 一 だ か ら、 αfg=α γ(y-if

g)=β(a-Iafg)よ り、可 逆 元 ε∈Pが 存 在 して 、 αγ ε=β が 成 り

立 っ 。従 らて βα 一1=γ ε∈Pと な るの で 、9=β α一1(r-)∈P[s1

で あ る 。(証 明終)

[補 題4.29]n。b,d。b∈R[X,s】 を そ れ ぞ れ 式(4。25),(4.26)で 定 義

す る 。non=sano,deb=sbdo,no,do∈R[X,s】 はsを 因 子 に も

た な い,と す る 。 こ の と き 、no,doはR[X,s】 の 元 と して 互 い に素 で あ

る 。

一119一



(証 明)こ の 証 明 の 中 で は 、素 因 子 分 解 は どち らの環 で 考 え て も同 じで あ

るの で 、R[X,s】 の 多 項 式 をR[R,s】/±1の 多項 式 と して取 り扱 う。

G(n),G(d)を そ れ ぞ れn・b,d・bに 付 随 した表 現 グ ラフ,っ ま り、G

(n)=Gb(πr(Ncb＼{b}),πc(Ncb＼{c})),G(d)=Gb(πr(Ncb),πc

(N。b))と 二 部 グ ラ フ の表 現 で は書 くも の とす る 。G(n),G(d)のDM分

解,G(n;t),t∈T(n),G(d;t),t∈T(d)を 用 い れ ば 、 補 題4.23

よ り 、

non=detG(n)'

=S斜6(G(n))HtE7(n)q(n;t)

din=detG(d)

=s驍s(6(d))rltET(のq(d;t)

(4.76)

(4.77)

と素 因 子 分 解 され る 。 ここで 、多項 式q∈R【X,sl/±1は 、式(4.75)の

よ うに決 め られ る 。式(4.76),(4.77)よ り、q(n;t)=q(d;t')≠1と な

るt∈T(n),t'∈T(d)が 存 在 しな い こ とを示 せ ば よい(注 意4.9参 照)。

これ を示 す ため に、 逆 にその よ うなt,t'が 存 在 す る と仮定 す る 。注意4.9

よ り 、G(n;t),G(d;t')の い ず れ も 一本 のs枝 だ けで 成 り立 っ てい る

の で は な い 。ゆ えに補 題4.24よ りG(n;t)=G(d;t')と な る。G(d;t')

はG(d)のDM分 解 の 一 っの 既 約 成分 だ か ら、G(d)の 一 っ の 強 連 結 成 分

で あ る 。す る と、補 題4.17をG(n)のDM分 解 に 当 て はめ る こ と に よ り、G

(n;t)が 式(4.60)で 決 め られ る強 連 結 成 分 で あ る こ とか ら、b今c分 離 節

点w∈N。bが 存在 して 、任意 のG(n;t)の 節 点vに 対 して 、任 意 のb

→v有 向 道(任 意 のv→c有 向 道)はwを 含 む 。 同 じ く補 題4.17よ り、

wはG(n;t)の 節 点 で はな い こ とに注 意 して お く。 こ こでv∈N、bよ り、

b→v有 向道 もv→c有 向 道 も存 在 す る こ とに注 意 す れ ば 、w→vか っ
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v今wと な り、vとwは 同 一の強連 結成分G(n;t)に 属する。これ は

矛盾であ る。(証 明終)

(補 題4.26の 証 明)8Y.(n。b),8x(d、b)の 最 大 公 約 多 項 式 をgx.。b∈

R【s]/±1と す れ ば 、 補 題4.27か ら 補 題4.29よ り 、genericに8x(no)

と8x(do)は 互 い に 素 な の で 、genericにgx,。b=Smin{a・b}が 成 り 立

っ 。 一 方 、 α ∈EAと して 、 同 じ文 字 α で そ の 枝 重 み を 表 す こ と にす れ ば 、

n'cb(α)=aaancb=se%ano,d'cb(α)=%αdcb=SbaaCYdoと な

る 。 従 っ てgenericに 仮 定4.1,っ ま り 、gx.,bl8x(n'、b(α)),gx.。bl

8x(d'。b(α)),が 成 立 す る 。(証 明 終)

[定 理4.5](g一 検 出可 能 条 件)α=(j,i)∈Eaと す る 。故障 α が

genericに 検 出可 能 で あ る ため の 必 要 十分 条 件 は 、 あ る入 出力 組(b,c)∈B

×Cに 対 して、っ ぎの二 条 件 が 成 立 す る こ とで あ る 。

1)α ∈E(Ncb,Ncb)

II)II-a)G(E(Non,Ncb))中 でi→ 」。

また はII-b)G(E(N。b,N。b))中 に互 い に節 点 を共 有 しな いb→j

有 向 道 とi今c有 向道 が 存 在 す る 。

(証 明)補 題4.26よ り、仮 定4.1はgenericに 成 立 す るの で 、 定理4.3よ

り、 定 理4.5の 条 件 がR【X,s12m・ で8H(α)≠Oと な る必 要 十 分条 件 で

あ る こ とを い えば よい 。補 題4.25よ り、 δH(α,(d,b,c))≠0と な る必 要

十分 条 件 は1か っII-aが 成 立 す る こ とで あ り、II-aが 不 成 立 とな る条件 の も と

で 、 δH(α,(n,b,c))≠0と な る必 要 十 分 条件 は1か っII-bが 成立 す るこ

とで あ る 。(証 明終)
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(例)定 理3.2の 例で与 えた原子力発電所の蒸 気発生系 のモデルを考 える。

このシステムのCoatesグ ラフ表現 を図4.1に 再掲す る。入力節点B={15}、

観測節点C={4}と とる。この ときすべ ての故障 α∈EAはg一 検出可能であ

る。例えば、 α=(11,12)と する。15→11、12→4よ り条件1は 満 たされてい

る。12今11よ り条件II-aが 満 たされている。他の故障 にっ いて も定理4.5の 条

件が 成立 す るこ とが容 易に確かめ られ る。(例 終)

図4.1例 のCoatesグ ラ フ

っぎに線形空間の直積空間で二 っのベ ク トルが 一次独立 とな る条件 を求めて

お く。この条件を定理4.4に 当てはめ ることによ りg一識別可 能条件 、定理4.6

が得 られ る。

[補 題4.30]Kを 体 とす る 。K一 線 形 空 間 、Z.,i∈1の 直積K一 線 形

空 間 をZ=nZiと す る。y=(…,yi,…),Z(…,Zi,…)∈Zと す る 。 こ

の と きy,zがK一 次 独 立 で あ る ため の 必 要 十分 条 件 は 、y≠0,z≠0

か っ 、っ ぎの 三条 件 の いず れ かが 成 り立 っ こ とで あ る 。

1)あ るiEIに っ いて 、y・,ZiはK-一 次 独立 で あ る 。
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II)あ るi∈1に っ い て 、yi=0,zi≠0ま た はyi≠0,zi=0

の い ず れ か が 成 り立 っ 。

III)条 件1・IIが 共 に 不 成 立 とす る 。1':={i∈:Ily.≠o,zl≠0}

と お く 。ci∈K,i∈1'をci=aib-i,aiyi=blzi≠0,a;,bi

∈Kに よ っ て 定 義 す る 。 こ の と き 、 あ るi,j∈1'に っ い てCi≠C」 で

あ る 。

(証 明)十 分性:ay=bz,a,b∈Kと す る 。a=b=0を 示 す 。

1が 成 立 す る場 合:ay;ニbZl,y.,ZiはK一 次独 立 だか らa=

b=0と な る。

IIが 成 立 す る場 合:i∈1に っ い て、yi=0,Zi≠0と す る 。も う一

っ の場 合 も同 様 に扱 える 。0=ay;ニbZiで あ り、Z;≠0よ り、bニ0

とな る 。一方y≠0よ り、 あ るj∈1に っ いてy」 ≠0で あ る 。す る と、

ay;=bZJ-0よ り、a=0と な る 。

班が 成立 す る場 合:ま ず 、1.∈1'に っ い てCiが 定義 可 能 な こ とはあ

き らか で あ る 。i,j∈1を 補題 の 条 件 の よ うに選ぶ 。a≠0か っb≠0

とす れ ば 、ay.=bzi≠0,aye=bZ;≠0よ りC;ニab-1ニcjと

な り、C;≠C;に 反 す る 。従 っ て ー ま たはb=0で あ るが 、a=0

とすれ ば 、0=ay=bz,z≠Oよ り、b=0と な り、b=0と す れば 、

ay=bz=0,y≠0よ りa=0と な る 。

必要 性:y=0ま たはz=0と す れ ば 、y,zはK-一 次 従 属 だか ら、

以 下 、y≠0か っz≠oと す る。条 件1・II・mが 共 に不 成 立 と して 、そ

の と きy,zがK-一 次 従 属 で あ る こ とを 示 す 。 まず 条 件1が 不 成 立 だか ら 、

任意 のi∈1に っ い て 、y.とZiはK-一 次 従 属 で あ る 。条 件IIが 不成

立 だか ら 、y.=0とzi=0は 等 価 、っ ま り1＼1'={ilyi=0,Z;

=0}で あ る 。条 件 皿が 不 成立 だか ら、任 意 の1'に っ いて 、Ciは 一定 な
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の で 、 こ れ をc∈Kと お く 。cy-zに っ い で 各 成 分 を 調 べ る と 、i∈1

＼1'と す れ ば 、cy.-zi=c×O-0=0,i∈1'と す れ ば 、cy.

zi=bi-1(a.y;-bizi)=b-t×0=0で あ る 。 ゆ え にcy-z=O

と な る の で 、y,zはK-一 次 従 属 で あ る 。(証 明 終)

G(α)を 完全マ ッチ ングをもっGの 部分 グラフ とす る。#s(G(α))を

式(4.74)で 定義する。っ まり完全マ ッチ ングの中のs枝 の最小数であ る。ど

の部分グ ラフを扱 っているか明 らかな場合 には、#s(α)と も書 く。

[定 義4.3](s-A分 離条件)G(α)を 完全 マッチ ングをもっGの 部

分グ ラフ、G(α;t),t∈T(α)を そのDM分 解 とする。G(α;t)(ま た

は部分グ ラフが明 らかな ときには、単 にt∈T(α))がs-A分 離条件 を満

たす とは、G(α;t)の 任意 の完全マ ッチ ングMに 対 して、IM∩E。iが マ

ッチ ングの選び方に無関係 に一定で あることをい う。

(注 意4.10)も しt∈T(α)がs-A分 離 条 件 を満 たせ ば 、#s(α;t)

=IM∩E$1が 任 意 の完 全 マ ッチ ング に対 して成 り立 っ 。

[定 理4.6](g一 識 別可 能 条 件)α=(j,i),β=(j',i')∈EAと し 、

故障 α,・β は共 にgenericに 検 出可 能 とす る 。A'⊂A={d,n}×B×C

を 、A':={λ1(α,λ),(β,λ)は 共 に補 題4.25の 条 件 を満 たす}と お く。

こ の と き故 障 α,β がgenericに 識 別可 能 で あ るた めの 必 要 十 分 条 件 は 、

っ ぎの 三 条 件 の いず れ か 一 っが 成 り立 っ こ とで あ る 。

1)1-a)λ ∈A',t∈T(α,λ),t'∈T(β,λ)が 存 在 して 、t,t'

は共 にs-A分 離条 件 を満 たさ ず に 、G(α,λ;t)≠G(β,λ;t')と な る 。

また は 、1-b)あ る λ∈A'に っ い て 、 Σt#s(α,λ;t)≠ Σt#s
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(β,λ;t)(た だ し和 はs-A分 離 条 件 を 満 た す す べ て のtに っ い て と る)

と な る 。

II)あ る λ ∈Aに っ い て 、(α,λ),は 補 題4.25の 条 件 を 満 た し 、(β,λ)

は 条 件 を 満 た さ な い 、 ま た は こ の 逆 が 成 り立 っ 。

IH)条 件1・IIが 共 に 不 成 立 と す る 。

皿 一a)T1(γ,λ)⊂T(γ,λ),T2(γ,λ)⊂T(γ,λ),γ=α,β,

λ ∈A'を っ ぎの よ う に 定 義 す る 。{G(α,λ;t),t∈T1(α,λ)}ニ{G

(β,λ;t),t∈T1(.β,λ)}で あ り 、 か っT董(α,λ),T1(a,λ)は こ の

性 質 を 満 た す 極 大 集 合 で あ る 。T2(γ,λ):={t(筆T1(γ,λ)lG(γ,λ;t)

は 一 本 のs枝 の み で で き て い な い}。 す る と 、 あ る λ,λ'∈A',γ=α

ま た は β,に っ い て 、{G(γ,λ;t),t∈T2(γ,λ)}≠{G(γ,λ';t),

t∈T2(γ,λ')}で あ る 。

ま た は 、III-b)加 え て 田一aも 不 成 立 と す る 。U亀`T2α.λ)G(γ,λ;t)

の 完 全 マ ッ チ ングMo(γ),γ=α,β を 固 定 す る 。 こ こで 条 件u.が 不 成 立

だ か ら部 分 グ ラ フ の 和 は λeA'に 無 関 係 に 一 定 で あ る 。 こ れ らのMn(α),

Mo(β)を 用 い て 、 写 像K:A'→{1,-1}を っ ぎ の よ う に 定 義 す る 。Ut

ET(r.a)丶T1(Y,a)G(γ,λ;t),γ=α,β,の 完 全 マ ッ チ ングM1(γ,λ)

をMo(γ)⊂M1(γ,λ)を 満 た す よ う に選 ぶ 。Nr(λ)⊂Nt・,N・(λ)⊂N・

を 、Nr(λ):=UtfTl(a.a)Nr(G(α,λ;t))=UtETI(B.λ)Nr(G(β,

λ;t))と お く 。N、(λ)も 同 様 に 定 義 す る 。 こ こ で 、Tiの 定 義 か ら後 の 等

式 が 成 立 し て い る 。 λ ∈A'に 対 し て 、 一 対 一 対 応 、a(α,λ),σ(β,λ):

7Cr(N。b)＼Nr(λ)→ π 。(N。b)＼N、(λ)を つ ぎ の よ う に 定 義 す る 。 π ・(v)

∈ πr(Ncb)＼Nr(λ)に 対 し て 、(1)λ=(d,b,c):(1-1)v=i:

σ(α,λ)(7Cr(v))=π 。(j).(1-2)そ の 他 の 場 合:(π,(v),π 、(w))

∈M1(α,λ)を 用 い て 、 σ(α,λ)(πr(v))=πc(w)と お く 。(2)λ=(n,

b,c):(2-1)v=i:σ(α,λ)(πr(v))=πc(j).(2-2)v=b
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:σ(α,λ)(x,・(v))C(c).(2-3)そ の 他 の 場 合:(7Lr(v),π 。

(w))∈ ≡M1(α,λ)を 用 い て 、 σ(α,λ)(7Cr(v))=π ・(w)と お く 。6(β,

λ)も 同様 に定 義 す る 。K(λ):=sgn(6(β,λ プ σ(α,λ))と 定 義 す る 。

た だ しsgnは 、7tr(N。b)＼Nr(λ)→ πr(Ncb)＼Nr(λ)の 置 換 の元 と して

の符 号 で あ る 。 この と きに 、あ る λ,λ'∈A'に 対 して 、 κ(λ)≠K(λ')

とな る 。

(証 明)故 障 α,β はgeneric ,に検 出可 能 だ か ら δH(α)≠0か っ

δH(β)≠0で あ る 。補 題4.26よ り、仮 定4.1はgenericに 成 立 す るの で 、

定 理4.4よ り 、定 理4.6の 三条 件 が そ れ ぞ れ 、8x(・)を 自然 にベ ク トル に拡 張

して 、8x(δH(α)),8x(δH(β))∈R[S]2mr・ がgenericに 補 題4.30の

三条 件 を満 たす ため の必 要 十分 条 件 で あ る こ とを 示 せ ば よい 。 この定 理4.6の

証 明 に 当 っ て は 、R[X,s1/±1で の 素 因 子 分 解(補 題4.23)が 有 用 で あ る 。

これ を以 下 の証 明 に便 利 な形 に変形 してお く。T3(γ,λ):=T(γ,λ)＼T」

(γ,λ)＼T2(γ,λ),y=a,β,λ ∈A'と お く。

δH(γ,λ)=detG(γ,λ)(4.78)

=S醗s1α ㌧a)+盤S2《r.a》 矧s3α ・λ》P1(γ
,λ)P2(γ,λ)

#Si(γ,λ)=Σt転 τiα,a)#s(G(γ,λ;t)),i=1,…,3(4.79)

pi(γ,λ)=IIt(三 τiα.λ 》q(γ,λ;t),i21,2(4.80)

ただ し、m(γ,λ)はR【X,s】/±1の 元 とみ な して い る 。 またq(Y,

λ;t)は 、 式(4.75)で 定 義 され て い る 。

(注 意4.11)T1の 定 義 か らPt(α,λ)=p2(β,λ)で あ り、T1,T2

の 定 義 か らp2(α,λ)とp2(β,λ)は 互 い に素 で あ る 。 ま た、#Si(γ,
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λ)+#s2(γ,λ)+#s3(y,λ)=#s(G(γ,λ))で あ る 。

(1)条 件1ど うしの等価性:こ れを証 明するため にっぎの補題を必要 とす

る。

[補 題4.31】 λ∈A'と す る 。8x(δH(α,λ)),ex(δH(β,λ))が

genericにR-一 次 独立 で あ る必 要 十分 条 件 は 、① あ るt∈T(α,λ)と

t'∈T(β,λ)に っ い て 、tとt'は 共 にs-A分 離条 件 を満 た さず 、か

っG(α,λ;t)≠G(β,λ;t')と な る、 ま たは 、②Et#s(α,λ;t)≠

Ec#s(β,λ;t)(た だ し和 はs-A分 離 条 件 を満 たす すべ てのtに っ い

て と る)と な る 、こ とで あ る。

この証明 にはっ ぎの補題を用 いる。

[補 題4.32]f,g∈R【X,s】,f≠0,g≠0と す る 。 この と きっ ぎ

の四 条 件 は等 価 で あ る。

1)Bx(f),x(9)はgenericにR-一 次独 立 で あ る 。

II)f,9はR(X)一 一 次独 立 で あ る 。

班)fとgの そ れぞ れ の 原始 部 分 は 同 等 で な い 。

IV)fとgの それ ぞれ のsを 含 む素 因 子 は 一致 しな い 。

(注 意4.12)1で はR[s]をR一 線形 空 間 と 、IIで はR【X,s】 をR

(X)一 線 形 空 間 で あ るR(X)[S]の 部 分集 合 と、頂 で はR【X,s】 をR【Al

【s]と そ れ ぞ れ み な して い る 。

(補 題4.32の 証 明)1〈=⇒II:写 像 ζ:R(X)[s12→R(X),ψ:
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R【sj2今Rを

ζ(f,g)=Σi〈 」(fig」-f」9i)2

ψ(a,b)=Σi〈 」(aibd-a;bi)2

(4.81)

(4.82)

で定 義 す る 。 ただ し、f;(9i)∈R(X)はf(9)のsiの 係 数 、ai

(b.)∈Rはa(b)のsiの 係 数 とす る 。 こ こで 、式(4。81),(4.82)の 和

は有 限 項 か らな るの で 、 これ らの写 像 は定 義 可 能 で あ る。f,g∈R(X)【5]

がR(X)一 次 独 立 で あ るた め の必 要 十分 条 件 は 、 ζ(f,g)≠0と な る こ と

で あ り、a,b∈R【S]がR-一 次 独 立 で あ る ため の必 要 十分 条 件 は 、 ψ(a,

b)≠0と な る こ とで あ る 。 ま た ψ(8x(f),θ ・(9))=θ ・(ζ(f,9))に

注 意 す る 。 この こ とか ら、genericに ψ(Bx(f),θ 。(g))≠0と な る必 要

十分 条 件 が 、 ζ(f,g)≠0で あ る こ と にな るの で 、1,IIの 等 価性 が わ か る 。

II〈==〉 皿:最 初 にIIが 不 成 立 で あ る とす る 。っ ま りあ るu,v∈R(X)

を 用 い て 、uf=vgと な って い る 。c∈R[X】 を選 んで 、cu,cv∈R

[X】 とす る 。cu(cv)∈R[Xlか ら、f(g)とcuf(cvg)の 原

始 部 分 は 同 等 で あ る 。cof=cvgよ りcufとcvgの 原 始 部 分 は

同等 で あ る 。従 って 、fとgの 原 始 部 分 は同 等 で あ る 。逆 を証 明 す る ため

に 獗が 不 成 立 で あ る とす る 。f=αfo,9=β90,α,β ∈R【X】 をfo,

90が 原 始 多項 式 にな る よ う に と る 。fo,goは 同 等 だ か ら 、可 逆 元r∈R

[Xl[s](っ ま りrは 非 零 実数)が 存 在 して 、fo=rgaと な る。 す る と、

βf=αrgと な り、f,gはR(X)一 次 従 属 で あ る。

m〈==>N:最 初 に 皿が 不 成 立 とす る 。f=afo,g=Rgo,α,β ∈

R【X1,fo=rgoを まえ と同 じとす る 。 まずr≠0,r∈Rよ り、fo

とgaの 素 因 子 は 一致 す る 。f(g)の 素 因 子 分解 は α(β)の 素 因子 分 解

とfo(go)の 素 因子 分 解 の積 で あ り、 α(β)∈R[X】 だ か ら α(β)
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の素 因 子 はsを 含 まな い 。ゆ え にfとgの そ れ ぞれ のsを 含 む 素 因 子

は 一致 す る 。逆 を証 明 す る ため にIVが 不成 立 で あ る とす る。fニHjEJf;,

g=IIi∈!9iを それ ぞ れf,gの 素 因子 分 解 とす る 。J'⊂ 」(1'⊂1)

を 」 ∈J'(i∈1')〈==>fj(g・)はsを 含 む 、 と して定 義 す る。 仮

定 よ り、 一対 一 対応z:J'→1'が 存 在 して 、f」=g、(a),j∈J'と な

る。 こ こで 、H3EJ'f」(Hi6rg・)がf(9)の 原始 部 分 で あ る こ と

を示 す 。 まず 、 これ は原 始 多項 式 の積 だか ら、原 始 多 項 式 で あ る 。J":=J＼

J',1":=1＼1'と お く。II」 ∈」・f;(niEI'9i)∈R【Xlで あ る 。

この 二 点 か ら、IIaEJ・fj(IIiEI'g・)がf(g)の 原 始 部 分 で あ る こ

とが 示 され た 。す る と、HjFJ・f;=II,iEJ'9z(」)=HiEI'9iで あ る

か ら、f,gの それ ぞ れ の原 始 部 分 は同 等 で あ る 。(補 題4.32の 証 明終)

(補 題4.31の 証明)必 要 性:逆 に①,② が 共 に不 成 立で あ る とする 。 ま

ず 、T1の 極 大 性か ら、{t∈T(γ,λ)ltはs-A分 離 条 件 を満 た さな い}

⊂Tt(γ,λ),γ=α,β,で あ る こ とに注意 す る 。す る と、sを 含 む 素 因

子 はsの 巾 とq(γ,λ;t),t(≡T1(γ,λ),γ=α,β の 一 部 分 で あ る 。

Ttの 定義 か ら、{q(α,λ;t),tETi(α,λ)}={q(β,λ;t),t∈

Tt(β,λ)}と 、#s1(α,λ)=#s1(β,λ)が 成 り立 って い る。 加 えて 、

①,② が 不 成 立な の で 、#S2(α,λ)+#S3(α,λ)=#S2(β,λ)+#S3

(β,λ)が 成 り立 っ 。す る と、8H(α,λ)と δH(β,λ)のsを 含 む 素

因 子 は一 致 す るので 、補 題4.32を 用 いれ ば必 要 性 が 導 か れ る 。

十 分 性;ま ず①が 成 り立 っ とす る 。tとt'を 条 件 の よ う に選ぶ 。t,

t'はs-A分 離 条 件 を満 た さな いの で 、q(α,λ;t)もq(β,λ;t')も 、

共 にsを 含 む こと に注 意 して お く。① の条 件 か ら、補 題4.24よ り、q(α,λ

;t)≠q(β,λ;t')で あ る 。っ ぎに① は成立 せ ず 、② が 成立 す る場 合 を考 え

る 。す る と、 Σi・13#Si(α,λ)=Σi・13#Si(β,λ)と な る。 いず れ の場
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合 も、補題4.32を 適用 することによ り、十分性が成 り立っ 。

(補 題4.31の 証明終)

(2)条 件IIど うしの等価性:こ れは 、補題4.25よ り明 らかである。

(3)条 件 皿どう しの等価性:こ れを示す には、以下の補題 を必要 とす る。

[補 題4.33]λ ∈A'は 補題4.31の 条 件①,② を共 に満 た さな い とす る。

この と きは 、 式(4.80)で 、P2(γ,λ)∈R[Xl/±1(γ=α,β)で あ り、

か つ

P2(β,λ)δH(α,λ)=P2(α,λ)δH(β,λ) (4.83)

がR【X,S]/±1で 成 り立 っ 。

(証 明)仮 定 よ り、補題4.31の 十分 性 の 証 明 と同 じ く、#s(G(α,λ))

=#s(G(β,λ))が 成 り立 っ 。 またt∈T2(γ,λ)はs-A分 離条 件 を満

たす の で 、p2(γ,λ)∈R[X】/±1(γ=α,β)で あ る 。注 意4.11を 用 い

る と 、式(4.78)よ り、式(4.83)を 得 る 。(補 題4.33の 証 明終)

[補 題4.34]定 理4.6の 条 件1・II・m-aが 共 に不 成 立 で あ る とす る 。 こ

の と き には 、p'(α),p'(β)∈R[X],と 写 像 ε:A'今{1,-1}が 存 在

して 、以 下 が 成 立 す る 。任意 の λ ∈A'に 対 してR[X】/±1の 元 と して 、

p'(γ)=p2(γ,λ)(γ=α,β)で あ り、 また任 意 の λ ∈A'に 対 して

R[X,s】 の 元 と して 、P'(β)δH(α,λ)=E(λ)P'(α)8H(β,λ)で

あ る 。 さ ら にKを 定 理4.6の 条 件11の 中で 定 義 した よ うに とる と 、K(λ)

が λ ∈A'に 無 関係 で あ る ため の必 要 十 分 条件 は 、 ε(λ)が λ∈A'に 無
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関係であるこ とであ る。

(証 明)補 題4.24を 参 照 すれ ば 、p2(γ,λ)が λ ∈A'に 無 関 係で あ る

ための 必 要 十 分 条件 は 、定 理4.6の 条 件 皿一aが不 成 立 で あ る こ とで あ る 。従 っ

てこ の条 件itが 不成 立 で あ る こ とか ら、任 意 の λ ∈A'に 対 してR[X]/

±1の 元 と して 、p'(γ)=p2(γ,λ)(γ=α,β)で あ る よ う に、p'(γ)

∈R[X1を 選 ぶ こ とが で きる 。す る と式(4.83)を 用 い て 、写 像 ε:A'→{1,

-1}を
、R【X,S]の 元 と して 、p'(β)SH(α,λ)=p'(α)δH(β,λ)

な らば ε(λ)=1、p'(β)8H(α,λ)=-p'(α)δH(β,λ)な らば ε

(λ)=-1と 定 義 す れば 、任意 の λ∈A'に 対 してR[X,s]の 元 と して 、

p'(β)δH(α,λ)=ε(λ)p'(α)δH(β,λ)が 成 り立 っ 。残 りを証 明 す

る ため には 、 まず 、 一対 一 対応 σ(γ,λ),γ=α,β,λ 〈≡A'が 矛 盾 な く

定 義 で き、従 っ て、写 像Kが 定義 で きる こ とを 示す 。 この ため に は、① 完全

マ ッチ ング 、Mt(γ,λ)をMo(γ)⊂Mt(γ,λ)を 満 たす よ うに選べ る こ と、

②6(γ,λ)は そ のM1(γ,λ)の 選 び方 に無 関係 で あ る こ と 、を い えば よ い 。

① は 、二 部 グ ラ フの 完全 マ ッチ ング は 、そ の グ ラ フのDM分 解 の各 既 約 成 分 の

完 全 マ ッチ ング の非 共 通和 で あ り、 その逆 も成 り立 っ こ と 【3,p.165】 か ら導 か

れ る 。② は 、Mi(γ,λ)は 、G(γ,λ;t),t∈T3(γ,λ)が ただ 一本 の

s枝 か らの み で 成 り立 っ てい る こ とか ら、唯 一 で ある こ とか らわか る 。 λニ

(d,b,c)に つ い て は、 これ によ り、 λ=(n,b,c)に つ いて は 、 これ に加

え て λ ∈A'よ りi≠bか っj≠cよ り、 σ(γ,λ)は 一対 一対 応 で あ

る 。っ ぎに 、 ε1(E2)をp'(α)中 でMo(α)∩Ea(p'(β)中 でMo

(β)∩Ea)の 枝重 み積 の項 の 符号 と定 め る と き、任 意 の λ∈A'に 対 して 、

K(λ)=EIEpE(λ)で あ る こ とを示 す 。 まず 、 ε1(ε2)が 定義 可能 な こ

と にっ い て 。 これ は 、 この 枝重 み 積 の項 が 定 理3.11の 証 明 と同様 に して 、Mo

(α)∩EAがMo(α)(Mo(β)∩EAがMo(β))を 唯 一 に決 め る こ とか ら、
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一 っ しか存 在 しな い こ とを 用 い て わ か る 。UtETI(d .a)G(α,λ;t)=u烏

T1(o.a)G(β,λ;t)(こ の 二 っ の グ ラ フ は トTtの 定 義 よ り等 しい)の 完 全

マ ッ チ ングM'(λ)を 一 っ固 定 す る 。M2(γ,λ):=M1(γ,λ)UM'(λ)と

お く(γ=α,β)。 これ は 、G(γ,λ)の 完全 マ ッチ ング で あ る 。 σ(γ,λ)

と同 様 に し てM2(γ,λ)は 、一 対 一 対 応6'(γ,λ):π,(N。b)→ π。(N。b)

を引 き起 こ す 。 自然 な 一対 一 対 応 π ・,π ・ を持 ち込 む こ とに よ り、 σ'(γ,

λ)は 、Ncbの 上 の置 換 とみ な せ る 。す る と、8H(γ,λ)の 中のM2(γ,

λ)の 枝 重 み 積 の 項 の 符 号 は 、sgn(σ'(γ,λ))で あ る(γ=α,β)。 従 っ

て 、 これ ら二 つ の項 の符 号 の 比 は 、sgn(6'(α,λ))sgn(6'(β,λ))=sgn

(σ'(α,λ)-16'(β,λ))=sgn(σ(α,λ)-1σ(β,λ))=K(λ)で あ る 。

一方 、 式(4.78)をR【X,slの 申 で 表 して 、

δH(α,λ)=P'2(α,λ)Pi(α,λ)s麟s(G(a・ λ))(4。84)

δH(β,λ)=ε(λ)p'2(β,λ)p't(β,λ)s驛s(G(β ・λ》)(4.85)

を 得 る 。 た だ し 、R【X,s】/±1中 でP'(γ,λ)=P.(γ,λ)(i=1,2,

γ=α,β)で あ る 。 条 件1が 不 成 立 で あ る か ら 、p'1(α,λ)=P'i(β,λ),

#s(G(α,λ))=#s(G(β,λ))で あ る 。 従 っ て 、 任 意 の λ ∈A'に 対 し

て 、

P'2(a,λ)δH(α,λ)=ε(λ)P'2(α,λ)δH(a,λ) (4.86)

が 成 り立 っ 。 この こ とか ら、任 意 の λ∈A'に 対 して 、K(λ)=ε1ε2ε(λ)

とな るの で 、補 題 が 証 明 され た。(補 題4.34の 証 明終)

(定 理4.6の 証明 ・続)定 理の条件1・IIが 不成立 であるとす る。定理4.6

一132一



の 条 件mが 補題4.30の 条 件mがgenercに 成 り立 っ ための 必 要 十 分条 件 で あ る

こ とを示 す 。 まず 条 件1が 不 成立 だか ら、補 題4.32よ り δH(α,λ)と δH

(β,λ)はR(X)一 一次 従 属 で あ り、従 って 同 じ く補 題4.32よ り 、genericに

Cx(λ)∈Rを 、ax(λ)θx(δH(α,λ))=bx(λ)θx(δH(β,λ))≠0,

Cx(λ)=ax(λ)bx(λ)-1,λ ∈A'と 定 義 で きる 。 こ こで 、 式(4.86)よ り 、

genericにax(λ)=θx(P'2(β,λ))≠0,bx(λ)=θx(ε(λ)P'2(α,

λ))≠0と 定義 で きる こ と に注意 して お く。

必 要性:逆 に定 理4.6の 条 件 田が 不 成 立 で あ る とす る 。す る と補 題4.34よ

り、ex(p'2(β,λ)),8x(ε(λ)p'2(α,λ))は λ∈A'に 無 関 係 で あ る 。

十分 性:ま ず 定理4.6の 条 件 皿一aが成立 す る場 合 を考 える 。 λ,λ'∈A'

を 条 件 で 決 め られ た よ うに とる 。注 意4.11よ り、p'2(α,λ)とp'2(β,λ)

は 互 い に素 で あ り、p'2(α,λ)とp'2(α,λ'),p'2(β,λ)とp'2(β,

λ')は そ れぞ れ 、素 因子 分 解 が 一致 しな い ので 、R(X)/±1の 中で 、p'2

(β ・λ)/P'2(α,λ)≠P'2(β,λ')/P'2(α,λ')で あ る 。っ ま り、R/

±1の 中 でgenericにCx(λ)≠cx(λ')と な り、Rの 中 で も、Cx(λ)≠

Cx(λ')で あ る 。っ ぎ に条 件 皿一bが成 立 す る場 合 を 考 え る 。 λ,λ'∈A'を

条 件 で決 め られ たよ う に とる 。す る と 、genericにCx(λ)=-Cx(λ')≠0

とな るの で 、c.(λ)≠Cx(λ')で あ る 。 これで 定 理4.6が 証 明 され た 。

(定 理4.6証 明終)

(例)再 び定 理3.2の 例 で 与 え たモデ ル を用 い る。入 力節 点B={15}、 観

測節 点C={4}と とる 。故 障 として α=(4,5),β=(5,6),γ=(6,7)を 考

え る 。 まず α,β,γ の いず れ にっ い て も補題4.25の 条 件 を満 たすAの 部分

集合 は{λ},λ=(d,15,4)で あ る。1{λ}i=1だ か ら、定 理 の 条 件II,皿 一

bが 不 成 立 で あ るこ とが わか る 。図4.2に 部 分 グ ラ フG(α,λ),G(β,λ),G

(γ,λ)のDM分 解 を示す 。 この分 解 よ り 、 α,β に対 して、定 理 の条 件1が

一133一



成立 しているこ と、 β,γ に対 して、定理の条件1、 皿一aが不成立 であること

がわか る。従 って 、故障 α と故障 β はg7識 別可能であ り、故障 β と故障

γ はg一識 別可能でな いことが定理4.6を 用 いてわか る。(例 終)

図4.2(a)G(α,λ)のDM分 解

図4.2(b)G(β,λ)のDM分 解

図4.2(c)G(γ,λ)のDM分 解
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4.4動 的なコ ンパ ー トメン トシステムへの適用

ここでは 、4.2で 考察 した故障診断の原理を動 的なコンパ ー トメ ン トシス

テムへ適用する。ここでシステムの故障 は、移行係数 の高 々一っが異常値 をと

ることと考 える。ここで も4.3と 同 じくコ ンパ ー トメン ト闘の結合 を表 すコ

ンパ ー トメ ン トグラフを持 ち込めば 、4.2で 与 えた故障の検 出可能条件 、識

別可能条件 はそれぞれ等価なグラフ条件 に置 き換 えることがで きる。

まず4.4.1で 、コ ンパ ー トメ ン トシステムの記述お よび コ ンパ ー トメン ト問

の結合 を表現す るコンパ ー トメ ン トグラフを説明す る。4.4.2で は、コンパ ー

トメ ン トシステムで どの移行係数が異 常値 を とって いるかを診断す ることが 、

4.2で 与えた故障 診断の原理の枠 内で可能なこ とを示す 。4.4.3で は、4.2で 導

いた代数的な検 出可能条件、識別可能 条件 をコンパ ー トメ ン トグラフ上で表現

す る。4.4.4で は、今 までの原理 に基づいて、実際の観測値か ら故障 を診断す

るアルゴ リズ ムにっいて述べ る。

4.4.1シ ス テ ムの 記述

コ ンパ ー トメ ン トシステ ム は 、3.3で 述 べ た よ う に 、

　
x=Ax十Bu,x∈Rn,u∈R",A∈Rnxn,B∈Rnx「(4.87)

y=Cx,y∈R鵬,C∈R儲n(4.88)

A=(alj),aij=kij,(i≠j),i,j∈n:ニ{1,…,n}

ajj=-kOj一 Σ 待jkij(4.89)

と記述 され る 。Aを コ ンパ ー トメ ン ト行 列 とい う。 こ こでkij(i∈no:=

{0,…,n},」 ∈n)は 、コ ンパ ー トメ ン トjか らコ ンパ ー トメ ン トi

(i=oの と きは外 界)へ の 物 質移 行 の 比 例 定数 で 、移 行 係 数 と呼 ば れ る 。

ま た この シ ス テ ムの こ とを シ ステ ム(A,B,C)と も い う。
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コ ンパ ー トメ ン ト間の結 合 を表すコンパ ー トメ ン トグラフを用い る。コ ンパ

ー トメ ン トグラフGc(Nc,Ec)は 、っぎのように定義 され る。Ncは 、n個

の コンパ ー トメ ン トと外界 に、っ まりnoと 一対一対応をもっ節点集合であ

る。Nc':=Nc＼{0}と する 。Ecはk;.≠0に 対応 して書 いた有向枝(

i,j)か らなる枝 集合ECk(こ れ をk枝 とい う)と 各節点i∈Ncか ら外

界 へ向か う枝(i30)。 か らなる枝集合Ec・(こ れをs枝 という)の 非 共通

和か らな る。以下 では、非零移行係数が零 でな くな る故障 は考 えな いことにす

る。っ まり、グラフの構造 自体を変 える故障は考 えな い。、す ると、4.2で 述

べ た故障 の集 合rと しては 、r=Eckと とっているこ とにな る。システム

入力 は、r個 のコ ンパ ー トメン トB⊂Nc,シ ステム観測は、m個 のコンパ ー

トメ ン トC⊂Nc(そ れぞれ 、入力行列B,観 測行列Cと 同 じ文字 で表す 。

どち らを表すかは文中で明 らかであ るので この書 き方 を用 いる)の 物質量 を観

測 す る。この こ とは、入力行列B(観 測行列C)は 、各列(行)が 単位ベ ク

トルの列(行)最 大階数の行列で あることを意味する。

グ ラフGc(Nc,Ec　 :)の 接続行列 をFで 表す 。ただ し、外界節点Oに 対

応 した行 は省略 して、n×IEckl行 列 とす る。コ ンパ ー トメ ン ト行列Aは 、

A=-FKF+r (4.90)

と表現 で きる[7]。 ここでKは 、非零移行係数 を接続行列Fの 列の順 に並

べ た対角行列 、F*は 、Fの 一1を0で 置 き換 えた行列 である。

4.4.2故 障診断の原理

ここで は、動的な線形 コ ンパ ー トメン トシステムで どの移行係数が 異常値 を

とっているかを診断す るこ とが 、4.2で 与 えた故障診断の原理の枠 内で可能

な こ とを示す 。まず、故障 の集合rは 、4.3.1で 定義 されたコ ンパ ー トメン
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トグ ラ フのk枝 集 合Eckと み な さ れ て い る こ とに注 意 す る 。

シ ステ ム(A,B,C)の 正 常 時 の 伝達 関 数H(s)は 、 式(4.87),(4.88)よ

り、

H(s)=C(sl‐A)-1B (4.91)

で あ る 。 シ ステ ム に故障 が 発 生 し、 コ ンパ ー トメ ン トjか らコ ンパ ー トメ ン

トiへ の 移 行 係数(iニ0の 場合 は外 界)k.;がki」+△ と変 化 し た と

す る 。 この こ とを故 障 α 〒(j,1)∈Ecxが 大 き さ △ で発 生 した とい う 。

この と きの 伝達 関 数H(α,△;s)は,

H(α,△;s)=C(sl-A-△(i-j)J丁)-1B (4.92)

とな る 。 こ こで 、表 記法 上 の 都合 上 、 コ ンパ ー トメ ン トv∈Nと 同 じ文字 で

コ ンパ ー トメ ン トvに 対 応 す る位 置 に1を もっ 単 位 ベ ク トル を表 す 。入 出 力

組(b,c)∈B×Cに 関す るH(s)の 成分 、っ ま り入 力bか ら出力cへ

の 伝 達 関 数h、b(s)を まず 求 め る 。N。b⊂NcをN。b:={vIb今vか

っv→c}と して 、N、b=φ な らば 明 らか にh、b(s)=0で あ る 。Nan≠

φ な らば っ ぎの ような コ ンパ ー トメ ン トグ ラ フ の変 形 を考 え る。写 像 ω。b:

Nc今N,bU{0}を 、 ωcb(v)=v(v∈N。b),0(v蔓N。b)と 定 め る 。

写 像 ω 。bを 自然 に枝 集 合 に対 して も拡張 して 、 ω 。b(Gc(Nc,Ec)):=Gc(

N。bU{OLω 。b(Ec))と 定 義 す る 。 この グ ラ フ ω ・b(Gc(Nc,Ec))を 用 い

て 、行 列AのN。bに 対 応 した行 、列 か らな る小 行 列A。bと 、b,c∈

N。bよ り定 義 可能 な単 位 ベ ク トルb,cを 用 い て 、

hcb(s)=ncb(s)/dcb(s), (4.93)
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ncb(s)=CTadj(sI-Acb)b,

dcb(s)=det(sI-Acb)

(4.94)

(4.95)

と な る 。 伝 達 関 数H(α,△;s)の(b,c)成 分 、h・b(α,△;s)は 、

hcb(α,△;s)=ncb(α,△;s)/dcb(α,△;s)(4.96)

n。 、(α,△;s)=cTadj(sl-A。b-A,(i-j)j・)b(4.97)

d。b(α,△;s)=d・t(sl-A・b-4(i-j)」T)(4・98)

とな る 。 さ ら に式(4.97),(4.98)に 行 展 開 、列 展 開 を施 す こ と に よ り、

n。b(α,△;S)=n,b(S)+△n'。b(α;S)

dcb(α,△;s)=dcb(s)十 △d'cb(α;s)

n,cb(α;S)

=-sgn(」,b;i,c)det【(sI-Acb)(c{j,b},c{i,c})

十sgn(i,b;i,c)det【(sI-Acb)(c{i,b},c{i,c})

d'cb(α;s)=-jTadj(sI-Acb)(i-j)

(4.99)

(4.100)

(4.101)

(4.102)

を得 る 。 た だ し、 式(4.101)でdetは 、 正方 行 列 以 外 に対 して は不 定 とす る 。

ま た 、sgn(j,b;i,c)=0,j=bま たはi=c,(-1)gtb+i+・,」<b,

i<cま たはj>b,i>c,(-1)j+b+i+c,j<b,i>cま たはj

>b,i<cと す る 。(-1)の 指数 の 中 、お よび 不 等 式 の 中 で 、 」 等 はコ ン

パ ー トメ ン トの 番 号(整 数)で あ る。 こ こで 、H(a,△;s)は プ ロパ ーで あ

り＼d'。b(α;s)は 、degd'。b(α)<degd・bを 満 たす こ とに注 意 して

お く 。式(4.101) 、,(4.102)で 与 え られ るn',b(α;s),d'。b(α;s)は 、

故 障 α が 発 生 し た と きの伝 達 関 数 の係 数 変 位 を与 え るの で変 位 多 項 式 とよぶ
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こ とにす る。

っ ぎ に代数 的 な 故障 の 検 出可 能 条件 ・識 別 可 能 条 件 を与 え る。 この ため に、

まず 式(4.101),(4.102)で 定 義 され た変 位 多項 式n'、b(α;s),d'。b(α;

s)を 用 い て 、写 像 δH:Eck→R[s】2m「 を っ ぎの よ うに定 義 す る 。

δH(α)=[…,ncb(α;s),d'cb(α;s),…] (4.103)

する と変位多項式は 、4.2で 与 えた注意 を満 た しているので、写像 δHを

用 いて代数的な故障の検出可能条件 、識別可 能条件は、それぞれ定理4.1,定

理4.2と 同 じ形で与 えられる。っまり、

[定理4.7](検 出可能条件)仮 定4.1の もとで故障 α∈EcF、 が検出可能

であるための必要十分条件は、δH(α)≠0で ある。

[定理4.8](識 別可能条件)仮 定4.1の もとで故障 α∈ECkと 故障 β

∈Eckが 識別可能 であるための必要十分条件 は、δH(α)と δH(β)が 一

次独立であるこ とであ る。

4.4.3グ ラフ的な検出可能条件 ・識別可能条件

ここでは、故障の検出可能条件 ・識別可 能条 件をコンパ ー トメン ト間の結合

関係 を表現 したコンパ ー トメン トグ ラフの上の条件 として導 出する。

4.4.2で 与 えた代数的条件 、定理4.7,定 理4.8は 、正常時の移行係数 に依存 し

ている。しか し、式(4.101),(4.102)で 定義 され る、伝達関数の分子 多項式の

変位多項式n'。b(α;s)、 分母多項式の変位 多項式d'cb(α.;s)を 、移行

係数{k;;}を 変数 とする多項式 を係数に持 っ変数sの 多項式環 、っ まり

R[Xl[s,X={ki」}の 要素 とみなせば、定理4.7,定 理4.8が 不成立 となる
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移 行 係 数k;;は 、k;;を 変 数 とす るあ る多 項 式 の零 点 で あ る 。本 章 で は 、

そ の 多 項 式 が 零 多項 式 で な い ため の 、っ ま り定 理4.7,定 理4.8がgenericに 成

立 す る ため の コ ンパ ー トメ ン トグ ラ フ上 の 条 件 を導 出す る 。

まず 、仮 定4.1は 、genericに 成 立 して い るこ と に注意 す る 。 この こ とは 、

シ ス テ ム(A。b,b,c)は 構 造 可 制 御 か つ 構造 可 観 測 で あ る 【7】こ とか ら、移

行 係 数 を代 入 し た と き に(こ の 代入 操 作 を8x(・)で 表 して)、generic8x

(n。b)とex(d。b)は 互 い に素 とな る こ とか らわか る。 す る と定 理4.7,定 理

4.8は 、 そ れ ぞ れ 定 理4。9,定 理4.10で 表 現 され る 。

[定 理4.9](g一 検 出 可 能 条 件)故 障(i,j)∈Eckがgenericに 検

出 可 能 で あ る た めの 必 要 十 分 条 件 は 、コ ンパ ー トメ ン トグ ラ フGc上 で 節 点

iは 、Bpiか っi今cを 満 たす こ とで あ る 。

[定 理4.10](g一 識 別 可 能 条 件)故 障(i,j)∈ECkと 故障(i',j')

∈ECkがgenericに 識 別 可 能 で あ る ため の必 要 十分 条 件 は 、 コ ンパ ー トメ ン

トグ ラプGc上 で 節 点i,i'は と も にB→i,i→c,B→i',i'→

cを 溝 た し、 か っ①i≠i',ま たは ② 」→cま たは 」'→cを 満 たす こ

とで あ る 。

(注 意4.13)上 記の二条件は、ゆるい条件で あ り少ない入 力数 、観測数で

達成で きる。 たとえばコ ンパ ー トメ ン トシステムが構造可制御かっ構造可観測

の場合 には定理4.10の 条件は 自動的 に満 たされる。

定 理4.9,定 理4.10の 証 明 に は 、次 の 補 題 を用 い る 。こ こで 、 コ ンパ ー トメ ン

トグ ラ フGc(Nc,Ec)中 のM一 根 森(M⊂Nc)は 、3.3.3で 定義 され て い る

こ とに注 意 して お く。
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[補 題4.35]Aを コ ンパ ー トメ ン ト行 宛 、Gc(Nc,Ec)を その シ ス テ ム

の コ ンパ ー トメ ン トグ ラ フ とす る と き特 性 多項 式

d(s)=det(sI‐A)

=sn十 αn-1sn-1十 … 十 α0

(4.104)

の 係 数(Xkは 、 コ ンパ ー トメ ン トグ ラ フ を用 いて

ak=EWEO(4:)II(W)(4.105)

D(k)={WlヨNk⊂Nc',INkl=k,Wは 、NkU{O}一 根 森}

(4.106)

で与 え られ る。 た だ し、II(・)は 、部 分 グ ラフ 中 の枝 重 み 積 を 表 す 。

(証 明)式(4.90)よ り、

d(s)=det(sI‐A)

=det(sl十FKF+T)

=det{{IFIblockdiag{sl ,K}(IF+]T}

(4.107)

とな る。[1:F]はGc(Nc,Ec)の 接 続 行列 で あ る こ と に注意 す る 。 こ こ

で 、式(4.107)に 行列 式 に関 す るコ ーシ ー ・ビネ ーの 公 式 を 適 用 す れば 、

d(s)=ΣEs・EUdet【1:F】(Nc,,E'8)

xII(E8')det(IF+1(Nc',E8')

=ΣEs'EOII(E8')
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D={E8'CEc)IE$'1=n,[IFI(Nc',EB'),

【1:F+1(Nc',E8')は 共 に 正 則} (4.109)

とな る 。 こ こで 、[工:F1(Nc',E。')が 正則 で あ る ため の必 要 十 分 条 件 は 、

Ee'がGcの 木 で あ る こ とで あ り、[1:F+】(Nc',Ee')が 正 則 で あ る た

め の 必 要 十分 条 件 は 、Gc中 でE$の 始 点が 互 い に相異 な る こ とで あ る 。っ

ま り、Dの 内包 定 義 が 成立 す る ため の 必要 十 分 条 件 は 、E・'が0を 根 とす る

内 向 木 で あ る こ とで あ る 。従 っ てDk:={E、'∈DlIE6'∩Ec$1=k}か

らD(k)へ の全 単 射 ψ が 存 在 して 、II(E、')=n(ψ(E・'))skが 成 り

立 っ こ とを 示 せ ば 補 題4.35が 示 され た こ とにな る 。 この ため に 、E。'∈Dkに

対 して 、 ψ(E。'):=E'S∩EcG:と 定義 す る 。 ψ がDkか らD(k)へ の 写

像 で あ る こ と は明 らか で あ る 。 ψ は 全射:りW∈D(k)、WはNkU{0}一

根 森 に対 しNeか ら0へ のs枝k本 をWに 加 え たグ ラ フE8は 、E。'

∈Dk,ψ(E。')=Wを 満 たす 。 ψ は単射:E,t,Est'∈Dk,ψ(E61')

=ψ(E82')(NkU{0}一 根森)と す る 。v∈Nkか ら0へ はEsi',Es2'

で 到 達 可 能 だか らvか ら0へ のs枝 が 存 在 す る。一 方s枝 の 数 はk=Nk

だか ら、ESiとE62'のs枝 は以 上 の形 の もの だ けで あ り、 両者 は 一致 し

て い る 。 ゆ え にE$1'=E82'。rI(E。')=II(ψ(E・'))Skは 明 らか で あ る 。

(補 題4.35証 明 終)

[補 題4.36]Aを コ ンパ ー トメ ン ト行列 、Gc(Nc,Ec)を そ の シ ス テ ム

の コ ンパ ー トメ ン トグ ラ フ とす る 。b,cを 単 位ベ ク トル 、単 位ベ ク トル と

同 じ文 字b,cを 用 い て対 応 す る コ ンパ ー トメ ン トを表 す 。 この と き、多 項

式

n(s)=cTadj(sI-A)b (4.110)
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=/3n-ISn-1+…+βo

の 係 数akは 、 コ ンパ ー トメ ン トグ ラ フ を用 い て

βk=Σ し耗瓢(4:)rl(W)(4.111)

N(k)={wiヨNk⊂Nc'＼{c},INki=k,Wは 、NkU{C,0}

一根 森
,W中 でbはcを 根 と す る 内 向 木 に 含 ま れ る}(4.112)

で与 えられる。

(証 明)式(4.90)よ り 、

n(s)=cTadj(sI‐A)b(4.113)

=cTadj(sl十FKF+T)b

=(-1)b季cdet{[1:F1(Nc'＼{b}:Ec)

xblockdiag{sI,K}(IF+1(Nc'¥{c}Ec)T}

で あ る 。式(4.113)に 行 列 式 に関 す るコ ーシ ー ・ビネ ーの 公 式 を適 用 す れ ば 、

n(s)=ΣEs'EH(-1)b+cdet【1:F】(Nc,＼{b},E8')

xII(Eg')det[IF*}(Nc'¥{c},Es')(4.114)

=ΣE6・ENH(E8')

N={ES'CEclIES'1=n‐1,[IF](Nc'¥{b},ES'),.

[1:F*](Nc'＼{c},E$')は 共 に 正 則}(4.115)

とな る 。 こ こで{1:Fl(Nc'＼{b},E$')が 正 則 で あ る ため の 必 要 十 分条
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件 は 、E。'がGcの{b,0}一 二木 で あ る こ とで あ る 。 ただ し{b,0}一 二 木

とは 、枝(b,0)を 加 え た と きGcの 木 にな る部 分 グ ラ フ を い う 。 ま た、

【1:F+1(Nc'＼{c},E。')が 正則 で あ る ための 必 要 十分 条 件 は 、Gc中 で

E。'の 始 点がNc＼{c,O}に 属 して 、か つ互 い に相 異 な る こ とで あ る 。っ

ま りNの 内包 定 義 が 成 立 す る ための 必 要 十分 条 件 は 、E。'が{c,0}一 根 森

で あ り 、か っbはcを 根 とす る内 向木 に含 まれ る こ とで あ る 。従 ってNk

:={E、'∈NlIEs'∩Ecsl=k}か らN(k)へ の 全 単射 ψ が 存 在 して 、

'
II(E。')=II(ψ(E、'))skが 成 り立っ こ とを示 せ ば 補 題4.36が 示 され た こ

とに な る 。 これ は 補題4.35と 同 様 の方 法 で示 す こ とが で きる 。

(補 題4.35証 明 終)

(定 理4.9の 証 明)故 障fニ(i,j)∈ECkを 考 え る。定 理4.7よ り

genericに8H(f)≠0が 成 立 す るか を 確か め れ ば よい 。

必 要 性:節 点iは 定理 の 条 件 を満 た さな い とす る 。 どの 入 出力 組(b,

c)∈B×cに 対 して も ω,b(i)=oと な るの でfは ω 、b(Gc(Nc,Ec))

に現 れ な い 。従 っ てfの 枝重 み はA,bに 現 れな いの で 、式(4.101),(4.102)

よ り、 δH(f)=0と な る。

十 分 性:入 出力 組(b,c)∈B×cに 対 して 、b→iか っi→cと す

る 。以 下 添 字cbを 省 略 し、 ω。b(Gc(Nc,Ec))をGc(Nc,Ec)の よ うに

書 く 。Gc(Nc,Ec)に 補 題4.34を 適 用 して 、 α,-1=Σ 層D(n-t)II(W)で

あ る 。D(n-1)={{e}Ie∈ECk}で あ るか ら、GYn-1は グ ラ フ 中のk枝 重

み の 総 和 で あ る 。以 下 、枝 重 み を枝 と同 じ文 字 で表 す こ とにす る 。す る と、(

銘f)(αn-i)=1≠0と な り、genericに δH(f)≠0で あ る 。

(定 理4.9の 証 明終)

(定 理4.10の 証 明)故 障f=(i,J),f'_(i',j')∈Eckに っ い て 考
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え る 。f,f'は 共 にgenericに 検 出可 能 で あ るこ とを 仮定 して よい 。定 理4.

8よ りgenericに δH(f)と δH(f')が 一次 独 立 で あ るか を調 べ れば よ

い 。

必 要 性:i=1'か っj瀞C、j'一 伶Cと す る 。 た だ しJ夢Cは 、j

→cで な い こ とを表 す 。入 出 力組(b,c)∈BXCを 考 え る 。以 下 、添 字c

bを 省 略 し、 ω。b(Gc(Nc,Ec))を 単 にGc(Nc,Ec)等 と書 く。Gc(Nc,

Ec)中 でfとf'は 、iか ら ω(j)=ω(」')=oへ 向 か う並行 な 枝 で

あ るので 、W∈D(k),f∈Wな らば 、WU{f'}＼{f}∈D(k)、 ま たW

∈N(k),f(≡Wな らばWU{f'}＼{f}∈N(k)で あ る 。こ こでfと

f'の 役 割 をか えた命題 も成立 す る 。従 って 、 補題4.34と 補 題4.35よ り、(as

f)αk=(%f')αk,(aaf)βk=(asf)βkが 成 り立 っ の で 、genericに

δH(f)=δH(f')、 っ ま りgenericに 一 次 従 属 で あ る 。

十分 性:ま ず 、c(i):={c∈Cli→c},B(i):={b∈Blb→i}

と して 、C(i)≠C(i')ま たはB(i)≠B(i')で あ る場 合 を考 え る 。こ

の と き、あ る入 出力組(b,c)に 対 して 、bpi,i→cか っb→i',i'

→cで な い か 、 ま たはb→1'i'今cか っb→i,i今cで な い 。前

者 が 成 立 す る とすれ ば 、式(4.94),(4.95)よ り、fはn。b,d、bに 含 まれ 、

f'はn。b,d。bに 含 まれ な いの で 、 δH(f)と8H(f')はgeneric

に 一次 独 立 で あ る。後 者 が成 立 す る場 合 も同 様 で あ る 。

次 に、c(1)=c(i'),B(i)=B(i')と し て入 出 力 組(b,c)∈B(i)

×c(i)を 一 っ固定 す る と、f,f'は と も にWcb(Gc(Nc,Ec))に 含 まれ

て い る 。以 下 添 字cbを 省 略 す る。

①i≠i'の 場 合:(a)fとf'は 閉 路 を な さな い 場合 と,(b)fと

f'は 閉 路 を な す場合 に わけ る 。(a):fとf'以 外 の枝 を開 放 除 去 す る 。

D(n-1)={{f},{f'}},D(n-2)={{f,f'}}で あ るか ら、補題4.34よ り、

((asf)αn-1,(ヲ ≦f)αn_2)=(1,f'),((%f')αn_1,(%f')αn_2)
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=(1,f)と な っ て 、 δH(f)とm(f')はgenericに 一 次 独 立 で あ

る 。(b):iま た は1'の いず れ か 一方 か らは他 方 を 通 らず にcへ 到 達 可

能 で あ る 。iを 通 らず に1'→cと 仮定 す る 。そ の有 向 道 とf,f'で 作 ら

れ る部 分 グ ラ フ をGtと してbか らGtへ 至 る有 向 道 を考 え る 。そ の 有 向

道 中でbか らみ て は じめ てG1へ 達 す る部 分 道 とG1を 併せ たグ ラ フを

G2(N2,E2)と す る 。Gc(Nc,Ec)でE2以 外 の枝 を開 放 除 去 す る 。k=

n-IN21,W=E2＼{f'}と して 、N(k)={W}で あ るか ら、補 題4.34,

補 題4.35よ り、((%f)-Xn-i,(%f)Qk)=(1,II(W)/f),((%f')

αn-1,(%f')βk)=(1,0)と な るの で 、 δH(f)と δH(f')は

genericに 一 次 独 立 で あ る。

②i=i'で 」 また はj'か ら観 測 節 点へ 到 達 可 能 な場 合:(C)jを

通 ら ず にj'→iま たはj'を 通 らず に 」→iの 場 合 と、(d)(C)で な い

場 合 に分 け る 。(C):」 を通 らず にj'今iと 仮 定 して よい 。そ の有 向道

pとf,f"を 併せ てGt(N1,E1)と してE1以 外 の 枝 を 開放 除去 す る。

pはb→i,i→cだ か らGに 含 まれ て い るこ とに注意 す る 。k=n-

INiI,W=PU{f}と して 、D(k)={W}で あ る か ら 、補題4.34よ り、(

(%f)α 舮 重,(銘f)αk)=(1,II(W)/f),((aaf')GTn-1,(%f')ak)

=(1,0)と な るの で 、 δH(f)と δH(f')はgenericに 一 次 独 立 で あ

る 。(d):こ の 場 合 、j'令iか っj弔iで あ る こ とに注 意 す る 。j'を 通

らず にj→cと 仮 定 して よい 。そ の有 向 道 をpと す る 。b-》i,」'+i,

J翁iよ りp中 の 節 点 お よびj'を 通 らず にb→iで あ る 。そ の 有 向道

をP'と して 、P',P,f,f,を 併 せ てG1(Nt,Et)と してEi以 外 の枝

を 開 放 除 去 す る 。k=n-lNlI+1,W=p'U{f}Upと して 、N(k)=

{W}で あ るか ら補 題4.34,補 題4.35よ り、((髫f)α 。-1,(%f)βk)=(1,

II(W)/f),((露f')αn-i,(聚f')Qk)=(1,0)と な る の で 、 δH(f)

と δH(f')はgenericに 一 次独 立 で あ る。(定 理4.10の 証 明 終)
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4.4.4故 障診断アルゴ リズム

ここでは、前節 までの考察 に基づいて、故障発生時 に観測値か ら故障位置 を

決定するアルゴ リズムにっいて述べる。簡単 のために以 下で は一入カー出力シ

ステ ムにっいて考 える。

故障 α∈Eckが 大 きさ △ で発生 した とす る。その ときの異常時、正常時

の観測値をそれぞれyf,ynと すれば

yf(S)=H(α,△;S)U(S)

yn(S)=H(s)u(s)

(4.116)

(4.117)

と な る 。 こ こ で 式(4.93)一(4.102)よ り 、

Hta,O;s)=(n<s)十 〇n'<a;s7)/(d(s)十 〇d'(a;s))

(4.118)

H(s)=n(s)/d(s)(4.119)

とな る。従 って 、入 力uに 対 し てYtが 式(4.116)を 満 た す必 要 十 分 条件 は 、

Yf(S)-yn(s)=o(xn(a;s)u(s)‐Hd(a;s)yf(s))

Hn(α;s)=n'(α;s)/d(s)

Ha(a;s)=d'(a;s)/d<s)

(4.120)

(4.121)

(4.122)

が成 立 す る こ とで あ る 。っ ま りYt(t)-yn(t)とH・*u(t)-Ha*y

(t)(こ こ で*は 、 た たみ こみ 積 を表 す)の 波 形が 相 似 とな るこ とで あ る。以

上 の こ とか ら次 の ア ル ゴ リズ ム を得 る。
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〔ア ル ゴ リズ ム 〕コ ンパ ー トメ ン トシス テム 式(4.87),(4.88)で どの相 異 な

る二 っ の 故 障 も識 別 可能 とす る 。 この と き次の 故 障 診 断 アル ゴ リズ ムが 成 立 す

る 。

故 障 α=(i,j)∈ECkに っ いて

(ス テ ップ1)式(4.101),(4.102)よ り伝 達 関 数 の 分 子 多 項 式 、分 母 多項

式 の 変 位 多 項 式n'(α;s),d'(α;s)を 求 め 、Hn(α;s)=n'(α;s)/

d(s),Hd(α;s)亭d'(α;s)/d(s)を 構 成 す る 。

(ス テ ップ2)yf(t)‐yn(t)とHn*u(t)‐He*yf(t)が 相 似

な らば 故 障 α が 発 生 して い る 。相 似 でな けれ ば他 の 故 障 が 発 生 して い る 。

(ス テ ップ3)他 の 故障 α ∈IECkに っ い て ス テ ップ1以 降 を く り返 す 。

(ア ル ゴ リズ ム 終)

(例)図4.3で 表現 され るコ ンパ ー トメ ン トシ ス テ ムを 考 え る。定 理4.10

よ りこ の シ ス テ ム は どの 相 異な る二 っ の故 障 もg一識 別 可 能 で あ る 。正 常 時 の移

行 係 数 は 、k23=0.4,k13=0.3,ko3=1.2,k2t=0.5,k32=0.2と す る 。故

障 が 発 生 し、k32がo.2か らo.4へ と変化 し た とす る 。入 力 と して 、u(t)

=5δ(t)(δ はイ ンパ ル ス)を 加 え た と きの 故 障 時 と正 常 時 の観 測 値 差yf

-ynお よび 各枝 にっ い て の比 較 波 形 、r(t)=Hn*u(t)-Hdyf(t)を

それ ぞ れ 図4.4,図4.5に 示 す 。C[0,30】(o≦t≦30で の 連続 関数 の っ くる線

形 空 間)で の 各波 形 間 の 内 積 お よび 角度 を表4.1に 与 える 。 この 結 果 か らr32

とYf-y。 が相 似 で あ る こ とが わ か り、正 し く故 障 が 判 定 され て い る こ とが

わか る 。(例 終)

.・



図4.3例 の コ ンパ ー トメ ン トグ ラフ

図4.4故 障時 と正常時の観 測値差yf‐yn

図4.5(a)比 較 波 形r23
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図4.5(b)比 較 波 形r13

一

図4.5(C)比 較 波 形roa

図4.5(d)比 較 波 形r2i
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図4.5(e)比 較 波 形r32

表4.1各 波形間の内積 と角度

(.i,i) 篷r.;回 、 〈r;;,yf-y。 〉 〈r:i.Yf-y。 》

繧rij四 曁Yf-y。 躍

(3,2)
(3,1)
C3,0)
C1,2)
(2,3)

1.61EO
1.23EO
2.20EO
5.67EO
1.31E1

一6 .18E-2
-5 .25E-1

5.46EQ
-1 .32E1

3.61E1

一〇
.014

-0
.156

0.907

-0
.854

1.000

4.5結 言

4.2で 展 開され た伝達関数の係数変化 に基づ く故障診断法 は、4.3,4.

4で 示 したよ うに広 いクラスの線形システムー線形ダイナミカル システム ・動

的 なコンパ ー トメン トシステムー に適用することが可能 なことが明 らかにされ

た。さらにそれ らの システム内でのサブ システムの結合 関係(シ ステム講造)

に基づ いたグラフ的な故障 の検 出可能条件、識別可能条件 を導 くことによ り二

っの利点 、① 検出可能性、識別可能性がシステムの物理的な定数 に依 らずシス

テム構造 に固有の性質 として与 え られ ること、② この ことか ら試験信号の入 力

位置、観測位置の設計方法を与 えることが で きること、が挙 げ られ る。
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第5章 糸吉言侖

本 論文では、線形 システムの故障診断 問題 に対 して、理論的検討 を加 えた。

ここで 、その成果 を総括 してお く。

本論文で取 り扱 った故障診断問題は、故障の検出可能性 、識別可能性 、故障

診 断 アルゴ リズムの考察の三問題である。ここで線形 システム と しては、代数

方 程式で記述 され る定常状態 にある線形 システム、定常状態 にあるコンパ ー ト

メ ン トシステム、動的な コンパ ー トメ ン トシステム、状態 方程式で記述 され る

線 形ダ イナミカルシステムと、広範な線形 システムを対象 として いる。ここで

用 いた故障診断の手法 は、大 きくわけて二っの原理一不変性 に基づ いた故障診

断法 ・伝達関数の係数変化 に基づいた故 障診断法一 に基づ いている 。いずれの

手 法 に対 して も、 まず故障の検出可能性 、識別可能性 にっ いて考察 し、故障の

検 出可能条件 、識別可能条件を導 いた。っ ぎにシステム内のサブ システムの結

合関係(こ れ をシステム構造 とよんだ)を 表現す るグ ラフを用 いて、この 代数

的な 条件 を等価なグ ラフ条件 に置 き換 えた。

不 変性 の原理 に基づいた故障診断法は 、第2章 ・第3章 で考察 された。代数

的な 識別可能条件 は、第2章 で定義 され た故障観測部分空間の次元 を用 いて表

現 され た。この代数的な条件 に基づいて 、第2章 では、システムの観測値か ら

システム に発生 している故障 を決定す る故障診断 アルゴ リズ ムを提案 した。こ

の ときに識別可能条件は、このアルゴリズムの実行可能性 と、診 断結果の正 当

性 を保証す るので 、必須的なものである。第3章 では、第2章 の不変性 に基づ

いた故障 診断の原理 を三っの線形システ ムの クラスー 代数方程式 で記述 され る

定常 状態 にあ る線形 システム、定常状態 にあ るコ ンパ ー トメ ン トシステム、状

態方 程式で記述 される線形ダ イナミカル システムー に適用 した。この適用 によ

り、第2章 の故障診断法は十分 に広 いクラスに適用 で きるこ とが わか る。さ ら

にも う一っの重要 な点は、この適用 に当って、システム内のサブ システムの結
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合関係(シ ステム構造)を 表現す るグラフを用 いて、代数的な識別可能条件が

グラフ的な条件へ置 き換 えられ ることであ る。このグラフ的な条 件を導 く利 点

としては、①検出可能性 、識別可能性がシ ステムの物理的な定数に依 らずシス

テム構造に固有の性質 として与 えられ ること、② このことか ら観測位置の設計

方法 を与えるこ とが で きること、③故障診断アルゴ リズムを実行す るにあ たっ

て、グラフ理論で既 に得 られているアルゴ リズ ムを有効 に利用で きること、が

挙げ られる。

伝達関数の係数変化に基づいた故障 診断法は 、第4章 で考察 され た。まず故

障診断の原理 と代数的な故障診断条件が導 かれ た。この故障診断の原理 を二っ

の線形 システムの クラスー状態方程式で記述 され る線形ダ イナミカルシステム、

動的なコ ンパ ー トメン トシステムー に適用 した。不変性 の原理 に基づいた故障

診断法の場合 と同 じ く、システム構造 を表現 するグラフを用 いて、代数的な識

剥可能条件がグ ラフ的な条件へ置 き換 えられ た。第3章 と同様 、グラフ的な故

障の検出可能条件、識別可能条件 を導 くことにより二 っの利点 、① 検出可能性 、

識別可能性がシステムの物理的な定数 に依 らずシステム構造 に固有 の性質 とし

て与 えられ ること、② この ことか ら試験 信号の入力位置 、観測位置の設計方法

を与 えることが で きること、が挙げ られる 。
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