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Introduction

L'etude du probleme du balayage est un objet principal de la theorie
du potentiel. Au debut, ce probleme s'est pose de la maniere suivante:
etant donnes une distribution positive μ dans Rn et un ensemble compact
K dans Rn, existe-t-il une distribution positive μ (une mesure balayee)
portee par K dont le potentiel

est egal an potentiel de μ sur K et Test au plus partout dans tout
Γespace Rn?

On a resolu ce probleme affirmativement a Γexception des points
d'un sous-ensemble de capacite nulle sur K et Γetude depuis lors s'est
developpe pour la direction suivante. Soient Ω un espace localement
compact et G(x, y) une fonction numerique definie sur ΩxΩ. Alors,
dans queues conditions imposees sur G(xy y) peut-on obtenir le resultat
analogue au cas classique en considerant des potentiels pris par rapport
au noyau G(x, y) au lieu du noyau newtonien \x—y\2~n? Quelques ma-
thematiciens franςais et japonais ont etudie des problemes de cette
nature et ont montre qu'il est en relation profonde avec le principe de
domination qui caracterise un noyau G(x, y). En definissant une certaine
quantite (par example, la variation de Gauss ou de Ninomiya [8]) sur
une famille des mesures positives portees par un ensemble compact
donne, on peut montrer que s'il existe une mesure extremale minimisant
la quantite et si un noyau G(x, y) satisfait au principe de domination,
cette mesure extremale est une mesure balayee. D'une maniere com-
parativement facile, on peut demontrer Γexistence d'une mesure extremale
en vertu du theoreme du choix donne par F. Riesz. Mais il n'est pas facile
de montrer Γexistence d'une mesure balayee lorsque K est un ensemble
non compact, meme s'il est ferme.
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Ce present travail est consacre au probleme du balayage general
pour un ensemble quelconque. Dans son travail bien connu [3], H.
Cartan a traite le meme probleme pour le potentiel newtonien. II y
a clairement developpe la theorie du balayage des distributions positives
pour un ensemble quelconque, en signalant que le potentiel newtonien
engendre par une mesure positive est surharmonique et en s'appuyant
sur le fait que Γensemble des mesures positives d'energie finie est com-
plet pour la norme-energie. Plus generalement, dans ce present travail,
nous considerons des potentiels pris par rapport au noyau positif,
symetrique ou non, defini sur un espace localement compact separe Ω.
En ajoutant d'autre condition en cas de besoin, nous allons etudier le
balayage d'une mesure positive pour un ensemble quelconque dans la
condition qu'un noyau satisfasse au principe de domination, qui est
indispensable dans le balayage.

Dans le premier paragraphe, nous envisagerons des potentiels pris
par rapport a un noyau positif et non-symetrique. Quand le noyau
satisfait au principe de domination dilate de quelque type, nous definirons
la mesure balayee interieurement (resp. exterieurement) relative a un
ensemble quelconque. Dans le second paragraphe, nous considererons
des potentiels pris par rapport a un noyau positif et symetrique.
D'abord, nous etudierons, plus precisement que dans le premier para-
graphe, le balayage interieur (resp. exterieur) d'une mesure positive pour
un ensemble quelconque. Ensuite, nous introduirons la μ-capacite
interieure (resp. exterieure) qui est definie au moyen de Γenergie de la
mesure balayee interieurement (resp. exterieurement). Quant aux μ-
capacites, nous etudierons la capacitabilite qui entraine la balayabilite
relative a tout ensemble if-analytique. On dit qu'un noyau est balayable
relativement a un ensemble A, si deux potentiels engandres par les
mesures balayees interieurement et exterieurement pour Γensemble A
s'identifient dans tout Γespace sauf sur un ensemble de mesure nulle pour
toute mesure positive d'energie finie. Dans le troisieme paragraphe,
nous traiterons le balayage pour un ensemble ferme (non compact) et
la balayabilite du noyau d'ordre a et du noyau greenien relatif a tout
ensemble analytique. Enfin, comme une application de ce qui precede,
on donnerons une condition suffisante pour que Γespace des mesures
positives d'energie finie soit complet pour la norme-energie.

1. Balayage interieur et exterieur

Soit Ω un espace localement compact separe tel qu'il soit σ-compact
et admette une base denombrable. Par un noyau sur Ω on comprend une
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application semi-continue inferieurement G(x, y) de ΩxΩ dans (0, +00].
Le noyau G defini par ά(x, y) = G(y, x) s'appelle le noyau adjoint de G.
Le potentiel Gμ(x) et le potentiel adjoint Gμ(x) d'une mesure μ (au sens
de Radon) sont definis par

et
Gμ{x)=ψ{xyy)dμ{y)

respectivement. La G-energie de μ est definie par \Gμ(x)dμ(x). Bien
entendu, la G-energie et la G-energie de μ s'identifient. Nous designons
par Co Γensemble des fonctions numeriques continues sur Ω a support
compact, par M Γensemble des mesures de Radon reelles sur Ω, par E
Γensemble des mesures de G-energie finie, par Co, M et E les sous-
ensembles de Co, M et E constitues par des elements positifs. Etant
donne un sous-ensemble quelconque Ay on designe par EA Γensemble
des mesures μ de E dont le support Sμ est contenu dans A. L'espace
M etant un espace des formes lineaires sur Γespace vectoriel Co, on
peut considerer sur M la topologie de la convergence simple dans Co,
que nous appellerons la topologie vague sur M. Le lemme suivant
relatif a la topologie vague est tres important.

Lemme. 1. Tout ensemble borne dans M est relativement compact pour
la topologie vague.

Nous mentionnons ici quelques principes importants.

PRINCIPE DE CONTINUITE : Pour toute mesure positive μ a support
compact Sμy le fait que la restriction de Gμ{x) a Sμ soit finie et con-
tinue entraine que Gμ{x) soit fini et continu dans Ω.

Soient u(x)>0 une fonction finie et semi-continue superierement ou
une fonction semi-continue inferieurement et v(x)>0 une fonction quel-
conque telle que u(x)^υ(x)^ + oo dans Ω.

PRINCIPE DU BALAYAGE RELATIF A {U, υ): Etant donne un ensemble
compact K, il existe une mesure positive μ portee par K telle que

Gμ(x)*zu(x) sauf sur un ensemble de mesure nulle pour toute
mesure X^EK,

Gμ{x)^υ{x) dans tout Γespace Ω.

PRINCIPE DE DOMINATION RELATIVE A (M, V) : Soit μ une mesure posi-
tive d'energie finie a support compact. Si on a
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Gμ{x)^u{x) sur Sμ,

on a

Gμ{x)^v{x) dans tout Γespace Ω.

M. Kishi [7] a obtenu le theoreme suivant,

Thέoreme A. Si G et G satis font au principe de continuite, pour que
G satisfasse au principe du balayage relatif a {uy v), il faut et il suffit
que G satis fasse au principe de domination relative a (u, v).

Nous allons demontrer un theoreme plus general. Pour cela, nous
preparons le lemme suivant.

Lemme 2 {Brelot et Choquet). Soit G un noyan adjoint satisfaisant
au principe de continuite. Si une suite de mesures positives {μn} portέes
par un ensemble compact converge vaguement vers une mesure positive μy

on a partout

Gμ(x) ^ lim Gμn (x)

et Γegalite a lieu sauf sur un ensemble de mesure nulle pour toute mesure

Thέoreme 1. Supposons que G et G satisfassent au principe de con-
tinuite. Pour que G satis fasse au principe de domination relative a (u, v)y

il faut et il suffit que, etant donne un ensemble quelconque relativement
compact A, il existe au moins une mesure positive μ*A (resp. μe

A) portέe par
A {resp. fl O, oύ O parcourt la famille des ensembles ouverts contenant A)

OZ)Λ

telle que

GμA(x)^u(x) sauf sur un ensemble de mesure nulle pour toute
mesure λ G ^ ,

GμA{x)^v{x) dans tout Γespace Ω
{resp. GμA{x)^u{x) sauf sur un ensemble de mesure nulle pour toute

mesure X G Π EO,
OZ)A

GμA{x)^v{x) dans tout Γespace fl).

Demonstration. Si Γon considere le cas oύ A est compact, d'apres
le theoreme A, cette condition est suffisante. Nous montrerons que la
condition est necessaire. Supposons que G satisfasse au principe de
domination relative a {uy v). Nous considerons Γensemble

Jί{A)= {K; compact et KcA)
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qui est une famille ίiltrante croissante υ relativement a c . Pour tout
Ke JC(A), d'apres le theoreme Ay il existe une mesure positive μκ portee
par K telle que

Gμκ(x)^u(x) sauf sur un ensemble de mesure nulle pour
(1) toute mesure \^EK,

Gμκ(x)^υ{x) dans tout Γespace Ω.

La masse totale de toute mesure μκ est uniformement bornee, parce
que toute mesure μκ est portee par A et le noyau G est strictement
positif. Par suite, selon le lemme 1, Γensemble H={μκ', K(=J((A)} est
relativement compact pour la topologie vague. Posons

Fκ = W ; K'Z)K et K'

et

ΞF est une base du filtre sur H et Γintersection d'une sous-famille finie
quelconque de £F n'est pas vide. Alors il existe une mesure positive μA

dans Γintersection f| Fκ oύ Fκ designe Γadherance de Fκ pour la

topologie vague. Bien entendu, le support Sμι

A est contenu dans A.
Designons par ^ Γensemble des voisinages V de μA et par HJ Γensemble

{U; U= (V, K\ VξΞ(y et

Pour tout U=(V,K) et U' = (V, K% nous definissons U<U' si Vz>V
et KdK\ °U constitue une famille ίiltrante croissante relativement a
<. Pour tout U=(V, K), on choisit une mesure positive μυ dans VΓϊFκ

et alors il existe un ensemble compact K' tel que μυ=μκ' et
Soit

JC'(A)= {K'; K'ΪΞJC(A) et μκ>= μυ pour tout U

JC(A) est une sous-famille filtrante croissante de JC(A) telle que, pour
tout K^JC(A), il existe un ensemble K'^JC'(A) qui contient K. Posons

et A"i

et

$'={FK'; K'ΪΞJC(A)} .

1) Une famille d'ensembles ΞFp (oύ p parcourt un ensemble d'indices I absolument quel-
conque) est dite filtrante croissante si, quels que soient les indices p et q dans I, il existe
dans I un indice r tel que ΞFrZ)S?p et ΞFrΌζFq. Definition analogue pour une famile filtrante
decroissante, le signe Ό etant remplace par c .
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£F est une base de filtre telle que lim^/r
/ = ̂  L'espace Ω etant o—

compact et admettant une base denombrable, le filtre des voisinages
vagues de toute mesure de Γespace M possede une base denombrable.
Par suite il existe une base denombrable 3"={FW) de SF. Si Γon
choisit, pour tout n, une mesure μCW) dans Fcn\ il existe un ensemble
compact K"^<K'(A) tel que μw = μκ". Cette mesure sera notee simple-
ment μ^l. La suite de mesures {μ^h) possede la propriete suivante,

lim μ%, = μA
n->oo

et
\}K"= U * ' ( = U

JC(A)K' JC{A)

En substituant μ$, a μκ dans (1) et puis en tendant n vers Γinfini, grace
au lemme 2, on a

Gμ*A(x)^u(x) sauf sur un ensemble de mesure nulle pour
toute mesure X^EA)

GμA(x)^v(x) dans tout Γespace Ω.

Ensuite, nous considerons les ensembles

O(A)= {O; ouvert et OZDA} ,

et

O\A)= {O'\ relativement compact et OΈ(?(il)}

qui sont deux families filtrantes decroissantes relativement a D et
Π 0= Π O'. Pour tout O'^O'(A), d'apres ce qui precede, il

O(A)Ξ5θ O'(A)ΞΪO

existe une mesure positive μo, portee par O' telle que

Gμf

o,(x)^u(x) sauf sur un ensemble de mesure nulle pour
(2) toute mesure λE£ o /,

Gμcy(x)^υ(x) dans tout Γespace Ω.

La mass totale de toute mesure μ\y est uniformement bornee et, par
suite, Γensemble H'= {μ^ O'^O\A)} est relativement compact. Posons

Fo= {μfy; O'IDO et σς=O'(A)}

et

A

EF est une base du filtre sur H' et Γintersection d'une sous-famille finie
quelconque de 3 n'est pas vide. Alors il existe une mesure positive
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μA dans Γintersection f] Fo. Analoguement au cas precedent, on
C>'(A)Έ5θ

peut montrer que cette mesure μA possede la propriete cherchee.

Nous ajoutons de plus deux principes.
Soit N{x, y) un autre noyau sur Ω.

PRINCIPE DE DOMINATION RELATIVE A N : Soient μ une mesure positive
d'energie ίinie a support compact et v une mesure positive quelconque.
Si on a

on a la mέme inegalite dans tout Γespace Ω.

PRINCIPE DU MAXIMUM ^-DILATE (&^1): Soit λ une mesure positive
a support compact. Si on a

sur Sλ,

on a

G\{x)^k dans tout Γespace Ω.

Nous avons deux corollaires du theoreme 1.

Corollaire 1. Supposons que G et G satis}'assent au principe de con-
tinuite. Pour que G satisfasse au principe de domination relative a N,
il faut et il suffit que, etant donnes un ensemble relativement compact A
et une mesure positive μ telle que Nμ(x)^βoo dans Ω, on peut associer ά
μ une mesure positive μA (resp. μA) portee par A (resp. f) O) telle que

GμA{x) = Nμ(x) sauf sur un ensemble de mesure nulle pour
toute mesure X^EA9

GμA(x) ^ Nμ(x) dans tout Γespace Ω
{resp. Gμe

A{x) = Nμ{x) sauf sur un ensemble de mesure nulle pour
toute mesure λG

)
GμA{x) ^ Nμ(x) dans tout Γespace Ω).

En efϊet, en posant u(x) = v(x) = Nμ(x), ce corollaire resulte du
theoreme 1.

Corollaire 2. Supposons que G et G satis/assent au principe de con-
tinuitέ. Pour que G satisfasse au principe du maximum k-dilatέ, il fant
et il suffit que, etant donne un ensemble quelconque relativement compact
A, il existe une mesure positive XA {resp. \A) portee par A {resp. [\ O)

O< A)^O

telle que
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G\A(x) ^ 1 sauf sur un ensemble de mesure nulle pour toute
mesure \^EA,

G\A(x) ^ k dans tout Γespace Ω
(resp. Gxe

A(x) ^ 1 sauf sur un ensemble de mesure nulle pour toute
mesure λG Γ| Eo,

O(A)Ξ3θ
Gxe

A(x) ^ k dans tout Γespace Ω).

En effet, en posant u(x) = l et v(x)=k dans le theoreme 1, nous
avons immediatement ce corollaire.

Definition. Nous appelons μA (resp. μA) dans le corollaire 1 la me-
sure balayee interieurement (resp. extέrieurement) relative a N de μ
pour A. En particulier, dans le cas oύ N=G9 on dit μA (resp. μA) la
mesure balayee interieurement (resp. exterieurement) de μ pour A.

Ensuite, nous allons traiter le mέme probleme dans le cas oύ un
ensemble A n'est pas relativement campact. Pour cela, nous preparons
un principe et deux lemmes.

PRINCIPE DE DOMINATION: Soient μ une mesure positive d'energie
finie a support compact et v une mesure positive quelconque. Si on a

Gμ(x)^Gv(x) sur Sμ,

on a la m£me inegalite dans tout Γespace Ω.

Lemme 3. Supposons que tous deux G et 0 satisfassent au principe
de continuite9 G au principe de domination et 0 au principe du maximum
k-dilate. Si μA (resp. μβ

A) est une mesure balayee interieurement (resp.
extέrieuremenf) de μ pour A, on a

(resp.

En effet, pour tout ensemble compact K dans A, d'apres le corol-
laire 1, on peut associer a μ une mesure positive μκ portee par K telle
que

Gμκ(x) = Gμ(x) sauf sur un ensemble de mesure nulle pour
toute mesure \&EK>

Gμκ(x) ^ Gμ(x) dans tout Γespace Ω.

Ici, la mesure μκ est limite vague d'une suite de mesures positives
d'energie finie {μn} portee par K telle que Gμn(x)^Gμ(x) dans Ω (cf.,
[7], p. 175). Selon le corollaire 2, il existe, pour tout K9 une mesure
positive λ^ portee par K telle que
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sauf sur un ensemble de mesure nulle pour toute
mesure X^EK,

&Xκ(x)ίίk dans tout Γespace Ω.

Alors on a, pour tout nombre n,

^ ψxl

κdμ{x) ^ kμ(Ω) .

Par suite, on a

μκ(P) = lim μΛ(Ω) ̂  kμ(fl) .

En signalant que μι

κ est limite vague d'une certaine famille {μκ}> on a

En vertu du resultat ci-dessus et du fait que μe

A est limite vague d'une
famille {μo)> on a immediatement

Lemme 4. Supposons que G satisfasse au principe de continuite et a
la condition (*): pour tout ensemble compact K et pour tout nombre B>0,
il existe un ensemble compact K2 tel que

G(x, y)<£ sur Kx(ίl-Kt).

Si une suite de mesures positives {μn} de masse totale uniformέment bornέe
converge vaguement vers une mesure μ, on a partout

et Γegalitέ a lieu sauf sur un ensemble de mesure nulle pour toute mesure

En effet, soit ω un point a Γinfini et Cω Γespace des fonctions con-
tinues dans Ω qui tendent vers 0 lorsque x tend vers ω. L'espace Cω

s'identifie avec Γadherence de Co relative a la topologie de la conver-
gence uniforme. Cela etant, toute mesure bornee sur Ω se prolonge
d'une seule maniere par continuite a Cω. Par suite, on a

lim \gdμn = \gdμ pour toute
«->oo J J

II est bien connu que, si une suite de mesures positives {μn} converge
vaguement vers une mesure μ} on a partout
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Posons

et supposons qu'il existe une mesure v^E telle que v(e)>0 et SvCie.
D'apres le principe de continuite et le theoreme de Lusin, il existe une
mesure v' a support compact telle que όv'{x) soit fini et continu dans
Ω et Ϊ/(Ω)>0. GrSce a la condition (*), le potentiel Gv'(x) appartient a
la famille Cω et done on a

Gμdv'< lim [Gμndv' = lim [όι/dμn = [άv'dμ =

ce qui est evidemment contradictoire.

Th6oreme 2. Supposons que G et G satis/assent au principe de con-
tinuitέ, G a la condition (*) et G aux principes de domination et du
maximum k-dilate. Etant donnes une mesure positive μ telle que Gμ(x)
ΐ + oo et un ensemble quelconque non-relatiυement compact A, on pent
toujours associer a μ au moins une mesure positive μ*A (resp. μβ

A) portέe
par A {resp. f] O) telle que

O(A)=>O

GμA(x) = Gμ(x) sauf sur un ensemble de mesure nulle pour
toute mesure \^EA>

GμA{x) ^ Gμ(x) dans tout Γespace Ω
(resp. GμA(x) = Gμ(x) sauf sur un ensemble de mesure nulle pour

toute mesure λG [\ Eo>
O(A)=)O

Gμe

A(x)^Gμ(x) dans tout Γespace Ω).

Demonstration. II suffit de le prouver lorsqu'un ensemble ferme A
porte au moins une mesure positive d'energie finie. Nous representons
Γespace Ω comme

Ω=\JKn9 KndKn+19
«=o

oύ Kn est un ensemble compact et Ko designe la partie vide. Posons

Alors An est relativement compact et croissant avec n. Par suite, selon
le theoreme 1, il existe, pour tout n7 une mesure positive μAn portee
par A telle que
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Gμ*An(x) = Gμ(x) sauf sur un ensemble de mesure nulle pour
(3) toute mesure λ e EAn,

dans tout Γespace Ω.

D'apres le lemme 3, on a

Supposons d'abord qu'une mesure positive donnee μ soit a support com-
pact. Alors il existe une mesure positive μA portee par A qui est limite
vague d'une suite partielle {μAJ\ de ivAn)- En tendant n = n' vers
Γinfini dans (3), grSce au lemme 4, on a

GμA{x) = Gμ(x) sauf sur un ensemble de mesure nulle pour
toute mesure λ G ί A ,

GμA(x)^Gμ(x) dans tout Γespace Ω.

Ensuite, supposons qu'une mesure positive donnee μ soit a support non
compact. Soit μ™ la restriction de μ a Kn—Kn.x, En vertu de ce qui
precede, on peut associer a μ^ une mesure positive(μCΛ:% portee par
A telle que

G(μcn>YA(x) = Gμcn\x) sauf sur un ensemble de mesure nulle
(4) pour toute mesure λ E ^ ,

G(μcn%(x) ^ Gμcn\x) dans tout Γespace Ω.

On peut demontrer que la famille de mesures {^ΣWΎA}* rn=l,2,3, •••

est vaguement bornee. En effet, soit (JI^YA l a restriction de (μ^)A a
un ensemble compact KaΩ. On a partout

g g i(*) ^ g G/*«(JΓ)

Par Γhypothese, il existe au moins un point x0 telle que

Gμ(*0)< + oo .

En consequence, on a

G( Σ M?%)(*o) ̂  Gμ(*o)< + oo .

On en conclut

pour tout entier m et pour tout ensemble compact ϋΓcΩ, parce que le
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noyau considere est strictement positif. Alors en vertu du lemme 1,

on peut extraire une suite partielle { JJ (JIW)AI de { Σ WΎA} Qui con-
« 1 n l

verge vaguement vers une mesure positive μA portee par A. Cette
mesure μA possede les proprietes suivantes,

GμA{x) = Gμ(x) sauf sur un ensemble de mesure nulle pour
toute mesure λ G £ Λ ,

GμA(x)^Gμ(x) dans tout Γespace Ω.

Analoguement a ce qui precede, on peut demontrer Γexistence d'une
mesure positive μA qui possede la propriete cherchee.

Remarque. Si G est continu en x et y pour x^y, le noyau G
satisfaisant au principe de domination ou du maximum ^-dilate satis-
fait au principe de continuite.

2. Relations entre GμA(x) et GμA

On appelle G(x9 y) un noyau symetrique sur Ω si une application
G(x9 y) est positive, symetrique (G=0) et continue en x et y dans Ω,
qui peut etre +00 en x=y. Desormais, nous allons considerer des
potentiels pris par rapport a un noyau symetrique G sur Ω. L'energie
mutuelle des mesures μ et v sur Ω est definie par

(μ9v)= fcμ(x)dp(x).

Evidemment on a (μ9 v) = (v9 μ) et lorsque v—μ9 on obtient Γenergie
d'une mesure μ

Un noyau G est dit de type positif si (σ, σ)^0 pour toute mesure telle
que Γintegrale double (σ, σ) soit bien definie. Un noyau G est dit satis-
faire au principe d'energie si le noyau G est de type positif et (σ, σ)=0
n'a lieu qu'au cas oύ σ = 0 . Si G est de type positif, le produit scalaire
(μ, v) et la semi-norme | |μ| | = \/(μ> μ) definissent sur E une structure
prehilbertienne. Dans ce cas, la topologie sur E definie par la pseudo-
distance ||A* —I'll s'appelle la topologie forte. Nous enumerons ici quel-
ques resultats relatifs aux potentiels pris par rapport a un noyau
symetrique.

Thέoreme B. Si un noyau G satisfait au principe de domination, il
satisfait au principe de continuite et il est de type positif ([8], p. 160
au p. 157).
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Un noyau de type positif G est dit /f-consistant par B. Fuglede
([6], p. 186) s'il satisfait a la condition suivante: Si un filtre de Cauchy
pour la structure uniforme forte sur Eκ converge vaguement vers une
mesure μ^Ey alors ce filtre converge fortement vers μ.

Thόoreme C. Si un noyau G de type positif satisfait au principe de
continuitέy le noyau G est K-consistant et Eκ est fortement complet ([6],
p. 187).

G etant de type positif, nous noterons EA Γadherence forte de
Γensemble des mesures d'energie finie portees par un ensemble quel-
conque A. On peut considerer EA comme Γadherence forte de
EA= U Eκ. D'autre part, nous noterons Ee

A Γintersection des
J(.{A)ΞSK

ensembles EQ relatifs aux ensembles ouverts O contenant A. Par defini-
tion, on conclut que EAdEβ

Ay EAaEj

B et Ee

AczE% pour AaB et E'ό = Ee

o

pour tout ensemble ouvert O. Alors nous avons un corollaire du
theoreme C.

Corollaire. Supposons que G satisfasse au principe de continuite et
soit de type positif. Pour tout ensemble quelconque relatiυement compact
Ay tous deux EA et Ee

A sont fortement complet.

En effet, EA est complet, puisque, d'apres le theoreme C, EA est
complet et EA est un sous-ensemble ferme contenu dans EA. De plus,
EA est complet, parce qu'il existe un ensemble ouvert 0 ( 3 A) qui est
relativement compact, et Γespace complet EQ contient Γensemble ferme
EA.

Dans ce paragraphe, nous etudierons d'abord, plus precisement que
dans le premier paragraphe, le balayage interieur (resp. exterieur) d'une
mesure positive pour un ensemble quelconque et ensuite les relations
entre GμA(x) et Gμe

A(x).

Lemme 5. Supposons que G satisfasse au principe de domination.
Etant donnes une mesure positive μ<=E et un ensemble quelconque relative-
ment compact A, ίl existe au moins une mesure positive μA {resp. μe

A)
portee par A {resp. Π O) telle que

O(A~)O

GμA{x) = Gμ{x) sauf sur un ensemble de mesure nulle pour
toute mesure X<=EA,

GμA{x) ^ Gμ{x) dans tout Γespace Ω,

\GμAdv= \GμdvA pour toute mesure
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(resp. Gμe

A(x) = Gμ{x) sauf sur un ensemble de mesure nulle pour
toute mesure X^Ee

A>

Gμe

A(x) ^ Gμ(x) dans tout Γespace Ω,

\GμAdv= \Gμdve

A pour toute mesure v^E).

En effet, en posant N=G dans le corollaire 1 du theoreme 1, il
existe au moins une mesure positive μA^E portee par A telle que

GμA(x) = Gμ(x) sauf sur un ensemble de mesure nulle pour
toute mesure X^EA,

GμA(x) ^ Gμ(x) dans tout Γespace Ω.

Prenons une mesure quelconque X^EA. II existe une suite {λw} dans
EA telle que lim ||λM—λ|| = 0. En consequence, on a

ce qui montre

GμA(x) = Gμ(x) sauf sur un ensemble de mesure nulle pour
toute mesure ^

D'autre part, d'apres les theoremes B et C et le corollaire, pour toute
mesure μ&E, μA appartient a EA et done on a

Adv= ^GvAdμA = \GμAdvA= ψμdv\

pour toute mesίire v^E. Le raisonnement analogue pour μe

A.

Lemme 6. Si G satisfait au principe de domination et μ et v sont
deux mesures de E telles que

Gμ(x) ^ Gv(x)

sauf sur un ensemble de mesure nulle pour toute mesure X G £ , on a

GμA(x) ^ GvιAx) et Gμ%(x) tί Gv*A(x)

sauf sur un ensemble de mesure nulle pour toute mesure

En effet, d'apres le lemme 5, on a
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GμA(x) ^ GvA(x) sauf sur un ensemble de mesure nulle pour
toute mesure X E £ ^ .

Posons
e = {#GΞΩ GμA(x)-GvA(x)>0}

et supposons que Γensemble e porte une mesure positive <r££ et SσCie.
On a alors

0<\(GμA-GvA)d<τ = fcμU-GvlddσteO,

ce qui est evidemment contradictoire. De la meme maniere, on a

GμA(x)^Gvc

A{x)

sauf sur un ensemble de mesure nulle pour toute mesure λ e £ .

Thέoreme 3. Supposons que G satisfasse au principe de domination.
Etant donnέs un ensemble quelconque relatiυement compact A et une
mesure positive μ telle que Gμ(x) E£ + oo dans Ω, on peut associer a μ au
moins une mesure positive μA (resp. μe

A) portee par A (resp. f| O)
O(A)θ

telle que

GμA(x) = Gμ(x) sauf sur un ensemble de mesure nulle pour
toute mesure λ e E ^ ,

GμA{x) S Gμ(x) dans tout Γespace Ω,

\GμAdv= \GμdvA pour toute mesure v^E.

(resp. GμΛ(x) = Gμ(x) sauf sur un ensemble de mesure nulle pour
toute mesure λ £ £ ^ ,

Gμe

A(x) ^ Gμ(x) dans tout Γespace Ω,

\GμAdv= \Gμdve

A pour toute mesure V<E.E).

Demonstration. Soit K un ensemble compact contenant Γensemble
Γ) O, par suite, Γensemble A G etant un noyau symetrique, on

peut montrer, de la meme faςon que dans la demonstration du theoreme
5 de Ninomiya ([8], p. 165), Γexistence d'une mesure balayee μ portee
par K telle que

Gμ(x) = Gμ(x) sauf sur un ensemble de mesure nulle pour
toute mesure X^EKy

Gμ\x) ^ Gμ{x) dans tout Γespace Ω.

Ici, la mesure μ est limite vague d'une suite de mesures positives
d'energie finie {μp} portees par K telle que

Gμp(x) f Gμ'(X)



232 S. OGAWA

sauf sur un ensemble de mesure nulle pour toute mesure λeJE. D'apres
le lemme 5, on peut associer a toute μp une mesure positive (μpYA

portee par A telle que

G(μpYA(x) = Gμp(x) sauf sur un ensemble de mesure nulle
. . pour toute mesure
^ ' G(μp)A(x)^Gμp(x) dans tout Γespace Ω,

\G(μp)Adv= \GμpdvA pour toute mesure

D'autre part, on a grace au lemme 6

G(μp)A(x) t

sauf sur un ensemble de mesure nulle pour toute mesure X<=E et la
masse totale de toute mesure (μp)A est uniformement bornee. Par suite,
selon le lemme 1, on peut extraire une suite partielle {{μy)A} de {{μp)A}
qui converge vaguement vers une mesure positive μA. En tendant
p=pf vers Γinfini dans (5), on a, en vertu du lemme 2 et du theoreme B,

GμA{x) = Gμ(x) sauf sur un ensemble de mesure nulle
pour toute mesure ^

GμA(x) ^ Gμ(x) dans tout Γespace Ω,

\Gμ*Adv= \GμdvA pourtoute mesure

De nouveau, d'apres le lemme 5, on peut associer a toute μ / une me-
sure positive (μ')Ά portee par f| O telle que

p
 OCA) GO

G(μp')Ά(x) = Gμ{x) sauf sur un ensemble de mesure nulle
pour toute mesure

G(μp')
e

A(x) ^ Gμ(x) dans tout Γespace Ω,

\G(μp')
β

Adv = \Gμp'dve

A pour toute mesure v<

En considerant desormais analoguement a ce qui precede, on peut
demontrer Γexistence d'une mesure positive μe

A qui possede la propriete
cherchee.

Lemme 7. Supposons que G satisfasse au principe de domination.
Etant donnes une mesure μ^E et deux ensembles quelconques relativement
compacts A et B tels que AczB, on a

GμA(x) ^ Gμ&x), GμA(x) <Z GμA(x) et GμA(x) ^ Gμ%(x)

sauf sur un ensemble de mesure nulle pour toute mesure \ G £ .

En effet, posons
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et suppose ns qu'il existe une mesure positive σ^E portee par e. On
a alors

0 < faμ^-Gμ&dσ =

ce qui est evidement contradictoire. En se procedant analoguement, on
peut prouver les autres inegalites.

Corollaire. Dans la condition du lemme 7, on a

En effet, en vertu du lemme 7, on a

De la meme faςon, on peut prouver les autres inegralites.

Lemme 8. Supposons que G satisfasse au principe de continuite.
Etant donnee une mesure positive d'energie finie μ a support non com-
pact, il existe une suite de mesures positives {μn} convergeant vaguement
vers μ dont le support Sμn contenu dans le support Sμ est compact et dont
le potentiel Gμn(x) est fini et continu dans Ω et Gμn(x) \ Gμ(x) dans Ω.

En effet, on peut representer Γespace Ω comme

s ι = \ ] κ n , κn^κnλλ«=o

oύ Kn est un ensemble compact et K0 designe la partie vide. Posons

Alors Fn est compact et croissant. Gμ(x) etant /^-mesurable, il existe
un ensemble compact F™c:Fn, tel que μ(Fn-Fn}<ljm pour tout
nombre entier m et n>0, et que la restriction de Gμ(x) a F™ soit
continue. On peut supposer que, pour n fixe, F?cFJ"fl, m = l, 2, •••
et pour m fixe, F%(^F™+1, n = l,2,--. Soit μ% la restriction de μ a F%.
Selon le principe de continuite, Gμ™(x) est fini et continu dans Ω. En
particulier, nous allons consider er la suite {μ£}, n = l, 2, et de nouveau
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le poser simplement {μn}> n = l,2,-~. {Gμn(x}} est croissante et
Gμn(x)^Gμ(x} dans Ω, parce que {F%} est aussi croissante et μn est
la restriction de μ a F£. Pour toute fonction /eC0, il existe un
nombre entier j!V tel que KNiDSf et on a

pour0 ^ (/rfμ- (/#μ« = f nfdμ<M/n
J J JFn-Fn

oύ M designe le maximum de /(#)• Alors {μn} converge vaguement
vers μ et done

\\rnG μn(x) ^Gμ(x) dans tout Γespace Ω.
»->oo

En consequence, on a

Gμn(x) f Gμ(#) dans tout Γespace Ω.

Thέoreme 4. Supposons que G satisfasse aux principes de domination
et du maximum k-dilate et a la condition (#). Etant donne un ensemble
quelconque non relativement compact A et une mesure positive μ telle que
Gμ(x] ί + oo , on peut associer a μ au mains une mesure positive μ*A (resp.
μe

A) portee par A (resp. f] O) telle que

GμΆ(x) = Gμ(x) sauf sur un ensemble de mesure nulle pour
toute mesure \<^Ei

A>
Gμ4(#) ̂  Gμ(x) dans tout Γespace Ω,

\Gμί

Adv= \GμdvA pour toute mesure v^E

(resp. GμA(x} = Gμ(x) sauf sur un ensemble de mesure nulle pour
toute mesure \^.Ee

Ay

Gμβ

A(x) ^ Gμ(x) dans tout Γespace Ω,

\Gμe

Adv= \Gμdve

A pour toute mesure v^E).

Demonstration. II sufl&t de le prouver lorsqu'un ensemble ferme A
porte au moins une mesure positive d'energie finie. Nous representons
Γespace Ω comme

Ω = Kn,n=Q

oύ Kn est un ensemble compact et K0 designe la partie vide. Posons

Alors An est relativement compact et croissant avec n. Selon le
theoreme 3, il existe une mesure positive μAn portee par An telle que

GμAn(x) = Gμ(x) sauf sur un ensemble de mesure nulle
(6) pour toute mesure \<=EAn,
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Gμ*An(x) ^ Gμ(x} dans tout Γespace Ω,

\GμAndv = \GμdvAn pour toute mesure
j J

D'apres le lemme 3, on a

Supposons d'abord qu'une mesure positive donnee μ soit a support com-
pact. Alors il existe une mesure positive μA portee par A qui est
limite vague d'une suite partielle {μAn,} de {μAn}. Et on a

sauf sur un ensemble de mesure nulle pour toute mesure v^E. En
effet, soit

et supposons qu'il porte une mesure positive d'energie finie v. En vertu
du theoreme 3 et du lemme 7, on a

0 < \(Gμ\n-Gμ'An+l}dv=

^-G^

ce qui est evidemment contradictoire. En tendant n = n' vers Γinfini
dans (6), grace au lemme 4, on a

GμA.(x) = Gμ(x) sauf sur un ensemble de mesure nulle

pour toute mesure λe [) EAn,
n=Q

GμA(x) <£ Gμ(x) dans tout Γespace Ω,

\Gμ A dv = \GμdvA pour toute mesure a support compact v^E.

Signalons que Γadherence forte de (j EAn est identique a EA et, etant
n — o

donnee une mesure \<^EA, la restriction de λ a tout ensemble compact

appartient a [] EAn. En vertu du theoreme B et du lemme 8, il existe
« = 0

une suite de mesures positives {λw} convergeant vaguement vers λ dont
le support Sλ« est compact et G\n(x) \ G\(x) dans Ω. Par suite, on a

\(Gμl

A—Gμ)d\ = lim iGλ^ί//^^— lim \G\ndμ
J «->oo J «->cx. J

= lim
K->co

= 0,



236 S. OGAWA

ce qui montre

GμA(x) = Gμ(x) sauf sur un ensemble de mesure nulle pour
toute mesure \(=EA.

Ensuite, supposons qu'une mesure positive donnee μ soit a support non
compact. Analoguement au theoreme 2, on peut demontrer Γexistence
d'une mesure positive μA qui possede les proprietes suivantes,

GμA(x) = Gμ(x) sauf sur un ensemble de mesure nulle
pour toute mesure \<=EA,

GμA(x) ^ Gμ(x) dans tout Γespace Ω,

\GμAdv= \GμdvA pour toute mesure a support compact

De plus, etant donnee une mesure positive a support non compact vί

on peut bien definir une suite convenable {2 (^n)YA} qui converge

vaguement vers une mesure positive vA9 oύ z/W) designe la restriction
de v a Kn—Kn_ί. Enfin, on a

\GμAdv= \GμdvA pour toute mesure v<^E.

De la meme faςon, on a une mesure positive μA qui possede les pro-
prietes cherchees.

REMARQUE. En s'appuyant sur le fait que Γensemble des mesures
positives d'energie finie E est fortement complet et en utilisant la sur-
harmonicite du potentiel newtonien engendre par une mesure positive,
H. Cartan [3] a montre que, etant donnes un ensemble quelconque A
et une mesure positive μ, il existe une mesure positive v (resp. z/)
telle que

i f
Uvd\= \U^d\A pour toute mesure

«/
Γ Γ(resp. \ f / v d\ = \U^d\e

A pour toute mesure

II a defini la mesure balayee interieurement (resp. exterieurement) de
μ pour A comme la mesure ci-dessus v (resp. v').

Nous allons etudier la relation entre GμA(x) et Gμ*A(x).

Lemme 9. Si G est de type positif et satisfait au principe de con-
tinuite, on a

pour tout ensemble compact K.
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En effet, pour tout ensemble quelconque relativement compact A,
toute mesure de EA est portee par Γadherence A de A. Par suite,
pour toute mesure μ^Ee

A> le support Sμ est contenu dans Γensemble
compact f| O. Pour prouver ce lemme, il suffit de montrer que

O(A)ΞBO

mesure μ^Ee

κ est portee par K. Supposons qu'il existe un ensemble
ouvert N, ne rencontrant pas K, tel que μ(N)>0. Naturellement on
peut trouver un ensemble compact K' contenu dans N tel que μ(K')>0.
II existe un voisinage compact de K et un voisinage compact de Kf

sans point commun ([2], § 10, cf., ex. 21), parce que K et Kf sont deux
ensembles compacts sans point commun dans Γespace localement com-
pact separe. C'est en contradiction avec le fait que Sμ est contenu
dans Π O.

DEFINITION. Soit JC(Ω) la famille des ensembles compacts dans Ω.
Pour chaque μ^E, une application numerique Cμ(K) de JC(Ω) dans
[0, +oo],

s'appelle la ^-capacite d'ensemble compact K.

Lemme 10. La μ-capacite Cμ{K) est une fonction (Γensemble crois-
sante et continue a droite2^ sur JC(Ω).

En effet, grace au corollaire du lemme 7, on a

pour deux ensembles compacts K et K' tels que K'aK.
Ainsi on a

Cμ(K) ^ Cμ{K').

D'apres les lemmes 5 et 9, on a

\\μκ-μκ\\2 = (μκ-μκ, μk)-(μk-μ?k, μ'κ) = 0 .

Par suite, on a

l l/4 '-/^l l^ \\μi>>-μ*κ\\

pour tout ensemble ouvert O'^O\K) (cf. Theoreme 1). En signalant

2) Soit 3i une famille de sous-ensemble X dans Ω. Une fonction d'ensemble croissante
definie sur 3i est dite continue a droite en X^ζJM si, etant donne un nombre e>0,

il existe un voisinage V de Xo tel que

/CY)-/CXΌ)<e Pour tout XίM tel que I o c I c F .
La fonction f(X) est dite continue a droite sur 31 si elle Test en tout Xe 3i,
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que lim \\ μ^—μk\\ = O et que, pour tout ensemble ouvert O contenant K,

il existe un ensemble O'<^O\K) tel que OZDO', on a

| | ^ | | 2 = i n f I I / 4 H 2 .

Par suite, pour tout nombre £>0, il existe un ensemble ouvert Oε con-
tenant K tel que

En consequence, on a

pour tout K'£Ξjί(Ω) tel que KaK'czO,.
Ainsi nous savons que la μ-capacite Cμ(K) est une capacite deίinie

sur JC(VL) au sens de G. Choquet ([4], p. 174).

DEFINITION. Etant donnes un ensemble relativement compact A et
une mesure μ^E, on deίinit μ-capacite inferieure (resp. exterieure) de
Γensemble A de la maniere suivante,

(resp.

Lemme 11. On a
Cl(A)= sup Cμ(K)

Jί(A)Έ$K

et
= inf Cl(O).

En effet, en tenant compte de la faςon de construction de μ*A ou μ*A

dans le theoreme 1 et du theoreme C, on a

I I ^ - ^ I I 2 ^ I I ^ - ^ H (II^II + II^II) pour tout K'*ΞJC\A)

et

H^-^ll2^ll^-ΛII (ll^ll + ||μi||) pour tout

Puisqu'on peut identifier μκ

f avec μκ, et, pour tout ensemble K^ JC(A),
il existe un ensemble K'GLJC{A) tel que K(zK', on a

||μ^H2= SUP Hμkll2

JC(A)ΈBK

et done

= sup Cμ{K).
Jί(A)K



LE BALAYAGE POUR DES ENSEMBLES QUELCONQUES 239

Analoguement, on a

C-(i4)= inf Cί(O).
O(A)ΞBθ

Ainsi on peut identifier C&A) (resp. Ce

μ(A)) avec la capacite inter-
ieure (resp. exterieure) d'ensemble A au sens de G. Choquet. D'autre
part, il a introduit la notion d'ordre relative a la capacite ([4], p. 175).
Quant a la μ-capacite, on a

Lemme 12. Si G satisfait au principe de domination, la μ-capacite
Cμ{K) est une capacite alternee d'ordre $ϋ2 sur JC(Ω), autrement dit,

cμ (K, u κ2)+cμ (K, n κ2) ̂  cμ {κλ)+cμ (κ2)

pour tout Kiy ϋΓ2eJC(Ω).

En effet, pour demontrer ce lemme, il suffit d'indiquer que

sauf sur un ensemble de mesure nulle pour toute mesure λeiS, car on
a en vertu du lemme 5

pour toute μ^E et pour tout

D'abord, on a

Gμκ1\)κ2(x)=zGμ*Kl(x) sauf sur un ensemble de mesure nulle
pour toute mesure \(=EKl,

Gμκ1^κ2{x)^Gμί

K2{x) sauf sur un ensemble de mesure nulle
pour toute mesure

On a done

sauf sur un ensemble de mesure nulle pour toute mesure \^EK . En
remplaςant Kλ par K2, on a la meme inegalite sauf sur un ensemble
de mesure nulle pour toute mesure X^Eκ2, et par suite, pour toute
mesure
Soit

et supposons qu'on puisse trouver une mesure σ^E telle que σ(e)>0
et SσCie. En signalant que
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sauf sur un ensemble de mesure nulle pour toute mesure λGfi^u^, on a

0 < [(GμK^Kz + Gμx^^ — Gμ^ — GμK^dσ

= J (Gμ*Kl u K 2 + Gμκχ nκ2- Gμl

κi - Gμ*K2) dσ*Ki u κ2

*Kl r\κ2~ Gμ*Kl - Gμκ2) dσ

= o,
ce qui est evidemment contradictoire.

Ici, nous donnons une definition et un principe qui seront utiles
dans la suite.

DEFINITION. Soit μA (resp. μe

A) une mesure balayee interieurement
(resp. exterieurement) d'une mesure positive μ pour un ensemble quel-
conque A. On dira qu'un noyau G est balayable relativement a Γensemble
A si Gμ*Λ(x) = Gμβ

A(x) sauf sur un ensemble de mesure nulle pour toute
mesure λG£.

PRINCIPE D'UNICITE : Si Γon a

Gμ(x) = Gv(x)

sauf sur un ensemble de mesure nulle pour toute mesure λ e £ , on a
necessairement μ = v.

Thέoreme 5. Etant donnes une mesure μ^E et un ensemble K-
analytique AΌ, un noyau satisfaisant au principe de domination est balay-
able relativement a A, De plus, si le noyau satis fait au principe d'energie
ou au principe d'unicite, nous aυons μA

=μeA

Demonstration. En vertu des lemmes 10, 11, 12, et du fait qu'un
espace localement compact est completement regulier, on peut appliquer
le theoreme de G. Choquet relatif a la capacitabilite ([4], p. 223, voir
le cas (ii)) et on a

pour tout ensemble ZΓ-analytique A. Du lemme 2, il resulte
II ί e | | _ A

3) Dans un espace topologique separe, tout ensemble qui est une image d'un ensemble
Kσ8 contenu dans un espace compact par une application continue s'appelle un ensemble K~
analytique ([4], p. 139)?
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Par suite, on a

KμΆ-μΆ, λ)I^II^Λ-/*ill llλ|| = O

pour toute mesure λ e £ , c'est-a-dire,

GμUϋx) = GμA(x)

sauf sur un ensemble de mesure nulle pour toute mesure \ E £ Si le
noyau satisfait au principe d'energie ou au principe d'unicite, on a
evidemment μA= μe

A.

On a signale que si A est un ensemble ouvert, on a EA = Ee

A. Plus
generalement, on peut prouver le theoreme suivant.

Thέoreme 6. Si un noyau satisfait au principe de dominationy on a
alors

EA = EA

pour tout ensemble K-analytique A.

Demonstration. Pour demontrer ce theoreme, il suffit de montrer

Supposons qu'il existe une mesure v telle que v^Ee

A mais v&E'A.
Alors on a

parce que vA^EA et EA est fortement ferme. En tenant compte du
theoreme 5, on a

C'est en contradiction avec le fait qu'on a

\\v-vΆ\\2 = {y-vAy v)-(v-vA, ve

A) = 0,

car v^Ee

A. En consequence, on a

Thέoreme 7. Etant donnes une mesure positive μ telle que Gμ(x)
ί + oo dans Ω et un ensemble K-analytique A, un noyau G satisfaisant
au principe de domination est balayable relatiυement a A. De plusy si le
noyau G satisfait au principe d'energie ou au principe d'unicite, on a

Demonstration. Tout ensemble /f-analytique est relativement com-
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pact, puisque, dans un espace topologique separe, un ensemble K-
analytique est, par definition, une image d'un ensemble KσS contenu
dans un espace compact par une application continue. Par suite, selon
le theoreme 3, on peut definir deux mesures μA et μe

A dans la condition
de ce theoreme. D'apres le lemme 2, le theoreme 5 et le fait que μA

est limite vague d'une suite de mesures positives d'energie finie {{μp')A}
et μe

A est limite vague d'une suite partielle {{μp")e

A} de {(μp')A), on a
immediatement les resultats cherches.

Theoreme 8. Supposons que G satisfasse aux principes de domination
et du maximum k-dilate et a la condition (*). Etant donnέs une mesure
positive μ telle que Gμ(x) ΐ + oo dans Ω et une reunion dέnombrable
d'ensembles K-analytiques A, le noyau G est balayable a A. En parti-
culier, si le noyau G satis fait au principe d'energie ou au principe dyunicite>
on a μA = μe

A.

Demonstration. En tenant compte de la faςon de construction de
μA ou μe

A dans le theoreme 4, on a, d'apres le theoreme 7 et le lemme 4,
les resultats cherches.

3. Balayage dans le cas particulier et Γapplication

Dans la theorie du potentiel d'ordre α, M. Riesz [12] a demontre
a Γaide de la transformation de Kelvin que, etant donne un ensemble
ferme (non compact) F, on peut associer a toute mesure ponctuelle une
mesure balayee sur F. En appliquant le theoreme 2, on peut gener-
aliser le resultat obtenu par M. Riesz de la maniere suivante.

Theoreme 9. Supposons que G et G satis/assent au principe de
continuitέy G a la condition (*) et G aux principes de domination et du
maximum k-dilate. Etant donnes une mesure positive μ telle que Gμ(x)
Ξ|Ξ + oo dans Ω et un ensemble ferme F {non-compact), on peut associer a

μ au moins une mesure positive μF portee par F telle que

GμF (x) = Gμ(x) sauf sur un ensemble de mesure nulle pour
toute mesure X<=EF,

GμF(x)^Gμ(x) dans tout Γespace Ω.

Si G est un noyau symetrique, on a de plus la relation.

\GμFdv= \GμdvF pour toute mesure

Nous nous plaςons dans Γespace euclidien a n dimensions Rn. Soit
G{x) une fonction positive, continue, symetrique (G(x) = G{ — x)) et
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sommable dans tout voisinage de Γorigine telle que G(0)= lim G(x)^ + 00.

Considerons le potentiel

Gμ(x) = \G(x-y)dμ(y)

d'une mesure positive μ pris par rapport au noyau G(x). Pour les
potentiels de ce type, M. Ohtsuka ([11], p. 282) a etudie la relation
entre les principes de domination dilatee et du maximum dilate. II a
obtenu un resultat suivant: si un noyau G(x) satisfait au principe de
domination et a la condition,

j G{x)dx

M lim

pour tout nombre p>0, B(a, r) designant la boule de rayon r centree en
le point a, il satisfait au principe du maximum ^-dilate. En particulier,
N. Ninomiya ([8], p. 169) a demontre que, si un noyau G{x) satisfaisant
au principe de domination est decroissant de la seule distance \x\, il
satisfait a la condition [M]. Par suite, on a

Thέoreme 10. Supposons qu'un noyau G{x) decroissant de la seule
distance \x\ satisfasse au principe de domination et s'annule a Γinfini.
Etant donnέs une mesure positive μ telle que Gμ(x)^ + 00 dans Rn et un
ensemble quelconque non-relativement compact A> on peut associer a μ au
moins une mesure positive μι

A (resp. μe

A) portee par A telle que

GμA{x) = Gμ{x) sauf sur un ensemble de mesure nulle pour
toute mesure λ G ^ ,

GμA(x) ^ Gμ(x) dans tout Γespace Ω,

\GμAdv = \GμdvA pour toute mesure v^E

{resp. GμA(x) = Gμ(x) sauf sur un ensemble de mesure nulle pour
toute mesure X^EA,

Gμe

A(x) ^ Gμ{x) dans tout Γespace Ω,

\Gμe

Adv= \GμdvA pour toute mesure v^E).

En particuliery si A est un ensemble analytique7 le noyau G est balayable
relativement a A. D'ailleurs, si le noyau G satifaίt au principe d'energie
ou au principe d'unicite, on a μA = μe

A.
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Quant aux noyaux greenien et d'ordre a, nous avons le theoreme
suivant.

Thέoreme 11. Le noyau d'ordre ay n — a^a<n, dέfini dans Γespace

euclidien Rn a n dimensions (n^3) et le noyau greenien dέfini dans un
espace regulier de Green a n dimensions (n^2) sont balaybles relativement
a tout ensemble analytique A. Dans ce casy on a de plus μi

A = μβ

A.

Demonstration. II est bien connu que ces noyaux satisfont au
principe du balayage relatif a tout ensemble compact [5]. Grace au
corollaire 1 du theoreme 1, ces noyaux satisfont au principe de domi-
nation. De nouveau, ces noyaux sont decroissants de la seule distance
\x\ et s'annulent a Γinfini. D'autre part, la notion de "if-analytique"
dans Rn s'identifie avec la notion de "analytique ordinaire" dans Rn.
En signalant que ces noyaux satisfont au principe d'energie et en
appliquant les theoremes 3 et 10, on a les resultats cherches.

Un noyau de type positif est dit consistant par B. Fuglede ([6],
p. 167) s'il satisfait a la condition suivante,

(C) Si un ίiltre de Cauchy pour la structure uniforme forte sur E
converge vaguement vers une mesure μo^E, alors ce filtre
converge fortement vers μ0.

Lorsque la topologie faible relative a un noyau de type positif est
definie sur Γespace E par la semi-norme μ — v-> |(λ, μ) — (λ, v)\ pour tout
mesure λeZ?, B. Fuglede se pose une autre condition,

(CW) Si un filtre fortement borne converge vaguement vers une
mesure μo^E, ce filtre converge faiblement vers μQ.

II a demontre qu'un noyau de type positif satisfaisant a la condition
(CW) est consistant et, de plus, si un noyau positif symetrique est con-
sistant, alors E est fortement complet. D'autre part, M. Ohtsuka ([11],
p. 194) a obtenu une condition suffisante pour qu' un noyau satisfasse
a la condition (CW).

Theoreme D. Supposons qu'un noyau de type positif G satisfasse au
principe de continuite et que, pour toute mesure positive d'energie finie a
support compact v et pour tout nombre £>0, on puisse trouver une mesure
λ et un ensemble compact Kv ε tels que | | λ | | < £ et Gv(x)^Gx(x) sauf sur
un ensemble de mesure nulle pour toute mesure a^E^K^-. Alors ce
noyau satisfait a la condition (CW).

Theoreme 12. Si un noyau positif G satisfait a la condition (*) et
aux principes de domination et du maximum k-dilate, le noyau G satisfait
a la condition (CW).
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Demonstration. Etant donnes une mesure positive d'energie finie a
support compact v et un nombre £>0, prenons un nombre S' tel que
S2/kv2(ΓL)>ε'>0. D'apres la condition (*), il existe un ensemble compact
Kzr tel que G(x, y)<€' sur Sv x(Ω — /£>). On peut trouver un ensemble
ouvert relativement compact U tel que Uz)Ks'. L'espace Ω est normal,
puisqu'il est un espace localement compact tel qu'il soit σ-compact. Par
suite, ils existent deux ensembles ouverts G et G/ sans point commun
tels que Gz)Uc et
Posons

Grace au theoreme 9, on peut associer a v au moins une mesure posi-
tive λ portee par Ω — Ky ε telle que

Gv(x) = Gx(x) sauf sur un ensemble de mesure nulle pour
toute mesure σ 6 £ Ω ^ V g >

Gv(x) ̂  Gx(x) dans tout Γespace Ω,
kv{Ω) ^ λ(Ω).

On a alors

11 X 112 ̂  ψv dX < £'λ(Ω) ̂ (Ω) < ε2.

En vertu des theoremes B et D> le noyau G satisfait a la condition (CW).

Nous avons immediatement le theoreme suivant.

Thέoreme 13. Si un noyau satisfait aux memes conditions que celles
du theoreme 12, Γespace E est fortement complet.
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