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緒 論

ボ イ ラ ー や 各 種 の 花 学 装 置 な ど に 使 用 さ れ て い る 圧 力 容 器 は、 軸

対 称 か く を そ の 基 本 形 状 と し て い る も の が 多 い 。 こ れ ら の 種 々 の

形 状 の 軸 対 称 か く に 対 し て 、 さ ま ざ ま な 荷 重 条 件 、 お よ び 支 持 条 件

の も と に お け る 応 力 解 析 、 振 動 解 析 、 あ る い は 座 屈 解 析 を 行 な う こ

と は 工 学 上 重 要 な 課 題 で あ る 。 こ の 問 題 に 対 し て 最 近 で は 、 電 子

計 算 機 の 発 達 に 伴 い 任 意 形 状 の 軸 対 称 か く す な わ ち 一 般 軸 対 称 か

く の 諸 問 題 を 数 値 解 法 に よ っ て 取 扱 う 研 究 が 多 く 見 られ る よ う に な

っ た 。 こ れ ら を 解 法 に よ っ て 分 類 す る と 、 つ ぎ の よ う に 分 け る こ

と が で き る 。

(1)直 接 積 分 法 に よ る も の(1)～(3)

(2)差 分 法 に よ る も の(4)～(9)

(3)有 限 要 素 法 に よ る も の(io)Gi)

直 接 積 分 法 は 、 基 礎 方 程 式 を た と え ば:Runge-kutta法 な ど に よ っ

て 直 接 積 分 し て 解 を 求 め る た め に 取 扱 い が き わ め て 容 易 で あ る が 、

子 午 線 方 向 に 長 い 形 状 の か く を 取 扱 う 場 合 に は 、 解 が 不 安 定 に な る

欠 点 を 持 つ ・ と が 知 ら れ て い る(12)0・ れ を 克 服 す る た めK・lni・S(13)

は 、 か く を 子 午 線 方 向 に い くつ か の 領 域 に 分 け た う え で 、 そ の 領 域

内 で 直 接 積 分 法 を 用 い そ れ ら の 結 果 を 接 続 し て 全 体 の 解 を 求 め る 方

法 を 提 案 し た が 、 こ れ は 最 近 と く に 米 国 に お い て 多 く 用 い られ て い

る 方 法 で あ る 。 つ ぎ に 差 分 法 で あ る が 、 こ れ は 軸 対 .称 か く の よ う

な 形 状 の 構 造 物 の 解 析 に は 非 常 に よ く 適 し た 方 法 で あ り 、 従 来 か ら

き わ め て 多 く 用 い ら れ て き9た 。 ま た 有 限 要 素 法 は 、Turnerら(io)が

こ れ を 一 般 的 な か く の 問 題 に 対 し て 応 用 す る 考 え 方 を 示 し て か ら、

現 在 で は こ の 方 法 は 一 般 軸 対 称 か く を 含 む 種 々 の 形 状 の か く に 対 し

一5一



て 広 く 用 い ら れ る よ う に な っ た 。

こ れ ら の 解 法 の う ち い ず れ が 優 れ て い る か と い う 問 題 は 、 は な は

だ 興 味 が あ り そ れ ゆ え し ば し ば 議 論 の 対 象 と な る が 、 と く に 差 分 法

と 有 限 要 素 法 の 比 較 が よ く 問 題 に な る(14)0い ず れ も 長 所 ・短 所 が あ

り簡 単 に は 断 じ 得 な い が 、 一 般 軸 対 称 か く の よ う に 比 較 的 簡 単 な 形

状 の 構 造 物 の 解 析 に は 、 解 の 精 度 が 確 認 で き る こ と な ど 差 分 法 が き

わ め て 適 し て い る と い う こ と は 間 違 い の な い 事 実 で あ る 。 そ れ ゆ

え 、 本 論 文 に お い て は 一 貫 し て こ の 差 分 法 を 用 い て い る 。

さ て 以 上 の よ う に 現 在 で は 、 一 般 軸 対 称 か く の 曲 げ 、 振 動 、 お よ

び 座 屈 の 問 題 は 電 子 計 算 機 を 用 い る こ と に よ り 容 易 に 解 け る よ う に

な っ て き た が 、 な お 多 く の 問 題 点 が 残 っ て い る 。 と く に 、 こ れ ら

の か く の 自 由 振 動 特 性 を 明 ら か に す る こ と は 、 き わ め て 基 礎 的 で か

つ 重 要 な 問 題 で あ り 、 こ れ に つ い て は 簡 単 な 形 状 の か く で は い ま ま

で に 種 々 の 解 析 的 な 方 法 で 解 か れ て き た 。 た と え ば 円板 卸圃 円 筒

か く(]T～(21)球 か く(22～(24;円 す い か く 飼 な ど の 振 動 問 題 に つ い て は 多

く の 研 究 が な さ れ て い る が 、 一 般 軸 対 称 か く に 対 し て これ ら の 研 究

が 発 表 さ れ た の は 最 近 の こ と で あ る(26)f27/0ま た 従 来 の 研 究 に お い て

は 、 そ の 解 析 に あ た っ て 基 礎 と し て 用 い る か く 理 論 は そ れ ぞ れ 異 な

っ て い る が 、 こ れ に 対 す る 検 討 は ほ と ん ど な さ れ て い な い の が 実 情

で あ る 。

一 般 に 言 え ば か く 体 も3次 元 物 体 で あ る が
、 こ れ を 取 扱 い や す く

す る た めLove一 巧Kirchhoffの 仮 定(い わ ゆ る 法 線 法 則)を お き 、 そ の`

他 種 々 め 近 似 の も と に2次 元 的 に 取 扱 う の が か く 理 論 で あ り、 こ の

近 似 の お き 方 に よ っ て 種 々 の か く 理 論 に 分 か れ る の で あ る 。 わ が

国 に お い て も っ と も よ く 知 ら れ て い る 理 論 にFlugge姻 の か く 理 論

一6一



・・あ り ・ 米 国 で はS・ ・ders%・aく'理 論 ・・し ば し ば 用 い ら れ てL、 る
。

ま たL・v・(301の 式 に 対 し て 批 判 勧 ・え 、 さ ら に 独 自 の 基 本 的 な 考 え 方

に よ り、 と くに 円 筒 か く の 諸 問 題 に き わ め て 厳 密 な 理 論 と し て 有 効

に 用 い ら れ て き た ㊧欄 溝 ・ 脚 オ の か く 理 論 が あ り 、 さ ら に 実 用 解

を 得 る た め の 近 似 的 な 理 論 と し てDonnell圏 の か く 理 論 も 従 来 か ら

よ く 用 い られ て き た も の の 一 つ で あ る 。 こ れ ら の う ちSandersue)

の か く 理 論 はB・di・n・k・ ら 關 に よ 。 て す で に 一 般 軸 対 称 か く の 曲 げ

問 題 に 適 用 で き る よ う な 形 で 示 され 、 そ の 有 効 性 も 多 方 面 に お い て

薙 さ れ て い る!の幽 し か し 上 に 述 べ た そ の 他 の 各 理 論 で は 、 ま だ

こ の よ う な 形 で 用 い ら れ た 例 は な い 。

そ こ で 本 論 文 の 第1章 に お い て 、Fliigge、 溝 口 、 お よ びDonnell

の か く 理 論 に 基 づ い て 、 一 般 軸 対 称 か く の 静 的 曲 げ
、 お よ び 自 由 振

動 の 問 題 に 対 す る 解 法 を 提 案 す る 。 こ れ ら の 解 法 、 お よ びSanders

の か く 理 論 に よ る 解 法 を 用 い て 、.静 的 曲 げ 、 お よ び 自 由 振 動 の 例 題

を 解 き そ れ ら を 相 互 に 比 較 し た の ち 、:Fliiggeの か く 理 論 に よ る 結 果

の 精 度 を 向 上 さ せ る こ と を 目 的 と し て 、 こ れ に 修 正 を 加 え た 理 論 を

も 提 案 す る 。

第2章 で は 、 圧 力 が 作 用 す る こ と に よ っ て 緊 張.状 態 に あ る 一 般 軸

対 称 か く の 、 静 的 申 げ 、 自 由 振 動 、 お よ び 線 形 座 屈 問 題 を 取 扱 う た

め の 解 法 に つ い て 考 察 す る 。 こ の よ う な 問 題 に 対 処 で き る 式 と し

て は ・ 円 筒 か く の 座 屈 問 題 に 対 し て 、1933年Donnen圃 の 示 し た

解 法 が あ り 、 こ れ に 続 い て 円 筒 か く に 対 す る よ り 一 般 的 な 解 法 と し

てTimoshenkoら ㈲幽 に よ っ て 提 案 さ れ た 式 が あ る 。 円 筒 か く に つ

い て は こ れ ら の 諸 問 題 の 取 扱 い は 多 く な さ れ て き た が(42J～(46J本 研 究

で 取 扱 う よ う な 任 意 形 状 の 軸 対 称 か く の 圧 力 容 器 の 場 合 に お け ち こ
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れ ら の 問 題 は 、 当 然 基 本 的 か つ 重 要 な も の で あ る に も か か わ ら ず 、

こ れ に 対 処 で き る 式 が 発 表 さ れ た の は 最 近 の こ と で あ る 。 一 般 軸

対 称 か く に 対 処 で き る 式 と し て は 、1967年Cooper(46)に よ り 、 ま た

翌 年B・di…kyら ㈱ に よ ・ て 提 案 さ れ 、 さ ら に 後trcK・lnin・ 畔9bま

こ れ を よ り 系 統 的 に ま と め て 、 き わ め て 厳 密 な 式 を 提 案 し て い る が、

な お い く つ か の 疑 問 点 が あ り 、 こ れ に 対 す る 応 用 例 も 多 く を 示 し て

は い な い(so)0'・

一 方 自 由 振 動 問 題 に お い て 振 動 数 が 零 と な る よ う な 外 圧 は(線 形)

座 屈 圧 力 を 与 え る が 、 こ れ を 個 々 の 形 状 の か く に 対 し て 求 め る 問 題

は 実 用 上 の 重 要 性 の ゆ え に 、 従 来 か ら・か な り 多 く が 扱 わ れ て い る(30)

(61)し か し
、 こ れ ら は 高 い 精 度 を 期 待 で き な い 近 似 理 論 に よ る も の

が 大 半 で あ る 。 そ こ で す で に 第1章 で そ の 有 効 性 を 確 認 し た

Fluggeの か く理 論 に よ る 解 法 を 拡 張 し て 、 圧 力 を 受 け る 一 般 軸 対 称

か く の 諸 問 題 に 対 処 で き る 解 法 を 提 案 し そ の 有 効 性 を あ わ せ 示 す 。

こ れ と と も に 、 実 用 上 の 簡 易 さ を 目 的 と し てDonne11型 の 解 法 を も

あ わ せ 提 案 す る 。

第3章 で は 、 前 章 ま で に お い て 取 扱 っ た 解 法 を 摂 動 解 法 と 結 び つ

け る 方 法 に っ い て 考 察 す る 。 も と も と 以 上 に お い て 述 べ た 各 解 法

は す べ て 数 値 解 法 で あ る か ら 、 与 え ら れ た 一 つ の 条 件(か く形 状 、

材 質 、 支 持 条 件 、 荷 重 な ど)の も と で 一 つ の 解 を 得 る とい う こ と は

当 然 の こ と で あ る 。 個 々 の か く の 問 題 に 摂 動 法 を 用 い る 試 み は 従

来 か らい く つ か 発 表 さ れ て い るが!5國 一 般 軸 対 称 か く の 自 由振 動 問

題 に 対 し て か く の 形 状 寸 法 の 一 つ 、 ま た は 作 用 し て い る 圧 力 を 摂 動

パ ラ メ ー タ と し て 、 固 有 振 動 数 を こ れ ら の べ キ 級 数 で 表 わ す 摂 動 解

法 に つ い て こ れ を 取 扱 っ た 例 は 見 う け られ な い の で 、 本 章 に お い て
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摂 動 法 を 自 由 振 動 問 題 に 対 し て 適 用 す る 方 法 を 確 立 す る 。 こ の 解

法 に よ れ ば 自 由振 動 特 性 と か く の 形 状 、 ま た は 圧 力 と の 関 係 を 簡 単

な べ キ 級 数 で 表 わ す こ と が で き る 。 と くに 固 有 振 動 数 と 圧 力 の 関

係 式 は ・ 圧 力 の 広 い 変 動 鞄 囲 に わ た っ て そ の 解 の 有 効 な こ と を 実 例

を も っ て 示 す 。

こ こ に 述 べ る取 扱 い は数 値 解 法 と 解 析 的 解 法 と の 折 衷 的 方 法 を 確

立 し よ う とす る 一 つ の 試 み で あ る。

以 上 が 本 論 文 の 内 容 で あ る が 、 さ ら に 付 録 に お い て 築3章 の

解 法 が そ の 他 の 自 由振 動 問 題 に 対 し て も 有 効 に 適 用 で き る こ と を 示

す た め 、 軸 力 を 受 け る は り、 お よ び 回 転 す る 円 板 の 自 由 振 動 問 題 に

対 す る摂 動 解 法 に つ い て 取 扱 う。
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主 要 記 号

本 論 文 中 の お も な 記 号 を つ ぎ に 列 挙 す る。

a代 表 長 さ

b=1/(1一 〃2)

D板 の 曲 げ 剛 性 一Eh・/・2(・ → ・)

d=b/12

E縦 弾 性 係 数

f振 動 数Hz

hか く 厚

ho基 準 か く 厚

j差 分 点 の 番 号

Mξ,M・,Mξe

合 モ ー メ ン ト

Mθ ξ,Mξ θ

mξ,mθ
,mξ θ

無 次 元 合 モ ー メ ン ト

mθ ξ,孟 ξθ

MわM∬,M夢,,M渉,付 加 外 力 に よ る 合 モ ー メ ン ト

　 　

Mξ,Mθ 圧 力 に よ る 合 モ ー メ ン ト

Nξ ・N,,Nξ,

合 、応 力茸
N θξ,

.ξ θ

・ξ ・・,,血 ξ,

無 次 元 合 応 力五
n θξ,ξ θ

N},Nl,脇,喉 付 加 外 力 に よ る合 応 力

　 　
Nξ,Nθ 圧 力 に よ る 合 応 力

　 　 　 　
nξ ・nθNξ

,Ne・ の 無 次 元 量
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N

n

食
ξθ

↑
ξθ

P

P

Qξ,Q6

qξ,qθ

　 　
Qξ,Q・

鳶 ξ

鳶

爲ξ

倉ξ

r

rrξ,θ

S

重

UVW
,,

wuuξ
,θ,

　 　
UW ,

　 　

Uξ,W

X*,Y*,Z*

又,マ,z

X,y,Z

Z

差 分 分 割 数

フ ー リ ェ 指 数

有 効 せ ん 断 合 応 力

翁 の 無 次 元:量ξθ

圧 力

Pの 無 次 元 量=Pa/Eh

横 せ ん 断 合 応 力

無 次 元 横 せ ん 断 合 応 力

付 加 外 力 に よ る 横 せ ん 断 合 応 力

圧 力 に よ る 横 せ ん 断 合 応 力

　

Qξ の 無 次 元 量

有 効 横 せ ん 断 合 応 力

ム

Qξ の 無 次 元 量

緯 円 上 の 半 径

主 曲 率 半 径

子 午 線 方 向 座 標

時 間

変 位

無 次 元 変 位

圧 力 に よ る変 位

　 　 　 　
U,Wの 無 次 元 量=U/pa,W/pa

外 力

無 次 元 外 力

か く 面 の 直 角 座 標

丁
解 行 列 一 〔 ・ξ ・,.wmξ 〕
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γ=ρ ・/ρ

∠ 差 分 間 隔

εξ,ε θ ・ γξθ 歪

θ 円 周 方 向 の 位 置 を 示 す 角 度

θエ 子 午 線 方 向 の 位 置 を 示 す 角 度

・ξ
,・ 、,・ ξ,,7,,曲 率 変 化 率

λ=h/a

〃 ボ ア ソ ン 比

ξ 無 次 元 子 午 線 方 向 座 標=s/a

ρ 無 次 元 半 径 二r/a

　

ρ 比 質 量

・・ 代 表 応 力

σξ,σ θ ・ τ 応 力

7鰍 元 時 間 一(・/・)Pt

φxφy・ φ、 か く 面 要 素 の 辺ABの 回 転 角

ψxψy,ψzか く 面 要 素 の 辺ACの 回 転 角

ωξ ,ω θ 無 次 元 曲 率=a/rξ,a/re

無 次 元 固 有 振 動 数=2πafPt「

(),≡ ∂()/∂ ξ
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第1章 軸 対 称 か くの曲 げ お よ び 自 由 振動 問題 に 対 す る種 々 の か

く理 論 の比 較

1.1緒 言

現 在 か く の 問 題 を 処 理 す る た め に 用 い ら れ る か く 理 論 と し て は 多

く の も の が 存 在 す る 。 わ が 国 に お い て はFliigge(28)の か く 理 論 が 一

般 に 広 く 用 い ら れ て い る が 、 円 筒 か く の 問 題 に 限 っ て は 溝 口 岡岡 の

か く 理 論 が よ り 厳 密 な 理 論 と し て 認 め ら れ て い る 。 一 方 取 扱 い 易 さ

の 点 で す ぐ れ て い るDonnell(38)の か く 理 論 も 、 そ の 近 似 度 に 注 意 を

払 い な が ら多 く の 円 筒 か く の 問 題 に 適 用 さ れ て い る 。 最 近 米 国 に

お い て はSanders⑳ の か く理 論 が さ か ん に 用 い ら れ て い る が 、 こ れ

は 上 記 の 溝 口 の 理 論 に 匹 敵 す べ き 精 度 を 持 つ も の で あ る 。 ま た

Fluggeの 理 論 と と も に 、 こ れ と 少 し 異 な るReissner(63)(64Jの か く 理 論

が 用 い られ る こ と も 多 い 鯛 こ の よ う な 種 々 の か く 理 論 の 精 度 の 比

較 は 、 個 々 の 問 題 に お い て は 検 討 さ れ た 例 は あ る で あ ろ う がlss)～ 囲

一 般 に は 研 究 者 や 技 術 者 は
1そ の 好 み に 応 じ て い ず 沁 か の か く 理 論

を 用 い て い る の が 現 状 で あ る 。

1S
anders9'の か く 理 論 を 用 い てBudianskyら(39)は 一 般 軸 対 称 か く

の 曲 げ 問 題 に 対 す る 解 法 を 示 し た が 、 浜 田 ら吻 は こ れ を 自 由 振 動 問

題 に も 適 用 で き る よ う に 拡 張 し た 。 本 章 で は こ れ ら の 解 法 に な ら っ

て 、Flugge、 溝 口、 お よ びDonnellの 各 か く理 論 を 一 般 軸 対 称 か く

の 曲 げ 、 お よ び 自 由 振 動 の 問 題 に 適 用 す る 解 法 を 確 立 し 、 こ れ と

Sandersの か く 理 論 を 加 え て 相 互 間 の 精 度 を 比 較 検 討 し た う え で 、

:Fluggeの 理 論 に よ る 解 の 精 度 を 向 上 さ せ る こ と を 目 的 と し て こ れ に

修 正 を 加 え た 解 法 を 示 す 。 以 下 に 各 節 の 内 容 の 概 要 を 述 べ る 。
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1.2節 に お い て 、:Flugge、Sanders、 溝 口 、Donnell、 お よ び 修

正 し たFliiggeの 各 理 論 を 、 一 般 軸 対 称 か く の 曲 げ 問 題 に 適 用 で き る

基 礎 方 程 式 を 導 く 。

1.3、 お よ び1.4節 で は 、 境 界 条 件 とi接 続 条 件 式 を 導 く 。

1.5節 で は 、 自 由 振 動 問 題 に 対 す る 解 法 に つ い て 述 べ る 。

1.6節 に お い て 、 上 述 の 各 関 係 式 を 差 分 近 似 す る 過 程 に つ い て 述

べ 、 こ れ を 用 い て 静 的 曲 げ 、 お よ び 自 由 振 動 問 題 を 解 く手 順 に つ い

て 詳 細 に 記 述 す る 。

1 。7節 で は 、 上 述 の 各 理 論 に 基 づ く 解 法 を 同 時 に 用 い て い く つ か

の 例 題 を 解 き そ れ ら の 結 果 を 比 較 検 討 す る。

1.8節 で は 、1.7節 で 扱 う 自 由 振 動 問 題 に 対 し て 実 験 を 行 な い 計

算 に よ る 結 果 を 検 証 す る 。

1.2基 礎 方 程 式 の 誘 導

1.2.1基 礎 関 係 式

か く 面 の 座 標 、 合 応 力 、 合 モ ー メ ン ト、変 位 、 回 転 、 外 力 、 お よ び

形 状 を 表 わ す 各 寸 法 の 記 号 を 図1.1、 お よ び1.2に 示 す 。 主 曲 率

半 径rξ,rθ は 中 心 軸 か ら の 半 径rと 子 午 線 座 標sに よ り つ ぎ の よ う

に 表 わ さ れ る(39)0

:1二臨::∴_)}(…)
こ こ で 代 表 長 さaを 導 入 す る こ と に よ り次 式 の よ う な 無 次 元 量 を 定

義 す る 。

　 　　
ξ=T,P='T,ω ・=マ

　
ω ・=一v(1 ・2)
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式(1.2)を 用 い る と 式

(1.1)は つ ぎ の よ う に

な る 。

・,一 〔 ・一(・,)・ 〕i/z

/ρ

・ξ一 一(・・+γ2)ゆ ・(1・3)

た だ し γ=ρ/ρ

()'≡ ∂()/∂ ξ

ま た 、 つ ぎ の 関 係 式 が 成

立 す る 。

1鷺)}(…)

つ ぎ に 、 か く 面 要 素A

BCDの 平 衡 を 考 慮 す れ

ば 次 式 が 得 ら れ る 。
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こ こ で 、 ξ の 従 属 変 数

を つ ぎ の よ う に フ ー リ

エ 級 数 に 展 開 す る 。
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こ .こ にh、ao、 お よ びEは そ れ ぞ れ か く 厚 、 代 表 応 力 、 お よ び 縦 弾

性 係 数 で あ る 。

1.「2.2:Fliiggeの 理 論 に よ る 解 法

平 衡 方 程 式(1.5)の 第6式 を 無 視 し 、 か つ つ ぎ の 仮 定
.を お く 。

・Nξ ・=N・ ξMξ
,一M、 ξ(・.7)

式(1.5)の 第1～5式 か らQξ,Qθ を 消 去 し 、 こ れ に 式(1 ,7)を

用 い る と 次 式 が 得 ら れ る 。

・〔 ∂(ρNξ∂ξ)+∂NgedB,・N
,〕

+・,〔 ・半+∂Mge-vdB・M,〕+・,X・ 一 〇

・cl夢 ・+∂(PNgB∂ ξ)+,・N
,,〕,

a(PM)aM

尭1∂(ρMξ ∂ξ)+∂Mgeae,・M∴ 、

a+
pd・ 〔 ∂(1磐 θ}+;¥θ+・IM,・ 〕

一 …
,N,一 … ξN,+・rZ*一 ・

式(1.8)に 式(1.4)お よ び 式(1.6)を 用 い て 無 次 元 化 を 行 な

う と 次 式 と な るO

・?'+÷ ・・Wge+・ 〈ぜぎ 一 ・(e)

+・2・ ξ 〔錯 ・(礁m努))+÷ ・冠2,〕+進 ・

・暫+Zrnge一 一子 ・曽)

(1.s)

+照 ・,〔鵡+・ ・m撃レ 号魂 〕+マ ω 一 ・
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.一・,・W・,・(nle+・ ・〔踏 ・・澄2'

一 ・
,・,魂+(㎡ ωξωθ 一 一ア)m(n)一B・ 冠㌢'(1.・)

+・ ・号 魂 ガ+・ 十 ・鴫 〕+Z(n)一 ・

た だ し 、 λ=h/aで あ る 。Flugge(28)に よ れ ば 合 応 力 ・ 合 モ ー メ ン

ト と 変 位 の 関 係 式 は つ ぎ の よ う に し て 導 か れ る 。

Ul・ ξ÷d・ ㍉ 一曝 ・θrξ壕zd・

些 ・ 一hf2h_2・r÷d・NB・ 一hf2_h
2・rξ 尋zd・

(i.io)

M,ire一}一z-fhagr
BzdzMB_2一 統1・ θr葺zzd・

M,・ 一 統1÷z一 ・ 一hfzh
_2・ 梅zzd・

応 力 と歪 は 次 式 で 関 係 づ け られ る 。

・ξ 一 与(・ ξ+U・,)・ θ 一 、 塁
"・(・e+UE)

01.11)

Ez

2(1-f-v)rye

こ こ に 、Uは ボ ア ソ ン 比 で あ る 。 ま た 歪 は つ ぎ の よ う に 表 わ さ れ る 。

∂UU∂ 「ξz「 ξ ∂Wz
εξ=

.・・ξ 一rξ 一ad・ ξ+・ 一a-a・ ξ ・ξ+・

+dWdryaddadg,

ξ辛 。+,ξ 畢 。

・・ 一 誹+辛 … 曝1一
,1s・。・,多募rθ 華 。(1

.、2)

一aacotBl
re+z+rewz
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・,,圭 概 耗 一考V一 ・喚
.弩 辛1

+,
ξ諭 一跨 ÷ ・a・ξ摂1。 朔(,ZB+z(…2)

+一号 ・
ξ華 。)+,aWcote,eaeS1(ZrB+・+号,Z。)

簡 単 の た めrξ 十z窪rξ,rB+z窪rθ の よ う に お い て 式(1.11)、

(1.12)を 式(1.10)に 用 い る と 、 つ ぎ の 関 係 式 が 得 ら れ る 。

N・ 一 響 一〔差農+書+aVUrd8+arUard・U+wr

B..〕

N・12D=h2〔dV
rdB+・drrahU+Wre+〃 チ暴+〃 砦 〕

N,,一 轟 丁 〔 。裂+
,∂Uae一 。1葦ξV〕

M,rD〔azW一 〃aZwdBua鍔 ξ 誤 〕

M,一 〃M,+D(・ 一・)〔 一,z、w一 。drrdg。∂罪 〕

些,一D(・ 一)〔 。語,一 。1言ξ,∂霧 ヨ

た だ し 、D=E炉/12(1一 ノ)

(1,13)

式(1.13)に 式(1.6)を 用 い れ ば 、 表1;1の 無-次 元 合 癒 力 ・ 合 モ

ー メ ン ト と 変 位 の 関 係 を 得 る
。 こ れ を 式(1.9)に 用 い る と ξ の

従 属 変 数uξ,ue,w,mξ に 関 す る 基 礎 方 程 式 が 得 ら れ る 。

・1切・ヅ+・(nlzぜ ゼ'+調 ・曾+・(n149u8・ 妙 ・(e

+・ 曾w(切'+・ 卿 叫 細2'+fi(n)mrJ+ヌ 叱 ・

鯉'+・ln)u(ril+・ 鯉 ・(n)+B・(nl13・(B'+・W(n)14uB(、
.、4)

+・ 曾w叫 ・曾w叫 ・劉wω+・ 餌2+マ 咲 ・
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・餌2'+・Wzo・(nlf+・zi・nb・Wa2・(B'+馴 夢

+・ 野 叫 ・鯉W叫 ・野Wω+・ 卵m零)"

+瑠 魂'・+・WGzsmぎ+習 叱 ・(・.・4)

・無 ・穿'+・(nf31・ ㌢+・ 鯉 ・?+・ 鯉 調 等4謹W㈲'

+a鯉 調+a塾)魂 一 〇 、'

係 数a曾 ～(rilassは 表1.2に 示 す 。

1.2.3Sandersの 理 論 に よ る 解 法

Sanders⑳ は 仮 想 仕 事 を 考 え る こ と に よ り 一 般 の か く に 対 し て 修

正 し た 平 衡 方 程 式 を 導 い て い る 。 こ れ を 軸 対 称 か く に つ い て 示 す

と 次 式 の ご と く に な る 。

∂(rNξ

∂ξ)+・ ∂与多L舞N,+号Qξ

+ad2a`e.〔(一11r

gre)'M・ ・〕+・ ・X*_・

∂(rNξ θ

∂ξ)+・ ∂NBae+舞 貢,B+arrB-QB

.+r2・a〔(・1,・ 一 一≒)M・ ・〕+・ ・Y*一 ・

∂(1婁・≒
+・ ∂霧L号N,一arNr

B,+・rZ*_・

∂(;讐1

+・ ∂箏多L発M,一 ・・Q,・ ・

∂(rMgB

∂ξ)+・aMBde+無,一 ・・Q,一 ・

Nξ θ,Mξ θ は 次 式 で 定 義 さ れ て い る 。

N,,一(N,,+N,ξ ソ ・M,,一(M,,+Nle,ソ ・

(1,15)

(i.is)
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こ れ ら を つ ぎ の よ う に お く 。

N・ ・ 一 ・・h響
1鴫 ・・nn・M,,=a・(・3・ ・)言 碑1・ ・nn・(1.17)

式(1.15)か らQξ,Qθ を 消 去 しa式(1.4)、(1 。6)を 用 い

て 無 次 元 化 を 行 な う と 次 式 が 得 ら れ る 。

・?'+・(n(n)一 ・e))+一 砦 唱+・ ・〔 ・
,冨 ぎ'

+r・,(魂 一m曽))+n2
P(・ ・,一 ・,)鴫 〕+謬 面 一 ・

碑+・ ・覗 一 一 ・駆 ・・〔一 一n_P・,曙

+÷(・ ・,一 ・,)鵡 ÷(…,+・ ・ξ(1
.18)

一 ゆ 魂
,〕+》 叱 ・

一 ・
ξ・(翌 ・(n)ene+・ ・〔m(2"+・ ・魂'

一 ・
,・,魂+(・,・,n2)mジ ー・m曾!'

+2十 剃+2・ 号 ・鴫 〕+型 一 〇.

Sandersに よ れ ば 合 応 力 と 歪 、 お よ び 歪 と 変 位 の 関 係 は つ ぎ の よ う

に 示 さ れ て い る 。

Eh.ε ξ=Nξ 一 〃N・Eh・,一N
,一 〃Nξ

E・ ・,,一(1+〃)π ξθ¥芽 ・
,一M,一 〃Mθ

Eh3

12・ ・ 一M・ 一 〃M,孕 芽 ぞ,,一q+〃)喚 ぞ

・ξ 一
・∂Uag+「帯.・ ・ 一,∂藷 壕 蔓U+wr

B

・,,一 、1,(・ 器+・aUae・ 一 舞V)

・,一 纂 ・
,一 幕+÷ 一dr一 φ、

マ,,一 、去
,〔 ・`夢+・ 普 一dr一 φ・

+÷(「11
erg){半 一 半L}〕

(1,19)

(i,ao)
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4・一 号 一幕 ら一夢「 群(1・21)

式(1.20)、(1.21)を 式(1.19)に 用 い 、 さ ら に 式(1.6)

を 用 い る と 表1.1の 無 次 元 合 応 力 ・ 合 モ ー メ ン ト と 変 位 の 関 係 が 得

ら れ る 。 こ れ を 式(1.18)に 用 い る と 、 こ の 場 合 も 式(1.14)で

表 わ さ れ る 鞭 方 程 式 が 得 られ る ・ そ の 係 数 凝囎 賑1・ ・に 示

す 通 り で あ る 。

1.2.4溝 口 の 理 論 に よ る 解 法

溝 口岡 鋤 の か く 理 論 で は 平 衡 方 程 式(1.5)の 第6式 を つ ぎ の よ

う に 取 扱 っ て い る 。

N,,MBI
B・ 一Nゼ 等 響 一 亙(・ ・22)

ま た 、 つ ぎ の 仮 定 を お い て い る 。

M,,=M,ξ(1・23)

式(1.22)、(1.23)よ り せ ん 断 合 応 力 は つ ぎ の よ う に な る 。

N,,一 貢 晦N、 」 牌(・ ・24)

式(1.24)を 式(1。5)の 第1～5式 に 代 入 し てQξ,Qθ を 消 去

し 、 こ れ に 式(1.2)を 用 い る と 次 式 が 得 ら れ る 。

・,∂ 藷+・,・(NビN,)+・aNae+・,ク¥1・

aMaMe

・ ・1芽+…,N+(・ ・1・,・,+…,)M,,

+・ θρ与+・aNae・+・,(・ ∂¥夢

aM

+…M,,+、`BB)+謡 ・Y*一 ・

一22一
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・(薯+・ ∂蕗+。 ・M,+azM
pdid多・ ÷ ∂霧・

aMaMaM

一 ・M
,)+(藷+・ ・ ∂Ma多・+雛)

一 ・ ・(・

ξNξ+・,N,)+a2ρZ*一 ・

(1.25)

ま た 、 つ ぎ の よ う に お く 。

N=。 。h穿 督 切 忌innθ
n=1

(i,as)

式(1.4),(1.6)、 お よ び(1.26)を 式(1.25)に 用 い る と 式

(1.9)に 対 し て 次 式 の ご と く に な る 。

・?'+・(・ 曾 一 ・e)+一 紳1

+・ ・,(冠2'+・ ㎡ぎ+・ 」n
P'鴫 一 ・㎡e)+渥 叱 ・

詳叫 ・・調 一 一n
P・(e+・ ・ 〔・… ξ+・,)m(ge

+・ ・,鵡 一 ・,n-tenP(e〕+抑 一 ・

一・
ξ・(匹 ・謬+・ ・〔翠"+・ ・琶ぎ'

一 ・
ξ・魂 一 ・m㍗)'+(・ ξ・,一 チ)岬

・+・ 子 鴫+・ ・nP一鵜 〕+宮 切 一 ・

(1.27)

溝 口 の 理 論 で は 合 応 力 ・ 合 モ ー メ ン ト と 歪 の 関 係 は つ ぎ の よ う に

与 え ら れ て い る 。

N,一 一12D(・ ξ+〃 ε,)N,12D_一i-2一 一(・ θ+〃 ε
ξ)

N一 ・(・一)D・ ξθM,=D(IC,+〃 ・,)(・ .28)

M・ ニD(・ ・+〃 ・ξ)Mξ,一(・ 一L)D・ ψ

さ ら に 、 歪 は つ ぎ の よ う に 表 わ さ れ て い る 。(注1)脚 注 次 頁
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・ξ 一 鐸
.+.弩 ・e-rde+aU+a

・ξ・ 一 ・∂湯 一 ÷V+.蕩 ・ξ 一 ・1・(U「

ξ)_azWad
1,29)

・・一 吻U+ ・1・(VrB)一 幕 一を 謬

… 一 ・謬 ・・一 ・≒V+・1ξ(vrB)一 ・・多轟 ・raW+ardB

式(1.28),(1.29)に 式(1.6),(1.26)を 用 い る と 表1.1

の 無 次 元 合 応 力 ・ 合 モ ー メ ン ト と 変 位 の 関 係 式 が 得 ら れ る 。 こ れ

を 式(1.27)に 用 い る と 式(1.14)で 表 わ さ れ る 基 礎 方 程 式 が 得 ら

れ る 。 そ の 係 数airy～ 岬 は 表1.2に 示 す 通 り で あ る 。

1.2.5Donnellの 理 論 に よ る 解 法

平 衡 方 程 式(1.5)の 第6式 を 無 視 し 、 ま た つ ぎ の よ う に お く 。

N=NM=M(1,30)ξθ θξθξ ξθ

式(1.5)の 第1～5式 か らQξ .,Qθ を 消 去 す る と 式(1.8)が 得

ら れ る 。 こ れ よ り 無 次 元 方 程 式(1.9・)を 得 る 過 程 に つ い て は

1.2.2節 で の 取 扱 い と 同 じ で あ る 。 ま た 、Donnell(38)に 従 い つ ぎ

の 関 係 を 用 い る 。

N,一 了Eh・ ア(・ ξ+〃 ε,)N,一 了 些7一(・ θ+〃 εξ)

N,,一,(Eh1+
i)・ ξθM,一D(・ ξ+LK,)(1.・ ・)

M,一D(・,+〃 ・ξ)Mξ,一(・ 一)D・ ξ,

一 般 軸 対 称 か く に 対 し て は 式(1
.29)な ど か らDonnellの か く 理 論

(注1)溝 口 の 論 文 闘 勧 に お い て は
、 曲 率 半 径 と モ ー メ ン ト の 方 向 が

図1.1、 お よ び1.2と 逆 に な っ て い る た め 、 式(1.29)の 符 号 の 一

部 は そ れ と 異 な っ て い る 。
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に 従 っ て 主 要 項 を 残 す こ と に よ り歪 を つ ぎ の よ う に 表 わ す 。

・aUg-add+弩 ・・aV
rae+wrB+果 廃

… 一aUrdB+議 一壽 畜 ・,一 一 ・幕 ・(・.32)

_評W∂2W2
B一 一 πKgB=一 ・,∂ ξ∂θ

式(1.31),(1.32)よ り 次 式 が 得 ら れ る 。

N・ 「 讐 〔aUadg+書+〃(
,∂vae+・wrB.+Uar一 舞)〕

N・ 「 孕 ア 〔
・∂vae+Wre+一Uar・ ÷}+〃(一aUwad+「)〕

N,,一 一轟 丁(
,∂Uae+aVVadd_ar一 舞)

M,一D(∂2WヂW一 層躍 一 一L-dBz)

M,一D(∂2WヂW一 一扉 一"π)

M,,一D(・ 一 〃)。 譜 θ

(1,33)

こ れ に 式(1.6)を 用 い る と 表1 .1の ご と く、 無 次 元 合 応 力 ・合 モ

ー メ ン ト と 変 位 の 関 係 式 が 得 ら れ る
。 そ れ を 式(1.9)に 用 い る

と 式(1.14)で 表 わ さ れ る 基 礎 方 程 式 が 得 ら れ る 。 そ の 係 数 を

表1.2に 併 記 す る 。

1.2.6修 正 し たFluggeの 理 論 に よ る 解 法

Flugg・%理 論 の 取 扱 い に お け る 合 応 力 ・合 モ ー メ ン ト と 変 位 の

関 係 式 は 、Donnel1を 除 く 他 の 理 論 と 比 較 す る と か ・な り 簡 略 化 さ れ

た も の で あ る こ と が わ か る 。 そ れ ゆ え 、 こ こ で は 平 衡 方 程 式 は 前

述 のFluggeに よ る 取 扱 い と す る が 、 合 応 力 ・合 モ ー メ ン ト と 歪 の 関

係 の み を つ ぎ の よ う に 扱 う こ と に す る 。
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N,一 一hamD(・ ξ+〃 ε,)N,一 」壷D(・ ・+・ ・ξ)

N,,一Net_・(・L)一D・,。

(1,34)

Mξ 一D(・ ξ+〃 ・,)M・ 一D(K・+〃 κξ)

Mge=M,ξ 一(・ 一)Dκ ξ・

歪 と 変 位 の 関 係 式 は 溝 口 に よ る 式(1.29)が 合 理 的 と 考 え ら れ る の

で こ れ を 用 い る 。 こ れ と 式(1,34)か ら 次 式 が 得 ら れ る 。

＼

N,一 、Eh"・ 〔 農+・ 弩+〃(aVrdB+wr
e+Uarl葦)〕

N,一 ÷ 聾 〔,∂Vae+一Wr
B+苦 審+〃(・aUag+弩)〕

N,,一 丁 融 丁(,∂Uae+繕 一Varlき)

M,一D〔 。1,.(号)一 離+〃(.・ 釜～U+・1・(Vr
e)

a2WraW

M・ 一D〔 六 ・U+・1・(Vr
B)一 幕 一壷 謬

+〃(・1・(彗)_azWa2d)〕

M,・ 一(・ 一 〃)D〔 ・aUrya・ 一 ・rr

,V+・1・(vre)

一
。,12轟,+rdWardB〕

(1,35)

こ れ に 式(1.6)を 用 い て 無 次 元 化 す る と 表1.1の ご と く に な る 。

こ れ を 式(1.9)に 用 い る と 式(1.14)の 基 礎 方 程 式 が 得 ら れ る 。

そ の 係 数 は 表1.2に 併 記 し て い る 。

一26一



表1.1 合 応 力 ・合 モ ー メ ン トと 変 位 の 関 係 式

(F:Flugge,M:溝 口,S:.Sanders,D:Donnel1,

MF:修 正Flugge)

b=1/(1一 ン2) d=b/12

(nlハ

ξ F.M.S.D.MF b〔 ・wf'・vyV(f+・ 与 ・(nle・(・ … ω・)wω)

(ゆn
θ F.M.S.D.MF b〔 ・・讐㌦ru(e弓 魂 ・(・6+YW,)wω 〕

㈲n

ξθ

FDMF bzり((ril'Ua一 ・(n1Ua→ 岬)

M b(≒ μ》(U(e・u号L十u(?)+AE・,mfb

nee S b(≒ ツ}(・?'一 ・u?一nP・(rilf).

(ailn
θξ

FDMF nωge

M b」L量ユ(・a)㌧ ・・(e一 「肝ul聖)3・,m讐.

m?

F d(雨 ①"一 ・γwω'・ ・ ザw⑪)

D d(一 儲の"・v.夢wω)

MSMF
d〔 ・,u窄 ㌦(・ い ・γ・,)幽 ・ω,子u(B

-W㈲"一 ・・Wω'・ ・ 一髪Wω 〕

m?

F ・m(碧 過・d(1一 シ・)(」 差Wω 一 γW㈲')

D ・m魅d(1一 ・・)夢 魂
I

MSMF
・m魅d(1一.ン2)(・ ・,u曾 ・ ω,÷ ・wa

一 ・wω ㌧PWinl.)

(rilm
fB

F d(1-rの(号wω'一P・wω)

D d(1一 レ)』Lw(ゆ'
P

MMF 6

d(1-y) .(一 ・・nP一.・(碧 ・ ωlu腰 ㌧ ・・BUB.

・ 牙w㈲ ㌧ γ号 岬)

魂 S
d・(≒ り!((・ 。.一3・,)・,n.p魂 ・(3ω θ量 ω・)・ ・?'

・ ・(wf-3tua
2'・ ・(n)+e2号wω'一2」iP・wω 〕

⑪m
gf F.MD.MF (nlm

ξ.β

q?
F.MD.MF λ・〔ml㌘'・ γ(m曾 一m(B)・ 号m毎 の

S a2〔m.讐'・ γ(閉(聖 一m?)・ テ 雨1碧,〕

q㌢
F,MD.MF λ・〔m`郭 ・2・m(身B一 号m(ジ 〕

S 漂 〔 曜 ・2・rl'1fe-P-m讐1〕
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表i.2基 礎.方 程.式 の 係 数

(F:Flugge,M:溝 口

b=1/(1一 ン2)

S:SandersDDonnell,

MF:修 正Fliigge)

d=b/12

⑪a

,

.

F.M.S.D.MF b

.一

(N
aZ F.M.S.D.MF br

ωa

3

FD
一 ・b・

,・ゲb匹b"デ)A

M
一b・,・ ドb・ ・一b早 チ λ・d(1一・)〔2チ

や(1+ン)〆 〕暢

S

一 ・b・
,・ ゲb・ ・一b(t-Y)z」 チ

ー ・冠(1一 ・)〔(1・ ・)・ ・叫 ・(3・,一 ω・)28鴇 〕

MF

一、b。
,。 ドbデ ーb早 一皆 一 ・d(1一 の 〔 」差

4(1+y)ヂ.〕 げξ

FD b(1・y)22P

M b(1のn2,・2λ2d(1一 ・)・,・ ・号

S b(1+・)n2,…d(1一 ・)(3・,一 ω,)(3・ ・一 ω,)n8p

MF b(1・ ・)£,・ ・2d(1一 ・)・,・nep

nla

s

FD 一b(3-y)ri
v

M 一b(3一 ・)・n
2P一 ・2d(1一 ・)(3・ ・)・ ・…nA

S

一b(3-Y)YZ、 一 λ2d.(1一)・nA

・〔÷(3・,一 ω・)(3・ ・一 ω・)・(1・ ・)wpm・ 〕

MF 一b(3一 ・)・.n2A一 ・2d(1一 ・)・ ・…nP

㈲a
s

FMF b(・,・ ・ω,)・ 沼d(D)〔 チ ・(1・L.)・ ・〕・e

M b(・,・ ・ω,)・ λ・d(1一 ・)〔2p・(1・ ・)〆.〕 ・ ξ

S
b(・,・ ・ω,.)・ λ・d(レ ・)〔(1・ ・)勲 ξ

a

D b(・,・ ・ω,)…d(1一 ・)・ ξ チ

a(n)7

FMF b(・ い γ¢,.一 ・・,)一 λ・d.(1一 ・)(2・ ・)・ ・,nZ

M b(ω 孝+γ ω ξ 一rwe)一d・d(1一 ・)(3・ の ・ ・,一nZ.

S
b(.wf+γ ω ξ 鳳rwe)一 ・d(1一 ・)・1'hPZ

・ 〔÷(3・,一 ω,)・(1・ ・)・f〕
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⑪a
7 0 b(・ 孝 ・.・ ・e一 ….〉 一 λ2d(1-YE・ ・ビ 夢

ゆ

8(a F.M.S.D.MF λ2ωe

ωa.9

F.M.S.D.MF λ2(1一 ・)γ ω ξ

(rDaia

FD
,

一b(1・ ・)一Z

2p

M 一b(1・ ・)一

2p-2λ2d(1一 ・)・,・,n_A

5 一b(1+・)n

2P一 ・d(1-Y)(3・,一 ω,)(3・,一 ω,)n$P

MF 一b(1・ ・)n
2F「 一 λ2d(1一 ・)・,・,」}

(n
ai,

FD 一b(3-y)ri

n
馳

M

一b(3.一 ・)・ 碧
,一aZd(P)nA(2・ ・い2・ 孝・,

・ γ ω,ω
,+・ γ ωξ ω,〉

S

一b(3一 ・)・n
2,一 λ2d(1-y)号 〔(1・ ・)・ ・,・,

考(6・,・,一7・zE-3嚇 讐(5・ グ3・,)〕

MF

一b(3一 〃)・n
2P-xZd(1一 の 」iP・,.〔 ・e

+(2+ン)γ ωξ 〕

㈲
aiz

FD b(t一.り.2

M b.(1… ン)・2・d(1一 ・)・2a

S b(1董 り 」d(1§ シ)(3・,一 ・,)2

MF b(1菱 レ).・ ・d(1一)・z6

(h).a
i3

FD
.

b(t-y)r2

M b(1… り ・ ・2・d(1-v.)・ ・,(2・,一 ・,)

S
28

・ 〔 ・(5・,一3・,)一2・e〕

MF b《 ≒ レ)・γ ・ ・d(1-y)・ ・,(・,・2・,)

a(n)
is

FD
9

b⊥1-y2(・,・ ゲ ・)一bnZPz

M

b畢(・,・ 一rz)一b」+xZd(1一 ・)

・(2γ2ω2θ ・2・ 鴎 一岬 ・,・B「 嶋 号)

S

b(1量 ン)@,・,一r2.)一b-nZ・ 潜d(1一 ・)

・ 〔÷ ・,・,(3・ ド ω,ア ー(1・ ・)・z
B」12PZ

・ ÷(3・ ゲ ω,)(2・ 孝 一5・ ・,+3・ ・
,)〕

MF
b畢(、 ω,・ド 〆)一2bp

・ λ・d(』)・2
e(・,・,一3・ ・一n2)

aω15 FDMF
,,

λ2d(1-y)・,十
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馳

㈲ai
s

M 2λ2d(1一 レ)ω θ 十

S xzd(1一 ・)(3・ グ ω・)n
2p

U1)
ais

FMF 餉.

λ2φ(1-YZ)・ ・,P

M λ2d(1一 ・)・(2・,一 ω,・ ・ω,)n_P

S .・d(1一 ン)C2(1+・)・ ・ゲ ω孝 ・3・(・ ・一 ω・)〕n2P

D λ2d(1-y)γ ωθ 十

⑪
a17

F,MF

一b(・
B+・ ω,)十 ・・ λ2d(1一 ・)ω 〃辛 〔 ・,ω グ

ー(1+Y)チ)

M

一b(・
,…,)n_P・ λ2.d(1一 ・)P〔 一2γ2ω,

・2〆 …2・,ぴ ゲ(1・ ・)・ ・n2
AZ〕

S

一b(・
8・ ・ω,)」}疑d(1一 ・)十 〔・・ヒ2〆 ・,

一2(1+Y)・
,n2Z+A(3・ ブ ω,)(〆 ・ ω,φ,)〕

Q 一b〈 ・
,一,)n_P一 ・d(1-vZ)・,n3pa

aω18 F.M.S.D.MF 一 λ2・ ω,n
P

ω
ais

FD 一b(・
,り ω、)

MMF 一b(・
,・ ・ω")AZU(1一 ・)・,〔(1・ ・)rz2」1zA〕

S

一b(ω
ξ尋 μωθ)一 λ2d(1一 り 〔(1・ ・)殉 ξ

2

ω
azo

FD 一bγ(ω
θ+ン ω ξ)

M,MF

一b・(ω
θ+レ ωξ)・ λ・.d(1一 ・)〔(1り)・(2・2f・,

…,一 ・・～ 一 ・,nZPZ)一2・.fp〕

S

一bγ(ω
,や μωξ)+λ2d(1一 シ)〔(1+シ)γ.(2げ ξω θ

r・,一 ・・ξ 一 ω,豹 ・(・ ・,一 γ・ド3・e),零 〕

(n〕a

2工

FD 0

M.MF 2λ ≧d(1-Y)ω θnP

S λ2d(1一 ・)(3・a一 ω,)n2P

n
22(a

FD 0

M x2d(1一 ・)・ 〔2・,一(3・ の ・,〕nP

S λ・d(Y)〔3・ ・,一 ・・,(5・2・)一 ωξ 〕n2,ee

MF λ・d(1一 ・)・ 〔2・,・(1一 ・)・,〕 一.L.P

ω2as
FD ●

一b(・
,…,)nP

一30一



ωa
23

M

一b(・ … ω,)+・ ・d(1一 ・)〔(3+y)…ze.

・(4・2・)YZ・ ・一(3・ ・)〆 ・,一(1・ ・)・ ・夢 〕nP

S

一b〈 ・B+・ ω,)十 卍d(1一 ・)〔2q・ ・)(・ 鴎 一 〆 ・,

+2r2・ ・ 一ω・辛)+r・ い3・(・ ・一 ω・)

n

MF

一b(ω
θ+μ ωξ)一nA一+λ2d(1-Y)〔(3◎ ツ)ω ξω㌃

一(3・ ・)rZ・
,一く1y)・ グ 夢 一2デ ・,〕」iA

一

a(n}29

F,M.S,MF ・d(1-v)〔(1の 〆 ・2」1a
PZ

D 2・d( .1一)チ

・25

F.M.S.MF 一 氾d(1一 ・)・ 〔(1・ ・.)(2・,・ ・+・)・nZ2p〕

b 一 ・d(1-v2)・n`

ω2z
s

F.MS.MF ◆

一b(・ い2・ ω
,・,・wzB)・ λ・d(1一 の 〔(3・ ・)・,・,

.・2(2・ の 〆 一(1・ ・)nz
PZ〕 チ

D

一b(ω2ξ ÷2μ ω ξωθ+げ θ)+λ2d(1一 ン2)(ω ξω θ+2γ2

-nZ

Oz)昏

ω
a27 F.M.S.D.M λ2

⑪a
28 F.M.S.D.MF X2(2-Y)r

㈲azs
F.M.S.D.MF, 疇 〔(1-Y)・gwe+y劉

・30

FD ●
0

MSMF.● dw ξ

8ai
FD 0

MS.MF d(ω ξ 寺.v7wg)

a

FD ・

-

0

MS.MF d・ ω ・n
.

㈲a3a
F.M.S.D.MF 一d

a(n)34
F.MS.MF 一dレ γ

D 0

(nla
.as F.M.S.D.MF d・ 号

㈲a
ss F.M.S.D.MF 一1

,一一31一



1。3境 界 条 件

1。3.1Fl廿99e,溝 口,Donnell,

お よ び 修 正 し たFltigge

の 各 理 論 に よ る 取 扱 い

本 研 究 で 取 扱 う 諸 問 題 の 境 界 に

お い て 考 慮 す べ き 合 応 力 ・ 合 モ ー

ヘ ム

メ ン ト はNξ,Nξ θ,Qξ,Mξ で

ム ム

あ る(図1・3)・Nξ θ ・Qξ は

そ れ ぞ れ 有 効 せ ん 断 合 応 力 、 有 効

横 せ ん 断 合 応 力 で あ り次 式 で 与 え

ら れ る28(3肺 ⑤69}

こ れ を つ ぎ の よ う に お く 。

N,,一 略 鯉 ・・nn・Q,一 璽
。 碑 ㌦ ・・n・(1・37)

式(1.2),(1,6),(1.37)、 お よ び(1.5)の 第5式 を 式

(1.36)に 用 い る と 次 式 が 得 ら れ る 。

匙 翫 濾 岬)+槻 〕}一
こ れ に 表1.1のF田ggeに よ る 無 次 元 合 応 力 ・合 モ ー メ ン ト と 変 位 の

関 係 を 用 い 、 さ ら に ・fと 変 位 の 関 係 式 を あ わ せ 示 す と つ ぎ の よ う

に な る 。

・(ぎ一b曾 ・(ぎ'+慶)・(ぎ+b卸 ・㌢+b曾wω

礪 一 ・騨+・ 皇)・㌢'+・鮎 穿+碑)wω'、+劇wω(・.39)
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鯉 ㌦ 聯 寓 」(…9)

係 数 岬 ～b鴇)を 表 ・.・ に 示 す 。 同 様 に し て 表 ・.・ の 溝 。 、D。nn。ll、

お よ び 修 正 し たFiiiggeに よ る 関 係 式 を 式(1 .38)に 用 い る と 、 い ず

れ の 場 合 も 式(1.39)で 表 わ さ れ る 関 係 式 が 得 られ る 。 こ の と き

の 係 数 を 表1.3に 併 記 し て お く。

1.3.2Sandersの 理 論 に よ る 取 扱 い

Sanders⑳ の 理 論 に よ れ ば 、 境 界 に お け る 仮 想 仕 事 を 次 式 の よ う

に 表 わ し て い る 。

ム ム
Nξu+Nξ θV+QξW+Mξ φ1(1

.40)

ム ム
た だ し 、Nξ θ,Qξ は つ ぎ の よ う に 与 え ら れ て い る 。

ft・・ 一N・ ・+}(31
「θ 「ξ)蕨,,Q,一 ・Q,+需(、 .4、)

式(・ ・2),(1.6)
,(・.・7),(1.37)、 お よ び 式(1.15)の 第

4式 を 式(1.41)に 用 い る と 式(1 .38)に 対 し て 次 式 が 得 ら れ る 。

礪 一 魂,一 チ(・,一 ・・,)鵡}

碑 ・一 碑 ・+・(m・ ぎ 一m℃ ・)+・ ÷ 茄・島 〕1(1.42)

式(1.42)に 表1.1のSandersに よ る 関 係 式 を 用 い る と 、 こ の 場 合

も 式(1.39)で 示 さ れ る 関 係 式 が 得 ら れ る 。 こ の と き の 係 数 を 表

1.3に 併 記 し て お く 。

1.3.3境 界 条 件 の 例

境 界 に お い て 作 用 す る 合 応 力 ・合 モ ー メ ン ト と 変 位 を 組 合 せ る こ

と に よ り 種 々 の 境 界 条 件 が 得 ら れ るが 、 実 際 に 多 く 用 い ら れ る 境 界
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条 件 を 示 す と つ ぎの よ う な も の で あ る 。

自 由 端・ 準 礪 一鯉 一魂 一・1

欝 鯵 鹸(1,43)
ま た 、 球 か く の 頂 点 の よ う に 極 と な っ て い る 場 合 に は つ ぎ の 条 件 式

が用 い られ る解

1∴i;三1:三 ∴ 鑑 ・(1,44)

1.4接 続 条 件

か く に 幾 向 学 的 な 不 連 続 が 存 在 す る 箇 所 に お け る 接 続 条 件 に つ い

て 考 え る 。 図1.4の ご と く、 か く1,竈 の 部 分 の 境 界 に お い て 傾 斜

角 ψ の 不 連 続 量 が 存 在 す る も の

と す れ ば 、 幾 向 学 的 、 お よ び 力

学 的 接 続 条 件 は つ ぎ の よ う に な

る 。

・(碧面一・穿1… ψ

婦 扮Isinψ

剛_㈲I
uBｰ=ue

調 し ・穿1… ψ

+評)1。 。sψ

φ1"=φ11

(1,45)

図1.4不 連 続箇 所 を持 つか く
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表1.3境 界 条 件 式 の 係 数

(F:FI'ugge,M:溝 口,S:Sanders,D=Donnel1,

MF:修 正F1'ugge)

bΨ F.M.S.D,MF b

b㌣ F.M.S.D.MF bv7

b(? F .M.S.D.MF b・ 」P

b曾 F.M.S.D.MF b(ω ξ・ ・ω,)

b(?

FD 一b(1一")i
n

M 一b(ト ・)n
2P-2λ2d(1-y)・,・ep

S 一b(レ ・)「 歩 一 λ2d(1一 ・)(3・ ・ 一 ω ・)(3・ ・ 一 ω・)8p

MF 一b(1一)n
2p一 λ2d(1一 ・)・,・ ・ 」}

bω
6

FD b・(1養 ン)

M b(≒ 翠)・.2・d(レ リ ・2B

5 b.(1養 レ)+a2d(1§ μ)(3・,一 ω,ア

MF 2

bω
7

F.M.S.D.MF 一 γb㈲
fi

bω
8

F.D.MF 沼d(1一 ・)・e-nP

M 2azd(1-Y)ω θP

S λ2d(1一 り(3・ ド ω,)n2P

b?
F.M.S.MF 一.γb㈲.

8

D 0

b鴨

FD 0

MMF 一 λ・d(1一 ・)〔(1+Y)rz・

,+2・,PZ一 〕

S 一 ・・d(1一 ・)〔(1・ ・)・ ・
,・(3の,一 ω,)nZ2P〕

b曾

FD 0

MMF 2a・d(1-y)・,十

S 瀞d(1-Y)(3・ ゲ ω,)n2P

b豊

FD 0

MMF 一 λ2d(1一 ・)(3・ ・)・ ・,十

S
_x2d(1-y)・ 〔3・ ・ 一

.…2(1・ ・)・ ・〕n2P

b製
F.M.S.MF ・d(1一)〔(1・ ・)YZ｢ .2"zP〕

D ・.d(1一 ・)一 望L

曙
F.MS.MF 一xzd(1一 ・)(3・ ・ 〉・naP

D 一 瀞d(1一 ・)・ デ

b製 F.M.S.D.MF λ2

b鵯 F.M.S.D.MF aZ(1-Y)r
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・(2卿一 ・?1… ψ碑1… ψ

督ぎし ・撃II… ψ+ql… ψ

こ の 条 件 式 は 、1とDの 各 部 分

の か く 厚 や 曲 率 が 不 連 続 で あ る

場 合 、 ま た 材 質 が 異 な る 場 合 の

接 続 条 件 と し て も 用 い る こ と が

で き る 。 上 述 の 式 は 二 種 類

の か く が 剛 接 続 す る と し て い る

が 、 他 の 場 合 に つ い て も 同 様 に

条 件 式 を 作 る こ と が で き る 。

っ ぎ に 図1.5の よ う に1,題,

お よ び 皿 の 各 部 分 が 集 ま る 場 合

の 接 合 条 件 に つ い て も 、 同 じ よ

刎 一鯉

魂L魂1
(1,46)

図1.5不 連続 箇所 を持つ か く

う に し て つ ぎ の よ う な 関 係 式 が 得 ら れ る 。

・㌢皿一 ・㌢1… ψLwω1… ψ1一 ・曾"… ψ廻一 調 … ψ馴

・騨 一 ・(ザL♂ 甥暫

調 し ・wl… ψ1+W(n)1… ψL・(ぎ 団… ψ趾+訓 … ψ皿

φ,一 φ、1一 φ1晒

・讐・一 ・穿1… ψL碑II… ψ1+喫 ㎜… ψL鯉 四… ψll

響 一 合製+響

皿一 ・(ぎ1…ψ1碑1… ψ1+・ 摯)四… ψ駈+鯉 訓… ψ厨

し 魂1+魂 囮

(1.47)

(1,48)
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1.5自 由 振 動 問 題 の 取 扱 い

前 節 ま で に お い て は 静 的 曲 げ の 問 題 を 対 象 と し た が 、 こ こ で は 自

由 振 動 問 題 に .対す る 解 法 に つ い て 考 え る 。 自 由 振 動 問 題 に 対 し て

は 、 外 力 と し て つ ぎ の よ う な 振 動 慣 性 項 を 考 え る 。(注1)

X*_一P*h峯Y*一 一 ・*h夢Z*一 一 ρ*h響(・
.49)

こ こ に ρ*,tは そ れ ぞ れ 比 質 量 お よ び 時 間 で あ る 。 自 由 振 動 の 問

題 で は 、 各 フ ー リ ェ 指 数nは 振 動 形 に お け る 節 線 数 の1/2を 表 わ す

か ら 、 式(1.6),(1.17),(1 .26),お よ び(1 .37)に 対 し て

つ ぎ の よ う に お く 。

N,一 ・・h・ 撃)・ ・…c・ ・ 所

N,,一aohn・inn・ … 露

N=』,。h五 ω 、innθ 。。,2マ

Q,一 ・hq讐)・ ・・ ・・ … 所

食,ｰo・ 碑1・ ・・ ・・ … 唐

N,一 ・。h・ 鴨)…n・ … 癖

N,,一 ・・h五 鴇 …n・ … 所

食,,一 ・。 碑1…n・ ・・…

Qθ=σ 。hq(彦)sinnθcos・Qa

Mξ 一 ・・(ド/a)盃2…n・ …T

M,一 〇。(炉/a)曙 …n・ …9≡

M,,=a・(lay/・)B・i・ ・・ ・… 夢

M,Ba・(ド/a)鴫 ・i・・・ ・… を

U一 ・(a/E)♂ ぎ …n・ ・・…

V一 ・。(a/E)♂ 甥 ・inn・ …2ぞ

W=σ ∩(a/E)w血)cosn8cos9ぞ

(i.so)

・9 ,τ は 次 式 で 定 義 さ れ る 無 次 元 振 動 数 、 お よ び 無 次 元 時 間 で あ る。

9-2・ ・f.P*/Ez=(t/・)/アf:振 動 数H。(・ .5・)

(注D本 研 究 で は
、 回 転 慣 性 項 価 に つL・ て は 取 扱 わ な い こ と に す る 。
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式(1.49),(1.50)を 用 い て 、 式(1.5),(i.15)を 前 と 同 様

に 変 形 す れ ば 、 静 的 曲 げ 問 題 に 対 す る 基 礎 方 程 式(1.14)と 同 じ 形

の 鞭 方 程 式 が 得 ら れ る 。 こ の 場 合 、 係 数 ・争)～瑠 は 表 ・,2の 通

り で あ る が 、 外 力 の 項 ヌω,マ 切,夢 は そ れ ぞ れ 次 式 の ご と く に

な る 。

剋 μ ・(ぎ Ψ叱 ・・u讐)Zω 一 ・2許)(・ ・52)

ま た 、Donnellに よ る 解 法 を 用 い る 場 合 に は 、 簡 単 に つ ぎ の よ う に

お け ば よ い 。

文ω_マ 切 一 〇Zω 一9・ 評)(・.53)

境 界 条 件 に つ い て は1.3節 と 同 様 に 扱 え ば 式(1.39)の 関 係 が 得

ら れ る 。 こ の と き の 係 数b曾 ～biaは 表1.3の と お り で あ る 。

接 続 条 件 に つ い て も1.4節 の 関 係 を そ の ま ま 用 い る こ と が で き る。

1.6差 分 法 に よ る 数 値 解 法

1.6.1差 分 近 似

子 午 線 方 向 の 座 標sに 関 す る 領 域(o,S)に お い て1個 の 不 連

s=O

J=123
m+1m+2m+3

m-2m-1m

5=5

N_2N娯1N

CトoooO(〉 《◎トoooO(ト ○
→ △,〈 一 → △2ぐ 一

κi,来 ヒ 〉

図1.6差 分 点 の 番 号(接 続 点1の と き)
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続 点 がS=Sl,S2… …slに あ る も の と す る 。 各 部 分 領 域(0,S1)

(si・s2)…'● ・(sl・s)を そ れ ぞ れN1-1,NZ-1・ ・一Nl+1-1

個 に 等 分 割 し 、 こ れ ら の 分 割 点(差 分 点)に 図1.6の よ う な 通 し 番

号jを つ け る 。 す な わ ち 、s=0をj=1,s=Sをj=N1+

N2一 ト ・一+Nl+
1≡Nと し 、 各 不 連 続 点 に 対 し て は1=mと 」=m

+1の よ う に 二 重 の 番 号 を つ け る 。 各 部 分 の 領 域 に お け る 座 標 ξ

の 差 分 点 間 の 増 分 量 は つ ぎ の よ う に な る 。

dl=sla(N
,一1)錠 熱}

(・・54)

さ て 、 こ こ で 基 礎 方 程 式(1.14)の 解 行 列 を つ ぎ の よ う に お く 。

Z=〔 ・,・,wm,〕T(・ .55)

Tは 転 置 行 列 を 表 わ す ・ 差 分 点jに お け るZをZjと .し・ つ ぎ の

関 係 式 を 用 い る 。

Z.

Z'_一JJ+・2弓Zj一 ・Zl・ 一 一Zj+1-2Zj+Zj-id(・.56)

こ れ を 基 礎 方 程 式(1.14)に 用 い る と 、 つ ぎ の 差 分 近 似 関 係 式 が 得

ら れ る 。

AjZj→+BjZj+CjZj+1=Dj(1 .57)

た だ し ・Aj・Bj,c.,お よ びDjは つ ぎ の よ う な 行 列 で あ る 。

Aj=

2a1-azd

-alod

-alyd

X304

一a4d-asd-a8d

2alz-a13d2x15-alsdO

2a21-az2d2aZ4-aZSd2x27-az8d

O2a33-a34dO

(1.58)
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Bj筐

c._
J

r2a3dz-4a1

2alldz

!
12a20dz

し 。31d,

f
2a1十a2d

alod

a19d

1830d

2asd22a,dz

2a14dz-4alZ2a17d2-4ais

2a23d2-4aZ12aZSdz-4a24

2a32d22aas42-4a33

a4dasda8d

2alZ-1-alsd2ais-1-alsdO
i

2a21+a22d2az4一}一a25d2aZ,一{一aZ$dI

O2a33+a34dOJ

2agd2

z2a
isd

2azsd2-4a27

228
364

13._J

一2dzX

-2d2Y

-2d2Z

つ ぎ に 境 界(1=1,N)お よ び 不 連 続 点.(」=m,m+1)に

対 し て は つ ぎ の 関 係 式 を 用 い る 。

ZI_一.3L1+4L-L.ig2
1Z… 禦 ⊥(…9)

・93そ 聖 一41磐;・+Zm一 ・

1.60)

9
ml、 一 一3Zm≠ 吐

こ こ に 、 』『,d+は 接 続 点 の 前 後 の 領 域 に お け る 差 分 間 隔 を 示 し て

い る 。

さ て 、 式(1.59)を 式(1.43),(1.44)に 用 い る と 、 境 界 条 件

は 次 式 の よ う に 表 わ さ れ る 。

(A、)Z、+(B、)Z,+(C、)Z,一 〇(1.61)
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(AN)Z逗_2十(BN)ZN_1十(CN)ZN=o(1・62)

式(1.61)は 始 端 、 式(i.62)は 終 端 に 対 す る 式 で あ る 。(A1)

～(CN)は4×4行 列 で あ り 境 界 条 件 の 種 類 に よ っ て 定 ま る 。

1.3節 で 示 し た 境 界 条 件 に 対 す る も の を つ ぎ に 示 す 。

1)自 由 端

(A1)=

一 蕩 ・+b,

bs

bis

O

2bl
T

O

(B、)=

0

0

(C、)=

一 一2d-

0

0

0

b,

π

0

(AN)=

0

0

0

与
与

0

b3

3-fib・+域

3b
u+biz

4

b,

一 一a-b$一1-b9

3一 一a-b・3+・b・4

0

00

与,・
2b132b15一:2「 一'一 「一

〇 〇

0

一」捻

一一睾ナ

0

0

暑
塾
0

0

暑
2d

O

00

一暑 ・

一器 」y15

00

0

0

吾
0

0

0

マ』勢+b・

i
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(BN)=

一与

0

0

0

f告+b、

(cN)∵

ii)自 由 支 持 端

(A、)=

(B、)=

「 診+b・

0

0

0

与

i

陽
CAN)_

0

0

0

0

0

2b6一 一丁

_2
d

0

b3

D

_2b$T

一一…禁

0

b4

券+b,3d+b、

3
2Q+… 壽+・14

0

0

0

b3

1

0

0

0

b4

0

1

a

tC>

(BN)=

0

0

0

1

/

0

0

2bis

L「 一

0

0

0

判

_b,π

一与

0

0

0

0

0

0
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銘 ・+b,

0

(CN)=
0

0

iu)回 転 支 持 端

1

1

(A、)=

(AN)一(BN)一

iv)固

(A、)=

(C、)=

定 端

1

0

1

0

1

0

1

1

-30

0

-10

0

b3

1

0

0

0

b4

0

1

0

0

0

0

1

(B1)=(c)=

0

(B1)

(CN)=

(AN)=

一43一

0

0

0

0

0

1

0

1

0

40

0

10

D

1

0

1



(BN)_

V)極

n=0

(A1)=

(C1)=

(BN)=

n=i

0

1

0

0

11(A,)=[

(C、)=

0

0

1

0

0

0

-40

3

i

一4

1

0i

30

0

10

3

1

一4

/

./

0

(CN)=

(B、)=

(AN)=

(CN)=

(B、)一

(AN)_

一44一

1

0

0

1

0

0

i

0

0

1

0

-4

1

30

一4

1

3

0

0

10

一4

1

3

0

0



n≧2:固 定 条 件 と 同 じ

つ ぎ に 式(1.60)を 式(1.45),(1.46)に 用 い る と 、 接 続 条 件

式 は っ ぎ の よ う に 表 わ さ れ る 。



(DM)叶1=

(FM)ilt{一1

(GM)m一

i

0

0

1

ωξ両 一10

0

oi

3

πF'o

0

0

ナ ・

_b,… ψ

0

一bl・i・ ψ

0

ノ

(EM)m+i

b1,… ψ

一舞
一.bll… ψ

0

0

b13… ψ

b

r舞 … ψ

0

0

0

一う ・

券 … ψ

0

一券 … ψ

0

(HM)m

(IM)m

2b, .c_a__・ ・ ψ

0

築 ・i・ψ

0

一与 Slnψ

与

2躰 … ψ

0

一2禁 一・i・ ψ

2b8

2塾 … ψ

0

一与 ・i・ψ

0

穿 一C・・ψ

0

∵}sψ+b10sinψ 二}JgCOS∵、1穆 認

卜(嘉 旨b,)… ψ 「b1Gc・ ・ψ 一・・s・・ψ 一(舞 認

o

-b、c・ ・ ψ+(3b13+b14)・i・ ψ

一(券+b,)

;b・sinψ 一(募+b、 、)cOsψ
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0

(3b1;+・ ・)・i・ ψ1

0

二畔+　 /



f

(回

「夢

(KM)m+1=

(LM)In+1=

3bl+b
,

bs

bis

O

0

0

0

bl

2c「 「

0

0

0

0

嘉
与
0

0

bs

皿

b11

2

0

b3b40

一 一
2d++・ ・ 一 券+・ 、 ・

一 謬+・iz_3

24++・ 、42d+'・ 、

0

0

2bS
τ

2b13
7

0

O

b8一 　狂

_b13π

0

0

1
0

0

制
0

0

bis一77r

O

1

1.6.2静 的 曲 げ 問 題

基 礎 方 程 式(1.57),境 界 条 件 式(1.61) ,(1.62)、 お よ び 接 続

条 件 式(1・63)は ・ 解 行 列Zj(j=1～N)に 関 す る 連 立 方 程 式 を

構 成 し て い る 。 簡 単 の た め 不 連 続 点 を1個 と し て 、 こ の 連 立 方 程

式 を 行 列 表 示 す る と つ ぎ の ご と く に な る 。
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(A1)(B1)(C1)

A2B2C2

A3B3C3

■o●

● ・o・
●

Am -2Bm_2Cm_1

Am _1Bm_1Cmr1

(AM)m(馬)m(%)m(㌔),nf、(馬)rn+1(FM)m+、

(GM)m(馬)m(IM)m(JM)mト1(Kbvl)皿 ←1(ItDvOm+1

冷m+2Bm+2Cm+2

Am+3Bm+3Cm+3

!● 。.

　 　 　

.AN_1BN_1CN_1

(AN)(BN)(CN)

『
Z,

ZZ

Z3

!

;

Zm -2

Zmi

Zm

Zm+i

Zm+z

ZmF3

:

二

ZN -z

ZN -i

1

O

DZ

D3

:

二

Dm-2

Dm -1

0

0

Dn:汁2

P耐 、
?

;

DN -z

DN -i

O

(1,64)
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こ の 連 立 方 程 式 は4N元 で あ り 、 通 常 の 問 題 で はN=100～500程

度 と す う た め 、 式(1.64)を 直 接 解 く こ と は 困 難 で あ る 。 こ こ で

は 漸 化 式 を 用 い て 解 く こ と に す る(12)(40)0

ま ず は じ め に つ ぎ の 漸 化 式 を 設 定 す る 。

Zj=XjZj+1+Yj・(1
.65)

こ こ に ・Xjは4x4行 列 ・Y.
Jは4×1行 列 で あ る 。 式(1.61)

とj一 ・ に 対 す る 式(・.57)を 連 立 さ せ て 、.れ か らZ、 と 許1)

の 関 係 を 求 め る とX1,Y1が 定 ま る 。

つ ぎ に 、 式(1 .57)と 式(1.65)を 連 立 さ せ る.。 ●

Zj -i-Xj-iZj=Yj-i

(1,66)

AjZj _1+BjZj+CjZj+i=Dj

こ れ よ りZj -1とZjの 関 係 を 求 あ れ ばXj,Yj・ を 定 め る こ と が で き る 。

こ の よ う に し て 順 次Xj
,Yjを 求 め る 。 た だ し 接 続 点 に お い て は

jニm-2,j=m-1に 対 す る 漸 化 式(1.65)、 接 続 条 件 式(1.63)、 お

よ びj=m+2に 対 す る 基 礎 方 程 式(1 .57)を 連 立 さ せ る 。 す な わ

ち 、 次 式 の よ.う に お く 。

Z_一X_Z=Ym-zm-2m-im-2

Zm .1-Xm.、Zm-Ym.、

(AM)Zmm .、+(`M)mZm・1+(CM)mZm+(DM)m+iZm+1

+("M)
m+1Zm+、+(FM)m+iZm+、 一 ・

(GM)Zmm 一、+(馬)mZm .1+(IM)mZm・(JM)m+1Z--1-Fl

+(KM)m+1Zm+、+(LM)耐1Z趾 、 一 〇

A
m+、Z耐 、+Bm.、Zm+、+Cm.,Zm.,一Dm+2

(1.67)

(注1)回 転』支 持 の と き 開Z
、とZ、 の 関 係 を 求 め る.
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こ れ よ りXm,Ym,Xm+1,Ym+1を 決 定 す る 。 こ の よ う に し て 結 局 つ ぎ

の 連 立 方 程 式 を 得 る に い た る 。

ZN -2-XN-2ZN-iYN-2

AN -iTN.、+BN-IZN.1+cN-i`N-DN-1}(1・68)

}

(AN)ヘ ー、+(BN)ZN.1+(CN)ZN一 ・J

こ れ を 解 け ばZN-2ZN-i,ZNが 求 ま る 。Xj,Yjは す べ て 求 ま っ て

い る か ら 式(1.65)に よ り す べ て のZjが 定 ま る 。 解 行 列Z.は

要 素 と し てuξ,uθ,w,mξ を 持 っ て い る か ら 、 応 力 は 表1.1を 用 い

る こ と に よ り 容 易 に 求 め る こ と が で き る 。

1.6.3自 由 振 動 問 題

自 由 振 動 問 題 で は 、 式(1.52)ま た は 式(1.53)を 式(1.57),

(1.61),(1.62)、 お よ び(1.63)と あ わ せ 用 い る こ と に よ り 式

(1.64)に 対 応 す る 関 係 式 と し て つ ぎ ・の 連 立 方 程 式 を 得 る 。

(A1)(B1)(C1)

A2B2C2

A3B3C3
● ● ●

　 　 　

Am _2Bm.一2Cm.2

Am ..1Bm..1Cm.1

(ムM)m(BM)m(CM)n(DM)血+1(EM)m+1(FM)ITrf1

(%)m(馬)m(IM)m(JM)計1(KM)Mf1(短)mi一 、

Am卜2Bm+2Cm←2

An汁3Brni-3Cml.3

'
.!:

　 　

A。 .,BN一,bN.2

全馬瓶1制
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`一'N -i

ZN

Zl

Z2

Z3

:
二

Zm _2

Zm _1

Zm

Z
m+1

Zm+2

そm+、
:1
●1
　 　

ZN -1簾

ニ 、92

0

DZ

D3

三

L

Dm -2

Dm -i

O

O

Dm+一z

Dm+s

三

ち_D

N-i

O

こ れ を つ ぎ の よ う に 表 わ す 。

●

Zl

Z2

Z3

1
こ

Zln _2

Zm _1

Zm

Zm+1

Zln+2

Z
m+3

書
ニ 　

ZN _l

ZN

(i.ss)

HZ=22DZ(1 .70)

式(1・69)に お け るAj・Bj・Cj・ ・ま 式(・ ・58)と 同 じ で あ る … 万j

は つ ぎ の4×4行 列 で あ る 。 た だ し 式(1 .53)に よ る と き は 式

(1.72)と な る 。

一2dz

-2dz

:Dj=
一2d2

0

(1・71)Dj=

0

0

-2dz

0

(1,72)

ま た 、 式(1.70)は つ ぎ の よ う に 書 け る 。

(H一 ρ2D)Z=o(1 ,73)

固 有 振 動 数 を 求 め る た め に 、 ま ず か く の 円 周 方 向 の 波 数 を 定 め る。

す な わ ち 、 フ ー リ ェ 指 数n(正 整 数)の 値 を 指 定 す る 。 つ ぎ に 式

(1.73)か ら 次 式 を 満 足 す る 固 有 振 動 数9の 値 を 試 算 法 に よ り 求 め

れ ば よ い 。

DET=IH一 ・2Di・
.(・.74)

こ の よ う な2の 値 を 求 め る た・め に 、 こ の 場 合 も つ ぎ の 漸 化 式 を 設 定
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する卿
Zj-Xl・Zj+1(1・75)

こ れ を 用 い て 前 節 と 同 様 に 取 扱 え ば 、 式(1.68)に 対 し て つ ぎ の 連

立 方 程 式 が 得 ら れ る 。

ZN -z-XN-2ZN-i-O

AN .、`"N.、+(BN.、 一,9zDN.1)ZN-i・cN-iZNO(1・76)

(AN)ZN.、+(BN)ZN.1+(CN)ZNO

こ れ よ り つ ぎ の 条 件 式 を 得 る こ と が で き る 。

IXN -zO

DET=IAN -iBN-i一,92DN-icN-il=0(1.77

(AN)(BN)(CN)

こ こ に 、1お よ び0は そ れ ぞ れ4×4の 単 位 行 列 お よ び 零 行 列 で あ

る 。 式(1.77)を 満 足 す る ρ の 値 に 対 し て 自 由 振 動 の モ ー ド を 求

め る に は 、 式(1.76)のZNの 要 素 の う ち 零 で な い も の の 一 つ を1

と し、 残 り の 各 要 素 を こ れ で 表 わ す 。 つ ぎ に 式(1.75)を 用 い る

と す べ て のZjが 求 ま り 、 こ れ よ り 振 動 形 式 が 定 ま る 。

1.7応 用 例

応 用 例 と し て 静 的 曲 げ 、 お よ び 自 由 振 動 の.問 題 を 例 題 に 取 上 げ 、

1.2節 で 示 し た 各 解 法 に よ り 同 時 に こ れ ら の 問 題 を 解 い て そ の 結 果

を 比 較 す る 。

な お 、 計 算 に お い て は か く の 材 料 は す べ て 鋼 と し て い る 。 す な

わ ち 、 つ ぎ の 値 を 用 い'る 。

p*=7.9x10-10kgsec?/mmZ
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F=2.1×104kg/mmZ

v=0.3

1.7.1静 的 曲 げ 問 題

図1.7の 上 端 自 由 で 下 端 固 定 の 円 す

い か く に 圧 力 の 分 布 す る 場 合 を 例 題 に

取 り 上 げ る 。 こ の と き 簡 単 の た め 式

1∵ おける外力の項をつぎのよ

X*=Y*=o

Z*=ooapocosnB

こ こ にPoは 無 次 元 外 力 で あ り、 圧 力Pを 代 表 応 力 ・。と し て 計 算 を 行

な う 。

円 す い か く中 央 部 の 半 径Raを 代 表 長 さaに 選 ぶ と 数 値 計 算:に 必 要

な 諸 量 は つ ぎ の よ う に な る 。

・=Rod-Li一 ア

・ 一一1〔R1+(RZ-R・)「V-1〕 ・・ 一 」 早L・ 一 ヂ

・,一 ・ ・～ 一 ・ ・,一cos
,w/2

計 算 に 必 要 な 円 す い か く の 寸 法 を つ ぎ の よ う に 与 え る 。

L=500mm,R)=150π π,w=30Q

圧 力 の 分 布 と し て 、 フ ー リ ェ 指 数nを1お よ び2(図1.8)と し 、

各 場 合 に つ い て 計 算 を 行 な う 。n=1の と きa/hを30、 お よ び

150と し て 求 め た 合 応 力 ・ 合 モ ー メ ン ト を 図1.9,1.10に 示 す 。

な お 、 差 分 分 割 数 は150と し た 。
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ま た 、 表 面 応 力 は 次 式 に よ り

求 め られ る。

llジ:::1二t一=n:瀞]

激∴ゴ
た だ し 、()inは 内 面 、()out

は 外 面 の 応 力 で あ る 。 各 解 法

に よ り 得 られ た 応 力 の 値 の 差 を

示 す た め 、n=1、 お よ び2の

と き の 円 す い か く 下 端 部 に お け

る 表 面 応 力 の 値 を 表1.4に 示 す。

ま た 、n=2の と き の か く 中 央

部 に お け る 応 力 の 値 を 表1.5に

示 し て い る 。

図LLO円 すいかくの圧力による合応力 ・合モーメソ ト
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表1.4 円 す い か く 下 端 部 の 応 力

n 1 z

alh 30150 30150

(募1)。 、,

(妥1)、n

(妥1)。 、、

(aa)a..、n

Flugge

溝1.I

Sanders

Donnell

修IEFIOgge

Flugge

溝 口

Sanders

Donnell

修i1:Flugge

Flugge

溝 口

Sanders

Donnell

修 正F1尊gge

Flugge

溝 匹.r

Sanders

Donnell

修 正F10gge

0.18586x1030.92348x103

0.18591x10'0.92343x10'

0.18586x1030.92342x103

0.18613x1030.92412x103

0.18596x1030.92344x10

-0 .76261x102-0.38658x103
-0 .76232x101-0.38659x103

-0.76242x102-0.38660x10'

一〇.76563x102-0.38723x103

-0 .フ6233x102-0.38656x103

0.55758x100.27704x103

0.55774x1020.27703x103

0.5575アx1020.27704x103

0.55840xlo%0.2ア723x103

0.55ア88x1020.27704xlo'

一〇 .22878x102-0.11598x103
-0 .22870x102-0.11598x103

-o.228ア1xlO2-0.11598x103

-0 .22969x10-0.11617x103

-0 .22870x102-0.11598x103

・
0.47447x1030.27860x104

0.49516x1030.27934x104

0.49385x100.27929x104

0.4ア678x1030.27809x104

0.49763x7030.2ア942x104

-0 .フ0181x102-0.i255アx103

-0.65530x102-0.12391x103

-0.65ア74x102-0 .12401x103

-0 .70109x102-0.11907x103
-0 .65262x10-0:12377x103

0.14234x1030.83581x10'

0.14855x1030.83802x103

0.14815x1030.83788x103

0.14303x1030.83656x103

0.14929x1030.83827x103

-0.21054x102-0.37674x10'

一〇.19659x101-0.37174x10

-0 .19732x102-0.37204x102
-0 .21033x10-0.38001x10
-0 .19579x102-o.3ア130x10z

表1.5 円 すいか く中央部 の応力

n=2

a/h 30150

Flugge 0.28015x100.50536x10'

a
/f
¥Q

a)。 。,

溝 口

Sanders

Donnell

0.44521x1020.51752x703

0.43968x1020.51732x103

0.31065x1020.50802x70'

修正F7Ggge 0.44954x7020.51ア ア5x103

FlUgge 0.83201x1020.57043x103

(暮1)、n
溝 口

Sanders

Dannell

0.8ア695x7020.5655アxlQ3

0.87067x100.56532x103

0.83801x1020.56963x10馳
修正FIUgge 0.88360x1020.56581x103

Flugge 一〇.12429x10'一 〇.27847x103

aeb

oo)。u,

溝 口

Sanders

Donnell

一〇.10721x10'一 〇.25039x103

-0.10694x10'一 〇.25037x103

-0 .12072x103-0.27273x103

修正Ftugge 一〇.10781x10'一 〇.25043x103

(舞)、n

FIUgge

溝 ロ

Sanders

Donnell

0.66043x10'一 〇.29493x10

0●48260x102-0.57ア62x102

0.47989x102-0.57780x10'

0.62650x102-0.35182x10

修正F70gge 0.48648x702-0.5ア756xlO2

5=5

、

5=0
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＼
＼
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、
＼
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、

、
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匡
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、
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、
、

一......一....
、
、

＼

、

、
、

、
、

k

ド

R=144mmL=500mmh=O.Smm

図i.11 両端固 定の円筒 か く
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1.7.2自 由 振 動 問 題

自 由 振 動 問 題 の 例 題 と し て 、 円 筒 か く 、 球 か く、 お よ び4種 類 の

か く の 組 合 せ か ら 成 る 圧 力 容 器 の 模 型 の 三 つ の 場 合 に 対 し て 計 算 お

よ び 実 験 を 行 な う 。

i)円 筒 か く

数 値 計 算 お よ び 実 験 に 用 い た 円 筒 か く を 図1.11に 示 す 。 境 界

条 件 は 両 端 固 定 で あ る 。 円 筒 か く の 半 径Rを 代 表 長 さaに 選 ぶ と

数 値 計 算 に 必 要 な 諸 量 は つ ぎ の よ う に な る 。

・ 一R,・ 一 ㎡ 「 丁,・ 一Ra一 ・,・ 一 一糸 一 ・

・,一 一耳 正 一 ・,・ ξ 一 一 荒 一一 ・,・ き 一 ・

こ の 円 筒 か く の 形 状 寸 法 は つ ぎ の 値 で あ る 。

R=144魏,L=500π π,h=0・gmm

差 分 点 の 数 を101と し て 計 算 を 行 な い 、 得 ら れ た 固 有 振 動 数 を フ ー

リ ェ 指 数n(節 線 数 の1/2)と 節 円 数cに よ っ て 整 理 し た 結 果 を 、

実 験 結 果 と と も に 表1.6に 示 す 。 そ れ に よ れ ば 、n=2,c=0

表1.6円 筒 か くの固有振動 数 Ω

＼ 234 6789 0

Flugge o. i 9 0.734 0 o.a z 270.07 7 20 ・07556 0 ・ 089258 o.i oaso. 784 .1 898

溝 口 o. i a 0.133 4 o.a 1 720.07 2 0 0.0ア4881 0.088470 0.1 0060. 701 1 82

Sanders o. 1 0 0.133 a 0.0 i ア80.07 z 7 0.07488! 0.088473 o.i 0090. Rio 1 81
a

Donnell a. 3 3 0.741 9 o.o 5 390.0ア z 30 ・07663 0 ・0901 83 0.1 1770. 870 i 98

修正F1的ge o. 1 0 0.733 6 o.o 1 810.07 z 9 o. 07489 0 , 088479 o.i 00ア0. 701 .1 81

実 験 o. a o.o 3 o. 0790 o. 0930 o. 15 o. 46 o. 77
一 一

FIUgge .4 5 8 5 o. a 900.1 4 2 o.i 905 o. 2 8 a. 1780.1 156 o. 7882

溝 口 .4 4 8 38 o. 0 750.1 3 2 o.i 8 7 a. 2 1 0. 1030.1 073 o. ア79ア

Sanders .4 7 8 3 o. 0 ア50.1 3 0 o.i 8 9 o. z 3 o. 1050.1 074 o. 7796
1

Donnell .4 0 0 47 o. a 370.1 7 4 o.i 0 3 o. 4 8 o. 2870.1 254 o. ア973

修正FIUgge

実 験

.4 5 8 39 o. 0 ア60.1

0.

3

3

5 o.i

o.

8
z

5 o.
o.

z

17

4 o.

o.

1060.1

530.

on
58

o. 刀98
0.1843

一 一 一

Flugge
溝 口

一 .44445

44441

.3

.3

700.

550.

450

429

7

i

8

8

95

42

7
7

o.

o.

8

7

55

77

0.1

0.t

9964

9882

2
Sanders

Donnell

修 正Flugge

=

=

:

・

44443
.46318

44445

.3

.3

.3

550.

250.

570.

431

967
432

5
9

5

8

8

8

44

90

47

:
7

7

7

o.

o.
o.

7

8
7

75

73
83

o.

0.79881
0.200n

O.79884

zois実 験 ___一 一 一 一 一
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図1ユ2円 筒 か く の 振 動 形
図1.13下 端 固 定 の 球 か く

の と き 各 理 論 に よ る 計 算 結 果 に は と く に 大 き な 差 異 が 認 め ら れ る 。

ま た 計 算 結 果 と 実 験 結 果 は 、n=5,c=0の 値 を 除 い て ほ ぼ 一 致

し て い る こ と が わ か る 。 振 動 形 を 示 す た めn=5,c=0の と き

の 変 位 を 図1.12に 示 す 。

ii)球 か く

図1.13の 球 か く を 取 扱 う 。 境 界 条 件 は 下 端 固 定 で あ り 、 ま た

球 か く の 半 径Rを 代 表 長 さaに 選 ぶ と つ ぎ の 諸 量 が 得 ら れ る 。

・ 一R4一 禽 ・ 一 ← ← ・ ・ 一 ÷ 一Rsinsa

・ 一 ・ξ 一 ・… 一 ・・… 一 ヂ ー ・・…,一 ・

・・ 一 一 一P"=1
PCB・ 孝 一 ・

こ の 球 か く の 寸 法 は つ ぎ の 値 で あ る.
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R=1ggmm,h=0.8mm,w=142・5。

差 分 点 の 数 を151と し て 計 算

を 行 な い 、 こ の と き 得 ら れ た

固 有 振 動 数 を 整 理 し た 結 果 を

実 験 結 果 と と も に 表1.7にT

し て い る 。 実 験 値 はn=1,

c=0の み で あ る が 、 こ れ は

他 の 固 有 振 動 数 が き わ め て 高

く な り 、 実 験 に よ り 振 動 形 式

の 確 認 が 困 難 で あ っ た た め で

あ る 。 な お 、 図1.14に

n=1,c=0の 振 動 形 を 示 す 。

iii)圧 力 容 器 の 模 型

表1.7球 か くの固有振 動数 Ω

cn 01 z

Flugge 一 〇.13 5 一

溝 口 口 o.i 4 一

0 Sanders
Donnell =

o.i
O.1

5

0 :

修正FIUgge
■ O.1 0 一

実 験 一 o. 85一

Flugge

溝 口

.37

.37
10.
00.

607
606

.7777

.7777!

1 Sanders .37 00. 606 .nn.

Donnell .37 20. ア10 .7778

修正Flugge .37 oa. 60fi .777フ

実 験 o
一

Flugge .81 73一 o. 1

溝 口 .81 72一 o. 1

2
Sanders

Donnell

.si

.81

7z-

75一

o.
o.

1
i

修正Flugge .81 ア2一 o. i

実 験 一甲

複 雑 な 形 状 の か く の 例 と し て 図1.15の よ う な5個 の か く を 組 合

せ た 圧 力 容 器 の 模 型 に 対 し て 実 験 、 お よ び 計 算 を 行 な う 。 境 界 条

件 は 下 端 固 定 で あ り 、 円 筒 部 の 半 径R3を 代 表 長 さaに 選 ぶ 。 こ の

と き 数 値 計 算 に 必 要 な 諸 量 は 、 各 領 域 に お い て つ ぎ の よ う に 与 え られ る。

1.球 か く 部

dl-
3丁w・

・ 一 一CoSaP一,・

皿:円 環 か く 部

+,2

,α1「 ← 「 ・1,

,一 ・,一 一痔,・ ～一 ・

・ 一舟 ・・…

j一(N,+1)d
・=「晒 丁w・ ・ α・=ρ2 NZ-1

・__1R
3〔R・s吻 ・+R・c・ ・(w・ 一 ・)一R・c・ ・w・ 〕,・'=Sln(w・ 一a・)

・ 一 一1,,・,一 … 午 α・)・,・,_R3RZ,・,:一 ・

一58一



皿:円 筒 か く.部

R・ 一 ・ ・ ヨr(LIN

3一 、),・._R3R3一 ・,・ 一 ・

ω・=1
・ ωξ;ω ξ=9

N:円 環 か く 部

.d・R4=万 馬 ・一上 槽 生 里 ・、

P=・+R

3(・ 一 ・…).,・ 一 ・inP・ ・,・,一 ・・葺 ・・

・,一 ニ ー藷
,・1一 ・

V:円 す い か.く 部

d・ 一R

、(LZN5-i,・_1R3
. .5

'1=

..r2一 くrlLZ,.・_P'_P,・ ・Lz-z(2r2-rl)PLZ∵ ・一 ・ξ 一

と の 宥 器 の 形 状 寸 法 妹 つ ぎ の 通 り で あ る 。

R・ 一3・ 伽,R,一8臓
,R,一150mm,R、 一1幡 ・

一59一

〔r1+(・r・ ・)一.j一 〕

0



Do=2r2=370mrn,r1=・156mm,L,=290nom,L2=95舵 π,h=0.8纏

・1一isso・,・ 、一69.5180・,・ ・i-i。 ㌔,ψ ・一 ψ・一 ψ・一 ψ・一 ・

差 分 点 の 数 は 各 領 域 で そ の 差 分 間 隔 炉 ほ ぼ 等 し く な る よ う に つ ぎ の

よ う に 取 る 。

N=N1十N2十N3十N4十N5=51十51十151十15十51=319

こ の と き 得 ら れ た 固 有 振 動 数 の 計 算 結 果 、 お よ び 実 験 結 果 を 表1.8

に 示 す 。 こ の と き も ま た 、 最 低 振 動 数n=6,c;1の 値 を 除 い

て い ず れ も 計 算 結 果 は 実 験 結 果 と ほ ぼ 一 致 し て い る こ と が わ か る 。

こ の 場 合 も 各 解 法 に よ る 計 算 の 結

果 に は 、 フ ー リ ェ 指 数nが 小 さ い

ほ ど 相 互 間 の 差 異 が 大 き い こ と が

確 認 さ れ る 。 な おn=6,

c=1の 振 動 形 を 図1.16に 示 し

て い る 。

1.7.3考 察

本 解 法 の 解 の 精 度 は 差 分 点 の 数

と 数 値 計 算 に お け る 有 効 け た 数 にn=6'c=1

図1.16圧 力 容器 模形 の振 動形

影 響 さ れ る た め 、 個 々 の 問 題 に 対

表1.8圧 力 容 器 模 型 の固 有 振動 数 Ω

C n s 3 4 5 6 7 8

Flugge 0.2312 0.1635 0.1253 0.09694 0.08656 0.09333 0.1114
溝 F7 0.2310 0.1634 o.i2si 0.09695 0.08596 0.09258 0.1104

1 Sanders 0.2299 0.1634 0.1250 0.09694 0.08595 0.09245 0.1093
Donnell 0.2580 o.ｻ2s 0.1294 0.09901 0.08784 0,09433 0.1120

修 正fiugge 0.2311 0.1634 0.1251 0.09690 0.08598 0.09261 0.1103

実 験 一 一 一 0.127 0.0435 0.0950 O.ii9
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し て つ ね に こ の こ と に 考 慮 を 払 わ な け れ ば な ら な い 。 こ こ で 用 い

た 差 分 点 の 数 は 、 い ず れ の 場 合 に お い て も そ れ 以 上 分 割 数 を 増 し て

も 解 の 精 度 に ほ と ん ど 影 響 の な い こ と を 確 認 し て こ れ を 用 い て い

る 。 ま た 自 由 振 動 問 題 の 場 合 、 有 効 け た 数 が 少 な い と 固 有 値 を 決

定 す る 式(1.74)のDET一 ρ 曲 線 が な め らか に 変 化 せ ず 、DET=0

の 値 を 与 え る2が 定 ま ら な く な る 。 各 フ ー リ ェ 指 数nに つ い て 、

節 円 数cが は じ め の 固 有 値 か ら1～2ま で の も の を 求 め る の で あ れ

ば 有 効 け た 数 は7程 度 で 十 分 で あ る が 、3～5ま で の も の を 求 め る

と き に は 、14け た 程 度 取 ら な い と 不 十 分 と な る 。 そ れ ゆ え 、 こ

こ で は 有 効 け た 数 を14と し て 計 算 を 行 な っ た 。 ま た 静 的 曲 げ 問

題 で は7け た 程 度 で 十 分 で あ る こ と を 確 認 し て 、 こ れ に よ り計 算 を

行 な っ た 。

各 理 論 に よ り 得 ら れ た 基 礎 方 程 式 の 係 数(表1.2)を 比 較 す れ ば

わ か る よ う に 、 そ れ ら の 差 異 の 多 く は(h/a)2の か か る 項 に よ る も

の で あ る 。 そ こ で 静 的 曲 げ の 問 題 で はa/hを30、 お よ び150

と し て 応 力 を 求 め 、 各 解 法 の 結 果 を 比 較 し た 。 表1 .4、 お よ び

1.5か ら わ か る よ う に 相 互 間 の 差 異 は き わ め て わ ず か で あ る が 、

n=2の 変 形 の 場 合 に はFluggeの 理 論 、 お よ びDonnellの 理 論 に よ

る 結 果 は 、 他 の も の に 比 較 し て か な り 異 な る 値 を 示 し て い る 。 こ

の 理 由 と し て つ ぎ の よ う に 考 え られ る 。n-2の 変 形(楕 円 形 的

変 形)で は 他 の 変 形 に 比 較 し て 変 位U,Vの 影 響 が 無 視 で き な く な

る と 考 え ら れ る が 、 こ の 項 はFiiiggeよ びDonnellの 理 論 で は 十 分

に 考 慮 さ れ て い な い こ と に よ る 。 し か し 通 常 の か く の 問 題 で は 、

変 位U,Vに 比 較 し てWが 大 き い た め 実 用 上 は い ず れ の 理 論 を 用 い

て も さ ほ ど さ し つ か え な い 場 合 が 多 い と 考 え ら れ る 。
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つ ぎ に 自 由 振 動 問 題 で は 、 各 解 法 に よ り 得 られ た 固 有 振 動 数 の 計

算 結 果 の 差 異 は 静 的 曲 げ 問 題 の と き と 同 じ くn=2に 対 し て 大 き く

な っ た が 、 こ れ も 前 述 の 理 由 に よ る も の と 考 え ら れ る 。 ま た 複 雑

な 形 状 の か く で は 相 互 間 の 差 異 は や や 大 き く な っ た が 、 そ れ で も 実

用 上 そ れ ら の 差 は 問 題 な い 程 度 で あ る 。 ・

な おSandersの 理 論 に お け る 境 界 条 件 の 取 扱 い はK:irchhoffの 条

件 を 満 足 し な い が 、 そ れ で も こ こ で 取 扱 っ た 例 題 で は そ の 影 響 は ほ

と ん ど 見 ら れ な か っ た 。

実 験 値 と の 比 較 で は 、 ま ず 円 筒 か く の 場 合 実 験 結 果 は 計 算 結 果 と

ほ ぼ 一 致 し た が 、n=5,c=0の 結 果 の み は 大 き く異 な っ た 。

こ の 振 動 数 は 本 実 験 に 用 い た 円 筒 か く の 最 低 振 動 数 で あ り 、 そ の 振

幅 も 他 の も の と 比 較 し て き わ め て 大 き い た め 、 本 解 析 で は そ の 振 動

状 態 を 十 分 に 表 わ せ な い も の と 考 え ら れ る(s2)0～闘 こ れ に つ い て は 次

節 で ふ れ る 。 ま た 球 か く で は 、n扁1,c=0の 振 動 数 を 除 い て

い ず れ も き わ め て 高 い 振 動 数 と な っ た た め 、 実 験 に よ り こ れ ら の 振

動 形 を 判 断 す る こ と は 困 難 で あ っ た の で 、 こ こ で はn=2ま で の 結

果 と の 比 較 と し た 。 圧 力 容 器 の 模 型 で は 、n=6,C=1の と き

の み 計 算 結 果 と 実 験 結 果 は 一 致 し な い が 、 こ れ も 円 筒 か く の と き と

同 様 な 理 由 に よ る も の と 考 え ら れ る 。

以 上 の 例 題 か ら わ か る よ う に 、 こ こ で 取 扱 っ た 各 解 法 に は そ れ ぞ

れ 理 論 と し て の 特 長 が あ る が 、 本 研 究 で 確 立 し た こ れ ら あ 解 法 に よ

れ ば 、 こ れ を 一 般 軸 対 称 か く の 諸 問 題 に 適 用 す る と き に は 、 そ の い

ず れ に よ っ て も 使 用 上 の 難 易 さ は ほ ぱ 同 程 度 で あ る と 言 え る 。 ま

た 変 位Wが 支 配 的 で あ る よ う な 通 常 の 問 題 で は 、 一 般 に そ れ ら に よ

る 計 算 結 果 に は 相 互 間 に そ れ ほ ど 差 異 の な い こ と が わ か っ た 。
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1.8実 験

実 験 は 自 由 振 動 問 題 に 対 し て 行 な い 、 か くの 固 有 振 動 数 、 お よ び

振 動 形 を 測 定 す る こ と を 目 的 と し た 。

1.8.1実 験 装 置 お よ び 実 験 方 法

図1.11,図1.13,お よ び1.15の 三 種 類 の か く を 加 振 器 に よ

り 強 制 振 動 さ せ 、 発 振 周 波 数 を 変 え て 共 振 点 を 探 索 す る こ と に よ り

固 有 振 動 数 を 求 め 、 こ の と き か く表 面 に 現 わ れ る 振 幅 が 零 の 位 置 、

す な わ ち 節 線 と 節 円 を 確 認 し て 振 動 形 を 決 定 す る 。

実 験 装 置 一 式 を 図1.17に 示 す 。 こ の 装 置 の 略 図 を 図1.18に

示 す ・ こ こ で 用 い た 発 振 器(菊 水 電 子 製ORC-27A,図1。19)は 、

20Hzか ら200KHZま で 発 振 が 可 能 で あ り、 こ の 出 力 を 加 振 器 用 増

幅 器(PHILIPS製129-043,図1.20)に よ り 増 幅 し た の ち 、 電 流

計(横 河 電 気 製 ア ン メ ー タ2016,図1.21)で 電 流 を 確 認 し て 、

動 電 型 加 振 器(PHILIPS製9270,図1.22)に よ り か く 体 を 加 振

す る 。 電 流 計 は 実 験 中 の 計 器 の 異 常 を 知 る た め に 使 用 し て い る 。

つ ぎ に 振 動 形 を 確 認 す る た め 、Pick-upを か く表 面 に あ て 、 こ れ

か ら 得 ら れ る 信 号 を 振 動 測 定 用 微

積 分 器(PHILIPS製PR9250,図

1。23)に 通 し 、 こ れ を ブ ラ ウ ン

管 オ ッ ツ シ ロ ス コ ー プ(松 下 通 信

iJ
,CT-510A9図1.24)に 波

形 を 描 か せ る こ と に よ り 、 そ の 位

置 に お け る 変 位Wを 測 定 す る 。

こ のPick-upを か く の 全 表 面 に わ

図 乱.工7'k験 装 澱
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た っ て 移 動 さ せ れ ば 振 幅 零 の 位 置 、

す な わ ち 節 線 と 節 円 の 位 置 が わ か

る 。

ま た 、 こ のPick-upに は 接 触 型

(PHI:LIPS製PR9260,図1.25

a)と 非 接 触 型(PHILIPS製PR

9262,図1 .25b)が あ る。 接

触 型 は 感 度 の 点 で 非 接 触 型 よ り 優

れ て い る が 、 振 動 数 が 高 く な る と

(約300Hz以 上)測 定 が 困 難 に

な る こ と や 、 こ こ で 用 い た 供 試 か

く な ど の よ う に 被 測 定 物 体 が 比 較

的 小 型 の も の で は 、Pick-upを 押

し つ け た と き に そ の 振 幅 が 変 化 す

る な ど の 欠 点 が あ る 。 こ れ ら の

〉くD.3`ブ ラ ウ ン 管 わ 」Fリ ニ'rxノ

鎗 接 触 型 わ博 接 触 遍

課1.25嬢 勤P塞 賦 ・・「鞠

理 由 か ら 、 本 実 験 で は お も に 非 接 触 型 を 使 用 す る 。 こ れ を 用 い て

測 定 す る た め に は 、Pick一 一upと か く 体 と の 間 隔 を 一 定 に 保 た な け れ

ば な ら な い 。 そ れ ゆ え 、 こ の 支 持 を 図1 。26の よ う に し て 測 定 を

行 な う 。

な お 、 供 試 か く を 図1.27に 示 す 。 こ の 固 定 部 の 詳 細 を 図1 .28

に 示 し て い る 。 実 験 の さ い に は 供 試 か く の 端 板 を 約50kg程 度 の

鋳 鉄 製 ブ ロ ッ ク に 固 定 す る の で 、 か く 体 の 振 動 に よ っ て 実 験 装 置 全

体 が ゆ れ 動 く よ う な こ と は な い 。
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か

図1.26Pick-upの 固 定 法

(c)

麟1.27供 試 か く

la>円 簡 か く(b)球 か く{s一}IJ容 雛 の 模 攣

fa`

価}

1.8.2結 果 お よ び 考 察

実 験 に よ り 得 ら れ た 各 形 状 の 軸

対 称 か く に 対 す る 固 有 振 動 数 を 式

(1.51)を 用 い て 無 次 元 化 し 、 こ

れ に 対 す る 計 算 結 果 と と も に 表

1.6～1.8に 示 す 。 実 験 に お い

て は 、1000Hzを 超 え る 高 振 動 数

の 場 合 、 お よ び 節 線 数 や 節 円 数 が

多 い 振 動 の 場 合 に は 、 一 般 に 振 幅

が 小 さ く な る た め そ の 振 動 形 を 確
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認 す る こ と は き わ め て 困 難 と な る 。 そ れ ゆ え こ こ で 示 し た 実 験 結

果 は 、 振 動 数 が 比 較 的 低 く ま た 節 線 と 節 円 の 数 が 少 な く振 動 形 を 確

認 す る こ と が で き た も の の み で あ る 。 振 動 形 の 例 と し て 、 実 験 に

よ り 得 ら れ た 節 線 と 節 円 を 各 供 試 か く に つ い て 図1.29～1.31に

示 す 。 円 筒 か く に 対 す る 結 果(図1.29)は 一 母 線 に 沿 い 切 断 し

て 展 開 し た 図 で あ り 、 球 か く に 対 す る も の(図1.30)は 上 方 よ り

見 た 展 開 図 で あ る 。 ま た 圧 力 容 器 模 型 に 対 す る 結 果(図1.31)

は 円 筒 の 場 合 に 準 じ て 示 し た 図 で あ る 。

な お 実 験 に 用 い た 供 試 か く は 、 た た き 出 し て 溶 接 す る こ と に よ り

作 製 し て い る た め 、 実 際 に は 溶 接 部 な ど で 多 少 の 凹 凸(図1.32)

や 肉 厚 の 変 化 な ど が あ る た め 完 全 な 軸 対 称 か く で は な い が 、 実 験

結 果 は ほ ぼ 妥 当 な 値 を 示 し て い る 。 た だ し 、 最 低 固 有 振 動 数 で あ

る 円 筒 か く のn=5,c=0、 お よ び 圧 力 容 器 模 型 のn=6,c=・1

の 振 動 数 で は 実 験 値 は 計 算 値 の 約 半 分 程 度 に な っ て い る 。 こ の と

き は 発 振 器 に よ る 正 弦 波 形 の 加 振 に も か か わ ら ずPick-upか ら 得 ら

れ る か く 体 の 振 動 状 態 は 、 全 く こ れ と は 異 な っ た ラ ン ダ ム な 波 形 を
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示 す こ と か ら わ か る よ う に 、 線 形

振 動 の 解 析 に よ り 取 扱 う こ と は で

き な い と 考 え られ る 解1～(ssJま た 容

器 内 部 の 気 体 の 気 柱 振 動 の 影 響 も

考 慮 す る た め 容 器 の 内 部 、 お よ び

内 ・外 部 と も に フ レ オ ン12(分

子 量izo.g)で 満 た し た が 、 ほ と

ん ど 振 動 数 は 変 わ ら な い こ と か ら

こ の 影 響 は さ ほ ど 大 き く な い と 思 わ れ る 。

i.9結 言

本 章 で は 、Flugge,溝 口 、 お よ びDonnellの 各 か く 理 論 を 一 般 軸

対 称 か く の 問 題 に 適 用 す る 方 法 を 確 立 し て 、 こ れ ら の 各 解 法 と

Sandersの 理 論 に よ る 解 法Ycよ り 静 的 曲 げ と 自 由 振 動 の 問 題 を 解 き

そ れ ら の 結 果 を 比 較 し た 。 そ れ に よ れ ば 、h/aが 小 さ い か く の 問

題 や 変 位Wが 支 配 的 で あ る 通 常 の 問 題 で は 、 い ず れ の 理 論 に よ っ て

も そ れ ら の 差 異 は 小 さ い こ と が わ か っ た が 、 変 位U,Vが そ の 変 形

に 大 き く 関 与 す る と 考 え ら れ る 問 題 、 た と え ばn=2の 変 形 な ど で

はFluggeの 理 論 に よ る も の 、 と く にDonnellの 理 論 に よ る も の は 精

度 が か な り落 ち る こ と が 確 認 さ れ た 。 そ こ でFluggeの 理 論 の 取 扱

い の 簡 易 さ を 残 し て 、 こ れ に 修 正 を 加 え た 理 論(修 正Flugge)を 提 案

し て 、 こ の 解 法 に よ る 解 の 精 度 が 十 分 に 良 い こ と を 実 例 に よ り 示 した 。

こ こ で 示 し た 五 つ の 解 法 を 用 い る と き に は 、 計 算 機 の 使 用 時 間 が

異 な る が 、 こ れ を 含 め て 各 解 法 の 特 長 を 簡 単 に 述 べ る と つ ぎ の よ う

に な る 。

(DFIuggeの 理 論 に よ る 解 法 は 計 算 が 簡 単 で あ り 、 か つ 精 度 の 点 で
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も 通 常 の か く の 問 題 で は 実 用 上 他 の 理 論 に よ る 結 果 と 比 較 し て ほ と

ん ど そ ん 色 が な い 。

(iii溝 口 のi理 論 に よ る 解 法 は 》 元 来 こ の 理 論 が 変 分 原 理 を 用 い て 解

の 唯 一 性 を 確 認 し て い る こ と な ど 合 理 的 に 構 成 さ れ て お り 、 こ こ で

用 い た か く 理 論 の 中 で は も っ と も 厳 密 な 解 法 と 考 え ら れ る 。 ま た

計 算 も そ れ ほ ど 複 雑 で は な い 。

(iii)Sandersの 理 論 に よ る 解 法 は 厳 密 性 の 点 で は 前 二 者 の 中 間 に あ

る と 考 え られ る が 、Kirchhoffの 境 界 条 件 を 満 足 し な い 欠 点 が あ る・

計 算 は こ こ で 取 扱 っ た 解 法 の 中 で は 最 も 複 雑 で あ り、 計 算 機 の 使 用

時 間 は 最 も 長 く な る 。

6NDonnel1の 理 論 に よ る 解 法 は 、 こ こ で 取 扱 っ た 各 解 法 の 中 で は

最 も 簡 単 で あ りか つ 計 算 も 容 易 で あ る が 、 一 般 に 精 度 は 落 ち る の で

扱 う 問 題 に よ っ て は 十 分 に 注 意 を 要 す る 。

(V)修 正 し たFluggeの 理 論 に よ る 解 法 は 、Fluggeの 理 論 に よ る 結 果

の 精 度 が 悪 く な る よ う な 問 題 に も 十 分 に 対 処 で き る よ う にFliiggeの

理 論 を 修 正 し た 解 法 で あ り 、 精 度 の 点 で は 溝 口 の 理 論 に よ る 結 果 と

比 較 し て そ れ ほ ど そ ん 色 は な い 。 ま た 計 算 もFliiggeの 理 論 に よ る

解 法 と 比 較 し て 、 そ れ ほ ど 複 雑 に は な ら な い 。

ま た 自 由 振 動 問 題 に 対 し て 実 験 を す る こ と に よ り 確 認 さ れ た こ と

で あ る が 、 最 低 固 有 振 動 数 に 対 し て は 実 験 に よ り 得 ら れ た 値 は 計 算

結 果 の 約 半 分 に な る こ と で あ る 。 こ れ は 非 線 形 振 動 に よ る も の と

考 え ら れ る の で 、 こ れ に つ い て は 今 後 の 研 究 に 待 ち た い 。
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第2章 圧 力 を受 け る軸 対 称 か くの 曲げ 、、自 由振 動 、 お よび座 屈

問題 に対 す る解 法 の提 案

2.1緒 言

一 般 軸 対 称 か く が 圧 力 な ど の 作 用 に よ り予 歪 を 受 け る 問 題 に 対 す

る 解 法 は 多 くは 提 案 さ れ て お ら ず 、 ま た そ れ ら は 予 歪 に よ る 影 響 と

圃働し て 膜 力 の み を 考 慮 す る か
、 す べ て の 項 を 考 慮 して い る が な お

い くつ か の 疑 問 点 を 含 む な ど岬 そ の 予 輩 に よ る 影 響 を+分 に 表 わ

し て い な い 。 そ こ で 本 章 で は 、 こ れ ら の 諸 問 題 に 対 処 で き る 解 法

に つ い て 考 察 す る 。

Timoshenkoら(41)(42)は 圧 力 な ど の 作 用 に よ り 緊 張 状 態 に あ る 円 筒 か

く に 付 加 外 力 が 作 用 す る 問 題 を 取 扱 っ た が 、 本 章 で は こ れ に な ら っ

て あ ら か じ め 圧 力 に よ っ て 予 歪 を 受 け る 一 般 軸 対 称 か く の か く 面 要

素 の 付 加 外 力 に よ る 各 辺 の 回 転 を 考 慮 す る こ と に よ り、 こ れ ら の 問

題 に 対 す る 平 衡 方 程 式 を 確 立 す る 。 こ の こ と は 図2.iの よ う な 軸

力 を 受 け る は りの 平 衡 条 件 に お い て 、 軸 力 の 横 方 向 の 成 分Pe・ の 影

響 を 考 え る こ と に 相 当 す る 。 こ の よ う に し て 得 ら れ た 平 衡 方 程 式

を 円 筒 か く の 場 合 に 適 用 す る とTimoshenko.ら の 式 と異 な る式 と な る

た め 、 そ の 相 違 点 に つ い て 考 察 を 加 え こ こ に 提 案 す る'式 の 妥 当 性 を

示 す 。

前 章 に お い て は 、Fluggeま た は 修 正 し たFluggeの 理 論 が そ の

取 扱 い の 簡 易 さ に も か か わ ら ず 十 分 な 精 度 を 持 つ こ と を 示 し た の で 、

本 章 に お い て は 上 記 の 平 衡 方 程 式 を 用 い て こ れ ら 二 っ の 理 論 を 基 礎

と し て 予 歪 を 受 け る 一 般 軸 対 称 か くの 曲 げ 、 自 由 振 動 、 お よ び 線 形

座 屈 の 諸 問 題 に 対 す る 解 法 を 提 案 す る 。 さ ら に よ り 簡 単 な 鯉 法 と
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図2.1軸 力 を受 け るは り

し てDonnellの 理 論 に 基 づ く 方 法 に つ い て も 考 察 す る 。

上 記 の 諸 解 法 の 基 礎 方 程 式 を 差 分 近 似 し た う え で 、 与 え ら れ た 境

界 条 件 と 接 続 条 件 の も と に 前 章.の 方 法 と 全 く 同 様 に 取 扱 え ば 、 本 問

題 が 解 け る こ と に な る 。

2.2節 に お い て は 、 圧 力 に よ り 予 歪 を 受 け る 一 般 軸 対 称 か くの 平

衡 方 程 式 を 確 立 し た う え で 、 こ れ を 円 筒 か く の 場 合 に 適 用 し 、 こ れ

をTimoshenkoら に よ る 平 衡 方 程 式 と 比 較 し 、 そ の 相 違 点 に つ い て

考 察 す る 。 ま たDonnell型 の 簡 単 な 平 衡 方 程 式 を 導 く 過 程 に つ い

て も 述 べ る 。

2.3節 で は 、 上 記 の 平 衡 方 程 式 を 用 い てFlugge,お よ び 修 正 し た

Fluggeの 理 論 に 基 づ く 解 法 に つ い て 述 べ る 。 ま たDonnellの 理

論 に 基 づ く 解 法 に つ い て も合 わ せ 提 案 す る 。

2.4節 に お い て は 、2.3節 で 提 案 し た 解 法 に よ り 自 由 振 動 と 座 屈

の 問 題 を 取 扱 い そ れ ら の 結 果 を 比 較 す る 。 こ こ で 例 題 と し て 用

い る 自 由 振 動 問 題 は 、 圧 力 の 変 化 に 対 す る か く の 自 由 振 動 特 性 の 変

化 を 求 め る こ と を 目 的 と し て い る 。 こ れ は 基 本 的 な 問 題 で あ る が 、
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圃圃鯛こ れ に 対 す る 研 究 は 多 く は 発 表 さ れ て い な い
。

2.5節 で は 、2.4節 で 扱 う 自 由 振 動 問 題 に 対 し て 行 な う実 験 に つ

い て 述 べ て い る 。

2・2平 衡 方 程 式

L.2.1平 衡 方 程 式 の 誘 導

図1.1の か く 面 要 素ABCDのA点 に お け るx,y,z軸 に な ら い 、

B点 に お い てxByBzB軸 ・C点 に お い てxcyczc軸 を 取 り 変 位
,,、 、

成 分U、V、Wに よ り か く面 要 素 の 各 辺 が 、 こ れ ら の 軸 の ま わ り に 回

転 す る 量 を 考 え る と つ ぎ の よ う に な る 。

ABの 回 転

x成 分:

y成 分:

z成 分:

ACの 回 転

x成 分:

y成 分:

z成 分:

CDの 回 転

XG成 分:

yし 成 分:

ZG成 分:

BDの 回 転

XB成 分:

yB成 分:

ZB成 分:

一(v〆r
θ)+(∂W/r∂ θ)≡ φ。

(U/・ ξ)一(∂ 晒 ∂ξ)≡ φy

一(∂U/r∂ θ)十(V∂r/ar∂ ξ)景 φ
z

一(V/・
θ)+(∂W/・ ∂θ)≡ ψX

(U/・ ξ)一(岬 ・∂ξ)・ ψy

dV/add ≡ ψ
Z

φ
。+(∂ φ。/∂ ξ)dξ ・ φ。+φ 。,ξdξ

φy+(∂ φ,/∂ ξ)dξ5φy+φy
,ξdξ

φ、+(∂ φ。/∂ ξ)dξ ・ φ。+φ 。,ξdξ

ψ。+(∂ ψ。/∂ θ)dθ ≡ ψ。+ψ 。,θdθ

ψy+(∂ ψy/∂ θ)dθ ・ ψy+ψy
,・dθ

ψ。+(∂ ψ,/∂ θ)dθ ≡ ψ、+ψ 。
,・dθ
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っ ぎ に 要 素ABCDの 平 衡 を 考 え る 。 ま ず は じ め に 、x軸 方 向

の 平 衡 に 寄 与 す る 項 を 考 慮 す る と つ ぎ の よ う に な る 。

N,に よ る 項 ・ ∂(Nlldθ)・ ξ

N,ξ 〃こ よ る 項 ・ ∂(Nlladξ)・ ・

NBG・ よ る 項 ・rN、adξ ・。∂∂「ξd・

Q,・ こ よ る 項 ・Q・ ・d・誓

Nθ の 回 転 に よ る 項:

N,・dξ ψ、 一(N,+∂Nae・d・)・dξ(・,+ψ 。
,,d・)N,・dξd・ ψ、,b

vNe
一

∂θ ・dξdθ ψ、

Nξ θ の 回 転 に よ る 項:

Nξ θrd・ φ、 一(N,,+半dξ)(・d・+drdB・ ξ)(4。+φ 。,,dξ)

=一N,
,dξ ・d・φ。 ξ 一(N,、1ぎ+,∂ 学1・)φZ

Qξ の 回 転 に よ る 項:

Q,dξ ・d・φ酔,+(Q,ろ ぎ・+・ 響)φydξd・

Qθ の 回 転 に よ る 項:Pの 回 転 に よ る 項:

aQe

Qθadξdθ ψy,θ+∂ θadξdθ ψyPadξrdθ ψy

こ れ ら す べ て の 項 に 付 加 外 力 の 項X*adξrdθ を 加 え 合 わ せ 、 さ ら に

dξdθ で 割 れ ば 次 式 が 得 ら れ る 。
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∂舞N・)

+∂(aNθ ξae)一N凄+Q,蜘,aψ 。dNe
,e-ae・ ψ、

咽 ξθrφ 、,,一(N,,継 ・ ∂誉ξθ)φ。+Q,・%ξ(・.・)

+(Q,dr+・ 響)φ,+Q,a}∂Qeae・ ψ,+P・ ・ψ,+・ ・x・ 一・

同 様'に し てy,z軸 方 向 の 平 衡 を 考 え る と つ ぎ の 各 式 を 得 る 。

∂(aN

ae・)+∂(響 ・)+N,ξll+Q,・arra+N,・ φ、,ξ

+(N,ll+,∂ ∂N・)φ 。+N,ξ ・ψ、
,,+∂NBae・ ・ψz

_Q
,,4x,ビ(∂r∂QξQξ ∂ξ+r∂ ξ)φ 。_Q,aψ 沁 θ

aQe
___

一 ∂Baψ
x一:Par4十xarY;0(2.6)

∂(rQξ

∂ξ)+∂(aQeae)一N,考 一N,号

一N
,・ φ,,,二(N鍔+・ 讐)φy

+N,,r4x
,,+(Nξ θ一drof+・ ∂学1・)4X

dNe

+N・ ・ψ。
,・+∂ θ ・ψズN・ ξaψy,θ

一 ∂NBa
e・ ・ψ,+P。,+。,Z*_・1(・ ・7)

つ ぎ にX軸 回 り の モ ー メ ン ト の 平 衡 に 関 与 す る 項 は つ ぎ の も の で

あ る 。

M,,に よる項 ・ ∂(M・lldθ)dξM,・ こよる項 ・ ∂叫llξ)・ ・

M,ξ に よ 碩 ・M,drdB・ ξQ,に よ る 項 ・ 魂,・dξ ・d・
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Mξ の 回 転 に よ る 項:

M,,d・dξ φ。
,,+(M,審+・ 警)4、dξd・

Mθ ξ の 回 転 に よ る 項:

M,ξ ・dξd・z
,,+dMeae・ ・dξd・ ψz

こ れ ら の 項 を 加 え 合 わ せdudeで 割 れ ば つ ぎ の ご と く に な る 。

響+∂(alVIB)ae+M,ξ 総 一 ・・Q、

+M,,z ,,+(M,1孝+・ ∂畏・)・z

`

+M,ξ ・ψ。
,,+等 ・ψ。 一 ・(・ ・8)

同 様 に し てy,z軸 回 り の モ ー メ ン トの 平 衡 か ら 次 式 を 得 る 。

∂(rMξ

∂ξ)+∂(aMae・ ξ)一M,器 一 ・・Qξ

一M
ξθrφ 。,,一(drdMgeMξ θ ∂ξ 十r∂ ξ)φz

-M
,・ ψ。,,一 ∂MBae・ ψ。 一 ・(・ ・9)

N・ … 一N・ ξ・・+M・ ・睾 一一M・ ξarrB

+M,・ φ刃,+(M,嘉+・ 讐)φ 。+M・aψ 酬 ・+aMae・aψ
y

+M,,rb
Yｰ,+(M,,.1ξ ・+・ ∂学1θ)φ,+M,ξ ・ψ刃,

+∂MBae・ ・ψ。 一 ・(・ …)

一76一



2・2・2Donnell型 平 衡 方 程 式 の 誘 導

Donnell(38)の 理 論 で はz軸 方 向 の 変 位Wを 重 要 視 す る こ と に よ り

必 要 な 諸 量 を 表 わ す 方 法 を 用 い て い る 。 こ の 方 法 に 従 え ば 式

(2.1)～(2.4)は つ ぎ の よ う に 書 き 直 さ れ る 。

ABの 回 転

x成 分:

ACの 回 転

x成 分:

CDの 回 転

x成 分:

y成 分:

BDの 回 転

x成 分:

y成 分 三

ま ず 、

∂W ,/r∂ θ 琴 φX

∂W,/r∂B・ ≡ ψ
X

y成 分

y成 分

φk+(∂ φ/∂ ξ)dξ ・x+φ 。,ξdξ

φy+(∂ φ/∂ ξ)dξ ・ φy+φy
,ξdξ.

ψ。+(∂ ψ,/∂ θ)dθ ≡ ψ。+ψ 。
,・dθ

ψ,+(∂ ψ/∂ θ)dB・ ψy+ψ,
,・dθ

一 ∂▽V,/a∂ ξ …三φy

一 ∂W/a∂ ξ 葺 ψ

Y

z軸 方 向 の 平 衡 を 考 慮 す る とつ ぎ の よ うに な る。

Nξ に よ る 項:

Qξ に よ る 項:

一N・ ・琴

.dξdθ

∂(rQξ)

dξdθ∂ξ

Nθ に よ る 項:

QθV`よ る 項:

(2.ii)

一Nグarr

e-dude

d(aQe)

∂θdξdθ

Pに よ る 項:Pardξdθ.

Nθ の 回 転 に よ る 項:

N,(ψ
。+ψ ゐ,d・)・dξ 一N,・dξ ψx-N,薯1,WZ・dξ ・・

Nξ の 回 転4`よ る 項:

一(N
,+畿 ・dξ)(・d・+∂(rdeadd)・dξ)(φ,+φ 馳,dξ)

+N・ ・d・φ,=N・ ÷ 蔑

,窪 ・・



Nξθの 回 転 に よ る 項:

(N,,+霧 ・dξ)(・d・+響 ・dξ)

・(φ
。+φ 。,,dξ)一N,e・d・ φ。…N,,1謬dξd・

Nθ ξ の 回 転 に よ る 項:

一(N、
ξ+dNerdB・ ・d・)・dξ(ψ,+ψ,,,d・)

+N、 ξ・dξψ
,=N、 ξ一藷 ・ξ・・

す な わ ち 、Donnellの 理 論 で は 内 力 お よ び か く 面 要 素 の 辺 の 長 さ の

増 分 量 を 無 視 す る こ と に よ り 簡 単 に 表 わ し て い る 。 こ れ ら す べ て の

ネ

項 と 付 加 外 力 の 項Zadξrdθ を 加 え 合 わ せ 、 こ れ をdξdθ で 割 る と 、

次 式 が 得 ら れ る 。

∂(「Qξ

ag)+∂(1馳L嘘 一 聯+恥 看 夢+N,÷ 夢

+N,、 ∂lf2311。ll+N,ξ翻+・ ・P+・ ・Z"一・(…2)

x,y軸 方 向 の つ り合 に 対 して は 付 加 外 力 お よ び こ れ に よ る 影 響 を

考 慮 せ ず に 次 式 を 導 く。

lll:1:ご1ご蹴 勾}(…3)

ま た 、 モ ー メ ン トの 平 衡 か ら 次 式 を 得 る 。 た だ し、 こ の と き も付 加

外 力 に よ る 影 響 は 考 慮 し な い 。

∂(rMξ θ)∂(aM
θ

∂ξ 一十 ∂θ)+M,ξ 釜 一 ・Q,一 ・

∂(;IM9・)

+∂(醗 ・)一 崎 鳩 一・(…4)

N,・ 一N・ ξ+箏IL等 θチ==・
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2・2・3円 筒 か く の 平 衡 方 程 式

一 般 軸 対 称 か く の 中 で
、 と

く に 重 要 な 例 と し て 円 筒 か く

の 平 衡 方 程 式 に つ い て 考 え る 。

こ の 場 合 、 慣 例 に な ら っ て 図

2.2に 示 す 記 号 を 用 い る 。

す な わ ちadξ をdx,rθ をr

と し 添 字 の ξ をxと す る 。

な おrξ はQ。 で あ る 。 こ の よ

う に お く と 平 衡 方 程 式(2.5)

～(2.10)は 次 式 の ご と く に

な る 。

aN
XaNeXd2Vr

dX+dBNBdXdB

_aNeaVa2,J
aeaX+NxeaXae

+∂NXeaUa
Xae・Q。 夢 図 、.、 円 筒 。,。 記 号

一rdQxdWd2W _dQedWd
xdx-QBdxdBdBdx

∂W*十P
r 十rX=od

X (2.15)

aNa

+raNxe+一NazUaNaUxaea
xQexaxae-axae

+N,。 、az
X、Ve+∂NBde・aVdx一 ∂2W儀(、 。、θ 一aVaX)
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一aQxa
X(aW-Vae)一Q,(dZWdVrdB2rdB)

aQe
-

ae(aWrdB-Vr)一P(aWae-V)+・Y*一 ・

,∂QXaX+aQeae-N,+N。 ・aZWax2+・aNxdWaxaX

+N。,(∂2W∂V・a
XaeaX)+∂NXeaX(aW-Vae)

+N,(幕 一aV
raB+嶺 鍔 一Vr)

+N,。azWa
Xae+∂NexaWaeax+'・P+・Z*一 ・

,∂aX・+aMae・ 一 ・Q,一M。.、azU
Xde一 ∂dUaxae

a2VaMexaV
+Maxa

xae+aeax=o

・ ∂aX+∂Maae・ 一 ・Q。+吹,a2Ua
Xae+∂MXeaX-aUae

aMB .aVazV
-li

eaXae-aeaX一ｰ

・N。,一 ・N,。 一M,。+嶋(azWa
Xae-aVaX)

aM
xaWazW _aMeaW+

aeCa .e-V)一MaaXaeaeaX

a2WaMXeaW
一 壕

・・ ∂ノ ー ∂x「 一aX

+M,。 幕 一 子、Ve)+dMeX(
,∂∂We-Vr)一 ・

(2.is)

(2,17)

(2.is)

(2.19)

(z,ao)

こ れ に 対 し てTimoshenkoら 勧@2に よ る 平 衡 方 程 式 は 次 式 の よ う に

な っ て い る 。(注1)脚 注 次 頁
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・aNxd
X+∂Na多 ・ 一 ・Q。aZaX、w一,N。 、一響

一Q
、(∂ ∂諺 一1姜)一N,(aZVaXaea+aX一)一 ・

dNe

ae+・ ∂NaaX・+Q・+・N。 筆 一Q。 磯 、We・dVax)

+N、x(∂ ∂1、吊+aWa
X)一Q,(aZr∂Waez-r、vB)一 ・

・ ∂vXdX+1∂QBae-N,へ,(a2Wa
Xae一 妥)

+N
。・ ∂謬+N,(謬 一,∂Vae一.)+N,。(鵠 一 妥)一 ・

・ 箋+∂MedB・Q,+・M
。,aZVaX2

aZVafto
-Ma

X(aXae+aX

∂Ma

ae・+,∂ ∂ 一一rQ,XjX一 ・簸,∂2VdX2×2

-M
,(a2VaW∂X∂θ 十 ∂X)一 ・

・N。 ゲ ・N,x-M,x+M。(∂ ∂2WXdB-avaX一 ・)

a2WazWaV
-riVl

xBaXZ+MBx(raB2-rdB

-M
,(a2WaVdXdBdX)一 ・

(2,21)

C2s22)

(2,23)

(2.24)

(z.zs)

(z.26)

(注1)Timoshenkoら@1)幽 で は
、 か く 面 の 曲 率 お よ び モ ー メ ン ト

ベ ク ト ルM
xθ の 方 向 が 本 研 究 と 逆 で あ る た め 式(2.21)～(2,26)の 符

号 の 一 部 は 文(41)の 式(298),(299)と 異 な る 。
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式(2.15)～(2.20)と 式(2.21)～(2.26)の 相 違 は 合 応 力 ・合 モ

ー メ ン トの 増 分 の 考 慮 の 有 無 と 、 こ れ と 回 転 の ベ ク ト ル の 分 解 ・合

成 に つ い て の 解 釈 の 違 い に よ る も の で あ る 。 た と え ば 、 式(2.15)

と 式(2.21)を 例 に と り こ の 両 者 を 比 較 す る 。 こ の 式 中 に 含 ま れ る

項 の 中 か らNBを 取 出 し て 、 こ れ に つ い て 考 察 を 加 え る こ と に す る 。

図2.3の よ う にA点 に お け るNθ はB点 で はNθ+(∂NB/∂ θ)dθ と な

る べ き で あ る が 、

図2.3合 応 力 ベ ク トル と回 転ベ ク トルの 分解

(a)n応 力 ベ ク トル(b)回 転 ベ ク トル

aNe

N,d・ ψ、 一(N,+∂ θdθ)d・(ψ 。+ψ 。
,,dθ

一 ψ

ydθ)一NBd・dθ(ψy+ψ 酔 ・dθ+ψ 。dθ)
2

-N
a(aaxae+aW)dxde

-d
aeaXdxde-NB(一aW)dxde

-82一

式(2.21)で は こ の

増 分 量 を 考 慮 し て

い な い 。 ま たB点

に お い て は 合 応 力

ベ ク ト ルNB十(∂Nθ

/∂ θ)dθ はy,z軸

方 向 の 成 分 に 分 解

さ れ 、 さ ら に 回 転

の ベ ク ト ル ψz十 ψ乃θ

de×dθ と ψ 十ψy,eY

も ま た 分 解 さ れ る

か らNθ がx軸 方 向

の 平 衡 に 対 し て 寄

与 す る 量 は 次 式 で

表 わ さ れ る べ き で

あ る 。

(2.27)



し か し 本 研 究 で は こ の よ うに 分 解 せ ず に 取 扱 い 、.B点 に お け る 合 応

力 成 分 と 回 転 ベ ク ト ル の 積 と し て つ ぎ の よ う に す る 。

N,d。 ψ。 一(N,+aNeaed・)・ ・(・、+・dz ,e・)

2aN
-N

Baxaadxde-aeaXdxde(2.2s)

式(2。27)と(2.28)の 結 果 は 一 致 す る こ と が わ か る 。 こ れ に 対 し て

Timoshenkoら の 取 扱 い は つ ぎ の よ う に し て い る 。

N・d・ ψ。 一N・d・(ψ 。+ψ 。
,・dθ 一 ψydθ)

a-Nedxde(aXae+aX)(2.2s)

式(2.29)で は 式(2.28)に お け る(∂Nθ/∂ θ)deとNθdxdθ(ψy+ψy,θ+

ψdθ)の 項 ・を 無 視 し て い る 。 式(2.15)と 式(2.21)の そ の 他 の 違Z

い は 外 力 の ベ ク ト ル の 方 向 が 変 化 す る た め に 生 じ る 項 を 式(2.21)

で は 省 略 し て い る こ と で あ る 。 な お 、Timoshenkoに よ る 式(2.21)

　

の 左 辺 第4項rN
xθ(∂2V/∂x)は 一Nxθ(∂2U/∂x∂ θ)で お き 直 さ れ ね ば

な ら な い 。 な ぜ な らCDのABに 対 す るz軸 回.り の 回 転 は(∂2V/∂x2)

×dxで は な く一(∂2U/r∂x∂ θ)dx'で な け れ ば な ら な い か ら で あ る 。

以 上 の よ う な 相 違 点 は 他 の 平 衡 方 程 式 に つ い て も 同 様 に 認 め ら れ 層

る 。 ド

2・2.4圧 力 に よ る 平 衡 方 程 式

圧 力Pに よ り 予 歪 を 与 え ら れ た 問 題 を 解 く た め に は 、 ま ず 圧 力 に

よ り 生 じ る 合 応 力 ・合 モ ー メ ン ト を 求 め な け れ ば な ら な い 。 こ れ ら

を 記 号(～)に よ り 表 わ す こ と に す る と 内 圧(注1)に よ る 平 衡 方 程

(注1)外 圧 の 場 合 も 同 様 に 取 扱 う こ と が で き る 。
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式 は 式(2.5)～(2.10)か ら つ ぎ の よ う に な る こ と が わ か る 。

∂(　rNξ

∂ξ)一 薩+鳴 ・r・

　

響 一讐 一讐+… 一・(・ …)

　

準 一巫,舞 一儀 ・・一・

2.3基 礎 方 程'式

2.3.1:F田ggeの 理 論 に 基 づ く 解 法

式(2.5)～(2.10)に 含 ま れ る 合 応 力 ・ 合 モ ー メ ン ト を つ ぎ の よ

う に 表 わ す 。

　 　
N,一N,+N委 ・N,=N・+N・

ホ

N・ ・ 一N轟,NべN・ ξ(
、.、 、)

　 　

優 一Q,+Qξ*・Q・=Q・ .　 　
M,一 瑛+Mξ*・M,=M・+M・

M,,一M'θ ・M,ξ 一M'・

す な わ ち 、 記 号(*)は 付 加 外 力 に よ る 項 を 表 わ し て い る 。

式(1.2),(1,4),(2・30)・ お よ び(2.31)を 用 い て 平 衡 方 程 式(2・5)

～(2 .10)を 変 形 し 、 さ ら にFl質gge圏 の 理 論 に 従 っ てNξ*θ 一Nθ*ξ,

Mξ*θ 一Mθ*ξ と 仮 定 し 、 こ れ か ら 式(2・10)を 無 視 し て(妥 ・Qlを 消

去 す る と っ ぎ の3式 が 得 ら れ る 。

一84一



・ 〔*a(vNξ∂ξ)+∂¥多 毒 一,・Ne*〕+』 ω,〔 ∂鮮)+響 ・

　 　 　
一 ・'MZ〕 一 ・

・M・ ψ。,ゲN・aψ 。,・+Q・ ・φ,,,

　
+(・ ・'Q

,+・ ・儀')φ,+P・ ・ψ,+・ ・x*==・

　 　

・ 〔aNB`dCPNgeT十 ∂ξ)+・ ・N～,〕+・
,〔 ∂(チ夢・㌔)

　

+kt・+・,M,㌔ 〕+・,,瑛 ・
。、ξ

　 　 　
+・ ・(・'M,+・M,')φ

。+Nξ ・φ。,,.

+(　 　・・'Nξ+・ ・Nξ')φ
。 一 庵,・ φ沁,

　 　
一(aρ'Q

ξ+aρQ～)φx一 一Parφx+arY*一 〇

.
、～ 〔∂1-ll'1EM:)+∂辮 ・一,・Ml〕+諺,〔 ∂寧

　

+h'・+・,M,㌔ 〕 一 。・・,N,・ 一 。,・,N,・

お 　 お 　
『 「5了(M

・ψ 。,・)+,∂ θ(・Mξ φ。,ξ)

+,1,区 ・'瑛 ÷ 鋤 φ
。〕一篤 ・φ,,ξ

一(　 　・・'N

ξ+・ ・N～)φ,+N,adi。,,+・ ・Z*一 ・

こ こ に 含 ま れ る 変 数 を 式(1.6)と 同 様 に 無 次 元 化 す る 。

つ ぎ の よ うに お く 。

N*一 ・・h
。讐。 魂)…n・

02.32)

す な わ ち

(2.33)

他 の 変 数 も 同 様 で あ る が 、 簡 単 の た め こ こ で は 記 述 を 省 略 す る 。

さ ら に 式(2.30)お よ び 式(2.32)に お け る 内 圧 に よ り生 じ る 合 応 力

・合 モ ー メ ン ト を つ ぎ の よ う に 置 く こ と に よ り 無 次 元 量 を 定 義 す る
。

　 　 ノ
Nξ 一pEhτ ξN,一pEh窒,　 　
Qξ`pEh穿 ξMg-pE(h3/a)1rrξ(2・3・)　
M,・'pE(h3/a)馬
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た だ し 、pは 無 次 元 圧 力 で あ り 圧 力 値Pと 次 式 に よ り 関 係 づ け て い

る 。

p=Pa/Eh(2.35)

　 　

式(2.34)に お け るnξ ～mθ は ξ の み の 関 数 で あ る 。

式(2.33)・(2.34)を 式(2.32)に 用 い る と 次 式 と な る 。

・,(・)'+テ ・Pt+・(fin)(nnξ一nθ))+・2・ ξ岬'

+碑L議 号))+÷m露 〕+・cr,・,・,(・)'

+P〔 て ξ ・ξ+(て ξ・ ÷'篤+・)・,〕u(?)

.
一 ・(,.,n

,+鵡 λ2・ξ)÷ ・(号)'一 ・crgw(nl"

一 ・("ef
ξ・ 畷 一 ・)w(n)'+X(n)一 ・

嵯+…le一 夢 身 幽,〔m籔+…le

一÷ 岬 〕+・(τ
ξ+窟 ξ濯 ・,)号{ぎ'

+・(罵+冠 λ2・、)÷ ・(?)+・(宝,・

+窟,…,+寄,・,)さ 乎'+,(宝}・

ツ
ー 宝

ξ・ξ・,+稲 ξ焔 ・・,+"}ill・ 、

一 霊,・ ・ξ・
,・+宣,・ ・,+・,)♂ ツ

+iq,一}謡n)'+.・(',il+・)テwin)+評)一 ・

一 ・,魂)一 ・
,ぜ号)+・2〔 魂'"+2γdi?)'

一 ・
,・,魂)+(㎡ ω ω 一ξ θ ♂)話 ザ ー ・話号)'

+・ 子 魂);+・+・rr[21),〕+・(鞭 一妥

一'}¥
,・,岬'+・ 〔熊'・ 夢 一黛1・ ξ

(2.36)



一..,n
,(・ ・ξ+・P〕 ・(呈)一 ・Nme・ ・÷(n)+ue'・

+・(Nm,・ ・γ一 篤 ・・)÷ 鋤+・(鍵 ・・ γ

,..…

,・,一NnB・,)・n(npuB)+・..,n,紗

+・(r...n,・+篤)(rilw'一 ・2_nnwry-i-ZWBP2・

(2.36)

a・U

ξ+a・Uξ+a・Uξ+・ ・U・+a・u・

(n)(rJ(n)(n)・(n)(n)・(n)(n)ｻ
一1-a$w-f-agm十a7w-f-as.w

ξ

+岬 孟碧+文 ω一・

・鯉'+・ ・卿+・ 騨'+・W14・e)'

(n)(n)(n)(riY'ω(n)・WW 十a
18W-1-a17w+a15'ue-E-als"w

(rJW_(n)+
・・gmξ+Y=o

(n)(n),・(n)(n),(n)ω(n)(n)・
a・・Uξ+…Uξ+a22U・+a23U,

W(n),W(n)(rilW'(n)(n)一!一a2
7"w+a・・Uθ+a25W+a・6W

+潔 魂"+調 魂)'+潔 魂)+Z(n)_一 ・

・31)・(nA+・W32・ 摯)+・ 兜 ・e)+.・ 騨)"

G一.)ww(n)(n)・W十
a36W+a37mξ 富0-f-asew

係 数a曾 ～aWを 表2.1に 示 す 。

こ れ に 表1.1のFluggeに よ る 合 応 力 ・ 合 モ ー メ ン ト と 変 位 の 関 係

を 用 い て 変 数 をuξ
,uθ,w,mξ の み と し 、 さ ら に こ れ とmξ と 変.位 の 関

係 式 を 併 記 す る と 式(1.14)に 対 し て つ ぎ の 基 礎 方 程 式 が 得 ら れ る 。

(n)(n)"(n)(n),(n)(n)ω(n)・(n)(n)

(2.37)
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2,3.2修 正 し たFluggeの 理 論 に 基 づ く 解 法

こ の 解 法 に よ る 平 衡 方 程 式 の 扱 い 方 はF1'u'ggeに 従 う の で 式

(2.36)ま で に 全 く 同 一 と な る 。 こ れ に 表1.1の 修 正 し たF1'ugge

に よ る 合 応 力 ・合 モ ー メ'ン ト と 変 位 の 関 係 を 用 い て 変 数 をuξ,uθ,

w
,mξ の4個 と し、 こ れ とmξ と 変 位 の 関 係 式 を 併 記 す る と 、 式

(、.37)で 表 わ さ れ る 鞭 方 程 式 が 得 ら れ る.こ の と き の 係 数 。勉

a㌢ を 表2.1に 併 記 し て い る 。

2.3.3Donnellの 理 論 に 基 づ く 解 法

式(1.2)・(1.4)・(2.30),お よ び(2.31)を 用 い て 平 衡 方 程 式

　 ネ ネ 　

(2.12)～(2.14)を 変 形 し 、 ま たNξ θ 一Nθ ξ,Mξ θ 一Mθ ξ と 仮 定 し

て 式(2.14)ゐ 第3式 を 無 視 し た う え でQ;,Q渉 を 消 去 す る と 次 式 が

得 ら れ る。

**

。 〔ユ 騨+響LN事 ・・ 〕

+。,〔 ∂(、輿+aMgedB一,,M*e〕 一 ・

。 〔 ・N渉 ・(・Nξ*θ∂θ 十 ∂ξ)+1・N轟 〕

　 　

+・,〔 ∂(9・Mlil・・)+響+・,M,㌔ 〕 一 ・(・.38)

　 　 ネ

÷ 〔 ∂(・M～∂ξ)+∂ 学多L・ ・Ml〕+翫 〔∂(1讐ξθ)
　

+讐+・ ・M轟 〕 一 …,N診 一 … ξNぎ

　

峨 響 ÷1響+・ ・Z*一・

式(2.33)・(2.34)を 式(2.38)に 用 い る と 次 式 と な る 。

曾触 ∴ 堀
械}・/,・ …,
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・8'+… 鶴 一n
P・(n)e

+λ2ω,〔m露'+・ ・m9一+m曾 〕 一 ・

・
、・磨 ・,・e)+・ ・ 〔魂"+・ ・m禦'

一 ・
,・,魂)+(・,・,一n2PZ)(n)me一 ・me'

+・ ÷ 曙+・ ÷ ・m9〕+pn
,wω"

～n2(n)一 ω一pn
・Pz-w+Z

=o

(2.39)

こ 細 こ表1・1のD・nn・11Gこ よ る 関 係 式 を 用 い ・ さ ら に こ れ とmξ と

変 位 の 関 係 式 を 併 記 す れ ば 式(2.37)で 示 さ れ る 基 礎 方 程 式 が 得 ら

れ る.こ の と き の 係 数 ・W～Was7も ま た 表 ・.Uこ 示 し て い る 。 た

だ し 、 こ の 場 合 式(2.37)の 付 加 外 力 の 項 は つ ぎ の よ う に な る 。

一(n)_一WX=OY罵0(2
.40)
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表2.1基 礎 方 程 式 の 係 数

(F:Flugge..MF:修 正Flugge.D:Donnell)

aw
i F.MF.D b

aws
FMF

N

br+pqξ ω,

D br

wa3

F 一・b・
s-B-b・ ・一b禦 辛 ・P〔・,+q,・}・ ・(q,,γ ・q}知,〕

MF

一・b・
,・,ザ ー与畢 チ ・2d(1一・)び

・(14レ)・ ・〕・いP@,N+q,・ 妾・(Q,γ 硝1)帽

D 一b・ω
,・ドb・ ・一b撃 夢

⑪

4a

F b(1・ ・)n2,一P(各 ・蝋 ・λ2ω,)J]..0

MF b(1+v)十 ・ λ・d(一V)・,・eP-P(h・a*m・ λ2ω,)nP

D

一

b(1・ のn2P

Was FD 一b(3-y)r-p

MF 一b(3一 ・)・ 論 一 一 λ2d(レ ・2)・ ・
,・,nP

.w
as

F.MF
N

-pq
ξ

D 0

aW
7

F.MF
b(・,…,)刺(1一 ・)・,〔J1=+Pｰ(1・ の ・・〕

一P(M
,r+q～1)

D b(・,り ω,)…d(1一 の ・,」1rA

aw
8

F.MF b(tug+γ ωξ 一 γωθ)一 ・・d(1一 ・)(2+の ・・,
n'

D b(の ωξ.◆ γω ξ噛 γω θ)一 ・・d(1一 ・3)…PY

Wa; F.MF.D λ2ω ξ

Wa
io F.MF.D x・(1…)γ ω ξ

awii

F 一b(iY)骨 ゆ 儀 蝋
,・・ω,)P

MF 一b伽)十 一え2d(1一 ・)・ … うL・P(n｣・m
,λ・ω、)十

D 一b(1+y)一

2p

W
alz

F 一b(3一 ・)・ 「命 ・.P(賞 ど 痛 きλ諺ω・)」}一

MF

一b(3一 ・)・

2p一 λ2d(i一 ・)一nP・ ・〔・い(2+v)・ ・,]

・P(篤 ・ 品 きλ8ω・)「11.
P
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aW12 D 一b(3一 ・)・2
2P

(nla
is

FD b・ くS-v2》

MF b畢 …d(レY)・;

F b(t-Y2・+p(n,Mr+m,・2γ ・Na+q,・ 。)

MF
b禦 ・…d(1一 ・)・%(・,・2・ 、)・P(V

～ 僧
・mξ え2ゆ ドqξ ω,)

D b禦 ・

F
b禦(・,・ ドr2)一b一 芸 ・P(篤 ・ ・ 品1・ ・γ・,+q'e・,

一Nn
,・,・ ド 品,λ2ω,・B}q,γ ・,・ ω,)

MF

b畢(・,・ 。 一rZ)一b」 菱 ・ 解d(1一 ・)・2B(・,・ ド3r2

一 一2n

PZ)・P(言 き ・ ・ 鰐 ・・ 、q'・a-n,・,・,

一Nm
,λ 襖 ・a*q,γ ・,・ ・,)

D b(t-v)2(・ 凸r2)nz-b
O2

aω16 FMFD
o. P

aw
塞7

FMF
■

λ2d(1一 ・2)・ ・
,nPGP,ruト

D aZd(1-v)rwa-p

W
aie

F.MF

一b(・
,り ω,)nP・2d(1一 ・)ω 〃号 〔・,・ ド(1・ ・)チ 〕

*P(9ep+n)

D 一b(・
,…,、 「卜 一 翠d(1一 嚇 ・n'Bp3

aW
19 F.MF.D 一 菰2・ω

,nP

F ・b(・,+YW8)+p(m・aEn20Z-n,・,)

MF

L

-b(・ … ω
・)一 瀞d(1一 ・)ω・〔(価)轡2ザ 〕

2

0

D 一b(ω
ξ ◆ レωe)

F 一b・ 《・
6+Y(U,.)ゆ 〔鞭 」LPz-n,(・ ・,.・ ωρ 畷 ・・ユ

MF

.

一b・(・
,・ ・ω,+aZd(1一 ・)〔(1・ ・)・(2げ,ω ・rZ・,

一輿 一帰)一2・ ～癌P〔 品き喋 一n
E(・・,・ ωρ

一 臼`ω ξ〕

D 一bγ(ω
o噸yω ξ)

F _Pm Bxto
MF 2x・d(1-Y)・ 。{LP面 ・号

D 0

一91一



aω
as

F P(mFayγ 一 デVnるλ3)十

MF

み2d(1一 ツ)γ 〔2ω ξや(1一 ン)ωo〕 」Lv◎P(mξ み2γ

一 η2)十

D 0

W
aa+

F 一b(・ … ω・)
P一+p(触2・ 一m,AY(fl,・ ・ 一Nn・ ω・ 》J-'P

MF

一b(・ … ω ・)一a一+a2d

P(1一 ・)[(3・ 〃)・,wa.・
a

一(3・ レ)γ2ω ド(1・ ・)・
・SP・ 一2嘱]十 ・P価 ♂桝

一171,λ2ω,・Me-n,ω,)n
P

D 一b(ω
θ→ ンωξ)十

wa
ss

F.MF ・・d(1一 ・)〔(1り)・ ・+2aP〕 ・P宕 ξ

D 2・ ・d(1一 ・)".NPa+Pnξ

aw
as

F.MF

一a$d(1一 ・)・ 〔(1り)(2・
,・,+ra)・2ザ 〕

4P(昏 ξγ+.i『 ρ

D 一dad(1一 レ2)・rf

OE

aω
27

F.MF

一b(61Z

f・2・ ・,… ω3)aPd(1一 の 〔(3・ ・)・,・ ・

・2(2り)rZ一(圃 チ 〕
PY-pn,一!1.DE

D zP

・2・ ・)一pn,
A'

a(旬
za

F.MF.D λ2

Wa
as F.MF.D λ・(2一 レ)γ

Wa
sn

F.MF.D 一λ・ 〔(1一 ・)・ ξ・ … 辛 〕

F.D 0

MF dωe

w
aas

F'.D 0

MF d(ω 毒+ツ γωξ)

aW33

F.D 0

MF d・ ω,n_P

Wa
a4 F.MF.D

r

-d

w
aas

F.MF 一dッ γ

D 0

・W36 F.MF.D d・nxa2・

W
a97

`

F.MF.D 一1
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2.3.4圧 力 の み の 場 合

式(・ ・37)を 解 くた め に は 、 こ の 係 数 。勉 。鮎 ・含 ま れ て い る 圧 力

に よ り生 じ る 合 応 力 ●合 モ づ ン ト・ す な わ ち篤 τ
,,篤 篤 お よ び

篤 を あ ら か じめ 求 め て お か な け れ ば な ら な い ・ 式(・ …)か ら亙

を 消 去 し 、 式(2.34)の 関 係 を 用 い る と 次 式 が 得 ら れ る 。

　 り

・,+・(～ ～n_一nξθ)+λ2・,(讐+猛
,一 濫,)一 ・

一 ω

,禦 一 ω演,+λ2(鰐+・ ・罵 一 ・篤(・ …)

一 ・

ξ・,態+・ ξ・河,)+・ 一 ・

こ の 問 題 、 す な わ ち 軸 対 称 変 形 の 問 題 に 対 し て は 表1 .1で 示 さ れ

た 合 応 力 ・合 モ ー メ ン ト と 変 位 の 関 係 は ・F瓢gge・ 修 正 し たFlligge .

お よ びDonnellの 各 理 論 に 対 し て 表2.2の ご と く に な る 。 た ゴ し

tC2・2で 示 し て い る 鰍 元 の 変 位 篤 黛1歌 式 で 定xし て い る.

ほ　 　 　 　
P・ ξ==U/・pw・=W/・(2・42)

表2.2合 応 力 ・合 モ ー メ ン トと 変 位 の 関 係

(F:Mligge,班F:修 正FIUgge,D:Donnel1)

～
nξ F.MF.D b〔 冠い ・γN,・(・,・ ・ω 、)N〕

M

nｮ F,MF.D b(yuf+応,・(・,・vwｮ)w〕

N

rTtf

F d(一wブ ー ンγw)

MF d〔 ω ξu'e+(ω ξ+レ γω ξ)窃 ξ一tiy一 レ γHガ 〕

D
～,,

一dw

N

閉 〃

F レ 蒜～ξ一d(1-Nz)rw'

MF レ 臼～ξ 一d(1・ 一 レ2)(一 γω ξ 窃ξ+γ 《dN')

D
N

レmξ

～

4e F.MF.D λ3(起 ・Nrme-rm,,)
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こ の 表2・2の 関 係 を 式(2・41)に 用 い・ さ ら に こ れ とmξ と 変 位 の 関

係 式 を 合 わ せ 示 す と つ ぎ の 基 礎 方 程 式 が 得 ら れ る 。

コ　 　 　 　 　 り 　 　 　　　 ヲ 　 　
・・Uξ+a・Uξ+dyUξ †a・W+a・W

　 ナ 　 　
+1孫 .mξ+・ ・mξ 二〇

7・ 篤+竃 穿 ξ+7,・er"+E「 ・KV'+%黛(2・43)

+編 解+輪1+窟 ・缶,+1-0

　 　 フ ド　 　 　 　 り 　 へ づ 　 じ　
・・6uξ+a・7Uξ+a・8w+a・gw+a・ ・mξ=0

係 数 審 ～ 錫 。 は 使 用 す る 各 理 論 に よ り 異 な り、 こ れ を ま と め て 表

2.3に 示 す 。

2.3。5自 由 振 動 問 題 の 場 合

自 由 振 動 の 問 題 に 対 し て は1.5節 で の 取 扱 い と全 く 同 様 に す れ ば

よ い 。 た だ し 、 式(1.51)の 無 次 元 化 に 対 し て こ こ で は つ ぎ の よ

う に お く。

一

N*_。h・?)…n・ ・・…(・ ・44)

他 の 変 数 も 同 様 で あ る 。 こ れ を 用 い る と 式(2・37)で 表 わ さ れ る

基 礎 方 程 式 が 得 ら れ る.こ の 係 数 。曾～ 。(n)X37は表 ・.・ の 通 り で あ る が 、

こ の と き 付 加 外 力 の 廊 ω,調 お よ びzω も ・.櫛 で の 取 扱 い と 同

じ くっ ぎ の ご と く に な る 。

XW一 ・ ・u?マ ω 一 ・ ・WuB茗 ω 一 ・ ・wω(・ ・45)

Donnellに よ る と き は つ ぎ の よ う に な る 。

文 ω=Yw.。 茗ω 一g・(n)w(・.46)
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表2。3基 礎 方 程 式 の 係 数

(F:Fl.'ugg.e・MF:修 正Flugge/D3Donnel1)

～ 励

al F.MF.D b

餌 ⑪
a2 F.MF.D br

～W

a
3

FD 一b(7a+y[dfwe

MF 一b(・ ・+vw,・,〉 一 λ・d(1-vz)γ2ω2ξ

～ ⑪
a,

F.MF b(ω ξ り ω,)・ λ2d(1一 ・2)Taω ξ

D b(ω ξ÷ μωe)

～ 〈n)

as

FMF・ b(ω ξ
.+γ ωξ 一YWB)

D bγ(1一 〃)(φ ξ 一 ω 、)

～ ⑬
as F.MF.D λ2ω ξ

～ ω

a7 F.MF.D λ2(1一 ン〉 γ ω ξ

～W

aa

FD 一b(ω
ξ+vωe)

MF 一.b(ω
ξ+Yω θ)一A2d(1-vz)r2ω ξ

aW
9

F.D 一b.γ 〈 ω ξ+V(Uξ)

MF 一bγ(ω
θ † ン ω ξ)+λ2d(1一 レ2)τ ω ξ(2の ξω 〃+γ2)

～w

aio

F.MF a・d(トLz)γ ・

D 0

～ ⑪

a11

F.MF 一 λ・d(1一 ・2)!γ2・2.・
,・,)・

Q
「唱.

0

～w

ai2 F.MF.D 一b(ω2ξ+ω2θ+2レ ω
ξωe)

aw
13

F.MF.D Az

～.(n)

ain F.MF.D λ・(2一 ン)r

～..W
ats F.MF.D 一 λ2(1噌 ・)

・ 、 ω θ

甜.(d

ais

F.D 0

MF 一dam

ξ

～W

a17

F.D 0

MF 一d(ω きtレ γω
ξ)

N

18
F.MF.D d

御 ㈲

aユ9

F.MF dン γ

D 0

冒⑪
HO

F.MF.D 1

●
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2.3。6座 屈 問 題 の 場 合

圧 力 に よ る 座 屈 の 問 題 に 対 して は 式(2.33)を つ ぎ の よ う に お く。

N;一aQ・ ・W・ ・…(・ …)

他 の 変 数 も 同 様 で あ る 。 こ の よ う に し て 前 述 の ご と く に 取 扱 え ば

(n)(n)式

(2.37)で 示 さ れ る 基 礎 方 程 式 が 得 ら れ 、 そ の 係 数a、 ～a37は 表

2.iの 通 り で あ る が 、 こ の 問 題 で は 付 加 外 力 の 項 は つ ぎ の よ う に

な る 。

一(n)一(n)一(n)
=0(2.48)=Z=YX

2.4応 用 例

数 値 計 算 例 と して 自 由 振 動 問 題 お よ び 座 屈 の 問 題 を 取 扱 う。

自 由 振 動 の 問 題 は 、 圧 力 に よ る か くの 自 由 振 動 特 性 の 変 化 を 前 章 で

取 扱 つた 、 円 筒 か く、 球 か く、 圧 力 容 器 の 模 型 に つ い て 、 こ こ で 求

め た 各 理 論 に よ り数 値 計 算 を 行 な い そ れ ら の 結 果 を 比 較 す る。

ま た と く に 、 円 筒 か く に つ い て はTimoshenkoの 式 に よ って も計 算 を

行 な い 、 こ れ に つ い て も結 果 を 比 較 す る 。 ま た 本 解 法 の 応 用 例 と

して取 扱 う座 屈 問題 に 対 して は、 円筒 か くの形 状 を 変 化 さ せ て お の お の

の 場 合 に つ い て 外 圧 に よ り 座 屈 す る と き の 解 を 求 め る。

数 値 計 算 は1.6節 で 述 べ た 差 分 法 に よ り行 な う が 、 こ の と き 材 料

は す べ て 前 章 と 同 様 に 鋼 と し て い る。 な お 実 験 は 自 由 振 動 問 題 に

対 し て行 な い 、 内 圧 の 変 化 に よ る 固 有 振 動 数 の 変 化 を 求 め て 計 算 結

果 と 比 較 し て い る 。

2.4.1自 由 振 動 問 題

D円 筒 か く

数 値 計 算 お よ び 実 験 に 用 い た 両 端 固 定 の 円 筒 か く は 図1.11の 通
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り で あ る 。 円 筒 半 径Rを

代 表 長 さaに 選 ぶ と 、 計 算

に 必 要 な 諸 量 は 前 章 で 示 し

た も の と 同 一 に な る 。

本 問 題 に 対 し て は 、 圧 力

に よ り生 じ る 合 応 力 ・合 モ

ー メ ン ト を あ ら か じ め 求 め

て お か な け れ ば な ら な い 。

式(2.43)を 用 い て 内 圧

を 与 え た と き の 結 果 を 図

2.4に 示 す 。 計 算 に お い て

は 前 章 で の 取 扱 い と 同 じ く

差 分 点 の 数 を101と し

て い る 。 こ の 結 果 は い ず

れ の 理 論 に よ り求 め て も 大

き な 相 違 は な い が 、 使 用 す

図2,9円 筒か くの 内圧 に よる合 応 力 ・合 モーメ ン ト

る 理 論 に よ っ て 計 算 を す る こ と が 必 要 で あ る 。

つ ぎ に こ れ ら の 値 を 式(2.37)に 用 い て 、 圧 力 の 変 化 に 対 し て

そ の 固 有 振 動 数 が ど の よ う に 変 わ る か に つ い て 求 め た も の が 図2.5

～2 .8で あ る 。 こ の と きn-5に 対 し て は 外 圧 を 加 え た と き の 結 果

を もcせ て い る 。 振 動 数 がoの 外 圧 はn-5に 対 す る こ の 円

筒 か く の 座 屈 圧 力 で あ る 。 圧 力 の 変 化 に よ る 固 有 振 動 数 の 変

化 の 傾 向 は 、 各 フ ー リ ェ 指 数nに よ り 大 き く 異 な る こ と が わ か

る 。 ま た こ の 場 合 もn-5・c-0の 結 果 を 除 い た 他 の 数 値 計 算
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結 果 は 、 実 験 結 果 と ほ ぼ 一 致 し た 。 さ ら にTimoshenkoら の 式 を

用 い た 計 算 結 果 に よ れ ば 、 本 研 究 に よ る 結 果 よ り 圧 力 に よ る 固 有 振

動 数 の 変 化 は 少 々 低 く で る こ と が 確 認 さ れ る 。 ま たDonnellの 理 論

に 基 づ く解 法 に よ る 結 果 は 全 体 に 本 解 法(Fluggeお よ び 修 正

F1`uggeに 基 づ く解 法)に よ る も の よ り 高 く な り、 圧 力 の 上 昇 と と

も に 差 が 大 き く な る こ と が 確 認 さ れ る 。 な お 修 正 し たFluggeの

理 論 に 基 づ く 解 は 、Fluggeの 理 論 に 基 づ く も の よ り や や 低 く な る

が ・ そ の 差 は 約o・5%程 度 で あ る の で 図 で は こ れ を 区 別 し て 描 い て

は い な い 。

iD球 か く

計 算 お よ び 実 験 に 用 い た 球 か く は 図1.13の 通 り で あ る 。 前 章

で の 取 扱 い と 同 じ く 球 か く の 半 径Rを 代 表 長 さaに 取 り、 ま た 差 分

分 割 数 も 同 様 に150と し て い る 。

こ の 球 か く の 内 圧 に よ る 合 応 力

・合 モ ー メ ン ト を 図2 .9に 示 す 。

こ れ を 用 い て 圧 力 の 変 化 に よ る

固 有 振 動 数 の 変 化 を 求 め た も の

が 図2・10で あ る。 実 験 はn-1,

c=0に 対 す る も の を 示 し て い る

が 、 計 算 結 果 の 傾 向 と 同 様 に 圧

力 の 変 化 に 対 し て そ の 固 有 振 動

数 は ほ と ん ど 変 化 し な い こ と が

認 め ら れ る 。 こ こ で 用 い た 球

か く で はn-2ま で に つ い て 計 算

を 行 な っ た が 、 こ の よ う にnが
図2.● 球 か くの内 圧に よ6倉 応 力 ・食 モ ーメ ン ト
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図2.10球 か くの圧 力 によ る固 有振 動 数 の変化

が 小 さ い と き に は 圧 力 の

影 響 を あ ま り 受 け な い こ

と は 、 前 記 の 円 筒 か く に

つ い て も 確 認 さ れ た こ と

で あ る 。 な おDonnell

の 理 論 に 基 づ く 結 果 は 、

こ の 場 合 も解 は 全 体 に 高

く で る こ と が わ か る 。

iii)圧 力 容 器 の 模 型

計 算 お よ び 実 験 に 用 い

た 圧 力 容 器 模 型 は 図1.15

の 通 り で あ る 。 こ れ に

対 し て も 前 章 で の 取 扱 い

と 同 じ く 容 器 の 円 筒 部 の

半 径 馬 を 代 表 長 さaに 選

び 、 ま た 差 分 点 の 数 も 同

様 に319と し て い る 。

こ の 容 器 に 内 圧 が 加 わ っ た と き に 生 じ る 合 応 力 ・合 モ ー メ ン トを 図

2.11に 示 す 。 こ れ を 用 い て 圧 力 の 変 化 に 対 す る 固 有 振 動 数 の 変

化 を 求 め た も の が 図2.12で あ る 。 こ の と き も 最 低 固 有 振 動 数 で

あ るn=6,c=1に 対 し て は 、 圧 力 を 加 え て も 実 験 結 果 は 計 算 結 果 と 一

致 し な い こ と が 確 認 さ れ る 。Fluggeと 修 正Fluggeに 基 づ く 結 果 に .

は 、 こ の と き も 差 異 は ほ と ん ど な い が(約o.5%程 度 修 正Flugge

に 基 づ く 結 果 はFluggeに 基 づ く 結 果 よ り全 体 に 低 く な る),

Donnell .に 基 づ く 結 果 は 圧 力 の 上 昇 に と も な い こ れ ら と の 差 が 大 き
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く な る こ と が こ の と き も 確 認 さ れ る 。

2.4.2座 屈 問 題

D円 筒 か く

図1.11の 両 端 固 定 の 円 筒 か く の か く 厚 と 半 径 を 一 定 に し て 円 筒

か く の 長 さ の み を 変 化 さ せ た と き に 、 そ の 外 圧 に よ る 座 屈 圧 力 値 が

ど の よ う に 変 化 す る か に つ い て 調 べ る 。 こ の 問 題 に 対 し て は

FIUgge,お よ びDonnellの 理 論 に 基 づ く 解 法 に よ り 計 算 を 行 な い 、

そ の 結 果 を 図2.13に 示 し て い る 。 図 よ り わ か る よ う に 、 円 筒 か く

の 長 さ が 長 く な る と 座 屈 圧 力 値 は 低 く な り か つnも 小 さ ぐ な る こ と

が 確 認 さ れ る 。 ま たDonnellに 基 づ く 解 法 に よ り 求 め た 結 果 は 、

Fl'uggeに 基 づ く 結 果 に よ る も の よ り 座 屈 圧 力 値 は い く ぶ ん 高 く な

る こ と が わ か る 。 な お 図1.llに 示 し た 円 筒 か く は 、 こ れ よ りn-7
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で 座 屈 す る 。

lD球 か く と 円 筒 か

く よ り 成 る 圧 力 容

器

図2.14の 圧 力 容 器

の 外 圧 に よ る 座 屈 問

題 を 取 扱 う。 こ の 容

器 の 座 屈 問 題 に 対 し

て は 、Harariら の

求 め た 結 果(3)を 用 い

て こ れ とFlugge

に 基 づ く解 法 に よ り

得 ら れ た 結 果 と を 比

較 す る 。 こ の 問 題 に 対 し て も、 円 筒 か く部 の 長 さ を 変 化 さ せ て 、

そ の と き の 座 屈 圧 力 値 の 変 化 を 求 め る 。 そ の 結 果 を 図2・15に 示 す 。

円 筒 か く 部 の 長 さ が 長 く な る と 座 屈 圧 力 値 は 低 く な り 、 か つnも 小

さ く な る こ と は 前 記 の 円 筒 か く の と き と 同 じ 傾 向 を 示 し て い る 。

こ れ よ りHarariら の 結 果 は 、 本 解 析 に よ る 結 果 よ り 座 屈 圧 力 値 は

少 々 高 く で る こ と が 確 認 さ

れ る 。

図2.14琢 か くと円筒 か く よ り成 る圧 力容 器
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2.4.3考 察

ま ず 自 由 振 動 問

題 の 結 果 に つ い て

考 察 す る 。 円 筒 か

く で は 、 こ の と き

もn-5,c=0の 結

果 を 除 い た 他 の 計

算 結 果 は 実 験 結 果

と 良 好 な 一 致 を 見

て い る 。 ま た

Timoshenkoの 式

を 用 い て 計 算 を 行

な っ た 結 果 を 図

2.5,2.6に 併 載

し た が 、 そ れ4'よ

れ ば 圧 力 が 上 昇 す る ほ ど 本 解 析 と の 差 は 大 き く な り、 実 験 に 用 い た

円 筒 か く に 局 部 的 な 降 伏 が 生 じ る と き の 圧 力 に 対 し て 約2～3%程

度 の 差 が 認 め ら れ た 。 ま たDonnel1に 基 づ く 結 果 は 、 そ の 取 扱 い

の 簡 易 さ に も か か わ ら ず 圧 力 に よ る 固 有 振 動 数 の 変 化 は 本 解 析 に

よ る も の と 差 異 は い く ぶ ん 大 き く な っ て い る が 、 ほ と ん ど 同 じ傾 向

を 示 し て い る こ と が わ か る 。 球 か く に っ い て はn-0と1の 場 合 に

っ い て の み 結 果 を 示 し た が 、n-2以 上 で は そ の 固 有 振 動 数 が 高 く

な る こ と を 表1.8に 示 し て い る の で 、 こ こ で は そ れ 以 上 の も の に つ

い て は 扱 っ て い な い 。 な:お 実 験 はn二1・c箒0の 結 果 の み で あ る

が 、 そ れ 以 外 の も の は 実 験 に よ る 振 動 形 の 確 認 が で き な か っ た た め
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で あ る 。 ま た 圧 力 容 器 の 模 型 で は こ の と き もn=6・c=1の 結

果 は 実 験 結 果 と 合 致 し な い が 、 他 の も の は ほ ぼ 一 致 す る こ と が 認 め

ら れ る 。 こ れ に つ い て は 、 前 章 に お い て 述 べ た 理 由 に よ る も の と

考 え ら れ る 。 こ の と き も 、Donnel1に よ る 結 果 はFlugge,お よ び

修 正F塩ggeに よ る も の と 比 較 し て 差 異 が 大 き い こ と が わ か る 。

な お:Fluggeと 修 正 し たFluggeに 基 づ く も の は 、 予 歪 に よ る 影 響

を 示 す 項 の 加 え 方 が 同 じ で あ る の で 、 こ の 両 者 に は ほ とん ど 差 異 は 見 ら れ

な か っ た 。 振 動 モ ー ドに つ い て は 、 こ こ で 扱 っ た か く で は 圧 力 に よ り そ れ

ほ ど大 き く変 化 し な い こ と が わ か っ た の で こ れ に 関 す る 記 述 は 省 略 した 。

以 上 に お け る結 果 は 、 内 圧 を 加 え た こ と に よ る か く の 形 状 変 化 が 、

自 由 振 動 に お よ ぼ す 影 響 を 無 視 し て 計 算 を 行 な っ た も の で あ る 。

本 解 法 を 用 い る と き 、 こ の 影 響 を 考 慮 し て 問 題 を 解 く こ と も 可 能 で

あ る が 計 算 が 面 倒 に な る 。 こ の 影 響 を 調 べ る た め 円 筒 か く に 対

し て 計 算 を 行 な っ た が 、 こ れ を 無 視 し た も の と 比 較 し て ほ と ん ど 差

異 は 認 め ら れ な か っ た 。

つ ぎ に 円 筒 か く に 対 し て 座 屈 圧 力 値 を 求 め た 結 果 で は 、Donnell

に 基 づ く解 はFluggeに よ る 解 と 比 較 す る と 、 そ の 座 屈 圧 力 値 は 約

50程 度 高 く な る こ と が 確 認 さ れ た 。 ま た 球 か く と 円 筒 か くか ら

成 る 圧 力 容 器 で は 、Harariら の 使 用 し て い る 式 は 圧 力 に よ る 予 歪

の 影 響 に よ る 項 をDonnellの 式 と 同 様 に 簡 単 に 扱 っ て い る の で 、 こ

の 場 合 も 本 解 析 に よ る 結 果 よ り約5劣 程 度 座 屈 圧 力 値 は 高 く な っ た 。

2.5実 験

実 験 は 自 由 振 動 問 題 に 対 し て 行 な い 、 圧 力 を 加 え る こ と に よ り そ

の 固 有 振 動 数 が ど の よ う に 変 化 す る か を 確 認 す る こ と を 目 的 と し て
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い る 。

2.5.1実 験 装 置 お よ び

実 験 方 法

図1.11,1.13,お よ

び1.15の 三 種 類 の か く

に つ い て 実 験 を 行 な う 。

実 験 装 置 の 全 景 は 図1.17

の 通 り で あ る 。 本 実 験

に 対 す る 装 置 の 略 図 を 図

2.16に 示 す 。 す な わ

ち 、 前 章 に お け る 実 験 装

置 に 圧 力 を 加 え る 装 置 を

図2.16実 験 装 置 の 略 図

付 加 し た も の で あ り、 そ

の 他 の 装 置 は 前 章 に お け る も の を そ の ま ま使 用 し て い る 。 こ の 加

圧 装 置 を付 加 し た 供 試 か く を 図2.17に 示 す 。

実 験 は 圧 力 を 加 え な い 状 態 に お い て 、 そ の 振 動 形 が 確 認 さ れ て い

る もの に つ い て 、 圧 力 を 加 え る こ と に よ り そ の 振 動 数 の 変 化 を 追 跡

す る 方 法 に よ り 行 な う。

2.5.2結 果 お よ び 考 察

実 験 に よ り 得 ら れ た 圧 力 の 変 化 に 対 す る 固 有 振 動 数 の 変 化 を 、 円

筒 か く に つ い て は 図2.5～2.8に 、 球 か くで は 図2.10に 、 ま た 圧

力 容 器 の 模 型 に 対 し て は 図2.12に そ れ ぞ れ 計 算 結 果 と と も に 載 せ

て い る 。 そ れ に よ る と 実 験 結 果 の 圧 力 の 変 化 に 対 す る 固 有 振 動 数

の 変 化 は な め ら か な 曲 線 を 描 い て い な い が 、 こ れ は 実 験 に お い て 正

確 に そ の 固 有 振 動 数 の 変 化 を 追 跡 し き れ な か っ た た め と 思 わ れ る 。
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::

ま た 各 フ ー リ ェ 指 数nに よ り 固

有 振 動 数 の 上 昇 の 度 合 が 異 な る

た め 、 こ れ を 示 す 曲 線 が 各 所 で

交 叉 す る 。 そ の た め 固 有 振 動 数

の 追 跡 が 困 難 に な る の で 、 こ の

と き は 振 動pick-upに よ り そ

の つ ど 振 動 形 を 確 認 し て 判 別 す

る 方 法 を 取 っ た 。

な お 線 形 振 動 で は な い と 考 え

:,

図2.17供 試 か ノ

【;lrl'1飼か く 偽r確 か く(・-凋'ノ'r:'Y.:!・ 停 や

ら れ る 円 筒 か く のn-5,c-0・ 圧 力 容 器 模 型 のn=6,c-1の 振 動 に

対 し て は 、 こ の と き も 圧 力 に よ る 固 有 振 動 数 の 変 化 の 傾 向 は 計 算 結

果 と は 全 く異 な っ た 。

2.6結 言

本 章 で は 圧 力 な ど の 作 用 に よ り 予 歪 を 受 け て い る 軸 対 称 か く に 対

し て す べ て の 項 を 考 慮 し て 平 衡 方 程 式 を 確 立 し 、 こ れ にFluggeの

理 論 に 基 づ く 解 法 を 適 用 し て 曲 げ 、 自 由 振 動 、 お よ び 座 屈 問 題 に 対
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処 で き る 基 礎 方 程 式 を 導 い た 。 前 章 に お い て 、Fluggeの 理 論 に よ

一る 解 法 は あ る 種 の 問 題 に 対 し て そ の 解 の 精 度 が 落 ち る こ と を 示 し た

の で 、 こ こ で は さ ら に そ の よ う な 問 題 に も 対 処 で き る よ う に 修 正 し

た..Fluggeの 理 論 に 基 づ く 解 法 を も あ わ せ 示 し た 。 こ れ と は 別 に 、

実 用 上 の 取 扱 い の 簡 易 さ を 目 的 と し てDonnell型 の 平 衡 方 程 式 を 導

き 、 こ れ よ りDonnellの 理 論 に 基 づ く 解 法 を も 提 案 し た 。

本 解 析 に よ る 平 衡 方 程 式 に お け る 予 歪 の 影 響 の 加 え 方 と 他 者 の 導

い た 平 衡 方 程 式 に お け る こ の 加 え 方 と の 基 本 的 な 差 を 示 す た め 、

Timoshenkoら に よ り 円 筒 か く に 対 し て 導 か れ た 式 と の 比 較 を 行 な

い 本 解 析 の 妥 当 性 を 確 認 し た 。

ま た 本 解 析 の 妥 当 性 を 具 体 的 な 問 題 に 対 し て 検 討 す る た め 、 応 用

例 と し て 自 由 振 動 と 座 屈 の 問 題 を 扱 い 、 自 由 振 動 問 題 に 対 し て は さ

ら に 実 験 を も 行 な っ た 。 自 由 振 動 問 題 で は 圧 力 に よ る 固 有 振 動 数

の 変 化 に つ い て 求 め た が 、 こ の と き はFluggeと 修 正 し たFlugge

の 理 論 に 基 づ く 結 果 の 差 異 は 、 前 章 で 示 し た 圧 力 を 加 え な い 状 態 で

の 固 有 振 動 数 の 差 異 と 同 様 に ご く わ ず か で あ っ た 。Donnelll型 の

基 礎 式 に よ る 結 果 は 、 そ の 簡 単 の た め 本 解 析 に よ る も の と 比 較 し て

差 異 が や や 大 き く な っ た が 、 こ の 問 題 に 対 し て は 工 学 上 十 分 に 使 用

が 可 能 で あ る こ と が 確 認 さ れ 牟 。 ま たTimoshenkoの 式 に よ る 結

果 と 本 解 と は 、Donnell型 の 式 を 用 い た と き と 同 様 に 明 ら か な 差 異,

が 認 め ら れ た 。 座 屈 の 問 題 と し て 外 圧 に よ る こ'れ ら の か く の 座 屈

圧 力 を 求 め た が 、Donnell型 の 式 に よ る 結 果 は 本 解 析 に よ る も の よ

り 座 屈 圧 力 は や や 高 く な る こ と が わ か っ た 。

つ ぎ に こ こ で 示 し た 三 つ の 解 法 の 特 長 を 簡 潔 に 述 べ る と 、 つ ぎ の

よ う に な る 。
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DFIuggeの 理 論 に 基 づ く 解 法 に よ れ ば 、 本 解 析 に よ り'す べ て の

予 歪 に よ る 項 を 考 慮 し て い る の で ど の よ う な 問 題 に 対 し て も 十 分 に

対 処 す る こ と が で き 、 通 常 の か く の 問 題 で は 実 用 上 問 題 は な い 。 ぢ

lD修 正 し たFluggeの 理 論 に 基 づ く 解 法 に よ れ ば 、 前 章 で 示 し た

Fluggeの 理 論 に よ る 解 の 精 度 が 落 ち る 問 題 に 対 し て 圧 力 が 加 わ る

こ と よ り 生 じ る こ れ ら の 諸 問 題 に も 十 分 に 対 処 で き 、 し か も そ の 取

扱 い は そ1れ ほ ど 複 雑 に は な ら な い 。

iii>Donneilの 理 論 に 基 づ く解 法 は 、 そ の 取 扱 い が き わ め て 簡 単 で

あ り か つ 計 算 も 容 易 で あ る が 、 予 歪 に よ る 影 響 を 十 分 に 考 慮 し て い

な い た め 、 取 扱 う 問 題 に よ っ て は か な り精 度 が 落 ち る の で 十 分 に 注

意 を 要 す る 。

な お 自 由 振 動 問 題 に 対 す る 実 験 に お い て は 、 前 章 で 述 べ た 非 線 形

振 動 が 圧 力 を 加 え た 振 動 に お い て も 生 じ る こ と が わ か っ た 。
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第3章 軸 対称 か くの 自由振動問題 に対す る摂動 解法

3.1緒 言

種 々の 軸 対 称 形 状 圧 力 察 器 の 自 由 振 動 問 題 を 差 分 法 に よ り解 く方

法 に つ い て 前 章 ま で に お い て 述 べ た が 、 これ らの 方 法 に よ れ ば 形 状

が 変 化 した 場 合 や 圧 力 が 変 動 す る 場 合 な ど に は 、 与 え られ た 個 々 の

形 状 、 あ る い は ま た 各 圧 力 値 に 対 し て そ の つ ど 計 算 を 行 な わ な けれ

ば な ら な い 。 こ れ は 他 の 解 法 、 た と え ば 有 限 要 素 法 な ど を 用 い る

と き も同 様 で あ る。 こ の こ と は 実 際 に 使 用 され る 圧 力 容 器 な ど の

よ う に 常 時 そ の 圧 力 値 が 変 動 す る
.とき に は 取 扱 い が 面 倒 で あ る。

そ こ で 本 章 で は こ の 欠 点 に 対 処'す る こ と を 目的 と し て1摂 動 法(ss)

ho)を 差 分 法 と 合 わ せ 用 い て ・ の 問 題 を 渡 に 鰍 方 法 に
つ い て 考 察

す る。

ま ず 圧 力 の作 用 を 受 け る 一 般 軸 対 称 か くの 自 由振 動 問 題 で は 、 第

2章 で 提 案 し た い ず れ の 解 法 を 用 い る こ と も 可 能 で あ る が 、 こ こ で

はFluggeの 理 論 に 基 づ い た 基 礎 方 程 式 を 用 い て 、 こ の 基 礎 方 程 式 の

係 数 に 含 ま れ る 圧 力 値 を 摂 動 パ ラ メ ー タ に 取 る こ と に よ り圧 力 の 変

化 に 対 す る 自 由 振 動 特 性 の 変 化 を 簡 単 な べ キ 級 数 で 求 め る 方 法 に つ

い て述 べ る 。 ま た こ の 摂 動 解 法 に よ り得 ら れ た 結 果 と、 第2章 で

扱 った 方 法 に よ り直 接 圧 力値 を 与 え て 求 め た 結 果 と の 比 較 を 行 な い、

本 解 法 に よ る 解 の 有 効 範 囲 に つ い て 検 討 す る 。

つ ぎ に か く形 状 を 変 化 さ せ る 場 合 の 自 由 振 動 問 題 で は、 こ の 形 状

変 化 を 表 わ す パ ラ メ ー タ と し て 種 々 の 量 が 考 え られ る が 、 一 般 の 軸

対 称 形 状 の か くに 共 通 な 量 と し て か く 厚 を 摂 動 パ ラ メ ー タ に と る。

こ の と き も第1章 で 扱 っ た 各 理 論 の う ち そ の い ず れ を用 い て も よ い
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が 、 こ の 問 題'に 対 し て はSandersの 理 論 に 基 づ く 基 礎 方 程 式 を 用 い

て 、 か く 厚 の み が あ る 範 囲 内 で 変 化 し 他 の 形 状 寸 法 は 同 一 で あ る 軸

対 称 か く の 自 由 振 動 問 題 を 解 く 方 法 に つ い て 述 べ る 。 こ れ に 対 し

て も 第1章 で 扱 っ た 方 法 に よ り 直 接 か く 厚 を 変 化 さ せ て 求 め た 結 果

と 比 較 し て 、 本 解 法 に よ り 得 ら れ た 解 の=有 効 範 囲 に つ い て 検 討 を 行

な う 。

本 解 法 に よ る と き は 、 自 由 振 動 特 性 と 圧 力 値 、.お よ び か く厚 と の

関 係 を 簡 単 な べ キ 級 数 の 形 で 求 め る こ と が で き る 。 ま た 本 章 で は

摂 動 パ ラ メ ー タ と し て 圧 力 値 と か く 厚 を 取 上 げ る が 、 こ の ほ か 他 の

形 状 寸 法 を 摂 動.パ ラ メ ー タ に 取 る こ と も で き る 。

3.2摂 動 解 法

3.2.1圧 力 に よ る 展 開

こ の 問 題 の 基 礎 方 程 式 と し てFluggeの 理 論 に 基 づ い て 導 い た 式

(2.37)を 用 い る 。 無 次 元 圧 力pを 摂 動 パ ラ メ ー タ と し 、 式

(.2.37)に お い て こ れ を 含 む 項 を 他 の 項 と 区 別 し て 表 わ す と 次 式 の

ご と く に な る 。 た だ し 以 下 の 式 に お い て は 、 簡 単 の た め 添 字(n)

を 省 略 し て い る 。

・・u"+(・ ・+P・ ・)u'f+(・ ・+P・ ・)・ ξ+(・ ・+P・ ・)u'e

+・ ・u,+P・ ・w"+(…+P…)w'+・ ・2w+・ ・r叫

+・ ・4mξ 一 一22Uξ

(・ ・5+P・ ・6)・ ～+(・ ・7+P・ ・8)・ ξ+・ ・MguB+(…+P…)・ ∋

(・zz+pc23)uθ+・ 忽w"+(c25+P…)w'

+(…+pc28)w+c2gmξ 一 一22u,

(3.1)
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(…+・ …)・ き+(c32 .+・ …)uξ+・C・'・u;t・ ・
.3・u;

+(¢36+P・ 、・)・,+(…+pc39)w"+(.・ 、、+P・ 。)w'

(3.i)

+(・ ・+…3)w+c・rP9+・45m;千 ・・6.M,
.一 一92w

…w"+.c48W'+ .c4gw+…mξ 一 ・

係 数 ・i～ ・・Dは ・ 式(・.・1)と 式(・.・)を.比 較 の.う え 表 ・.・ を 参

照 す れ ば 決 定 で き る 。 そ の 結 果 を 示 す と つ ぎ の ご と く に な る 。

　
・ ・=b

.c・ 〒 ・.brc・Fqξ.ω ξ

・・一'一 ・b・,・ 。 一 … 一 ・(≒")一 妥 ●

・,一 ・t+'a',・1+(　 　 りqξγ 十qξ)・ξ ・6一 ・」 尋 ⊥.
.号

・・一 丁(τ,+lir,λ2・ ξ)号 ・・一rb(・ 一v)ぜ,

・・==一tr,… 一 ・(・,+・%・)+・ ・d(ト 〃)・,〔 苧+(・+〃)・ ・〕

　 　
…=一qξ ・ 一q'g-i

・・2一 ・(・k+・ ・ξ 一 ・ee)一 ・・d(・ 一一u)(・+〃)チ ・
.・ξ

・ ・3一 λ2ω ξ … 一 λ2.(・ 一v)・ ・,.r・5==一b〈 ・・+〃)弗

ρ・6一(宣,+lirξ λ2ω ・)号.
..・ ・1一 一 ・(・ 一v)£ γ.

・。 一(ri'÷ 窟 ～λ2ω,).号 ・、9一 ・ ・(1壱 の

… や(LY')・ … 一 宣,・+ft,・ 聚・・,+属 ・,

c22==・ 一(ユ デ ユ(・,・,.「 ・・)一 ・チ

C23一 サ+ft「}λ2γ ・,+す}・,一 宣 ξ・ξ ・ゲ 益 ξλ2・.ξ ・3'

+宣,ナ ・ξ+・ θ

c24一 λ2d(・ 一v)号 ・θc25一 λ2d(1一 ・2)号 .・ ・,

　 　
C26=qξP
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・,,一 一 ・(%.+・ ωξ)÷+λ2d(・ 一一一 〃)・ グ 号 〔 ・ξ.・ゲ(1+〃)チ 〕

・ ・8一(す'+・)号 ・・9・ 一 λ2〃 ・,号 … 一 一b(・ ξ+〃 ・、)

…=一?il,・ ・チ 瑛 ・ξc32一 一 ・・(・,+〃 ω,)

C33-iif～ ・・う ÷ 一 、(・ ・ξ+・ ～)一 一'}rき ・ξ ・34・=1一 ㍉ ・・ 号

・・ 一(in,
.λ2γ 一一llf;λ2)碧c36一 一b(・ ρ+・ ・ξ)号

・ ・ 一(孟1λ2γ 一 益 ξλ2・ ξ・e-n,・B)暑

・・ 一 ・・d(・ 一P)〔(・+〃)・ ・+・ 」爵 〕c39一,?i',

… 一 ・一.λ・d(・ 一u)・ 〔(・+〃)(・ ・ξ・,+・ ・)+・ 号1〕

　 　 ク
C4・;

.nξ 「+nξ

・4・ 一 一b「(・}.+2〃 ωξ・,+ω2θ)+'λ2d(・ 一 〃)〔(・+〃)・ ξ・・
.

+2(2÷v)ヂ ー(1+〃)一 チ 〕 → 多
.

・、3一 一㍉ 夢c44一 ・・.・ 、5一 ・・(・ 一v)・

・・6一 一一一・・ 〔(・ 一 〃)・ ξ・,+〃 チ 〕 ・・7一 一 ・ ・、8一 一d〃 ・

・・9-d〃 チ … 一 一 ・

.

式(3.1)に 式(1.56)を 用 い て 差 分 近 似 す る.と 式(1.57)と 同

様 に 次 式 が 得 られ る 。

AjZj _i+BjZj+CjZj+1;22DjZj
..!3.2)

こ こ に ・ ぺ.潮 ・δPお よ び 万jほ つ ぎ の ・ × ・ 行 列 で あ る ・

ま た 、Zjは 式(1.55)で 定 義 し て い る 解 行 列 で あ る 。

一1!2一



A.;J

B,_J

c._1

D一_

1

2C・ 一(c・+P
.C・)∠

一(c2十pc3)∠1

一(c15十pc16)∠2c19

一(c20十pc21)∠

一(c30+pc31)∠12pc34-pc35∠1

00

2(c4十pcs)dz2c8dz

-4c1

2(c17十pc18)∠i22(c22十pc23)∠12

-4cis

2(c32+pc33)ズ2(c36+pc37)∠2

`4C34

00

(cz十Pca)d(cs十pc7)d

十2C1

(C15+P靭ll碧

、+Pczis)∠

(。,。+.P・ 、、')d2P・ 鍛+pc35∠

00

二2dz

-2d2

境 界 条件 式(

2pc9

一(clo十pc11)d
、

2GZ4

一(C25十pc26)∠7

2(c38+pc・9)

一(c40+pc4、)d

2C47-C48d

4pcy

+2C12dz

2((27十.Pcza)∠ ゴ2

-4cza

2(・ ・2+P・ ・dz3

_4CC38十PC39

2C49dz-4c47

(clo十pc11)d

-2pc9

(%,+P。1,)d

十2c24.

2(cam+pcas)

十(c40+pc41)∠1

2Cqy'FCqgd

一2dZ

O

1.61)
,(1.62)、 お よ び 接 合 条 件 式

一113一

一C13d

O

2c44-c45∠

O

ZC14d2
■

2c29丞

ZCqgd2

-4C猛

2c50dz

C13d

O

2c49+C45d

O

(3.3)

.

(1.63)を 用 い



て 、 式(3.2)を 差 分 点j;1か らNま で に つ い て 行 列 表 示 す る と、

式(1,69)で 表 わ さ れ る 連 立 方 程 式 が 得 ら れ る 。 こ れ を 式(1.70)

と 同 様 に 表 わ す こ と に す る 。 す な わ ち

HZ竃 ・92DZ(3 .4)

こ こ に 、H,Dは4N×4N行 列 、Zは4N×1行 列 で あ る 。 こ

の 式(3.4)を 満 足 す る 固 有 値 ρ と 固 有 関 数Zは 、 各 フ ー リ ェ 指 数

nに 対 し て 多 数 存 在 す る か ら、 こ れ を9c,Zc(c=o,1,2,一 ・…M,

M≦N-3)と 表 わ す 。 添 字cは 自 由 振 動 に お け る 節 円 数 を 表 わ し

て い る 。 こ の よ う に お く と 、 式(3.4)は 次 式 の よ う に 書 け る 。

HZ。 一2さDZ。(3 .5)

つ ぎ に 、 摂 動 パ ラ メ ー タ の 無 次 元 圧 力Pに よ り 固 有 値9cお よ び

固 有 関 数Zcを 展 開 す る 。

・色 ㍉ 讐 ・色、iP(・.・)

Z。 一
、箋Z。 、pi(・.・)

た だ し 、c=o,1,2M,M≦N-3

ま た 演 算 子Hを 非 摂 動 演 算 子Haと こ れ に 対 す る 摂 動 項H、 と に 分 離 す

る 。 す な わ ち

H=Ho十pH1(3.8)

こ の 行 列HalrC含 ま れ る 式(3・2)の 係 数 の 行 列Aj・Bj,Cjを

Ajo,:Bj
o,Cjoと し ・Hlirc含 ま れ る も の をAj1・Bj1,Cj1と す る と

つ ぎ の よ う に な る 。

一i14一



A._
jo

2c1-cZd

`h
isd

-C30d

O

一C6d

2c19-c20∠

0

0

一clod

ZCZq-C25d

ZCgg-C40d

2C47`一C48d

一Clgd

O

2C44d-Cgsd

O

B.la

2c4d2-4c1

2c17dz

2CgZQ2

0

2c$dz

2c22dz-4cis

2C36∠12-4C34

0

2c12dz

2C27∠IZ-4C24

2C42dZ-4C38

ZC49dZ-4C47

2c14dz

2C29dz

2C46∠12-4C44

2csodz

C.ユJo

2cl十cZd

clsd

Cgpd

O

csd

2C19+C2Dd

O

O

clod

2Cyq+C25d

2c認+c40d

ZCqy-FCqgd

C13d

O

零
2c44∠7十c45∠1

0

A.ニ

Ji

一C3d

`C16d

-C31d

O

一Cyd

-C21d

2c34-c35∠

0

2cs'_ciid

-camd

2Cgg-Cqld

O

0

0

0

0

B.
J1

2csdz

2c18dz

2Cggd2

0

0

2CZgQ2

2C37Q2

0

4c9

2Cおdz

2c43∠IZ-4C39

0

0

0

0

0

C.
j1

Cgd

cisd

Cgld

O

c,d

c21d

2C鈎+(35d

O

一2c
9十clld

C26d

2Cお+C41d

O

0

0

0

0

式(3.6),..(.3.7)、 お よ び(3.8)を 式(3.5).に 代 入 し 両 辺
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のpの 同次 項の 係 数 を等 置 す れ ば、 つ ぎ の 第零 次摂 動 式 、 第一 次摂

動式 な どが 得 られ る 。

pｰHoZoo=`QcoDZco(3.9)

p1:HaZc1十HIZco=2`gcoDcl÷2CIDZco(3.10)

P2:H。Z。 、+HIZc1-9色 。DZ。 、 紹 乞、DZc1+2乞 、DZ。 。(3・11)

P3

3』.2.2か く 厚 に よ る 展 開

こ の 問 題 に 対 し て はSandersの か く 理 論 に 基 づ く 基 礎 方 程 式 を 用

、い る ・ こ こ で 基 準 か く 厚 をh・ と し つ ぎ の 量 を 定 義 す る ・

λo=ho/aε=(h2-hzO)/hzO(3.12)

ε は か く 厚 の 変 化 量 を 表 わ す パ ラ メ ー タ で あ り 、 こ れ を 摂 動 パ ラ メ

ー タ に と る
。 こ の よ う に お く と 式(1.14)で 表 わ さ れ る

Sandersに よ る 基 礎 方 程 式 は つ ぎ の よ う に な る 。

・・U;+…1+`(・ ・+・ ・λぎ+・ ・λ8・)・ ξ+(・ ・+・ ・λ言

コ

+・ ・λぎ・)・ θ+(・ ・+・ ・λ言+侮 λぎ の ・θ+(・ ・

+C、 。λ8+C、 。λ召 ・)W'+(C、 、+C、2λ9+C、2λ ぎ ・)W

り
+(・ ・3λ召+・ ・3λ9・)mξ+(・ ・4λ9+C,・ λ9・)mξ

=一 、92u ξ

り

、(C・5+C16λ 言+C16λ2ε)・ ・+(C17+C18λ8+C・8λ 言ε)U・

サ

+(C19+C・ ・λ9+… λ&・)・ θ+(C21+・,・ λ菖

+C22λ 召 ・)・1+(C23+h、 λ9+・,、 λぎ・)・,+(C25λ8

カ リ
+C25λ8・)W+(C26λ9+C26λ 召・)W+(C27+C2Sλ9

-116一
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+C28λ 召・)W+(C29λ9+C29λ6・)叫 一 一92・,

(・,。+… λ1+… λ言 ・)・ 善+(C32+… δ+…9・)・,

+(・ 、、λ言+・ 、、λ&・)・;+「(C35λ&+・1,λ8・)・ ∂

+(C36+%・ λ&+… λぎ・)・,+(C3Sλ9+C38λ 言のW7

+(C39λ3+C39λ&ε)W' .+(C、 。+C、 、λ言+C41λ 言・)W

+(λ 言+ε λぎ)ml+(… λ9+C42λ ぎ・)m}+(・ ・3λ6

+・ ・3λぎ・)mξ 一 一92W

リ カ リ 　 　

C・4Uξ+C4・Uξ+ .C46Uθ+C・ ・w+C48w+C4gw+ .c・・mξ=0

(3,13)

こ の 像 数c1～c50は 表1.2のSandersの 理 論 に よ る 基 礎 方 程 式 の 係

数a1～a36を λ8の 項 、 昭 ε の 項 、 お よ び そ の 他 の 項 に 分 け る こ と に

よ り 得 ら れ る 。 こ れ を 示 す と っ ぎ の よ う に な る 。

cl=bcz=br

・、 一 一〃b・,・B… 一 ・(≒")→ 多

・・_一d(1-y)〔(・+〃)・ ・ω}+(・ ・ξ 一 ・,)・ 「諺 〕
.

・・ 一b(・+〃)n2
.,

・・=d(・ 一 〃)(3・ ξ 一 ・,)(3・,一 ・ξ)、n,

・・ 一 一b(・ 一 〃)・n2
,

・・_一d(
.・L)nrP一 〔÷(・ ・,一 ・,)(・ ・,一 ・,)

+(・+〃)・ ξ・,〕

・・ 一b(・ ξ+`〃 ω,)

・、。一 ・(・L)〔(・+〃)・ ・ω,+(・ ・ビ ・,)nz2vz〕

… 一b(・ き+Y・ ξ 一 ・・,)
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・12一(・ 一 〃)n2r-P〔 ÷(・ ・ξ 一

.・・)+(・+〃)あ ・ 〕

・13一 ・,・C19一

.(・ 一)…1・ 巧 一 一 ・(・+〃)一n2v

・16・(・ 一)(・ ・,7・ ・)(… 一 ・・)一n8p

・、7一 一b(3一 〃)・ 十

・is一 一 ・(・ 一 〃)nP〔(・+〃)・ ・ξ ・・ 一78.(・ ・ξ・・ 一 ・・2

ω,

一 ・・多)+
4一(・ ・グ ・・ξ)〕.

。is=・ ÷ ・、。一.・ 一(⊥_L)8(・ ・,一 ・ξ)2

・21一 ・・⊥L詔 一

・22一 ・与 ⊥(・ ・,一 ・,)〔 ・(・ ・ξ 一 …)一 ・・P

・。一 ・⊥Lデ ⊥ ⑩,・,一 ・・)一b一 ÷

n2

8

c25-d(・ 一 〃)(・ ・,一 ・ξ)十

c26-d(・ 一 〃)〔 ・(・+の ・%一 ・}+・ ・(・ ビ ・,)〕 一「n2P

c27一 二 ・(・,+
.〃 ω,)+・

・28・(・ 一 〃)n2P〔 ・・1… ωξ 一 ・(・+〃)・,妥

+(・ ・ド ・ξ)(γ2+・ ξ・・)〕

… 一 一 の,・十 … 一 一b(・ ξ+〃 ω・)

C31一 一 ・(・ 一 〃)〔(・+〃)・ ・ ω,+(・ ・ξ 一 ・,)nz2v〕

c32一 一b・(・,+〃 ωξ)

C33一 ・(・ 一 〃)〔(・+L)・(.・ 中,+…,一 ・・き 一 ・,」12P)
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+(・ ・ξ 一 ・・,.一.・ ・P「 差l

c・・〒d(1-v)(・ ・e一
.・・ξ)£

c35=d(1-v)〔

.3r・,乱 ・・・(・+2〃)一 ・Pil!,.

、

… 一 一b(9,+〃 のξ)号

c・・=:d(1一 〃)〔 ・(・+〃.)(・
ξ・多rr2tOξ+… の 、 一 ・e-P2.)・

ク

/・.+「 のξ+3γ2(.ω ・ 一 ・ξ)+・ ξ・・(・ ・ゲ ・
ξ)〕 、傷

・・8'一 ・(・ 一一P)〔(・+tr)r2+・ 号1〕

…==一d(・ 一v)r〔(1+P)(・'・,・,+・2)+'・ 亭 一 〕

…=一b(・}+2vの ξ・,+・ 彦)

…=d( .・ 一v)〔(3+〃)・ ξ・・,+2(2+〃)γ2

一(・+の チ 〕 一 昏

・・ 一(・ 一 〃)rc43一{(・ 一1 ・.)・ ξ・,+.〃 一夢 〕

c・・=dω ξ ・・5-d(・1+vr・
,)・ ・6-d〃 ω,号

… 一 一 …s-k…
.・ ・9-d〃 夢.一 … 一 一一・

式(3.13)を 差 分 近 似 す
、る と 式(3.2)が.得 ら れ る 。 た だ し 、

こ の と き の 行 列Aj・Bj・Cj
.は つ ぎ の よ う に な る 。.Djは 式

(3.3)の 通 り で.あ る 。
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2c1一 一一c2d-csd-csd-c・340(1+・

一C6∠ λぎ(1+・)一C、 ・dAo(1+・)

一clsd2c
19-czld(Zczs-czsd)O

A.三 一c16∠ λ8(1+E)+(2czo"czzd)× λ言(1+ε)J

xxo(i十E)

一 。,。Q(`LC
34-C35d)(2・,,弍39・)(、 一 。424)

弍 、ユ∠λぎ(1+・)× λぎ(1+・)× λ1(1+・)又 λ召(1+・)

一一C4qdO2Cgy'一CqgdO.

2c3∠iz-4cユ2c7dz2c11∠922C19∠1z

+2c、 ∠2λ 召(1+・)+2c、 ∠2λ ぎ(1+・).+2cE∠2λ 己(1+・)× λ巷(1+・)

2c17d22c23dZ-4c192c27dz2c29d2

+2c、8」2λ8(1+・)+(2C24d2-4cZ。)+(2cZ8dz-4c25)× λ8(1+・)

B,=× λ&(1+・)× λ1(1+・)J

2c32∠lz2c36∠iz2c40λ20(2c43∠9z-4)

+2c♂2λ ぎ(1+・)+(2c、dz-4C、 、)+(2c、 、d2-4Css)× λ8(1+・.)

× λ20(1十 ε)× λzO(1十 ε)

ZC45422C46d2×4942-4C472C50d2

2c1+cZdcsdcgdc13dxo(1+e)

十CSdxo(1十e)十c10dAo(1十e)

clsd2cly十CZId(2czs十CZSd)0

_十C16∠7λ8(1十E)十(2C20十C22∠1)× λ8(ユ 十 ε)

C」 一x・&(、+。)

。,。d(2c34+C35d).(2c38+Cggd)(2+c42d)

+c3、 ∠ 昭(1+ε)× λ叙1+ε)× λぎ(1+ε)× 堵(1+ε)

。、、d。 、。1,+。 ♂ 。

(3,14)

境 界 条 件 ・.接 続条 件 に 使 用 され るA力 を 表 わ す 式 も ま た 同様 に
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nξ=d・uξ+d・u
ξ+d・u,+d・w

分,,一(・ ・+・ ・λ9+・ ・λぎの ・

,+(・,+・,λ9

タ
+d・ λ9・)・ ・+(d・+d・ ・λぎ+d1・ λ9・)・

,

+(d・ ・λ9+d1・ λぎ ・)w'+(d、,A、B+d。 λぎ・)w

'aN

,.一(・d・3λ9+…9・)u,+(・ 、4λぎ+・ 、4λぎ ・)・1

+(d・ ・λ9+d・5λ9・)・,+(d、6λ9+d、6λ 召 ・)w'

+(d・7λ9+d・7λ8・)w+.(・9+・ 言 ・)m}t'・

十(d18λ 苫 十dtSλ8ε)m ξ

こ の 係 数d1～dl8を 示 す と つ ぎ の よ う に な る
。

d・=bd・=b・rd・ 一b〃 ÷

,

d・ 一Tb(・ 一 〃)一 弐 「

d・=一d(1一 ・)歩(・ ・ビ ・
,)(・ ・ゲ ・ξ)

・・ ・⊥ ≒ ⊥⊥

.・ ・一 ・⊥ 評(・ ・,一 ・ξ)・

・・ 一 ・一一・ ⊥Lデ ⊥rS

ρ θ

dn-d(・ 一P)去(・ ・ゲ ・ξ)

d・2=一 一一d(1一 〃)・ 沸 ・(・ ・
,一 ・ξ)

d・3一 一・(トv)〔(・+〃)・2ω
,+ξ1・(・ ・ビ ・,)〕

d・4-d(・ 一v)歩(・ ・
,一 ・ξ).

d・5=一d(トv)・
2号 〔 ・・ジ ・ξ+・(・.+〃)・,〕.

・・6==・(ト 〃)〔 ・チ+(1+〃)r・ 〕

λ8の 項 ・ ・ぎ・の 項 、 お よ び そ の 他 の 廊 分 離 し な け れ ば な ら な い
。

こ れ を 示 す と ㍉ 式(1 .42)お よ び 表1.1か ら.つ ぎ の よ う に な る こ と

が わ か る 。

,

(3,15)

d・ 一b(・+〃 ωθ)

d・・=一d(1一 〃)・ 一(3・ 一 ・

ξ)2
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・、7一一・(・ 一 〃)(・+〃)・ 」nz

disニ(1一 〃)γ

そ の 他 の 境 界 条 件 お よ び 接 続 条 件 に 関 す る 諸 式 は 第1章 で の 取 扱 い

と 同 じ で あ る 。

式(3.2)を 差 分 点 」=1か らNま で に つ い て 行 列・表 示 す れ ば 式

(3.4)が 得 ら れ 、 こ れ を 各 節 円 数cに つ い て 表 わ す と 式(3.5)

と な る 。

こ こ で 、 摂 動 パ ラ メ ー タ の か く 厚 変 化 量 ε に よ り 固 有 値 と 固 有 関

数 を つ ぎ の よ う に 展 開 す る 。

M
2
C一 、畢 ・・1(…6)

M

Ci-oci

た だ し 、c=0,1,2,・ 一M,M≦N-3

ま た 演 算 子Hを つ ぎ の よ う に 置 く 。

H=Ho十EH,(3.18)

こ の 行 列H,・ に 含 ま れ る 行 列Ajo・Bjo・Cjoと 行 列H・ に 含 ま れ る 行

列Aji・Bji・Cj1を 示 す と つ ぎ の ご と く に な る 。

2C、 一czd-C54-C6」 λ言 一csd-c、 。4λ ぎ 一一C、3」 λぎ

一c15d-clsdxo2c
19-c21d(2c25-c26d).toO

A.=+(2C、 。一c22d)λ8Ja

イ3。d-c3、Quo(2C34-C35d)λ ぎ(2cゼc394)λ ぎ(2×42d)λ ぎ

一C
44dO.LCd7-C48dO
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B._Ja

C._=jo

A.=
J1

B._
J1

2C3d2-4C1

-1一一2c4d2xo

2C17∠42

→一2C18∠12λ 召

2C32Q2

+2c3342λ8

2c45dz

2C1十c2∠

C154十C16∠1λ 召

C・・d+ρ3、 ∠ λ8

C44d

O

-C、64λ&

一C3、 ∠ λ8

0

2C4∠2λ8

2C18∠ ∫2λぎ

2c33∠izλ8

0

2c,dz

+2c8」2λ 器

2C23dz-4cis

手(・ とza・し ・r・・)・召

2C36d2

+(2c3742-4c34)λ8

2C4642

C5十C6∠ λ8

2c19一}一c21d

+(2c2。+c22∠)λ8

(2c34+0354)λ 言

0

-c6∠ λ 召

2(2c
20-cadAo

(2C34-C35∠1)λ8

0

2c8∠2λ 召

(2c24∠2-4C20)λ ぎ.

(2C37∠f2-4C34)λ ぎ

0

2c皿 ∠12

+2c、242λ8

2Cπdz

十(2C28∠9z-4c25)λ ぎ

2C奴}∠2

十(2c4正 ∠'2-4C38)λzO

ZCqgdZ-4C47

cgd-f-clodxo

(2C25+c26∠)λ ぎ

(2c38+c39∠)λ 言

2C47+c48∠

一一cioduo

(2C25-C26∠)λ8

(2c38-c39∠)λ ぎ

0

2c珍 ∠2λ ぎ

(2C28∠lz-4C25)λ ぎ

(2C41∠ コ2-4c銘)λ8

0

一123一

2c、442λ6

2czsdzAo

2c4342_4

× λ&

2Cm∠2

C13.∠ λ召

0

(2+c42」)λ8

0

-Clgdip

O

(2一 ・c42∠1)λ20

0

2c14∠2λ8

2C29∠2λ ぎ

(2c弼 ∠2

-4)xa

O



δj、 一

Oc6∠ λ召

C、6∠Aza(2c,。+c22d>昭

C31∠1λ20(2c34十c35∠ コ)λ20

00

C、。dxoC、3」 λ8

(2c25+c26∠)λ10

(2Cgg'}'Cggd)λ 菖(2+c、2∠)λ1

00

式(3.16) ,

辺 の ε の 同 次 項 に つ い て 整 理 す る と 次 式 が 得 ら れ る 。.

02eH
oZco一`QcoDco

E1:H。Z
c1+HIZ。 。 一9乞 。DZc1紹 乞、DZ。 。

・2:H
。Z。、+HZi。 、 一9乞 。DZ。 、+9εIDZc1紹 色、DZ。 。
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(3.17)、 お よ び(3.18)を 式(3.5)に 代 入 し 、 両

(3.19)

(3.20)

(3,21)

3.3直 交 関 係

本 問 題 に 摂 動 法 を 用 い る た め に は 、 か く の 自 由 振 動 に お け る 直 交

関 係 が 必 要 で あ る の で 、 こ こ で こ の 関 係 に つ い て 考 え る こ と に す る。

一 般 に 弾 性 体 の 自 由 振 動 に お い て は 、 二 つ の 舳 振 動 変 位 場Vi⑥

とV{k)iの 間 に つ ぎ の 直 交 関 係 が 成 立 す る 乎朔

/V、(c)V、(k)・m一(劉:;k)k)(・ ・22)

こ こ にdmは 微 小 質 量 要 素 で あ り 、 積 分 は か く 体 の 体 積 全 体 に わ た

っ て 行 な う 。 こ の 関 係 式 が 不 連 続 点 を 持 つ か く に 対 し て 差 分 に よ

り ど の よ う に 表 わ さ れ る か に つ い て 考 え る 。

ま ず は じ め に つ ぎ の 行 列 を 定 義 す る 。

一124一



v=

こ こ に

Pl

Pg

ps

PN -z

PN -i

PN

7j'は つ ぎ の 行 列 で あ る 。

(3,23)

∴%●
PJ

ρjは 任 意 差 分 点 の 無 次 元 半 径 で あ る0

つ ぎ に 図1.6の よ う な 領 域(0 ,s)の 分 割 に 対 し て 、 っ ぎ に 示

す 行 列 を 定 義 す る 。 た だ し 、 こ こ で は 簡 単 の た め 不 連 続 点 の 数1

を2個 と し こ れ をm、1と し て い る 。3個 以 上 の と き も 取 扱 い は

同 様 で あ る 。

g=

gi

gz

gm-i

g.m

gmi-i

gl -i

gl
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gl十i

gN -1

gN

(3.24)



こ こ に9j

gj菩

j=91

gj

た だ し 、9jは つ ぎ の 量 で あ る 。

・・一 ・m一 尭 ・・一 ・・一 … 一 ・_1一 を

gm+1-gl-

s・ 血 ・ 一 ・m+・ 一 …gl-1s

(3.25)

・1+1一 ・N一 魂 ・1+zgl・ ・ 一 … 一 ・N-1
s

d
、 」 シ ・{N、+N、+…+Nl+1一(1一 ・)}

dl,d2,43は 各 領 域 に お け る 差 分 間 隔 で あ る 。 す な わ ち 、9は

分 割 し た 長 さ に 比 列 し て 領 域(o,S)を 各 差 分 点 に 割 り 当 て た と

き の 比 率 を 表 わ す 行 列 で あ る 。 こ れ ら の 行 列 を 用 い る と 式

(3.22)の 直 交 関 係 式 は 次 式 の よ う に 表 わ さ れ る 。

(・gZ、)TDZ。 一(1嘱1;8(・ ・26)

(・gZ・ 。)TDZ。 。一1/ko(kO(k;:;(・ ・27)

こ こ に 、k,k。 は あ る 定 数 で あ る 。 し か し 、 の ち に 示 す よ う に

k=koで あ る の で 、 こ の 両 式 は 本 質 的 に は 同 じ で あ る 。

本 問 題 に お い て は 全 領 域(0,s)に お い.て 板 厚 が 一 定 で あ る 軸

対 称 か く を 取 扱 っ て い る か ら、 式(3.22)の 積 分 を 行 な う と き に 式

(3.26),(3.27)に ρ,gだ け が 含 ま れ る 。 ま たZの 要 素 と し

て は ・ 変 位 成 分Uξj,uBJ・Wjの ほ か にmξjが 含 ま れ て い る の で ・ そ

の 影 響 を 除 去 す る た め にDが 必 要 で あ る 。

一126一



3.4摂 動 項

摂 動 解 法 に よ り 解 を 求 め る と き に は 式(3 .6),(3.7)、 お よ び

式(3.16),(3.17)の よ う に 展 開 し た と'き の パ ラ メ ー タ の 係 数
、

す な わ ち 第i次 摂 動 項ci,Zci(i=o,1,2,…)を 式(3
.9)

～(3
.11)、 お よ び 式(3.19)～(3.21)を 用 い て 求 め る こ と に 帰 着

す る 。 以 下 に こ れ ら を 求 め る 方 法 に つ い て 述 べ る
。

3.4.1第 零 次 摂 動

固 有 値 の 第 零 次 摂 動 項coを 求 め る た め 、 式(3;5)を つ ぎ の よ

う に 書 く 。

(H・2C。D)Z。 。 一 ・(3 .28)

こ れ よ り、 次 式 を 満 足 す る2
coを 試 算 法 に よ り 求 め る 。

1瓦 一 ・色。Dl一 ・(、.29)

こ こ で は 差 分 法 を 用 い て い る た め 、 差 分 分 割 数Nに 対 し て4N×

4N行 列 式 と な る 。 解 の 精 度 を 保 つ た め に はNを 多 く 取 ら な け れ

ば な ら な い こ と を 第1章 に お い て 述 べ た 。 こ の た め こ の 行 列 式

の 値 を 直 接 に 計 算 す る こ と は 困 難 で あ る の で 、1.6節 で 示 し た 漸 化

式 に よ り 計 算 を 行 な う 。 摂 動 の な い 時 の 解 、 す な わ ち 固 有 値 お よ

び 固 有 関 数 の 第 零 次 摂 動 項 ρco,Zcoを 求 め る 過 程 は1 .6節 で の 取 扱

い と 全 く 同 一 で あ る の で こ こ で は 記 述 を 省 略 す る。

3.4。2第 一 次 摂 動

ま ず 、 固 有 関 数 の 第 一 次 摂 動 項Zc1'をZ
c。(c=o,1,2…)に

よ り 展 開 す る。

MZ

cicoac2'co(3,30)
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こ れ を 式(3.10)、 ま た は 式(3.20)に 代 入 す る と 次 式 と 『な る 。

H。M
c=。 ・。Z。 。+H、Z。 。 一 ・Z。D凶 ・。Z。 。+`gciDZ。 。(・ …)

式(3.9)ま た は 式(3.19)を 用 い て こ れ を 変 形 し 、 さ ら に 両 辺 に

K。(・gZk。)Tを か け る と 次 式 が 得 ら れ る ・

K。(・gZ、 。)T
。M。2C。D・ 。Z。 。+K。(・gZ、 。)TH、Z。 。

一K
。・乞。(・gZ、 。)TD。M。 ・。Z。。

一f-K
p(P$'Zko)T`gCIDZco(3.32)

こ れ に 式(3.27)の 直 交 関 係 を 用 い る と 、 固 有 値 の 第 一 次 摂 動 項 は

つ ぎ の よ う に 得 ら れ る 。

、,一(・gZ・ ・)THIZ・ ・(、.33)
c1(PgZ

。。)TDZ。 。

つ ぎ に 固 有 関 数 の 第 一 次 摂 動 項 を 求 め る 。 式(3.30)に お い て

Zcoは 既 知 量 で あ る か ら 、 αcを 決 定 す れ ば よ い こ と に な る 。 式

(3.32)に お い て 、k≒cと し て 直 交 関 係 式(3.27)を 用 い る と つ

ぎ の 結 果 が 得 ら れ る 。

一K・(・gZ・ ・)THIZ・ ・,(、.34)ｫk
2
CO一 媒oた だ しkキc

k=cの と き の αkを 決 定 す る た め 、 つ ぎ の よ う な 操 作 を 行 な う 。

か く 厚 の 変 化 量 を 表 わ す パ ラ メ ー タ εで 固 有 関 数 を 展 開 し た 式

(3.17)をk=cと し て 式(3.26)に 用 い る と 次 式 を 得.る(圧 力 の

パ ラ メ ー タpで 展 開 し て も 同 様 で あ る)。
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K(・gZ
。)TDZ。 一K(・gZ。 。)TDZ。 。+K・{(・gZc1)TDZ。 。

+(・gZ。 。)TDZ。 、}+K・ ・{(・gZ
。。)TDZ。 、+(・ ・Zcl)T

・DZ
c1+(PgZ。 、)TDZ。 。}+・ 一 一 ・(・.35)

ε の 値 の い か ん に か か わ ら ず 上 式 が 成 立 す べ き こ と か ら 次 式 の よ う

に な る 。

K(・gZ。 。)TDZ
。。 一 ・'(、.36)

(・gZc1)TDZ。 。+(・gZ。 。)TDZ。 、 一 ・(・ .37)

(・gZ。 。)TDZ。 、+(・gZα)TDZc1

+(・gZ。 、)TDZ。 。 一 ・(・ .・8)

式(3.26),(3.27)と 式(3.36)を 比 較 す れ ば つ ぎ の こ と が わ か

る 。

K=K・(3
.39)

こ こ で 、 式(3.30)を 式(3.37)に 代 入 す る と 、 つ ぎ の 結 果 が 得 ら

れ る 。

αk=0た だ しk=c(3 .40)

3.4.3第 二 次 摂 動

第 一 次 摂 動 と 同 様 に 固 有 関 数 の 第 二 次 摂 動 項 を 第 零 次 摂 動 項 で 展

開 す る 。

　
Z。 、 一

。9。 β。Z。 。(3,4・)

式(3.11)、 ま た は 式(3.21)に 式(3.30)お よ び 式(3 .41)を 代
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入 し 、 こ れ を 式(3.9)ま た は 式(3.19)を 用 い て 変 形 し た の ち 、

両 辺 にK。(・gZk。)Tを か け る と 次 式 と な る.

K。(・gZ、 。)T
。M_r。・乞。D・,Z。 。+K。(・gZ、 。)THlc墨 ・。Z。 。

=K
。(・gZ、 。)T・ 色。D潔 。・Zc。 。+K。(・gZ・ 。)T・ 乞、DZ㏄(・ …)

こ こ で 、k=cと お き 式(3.27)を 用 い て 変 形 を 行 な う と 、 固 有 値

の 第 二 次 摂 動 項9c2は つ ぎ の よ う に 求 ま る。

2

C、 一 。当K。(・gZ、 。)TH1・ 。Z。 。(・.43)

た だ し 、 こ こ に お い てZkoは ρcに 対 す る 固 有 関 数 の 第 零 次 摂 動 項

で あ る 。

っ ぎ に 固 有 関 数 の 第 二 次 摂 動 項 を 求 め る 。Zcoは 既 知 で あ る

か ら 式(3.41)に お け る βcを 決 定 す れ ば よ い 。 式(3.42)に

お い て 、k≒cと し て 式(3.27)を 用 い て 変 形 を 行 な う と 係 数 βk

は つ ぎ の よ う に 求 ま る 。

{2CI-K。(・gZk。)THIZk。}(3
.44)βk=αk

・2gko一 ・9乞oた だ しk≒c

ま たk-cの と き の βkを 求 め る た め 、 式(3.38)に 式(3.30),

(3.41)を 代 入 、し 、 式(3.27)を 用 い て 整 理 す る と 次 式 が 得 ら れ る 。

iR

k一 一2。M。 ・二 た だ し ・ 一 ・(・.45)

以 下 、 同 様 の 操 作 に よ り 第 三 次 摂 動 以 降 に つ い て も 求 め る こ とが

で き る 。
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3 .5応 用 例

本 解 法 の 妥 当 性 を 検 証 す る た め 、 以 下 に 述 べ る 各 種 の 軸 対 称 か く

に つ い て 摂 動 計 算 を 行 な う 。

3.5.1圧 力 に よ る 展 開

第2章 で 扱 っ た 円 筒 か く 、 球 か く 、 お よ び 圧 力 容 器 の 模 型 の 自 由

振 動 問 題 に 対 し て 摂 動 計 算 を 行 な う 。 こ れ ら の か く の 問 題 に 対 し

て は 、2.4節 で 扱 っ た 具 体 的 に 直 接 圧 力 値 を 与 え て 求 め た 結 果(以

下 こ れ を 直 接 解 と 呼 ぶ こ と に す る)と の 比 較 を 行 な い 本 解 に よ り 得

ら れ た 結 果 の 有 効 範 囲 の 広 さ に つ い て 確 認 す る・。 な お か く の 材 料

特 性 は1.7節 で 示 し た 通 り で あ る 。

1)円 筒 か く

図1.11の 円 筒 か くに つ い て 圧 力 に よ り展 開 し た 摂 動 計 算 を 行 な

う 。 代 表 長 さaと し て 円 筒 か く の 半 径Rを 取 り、 ま た 差 分 分 割 数

は 前 章 で の 取 扱 い と 同 じ く100と し て い る 。 圧 力 の 変 化 に 対 す る

固 有 振 動 数 の 変 化 を 各 フ ー リ ェ 指 数nに 対 し て 摂 動 解 を 求 め た も の

が 図3.1～3.4で あ る 。 図 中 の × 印 は 直 接 解 で あ り、 実 線 が 摂 動

解 を 示 し て い る。 こ こ で は 摂 動 解 を 第 一 次 摂 動 項 ま で 求 め て い る

が 、 直 接 解 と の 比 較 か ら わ か る よ う に 本 解 法 に よ る 結 果 の 有 効 範

囲 は 実 用 上 十 分 に 広 い こ と が 確 認 で き る 。(注1)摂 動 計 算 に よ り 得

ら れ た 図3.1のn=4,c=0に 対 す る 結 果 を 式 で 示 す と つ ぎ の よ

う に な る 。

む2=0.092222十3.9062P

(注1)無 次 元 圧P=0 .42×10-3は 、 こ こ に 用 い た 円 筒 か く の 材 料 が

SS41の 場 合 、 内 圧 の み に よ り 円 筒 か く の 一 部 に ほ ぼ 降 伏 の 生 じ る

圧 力 で あ る 。
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な お 振 動 形 に つ い て は 、 圧 力 に よ り そ れ ほ ど 大 き く変 化 し な い こ

と を 前 章 に お い て 述 べ た の で 、 こ こ で は こ れ に ふ れ て い な い 。

ii)球 か く

図1.13の 球 か く を 取 扱 う 。 球 か く の 半 径Rを 代 表 長 さaに 選

び 、 差 分 分 割 数 を150と し て 圧 力 の 変 化 に よ る 固 有 振 動 数 の 変 化 を

各 フ ー リ ェ 指 数nに 対 し て 摂 動 計 算 し た 結 果 を 図3,5に 示 し て い る。

こ の と き も 摂 動 解 は 第 一 次 摂 動 項 ま で 求 め た も の で あ る が 、 直 接 解

と 比 較 す る こ と に よ り 解 の 有 効 範 囲 は 十 分 に 広 い こ と が 確 認 で き る。

(注2)摂 動 解 をn=0
,C=1の 結 果 に 対 し て 示 す と 次 式 で あ る 。

(注2)材 料 がSS・ ・ で あ れ ば
、 こ の 球 か く の 一 部 に はP一 。,1。1。 一・

の 付 近 で 内 圧 の み に よ り 降 伏 が 生 じ る 。
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iii)圧 力 容 器 の 模 型

図1.15の 圧 力 容 器 模 型 を 取 扱 う 。 こ の 容 器 の 円 筒 部 の 半 径=`3

を 代 表 長 さaに と る 。 差 分 点 の 数 は 前 章 で の 取 扱 い と 同 じ く319

と し こ 圧 力 に よ る 固 有 振 動 数 の 変 化 をn=6に つ い て 摂 動 計 算 を 行

な っ た 結 果 を 図3.6に 示 し て い る 。 こ の 摂 動 解 も 第 一 次 摂 動 項 ま

で 求 め た も の で あ る が 、 直 接 解 と比 較 す れ ば 解 の 有 効 範 囲 は 十 分 に

広 い こ と が 確 認 で き る 。(注3)な お こ れ を 式 で 示 す と 次 式 で あ る 。

(注3)材 料 がSS41の と き
、 こ の 容 器 の 一 部 に はp=0.4×10『9付 折

で 内 圧 の み に よ り 降 伏 が 生 じ る 。
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3.5.2か く 厚 に よ る 展 開

こ の 問 題 に 対 し て は 種 々 の か く 厚 を 基 準 値 に 取 り 、 そ の 基 準 か

く 厚 に 対 し て 摂 動 計 算 を 行 な い 、 こ れ と 直 接 か く 厚 を 変 化 さ せ て 得

ら れ た 結 果(直 接 解)と を 比 較 す る 。 計 算 に お い て は こ の と き も

か く の 材 料 を 鋼 と し て い る 。 す な わ ち 、 こ の 材 料 特 性 は 前 記 の も

の と 同 一 で あ る 。

D円 板

円 板 で は そ の 固 有 振 動 数 は 板 厚 に 比 例 す る こ と が 基 礎 方 程 式 か ら

わ か る が 、 本 解 法 の 妥 当 性 を 確 認 す る 意 味 で 計 算 を 行 な った 。 そ
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の 結 果 を 図3 .7に 示 す 。 摂 動 解 をc=1に 対 し て 示 す と 次 式 で あ

る 。

92=0.06352十 〇.00386ε

な お 、 計 算 に お い て は 円 板 の 周 縁 を 自 由 と し 半 径Rを 代 表 長 さa

と し た 。 計 算 に 用 い た 値 はR=8pmm、 基 準 板 厚ho;0.82mmで

あ る 。 差 分 分 割 数 は100と し た 。 こ の と き も 摂 動 解 を 実 線 で 、

ま た 直 接 解 を × 印 で 示 し て い る 。

「D円 筒 か く

図3,8の 記 号 を 用 い る 。 円 筒 か く の 半 径Rを 代 表 長 さaに 選 ぶ 。

計 算 に お い て はR=250。5mm,L=600mmと し 、 差 分 分 割 数 を100

と す る 。n=2に 対 し て 、 基 準 か く 厚 ・h。=1mm,2mm,3現 πの 三 つ

の 場 合 に つ い て 摂 動 計 算 を 行 な う 。 そ の 結 果 を 図3.9に 示 す 。

こ の 場 合 、 か く 厚 の 変 化 に 対 し て 円 筒 か く の 固 有 振 動 数 は あ ま り

変 化 し な い こ と が わ か る 。ho=1mm,c=0の と き の 摂 動 解 を 示 す

と 次 式 と な る 。
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ρ2=0.3282十.0.000278E

つ ぎ に 、 こ の 円 筒 か く を 図3.10の よ う に 上 端 を 自 由 と し た と き

に 、n=1に 対 し て 基 準 か く 厚 を 同 じ くh。=1,2,お よ び3mmと し て

計 算 を 行 な う 。 差 分 分 割 数 は 前 記 の も の と 同 じ で あ .る 。 そ

の 結 果 を 図3。11に 示 し て い る 。 こ の と き 、ho〒1mm,c=0に

対 す る 摂 動 解 を つ ぎ に 示 す 。

22=0.4062一 トo.00225ε

両 端 固 定 の と き と 比 較 し て 、 か く 厚 の 変 化 に 対 す る 固 有 振 動 数 の

変 化 は わ ず か に 大 き い こ と が 認 め ら れ る 。

iii)円 す い か く

図3.12の 記 号 を 用 い る 。 円 す い か く 中 央 部 の 半 径Rを 代 表 長

さaに 取 る 。 円 筒 か く で は 、 か く 厚 の 変 化 に 対 し て そ の 固 有 振 動

数 が あ ま り 大 き く 変 化 し な い こ と が 認 め ら れ た 。 一 方 、 円 板 で は
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板 厚 の 変 化 に 比 例 し て そ の 固 有 振 動 数 が 変 化 す る こ と が わ か っ て い

る 。 そ こ で 、 前 述 の 下 端 固 定 の 円 筒 か く の 形 状 を 少 し 変 化 さ せ て

得 ら れ る 円 す い か く に つ い て 、n;1に 対 す る 摂 動 計 算 を 行 な う こ

と に す る 。

そ れ ゆ え 、 こ こ で 計 算 に 用 い た 円 す い か く の 形 状 寸 法 と し て 、

R=250.5mm,L-600mmを 与 え 、 ま た 頂 角w=300と し た 。 差 分

分 割 数 を150と し 、 基 準 か く 厚hoと し て1,2,お よ び3mmと す る 。

そ の 結 果 を 図3.13に 示 し て い る 。ho=1mm,c=・0の 摂 動 解 を

つ ぎ に 示 す 。

92=0 .4252→ 一 〇。00201ε

円 筒 か く の 場 合 と 比 較 し で 、 こ の と き も か く 厚 の 変 化 に 対 し て

そ の 固 有 振 動 数 の 変 化 は そ れ ほ ど 大 き く 変 化 し な い こ と が わ か る 。
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こ れ に つ い て は 頂 角 を さ ら に 大 き く 取 れ ば 、 円 板 の と き の 結 果 に 近

づ く と 考 え られ る 。

iv)部 分 球 か く

図3.14の 記 号 を 用 い る 。 曲 率 半 径Rを 代 表 長 さaに 取 る 。

数 値 計 算 はR-100mm,w=30。 と し 、n=2の 場 合 に つ い て 行 な う。

基 準 か く 厚 と し てh。=1,2.5、 お よ び4mmの 各 場 合 に つ い て 摂 動 計

算 を 行 な い 、 そ の 結 果 を 図3.15に 示 し て い る 。 こ の と き 、 差 分

分 割 数 は100と し た 。h。=1麗 π,c=0の と き の 摂 動 解 を つ ぎ に

示 す 。

92=1.1082十 〇.1755ε

部 分 球 か く で は 円 筒 か くや 円 す い か く な ど の 場 合 と 比 較 し て 、 そ

の 固 有 振 動 数 は か な り 大 き く か く厚 の 変 化 に 伴 っ て 変 わ る こ と が わ

か る 。 ま た 摂 動 解 は か な り 広 い 範 囲 に わ た っ て そ の 解 の 精 度 を 保

っ て い る が 、 節 円 数cが 大 き く な る と そ の 解 の 精 度 が 悪 く な る こ と

一138一



が 認 め ら れ る 。

V)原 子 炉 容 器 の 模 型

図3.16に 示 す 原 子 炉 容 器 の 模 型 に 対 し て 計 算 を 行 な う 。 こ の

容 器 は3.種 類 の 軸 対 称 か く か ら 成 っ て お り 、 領 域1は 半 球 、0は 円

筒 、IDは 円 環 か く で あ る 。 円 筒 部 の 半 径Rを 代 表 長 さaに 選 ぶ 。

計 算 に 用 い た 形 状 寸 法 はR=250.5mm,:L,=600mm,:L2こ200mmで あ

る 。 差 分 点 の 数 は 各 領 域 に お い て 、 そ の 差 分 間 隔dが ほ ぼ 等 し く

な る よ う に つ ぎ の よ う に 取 っ た 。

領 域1:N1=101,領 域 皿:N2=151

領 域 皿:N3;61

こ の 容 器 は 下 端 固 定 と し て い る 。

計 算 はn=1の 場 合 に つ い て 行 な い 、 こ の と き 基 準 か くh。 を1,2、

図3.is部 分球 か くのか く厚 によ る固有 振 動数 の変 化
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お よ び3mmと す る 。 そ の 結 果 を 図3.17に 示 し て い る 。 摂 動 解

をh。=1麗 πの 場 合 に つ い て 示 す と っ ぎ の よ う に な る 。

22=α042072十 〇.0000429E

図 は 節 円 数Cが0の と き の み で あ る が 、 こ れ はc=1の 値 を 求 め

る こ と が 困 難 で あ っ た た め で あ る 。

3.5.3考 察

圧 力 お よ び か く 厚 の 変 化 に よ る 固 有 振 動 数 の 変 化 を 摂 動 法 に よ り

求 め る こ と に よ っ て 、 つ ぎ の こ と が わ か っ た 。

ま ず 圧 力 値 を 摂 動 パ ラ メ ー タ に と る 問 題 に 対 し て 計 算 は 第 二 次

摂 動 項 ま で 求 め た が 、 第 一 次 摂 動 項 と 比 較 し て そ の 値 は き わ め て 小

さ く 解 に ほ と ん ど 影 響 を 及 ぼ さ な い こ と が わ か っ た の で 、 結 果 は す
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べ て 第 「 珠 摂 動 ま で と し た 。 そ れ に よ れ ば 、 解 の 有 効 範 囲 は 直 接

解 と 比 較 す る こ と に よ り 十 分 に 広 く 、 実 用 上 全 く 問 題 の な い こ とが

確 認 さ れ た 。 ま た 本 解 法 を 用 い る た め に は 、 圧 力 の 加 わ ら な い と

き の 固 有 振 動 数(第 零 次 摂 動 項)を 求 め 、 こ の と き の 振 動 形 を 定 め

る 固 有 関 数 を 求 め な け れ ば な ら な い 。 こ の 固 有 値 の 有 効 け た 数 が

少 な い と こ れ に 対 す る 固 有 関 数 が 正 確 に 求 ま ら ず 摂 動 解 の 精 度 が 悪

く な る が 、 こ こ で 用 い た か く で は そ の 有 効 け た 数 は4～5で 十 分 で

あ っ た 。

な お 振 動 形 の 変 化 に つ い て は ふ れ な か った が 、 こ れ に つ い て も 本

解 法 に よ り 求 め る こ と が で き る 。

つ ぎ に か く 厚 の 変 化 量 を 摂 動 パ ラ メ ー タ に と る 問 題 に 対 し て も 計

算 は 第:二 次 摂 動 項 ま で 求 め た が 、 圧 力 に よ る 展 開 の と き と 同 じ く そ

の 影 響 は き わ め て 小 さ い こ と を 確 認 し た の で 、 こ れ に 対 し て も 結 果

は 第 一 次 摂 動 項 ま で と し た 。 解 の 有 効 範 囲 は 簡 単 な 形 状 の も の で

は か な り 広 い こ と が 確 認 さ れ た が 、 複 雑 な 形 状 の か く で は 狭 く な る。

し か も こ の よ う な 複 雑 な 形 状 の か く で は 、 各 フ ー リ ェ 指 数nに 対 し

て 高 次 の 振 動 形 を 求 め る こ と は 数 値 計 算 上 困 難 で あ る の で 、 よ り 高

次 の 摂 動 項 を 得 る こ と は で き ず 解 の 有 効 範 囲 を 高 次 の 摂 動 項 ま で 取

る こ と に よ り広 げ る こ と は で き な い 欠 点 が あ る 。 ま た 本 解 法 の 使

用 に あ た り、 固 有 値 の 有 効 け た 数 は こ の と き も4～5で 十 分 で あ っ

た 。

な お 振 動 形 は か く 厚 の 変 化 に よ ら て そ れ ほ ど 変 化 し な い こ と が わ

か っ た の で 、 こ れ に は ふ れ な か っ た 。

以 上 の 問 題 に お い て 第 二 次 摂 動 項 以 降 の も の を 求 め る た め に は よ

り 高 次 の 振 動 形 を 求 め る こ と が 必 要 で あ る が 、 計 算 の 結 果 い ず れ の
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場 合 も は じ め の 振 動 形 か ら3～4次 の も の ま で を 求 め れ ば 十 分 に 良

い 収 束 を 示 し た 。 ま た 固 有 値 の 有 効 け た 数 は 差 分 分 割 数 に よ っ て

も 大 ぎ く 影 響 さ れ る た め 、・こ れ に つ い て 十 分 に 考 慮 を 払 う こ と が 必

要 で あ る 。 こ こ で 示 し た 例 題 で は 、 い ず れ の 場 合 も こ れ 以 上 分 割

数 を 増 し て も 解 に 影 響 の な い こ と を 確 認 し て い る 。

3.6結 言

本 研 究 は 第1章 、 お よ び 第2章 に お い て 取 扱 っ た 軸 対 称 形 状 の 圧

力 容 器 の 自 由 振 動 特 性 が 、 圧 力 お よ び か く 形 状 の 変 化 に 対 し て そ の

つ ど 計 算 し な お さ な く て も よ い よ う に 、 こ れ ら の 解 を 一 度 に 求 め る

こ と を 目 的 と し て 進 め た も の で あ る 。 そ の 結 果 、 圧 力 お よ び か く

形 状(本 研 究 で は か く 厚)の 変 化 を お お う 摂 動 解 の 有 効 範 囲 は 、 実

用 上 十 分 に 広 い こ と が 確 認 さ れ た 。 た だ し 、 か く 厚 の 変 化 に 対 す

る 摂 動 解 の 有 効 範 囲 は 、 か く 形 状 が 複 雑 に な る と 狭 く な る こ と が わ

か つ た 。

本 解 法 を 使 用 し て 解 を 求 め る こ と と 、 第1章 、 お よ び 第2章 で 示

し た 方 法 に よ り 直 接 的 に 解 を 求 め る こ と を 比 較 す る と 、 計 算 の 複 雑

さ 、 お よ び 解 の 有 効 範 囲 に 注 意 を 払 わ な け れ ば な ら な い こ と な ど を

考 慮 す る と 、 本 解 法 は 必 ず し も 有 利 で あ る と は 断 言 で き な い 。 し

か し そ の つ ど 圧 力 値 や か く 厚 の 値 を 与 え て 計 算 し な お す 必 要 は な く、

計 算 機 の 使 用 時 間 の 点 で は 有 利 で あ る 。

な お 二 個 以 上 の 固 有 値 が 近 接 す る 場 合 に は 、 数 値 計 算 の さ い に 有

効 け た 数 を 多 くす る な ど す れ ば 対 処 で き る と 考 え られ る。 ま た 完

全 に 一 致 す る(縮 退)場 合 に は 、 本 解 法 に 適 当 な 修 正 を 加 え る こ と .

に よ り用 い る こ と が で き る(730
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結 論

本 論 文 は 一 般 軸 対 称 か くの 曲 げ 、 自 由 振 動 、 お よ び 線 形 座 屈 の 問

題 を 解 析 す る た め の 数 値 解 法 を 取 扱 っ た もの で あ る。 本 研 究 で は

従 来 か ら 数 多 く提 案 さ れ て い る か く理 論(Flugge,Sanders,溝 .口、

お よ びDonnellの か く理 論)を 一 般 軸 対 称 か く に 適 用 して 、 曲 げ 、

お よ び 自 由振 動 問 題 に 対 処 で き る 解 法 を 提 案 し、 こ れ に 差 分 法 を あ

わ せ 用 い る こ と に よ り任 意 形 状 の 軸 対 称 か くを 取 扱 うこ と が で き る

こ と を 示 し た 。 な お 上 記 の 各 か く理 論 と は 別 に 、 本 研 究 で 取 扱 わ

な か っ た か く理 論 を も 同 様 に して 適 用 す る こ と は 可 能 で あ る。

つ ぎ に 圧 力 の 作 用 な ど に よ り予 歪 を 受 け る か くの 問 題 に 対 す る 研

究 と して は 、 円 筒 か く で は 多 くの 取 扱 っ た 例 が 見 ら れ る が 一 般 軸 対

称 か く で こ れ を 扱 っ た 研 究 は わ ず・か しか 発 表 さ れ て お らず 、 し か も

そ の い ず れ も十 分 な も の と は 言 い が た い の で 、 本 論 文 に お い て こ れ

に 対 す る 差 分 法 に よ る 解 法 を 提 案 し た 。 さ ら に こ れ を 円 筒 か く に

適 用 し て 、こ れ とTimoshenko,ら に よ り提 案 さ れ た 式 と を 比 較 す る こ

と に よ りTimoshenkoら の 誤 り を 指 摘 した 。

こ れ ら の 問 題 の 与 え ら れ た か く形 状 や 圧 力 値 な ど の 条 件 の 一 つ が

変 わ る と き に は 、 本 論 文 で の 取 扱 い を 含 む 従 来 か ら示 さ れ て き た 解

法 に よ れ ば 、 そ の つ ど 計 算:を し な お す 必 要 が あ る。 そ こ で 数 値 解

法 と 解 析 的 解 法 と の 折 衷 的 方 法 の 試 み と し て 、 軸 対 称 か くの 自 由 振

動 問 題 に 摂 動 法 を 差 分 法 と あ わ せ 用 い て 解 く方 法 に つ い て 研 究 を 行

な い 良 好 な 結 果 を 得 た 。

本 研 究 の 解 析 に よ り得 ら れ た 結 果 に 対 す る 考 察 お よ び 結 論 は 各 章

に お い て 詳 細 に 述 べ て い る が 、 そ れ ら を 要 約 す る と つ ぎ の よ うに な

る。
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第1章 に お い て は 、 各 か く理 論 を 一 般 軸 対 称 か くの 問 題.に 適 用 す

る 方 法 に つ い て 述 べ た 。 本 論 文 で は5つ の 解 法 を 示 し、 そ れ らに よ

る 結 果 の 差 異 が ど の 程 度 で あ る か を 調 べ る こ と に 主 眼 を お い た が 、

通 常 の か くの 問 題 で は き わ め て わ ず か で あ る こ と が 確 認 さ れ た 。 ま

た そ の 厳 密 性 で 円 筒 か く の 多 く の 問 題 が 解 か れ て き た 溝 口 の か く理

論 を 一 般 軸 対 称 か く に 適 用 す る 解 法 は 、 本 論 文 で は じ め て 示 し た も

の で あ る 。 さ らに 取 扱 い の 簡 易 さ で 円 筒 か く の 問 題 に 広 く用 い ら

れ て きたDonnellの か く 理 論 を 適 用 す る 解 法 を も 示 し た 。

第2章 で は 、 圧 力 の 作 用 に よ り予 歪 を 受 け る 一 般 軸 対 称 か くの 基

礎 方 程 式 を 確 立 し、 こ れ を 用 い て 自 由 振 動 と 座 屈 の 問 題 を 取 扱 っ た 。

こ の と き 取 扱 い の 簡 単 なDonnell型 の 式 も あ わ せ 示 し た が 、 予 歪 の

影 響 の 考 慮 の しか た が 異 な る た め 本 解 析 に よ る 結 果 とDonnell型 の

式 に よ る 結 果 、 お よびTimoshenkoら の 式 を 用 い た 結 果 に は か な り の

差 異 が あ る こ と が 確 認 さ れ た 。

第3章 で は 、 軸 対 称 か くの 自 由 振 動 問 題 に 摂 動 法 を 差 分 法 と あ わ

せ 用 い る 方 法 に つ い て 考 察 を 行 な い 、 与 え ら れ た か く厚 や 圧 力 値 の

一 つ が 変 わ る と き に そ の 自 由振 動 特 性 の 変 化 を 簡 単 な べ キ 級 数 の 形

で 求 め 、 こ れ を 検 討 し た が 良 好 な 結 果 で あ っ た 。 摂 動 解 法 に よ れ ば 、

こ れ ら の 値 が 変 わ る た び に 計 算 す る 必 要 は な く計 算 時 間 の 点 で は 有

利 で あ る こ と が 確 認 さ れ た 。 ま た 摂 動 解 の 有 効 範 囲 も実 用 上 十 分 に

広 く、 か つ 低 次 の 摂 動 項 で 十 分 で あ る こ と も硅 認 さ れ た 。

終 り に 臨 み 、 研 究 を 逐 行 す る に あ た り終 始 懇 切 な る指 導 と 激 励 を

賜 っ た 大 阪 大 学 浜 田 実 教 授 、 北 川 浩 助 教 授 、 近 畿 大 学 溝 口考 喜 教 授

に 対 して 謹 し ん で 深 甚 の 感 謝 を さ さ げ ま す 。

ま た 有 益 な る 御 討 論 、 御 助 言 を 賜 っ た 大 阪 大 学 菊 川 真 教 授 、 大 路
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清 嗣 教 授 、 中 川 憲 治 教 授 、 小 松 定 夫 教 授 、 松 浦 義 一 教 授 、 実 験 に 際

して 御 援 助 を い た だ い た 大 阪 大 学 井 上 豊 助 手 、 実 験 お よ び 計 算 に 協

力 を い た だ い た 旭 化 成 飛 石 力 、 三 菱 重 工 原 田 高 雄 、 大 阪 大 学 大 学 院

神 尾 洋 一 、 橋 本 正 一 、 故 渡 部 和 幸 の 諸 氏 に 対 し て 合 わ せ て 厚 く感 謝

の 意 を 表 し ま す 。
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付 録 円 板 お よ』び は りの 自 由振 動問 題 に 対 す る摂 動 解法 の適 用

1.緒 言

第3章 に お い て 、 一 般 軸 対 称 か く の 自 由 振 動 問 題 に 摂 動 解 法 を 適

用 す る 方 法 に つ い て 述 べ た が 、 本 解 法 は 他 の 自 由 振 動 問 題 に 対 し て

も 有 効 で あ る こ と を 示 す た め 、 こ こ で 回 転 す る 円 板 と 軸 力 を 受 け る

は り の 自 由 振 動 問 題 を 摂 動 解 法 を 用 い て 解 く 方 法 に つ い て 述 べ る 。

ま ず 厚 さ が そ の 半 径 方 向 に 任 意 に 変 化 す る 円 板 が 回 転 す る 場 合 の

曲 げ の 自 由 振 動 問 題 は 実 用 的 に も 重 要 な 基 礎 的 問 題 で あ る が 、 こ れ

に つ い て 絃 従 来 か ら あ ま り 取 扱 わ れ て い な い 。 こ こ で は こ の 問 題

に 対 す る 基 礎 方 程 式 を 確 立 し、 これ に 対 し て 差 分 法 と 摂 動 法 を あ わ

せ 用 い て 数 値 的 に 解 く 方 法 に つ ゼ て 考 察 す る 。 こ の 方 法 に よ れ ば、.

差 分 法 を 用 い る こ と に よ り 半 径 方 向 に お け る 任 意 の 板 厚 の 変 化 に 対

処 す る こ と が で き る 。 こ の と き 回 転 数 を 摂 動 パ ラ メ ー タ に 取 る こ

と に よ り 、 回 転 数 の 変 化 に よ る 固 有 振 動 数 の 変 化 を 求 め る こ と が 容

易 と な る 。

つ ぎ に 可 変 断 面 の は り が 軸 九 を 受 け る と き 、 そ の 軸 力 を 摂 動 パ ラ

メ ー タ に 取 る こ と に よ り 軸 力 の 変 化 に 対 す る 固 有 振 動 数 の 変 化 の 状

態 を こ の と き も 容 易 に 求 め る こ と が で き る 。

以 上 の 二 つ の 問 題 に 対 し て 、 本 解 法 に よ り 得 ら れ た 解 の 有 効 範 囲

を 確 認 す る た め 、 回 転 す る 円 板 に 対 し て は 本 論 文 の 第3章 で の 取 扱

い と 同 じ く 直 接 回 転 数 を 与 え て 求 め た 解 と の 比 較 を 行 な う 。 ま た

軸 力 を 受 け る は り で は 、 一 様 断 面 の は り に つ い て はTimoshenkoな ど

に よ り 示 さ れ た 理 論 解 と(74)(7fiJ可変 断 面 の は り に つ い て はRitz囲 の 近

似 解 法 に よ り 求 め た 解 と 比 較 す る 。
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2.回 転 円 板

2.1基 礎 関 係 式

こ こ で 使 用 す る お も な 記 号 を 以 下 に 示 す(図1,2参 照)。 そ の

他 の 記 号 は 本 文 に お け る も の と 同 じ で あ る 。

a:円 板 の 半 径(代 表 長 さ に と る)

Mr,Mθ,Mrθ,Mθr:合 モ ー メ ン ト

NrxNθ,Qr:合 応 力

r:任 意 点 に お け る 円 板 の 半 径

u:回 転 に よ り 生 じ る 無 次 元 変 位

a
r,aB:回 転 に よ り 生 じ る 応 力

ω:回 転 数

㌃:無 次 元 回 転 数=ω ρ*a2/E

は じ め に 、 面 要 素ABCDの 平 衡 を 考 え る と 次 式 を 得 る 。(注1)

図1円 板 の座 標 お よ び 変 位

(注1)式(1)～(3)は 妹 沢 伽 の 式 と 同 じ で あ る
。 た だ し 、 こ れ よ り あ

と の 式 の 誘 導 過 程 で 本 研 究 の 式 と 妹 沢 の 式 と は 異 な る 。
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Qr

+dQr+dQe+ohdZWohdWdｰrdWrdrrderdry+rrdr+hdrdr

+ar-dh.aWdr+a,hr謬 一 一 ρ*hazWat2

aMB

rde+Mrr・+∂Mredr+Merr-Qe・

M

r・ ・+dMrdr+ab-erMB_QrdB-r,一 ・

合 モ ー メ ン ト と変 位 は 次 式 で 関 係 づ け られ る轡

M
,=一D〔 一費+〃(aWrdr+幕)〕

M,一 一D〔aW
rdr+7謬+〃 「響 〕

M,,一M,,_一D(ト 〃)(,azWdrd,一 藷)

式(1)に 含 ま れ て い る 円 板 の 回 転 に よ り生 じ る 応 力6r,aB

ら 求 め られ る甲

a

dr(h・a,)一hoB+h・*r・ ω・

0

C1)

(2)

(3)

(4)

は 次 式 か

(5)

こ の と き 、 応 力 と 変 位 は 次 式 で 関 係 づ

け ら れ る卿

0
,一 丁 塁7(一aUdr+〃 ÷)

a,一 丁 葺(Ur一+〃aUdr)
(6)

こ こ で 、 つ ぎ の よ う に 各 変 数 を 無 次

元 化 す る 。

λ=}レ/aξ=r/a

㌃一・廊

U;a㌃2τa=:E㌍7
r_r
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aB

Mr:磨 ∵ 謡 〔1∴　 飯 」(・)

こ こ に 、asは 代 表 応 力 で あ り9,τ は 式(1.51)で 定 義 し て い る 無

次 元 振 動 数 お よ び 無 次 元 時 間 で あ る 。

式(2)～(4)を 式(1)に 代 入 し 、 こ れ と 式(4)の 第1式 と に 式(7)を 用 い る

と 、 本 問 題 の 基 礎 方 程 式 と し て つ ぎ の 変 数w,mrに 関 す る 連 立 式 が

得 ら れ る 。

(a、+a、})W"+(a、+a、 ン)w'

+(・ ・+・ ・'ll'2+92)w+・ ・m;+・ ・m}一 〇

カ リ
a・w+a・ ・w+a・1w+a・2M

,=0

こ の 係 数a、 ～a、2は つ ぎ の も の で あ る 。

・、一dλ ・(2h・ 一 〃・ 一vn・+・)/ξ ・一3λ λ'd(2_P)/ξ

_6dλ,2_3λ λ"d

　
a2=a

r

・・一dλ2{n2(〃2+2u-2)一 ・+〃2}/ξ3+3dλ パ(1-2〃

一2vn2十2n2)/ξ2-3〃d(2λ,2十 λλ")/ξ

　 　 り 　 タ
a・=ir/g+・r+・

rλ/λ

(8)

a5=2n2λ2d(2-i一 〃2)/ξ4一 λ2n4d/ξ4-3λ λ,n2d(3-4〃)/ξ3

+3"n・d(2・'・ 午 λλ")π ・

・,一,_anz/ξ2a,一 λ2a、 一 λ2(2L〃)/ξ+6λ パ

ag;dalo=d〃/ξallニ ーd〃n2/ξ2a12=1

ま た 、 式(6)に 式(7)を 用 い る と 次 式 と な る 。

;ll;ζ 臨}(・)
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式(5)に 式(7)を 用 い て 変 形 し た の ち 、 式(9)を 代 入 す る と 次 式 が

得 ら れ る。

2.2摂 動 解 法

式(1.56)を 用 い て 式(8)を 差 分 近 似 す る と ・つ ぎ の よ う に な る 。

A」zj .、+BIZ」+CjZj+i_'gZDIZI(11)

こ こ に ・Aj,Bj・Cj・ お よ びDjは つ ぎ の 行 列 で あ る 。 ま た ・

Zjは 解 行 列 で あ る ・

境 界 条 件 を 示 す 式(1.61),(1.62)と と も に 、 式(11)を 差 分 点

j=1か らNま で に つ い て 表 わ す と2N元 の 連 立 方 程 式 が 得 ら れ ギ

こ れ を 次 式 の よ う に お く 。



こ こ に 、Hお よ びDは ・N・ ・N行 列 で あ り 、Zは ・N・1列 で あ る 。

式(12)を 満 足 す る 固 有 値2と 固 有 関 数Zは 多 数 存 在 す る た め 、 こ

れ をgc,Zc(c;0・1・2…M,M≦N-3)と 表 わ す 。 す な

わ ち 、 式(12)を つ ぎ の よ う に 書 く 。

HZ・=22cDZ・
、.(13)

こ こ で 、 摂 動 パ ラ メ ー タ の 無 次 元 回 転 数 ン に よ り9cお よ びZcを 展

開 す る 。

・乞 一 翫 、㌃2i
.(・4)

Z
。 一 、箋Z。 、㌃ ・i(・5)

ま た 、 摂 動 演 算 子Hを 非 摂 動 項Hoと こ れ に 対 す る7の 摂 動 項H1と に

分 離 す る 。

H=Ho+uZHi(16)

式(14)～(16)を 式(13)に 代 入 し 、 両 辺 の ㌃ の べ き 数 に つ い て

整 理 す れ ば 、 つ ぎ の 第 零 次 摂 動 式 、 第 一 次 摂 動 式 な ど が 得 ち れ る 。

HoZco=2
CODZco.(17)

HoZc1十HIZ
co=2CODZc1十2色1DZco(18)

ま た 本 問 題 の 自 由 振 動 で は 、 式(3.27)に 対 し て つ ぎ の 直 交 関 係

の 成 立 す る こ と が 証 明 で き る 。

K。(・ ・Tk
o)TDZ、 。一(融;:;(・9)

た だ し 、1(。 は あ る 定 数 で あ りh,rは つ ぎ の よ う な2N×2N行 列 で

あ る 。
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す な わ ち 、hは 各 差 分 点 に お け る 板 厚 の 比 率 を 与 え る 行 列 で あ り、

rは 中 心 か ら の 半 径 を 与 え る 行 列 で あ る 。

第 零 次 摂 動 式(17)を 解 け ば2co,Zcoを 求 め る こ と が で き る 。

こ れ を 求 め る 過 程 は 本 文1.6節 で 述 べ た 通 り で あ る 。

つ ぎ に 固 有 関 数 の 第 一 次 摂 動 項ZCIをZcoに よ り 展 開 す る 。

M
Z。 、 一

。望。a。Z。 。(20)

式(20)を 式(18)に 代 入 し 、 式(17)お よ び 式(19)の 関 係 を 用

い て 整 理 す れ ば 、 固 有 値 の 第 一 次 摂 動 項 は つ ぎ の よ う に 求 ま る 。

理1-T(hrZco)HiTco(hrZ

co)TDZco'(・ ・)

ま た 、 式(20)の 係 数 αcは つ ぎの よ う に 求 ま る。

:芦 染1:∵(22)

第 二 次 摂 動 項 以 降 に つ い て も 、 同 様 に し て 求 め る こ と が で き る 。
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2.3数 値 計 算 例

本 解 法 を 用 い て 板 厚 一 定 の 円 板 と板 厚 が 半 径 方 向 に 直 線 的 に 変 化

す る 円 板 に っ い て 計 算 を 行 な う。 境 界 条 件 は い ず れ の 場 合 も 中 心

で 極 の 条 件 ㈹(n=0:wL-m}=0,n=1:w=mr;0,n≧2:

ム ム
w=w'=o)を 用 い ・ ま た 周 辺 を 自 由(Mr=Qr=o,た

.だ しQrは

ム
有 効 横 せ ん 断 力 で あ りQr=Qr+∂Mrθ/r∂ θ で 定 義 し て い る)と

し て い る 。

D板 厚 一 定 の 円 板

h/a=0.Olの 場 合 を 例 に と り 計 算 を 行 な う 。 円 板 の 回 転 に よ り

生 じ る 応 力 の 分 布 を 示 し た も の が 図3で あ る 。 こ の 値 を 用 い て 、

円 板 の 回 転 に よ り 固 有 振 動 数 の 変 化 を 円 周 方 向 波 数n=2の 場 合 に

つ い て 示 し た も の が 図4で あ る 。 こ の と き 、 具 体 的 に 回 転 数 を 与

え て 直 接 計 算 を 行 な っ た 結 果(直 接 解)と 比 較 す れ ば 、 本 解 の 有 効
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図8 軸 力 を 受 け る は り
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(注1)範 囲 が 十 分 に 広 い こ と が わ か る
。

ii)板 厚 の 変 化 す る 円 板

図5の よ う に 、 板 厚 が 直 線 的 に 変 化 す る 場 合 に つ い て 計 算 を 行 な

う。hl/ho=1/3,h1 ./a=0.Olの と き を 例 に と り 、 円 板 の

回 転 に よ り 生 じ る 応 力 の 分 布 を 求 め る と 図6a)よ う に な る 。 こ の

値 を 用 い てn;2の と き に 、 円 板 の 回 転 に よ り 固 有 振 動 数 の 変 化 を

求 め た も の が 図7で あ る 。 こ の と き も 、 直 接 解 と 比 較 す れ ば 解 の

有 効 範 囲 が 十 分 に 広 い こ と が 確 認 で き る 。

2.4考 察

本 解 法 の 有 効 性 を 示 す た め 、 板 厚 一 定 と 板 厚 の 変 化 す る 円 板 に 対

し て 数 値 計 算.を 行 な い9一 室 曲 線 を 描 き 、 こ れ と 直 接 解 を 比 較 した

が 、 い ず れ の 場 合 も 摂 動 解 は 第 一 次 摂 動 項 ま で 取 れ ば 十 分 で あ り 、

し か も そ の 有 効 範 囲 も 実 用 上 十 分 に 広 い こ と が わ か っ た 。 な お 、

こ こ で 取 扱 っ た 円 板 で は 差 分 分 割 数 は100程 度 で 十 分 で あ っ た 。

ま た 、 こ の と き も 振 動 形 に つ い て は 円 板 の 回 転 に よ り そ れ ほ ど 大

き く 変 わ ら な い こ と を 確 認 し た の で 、 こ れ に は ふ れ な か っ た 。

な お 、 こ こ で は 取 扱 わ な か っ た が 、 板 厚 の 変 化 が 途 中 で 段 が つ い

て い る 場 合 な ど も 接 合 条 件 を 用 い る こ と に よ り 計 算 で き る 。

3.軸 力 を 受 け る は り

3.1基 礎 関 係 式

こ こ で 使 用 す る お も な 記 号 を 以 下 に 列 挙 す る(図8参 照)。

の 他 の も の は 前 述 の も の と 同 じ で あ る 。

そ

(注1)円 板 の 材 料 が 軟 鋼 の 場 合
、 約 ㌃=0.03で 降 伏 が 生 じ る 。
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A:任 意 断 面 に お け る 断 面 積

Ao:基 準 断 面 積

a:無 次 元 断 面 積=A/Ao

aj:差 分 点jに お け る 無 次 元 断 面 積

g:重 力 加 速 度

ho:は り の 基 準 厚 さ

1:慣 性 二 次 モ ー メ ン ト

10:基 準 断 面 に お け るI

i:1の 無 次 元 値=1/1。

n:自 由 振 動 の 次 数

P:軸 力

p:無 次 元 軸 力=Pl2/EI。,

az=Ao1`/Elog

R2_a2Z4

γ:は り の 比 重 量

η:無 次 元 座 標=y/1

百:無 次 元 円 振 動 数=β ω

ξ:無 次 元 座 標=x/a

ω:円 振 動 数

軸 方 向 に 圧 縮 力Pを 受 け る 可 変 断 面 の は り の 自 由 振 動 の 基 礎 式 は

つ ぎ の よ う に な る 。

a2(ElaZy)+Pa2Y+Ara2Y
=o(23)

aXZaxzaX2gatZ

こ こ で 、 ξ
,η,i,a、 お よ び つ ぎ の 記 号 を 式(23)に 用 い る 。
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S一 缶 鐸,T=1a21adz,P一 ・/・

こ の と き 次 式 が 得 られ る 。

継 一+a3S+aZT+万 誰 一 一 ・・a2a

ま た 、 η=Ysinωt

と お き 、 こ れ を 式(24)に 用 い る と 次 式 と な る 。

筆+S筆+丁 夢+・ddz一 ・・2y

,
a-a/i

(24)

(25)

こ こ で、 式(25)を つ ぎ の よ う に 連 立 式 に 変 形 し て 表 お す 。

婁ll∴_Y ,(26)
こ の 式(26)の 解 行 列 を つ ぎ の よ う に お く 。

X

Z=
_(27)
Y

つ ぎ に 、 は り に 段 が つ い て い る よ う な と き に は 、 こ の 点 で つ ぎ の

諸 量 が 連 続 で あ る と す る 。

II)た わ み,(ii)傾 斜 角,(iii)曲 げ モ ー メ ン ト,Gv)せ ん 断 力

こ れ を 用 い る と 式(1.63)で 示 さ れ る 関 係 が 得 ら.れ る 。 こ の と き

の 係 数(AM)m～(LM)m+1は2×2行 列 で あ る 。 ま た ・ 境 界 に つ い

て も 同 様 に 式(1.61),(1.62)で 示 さ れ る 条 件 式 が 得 ら れ る 。

こ の と き の 係 数(Ai)～(CN)も2×2行 列 で あ り ・ 境 界 条 件 の 種 類

に よ り 定 ま る 。
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3.2摂 動 解 法

式(1.56)を 用 い て 式(26)を 差 分 近 似 す る と 次 式 が 得 ら れ る・。

Ajzj 一・+BjZj+CIZj+1一 百2D」Zj(28)

こ こ に ・Aj,Bj,Cj・ お よ びDjは つ ぎ の2×2行 列 で あ る
。

馬 一[r昔Oi

判 一[T+p一 一42-2一一1詞
..

(=v.j一一[1

0+S2d.__≡JL]1)」 一[:■::「 」〕

式(28)を 境 界 条 件 式(1.61),・(1.62)、 お よ び 接 合 条 件 式

(1.63)と と も に 、 差 分 点j=1か らNま で に つ い て 表 わ す と 式

(1・69)の よ う な 式 で 示 さ れ る2N元 の 連 立 式 が 得 ら れ 、 こ れ を 前

記 の 問 題 と 同 様 に つ ぎ の よ う に 表 わ す 。

HZ=酉2DZ(29)

こ れ を 満 足 す る 固 有 値 百 と 固 有 関 数Zは 多 数 個 存 在 す る た め 、 こ れ

を 亙n,Zn(n=1,2,3…M,M≦N-3)と 表 わ す 。 式

(29)は つ ぎ の よ う に 書 く こ と が で き る 。

HZn=死DZn.(30)

こ こ で ・ 摂 動 パ ラ メ ー タ と し てPを 取 り・ こ れ に よ り
nとZ。 を

展 開 す る 。

万・ 一 、鞭 、pi(,、)

Z。 一 、笠Z
。、pi「(32)
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ま た 、 演 算 子Hも 非 摂 動 項Hoと こ れ に 対 す る 摂 動 項H,とYC分 離 す る。

H=Ho十pHl(33)

式(31)～(33)を 式(30)に 代 入 し 、 両 辺 のpの 同 次 項 に つ い て

整 理 す る と 次 式 が 得 られ る 。

HZ=誼2DZ(34)Ononono

HIZn1十HiZna=・2noDZni十 刃孟11)Zno(35)

つ ぎ に 、 不 連 続 点 を 持 つ は りの 自 由 振 動 問 題 に お い て は 、 つ ぎ の

直 交 関 係式 が 球 立 す る。

K(・Z、 。)TDZ。 。 一(1(k(k;n)n)

た だ し 、Kは あ る 定 数 で あ り 、9は つ ぎ の 行 列 で あ る 。

蒼1玉1

92Fi、

・

o

●

●

gm-1m -1

g=Igmm

gm+lm+l

o

●

●

.

●

菩N .1恥.1

gNON

ここ一[勾 ■ 眺 一
た だ し

・・ 一 号r・ 、,・m一 皇 「 ・m,・,一 弓L・ 、,
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・,弓 …,「 一,・m.、 弓 」 ・m一 、,・m.、 噸r・m+1
,

・N一 皇 「 ・N,・ 針 、 尋L・m+、,・m+,一 一dZ・m.、 一 一 一,

・N.、 一 子 ・N -i,dl=丁am-1丁 ・d・_tl-m-1

こ こ で は 、 図1.6の 分 割 に 対 し て 行 列 を 示 し た が 、 不 連 続 点 が 多 数

個 あ る と き も 同 様 で あ る 。

す な わ ち 、gは 各 差 分 点 に 分 割 し た 長 さ や は り の 厚 さ の 比 率 を 与

え る 行 列 で あ る 。

式(34)を 解 け ば 、 固 有 値 お よ び 固 有 関 数 の 第 零 次 摂 動 項 が

得 ら れ る 。

ま た 、 固 有 関 数 の 第 一 次 摂 動 項Zn1をZnoに よ り展 開 す る 。M
Z
。1㍉ 望、・。Z。 。(38)

こ れ を 式(35)に 代 入 し 、 式(34),(36)の 関 係 を 用 い て 変 形 を

行 な え ば 、 固 有 値 お よ び 固 有 関 数 の 係 数 は つ ぎ の よ う に 求 ま る 。

吾鉦一ill彊 甲(39)

:1∴ 鐸 翻(40)

第 二 次 摂 動 項 以 降 に つ い て は こ こ で は 説 明 を 省 略 す る が 、 同 様 に

し て 求 め て 行 く こ と が で き る 。

3.3数 値 計 算 例

ま ず 、 一 様 断 面 の は り に つ い て 本 解 法 に よ り 解 を 求 め 、 こ れ と

Tim・sh・nk・(74)の 理 論 解 と比 較 し て 本 解 の 妥 当 性 を 確 認 し た う え で 、
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テ ー パ は り に つ い て 摂 動 計 算 を 行 な う 。 は り の 支 持 条 件 は い ず れ

の 場 合 も 自 由 支 持 と し て い る 。 す な わ ち 、X=Y=o

D一 様 断 面 は り

一 様 断 面 の は り に つ い て は 、 差 分 分 割 数 の 影 響 を 調 べ る た め 分 割

数 を 変 え て 摂 動 解 を 求 め 、 こ れ を 理 論 解 と 比 較 し た(図9)。 は

り の 問 題 で は30分 割 程 度 に 取 れ ば 、 十 分 な 精 度 を 持 つ こ と が こ れ

よ り わ か る 。 ま た 、 解 は 第 一 次 摂 動 項 ま で に 対 す る も の で あ る が 、

理 論 解 と 比 較 す れ ば 十 分 に 広 い 有 効 範 囲 を 持 つ こ と が 確 認 さ れ る 。

II)テ ー パ は り

図10の 記 号 を 用 い る 。 は り の 横 断 面 は 長 方 形 と し 、 テ ー パ の

度 合 を δに よ り表 わ す 。 こ の δの 値 を 変 え て 計 算 を 行 な う 。 こ

の と き 、 第 一 次 摂 動 項 ま で 求 め た 結 果 を 図11,12に 示 す 。 な お 、

図 中 の × 印 はs=o.iの 場 合 に 対 し て 正 弦 級 数 の は じ め の3項 を 用 い

てRit調 の 方 法 に よ り 求 め た 値 で あ る 。 こ れ と の 比 較 に よれ ば 、

一 様 断 面 は り の 場 合 と 同 様 に 第 一 次 摂 動 項 ま で で 十 分 の 精 度 が 得 ら

れ る こ と が わ か る 。 ま た 、 こ の と き も 差 分 分 割 数 は20～30で 十

分 で あ る 。

3.4考 察

一 様 断 面 は り と テ ー パ は り に つ い て 計 算 を 行 な いp -9曲 線 を 描

い て 、 こ れ と 理 論 解 お よ びRitzの 近 似 解 と'の 比 較 を 行 な っ た 。

そ の 結 果 に よ る と い ず れ の 場 合 も 第 一 次 摂 動 項 ま で 求 め れ ば 十 分

な 精 度 を 持 つ こ と が わ か り 、 し か も そ の 有 効 範 囲 も 十 分 に 広 い こ と

が 確 認 さ れ た 。 ま た 断 面 の 変 化 の 状 態 が そ れ ほ ど 急 激 で な け れ

ば 差 分 分 割 数 も210～30で 十 分 で あ る こ と が わ か る 。
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な お 、 こ の と き も 振 動 形 に つ

い て は 、 軸 力 の 変 化 に 対 し て そ

れ ほ ど 大 き く 変 化 し な い の で こ

れ に ふ れ て い な い 。

4.結 言

こ こ で は 種 々 の 自 由 振 動 問題

に 対 し て 、 本 研 究 で 確 立 し た 摂

動 解 法 の 有 効 性 を示 す た め 、 例

題 と し て 回 転 円 板 お よ び 軸 力 を

受 け る は り の 自.由 振 動 問 題 を 取

国9一 様断画は9nNカ による●有擬鰍 の変化

扱 った 。

こ れ ら の 問 題 に 対 し て 、 円 板 の 回 転 数 お よ び は りの 軸 力 値 を そ れ

ぞ れ 摂 動 パ ラ メ ー タ に 取 り、 これ らの 変 化 に 対 す る 固 有 振 動 数 の 変

化 を 求 め た が 、 そ の い ず れ の 場 合 も第 一 次 摂 動 項 ま で取 る だ け で 本

解 の 有 効 範 囲 は 実 用 上 十 分 に 広 い こ と が 確 認 で き た 。

こ れ ら の 問 題 に 対 して も、 本 研 究 の 第1章 で 示 し た 差 分 法 に よ る
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解 法 に よ り直 接 解 を 求 め る こ と が で き る 。 し か し 、 本 解 法 に よ る

と き は そ の つ ど 回 転 数 お よ び 軸 力 値 を 変 え て 計 算 し な お す 必 要 は な

く、 こ の と き も 計 算 機 の 使 用 時 間 の 点 で は 有 利 で あ る 。
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