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2次元ビン・パッキング問題と

真一円度問題に関する研究

昭和61年12月

榎 原 博 之



P勺宅茎杢更相旺

 本論文は，著者が大阪大学大学院工学研究科通信工学専攻在学中

に行った研究のうち，計算幾何学の分野に属する2次元ビン・パッ

キング問題と真円度問題に関する研究をまとめたものである．

 本論文では，まず，幾何学的最適化問題の1つである2次元ビン

・パッキング問題を取り上げ，．この問題に制約を加えた場合の厳密

解法と近似解法についての研究を，ついで，計算幾何学の近接問題

の中心課題の1つであるボ1コノイ図を応用して，真円度を求める多

項式時間の厳密解法についての研究を述べている．

 第2章，第3章では，ピースに制約をカロえた2次元ビン・バッキ

ング問題について考察している．第2章では，ピースに制約を加え

た2次元ビン・バッキング間題に対する3つの厳密解法を提案し，

その最適性について論じ，少なくともピースの種類が4X1，

1x4，2x2の部分矩形に限定した場合までは，線形時間で最適

解が得られることを明らかにしている．

 第3章では，ピースに制約を加えた2次元ビン・バッキング問題

に対する3つの近似解法を提案し，その良さを」 ]価している．まず，

ピースの種類を3x2の部分矩形に限定した場合の近似解法を提案

し，その最悪の場合の近似度牽理論的に解析している．次に，ピー

スの種類をwx1およびwx2（w≧5）の部分矩形に限定した場
合の近似解法を提案し，その良さを計算機実験によって評価してい

る．

 第4章では，ボロノイ図を利用することによって，機械部品の精

度として重要な幾何公差の一1つである真円度を求める多項式時間の

厳密解法が存在することを指摘し，その最適性と時間計算量を明ら

かにしている．
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第■＝…姜  乖者言含

 近年，コンピュータ・サイエンスの中で急速に発展してきた分野

の1つに計算幾何学（C㎝pu切士ional ge㎝e廿y）工2】：9］；川［12］と

呼ばれる分野がある．これは，幾何学（ge㎝e七ry）に計算の複雑き

（c㎝pu初七iona1c㎝plexi七y）の理論H］を導入して，幾何学的な

問題を計算穣で効率良く処理す」る算法を開発し，その限界等を理論

的に究明する学術分野である．計算幾何学は，VLS IのCAD，

バターン認識，コンピュータ・グラフィックス，地理情報処理，ロ

ボテイクス，データベース理論等応用分野が非常に広く，これら以

外の分野にも広く応用される可能性を秘めている．

 これまでの幾何学的な問題に対する算法は，人間の直観（バター

ン認識）によるものが多く，問題の規模が小さければすぐに解を求

めることができるが，大規模な問題をしかも計算機を使って解こう

とする場合うまくいかないことが多かった．しかし，コンピュータ

・サイエンスの分野で算法やデータ構造の研究いH15］が急速に進

歩し，これらの算法やデータ構造を利用することにより，あるいは，

これらの算法やデータ構造の考え方を基に新たな算法やデータ構造

を開発することにより，幾何学的な情報を計算穣で効率的に処理で

きるようになってきている．

 計算幾何学の代表的な問題は大略次のように分類される［リ］．

（1） 凸包（C◎nVeXi七y）問題

   与えられた幾何学的対象物（たとえば，点など）の集合に対

   してその集合の凸包（convex hu11）を求める問題．

（2） 重なり．（in士ersecti㎝）問題

   与えられた幾何学的対象物（たとえば，線分なξ）の交差判

   定をしたり共通部分を求めたり．する問題一

（3） 幾何学的探索（ge㎝e打ic searchin8）問題
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   ある種の幾何学的な図形（たとえば，地図など）に対してあ一

   る点を含む領域を決定するとか，ある幾何学的な図形に対し

   てその内部に含まれる幾何学的対象物（たとえば，点など）

   を列挙するなどという探索問題．

（4） 近接（prOXi㎜i切）問題

   ある幾何学的対象物（たとえば，点など）間の近接関係等を

   調べる問題．この問題にはしばしば計算幾何学の中心課題の

   1つであるボロノイ図が使われる．

（5） 幾何学的最適化（ge㎝e打ic op七i㎜iza士ion）問題

   与えられた幾何学的対象物に対する各種の最適化問題．

 なお，計算幾何学の問題に使用される主な算法には，平面走査法

（plane s㈹ep㎜ethod），分割統治法（divide－and－conquer

method），幾何学的変換法（ge㎝e七ric七ransfor㎜a七ion nethod），

バケット法，フィルタリング法等があり，データ構造には，平衡二

分木（balanced binary士ree），セグメント木，ヒーブ探索木

（PriOri七y SearCh tree）等がある．

 本論文では，幾何学的最適化問題に属する2次元ビン・バッキン

グ間題（2－Dimensional Bin Packing Probl㎝）工5】と真円度問題

U61を取り上げている．2次元ビン・バッキング問題については，

この問題に制約を加えた場合の厳密解法と近似解法について考察し

ている・2次元ビン・バッキング問題は，NP完全工71・あるいは

それ以上のクラスに属する扱いにくい問題でありき問題に制約を加

えない限り多項式時間で最適解を得ることは不可能であると考え・ら

れている．しかし，もしピースの種類に制約を加えるならば，その

扱いにくき（intrac士ability）［7］が変わるものと考えられる．そ

こで，この問題の扱いにくさがピースの種類によってどのように変

わるかを系統的に追究しやすくするために，ビンの幅，ピニスの幅，
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高さをすぺて整数値とし，かつピースの種類をwxhの部分矩形（

幅w以下，高さh以下の矩形の集合）に限定する．そして，wおよ

びhを逐次増加き世で，時間計算量がピース数nの多項式時間，と

くにO（n）回のB L（ボトム・レフト）バッキング［3］での厳密

解法および極めて良い近似解法の存在するWおよびhを見い出すこ

とを試みている．

 第2章では，ピースの種類をwxhの部分矩形に限定し，wおよ

びhを逐次増加させて，時間計算量がピース数nの線形時間である

厳密解法の存在するwおよびhを見い出すことを試み，少なくとも

ピースの種類が4x1，1x4，2x2の部分矩形に限定した場合

までは，線形時間で最適解が得られる解法が考えられることを明ら

かにしている．

 第3章では，ピースの種類をwxhの部分矩形としても，wおよ

びhの値が第2章で見い出した厳密解法で考えられる整数値を越え

ると，もはや時間計算量がピース数nの線形時間となる厳密解法は

期待できそうにないとの判断のもとに，近似解法について考察して

いる．このような場合でも，第2章で見い出した厳密解法の考え方

や解法そのものを活用することにより，良い近似解法を構成するこ

とができる可能性があると思われる．第3章では，まず，近似解法

の理論的解析として，ピースの種類を3x2の部分矩形に限定した

場合の近似解法を提案し，その最悪の場合の近似度を示している．

この近似解法は，第2章のピースの種類が4x1の部分矩形である

場合の厳密解法・の考え方を基にしたものであり，線形時間で最悪の

場合でもたかだか高さがユしカ）悪くならない近似解が得られること

を明らかにしている．次に，ピースの種類をwx1およびwx2（

w≧5）の部分矩形に限定した場合の近似解法を提案し，その良さ

を既存の近似解法であるレベル・アルゴリズム工6］との比較実験を

通して評価している．これらの近似解法は，第2章のピースの種類
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が4X1の部分矩形である場合の厳密解法を活用したものであり，

実験結果から計算時間も妥当であり，性能の点でも良い近似解法で

あると考えられることを明らかにしている．

 真円度問題については，近接問題の中心課題の1つであるポロノ

イ図181113］を利用することによって・多項式時間で真円度U61を

求めるこ一とができることを明らかにしている．真円度を求める解法

に関しては，今までのところ近似解法に過ぎないとか，厳密解法で

あっても時間計算量に難点があるものであって，時間計算量が多項

式時間’ﾅある厳密解法は知られていなかった．

 第4章では，ポロノイ図を利用することによって，機械部品の精

度として重要な幾何公差の1つである真円度を求める多項式時間の

厳密解法が存在することを指摘し，その最適性と時間計算量を明ら

かにしている．この解法は，最近点のボロノイ図（勢力圏図）と量

違点のポロノイ図（非勢力圏図）の結び（uniOn）をとるという考

えに基づいたものである．
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雰；2＝…書 ピースに制約を加えた
2次元ビン・バッキング
問題の厳密解法

2．1 緒言

 本章では，ピースに制約を加えた2次元ピン・パッキング問題に

対する3つの厳密解法を提案しゴその最適性について議論する．

 2次元ビン・パッキング間題正5］とは，

 ‘‘幅Wで，高さが無限大のオーブン・エンドの矩形のビンBと，

  幅がW1，高さがb1のn個の矩形のピースpi（1≦i≦n）

  が与えられたとき（ただし，wi≦W），すべてのピースpミを

  互いに重なることなく，高さが最小となるように詰める問題”

である（図2．1）．なお，n個のピースは，リストLの中に添字

の順に入っているものとし，また，ピースの回転を許さないものと

する．この問題は，マルテ・プロセッサのジョブ割当てを始め，型

紙のレイアウト等，応用分野も広く，その解法についての研究が活

発に進められてきており，これまでにいくつかの近似解法が提案さ

れてきている［3］［6］王〕コ．

 2次元ビン・バッキング間題は，工次元ビン・パッキング問題

15川国］がNP完全な問題である［71ことから考え，NP完全工7】，

あるいはそれ以上のクラスに属する問題であると考えられており，

一艦には扱いにくい問題である，しかし，もしピースの種類が制約

されれば，扱いにくき（in打ac士ability）工7］が変わるものと考え

られる。本章と次章は，ピースの種類によって扱いにくさがどのよ

うになるかを明らかにすることを目的にしたものであって，このこ

とを系統的に追究しやすくするために，ビンの幅，ピrスの幅，高

さをすぺて整数値とし，ピースの種類をwxhの部分矩形に限定す

る．本章では，wおよびhを逐次増加き世で，時間計算量がピース
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数nの多項式時間，とくに線形時間となる厳密解法の存在するWお

よびhを見い出すことを試みている．

m物
％  ％

／／萎／

・  ％

〃

多

図2．1 2次元ビン・バッキング問題のバッキング例
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 ここで，本章と次章で使用する特別な用語と記．号をまとめて示し

ておく．

・‘‘ aL（ボトム・レフト）バッキング”……空き地も考慮して，

   ピースを詰めることができる最も底に近い位置で，かつその

   中で最も左の位置にピースを詰めること工3】．また，後述の

   解法で使用している“BLで詰める”とは，この規則に従い

   ピースを詰めることである．

・“�ｫ地”……周囲をピースまたはビンで囲まれたピースの存在

   しない領域．なお，右端にできる，上にのみ開いた細長いピ

   ースの存在しない領域も空き地と呼ぶこととする．
・‘‘ ?x jの矩形”……幅i，高さjの矩形．

・“ 翌??ﾌ部分矩形”……｛ i x jの矩形 1 1≦i≦w，

   工≦j≦h，i，jは整数｝．たとえば，3x2の部分矩

   形とは，3x2，3x1，2x2，2x1，1x2，1x1
   の6種類の矩形の集合である．

・“ ^イド……空き地がなく，ピースがピッタリと詰まっている

   状態．

・“ 激xル”……ピースを詰める際に基準となる，ビンの底辺に平

   行な直線上の，ピースの存在することができる領域【6］．た

   とえば，高き1のピースのみを詰めた場合は，高き1ごとに

   レベルができる．

・“ tリーのピース”……ビンに詰められていないピース．

・pリ……幅i，高きjの矩形のピース．

・niガ・・…幅i，高きjの矩形のピースの個数．

2．2 ピースの高さが一定である場合

 ピースの高さが一定であるという制約を加えると，問題は単に1

次元ビン・バッキング間題壬5］H8］となる．この問題において，ピ
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一スの種類をWX1の部分矩形に限定し，Wをパラメータとして多

項式時間の厳密解法が考えられるかについて考察する．ピースの種

類を4X1の部分矩形に限定した場合の厳密解法を提案し，次の定

理を導いている．

 ［定理2．1］ ピースの種類を4x1の部分矩形に限定する．

このとき，ピースをアルゴリズム2・1で詰めると，必ず最適に詰

めることができる．また，このアルゴリズムは0（n）回のBLパ

ッキングで行うことができる．ただし，Wはビンの幅であり，nは

ヒース数である．                   口

アルゴリズム2．1

S士eP1

s七eP2

steP3

 3．1

3．2

3．3

3．4

3．5

3．6

SteP4

    メイン・ルーチン

if W＝4 士hen 手続きW4を行う

if W＝5 七hen 手続きW5を行う

if W≧6 then begin

ifW㎜od4＝0士hen
  手続きWm0を行う；

ifWmod4＝工 士hen
  手続きWm1を行う；

ifW胴。d4＝2舳en
  手続きWm2を行う；

ifWmod4手3then
  手続きWm3を行う；

手続きexchangeを行う；

タイトに詰まっていないレベルで，

手続きrepackを行う；

end

pUをBLで詰める；
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SteP1

steP2

steP3

      手続きW4

p41をBLで詰める；

p2一をBLで詰める；

p31をBLで詰める；

StePl

s士eP2

s士eP3

S士eP4

      手続きW5

p31をBLで詰める’；

p21をp3ユの最高レベルまでBLで詰める；

p．1をBLで詰める；

残ったp21をBLで詰める；

S士eP1

s士eP2

     手続きWmO

p4tをBLで詰める；

p2iをBLで詰める；

S七eP1

s七eP2

s七eP3

S七eP4

     手続きWm1

p31を右端に1列に詰める；

p“を右端の幅5の領域を除いてBLで詰める；

p31とpハの間にできた幅2の空き地に，タイトなp“

の最高レベルまでp21を詰める；

もしp2iがタイトなp川の最高レベルまで詰めることが

できなけれぱ，以下の操作をタイトなp4ユの最高レベル

まで，あるいは右端に詰まっているp31を上から順に2

個取ると，その時点でタイトに詰まっている最高レベル

の高さ（Ht）以下になるまで行う；

・タイトでない最低レベルの一番右のp41を取り除き，

 そこに右端に詰まっているp31を上から順に2個取っ

 て詰め，取り除いたp4iをs士ep2の操作に倣って詰め

・9・



s辛eP5

s士eP6

 る；

もしp3iがタイトなp“の最高レベルまで詰めることが

できず，p21がp3iの最高レベルまで詰めることができ

るならぱ，p3iの最高レベルまでp21を詰める；

残ったp2iをBLで詰める；

S七eP1

s七eP2

steP3

SteP4

      手続きWm2

p41をBL一で詰める；

右端の幅2の空き地に，タイトなp・iの最高レベルまで

p2iを詰める；

もしp21がタイトなp“の最高レベルまで詰めることが

できなげれぱ，以下の操作をタイトなp41の最高レベル

まで，あるいはp31が足りなくなる（1個以下になる）

まで行う；

・タイトでない最低レベルの一番右のp“を取り除き，

 そこにフリーのp312個を詰め，取り除いたp41を

 BLで詰める；

残ったp21をBLで詰める；

S七eP1

s士eP2

s士eP3

     手続きWm3

p31を右端に1列に詰める

p41をBLで詰める；

p2iをBLで詰める；

s七eP0

     手続きexcha㎎e

この手続きにおいて交換されるp31は，Wが偶数のとき

はフリーのp31であり，Wが奇数のときは右端に1列に

詰められたP31である； このピースをP、、と女る；
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S七eP1

s士eP2

s七eP3

Wが偶数のときは，交換することができるフリーのp31

がなくなる（2個未満あるいは4個未満になる）まで，

以下の操作を行う； また，Wが奇数のときは，交換す

るために右端の一番上のp3iを取り除くことによって，

その時点でタイトに詰まっている最高レベルの高き（

Ht）未満になるならば，交換することは行わず，この

手続きは終了する；

同じレベルにあるp2ユ3個をp。、2個と交換し，交換さ

れたp2i3個をBLで詰める； この操作を行えば，

S七eP1へ；

同じレベルにあるp21とp．iをpθ、2個と交換する；

もし同じレベルにp21がなければ，前もってそのレベル

の別のp“と他の同じレベルにあるp212個を交換して

おく； 交換されたp4ユは，もしあれば，同じレベルに

あるp2！2個と交換し，その後p2書3個をBLで詰め

る； もし1司じレベルにp2i2個がなければ，pハ，

p2iをその順にBLで詰める； この操作を行えば，

s七eP1へ；

1司じレベルにあるp413個をpθ。4個と交換し，交換さ

れたp4i3個をBLで詰める； この操作を行えば，

SteP1へ；

S士eP1

s七eP2

 2．1

     手続きrepack

残ったp3iが3個以下の場合；

・p4i，p2いp3iの順にBLで詰める

残ったp31が4個以上の場合；

p2｛がなく，p41が2個の場合；

・pハ2個をBLで詰める；

一11・



   ・p“と同じレベルにp31を詰める；

   ・もし右端に幅2の空き地ができるならば，そのレベル

   のp411個を取り除き，そこにp312個を詰め，p・1

   をその上のレベルにBLで詰める；

   ・残りのp3｛をBLで詰める；

2．2 その他の場合；

   ・pハ，p3ユ，p2iの順にBLで詰める；

 （証明） このアルゴリズムがピースを最適に詰めることを示す

ためほは・ピースができる限りタイトに詰められていることを示さ

なければならない．もしピースが一番上のレベルを除いてタイトに

詰まっているならぱ，このバッキングは最適である．もし一番上の

レベル以外にタイトでない複数個のレベルがある場合でも，何回か

の交換を行ってもバッキングの高さをこれ以上低くすることができ

ないことを示せば最適である．これを示すためには，一番上のレベ

ル以外にタイトでないレベルがあるすべての場合を1つずつ検討す

る必要．がある．

 また，このアルゴリズムでは，pllは最後に空き地も考慮して，

BLで詰めることにしている．なぜならば，p〔は最小単位のピー

スであり，このピースより小さい空き地はなく，どんな形，どんな

欠ききの空き地にもpllは必ずピッタリと詰めることができるから

である・よって，最適性を考える場合，pいはないものとして考え

ることにする．

（1） W＝4（手続きW4）の場合

この場合は自明である（図2．2）．

（2） W＝5（手続きW5）の場合

この場合，steP2で，P21がP31の最高レベルまで詰めることが

一12一



図2．2

形
％

アルゴリズム2、

（手続きW4）

1によるパッキング倒1

図2．3 アルゴリズムー2．

（手続きW5）

1一によるパッキング例2
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できない場合でも，幅2以下のピースはないので最適である（図

2．3）．

（3） W≧6で，W㎜od4＝O（手続きWm0）の場合
 この場合はWが4の倍数であるので，s七ep1，step2で，p“，

p21をBLで詰めたとき，一番上のレベルを除いてタイトである．

 この状態で手続きWm0を終了し，次に手続きexchangeを行う．

p3ユをp21，p4iと交換する方法は，p3言2個とp213個，p3i

2個とp21，p41，p314個とp“3個の3通りのみが考えられる

（図2．4）．手続きexchangeでは，できる限り，かつタイトを崩

さずにこの3通りの交換を行い，またp“がp2－2個と交換でさる

場合はその交換を行った後BLで詰める（図2．5）．ただし，

s士ep3でp41をp2ユと交換しないのはできないからである．なぜな

工 工

工

図2．4 p31とp2一，p月1との交換
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らば，もし交換できるならばstep2を行って一いるはずである．よっ

て，手続きexchange終了後は，一番上のレベルを除いてタイトであ

り，p3iができる限りp21，p“と交換されている．

 ここで，p2ユ，p4ユが十分あり，p31が手続きexcha㎎eでできる

限り交換されるならば，p3ユは3個以下である．3個以下の場合は，

手続きrepackで一番上のタイトでない（唯一の）レベルの続きに

p31をBLで詰めれば最適となる．なぜならば，p3iが1個以下の

場合は，明らかに最適に詰めることができる．また，p3iが2個あ

るいは3個ある場合は，p3－2個とp“，幅2の空き他とを交換す

ることができるが，W≧9のときは，p313個をBLで詰めてもた

図2．5 アルゴリズム2．1によるバッキング側3

     （手続きeXChange）
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かだかタイトでないレベルまでしか詰められず，この交換を行わな

くても最適となる．また，W＝8の場合，幅2の空き地ができ，同

じレベルにpハがある場合は起こらない．なぜならば，この場合に

は必ず同じレベルにp2｛があり，このp21とp41は既に手続きeX－

changeでp3i2個と交換されているはずである（図2．6）．

 次に・手続きrepackでp31が4個以上ある場合を考える．この場

合が起こるのはもはやこれ以上p3iをp2i，p41と交換できない場

合であるから，タイトでないレベルにはp4ユがなくてp2iが2個以

下，あるいはp2iがなくてp“が2個以下の場合のみである．ここ

で問題となるのはp21がなくてpハが2個の場合である．この場合

にはp4iを2個先に詰めてしまうと，右端に幅2の空き地ができ反

例となることがある（図2．7）．そこで，このように右端に幅2

の空き地ができた場合は，p“を1個取り除き幅6の空き地を作り，

図2．6 アルゴリズム2．1によるバッキング例4

     （W＝8の場合）
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図2．7 アルゴリズム2．

（手続きrepack）

1によるバッキング例5

〃

歯2．8 アルゴリズム2．

（手続きrepack）

1によるバッキング例6
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％ 〃

図2．9 アルゴリズム2．

（手続きrepack）

1によるパッキング例7

％

図2．10 アルゴリズム2．

（手続きrepack）

1によるパッキング例8
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そこにp31を2個詰めれぱそのレベルはタイトとなる．この上に

pハをBLで詰め，残りのp31をBLで詰めると明らかに最適とな

る（図2．8）’．次に，pハがなくてp21が2個以下の場合は，

p31，p21の順にBLで詰めれば明らかに最適となる（図2．9）．

また，p21がなくてp“が1個以下の場合も，p41，p3i，p2iの

順にBLで詰めれば，空き地ができることもあるが最適となる（図

2．10）．

 よって，W≧6で，W㎜od4＝0の場合は最適に詰めることが

できる（図2．ユ1）．

z z
V％ 〃

図2．11 アルゴリズム2．1によるバッキング例9

      （手続きWm0）

（4） W≧6で，W㈹d4＝1（手続きWm王）の場合
 この場合はWが奇数であるので，タイトに詰めるためには各レベ

ルにp31が必要である．そのためには，S七ep1でp31を右端に1列

に詰める．p31の左には幅W’（W’㎜od4＝2）のビンがあるこ
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とになる．s七eP2でP“を詰め，s士eP3でその右にできた幅2の空

き地にp21を詰める．もし，p3いp21がタイトなp41の最高レベ

ルまで詰めることができるならば，手続きWm1を行った後は，幅

W’の一番上のレベルを除いてタイトである．

 ここで，もしp21がタイトなpハの最高レベルまで詰めることが

できなけれぱ（step4），一審右のp“1個を取り除き，幅6の空

き地を作り，そこにp31を2個詰めることによってタイトとなるよ

うにする（図2．12）．この操作をタイトなp“の最高レベルま

で，あるいは，右端に詰まっているp31を上から順に2個取ると，

その時点でタイトに詰まっている最高レベルの高さ（Ht）以下に

なるまで行う．この操作を行うごとに，その時点でタイトに詰まっ

ている量高レベルの高さ（Ht）が1つ上がる．．もしp3ユが2個取

〃

〃

／萎萎／

O 〃
←日t

図2．12 アルゴリズム2．1によるバッキング倒10

      （手続きWm1）
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るとタイトに詰まっている最高レベルの高き以下になるならば，タ

イトに詰めることはできないので，上の複数個のレベルがタイトで

ないまま手続きWm工を終了する．ここで，タイトに詰まっていな

いレベルのp3iはたかだか2個である．なぜならば，p21はない

ので，p4iとp31のみで1つのレベルをタイトにするためには，

W mod4＝1の場合，p31が少なくとも3個必要だからである．

次に，手続きexchangeを行う．この場合には，たかだかp31は2個

しかないので，交換はたかだか1回しか起こらない．次に，手続き

repackを行う．p31は2個以下であるので，s士ep1でp4i，p3i，

p21の噸にBLで詰める．この場合は，右端に空き地ができるが，

p“とp312個以下とではタイトに詰めることができないので最適

である（図2．13）．もしp3iが十分あり，p41を1個取り除く

ことによってできた幅6の空き地にp31をタイトなp“の最高レベ

ルまで詰めることができるならば，手続きWm1を行った後は，幅

W’の一番上のレベルを除いてタイトである．

 次に，もしp31がタイトなp41の最高レベルまで詰めることがで

きず，p21がp31の量高レベルまで詰めることができるならば（

s七ep5），p31の最高レベルまでp21を詰める．s亡ep6で残った

p21をBLで詰めて手続きWm1を終了する．ただし，右端に空き

地が残る（図2．14）ので手続きrepackで詰め直す・p3iはない

ので手続きexchangeは行われない．次に，手続きrepackで上のタイ

トでないレベルに詰まっているp“，p2｛がその噸でBLで詰めら

れる．これ一は右端に幅1の空き地ができるが，p3iがないので最適

なバッキングである（図2．15）．

 最後に，s七ep6で残ったつ2iをBLで詰めるときに，p31が少な

くp3｛の上にp21が詰められる場合がある．この場合も右端に幅五

の空き地ができるが，p31がないので手続きrepackで最適に詰める

ことができる（図2．ユ6）．
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〃萎／／髪
〃％

図2．13 アルゴリズム2．1によるバッキング倒11

（手続きWm1）

彬〃〃m％     ％％
@    髪    〃

ノ

図2．14 アルゴリズム2．1によるパッキング側12

（手続きWm1）
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’

図2．15 アルゴリズム2．

（手続きWm1）

1によるバッキング倒13

籏％〃m  zmZ

図2． 16 アルゴリズム2．

   （手続きWm1）

1によるパッキング側14
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二
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図2．17 アルゴリズム2．1によるパッキング例15

      （手続きexchange）

 幅W’の一番上のレベルを除いてタイトである状態で手続き

Wm工を終了した場合は，手続きexcha㎎eを行う（図2．17）．

この場合も（3）の場合と同様に，手続きexchange終了後は，幅

W’の一番上のレベルを除いてタイトであり，p31ができる限り

p2i，p“と交換されている．

 ここで，p2τ・，p“が十分あり，p31が手続きexchangeでできる

限り交換されるならば，p31は3個以下である．3個以下の場合も

（3）の場合と同様に，手続きrep＆ckで一番上のタイトでない（唯

一の）レベルの続きにp31をBLで詰めれば最適となる．また，手

続きrepackでp3iが4個以上ある場合も（3）の場合と同様に，

s士ep2に従って詰めれば最適となる．
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 よって，W≧6で，W珊。d4＝1の場合は最適に詰めることが

できる（図2．18）．

z

図2．18 アルゴリズム2．1によるバッキング例16

      （手続きWm1）

（5） W≧6で，W師。d4＝2（手続きWm2）の場合

 この場合，Wは偶数であるが4の倍数ではないので，s七ep1で

p“を詰めたとき，右端に幅2の空き地ができる・s士ep2でこの空

き地にp21を詰める．ここで，もしp21がタイトなpハの最高レベ

ルまで詰めることができなければ（s士ep3），一番右のp月；1個を

取り除き，幅6の空き地を作り，そこにp31を2個詰めることによ

ってタイトとなるようにする（図2．19）．この操作をタイトな

p41の最高レベルまで，あるいはp31が足りなくなる一（1個以下に

なる）まで行う．もしp31も足りない（1個以下）な亭ば，タイト

に詰めることはできないので，上の複数個のレベルがタイトでない

まま手続きWm2を終了する．次に，手続きexchangeを行う．この
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図2．19 アルゴリズム2．1によるパッキング例17

（手続きWm2）
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場合には，P31はたかだか1個しかないので，・交換は起こらない．

次に，手続きrepackを行う．p31は1個以下であるので，s士ep1で

p4i，p3仰順にBLで詰める．この場合は，右端に空き地ができ

るが，p41とp311個以下とではタイトに詰めることができないの

で最適である（図2．20）．もしp3iが十分あり，p41を1個取

り除くことによってできた幅6の空き地にp3iをタイトなp“の最

高レベルまで詰めることができるならば，手続きWm2を行った後

は，一番上のレベルを除いてタイトである．

 また，p2tが十分あり，タイトなp41の最高レベルまで詰めるこ

とができるならば，s士ep4で残ったp21をBLで詰める．この場合

も手続きWm2を行った後は，一番上のレベルを除いてタイトであ
る．

 一番上のレベルを除いてタイトである状態で手続きWm2を終了

した場合は，手続きexchangeを行う（図2．21）．この場合も

％

図2．20 アルゴリズム2．1によるバッキング例18

      （手続きWm2）
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図2．2ユ アルゴリズム2．1によるバッキング例19

（手続きeXChange）
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図2．22 アルゴリズム2．1によるパッキング例20

      （W：6の場合）

（3）の場合と同様に，手続きexchange終了後は，一番上のレベル

を除いてタイトであり，p31ができる限りp21，pハと交換されて

いる．

 ここで，p21，p41が十分あり，p31が手続きexchangeでできる

限り交換されるならば，p31は3個以下である・3個以下の場合も

（3）の場合と1同様に，W≧9のときは，手続きrepackで一番上の

タイトでない（唯一の）レベルの続きにp31をBLで詰めれば最適

となる．また，W＝6の場合も，Wが3の倍数でp3iがタイトに詰

まるので，p3iを後で詰めても最適となる（図2．22）．また，

手続きrepackでp31が4個一以上ある場合も（3）の場合と同様に，

s士ep2に従って詰めれば最適となる・

 よって，W≧6で，W mod4＝2の場合は最適に詰めることが

できる（図2，23）．

一29一



物
  ／? ’

図2，23 アルゴリズム2．1によるバッキング倒21

      （手続きWm2）

（6） W≧6で，W㎜od4＝3（手続きWm3）の場合
 この場合はWが奇数であるので，タイトに詰めるためには各レベ

ルにp31が必要である．そのためには，S士ep1でp31を右端に1列

に詰める．p31の左には幅W’（W’㎜od4：O）のビンがあるこ

とになる．次に，step2，s七ep3で，pハ，p21をBLで詰める．

もし，p31が十分あり，タイトなp・！，p21の最高レベルまで詰め

ることができるならば，手続きWm3を行った後は，幅W’の一番

上のレベルを除いてタイトで一ある．

 次に，もしp3iがタイトなp・1の最高レベルまで詰めることがで

きないならぱ，s七ep3で右端の幅3の空き地にp2一をBLで詰める．

この場合，右端に帽1の空き地ができるが，P31がないので最適で

ある・また，もしP2iもタイトなP41の最高レベルまで詰めること

ができない場合も，右端に幅3の空き地ができるがP41しかないの
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図2．24 アルゴリズム2．

（手続きWm3）

1によるバッキング例22

彬％％

％zz

図2．25 アルゴリズム2．

（手続きWm3）

1によるバッキング側23
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で最適である（図2．24）．また，P31がタイトなP．1の最高レ

ベルまで詰めることができたが，s士eP3を実行中にp21がP3｛のレ

ベルを越えてしまった場合でも，右端に幅1の空き地ができるが

p31がないので最適である（図2．25）．

 幅W’の一番上のレベルを除いてタイトである状態で手続き

Wm3を終了した場合は，手続きexcha㎎eを行う（図2．26）．

この場合も（3）の場合と同様に，手続きexchange終了後は，幅

W’の一番上のレベルを除いてタイトであり，p31ができる限り

p21，p41と交換されている．

 ここで，p2ユ，p4iが十分あり，p31が手続きexcha㎎eでできる

限り交換されるならば，p31は3個以下である．3個以下の場合も

（3）の場合と同様に，W≧9のときは，手続きrepackで一番上の

     ノ  ％ m脇．籏
P  〃 ”

一  ・

@一

図2・26 アルゴリズム2．1によるバッキング例24

      （手続きexchange）
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’

図2．27 アルゴリズム2．1によるパッキング例25

（W：7の場合）

一zzzz．z
戟I1萎萎萎1萎萎／／彬 m〃

@  〃

図2．28 アルゴリズム2．1によるバッキング例26

（手続きWm3）
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タイトでない（唯一の）レベルの続きにP3iをBLで詰めれば最適

となる．また，W＝7の場合も，幅2の空き地ができ同じレベルに

p“がある場合は起こらないので，最適となる（図2．27）．ま

た，手続きrepackでp3iが4個以上ある場合も（3）の場合と1同様

に，s七ep2に従って詰めれば最適となる．

 よって，W≧6で，W nod4＝3の場合は最適に詰めることが

できる（図2．28）．

（7） アルゴリズムの時間計算量

 このアルゴリズムがO（n）回のBLバッキングで行うことがで

きることを示す．まず，W＝4，W＝5の場合は詰め直すことを行

わないので，n回のBLバッキングで行うことができる．W≧6の

場合は，まず，手続きWm1，手続きWm2で，p“を詰め直すこ

とがあるが，p3－2個とp41を交換するので，この回数は1／2・

n31回以下である．また，手続きexchangeでp2i，p“を詰め直す

ことがあるが，これはたかだかp“とp212個との交換，p“，

p2iとp312個との交換，そしてp4iとp212個との交換だ1ナであ

るから，この回数は7／2・n31回以下である．また，手続きr－e－

packではすべてのピースをもう1度だけ詰め直すことがある．なお，

ピースを交換する際，交換すべきピースを見づける操作は各幅のピ

ースが何個，どのレベルにあるかを覚えておくことにより，定数時

間でできる．以上のことから，BLバッキングはたかだか（2・n

＋4・n31）回以下である．よって，このアルゴリズムはO（n）

回のBLバッキングで行うことができる．   ．    口

 定理2．1から，ピースの人ききを4以下に限定した場合の1次

元ビン・バッキング問題は，多項式時間で解はることになる．

2．3 ピースの幅が一定である場合

 ピースの幅が一定であるという制約を加えると，問題はズケジュ
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一リング間題における最大滞留時間最小間題工・4］となる．この問題

に関しては次の定理が導倣る．

 ［定理2．2一］ ピースの種類をhx1の部分矩形に限定した場

合の厳密解法が存在するとする．このとき，この解法を利用して，

ピースの種類を1Xhの部分矩形に限定した場合の最適解を求める

アルゴリズム（アルゴリズム2．2）が存在する．ただし，h x1

の部分矩形に対する厳密解法の時間計算量がO（f（n））であるなら

ば，この厳密解法の時間計算量はO（h・f（n））となる．なお，nは

ピース数である．口
s七eP0

s七ePユ

s七eP2

     アルゴリズム2．2

このアルゴリズムにおいてhX1の部分矩形に対する厳

密解法を行う場合は，1xhの部分矩形であるすべての

ピースを，幅と高さを交換してhx1の部分矩形である

とする；

ピースの面積の総和をビンの幅Wで割ると下界が求ま

る； それをLとする；

rePea七

・Lをビンの幅と考えて，hx1の部分矩形に対する厳

 密解法を行う；

・もし最適解H．ptが実際のビンの幅Wを越えるならば，

 Lを1つ増やす；

unti1最適解H。。tが実際のビンの幅W以下となる；

 （証明） このアルゴリズムで求まる解は，h x1の部分矩形に

対する厳密解法を使って，下界からし（実際のビンの高さ）を1つ

ずつ増・やしていくので，明らかに最適である（図2．29）．

 また，1X hの部分矩形の最適なバッキングの中には，最適解
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  ／’

  目。Pt

図2．29

L

／’

W    W

アルゴリズム2．2によるパッキング例

日。Pt→

 ht。エユ

→

bt。エユ

以下

図2．30 1Xhの部分矩形の最適なバッキング例
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H。。tよりたかだかh。。11たけ低い部分を除いてタイトに詰まって

いるものが，少なくとも1つある（図2．30）．ただし，ht．11

は最も高いピースの高さである．したがって，最適解は，下界十

ht，l1未満である．ゆえに，1xhの部分矩形に限定した場合，

s士ep2の操作はたかだかh回しカ）行われない．よって，このアルゴ

リズムの時間計算量はO（h・f（n））となる．        ロ

 ピースの種類を4X1ρ部分矩形に限定した場合の厳密解法（ア

ルゴリズム2．1）が存在するので，この定理から次の系が導かれ
る．

 ［系2．1コ ピースの種類を4x1の部分矩形に限定した場合

の厳密解法（アルゴリズム2．1）を利用して，ピースの種類を

1X4の部分矩形に限定した場合の最適解を求めるアルゴリズムが

存在する．また，このアルゴリズムは0（n）回のBLバッキング

で行うことができる．ただし，nはピース数である．    口

 系から，ジョブの処理時間を4以下に限定した場合の最大滞留時

間最小間題は，多項式時間で解1ナることになる．

2．4 ピースの種類が2x2の部分一矩形である場合

 本節では，ピースの種類をWXhの部分矩形に限定し，Wおよび

hをパラメータとして多項式時間の厳密解法が考えられるかについ

て考察する．そして，ピースの種類を2x2の部分矩形に限定した

場合の厳密解法を提案し，次の定理を導いている．

 ［定理2．3］ ピースの種類を2x2の部分矩形に限定する．

このとき，ピースをアルゴリズム2．3で詰めると，必ず最適に詰

めることができる．また，ごのアルゴリズムはO（n）回のBLバ

ッキングで行うことができる．ただし，Wはビンの幅であり，nは

ピース数である．                  口
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SteP1

steP2

s士eP3

S士eP4

s士eP5

s士eP6

s七eP7

     アルゴリズム2．3

p22をBLで詰める； もし右端（Wが奇数のときは右

端のiつ左）まで詰めることができなけれぱ，そのレベ

ルのピースはすべて詰めないでおく； すなわち，p22

をしn22／Lw／2」」列をBLで詰め，その高さは

2・しn22／Lw／2」」である；

p21をBLで詰める； もし右端（Wが奇数のときは右

端の1つ左）まで詰めることができなけれぱ，そのレベ

ルのピースはすべて詰めないでおく； また，もし詰め

たレベルが奇数の場合は，一番上のレベルのピースはす

べて詰めないでおき，高さを偶数にする； すなわち，

p．1を2・Ln2i／（2・Lw／2」）」列詰め，その

高さは2・Ln21／（2・Lw／2」）」である；

もしWが奇数ならば，p12を右端の幅1の空き地に左の

ピースの高さまで詰める；

残ったp22をBLで詰める；

p12をBLで詰める；

残ったp2一をBLで詰める；

p〕をBLで詰める；

 （証明） このアルゴリズムでは，［定理2．1］の証明の場合

と同様に，pいはないものとして考える．

 s士ep1，s士ep2では，Wが偶数のときはタイトなバッキングであ

る．Wが奇数のとき，s七ep3でpi2を右端の幅1の空き地に詰める．

左に詰められているピースの高さは偶数であるので，もしp12が十

分あり，左のピースの高さまで詰めることができるならば，steP3

終了後はWが奇数の場合もタイトに詰められる．もしpi2が左のピ

ースの高さまで詰めることができないならば，右端に幅1の空き地
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ができるが，幅1のピースがないので最適なパッキングである（図

2．31）・．

％

図2．31 アルゴリズム2．3によるパッキング例1

 step4では，1列に満たない（たかだカ）Lw／2」一1個の）

p22をBLで詰め，s七ep5では，その続きにp12をBLで詰める．

ここまでは明らかにタイトなパッキングである．次に，（たカ）だか

2・LW／2」一1個の）p21をBLで詰めるのであるが，このと

きWが偶数，奇数であるに関わらず，右端に1x2’の空き地ができ

る可能性がある．しかし，残ったp21を詰めたときの高さは，たか

だか2であるので（∵p21はたカ）だか2・Lw／2」一1個），

p12を1つ取り除き，・そこにp2iを2つ詰め，空き地をなくしてし

まいっpi2をその上のレベルに詰めるという操作をとる必要はない．

ゆえに，この場合も最適なバッキングである（図2．32）．
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図2．32 アルゴリズム2．3によるパッキング例2

 このアルゴリズムでは，s七ep1で残った，たかだかLw／2」

一1個のピースの詰め直しと，step2で残った，たかだか2・

Lw／2」一1個のピースの詰め直・しがある（これは，前もって，

ピースの数カ）らレベルの数を計算することによって，避はることが

できる）だξナで，それ以外に詰め直しは起こらない．したがって，

このアルゴリズムはO（h）回のBLバッキングで行うことができ

る．                 ’       口

2．5 緒言

 本章では，ビンの幅，ピースの幅，高さを整数値に制約した2次

元ビン・パッキング問題を取り上げ，その厳密解法を考察した．こ

の制約のもとで，ピースの種類をWXhの部分矩形に限定すること
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によって，線形時間で最適解が得られるかどうかについて考察した．

その結果，少なくともピースの種類が4x1，工x4，2x2の部

分矩形である場合までは，線形時間で最適解が得られる、ことを明ら

かにした．
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妄言3…毒 ピースに制約を加えた
2次元ビン．パッキング
問題の近似解法

3．1 I緒言

 本章では，ピースに制約を加えた2次元ビン・バッキング問題に

対する3つの近似解法を提案し，その良さを評価する．wxhの部

分矩形においてWおよびhの値が前章で見い出した厳密解法の整数

値を越えると，もはや時間計算量がピース数nの線形時間となる厳

密解法は期待できそうにない状況にあり，近似解法を主題と世ざる

をえないと思われる．このような場合でも，前章で見い出した厳密

解法の考え方や解法そのものを活用することにより・良い近似解法

を構成することができる可能性があると思われる．

 まず，近似解法の最悪の場合の理論的解析を考え，ピースの種類

を3x2の部分矩形に限定した場合の近似解法を提案する．この近

似解法は前章のピースの種類が4X1の部分矩形である場合の厳密

解法の考え方を基にしたものであり，線形時間で最悪の場合でもた

かだか高さが1しか悪くならない近似解が得られることを明らかに

する．

 次に，ピースの種類をwx1およびwx2（w≧5）の部分矩形

に限定した場合の近似解法を提案し，その良さを既存の近似解法で

あるレベル・アルゴリズムとの比較実験を通して評価する．ピース

の種類がWX1の部分矩形である場合の近似解法は，前章のピース

の種類が4X1の部分矩形である場合の厳密解法を活用したもので

あり，ピースの種類がwx2の部分矩形である場合の近似解法は，

前述のピースの種類が3x2の部分矩形である場合の近似解法の考

え方を基に，ピースの種類がWX1の部分矩形で奉る場合の近似解

法を活用したものである．

一42一



3．2 近似解法の理論的解析

     ～ピースの種類が3x2の部分矩形である場合

 本節では，ピー一スの種類を3x2の部分矩形に限定した場合につ

いて議論する．この場合には常に最適解が得られるとは限らないが，

最悪の場合でもたかだか高さがIしか悪くならない近似解法を提案

し，次の定理を導いている．

 ［定理3．1］ ピースの種類を3x2の部分矩形に限定する．

このとき，ピースをアルゴリズム3．1で詰めると，近似度は次の

ようになる．

 H自≦H．Pt＋1

また，このアルゴリズムは0（n）回のBLパッキングで行うこと

ができる．ここで，Hρは近似解法でのパッキングの高さ，H。。tは

最適なバッキングの高さである．ただし，Wはビンの幅であり，n

はピース数である．                  口

SteP1

s七eP2

s七eP3

S七eP4

s七eP5

    アルゴリズム3．ユ

    メイン・ノレーチン

幅2以上の高き1のピース（p31，p21）を縦に2つ並

べて，高さ2のピースとする； ただし，n3ユ，n21が

奇数となり，ピースが1つ余る場合は，余ったピースは

s七ep7で詰めるので，そのまま残しておく；

if W＝偶数 then 手続きevenを行う；

if W＝奇数 then 手続き。ddを行う；

if （Wが偶数のとき，W≧6）or

  （Wが奇数のとき，W≧9）then

  手続きexchangeを行う；

タイトに詰まっていないレベルで，

手続きrepackを行う；
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s士eP6

s七eP7

s七eP8

pi2をBLで詰める；

残ったピース（たカ）だか，P31とP21が1ずつ）をBL

で詰める；

pllをBLで詰める；

S士eP1

      手続きeVen

p22をBLで詰める；

S七eP玉

s七eP2

      手続き。dd

p32を右端に1列に詰める

p22をBLで詰める；

steP0

S士eP1

     手続きeXCha㎎e

この手続きにおいて交換されるp32は，Wが偶数のとき

ξまフリーのp32であり，Wが奇数のときは右端に1列に

詰められたp32である； このピースをpθ。とする；

Wが偶数のときは，交換することができるフリーのp32

がなくなる（2個未満になる）まで，以下の操作を行

う； また，Wが奇数のときは，交換するために右端の

一番上のp32を取り除くことによって，その時点でタイ

トに詰まっている最高レベルの高き（Ht）未満になる

ならば，交換することを行わず，この手続きは終了す

る；

同じレベルのp223個をp。。2個と交換し，交換された

p223個をBLで詰める；

SteP1

     手続きrepack

残ったp32が1個以下ある場合は，p22，p32の順に
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steP2
BLで詰める；

残ったp32が2個以上ある場合は，p32，p22の順に

BLで詰める；

 （証明） このアルゴリズムでは，［定理2．1］の証明の場合

と同様に，pliはないものとして考える．

（1） W：偶数（手続きeven）の場合

 この場合はWが偶数であるので，手続きevenのs七ep1で，p22を

、

％

図3．1 アルゴリズム3．1．によるパッキング例1

（手続きeイ。hange）
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B Lで詰めたとき，一番上のレベルを除いてタイトである．

 次に，W≧6のとき手続きexchangeを行い，できる限り，かつタ

イトを崩さずに，p32をp22と交換する（図3．1）．p32をp22

と交換する方法は，p322個とp223個との交換のみが考えられる．

よって，手続きexcha㎎e終了後も，一番上のレベルを除いてタイト

であり，p32ができる限りp22と交換されている．

 こ乙で，p22が十分あり，p32が手続きexchangeでできる限り交

換されているならぱ，手続きrepackで残ったp32は1個以下である．

p32が1個以下ならば，手続きrepackで一番上のタイトでない（唯

一の）レベルの続きにp32をBLで詰める．この場合は，一般には，

一番上の高き2のレベルを除いてタイトとなるが，上の2つの高き

2のレベルがタイトとならない場合がある（図3．2）．しかし，

図3．2 アルゴリズム3．1によるパッキング倒2

     （手続きrepaCk）
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この場合でも面積の下限から考えて，この解法によるバッキングの

高さは最適解に比べてたかだか1しか悪くならないので近似度は保

たれる．その後，s七ep6でpi2がBLで詰められ，step7で残って

いる（たカ）だか1個の）p31，p21がBLで詰められる．この場合

も，一般に，一番上の高さ2のレベルを除いてタイトである．ただ

し，s士ep7でp31，p21を詰めるとき，高き3のタイトでない領域

を作る可能性がある（図3．3）．しかし，この場合も面積の下限

から考えて，この解法によるバッキングの高さは最適解に比べてた

カ）だカ）1しか悪くならないので近似度は保たれる．

 次に，手続きrepackで残ったp32が2個以上ある場合を考える．

この場合が起こるのは，もうこれ以上p32をp22と交換できない場

合であり，上のタイトでないレベルにはp22は2個以下である．こ

”微

・図3．3 アルゴリズム3．1によるバッキング倒3

      （手続きeVen）
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の場合は，たとえすぺてのピ」スの高さが1であると考えても，た

かだか1回を除いて幅3のピースと幅2のピースの交換はできない

ので，手続きrepackでp32，p22を順にBLで詰めれば近似度は保

たれる．また，p2i2個とp31，幅1の空き地との交換がたかだか

2回考えられるが，これを行ってもバッキングの高さは最適解に比

べてたかだか｝しか悪くならないので近似度は保たれる．その後，

s七ep6でp！2がBLで詰められ，s七ep7で残っている（たカ）だか1

個の）p3ユ，p2iがBLで詰められる．この場合，p3iとp2い幅

1の空き地を交換して空き地を減らすことがで一きるが，それを行わ

なくてもバッキングの高さは最適解に比べてたかだか1しか悪くな

らないので近似度は保たれる（図3．4）．

 以上のことから，W＝偶数の場合にこのアルゴリズムで詰めると，

〃

図3．4 アルゴリズム3．1によるバッキング倒4

     （手続きeVen）
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近似度はH自≦H。。t＋ユとなる（図3．5）．

’

図3．5 アルゴリズム3．1によるバッキング例5

     （手続きeV㎝）

（2） W＝奇数（手続き。dd）の場合

 この場合にはWが奇数であるので，タイトに詰めるためには各レ

ベルにp32が必要である．そのために手続き◎ddのstep1でp32を

右端に1列に詰める．p32の左には，幅W’（W’：偶数）のビン

があることになる．手続き。ddのstep2では，p22をB Lで詰・める．

ここで，p32が十分あり，タイトなp22の最高レベルまで詰めるこ

とができるならば，手続き。ddを行った後は，幅W’の一番上のレ

ベルを除いてタイトである・

 次に，もしp32がタイトなp22の最高レベルまで詰めることがで

きないならば，手続き。ddのstep2でp32の上にp22を詰めること
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になり，右端に幅ユの空き地ができる。しかし，p32はないので

pコ2以外で空き地をなくすることはできない．この場合，手続き

ξxchangeは行われずに，．手続きrepackへ進む．手続きrepackでも，

p22しかないので右端に幅1の空き地ができたまま詰められる．

step6でpi2がBLでまず右端の幅1の空き地に詰められ，s七ep7

で残っているp・i，p21がBLで詰められる．この場合，p31と

p21，幅1の空き地を交換して空き地を減らすことができるが，そ

れを行わなくてもバッキングの高さは最適解に比べてたかだか1し

か悪くならないので近似度は保たれる（図3．6）．

 幅W’の一番上のレベルを除いてタイトである状態で手続き

。ddを終了した場合は，W≧9のとき手続きexchangeを行う（図

3・7）．この場合も（1）の場合と同様に，手続きexchange終了

図3．6 アルゴリズム3．1によるパッキング例6

     （手続き。dd）
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％

％％

@％

・‘

図3．7 アルゴリズム3．1によるバッキング例7

     （手続きeXChange）

後は，幅W’の一番上のレベルを除いてタイトであり，P32ができ

る隈りp22と交換されている．

 ここで，p22が十分あり，p32が手続きexchangeでできる限り交

換されているならば，手続きrepackで残ったp32は1個以下である．

1個以下の場合も（1）の場合と同様に，手続きrepackで一番上の

タイトでない（唯一の）レベルの続きにp32をBLで詰めれば近似

度は保たれる．また，手続きrepackでp32が2個以上ある場合も（

1）の場合と同様に，p32，p22の順にBLで詰めれば近似度は保

たれる．
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 以上のことから，W＝奇数の場合にこのアルゴリズムで詰めると，

近似度はH自≦H。。t＋1となる（図3・8）・

図3．8 アルゴリズム3．1によるバッキング例8

     （手続き。dd）

（3） アルゴリズムの時間計算量

 ［定理2．1］の証明の場合と同様に，このアルゴリズムは，1．

つのピースをたかだか定数回しか詰め直すことを行わないので，

O（n）回のBLバッキングで行うことができる．     口

3．3 近似解法の計算機実験

 本節では，ピースの種類をwx1およびwx2（w≧5）の部分

矩形に限定した場合について，前章のピースの種類が4×1の部分

矩形である場合の厳密解法を利用した近似解法を提案し，その良さ
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を既存の近似解法であるレベル・アルゴリズム＝6】との比較実験を

通して評価している．

3．3．1 ピースの種類がwxヱおよびwx2の部分矩形である場合

 まず，ピースの種類をwx1（w≧5）の部分矩形に限定した

場合を問題にする．この場合には，ピースをwが5以上のものと4

以下のものに大別して処理する手法が考えられる．アルゴリズム

3．2はこの考えに基づいて提案したものである．

s士eP1

s士eP2

s七eP3

     アルゴリズム3．2

幅wから幅5までのピースを幅の大きなピースから順に

BLで詰める；

Step1で詰められた高さまで，幅4から幅1までのピー

スをその順にBLで詰める；

その上に残った幅4から幅1までのピースをアルゴリズ

ム2．1で詰める；

 次に，ピースの種類をwx2（w≧5）の部分矩形に限定した場

合を問題にする．この場合には，高き1のピースを縦に2つ重ねて

すぺて高き2のピースとして扱うものと，高き1のまま残るたかだ

かそれぞれ1個のピースに大別して処理する手法が考えられる．ア

ルゴリズム3．3は，この考えに基づいて，高さが2のピースに対

してアルゴリズム3．2を適用するとともに，高き1のピースを常

にBLで詰めるのではなく，より良い解にするための交換手続きを

工夫したものである．

S七eP1

     アルゴリズム3．．3

幅2以上で高き1．のピースについて，同じ幅のピースを
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Iと三を交換

一一

図3．9 アルゴリズム3．3のs士ep3の操作
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□1□1三1交換
一 ■

O

O

図3．10 アルゴリズム3．3のstep4の操作
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□とE を交換

○

図3．ユ1 アルゴリズム3．3のs七ep5の操作
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□1胃でE と交換
■

］

〃

O

図3．12 アルゴリズム3．3のstep6の操作
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steP2

s七eP3

SteP4

s七eP5

s士eP6

s±eP7

steP8

縦に2つ並べて高さ2のピースとする； ただし，ピー

スが1つ余る場合はそのまま残しておく；

高き2のピースを前述のアルゴリズム3・2で詰める；

タイトでない領域のm個（m≧2）のp12を高き1のピ

ースを重ねて作られたp．2と交換する（図3．9）；

タイトでない領域のp12が1つのときは，タイトな領域

からp12をIつ取ってきて，それらのピースを高き工の

ピースを重ねて作られたp22と交換する（図3．1O）；

タイトでない領域の高さ2のピースで作られたピースと，

タイトな領域の高き1のピースを重ねて作られた同一幅

のピースを交換する（図3．ユ1）；

タイトでない領域にpi2がまだ1つだξナ残っている場合

は，p〕2個よりp12を作り，これらのp122個を高

き1のピースを重ねて作られたp22と交換する（図

3．12）；
残っている高き1のピースと交換された高さ1のピース

を幅の大きなピースから順にBLで詰める；

pllをBLで詰める；

3．3．2 計算機実験による評価

 前項で提案した近似解法を，計算機実験によって既存の近似解法

であるF FD H一レベル・アルゴリズム；6】との比較で評価する．

比較基準として，FFDH一レベル・アルゴリズムを取り上げたの

は，このアルゴリズムが最悪の場合の解の振舞いの点から考えて，

最も良い近似解法の1つであることが知られているからである．

 ふつう，近似解法での評価基準は，‘‘近似解／最適解の平均値”

である近似度を用いる．しかし，本節では，‘‘すべての近似解の中

で最適解と一致した解の割合（％）”を最適率と呼び，これを評価
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基準に用いる．この理由は，アルゴリズム3．2，アルゴリズム

3．3で求まった近似解がすべて最適解十1で収まり，近似度に差

異が少なかったからである．

 計算機実験にあたっては，問題例を（1）矩形分割法（RD G），

（2）乱数ヒース発生法（RPG）によって生成するものとし，ビ

ンの幅を10から40の範囲で，ピース数を40から400の範囲

で変更して試行し，各試行に対しては100個の問題例を生成して

いる。なお，RPG法により生成される問題例に対しては，ピース

の面積の総和から下界を求め，それを最適解の代わりに用いる．

 1）アルゴリズム3．2の評価

 アルゴリズム3．2とレベル・アルゴリズムの実験による最適率

を表3．1に示す．ピースの幅の最大値が5の場合は，RDGも

RPGも16試行（1600例）行い，ピースの幅の最大値が8と

15の場合は，いずれも，RDGもRPGも8試行（800例）行
った・アルゴリズム3・2は問題例6400すべてに対して最適解
を得ている．

 表3．ユからわかるように，RPGよりRDGで問題例を生成し

た方が解が悪い傾向にある．これはRD Gで生成した最適解はすべ

てタイトな最適解であり，最適解の自由度が少ないためであると考

えられる．また，表3．1ではわからないが，各試行による最適率

の差は大きく，ピース数が多くなればなるほど最適率が良くなる傾

向にあつた．

 2）アルゴリズム3．3の評価

 アルゴリズム3．3とレベル・アルゴリズムの実験による最適率

を表3．2に示す．ピースの幅の最大値が5の場合は，RDGは

20試行（2000例一），RPGでは16試行（1600例）行
い，ピースの幅の最大値が8と15の場合は，いずれも，RDGも

RPGも8試行（800例）行った．アルゴリズム3．3はいずれ
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表3．1 アルゴリズム3．2の実験結果（最適率）

ピースの幅の レベル・アルゴリズム アルゴリズム3．2

量大値（W） RDG RPG RDG RP G

5 69．眺 94．0塁 100．0％ 100．0％

8 24．6駕 75．3％ 100．0％ 100．0％

15 15．峨 69．3駕 100．0％ 100．0％

表3．2 アルゴリズム3．3の実験結果（最適率）

ピースの幅の レベル・アルゴリズム アルゴリズム3．3

最大値（W） RDG RPG RD G RPG

5 4．6％ 46．旦晃 100．O％ 100．O％

8 0．6％ 19．8駕 99．6晃 98．9％

15 0．3％ 12．3罵 96．9罵 97．3見

の場合にも95％以上の最適率を得ている．

 アルゴリズム3．2の場合と同様に，RPGよりRDGで問題例

を生成した方が解が悪い傾向にある．また，表3．2ではわからな

いが，アルゴリズム3・2の場合と同様に，各試行による最適率の

差は大きく，ピース数が多くなればなるほど，最適率は良くなる傾

向にあった．また．，ピースの幅の最大値Wが大きくなればなるほど，
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すなわち，ピースの種類が多くなればなるほど，最適率は悪くなる

傾向にあつた．

3．4 緒言
 本章では，ビンの幅，ピースの幅，高さを整数値に制約した2次

元ビン・バッキング間題を取り上げ，その近似解法を考察した．ま

ず，近似解法の理論的解析として，ピースの種類を3x2の部分矩

形に限定した場合の近似解法を提案し，その解法が線形時間で最悪

の場合でもたかだか高さが1しか悪くならない近似解が得られるこ

とを示した．次に，ピースの種類をwx1およびwx2（w≧5）

の部分矩形に限定した場合の近似解法を提案し，その良さを既存の

近似解法であるレベル・アルゴリズムとの比較実験を通して評価し

た．実験結果から，提案した2つの近似解法は，計算時間も妥当で

あり，性能の点でも良い近似解法であると評価している・
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第4軍 ボロノイ図を応用した
真円度を求める解法

4．1 緒言

 本章では，ボロノイ図を応用した真円度を求める多項式時間の厳

密解法を提案し，その最適性と時間計算量を明らかにする．

 真円度U6］は，穣械部品の精度として重要な幾何公差（形状公差）

の1つであり，“円筒断面の輪郭を2つの同心円ではきんだとき，

両円の間隔が最小となる両円の半径差”と定義される（図4．1）．

 真円度を求める手法としては，これまでのところ，最小自乗法に

よる解法，月in－NaX法を適用した解法，シンプレックス法を用いた

解法等が考えられているが，近似解法に過ぎないとか，厳密解法で

○  ●

●

●             ○
○

● ●

●

●

○

■

十

●

■

●

○          ●

○       ●
■

図4．1  真円度
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あっても時間計算量に難点があるものであって，時間計算量が多項

式時間である厳密解法は知られていない．

4．2 最近点および量違点のボロノイ図とそれらの構成算法

4．2．1 最近点および最遠点のボロノイ図

 ポロノイ図（勢力圏図）［8】H3］とは，次のように定義されるも

一のである．

“平面上のn個の点p1＝（xj，yj）（i・1，2，…，n）に対して，点

piの‘勢力圏’V（pi）を

     ［
V（P1）＝∩｛P：（x，y）ld（Pi，P）≦d（Pj，P）｝

     」昌i

と定め，V（pi）（i・1，2，…，n）による平面分割をボロノイ図と呼

70

●11
2．  6●

9●
5●

ユ・

    ●128●
3●

●

10

4●

図4．2 最近点のボロノイ図
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ぶ（図4．2）”．ここで，d（P；，P）は2点Pi，Pのユークリ

ッド距離，すなわち，d2（pi，p）＝（x－x；）2＋（y＿y；）2であ

る．

 ボロノイ図において，‘勢力圏’V（pi）を点piのボロノイ領域

と呼び，これは凸多角形である．また，ボロノイ領域の頂点をボロ

ノイ点，辺をボロノイ辺と呼ぶ．

 以上は，最近点（勢力圏）を表すボロノイ図であるが，これに対

して，最淳点（非勢力圏）を表すボロノイ図い3］も考えられ，次の

ように定義される．

“平面上のn個の点p1＝（xi，yi）（i・王，2，…，n）に対して，点

piの‘非勢力圏’U（pi）を

ユ0

07

    ．6  ，1
2・

12
        5●

●9
1

ユ●
●12

3●
●10

11
      4●

図4．3 最遠点のボロノイ図
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     n
U（P1）＝n｛P＝（x，y）ld（Pi，P）≧d（Pj，P）｝

     j＝i

と定め，U（pi）（i・1，2，…，n）による平面分割を最遠点のボロノ

イ図と呼ぶ（図4．3）”．

 最遠点のボロノイ図の場合はすべての点が領域を持つわけではな

く，与えられたn個の点の凸包上の点のみ領域を持つ・

4．2．2 最近点および最遠点のボロノイ図の構成算法

 ボロノイ図の構成算法は，分割統治法を用いる手法が考えられて

いる．最近点のボロノイ図の構成算法をアルゴリズム4．1に示す

い3】．

S七eP1

s七eP2

s士eP3

     アルゴリズム4．1

n個の点をX座標の値に関してソートし，その噸にpl，

…，P。とする；

これらの点を左側の点の集合L＝｛pi，…，pl・ノ21｝

と右側の点の集合R：｛p王。。2］。コ，…，p、｝に二等分

し，それぞれに対するポロノイ図V（L），V（R）を
再帰一 Iに構成する；一

点集合L，Rから等距離な点の集合の軌跡（折れ線）を

求め，その線より左にあるV（R），その線より右にあ

るV（L），それぞれのボロノイ点，ボロノイ辺を除く

ことによって，2つのボロノイ図V（L），V（R）を

併合する（図4．4）；

 s七ep3の併合は併合する図の点の数に比例する手間で行えるので，

アルゴリズム4．1の時間計算量はO（nlogn）である王ユ3］．

 次に，最遠点のボロノイ図の構成にあたっては，アルゴリズム
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・一一一一一… ﾊ近点のボロノイ図V（L）
   最近点のボロノイ図V（R）
   点集合L，Rから等距離な
   点の集合の軌跡

図4．4 最近点のボロノイ図の併合
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図4．5 最遠点のボロノイ図の併合
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4．1で等距離な点の集合の軌跡より遠い側を取り除いたのに対し

て，近い側を取り除けば済む．したがって，最遠点のポロノイ図の

構成算法はこの点を除いてアルゴリズム4．1と同じである．この

算法をアルゴリズム4．2に示すH3】．

S士eP1

steP2

s士eP3

     アルゴリズム4．2

n個の点をX座標の値に関してソートし，その順にpl，

…，p。とする；

これらの点を左側の点の集合L＝｛pl，…，pl。・21｝

と右側の点の集合R：｛p＝。。2川，…，p、｝に二等分

し，それぞれに対するボロノイ図U（L），U（R）を

再帰的に構成する；

点集合L，Rから等距離な点の集合の軌跡（折れ線）を

求め，その線より左にあるU（L），その線より右にあ

るU（R），それぞれのボロノイ点，ポロノイ辺を除く

ことによって，2つのボロノイ図U（L），U（R）を

併合する（図4．5）；

 アルゴリズム4．2の時間計算量も1同様にO（n logn）である

H3】．

4－3 一真円度を求める解法

 円筒断面の輪郭がn個の点で与えられているとする．このとき，

真円度を決める同心円の中心はその点からの最も近い点（1点とは

限らない）と最も遠い点（1点とは限らない）の距離の差が最小と

なる点である．ところで，n個の点についてのボロノイ図を考える

と，最近点のポロノイ領域内の点はその領域に対応する点が最近点

であり，最遠点のポロノィ領域内の点はその領域に対応する点が最

一68一



遠点になっている．ここで，最近点のボロノイ図と最遠点のボロノ

イ図の結ぴ（union）をとると，平面はたかだか0（n2）個の領域

に分割され，各領域内の点は最近点と最遠点が唯一に決められてい

る．

 なお，最近点と最遠点のボロノイ領域はいずれも凸領域であり，

2つの凸領域の交わり（ln七ersec士ion）は凸領域であることから，

2つのポロノイ図の結びとして作られる各領域は凸領域であること

に注意しておく．

 以上のことから，真円度を決める同心円の中心は，与えられたn

個の点に対する2つのボロノイ図の結びの領域について，その領域

内の点で最近点および最遠点への距離の差を最小とする点を見い出

せばよいことになる．すなわち，結びの領域r内の点をp（Xp，

y。），その領域に対する最近点および最遠点をそれぞれV（X、，

y、），u（X。，y。）とすれば，問題は領域r内で距離の差の関

＼

V

図4．6 距離の差の関数と凸領域
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数

  一町丁＝雨
を最小とすると定式化できる．

 開教fは双曲線となるので，結びの領域側（最近点側）からみる

と凹関数であり，結びの領域は先に指摘したように凸領域であるの

で，最適解は必ず結びの領域の頂点にある（図4．6）．したがっ

て，問題の最適解の探索は，2つのボロノイ図の結びについて，最

近点のボロノイ点，最遠点のボロノイ点，および，最近点のポロノ

イ辺と最遠点のボロノイ辺との交点のみを調べることで済む．

 上述の・論拠に基づいて真円度を求める解法としてアルゴリズム

4．3を提案する．

SteP1．

steP2

steP3

S七eP4

steP5

     アルゴリズム4．3

アルゴリズム4．1を行い，最近点のボロノイ図を構成

する；

アルゴリズム4．2を行い，最遠点のボロノイ図を構成

する；

step1，2で求めた2つのボロノイ図の結び（Union）

をとる（図4．7）；

2つのボロノイ図の結びの図の各点（最近点のボロノイ

点，最遠点のボロノイ点，最近点のボロノイ辺と最遠点

のボロノイ辺との交点）に対して，その点からの最近点

と最遠点の距離の差を求める；

最近点と最遠点の距離の差が最小となる点とその値を求

める； ．最小となる距離の差が真円度であり，最小とな

る点が真円度の同心円の中心である（図4．8）；
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図4．7 最近点と最遠点のボロノイ図の結び
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●

●

○

○  真円度の同心円の中心

図4．8 真円度の同心円
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アルゴーリズム4．3の時間計算量

 アルゴリズム4．3におけるs七ep1，s七ep2の最近点と最遠点の

ボロノイ図の構成は，前節で示したように0（nlogn）の時間計

算量でできる．2つのボロノイ図は平面グラフであり，頂点の数，

辺の数，領域の数はすべて0（n）である．したがって，step3で

の2つのボロノイ図の緒びは0（n2）の手間で作ることができ，

できあがった結びの図の頂点，辺，領域の数はたかだか0（n2）

である．s七ep4では，たかだか0（n2）個の各点に対してその点

からの最近点と最遠点の距離の差を求めるが，これは結び（union）

をとるときに各点の最近点と最遠点を1つずつ記憶しておくことに

よって各点に対して0（1）の手間セできる．step5は，s七ep4で

計算された各点についての最近点と最遠点の距離の差のうちで，最

小となる点を見い出す手続きであり，これに要する手間はたかだか

O（n2）である．

 以上のことから，アルゴリズム4．3全体の時間計算量は，

O（n2）ということになる．

4．4 緒言

 本章では，機械部品の精度にとって重要な因子の1つである真円

度を求める解法として，最近点のボ1コノイ図と最遠点のボロノイ図

の結び（Union）をとるという考えに基づいた解法を提案し，その

時間計算量がO（n2）であることを明らかにした．

 本解法は，計算幾何学の中心課題の1つであるボロノイ図の1つ

の応用を指摘するだけでなく，真円度の決定問題に対して実用的に

も有力な解法になるものと言子価している．

 また，本問題を3次元に拡張すると，真円度は真珠度となり，真

珠度も3次元のボロノイ図を構成することによって，同様に多項式

時間で求めることができる．．

一73一



賃善5主義 系吉言合

 本論文では，コンピュータ・サイエンスの中で急速に発展してき

た計算幾何学の分野に属する2つの問題，2次元ビン・パッキング

問題と真円度問題を取り上げた．

 2次元ビン・バッキング問題については，ビンの幅，ピースの幅，

高さをすぺて整数値とし，ピースの種類をwXhの部分矩形にする

という制約を加えた場合について，この問題の扱いやすき（士raC一

七ab川上y）を考察し，次の成果を得た．

（1） ピースの種類を4x1，1x4，2x2の部分矩形に限定
    した場合の」解法を考案し，それらの解法が線形時間で最適

    解が得られるものであることを明らかにした．この結果は，

    2次元ビン・パッキング問題に対して線形時間の解法が存

    存する限界を明らかにしたものと考えている．

（2） ピースの種類を3x2の部分矩形に限定した場合の睡法を

    考案し，この解法が線形時間で最悪の場合でもたかだか高

    きが1しか悪くならない近似解が得られるものであること

    を示した．

（3） ピースの種類をwx1およびwx2（w≧5）の部分矩形
    に限定した場合の近似解法を考案し，その良さを既存の近

    似解法であるレベル・アルゴリズムとの比較実験を通して

    評価した．その結果，考案した2つの近似解法が，言十算時

    間も妥当であり，性能の点でも既存の解法よりも良い近似

    解法であることを示した．

 真円度問題については，計算幾何学の中心課題の1つであるボロ

ノイ図を利用することによって，機械部品の精度として重要な幾何

公差のヱつである真円度を求める多項式時間の厳密解法が存在する

ことを指摘し，その最適性と時間計算量を明らかにした．ごの解法
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は，最近点のボロノイ図（勢力圏図）と最遠点のボロノイ図（非勢

力圏図）の結び（uniOn）をとるという考えに基づいたものであり，

その時間計算量はO（n2）である．
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