
Title 神経興奮の非線形力学系モデルの簡約化と解析

Author(s) 前田, 義信

Citation 大阪大学, 1998, 博士論文

Version Type VoR

URL https://doi.org/10.11501/3144053

rights

Note

The University of Osaka Institutional Knowledge Archive : OUKAThe University of Osaka Institutional Knowledge Archive : OUKA

https://ir.library.osaka-u.ac.jp/

The University of Osaka



学位論文

       神経興奮の

非線形力学系モデルの簡約化と解析

ユ998年！月

大阪大学大学院 基礎工学研究科

 物理系専攻 生物工学分野

前田義信



論文要旨

 本論文は，神経興奮現象の生成・制御メカニズムの非線形力学系モデルによる研究を

纏めたものであり，以下の6章から構成される．

 第1章では，本研究の動機となる問題を提起する．我々が外界に働きかけたり，外界

から働きかけられたりする際に，神経系がその中心的な役割を果たすが，その結果出現

するダイナミクスがどのようなメカニズムから生成されるのかを非線形力学系理論の立

場から明らかにしたい．

 第2章では，神経細胞膜の力学系モデルーヤリイカの巨大軸索のモデル（4変数の

Hodgkin－Hux1ey方程式）とイソアワモチの食道環神経節ぺ一スメーカ細胞のモデル（8変

数のHodgkin－Hux1ey型方程式）一の構築過程を簡単に紹介し，それらモデルがパラメー

タ（直流刺激電流）値の変化に対して示すダイナミクスを計算機シミュレーションによっ

て調べる．

 第3章では，第2章で調べたダイナミクスを生成する本質的要素を抽出するために，

力学系モデルを簡約化する．往々にして，実験データに裏付けられる力学系モデルは多変

数で記述されることが多く，モデルの簡約化はそのダイナミクスをほぼ定量的に保存した

まま，我々に最小変数モデルを提示する、神経細胞モデルの簡約化にはKep1er－A1）1）ott－

Marderによって提唱された系統的簡約化法が有効である．本章では，第2章で掲げた2

つのモデルだけでなく，一般的にη変数のHodgkin－Hux1ey型方程式の簡約化について

述べ，適用例として，8変数のイソアワモチのぺ一スメーカ細胞モデルが3変数モデルま

で段階的に簡約化される過程を示す．その際，各変数の定常状態における時間波形，分

岐構造，平均興奮率が，定量性を測る基準となる．得られた3変数モデル（最小変数モデ

ル）が示す大域的振舞いは，本章末尾で計算機シミュレーションによって明らかにする、

 第4章では，簡約化モデルが元のモデルのダイナミクスをほぼ定量的に再現する理由

を解析的に探究する．また，定量的に再現できない部分についても，何故できなかったの

かを明らかにする．方法としては，元のモデルと簡約化モデルの平衡点近傍で線形化を行

ない，簡約化によって削減される固有値や固有ベクトル（空間）を固有方程式を用いて明

らかにする．簡約化のメカニズムを摂動法の観点から明確にすることを試みる．分岐に

ついても同様の方法で調べる．これらはすべて第3章と同様，η変数のHodgkin－Hux1ey

型方程式に対して解析を進め，適用例として，4変数のHH方程式から3変数，2変数モ

デルまで簡約化される過程を示す、イソアワモチのぺ一スメーカ細胞モデルの簡約化に

関しては，本論文で定義し使用する変数定数化法の適用に対して詳細に述べる．

 第5章では，簡約化モデルが示す一見複雑な興奮現象（自律的バースト放電）の背後

にある力学系を，（幾何学的）特異摂動法，力学系の分岐理論を用いて明らかにする．こ

こでは，モデルを速いサブシステムと遅いサブシステムに分割し，遅いサブシステムを

構成する変数をパラメータとして速いサブシステムの分岐構造を調べる．速いサブシス



テムの分岐構造が，自律的バースト放電の生成・制御メカニズムの背後にある力学系が

生み出す分岐構造であることを例証する．また，このような方法を用いた結果から，自

律的バースト放電がいくつかの種類に分類されるので，それらとそれらの性質をリスト

アップし，イソアワモチの食道環神経節ぺ一スメーカ細胞のモデルがどのタイプのバー

スト放電を示すかを述べる．

 第6章では，本論文の結果を総括し，今後の課題について述べる．
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片    立

引1早
序論

1．1 はじめに

 “人間とは何か”は人類の歴史が始まって以来，多くの人々がその答を見つけ出し掌

握しようと試行錯誤を繰り返してきた哲学的命題である．ひとくちに“人間”と提唱し

てみても，その多様な側面一二足歩行動物であること，摂食排泄行為，睡眠覚醒，肉体

の成長，喜怒哀楽といった感情，遊び，意志，創造，理性等＿があるために，それらを

十把一絡げに捉えて議論することはできない．そこで部分を詳細に観察し，考察を重ね，

我々が一体何者なのかを知る努力を重ねてきたのである．元来，人間の精神は心臓に宿

ると考えられていた．確かに生と死を最も明確に区分するのは，心臓の拍動であったし，

心臓は“心”の“臓”器と書く．これは日本語だけに限ったことではないので，世界中の

人々がそのように捉えていたとしても，当たらずとも遠からずといったところだろう．ギ

リシャ哲学の到来とともに，人々はより科学的な“精神”の捉え方をするようになるが，

医学的な解剖を行なうことのなかった往時としては，それ以上の科学的な詮索は不可能

であった．

 近代になって，科学は人問の多様な側面を“脳の活動”の結果であると説明してきた．

すなわち，“人問とは何か”を知ることは“脳とは何か”を知ることと等価になったので

ある．人間の理性，感情，一挙手一投足を司る脳は複雑な生体システムであり，人類が

この未曾有の生体システムに好奇心のメスを入れるに当たって，古来からの哲学的手法

（部分を詳細に調べ，全体を形成）が受け継がれている・つまり，研究の第一歩として，脳

（神経系）はどのような細胞から構成されるのかを明らかにする試みである。神経系は大

加して，神経細胞（ニューロン）とグリア細胞から成る．グリア細胞は神経細胞の約10

倍の数を有しているにもかかわらず，その働きに関しては今ひとつ明らかにされていな

い．一方，神経細胞はシナプスと呼ばれる神経細胞同士の結合（ネットワーク）を介して

電流を流し合うことから，そこに情報のやりとりがあるのではないかと活発に研究が行

われてきた．神経系は，しばしばコンピュータ（ノイマン型）と比較される［411、それは，

コンピュータにおけるディジタル方式が，神経細胞の興奮の悉無律（全か無かの法則）と

対比されるからである．21世紀には，神経系の振舞いを模倣したコンピュータ（バイオ

コンピュータ［41］）が多くの社会に台頭してくるかもしれない．神経系の働きを純粋に理

1



解するためにも，また，その工学的応用一神経細胞膜の電子回路モデルによる研究f771

も成果を上げつつある一に際しても，素子となる神経細胞のダイナミクスを詳細に理解

することが最も根本的な問題である．

1．2 神経系の情報処理と神経細胞のダイナミクス

 生物が外界からの情報を生体内において伝搬し，処理し，自分と自分を取り巻く世界

を認識したり，また外界（世界）へ働きかける際に，神経細胞がその中心的な働きを担う．

外界からの物理情報（光，音，匂い，圧力，温度等）は，神経末端の感覚受容器で神経情

報エ54］に変換される．神経情報は，筋肉細胞や神経細胞を経由しながら様々な“媒体”で

表面化する．例えば，軸索上にあるときには神経細胞膜の電気的な興奮（活動電位），神

経細胞間（シナプス間隙）にあるときには化学伝達物質というように。これら電気エネル

ギーや化学エネルギーという媒体を使って，生体が外界との情報のやりとりを実施し生

命活動を営んでいることに疑念の余地はないが，神経情報がどのような“形”で符号化

（コード化）されるのかは，まだ明らかにされていない．しかし，いくつかの生理学実験

結果1471：

 ．樹状突起や神経細胞体に数多く存在するシナプスでは，前細胞から量子単位で化学

  伝達物質が放出される．

．シナプスには，電流に方向性（整流性）があり，後細胞から前細胞へ逆方向に電流

 が流れることはない．

。入力を受けた際に発生するシナプス後電位は，ケーブル理論に従って細胞体へ伝播

 し，時空間的に加重される．

．加重効果によって閾値を越えたシナプス後電位は，細胞体において活動電位へと変

 貌し，軸索を伝って次の神経細胞へと伝導する．活動電位は，振幅，時間幅を一定

 に維持したまま，軸索末端まで伝達される．

 ・閾値に至らなかったシナプス後電位は，たとえ軸索に伝播しても，軸索末端に到達

  するまでに消滅してしまう．

から，活動電位の発生機構を利用した神経情報の符号化が，単一神経細胞に内在してい

ると推測できる．神経細胞の種類は生物種に依存して様々ではあるが，活動電位と呼ば

れる神経細胞膜の興奮現象は，たいていの神経細胞が所持する顕著な特徴である．

 通常，神経細胞は外部電位より低い電位を持ち，外部からの刺激が遮断された状況

では電位が一定に保たれている（静止電位）．神経細胞が何らかの入力刺激を受けるとき，

膜電位は静止電位から離れ，或る閾値を越えたときに急激に正の方向へ変化し，瞬間的



に外部電位より大きくなった（オーバーシュート）後，性急に静止電位に戻るという一連

の電位変化が生じる．このスパイク状の電位変化が活動電位である．

 活動電位を生成する神経機構は，特定のイオンを通過させる膜のイオンチャネルに

ある．特に電位依存性の一過性Na＋チャネルは，リガンド依存性の陽イオンチャネル等，

他の神経機構を介在して変化した膜電位に俊敏に反応し，自らNa＋イオンを細胞内に流

入させることによる正のフィードバック効果も相乗して，急激に膜電位を正の方向に変

化させる．続いて電位依存性の遅延性K＋チャネルが，電位依存性の一過性Na＋チャネ

ルに遅れて活性化し，膜電位を静止電位近傍まで再分極させる．

 本研究の目的のひとつは，神経系を構成する単一神経細胞の電気的興奮現象を，力学

系モデル（理論）を用いて解釈することである．神経細胞膜は，外からの入力刺激に対し

て時空間的なダイナミクスを示す．このダイナミクスの本質を明らかにする目的で，先

すは現象を忠実に再現する力学系モデルの構築が行われる．ところが，現存する多くの

動植物神経細胞の振舞いひとつひとつを再現するようなモデルが，ただ闇雲に量的に提

案されたとしても，決してダイナミクスの本質が明らかになる訳ではない．神経細胞に

は様々な種類が存在し，それ故，それらダイナミクスも多岐にわたるが，殆ど全ての振

舞いに共通する要素＿本論文では主に“モデルの簡約化”という手法を用いてダイナミ

クスの本質究明にアプローチする．実際の神経細胞はモデル化に伴って出現する“変数”

の数よりも次元の低いダイナミクスを呈することが多い一を抽出し，ひとつの体系とし

て総括的に掌握・理解することがダイナミクスの本質を究明することに他ならないと信

じるからである．奇しくも，“真理は体系である”という，信念とも格言とも読みとれる

台詞を残した19世紀のドイツ哲学者へ一ゲルを彷佛とさせるが，これが至言か謬見かを

論ずる学識を著者は持たない．近代科学が，へ一ゲルにより集大成された合理主義に基

づいていると知る上で，ただ本論文でもこれを踏襲するつもりでいる．

 本論文では，神経細胞モデルの一般的代表として有名な，1952年にHodgkinとH／lx1ey

により提唱されたヤリイカの巨大軸索のモデル（以下，HH方程式）と，その40年後の

ユ992年に林と石塚により提唱された修正HH方程式（軟体動物イソアワモチの食道環神

経節ぺ一スメーカ細胞のモデル）を用いて，活動電位の生成メカニズムを明らかにする．

ゲーテは，“空はどこでも青いということを知るために，世界中を旅して見て回る必要は

ない”と言っだそうである．本論文でもたった2つの神経細胞モデルだけを詳細に調べ

るが，その結果が2つのモデルだけに当てはまるものではないことを，随所で明らかに

するであろう．

 さて実際の神経細胞は，実験的に環境を変えてやることで，周期的に活動電位を発振

させたり，自律的バースト放電を示したりすることが知られている．本研究のもうひと

つの目的は，置かれた環境に依存して神経細胞膜の定常的な性質が変わるメカニズムを，

力学系モデルを用いて調べることである．この“置かれた環境”は力学系ではパラメータ

に対応する．著者が所属する研究室では，パラメータに関して以下のような解釈を得て



いる．

・神経細胞（モデル）は，温度，イオン濃度，シナプス強度やシナプス電流など様々．な

 物理的パラメータによって規定される．これらのパラメータ値のセット（パラメー

 夕空問のユ点）に神経細胞のある振舞いが対応する．このパラメータセットは神経

 細胞によっ下神経系の言葉（活動電位列）に変換される（コード化される）べき情報

 である．

神経細胞（モデル）の全ての物理的パラメータ値の変化に対する振舞いが明らかにされた

とき，脳を構成する神経細胞の特徴が解明されたと認識する．できる限り数多くの物理

的パラメータ値を変化させて，モデルの振舞いを明らかにする試みは，研究目的として

“脳（神経系）とは何か”を標傍する研究者に基礎理論を提供できるものと信じている．

l l l

解
釈 モデル化一。一一

 冊型方程式

／

解
釈 Uし

寮；二）〉
幹

峻

帝
第

峻
簡約化

第ユ簡約化（8→7）

第2簡約化（7→4）
第3簡約化（4→3）

紬  到

デ
図1－1：神経細胞のダイナミクスに関する研究の概念図．



第2章

神経細胞とそのモデル

2．1 はじめに

 昨今の測定技術の革命的な進歩は，我々が普段，見たり聞いたり感じたりすることの

できないミクロな世界の振舞いを顕現した．一般的に動物神経細胞の大きさは数ミクロ

ン～1ミリ程度だと言われるが，ガラス微小電極を使うことにより，神経細胞に殆ど傷

を付けることなく細胞内電位を測定できる．また，電極を通して刺激電流を注入できる

ため，刺激に対して神経細胞がどのような電気的興奮を示すのかが明らかにされた．

 1952年のHodgkinとHux1ey［37］によるヤリイカの巨大軸索を用いた電気生理学的実

験は最もよく知られた研究である．巨大軸索の振舞いを定量的に再現する微分方程式モ

デルを初めて世に問うた意味でも，彼らは神経生理学分野における絢欄たる泰斗であろ

う．Hodgkin－Hux1ey方程式（以下，HH方程式）は，巨大軸索が興奮を起こす分子生物学

的機構を如実に含むモデルではないという点で，当初は現象論的モデルであるとされた．

しかし，方程式に含まれるパラメータのひとつひとつが物理的意味（コンダクタンス，ネ

ルンストの平衡電位，温度等）を所持しており，シミュレーションによって得られる結果

（解）が生理学的な実験結果と直接対応することからも，HH方程式は生理学的モデルの

域に到達すべきモデルであると言える．HodgkmとHux1eyの方程式導出の過程を模倣

して，ヤリイカ以外の神経細胞の電気的振舞いを記述するモデルが続々と出現したこと

は，その確たる証拠である．しかし，彼らの提案したモデル（HH方程式）は4変数の非

線形常微分方程式で記述されるため，解析的に解を得ることが不可能である．さらに計

算機パワーの発展途上中も因果して，HodgkmとHux1eyの時代ではシミュレーション

により解を得ることが容易ではなかった．

 HodgkinとHuxleyの報告から半世紀経った現在，計算機パワーと非線形力学系理論

の飛躍的な向上に伴って，HH方程式が呈する“大域的な分岐構造”を明らかにする算段

が整った．この大域的分岐構造を解明することの意義について言及する前に，力学系と

神経細胞の振舞いとの対応関係について述べねばならない．

 力学系［46，73，711とは，時間亡∈況と，”∈況π，μ∈卯に対して，

                 ゐ
                 一＝プ（”，士；μ），         （2．1）
                 倣



の形で記述される微分方程式のことを言う．離散力学系の場合は，式（211〕が差分方程

式になる．πは変数，μはパラメータと呼ばれる．ちなみに，HH方程式はヤリイカの巨

大軸索の力学系モデルであり，膜電位γ∈睨は変数，外部から注入される一定刺激電流

∫、皿f∈況はパラメータである．

 変数の数は，力学系の相空間の次元と一致し，微分方程式は相空間の全ての点にお

いてベクトル場（あるいは流れ）を形成する．ベクトル場はパラメータの値に依存して変

化する．システムが呈する時問的振舞い（ダイナミクス）は相空間に具現するアトラクタ

ー大雑把に，吸引集合（閉不変集合）のことで，例えば，リミットサイクルは周期アトラ

クタ，平衡点は点アトラクタと呼ばれ，これらは位相的に区分される［73］＿で特徴化す

る．パラメータの連続的な変化がベクトル場の連続的な変化を生み，結果として，アト

ラクタの様相を位相的に変化させることがある．このパラメータ上の臨界点を分岐と呼

ぶ．分岐集合はm次元パラメータ空間の中でその幾何学的な様相幸明らかにする．

 他方，神経細胞は置かれた環境に依存して，定常状態で活動電位列や静止電位等を示

す．“神経細胞の置かれた環境”を実験的に変化させると，神経細胞の定常状態での振舞

いが質的に変化することがある．例えば，それまで静止していた膜電位が突然発振する

ような場合である［49］．

 力学系のダイナミクスと神経細胞の電気的振舞いの間の架橋としてHH方程式を位

置づけると，神経細胞のダイナミクスを力学系理論から，すなわち，アトラクタや分岐

等の力学系の用語を用いて説明可能となる．例えば，外部直流刺激電流（パラメータ）の

値を変化させると，静止電位（点アトラクタ）が周期的活動電位列（周期アトラクタ）に

遷移する（分岐する）というような塩梅である．こうして，力学系と神経細胞の振舞いの

対応関係が明らかになる．

 次に，大域的分岐構造の解明の意義について述べる．もしHH方程式が神経細胞の

電気的振舞いを正確に記述するモデルであるならば＿往々にしてモデル化の過程で実物

が持つ多くの情報が失われるのであるが1実験では物理的ないしは生物学的制限から

計測不可能なケースを，理論でもって説明可能となり得るのである．（図2－1参照）．これ

は，神経興奮がパラメータ空間（細胞の置か札た状態を説明する“空間”）でどのような

“位置”を占め，その境界ないしは縮退する先（神経興奮が生成・消滅する空間内の分岐

集合）が何なのかを明らかにする．

 これの意味するところを例を挙げて説明する．例えば，我々が認識する現在の宇宙の

太古の姿，未来の姿はどうなのか，換言すれば，宇宙に始まりがあって終わりもまたあ

るのかというような問題は，宇宙物理学の分野では重要な研究課題である．しかし上述

の制限，例えば誰もが100年足らずで死を迎えるという制限や，有史以前の事実につい

ては知り得る術を持たぬという制限から，宇宙の終わりや，まして始まりに至っては計

測不可能である．それにも関わらず，宇宙物理学における理論は我々にビッグバンやブ

ラックホールの存在等，豊富な知識を与えるのである．誠にスケールが異なって恐縮で
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 図2－1：力学系と神経細胞の振舞いに関する概念図．
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はあるが＿宇宙物理学者からの非難指弾は敢えて受けとめるとして一，神経細胞の電気

的振舞いに対しても同様であると断言してもあながち誤謬ではあるまい．神経細胞モデ

ルの解析壬通して得られる豊富な知識は，神経細胞の興奮現象を体系的に掌握するある

種の客観性を供与する．神経興奮の力学系モデルを用いた研究が最初に目指すのは，退

化した分岐点（組織化中心）を明確にすることであるが，これについては第3章，第5章

で述べる．

 本章では，神経細胞の電気的振舞いとそのモデルについて紹介する．先ず，HH方程

式がどのように導出され（2．2節），刺激に対してどのような振舞いを示すモデルなのかを

述べ（2．3節），続いて一般の場合，すなわちη変数の神経細胞モデルに話を展開する（2．4

節）．そのような例として，林と石塚により構築された軟体動物イソアワモチの食道環神

経節ぺ一スメーカ細胞モデルを紹介する（2．5．1節）．

2．2 Hod－gkin－Hux1ey方程式

 1952年に，HodgkinとHux1ey［37］は，生理学的実験データに定量的な裏付けを持つ

ヤリイカの巨大軸索の神経細胞膜モデルを発表した．膜興奮は主に，Na＋イオンとK＋イ

オンの透過性の一時的な変化によって起こるとしている．それぞれのイオンは，それぞ

れ固有のチャネルを通してのみ膜内外を移動する．

 以下にHodgkm－Hux1ey（HH）方程式を示す．

          dγ
        0γ一＝∫、皿r∫M。（γm，ん）イK（γη）一乃（γ），    （2．2）
          批
          dm     m。。（γ）一m
          一 ＝ φ（θ）      ，                  （2．3）
          批     τm（γ）

          肋      ん。。（γ）一ん
          一 ： φ（θ）      ，                  （2．4）
          批     τわ（γ）

          伽      η。。（γ）一η
          一 ＝ φ（θ）      ，                  （2．5）
          肋     ㌦（γ）

ここで，γ［mV］は膜電位（静止電位に対する相対値）である．m，ん，ηはそれぞれNa＋電

流の活性化変数，不活性化変数，K＋電流の活性化変数で，HH方程式は全部で4変数で

ある．

 oγエ＝1μF／cm2］は膜容量を表し，式（2．2）の左辺は容量性電流である．式（2－2）の右

辺第1項は外部から注入（刺激）される膜電流，第2項はNa＋電流，第3項はK＋電流，

第4項は漏れ電流であり，その単位は［μA／cm21である．式（2．2）はキルヒホッフの第1

法則“回路網の任意の接続点に流入する電流の代数和は0である”に基づく（図2－2）．す

なわち，電極から注入される電流は，各イオンチャネルを通過する電流と容量性電流に

分配されて細胞外へ流出する．θκ］は温度，f8msec］は時間を表す．また，式（2．2）の右



細胞外

7 Cγ

α

   ar∴・l

C㌃∵

図｝2：Hodgki阯Hux1ey方程式の第1式の等価回路．



辺第2～4項は，γ，m，わ，ηの関数になっており，それらはオームの法則に従って以下の

ように示される：

            ∫。。（γm，ん）＝9。。m3わ（トTつ。。），     （2．6）

              ∫K（γ；η）＝9κη4（γ一“・），      （2．7）

               乃（γ）＝91（γ一”），        （2．8）

ここで，鮒二［＝120．OmO／cm21，9κ1＝36，OmO／cm21，91［＝0．3mび／㎝ユ21はそれぞれ，Na＋，

K＋，漏れ電流の最大コンダクタンスを表し，“。［＝115．omVl，咋［＝一2．omVl，H←

10，613mVlはそれぞれ，Na＋，K＋，漏れ電流の平衡電位である（これらは静止電位に対す

る相対値）．

2．2．1 パラメータ値の同定

 Na＋電流とK＋電流が式（2．6），式（2．7）で記述される経緯には“チャネル阻害剤”の発

見が大きく貢献する．TTX（テトロドトキシン）はフグの卵巣に高濃度に存在する有毒物

質であるが，それは膜外から電位依存性Na＋チャネルのコンダクタンスを選択的に阻害

するチャネル阻害剤である（他に，プロカイン，サキシトキシン等もNa＋電流を阻害す

る）．一方，TEA（テトラエチルアンモニウム）は，膜内から電位依存性K＋チャネルのコ

ンダクタンスを選択的に阻害する代表的なチャネル阻害剤である．このようなチャネル

阻害剤を使用して，細胞膜を横断して流れる内向きと外向きの電流が個別に同定される

（図2－31471）・各イオンの平衡軍位は・ネルンストの式を使って

            K一里1、匹，（”一・、，・，・1）   （・．。）

               ・F 1011

と表せる．ここで，［0］。，［qξは細胞外，細胞内のイオン濃度，Fはファラデー定数，η

は気体定数，Tは温度，zはイオンの価数を表す．ネルンストの式は，そのメカニズムが

受動的なものであれば，たとえイオンが電位勾配に従って膜を横切って拡散する場合で

も，親水性チャネルの中にある結合部位を順次移動する場合でも，適用可能な応用性の

高い式である．こうして式（2．6），式（2．7），式（2．8）より，平衡電位と膜電位固定のもと

でのイオン電流の値から最大コンダクタンスの値が決定される．

2．2．2 静止電位

 ヤリイカの巨大軸索をはじめ，多くの神経細胞は定常状態で細胞に固有の一定の膜電

位に状態を保っていることが多い．こ札らは静止ニューロンとも呼ばれる．多くの実験

事実から，膜の静止電位が主にK＋イオンの平衡電位に与して決定されると言えるが，実

際にはNa＋イオン，α■イオンが多少なりとも影響を与える．その結果，静止電位の値
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を知るにはGo1dman－Hodgkin－Katzの式（GHK方程式あるいは定電場方程式と呼ぶ）が

有効である．GHK方程式を求める．ここでは以下の2つの仮定が設置される．

 ．3つのイオン電流は独立に移動し，総和がOである．

 ．膜の中の電位勾配が均一である（定電場方程式と呼ばれる由縁）．

 さて，図2－2でキルヒホッフの第2法則“回路網の任意の閉回路において，起電力と逆

起電力の総和は。である”に基づいて，以下の式を得る（ここで。γ（‘汎ψオ）＝o，∫、皿，f。。o

である）：

                ∫M。十∫κ十∫’＝0，

              ∫K   ∫N。
              一十γk＝一十Kvα，
              9κ    9N。
               ∫K    乃
               一十vk＝一十”，
               9K     gl

ことから∫κがgN。，gκ，g’，∫N。，∫K，石の関数で表せる：

           9κ9N。附。一9κ（9N。斗91）昨十（91／9N。）w
         ∫κ＝
                  9Nα斗9κ斗9’

よって，GHK方程式は，

                 ∫κ
           乃＝咋十一
                 9κ
              昨一（9N。／炊）“。十（91／9κ）w

                1＋（9N。／9κ）十（9’／9κ） ’

となる．ここで，巧は静止電位である．

 GHK方程式もネルンストの式と同様，メカニズムが受動的なものに限られる．

（2．10）

（2．11）

（2．12）

（2．13）

（2．14）

2．2．3 ゲート変数のダイナミクス

 式（2．3），式（2．4），式（2．5）の左辺は変数m，ん，ηの活性化あるいは不活性化の速度を

表す．これら3つの式は，熱力学や物理化学で用いられる経験的速度論に基づいて構築

される．Na＋チャネルとK＋チャネルの“ゲートの開き（閉まり）具合”を表す量，m，η（、

ll）を仮定する．これらはゲート変数と呼ばれ，無次元量で0から1までの値をとる．そ

れ故，1一η1，1一η（，1一ん）は“チャネルのゲートの閉まり（開き）具合”を表す量であ

ると言える．以下，mを代表として議論を進める．ん，ηに関してもη1と同様に議論で

きる．

 次のような平衡系を考える．
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  たl

m  ≠

  Ll

（1－m）， （2．15）

た1［msec一ユ］，ん一1［msec■11は速度定数であり，m，1＿mに無関係で，HH方程式では膜電

位γ，温度θに関係する．速度論に従って，mの時間変化を表す式を求める．△亡時間に

mが△mだけ増えたとしよう．このとき，

                          △m
     △m＝ん一1△ポ（1－m）一ん1△ポm÷⇒一＝ん一1（1－m）一ん1m． （2．16）
                          △亡

△オ→0として，
               dm
               一＝ん一1（1－m）一た1m，       （2．17）
                肋

を得る．ん＿1＝φ（θ）αm（γ），た1＝φ（θ）βm（γ）とおくと，

            dm
            万＝φ（θ）1α・（γ）（ユーm）一β・（γ）mL   （2・18）

となる．式（2．18）の右辺を変形し，

                       αm（γ）
              m。。（γ）＝            （2ユ9）
                     αm（γ）十βm（γプ

                        1
               τm（γ）＝            （220）
                     αm（γ）十βm（γ）’

とおくことで，式（2，3）を得る．参考までに，関数α，β，φを以下に示す．

                     0．1（一γ斗25）
             αm（γ） ：                               （221）
                   exp［（一γ斗25）／101－1

             β㎜（γ）＝4exp（一γ／18）        （2．22）

             αh（γ） 二  0．07exp（一γ／20）                    （2．23）

                        1
             βh（γ）・・             （224）
                   exp【（＿γ十30）／10］斗1

                     0．01（一γ十10）
             απ（γ） ＝                             （225）
                   exp［（一γ斗10）／101－1

             β皿（γ）＝0，125exp（一γ／80）       （2，26）

              φ（θ） ＝ 3（θ一6・3〕／lo                  （2，27）

2．3 Hodgkin－Hux1ey方程式の振舞い

 外部から刺激電流が印加されないとき，HH方程式の膜電位γは静止電位丁ちで静止する

（図2－4（a）のA）．このとき，各ゲート変数は，mo＝η1軸（剛，ん。＝7｝。。（Tも），ηo＝7｝的（、。モ）
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で同様に静止している．静止状態のHH方程式に刺激電流が印加されるとき，膜電位や

ゲート変数は状態（乃，mO，んO，ηO）から離れ，活動電位や活動電位が発生しない閾値下応

答が観測され，共に小さく振動しながら静止状態に戻る．場合によっては，活動電位が

連続的に出現する周期的ないしは非周期的な活動電位列や，バースト放電一活動電位列

（活動相）が周期的あるいは非周期的に停止（静止相）する振舞い一等，様々な応答が観

測され，静止状態に戻らないこともある．

 以下，2．3，1節，2．3．2節，2．3．3節において，3種類の刺激電流をHH方程式に印加し，そ

の挙動を調べる．数値計算には4次のR㎜ge－Kutta法を用い，時間刻みは0．01［msec］に

とった．

2．3．1 Hodgkin－Hux1ey方程式の単一パルス電流刺激に対する応答

 HH方程式に外部刺激電流∫、列として単一パルス電流刺激を印加し，その応答を調べ

る．計算機シミュレーションでは初期値を（乃十△γ，mo，んO，ηo）とし，理想的なパルス

電流刺激によって状態点が△γだけ静止電位巧から離れたと解釈する．

 図2－4（a）に膜電位γの時間波形を示す．Bは閾値下応答，C，Dは活動電位（振幅は約

100［mV］，幅は数ミリ秒）を表す間この2種類の膜電位応答は，“膜電位に設定された閾

値”によって分別される．この閾値を幾何学的に理解するために，例として図2－4（1））に

γ一η相平面を示した．図中の破線はγ一nu11c1ineとη一nu11c1ineを表す．これは，式（2．2）

と式（2．5）の右辺を0としたもので，

        0＝∫。、r∫M。（γm，ん）一∫κ（Kη。。（γ））一乃（γ），   （2，28）

        η＝η。。（γ），              （2，29）

で記述される．尚，式（2．28）の右辺のm，んは，

                m＝m。。（γ），        （2．30）

                 ん＝ん。。（γ），        （2．31）

とした．一方，実線は図2－4（a）におけるBとCに対応する解軌道である．Bでは，状

態点は小さく反時計回りに旋回した後，平衡点（γ一mnc1incとη一nl111c1incの交点）に漸近

収束する．つまり，Bにおいて活動電位は現れない．それに対してCでは，状態点は反

時計回りに大きく旋回し（活動電位発生！），平衡点に漸近収束する（平衡点から遠く離れ

た軌道は図示していない）．B，C共に，破線矢印によって平衡点からの摂動の様子が描

かれている．破線矢印の中間にBとCを分離する境界（の集合）が存在する．これが閾

値である．

 HH方程式の閾値は力学系の用語で完全に説明されるものではなく，曖昧である．

FitzH11gh［27］は，定性的にHH方程式と同様の構造を持つFitzHllgh－Nagllmo（FHNある
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図2－4：（a）は膜電位γの時間波形を表す．図中のA，B，Cは，それぞれ入力が印加さ

れない場合（静止応答），閾値下応答，活動電位を表す DはCより大きな入力が印加

された場合を表す1（b）BとCにおけるγ一れ相平面の様子．実線は解軌道を表す、破線

はγ一nu11c1ine（m：m。。（γ），ん＝l1軸（γ）とした），η一nl111c1ineを表し，その交点は安定

平衡点である．点線矢印は状態点が平衡点から摂動を受けたときの様子を示す．すべて

θ＝6，31℃1のときのもの．
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図2－5：（a！）（a2）は膜電位γの時間波形を表す．図中のA，B，C，D，Eはそれぞれ入力電

流の大きさが∫＝2．0［μAl，∫：3，21μAl，∫＝6．01μAl，ノ＝6．21μAl，∫＝7．0［μAlのときを

表す．（b）（次のぺ一ジに掲載）は活動電位や静止電位の見られる領域を（∫。、’、γ）平面に纏

めたもの（1一パラメータ分岐図）．実線は安定，破線は不安定を表す．中央の曲線は平衡

点（安定であれば静止電位）を表す．その上下の曲線は活動電位の最大値と最小値を表す．

H…54・0fμAl・H…・8［llAl・DC－6・2［μA1・すべてg－6・3［℃1のときのもの・
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いはBvP）方程式がQTPセバラトリクスと呼ぶ閾値を持つことを報告している．この

セバラトリクスは，静止電位の下方にも伸びており，陽極開放刺激を引き起こす原因に

もなっている137，51，531．しかし，QTPセバラトリクスは興奮と非興奮を完全に二分す

るものではなく，その実体は明確ではない．
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2．3．2 Hodgkin－Hux1ey方程式の直流電流刺激に対する応答

 次に，外部刺激電流∫、、‘として直流電流刺激（一定電流刺激．大きさ∫）を入力し，そ

の応答を調べる．

 図2－5（a1），（a2）に膜電位γの時間波形を示す・図中のAは閾値下応答一ただし・定

常状態における膜電位は刺激が印加される前の状態における膜電位とは異なる＿を表す．

B，G，Dは，それぞれ1回，2回，3回活動電位が発生した後，小さく振動を繰り返しな

がら新たな静止電位に性急に漸近する．Eは周期的な活動電位列を表す．

 B，C，Dの活動電位は，刺激電流によって状態点が2．3．1節で述べた“閾値”を越えた

結果，過渡的に現れたものである．定常状態で静止電位になっていることからAと同じ

応答に分類できる．それに対して，Eの活動電位列は様相が異なる．Eと残りA～Dを

二分する基準は，“刺激電流に設定された分岐点（力学系の用語）”である．この分岐点を

明らかにするために，∫を変化させ，活動電位が発生する領域を調べた（図2－4（1）））．中

央の曲線A－B－C－Dは平衡点を表す曲線であり，実線は平衡点が安定，破線は平衡点が不

安定であることを示す．曲線B－E－C，曲線B－F－Cは，それぞれリミットサイクルの最大

値，最小値を表す曲線であり，平衡点と同様，実線が安定，破線が不安定であることを

示す．横軸（∫、、t）に記されたDC，H胆，H。は分岐点であり，それぞれダブル（リミット）サ

イクル分岐，subcritica1Hopf分岐，supercritica1Hopf分岐と呼ばれる．DCより左側と

H。より右側で唯ひとつの安定平衡点（点アトラクタ），H皿とH。の間で唯ひとつの安定な

リミットサイクル（周期アトラクタ）が存在する．DCとH皿の間では，安定平衡点と安定

リミットサイクルの共存（双安定あるいはヒステリシス特性）になっており，初期値に依

存して状態点はどちらか一方のアトラクタに漸近収束する．この双安定性はヤリイカの

巨大軸索でも観測される［31，491．

2．3．3 Hod．gkin－Hux1ey方程式の正弦波電流刺激に対する応答

 最後に，閾値近傍の正弦波電流刺激：

                        t
              ∫、、f（亡）＝∫十λsin2π（一），       （2．32）
                        T

をHH方程式に入力し，その応答を調べる．周期はT＝100［mseclで固定する．これは，

ひとつの活動電位の幅が数ミリ秒であることから，約50発の活動電位が生成可能な時間

である．

 図2－6（a），（b），（c）に膜電位γの時間波形を示す。（a）は過渡的に活動電位が数回繰り返

しているが，その後，急速に静止電位近傍に収束し，小さく振動している．定常状態で

は，閾値下応答だと言える．これは，たとえ正弦波電流刺激の振幅が大きくても，直流

電流項∫が分岐点H皿に達していなければ，活動電位が現れにくいことを意味する．（b）

は周期的な活動電位列だと言える．ただし，図2－5（a2）Eと異なり，活動電位の振幅が全
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て同じではない．これは，（a）の場合と逆のケースで∫が分岐点H阯より大きくなってお

り，λが小さいことを意味する．（C）は活動電位が現れる活動相と活動電位が現れない静

止相が交互に繰り返すバースト放電である．これは，∫もλも比較的大きいことを意味

し，たとえ∫が分岐点H皿を越えていても，λが分岐点以下に引き戻すので，活動電位が

途切れる（静止相が現れる）のである．

2．4 η変数Hodgkin－Hux1ey型方程式について

 HH方程式は閾値以上の刺激電流の印加によって活動電位を生成する興奮性腺モデル

であり（2．3．ユ節），同時に分岐点以上の一定刺激電流の印加によって活動電位列を生成す

る振動性腺モデルでもあった（2．3．2節）．

 活動電位は，急激な脱分極相とそれに引き続く再分極相から構成され，これらは，そ

れぞれ電位依存性一過性Na＋電流と電位依存性遅延性K＋電流により生成されることが

知られている．では，上記2つ以外のイオン電流がHH方程式（式（2．2）の右辺）に付加さ

れた場合，その振舞いはどのように修正されるだろうか．2．3，3節では，外部刺激電流と

して式（2．32）を考えた．このとき，微分方程式の右辺が時間老に陽に依存することから，

その微分方程式は非自律系である（図2－6のバースト放電は非自律的なバースト放電）．で

は，tがm，ん，ηとは別のゲート変数而，ん，行と膜電位γの関数で記述される場合を考えよ

う．このとき，イオン電流は次のようになる：

               一      ．  舌（γ而，ん，れ）
         石㎝（亡（γ而，ん，危））讐∫十λsm2π（     ）      （233）
                           τ

微分方程式の右辺が時間亡に陽に依存しないことから，式（2．33）を持つ微分方程式は自

律系になる．而，ん，れに関する微分方程式が新たに必要となるが，γの振舞いは式（2．32）

のときとほぼ同じであろう．

 このように，式（2，2）の右辺に様々なイオン電流項を付加し，それに付随するゲート

変数ρ微分方程式が追加でき札ば一ただし変数の合計数は増加するが一神経細胞が示

す多くの振舞い（自律的なバースト放電，A電流の効果，異常整流K＋電流の観測，順応

を起こす時定数の大きな電流等）を説明するモデルと成り得るだろう．

 そこで，4変数のHH方程式を拡張したη変数のHH型方程式を以下に定義する．

          dγ      m
        0γ7一んポΣ肌／・l／），（｛一1・2，…rη1）． （2・3・）
                 ’＝王
          此j  oj。。（γ）一”ゴ
         一＝    ，（3＝2，3，，η）     （235）
          批      0ゴη（γ）

ここで，0γは膜容量，γは膜電位，∫（γ｛”ゴ｝）はイオン電流の総量，∫。、‘は外部刺激電流，

～はイオンチャネルのゲート変数，関数”畑（γ）はユ：jの定常値，0乃（γ）は時定数（ojは

ユ9
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図2－6：（a）～（c）は膜電位γの時間波形を表す．（a）∫＝7，O一μA］（〈H．、）、．4＝4．o［μA］、

T  ＝  100－0；msec］ （1））∫ ＝  9．8［μA］（録H、、）， λ  ＝  1．0［μA］，T  ＝  100．0［msec］
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膜電位に依存しない定数）を表す．乞はイオンチャネルないしはイオン電流を区別する添

字であり，mはイオンチャネルの総量を表す．同様に，プはゲート変数を区別する添字で

あり，ηは膜電位γも含めた変数の総量を表す．

 細胞内Ca2＋やセロトニン，GABA等の化学伝達物質に依存して開閉するイオンチャ

ネルの場合，モデルの中にそれらの濃度を決定する微分方程式が含まれることがある

［5，15，16，17，20，57，22，18，75，661、本論文におけるHH型方程式では，そのようなモ

デルは含まないことにする．

2．5 軟体動物イソアワモチの食道環神経節ぺ一スメーカ細

    胞モデル

 前節までにおいて，ヤリイカの巨大軸索のモデルとして提案されたHH方程式がど

のような方程式であるか，また，刺激に対してどのような応答を示すかについて調べた．

HH方程式の導出過程は，他の神経細胞モデルを構築するに当たって有効な方法を提供

する．ところで，海産の軟体動物イソアワモチの食道環神経節ぺ一スメーカ細胞は，ヤ

リイカの巨大軸索が呈する振舞い（静止電位，活動電位，周期的な活動電位列）だけでな

く，より豊富で混成的な振舞い（自律的バースト放電）を呈する神経細胞である．自律的

バースト放電とは，活動電位列が連続して現れる活動相と活動電位が現れない静止相が

交互に出現する振舞いで，興奮性腺（静止ニューロン）が持つ2種の質的に相違な振舞い

（活動電位と静止電位）が交互に出現する意味で“混成的”である．心臓のプルキンエ細

胞［22，8，191や海馬の線条体ニューロン1741等で観察されるプラトー電位等のスパイク

状でない神経興奮を除けば，バースト放電は，神経細胞で観察される最も一般的な興奮

現象であると言えよう．

 本節で扱う軟体動物イソアワモチの食道環神経節ぺ一スメーカ細胞が示すバースト放

電は，膵臓のβ細胞やアメフラシのRユ5細胞に比して比較的簡潔である．詳細は2，5．1節

で紹介するが，一言で概要を述べるとすれば，静止電位，周期的ヒーティング放電＿こ

れらは当然バースト放電とは呼ばない＿，1活動相に2回，1活動相に3回興奮する周

期的バースト放電，1活動相に1～3回興奮（カオスを含む）する非周期的バースト放電

が観測されるのである．すなわち，1活動相に出現するインパルス列は最大3である．

 続いて，軟体動物イソアワモチの食道環神経節ぺ一スメーカ細胞のモデルがHH方

程式を基にどのように構築されるかについて述べる（2，5，2節）．実験やモデル化は林と石

塚［32，33，34］によってなされた．2．5．3節では林一石塚のモデルの振舞いを調べ，本研究

の目的として取り上げられる問題等を提起する．
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図2－7：（a）軟体動物イソアワモチの写真．（b）林と石塚によって成された実験の概念図

（林，石塚“ニューラルシステムにおけるカオス”（1993））
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2．5．1 イソアワモチの食道環神経節ぺ一スメーカ細胞の振舞い

 海産の軟体動物イソアワモチのバースト神経細胞を用いた電気生理学実験が，林と石

塚によってなされた［32，33，341．

 この軟体動物は，哺乳動物と異なり，食道環神経節に直径約200μmもある巨大な神

経細胞を多く持っている．よって，ガラス微小電極を細胞内に刺入することが容易であ

り，膜電位の時間変化を測定することができ，細胞内に直流電流を流すこともできる．こ

のとき，外液にC02＋を加えることによって，シナプス結合を切ることができる．なぜな

ら，シナプス前膜のCa2＋電流が抑えられ，伝達物質の放出が抑えられるからである．シ

ナプス電位の加重によって，細胞体の平均的な膜電位がコントロールされていると考え

られるため，細胞に流す直流電流はシナプス入力に代わる“良い”コントロールパラメー

タと考えてもよい．

 こうして，様々な大きさの直流刺激電流に依存した神経細胞の振る舞いを観測するこ

とができる．図2－7に，林と石塚によって成された実験の概念図を示すエ34］．図2－8に直

流電流刺激∫、、fに対するイソアワモチのぺ一スメーカ細胞の応答波形を示す．さらに彼

らは，膜電位の時間波形γ（f）を用いて，3次元相空間（γ（士），γ（亡十τ），γ（云十2τ））にお

いてアトラクタを再構成し，特にカオス的バースト放電のダイナミクスを調べた（図2－9，

ここでτ＝4［msec］）．また，図2－10にカオス的バースト放電（ストレンジアトラクタ）の

“折り畳み”一“引き伸ばし”を掲載する．さらに，図2－11に，図2－10のθ＝240において求

められた1次元写像を掲載する．

2．5．2 8変数モデルの構築

 本節では，前節で見てきたイソアワモチのぺ一スメーカ細胞の振舞いをもとに，林と

石塚エ33］が構築したHH型方程式について紹介する．

 彼らは，イソアワモチのぺ一スメーカ細胞が自律的なバースト放電を生成する背景に

おいて，活動電位を起こす速い内向き電流（電位依存性の一過性Na＋電流）と速い外向き

電流（電位依存性の遅延性K＋電流）の他に，ゆっくりとした膜電位振動を引き起こす電

流の存在が必然であるとした．よって，速いイオンチャネルが構成するシステムの閾値

や分岐点近傍でのゆっくりとした膜電位振動を生成する別のイオンチャネルを決定する

必要がある一図2－12（a）～（c）に，イソアワモチのぺ一スメーカ細胞の定常電流一電圧特性

（林と石塚によって行われた実験）を示す．＿70tmV］以下では，Ba2＋やCs＋で阻害される

異常整流K＋チャネルの影響が観測される（図2－12（a））．他方，＿40［mV］以上では，速い

内向き電流と速い外向き電流がその振舞いに大きな責任を負う（但し，定常的な観測は

困難なので図2－12（a）～（c）では図示されていない）．問題は，一70［lnV1から一40［mVlま

での定常的に観測される負性抵抗領域（SN一α問）で．，ここでの電流は活動電位に比して
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図2－8：膜電位の実験波形．（a）∫。、‘＝0，96：nAl，ヒーティング放電．（b）∫。、’＝0，411nAl，1

活動相に2回興奮する周期的バースト放電．（c）∫、、’＝0，26エnA］，1活動相に2回興奮（た

だし，（1））とは周期が異なる）する周期的バースト放電．（d）∫。、‘＝O．185［nA］，カオス的

バ』スト放電。（e）∫、、’二一0．11｛nA］，1活動相に3回興奮する周期的バースト放電．全て

の図において，外部C02＋イオン濃度は3mM．（Hayashi and Ishiz／lka“J．thcor．Bio1，156”

（1992））
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時定数が1桁程大きい．

 例えば，アメ・ブラシのえらと水管の引っ込め反射に関係すると言われる腹部神経節

R15細胞では，自律的なバースト放電の生成に，細胞内Ca2＋濃度に依存じでゆっくりと

開閉するイオンチャネルが貢献していることが知られている．R15細胞モデルは，基本

的にはHH方程式にCa2＋電流，Ca2＋依存性K＋電流の2つの項を付加して構築される

［57］．インシュリンの分泌量を調節する膵臓のβ細胞に関しても同様である［15］（ここでは

Ca2＋電流がNa＋電流の代わりを果たし，内向き電流の主流になる）．ところが，林と石塚

の実験によれば，イソアワモチのぺ一スメーカ細胞では細胞内Ca2＋濃度がゆっくりとし

た膜電位振動を起こすことはない（図2－12（b））．例えば，C02＋は細胞内に流入するCa2＋

電流を阻害するが，図2－13に示したように，ヒーティング放電のみならずバースト放電

までもが観測されるのである．このことは，ゆっくりとした膜電位振動の生成に関係す

るイオンチャネルが，細胞内Ca2＋濃度に殆ど一実際には不規則な放電が現れたり，活

動電位の振幅が多少変化したりするが，バースト放電が滅却することはない＿影響を受

けないことを意味する．

 そこで林，石塚は，ゆっくりとした膜電位振動に関係するイオンチャネルとして，電

位依存性で且つTTXやTEAで阻害さ札ない遅いNa＋，K＋チャネルを仮定した．実際，

一70［mv卜一40［mvlでの内向き電流は，外液中のNa＋濃度に大きく依存する（図2－12（c））．

外向き電流は実験的に明らかにされていないが，可能性として大いにK＋電流であると

考えられる．

 そこで，イソアワモチのぺ一スメーカ細胞モデルは，以下の非線形常微分方程式で記

述された：

     dγ
   0γ万一んバ∫・1（γm・ん）■∫κ（州一馬γ肌九）一∫～（“）

dm
批

 肋

 批

 曲

7
坐
批

肋。

7
坐
批

一∫＾÷（γη。）一乃（γ）一与

…∫巴工上一4。！（γm，ん，η，m。，ん。，η、，η、），

m。。（γ）一m

0∫㌔（γ）’

ん。。（γ）一ん

0市（γジ
肌。。（γ）一η

0∫τπ（γ）’

m。。。（γ）一m．

 0。τm，（γ） ’

ん。。。（γ）一ん、

 0、η，（γ） ’

肌、。。（γ）一η、

 0。η、、（γ）’

（2．36）

（2，37）

（2．38）

（2．39）

（2．40）

（2．41）

（2．42）
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図2－12：（a）（b）（c）イソアワモチのぺ一スメーカ細胞における定常電流一電圧特性（Hayashi

and Ishizuka“J．t11eor，Bio1，156”（1992））（a）異常整流K＋電流がCs＋によって阻害される

様子．（b）Ca2＋を除いても形状は変化しない．（c）Na＋一freeにおいて負性抵抗特性が消滅

する．（d）実線Aは林一石塚の8変数モデルの定常電流一電圧特性．点線Bは∫朴、．〈T二η王、’～）

と∫κ（～｝）をモデルから除去したとき，破線Cは∫ハ。、、（γm、，ん，）と∫κ、（～1、）をモデル

から除去したとき．一点破線Dは∫κ、（γ，η、）をモデルから除去したとき．SN、α，β、㍗は，

それぞれ実線Aの極値を表し，SN一α間，β一7間の2箇所に負性抵抗領域が観察される．

（a）～（（1）において横軸は膜電位，縦軸は膜を通過する電流を表す．
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（1992））

     伽、  η、oo（γ）一η、

     一＝     ，               （243）     批      0、㌔、（γ）

ここで，γ［mV］は膜電位（細胞外電位を。としたときの値．HH方程式とは異なること

に注意する）である二m，ん，ηはそれぞ札速いNa＋電流の活性化変数，不活性化変数，速

いK＋電流の活性化変数である．m。，ん、，η、はそれぞれ遅いNa＋電流の活性化変数，不活

性化変数，遅いK＋電流の活性化変数である．肌、は異常整流K＋電流の活性化変数で，林一

石塚のイソアワモチのぺ一スメーカ細胞モデル（HH型方程式）一は全部で8変数である．

 0γ［＝20nF］は膜容量を表し，式（2．36）の左辺は容量性電流である、式（2．36）の右辺

第1項は外部から注入（刺激）される膜電流，第2項は速いNa＋電流，第3項は速いK＋

電流，第4項は遅いNa＋電流，第5項は遅いK＋電流，第6項は異常整流K＋電流，第7

項は漏れ電流，第8項はポンプ電流であり，その単位はエnA］である．f［msec］は時間を

表す．

 また，式（2．36）の右辺第2～7項は，γ，？η、ん，肌，m、、ん、，η、、η、の関数になっており，

それらは以下で示される、

           ∫。。（γη1，ん）：9。・。m3W一沁。），    （2．44）

             ∫κ（γη）＝炊州／一咋）、      （2．45）

          ∫N。，（γη1。，ん。）＝9N、、，m、ん、（γ一丁㌃。）、     （2．46）
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             ∫κ，（γη。）＝9κ，η。（γ一γκ），      （2．47）

             ∫K、（γη、）＝炊、η、（γ一以・），      （2．48）

               乃（γ）＝91（γ一巧），       （2．49）

∫N。，，∫K，は，イオンチャネル阻害剤が発見されていないため，∫N。，∫κを基に設計される

（ただし，m。は1乗の効果でコンダクタンスに影響を与えている）．ポンプ電流に関して

は，一定の直流電流を細胞に流しているのと同じ効果を持つと仮定されている．

 式（2，37）から式（2．39）まではHH方程式と同じ形であるが，ヤリイカの巨大軸索が

示す活動電位とイソアワモチのぺ一スメーカ細胞が示すそれが時定数で1桁異なるの

で，o∫＝10が右辺分母に付加される．式（2．40）から式（2．42）まではゆっくりとした膜

電位振動の生成に貢献する変数のダイナミクスを決定する微分方程式で，式（2．37）～式

（2．39）において時定数がさらに1桁異なるように設定される（0。＝100）．式（2．43）では，

0、＝800が時定数とされる．

 図2一ユ2（d）に8変数モデルの定常電流一電圧特性を示す（図中の実線A）．ψ冒。／dγの

符号が変化する点が左から順にSN，α，β，7である．Aでは，SN一α間と、5つ間の2箇所

に負性抵抗特性が見られる．点線Bはモデルから∫N。と∫κを除去したもので，このと

き＿40［mV］以上で負性抵抗特性（β一7間）が消失している．破線Cはモデルから∫N。，と

∫κ。を除去したもので，このとき＿70［mV］以上＿40［mV］以下（影の領域）で負性抵抗特

性（SN一α間）が消失している．一点破線Dはモデルから∫κ，を除去したもので，このと

き一701mV1以下のみで変化が生じている．

 以上の点において，8変数モデルはイソアワモチのぺ一スメーカ細胞の特性を所持す

るHH型方程式モデルである．A章に各関数及びパラメータ値を掲載する．

2．5．3 8変数モデルの振舞い

 林と石塚［33］は海産の軟体動物イソアワモチの食道環神経節ぺ一スメーカ細胞が示

すヒーティング，バースト放電を調べ（2．5．1節），8変数モデルで記述した（2．5，2節）、本

節では，8変数モデルの振舞いについて調べる．

 先ず，パラメータ∫、麩’の値を変化させたときのモデルの膜電位γの時間波形を図2－

14（a）～（c）に示す。（a）は周期的ヒーティング放電（∫、”’＝一、2王nA］），（1））は1活動相

に2回興奮する周期的バースト放電（∫、工！＝＿1．8［nA］），（c）はカオス的バースト放電

（∫。庇‘＝＿2．34［nA］）を表す．続いて，膜電位のピーク値を∫、、！（横軸）に対してプロットし

た図を図2－15（上）に示す．例えば，∫。工’＝＿1．8［nA］のとき，膜電位のピーク値は異なる

2点を交互にプロットするので，これは1活動相に2回興奮する周期的バースト放電を

表す．黒く塗りつぶされたところでは，様々な点をプロットするのでカオス的バースト

放電である．図2一ユ5（下）に，∫、工’（横軸）に対する平均興奮率を示す．∫、，’値の増加に伴っ
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図2－1418変数モデルの膜電位の時間波形．（a）∫。、’＝一1．21nAl，周期的ヒーティング放電．

（b）∫。エドー1．8［nAl，1活動相に2回興奮する周期的バースト放電．（c）∫。；じドー2・34［nAl，

カオス的バースト放電．（Hayashi and Ishiz／lkパ‘J．theor．Bio1，156”（1992））
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て平均興奮率は上昇するが，カオス的バースト放電が現れるところで一度，減少する．

 さらに彼らは，モデルの膜電位の時間波形γ（亡）を用いて，3次元相生問（γ（f），γ（≠十τ）そ

γ（百十2τ））においてアトラクタを再構成した（図2－16）．しかし，8変数で記述される現

象が，何故3次元相空間のダイナミクスで説明できるかについては言及していない．こ

の点を明らかにすることが本研究の主題である．8変数モデルを簡約化（第3章）し，そ

の結果得られた最小変数モデルの性質を明らかにする（第4章，第5章）ことで，彼らの

解析の正当性を示唆する．

 数値計算には4次のRunge－Kutta法を用い，時間刻みは。．2［msec］にとった、

2．6 まとめ

 “ニューラル・ネットワーク（神経回路網）”という言葉が巷間を席巻して久しいが，神

経系での情報処理は神経細胞同士のネットワーク上での時空間的な振舞いにコーディン

グされると考えられることが多い．確かに，我々が外界から受け取る情報がひとつひと

つの神経細胞レベルで処理されるとするより，ネットワークのレベルで処理されるとす

る方が理にかなっていると言えなくもない．しかし，ネットワークで用いられる素子（単

一神経細胞のモデル）が，単に1か0かという二値的な性質だけを取り入れたもの（閾値

素子）で十分かと問われれば，必ずしもYesではなかろう．現在，単一神経細胞モデル

として玉座に君臨するHH方程式を詳細に解析すれば，その多種多様な振舞い＿膜のヒ

ステリシス特性（双安定性），陽極開放刺激，曖昧な閾値等一がその問いに問題意識を投

げかける．コンピュータのさらなる発展は，HH方程式を素子としたニューラル・ネッ

トワークの解析が可能であることを我々に示し，実際，全国津々浦々で行われるように

なってきた．こういった所業に備えて，HH方程式，さらにはHH型方程式のダイナミ

クスを詳細に丹念に調べることは，はたして意味のあることだと思われる．

 最後に，HH方程式を単一神経細胞のモデルであると述べたが，これも正確ではなく，

かなり大雑把な近似であることを注意しておく．単一神経細胞は，大別して神経細胞体，

樹状突起，軸索の3つの部位に分類される．元来が軸索のモデルであることから’，HH方

程式は特に興奮性膜のモデルであると言われてきた．これまで興奮性腺は，活動電位発

生部位（細胞体一軸索結合部位または軸索起始部）と活動電位の伝播に貢献する軸索のみ

に存在すると思われてきた．ところが樹状突起の時空間的ダイナミクスの光学的測定実

験により，樹状突起にも活動電位が発生し得る（Activcdendritc）ことが判明し，そのよ

うなモデルの構築，解析が行われている［43］．仮にひとつの神経細胞が全ての部位で興

奮性腺を持っているとして，我々が単一神経細胞の厳密なモデル化を行なうには，興奮

性膜のネットワークを構築するのが至極当然であると言えよう．つまり，神経系のネッ

トワークのサブネットワークとして単一神経細胞が位置付けられ，単一神経細胞レベル
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放電．（Hayashi and Ishizllka’｛J．theor．Bio1．ユ56”（1992））
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の情報処理が見直されるかもしれない．その意味においても，興奮性膜のモデル（HH方

程式）が不す大域的な振舞いやダイナミクスが，大変重要であることは言うまでもない、
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第3章

神経細胞モデルの簡約化

3．1 はじめに

 2．2節で述べたように，HH方程式［371はヤリイカの巨大軸索における興奮現象（活動

電位生成）をイオンチャネルに基づく形式で数式で記述した．その電気的興奮現象は膜

電位γと膜電流を制御するイオンチャネルのゲート変数m，ん，ηによって生成される．つ

まり，4つの変数の非線形相互作用の結果，ひとつのダイナミクスが決定する．また，モ

デルのパラメータひとつひとつが物理的意味（温度，平衡電位等）を所有しており，パラ

メータ値の変化は巨大軸索の環境の変化に直接対応する．22節で述べたように，これは

HH方程式のパラメータ空間での大域的分岐構造が明らかにされたときに，その結果が

実験によって検証可能であるという意味において大変重要な指摘であった．

 他方，活動電位を数学的側面から捉えるFHN方程式［27，521は，2つの変数一刺激

に対して悉無律的応答を示す再興奮性を表す変数（HH方程式のγとmに対応）と，ひ

とつの刺激後，次の興奮までを引き伸ばす膜の不応性を表す変数（HH方程式のんとη

に対応）＿から構成される．FHN方程式のパラメータは，必ずしも物理的意味を所有し

ていない．それにも関わらず，HH方程式のダイナミクスを定性的に模倣するFHN方程

式は，神経細胞の興奮現象を説明するモデルとしてその地位を泰然と確立する．さらに，

周期入力に対するFHN方程式の応答特性（分岐構造）は，HH方程式と同様であること

が知られている［231．

 上述のことは次のことを示唆する．ヤリイカの巨大軸索の振舞いを数式を使って再

現するには，生理学的知見（HH方程式）に基づけば4変数を必要とするが，ダイナミク

ス生成の数学的側面（FHN方程式）からは，2変数で十分ということである．ところが，

FHN方程式とHH方程式のパラメータの対応関係は明らかではない．そのためにFHN

方程式が呈する大域的分岐構造を実験的に検証することは困難である．そこで，物理的

意味が明らかなHH方程式のパラメータと直接対応するパラメータを所持した2変数モ

デルの構築が試みられてきた．方法として変数の数をいくつか削減，結合することから，

これらの研究159，1，45，6，9，50，241は概して“モデルの簡約化（Redllctio11）”（あるいは

“モデルの変数の簡約化”）と呼ばれる、一般に“力学系を簡単にする”という概念は，非

双曲型平衡点近傍における中心多様体理論やベクトル場の標準形のことを指すが，本論
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文で扱う簡約化は，それとは異なることに注意する．

 さて，簡約化の目的，動機は，主に以下の2点である．

 1．或るダイナミクス（アトラクタ）とそれを生成する力学系の関係は一意ではなく，多

   くの異なる力学系が定性的あるいは定量的に同様のダイナミクスを示し得る．それ

  故，複雑な力学系を用いるよりは簡潔な一これは単に簡単なという意味ではない

  ＿力学系を用いる方に，解析の困難を回避するのみならず，ダイナミクス生成の

  本質的要因を明確にする点で分がある．もし力学系が3次以下で記述できるなら

  ば，ダイナミクスの幾何学的理解が本質究明に対して大きな助力となるだろう．

 2．一般的に力学系の次元が高い程，多岐にわたるダイナミクスを提供するシステムで

  あると言える．簡約化が意味を持つのは，次元の高い力学系が主として比較的低次

  元のダイナミクス（点アトラクタ，周期アトラクタ，2次元トーラス，低次元のス

   ドレンジアトラクタ等）を呈するときに限られる．では，簡約化によって失われた

  ダイナミクスが何なのか，また，そのようなダイナミクスのパラメータ空間に占め

  る割合が如何なるものかを明らかにすることは，神経系の情報処理との関連（第1

  章参照）で重要である．現実の神経細胞が取り得るパラメータの範囲が，その神経

  細胞とその働き（情報処理）にとって本質的であることは想像に難くない．

11は力学系が持つ本質を簡約化により明らかにすること，2．は簡約化によって失われ

た性質，保存される性質を明らかにすることを詳述したもので，どちらも神経細胞（モ

デル）の冗長性に関して述べたものである．これについては，まとめ（3．6節）で簡単に述

べる．

 3．2，1節では，Rinze11591の簡約化HH方程式について述べる・彼の方法は，FitzHugh1271

の方法に基づく簡約化であり，以後の多くの研究者による改善の基礎を与えるものであ

る．続いて3．2．2節でAbbottとKep1er［1］による簡約化HH方程式を紹介する．彼らの

モデルでは，無次元量であるゲート変数が膜電位と同じ単位を持つ変数（等価電位）に変

数変換される．これは，変数同士の変動の時間スケールを類似させ，3，3節で紹介する系

統的なモデルの簡約化へとアイディアを発展させる．

 4変数のHH方程式だけでなく，η変数（η＞4）のHH型方程式一イオンチャネル

に基づく形式で記述され，内部にCa2＋濃度等に依存する変数を含まないもの＿に対し

ても適用可能なKcl）1er－Abbott－Marderの簡約化法（以下，Kep1crの簡約化法と呼ぶ）を

3，3節で紹介する．この方法を適用すると，例えば13変数で記述された甲殻類の腹部神

経節LP細胞モデルが7変数に簡約化できる［291．

 本研究では，3つの段階（3．4節）で8変数のイソアワモチのぺ一スメーカ細胞モデル

を3変数まで簡約化するが，Kep1erの簡約化法は主として3．4．3節で適用される。
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3．2 簡約化されたHodgkin－Hux1ey方程式

 HodgkinとHux1eyが神経細胞モデルとして4変数のHH方程式を紹介して以来，相

空間を用いた解析を通して，多くの研究者たちが2変数でその振舞いを定性的に表せる

ことを示してきた［27，59，35，11．本節では，その代表としてRinze1の簡約化HH方程

式（3．2．1節）とAbbott－Kep1erの簡約化HH方程式（3・2・2節）について紹介する．さらに

Abbott－Keplerの簡約化HH方程式をHH方程式だけでなく・HH型方程式に適用可能に

したKep1erの簡約化法を紹介する（3．3節）．この簡約化法は，本研究で行なうイソアワ

モチの食道環神経節ぺ一スメーカ細胞モデルの簡約化（3．4節）に対して大きく貢献する．

3．2．1 Rinze1の簡約化Hodgkin－Hux1ey方程式

 1985年，Rinze1エ59】はHH方程式の簡約化モデルとして，以下の式を提供した．

         ∂γ
        0γ一＝∫。、r∫N。（γγW）一∫κ（γW）一∫’（T！），   （3，1）
          批
         dW  ， W碗（γ）一W
         一＝ψ（θ）   ，          （32）          批      τ（γ）

ここで，

         ∫。。（KγW）＝炊。峻（γ）（1－W）（トK。。），   （3．3）

          ∫K（γW）＝9κ（W／3）4（γ一附，      （3．4）

            乃（γ）＝91（γ一”），         （3．5）
                  ηoo（γ）斗5一（1一わ。o（γ））

           W。。（γ）＝3            （36）
                      1＋32
            τ（γ）＝5・・pト（γ斗10）2／5521＋！，    （3．7）

である．Rinzelの簡約化には，FitzHughエ27］の方法が適用されている．それを簡単に説

明する．先ず，mはん，ηに比して素早く定常値に収束するので，特異点m＝η～的（γ）

を用いて近似される．次に，HH方程式の（η，ん）相平面において，解軌道が直線

                Z：ん十5η＝1，         （318）

の上に近似的に従っていることに着目する．HH方程式の静止電位をTそとしたとき，直

線Zは点（ηo，’一〇）＝（η。。（巧），ん。。（巧））を通らなければならない（図3一ユ）．よって，3は（1＿

ん。。（下毛））／η的（乃）で評価される、ん軸，η軸と直線Zの交点は，それぞれ（η，’一）＝（o，1）、

（1／3，0）である．

 次に図3－1を用いて新たな変数Wを，W＝oが直線ムとん軸の交点，W＝1が直線

工とη軸の交点になるように式（3．9）で定義する．

                  （η2＋1－1）2
               W＝     ，         （39）
                  戸

                   39
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       図3－1：Rinze1の簡約化HH方程式におけるη一わ相平面．

分母，分子に32河を掛けて

       31η2＋（1一ん）21（1＋52）

   w ＝            1＋32
       午（；号ま）21（∵・…一1・（11。ん）2一η2キん）2）

       卵2＋（1一ん）（1一ん）1

          （1＋32）η
一到η2i÷蒜ん）】（・・式（・・））

        η斗3（1一ん）
     ＝5’   ，              （310）         1＋32
を得る．式（3．8）と式（3．10）から，旧変数η，んとWの関係式は，

                η＝W／3，         （3・11）

                ん＝1－W，         （3．12）

で与えられる．式（3．10）てん＝ん。。（γ），η＝η。。（γ）とおくことにより，式（3．6）を得る．

式（3．7）のτは，τ＾と㌔の合成されたものとして評価された．

 趾1ze1の簡約化HH方程式がどの程度HH方程式の振舞いを保存するかについては，

文献エ59］に詳しい．式（3，11）から，形式的にdη＝dWが得られるので，HH方程式の

（γ，η）平面へ射影されたダイナミクスと（γ，w）平面のダイナミクスが定性的に同等に

なる．
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3．2．2 Abbo批一Kep1erの簡約化亘。dgkin－Hux1ey方程式

 1992年，AbbottとKep1er［11はHH方程式の簡約化モデルとして，以下の式を提供

した．

       dγ
     0γ一＝∫。、トプ（γm餉（γ），ん的（σ），η。。（σ）），      （3・13）
       批

、、  票（馬㌣許（ひ））・箒（｝÷示午（ひ））

一：φ（θ）
批              ∂プdん的  ∂プdηoo
                  ＋
             ∂ん。o dσ  ∂ηoo dひ

（3．14）

ここで，

！（γm。。（γ），ん。。（σ），η的（σ））＝∫N。（γγσ）十∫κ（γひ）十万（γ）， （3・ユ3）

        ∫。。（γγひ）＝9。。叱（γ）ん。。（σ）（γ一“。），  （3．16）

         ∫κ（γひ）＝9榊乞（σ）（γ一方・），     （3117）

           乃（γ）＝9’（γ一乃），        （3．18）

     F（Km。。（γ），ん，η）＝∫N。（γm。。（γ），ん）十∫K（γη）十∫1（γ），（3．19）

であり，∂F／∂ん，∂F／∂ηは，それぞ札ん：わ。。（ひ），η＝η。。（σ）で評価される．

 Abbott－Kep1erの簡約化においても，Rinze1と同様，m＝m的（γ）と近似する．彼ら

の方法111は，んとηから単一の変数σを得る際に，

ん警ん韓（ひ）， η1η的（ひ）， （3．20）

という近似を行なうことである＿ここで，関数”。。（γ）（”＝m，ん，η）はγに対して単調

関数なので，”＝”的（γ）としたとき，ひとつのγの値に対して”は一意に決まり，また，

その逆も成り立つことに注意する一．ただし，HH方程式が活動電位を生成する能力を

維持するためには，σが膜電位γよりも大きな時定数を持つ変数でなければならない．

 σの時間微分の式を求める．HH方程式の第1式（式（2．2））の右辺のイオン電流の総

量を，

∫N。（γm，ん）十∫κ（γη）十万（γ）録∫N。（γmoo（γ），ん）十∫κ（γη）十万（γ）

                ≡F（γm。。（γ），ん，η），     （3－21）

と定義する．つまり，Fはmを除いた3変数モデル（γ，ん，η）におけるイオン電流の総量

を表す．さらに式（3．20）を用いて

∫N。（γmoo（γ），ん）十∫κ（γη）十万（γ）録∫N。（γη｝oo（γ），わ。o（σ））十∫κ（γηoo（σ））十∫’（γ）

                   …∫（1∴m。。（γ）1ん的（ぴ），ll。。（σ）），   （3．22）
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を定義する．アは2変数モデル（γ，σ）におけるイオン電流の総量である．

 3変数モデルーと2変数モデルの或る膜電位γに対する総イオン電流の時間微分。ZFμ，

蜥／枕を等しくおくことにより，

      書ξll（γ）・書ξ書1（γ）一（是牛（σ）・、荒告（σ））ギ（・…）

      ＿坐、祭（／（1）ん午）・箒（1（1）η÷÷1η）、3、、、）

         批          ∂プ肋。o  ∂！dηoo         『
                       十
                  ∂ん。o∂σ   ∂ηoo dσ

が得られる．式（3．24）では，式（2．4），式（2．5）を代入した．最後にん＝わ。。（ぴ），η＝丁〕σ）

で評価することにより，式（3．14）を得る．

 Abbott－Kep1erの簡約化HH方程式がどの程度HH方程式の振舞いを保存するかにつ

いては，文献：1］に詳しい．また，Rinze1の簡約化HH方程式と異なり，σが主に方，ηの

どちらかの変数と同等であるとは言えない．さらに，びが既に無次元量でないところも

異なる．式（3．20）は，その性質からひがγと同じ単位（mV）を持つ量であることを示す

（次節で紹介するKep1erの簡約化法では，等価電位（equiva1ent potentia1）と定義される）．

3．3 Kep1erの簡約化法

 Kep1er，Abbott，Marder1451によって提案された簡約化法（Kep1erの簡約化法）の最

大の魅力は，その方法が4変数のHH方程式に対してだけでなく，一般的なη変数の

HH型方程式に対しても適用可能なところにある．文献［45］ではHH方程式と6変数の

Comor－Wa1ter－McKownのモデルェ21］を例に挙げて説明するが，本論文ではη変数の

HH型方程式を用いて説明する．

 η変数HH型方程式は式（2．34），式（2．35）で定義されるが，添字の表記を改めて再度

掲載する．

         dγ       m
       σγ7一∫ガΣムー（～・／），（乞ση一1・2・…川  （3・25）
                ｛0π＝1
        此9   ”9oo（γ）一句
        一＝    ，（9＝2，3，，η）      （326）         批      0g巧（γ）

ここで，0γは膜容量，γは膜電位，∫（ルっ｛”g｝）はイオン電流の総量，∫。、’は外部刺激電流，

ユ＝gはイオンチャネルのゲート変数，関数”g。。（γ）はユ＝∬の定常値，0＾（γ）は時定数を表

す．乞。ηはイオンチャネルないしはイオン電流を区別する添字であり，mはイオンチャネ

ルの総量を表す．同様に，gはゲート変数を区別する添字であり，ηは膜電位γも含めた

変数の総量を表す．

 最初に，ゲート変数”sを膜電位γと同じ単位を持つ等価電位丁らに変換する．

            ユ1。。。（1ろ）＝ユ1。く⇒1ろ＝ユ1；よ（ユ1。）．    （3・27）

                    42



すると，式（3．25），式（3．26）は，次のようにな争．

       ・dγ       m
      0γ7＝4バ、Σ、ムー（γ｛”｛）｝）≡ムポF（T“｝）・（3・28）

       d篶 ＿ πg。。（γ）一π卿（篶） ＿
       一一      ＝九（γ篶）      （329）       批     0g乃（γ）叱。。（篶）

である．式（3．28），（3．29）の平衡点での膜電位γ＿平衡点が安定ならばそれは静止電位＿

をγ一と置くと，変換後のシステムの平衡点の座標が（γ一，γ’，＿、γ一）と表されるように

なる．

 次に等価電位の時間波形が似ていて，かつ膜電位に対して類似の影響を与える変数

一相乗作用変数（Synergistic variab1e［451）と呼ぶ．例えば，膜電位の脱分極に貢献する変

数は全て相乗作用変数である．これに対して膜電位に反対の影響（脱分極と再分極）を与

える変数は反相乗作用変数（Antisynergistic variab1e［45］）と呼ぶ＿を適当な重みで線形

結合し，新しい変数とする．

      ・一心ト1…ル・1） （！・・）

      伽一5、刊ん㌦・は刊・一1，・・ん・1）（・・1）

ここで便宜上乃＝γとし，添字にμを用いた等価電位は膜電位γと結合するグループ

（1≦μ≦η1），壱を用いた等価電位は膜電位γと結合しないグループの等価電位（ある

いは変数）とした．後者のグループは1つとは限らないので，新変数ψに添字んを付け

て区別する．ここで，た：2，＿，ρで，ん＝2に対してη1＜乞2≦η2，ん＝3に対して

η2＜台3≦η3，κ＝ρに対して肌p＿1＜ら≦ηp（二η）である．

 式（3．30）と式（3．31）の結合では，その性質が大きく異なっていることに注意する．そ

れは，膜電位の時間変化を記述する式（式（3．28））と等価電位の時間変化を記述する式（式

（3．29））が式の構造からして異なるからである．K止は同じ等価電位同士の結合となるが，

巧、はそうではない．これは大変重要な指摘であるが，ここで詳細に述べることはしない

で第4章に預けることにする．

 式（3．30）の両辺に0γを掛けて，式（3．30），式（3．31）を両辺fで微分して，

      ・γ宇一／1・・半・・γシ牛

dψた

7

                n1
：ρ1［∫。πrF（／巧。／，｛K止｝）1＋0γΣρ’、カ、（T1，Tつ上）

                μブ

＝ρ1∫。、rρ1F（肌／，｛K、｝）十0γΣρ’、カ、（巧，Tつ上），

                μ＝2
   叫    釧㌃    叫

一Σρ17一Σρ洲“1），
 ｛上二岨ム＿1＋1         …ムニn止＿1＋I

（3．32）

（3．33）
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を得る．新しい変数と古い変数の差をδで表し，

       ｛         ”：9＋δ1，

                                      （3．34）         η＝9＋δμ，（μ＝2，3，・，η1）

         y；。 ＝ ψん十δ、。  （肌：η卜1＋ユ，叫＿1＋2， ・，ηん）

とおく．式（3．34）を式（3．32），（3．33）に代入し，δに関してテイラー展開すると式（3，32）。（3．33）

は，

     ψ              n1   01万＝11九ポ11F（｛・｝，｛ψ1｝）斗01呂！1∫1（舳）

         一心蒜一・γ蛛）

         青（l1蒜一・γ！μ殺）一！1、＝ξ、、吠・・（12）

       ＝  ρ1∫、、！一ρ1F（｛9｝，｛ψ此｝）十0

         －！（l1箒一・γ妹）

         青μ（l1蒜・峠）一1ユ、＝着十1峠・・（12い・…）

dψκ

7
   π＾
＝ Σρ1止力止（9，ψた）

 生＝冊＾一1＋ユ

・・1
A、芝、11分、＝芝十、1帆紛・・（1・）・

（3，36）

となる．式（3，35）の2番目の等号は，

            ∂プμ   ∂プμ    1
           一杯（・，・）＝研（舳）＝・、ψ），   （3・37）

                      n比
           ∫μ（ψ，ψ）：0く⇒0γΣρμ∫ル，9）＝O，   （3，38）

                     μ＝π比＿1＋1

を用いた．

  ラグランジュの未定乗数法を用いて，式（3．35），（3，36）のδの1次の項が0になるよ

うに重み係数ρを決める．式（3．30），式（3．3！），式（3．34）からγ，㌦，Tっ、を消去すると，

れ1           叫

Σ：ρμδμ＝o， Σ  ρ…、δ｛、＝0を得るので，ラグランジュ乗数項を，

μ＝1       ㌦＝・叫＿】十1

               ’帆＾            皿1
             η1Σρ1止δ1ム十η・Σρ’上δ’、，     （3－39）

              …比＝肌比＿1＋1       μ＝1

とする．式（3．39）を式（3．35）に付加し，先ずδ｛上の係数を0にすると，

               ∂F
              ρ1珂（・，｛ψ・｝）十η1ρ11＝0，   （3・40）
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を得る．れに関して秋＿1＋1から町まで和をとると，
 nム
 Σρ1ム＝1より，
㌦＝冗k＿1＋1

      叫  ∂F
11＝一！1

ｺ止、～、十王珂（・，｛ψ1｝），

を得る．式（3．41）を式（3．40）に代入する．ρ1≠Oであることを利用し，

                叫  ∂F
              、止、ξ、十1π（・・｛ψ1｝）≠0・

（3．41）

（3，42）

を仮定すると，重み係数ρ｛止は，

     ∂F
     π（・，｛ψ1｝）

ρジ 叫 ∂F
   ゴ庄、ξ、十1π（・・｛ψ1｝）

（3．43）

と評価される．．式（3．42）は，結合さ軋る等価電位同士が膜電位に対して互いに相乗作用

を持つ変数であることを負荷する条件である．すなわち，相乗作用変数であれば，全て

の∂F／∂篶、（叫＿1〈㌦≦ηた）が同じ符号を持つ．

 同様に，δμの係数を0とすると，

         ∂F  η’ρμ
        1・研一01呂玩’1・l1＝0，    （3・44）

           ∂F   ρμ
         ρ1π斗0γ玩■η・ρ1＝0，（μ＝2，3ぺ．．，η1） （3・45）

を得る．（式（3．44））十（μに関する式（3．45）の和）から

を得る．

同（箒・差蒜），

式（3．46）を式（3．44），式（3．45）に代入して，

11（蒜・株い蒜・吋赤一1

舳（箒・差蒜）一峰一の÷一町

（3．46）

（3．47）

（3．48）

を得る．式（3．48）から各ρμがρ1を使って以下のように解かれる．

         ∂F
       ρ1τ         ∂巧、
ρμ＝              。

li（蒜・蛛）島
（3．49）
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式（3．49）を式（3．47）に代入すると，

1 ∂F

・（箒十蛛）一票一咳書＝叫 （3，50）

を得る．全ての0μτμ→Oが成り立つとき，式（3・50）の解ρ1→1が成立することが確認

できる．式（3．50）はρ1に関するη1次多項式になる・一般的にρ1の解はg，｛机｝の関数と

してη1個存在するが，0＜ρ1＜1になるρ1を選べばよい．またρμに関して，解を得る必

要はない．δμ＝0とするときη＝9となり，dル／批＝！μ（9，ψ）＝0となるからである・

 結果として，簡約化されたρ変数HH型方程式

          ψ
         0γ万一ρ14ボρ1～，／ψ・｝），     （3・51）

          dψk   叫
          一  ＝   Σ  ρ｛圧力、（9，ψk），（た＝2，… ，ρ）         （3．52）

          批              ε止＝n止＿1＋1

は，δの2次のオーダーで元の方程式と等価な簡約化モデルである．

 式（3．39）を式（3．36）に付加し，δ1，δ｛上の係数を0にすることが残っているが，こちら

は式（3．51），式（3．52）一が元の方程式の振舞いを良く保存するための条件を導出する［45］．

これについては，4．3節で述べる．

 4変数のHH方程式は，この方法を用いて2変数（g＝ρ仙γ十ρmT㌃とψ＝ρ川，十ρ、τ㌃）

に簡約化された［4司．

3．4 イソアワモチのぺ一スメーカ細胞モデルの簡約化

 本節では，8変数で記述された海産の軟体動物イソアワモチの食道環神経節ぺ一ス

メーカ細胞モデルを簡約化する．簡約化するに当たって，元のモデルの各電位の時間波

形，分岐構造，平均興奮率を定性的，定量的に保存するよう考慮する．

 3．4．1節では，他の変数に比して殆ど振動することのないゲート変数η、をモデルから

除去する．3．4．3節では，Kep1erらの簡約化法を適用し，4変数まで簡約化する．3．4．5節

では，Kep1erらの簡約化法の適用条件を修正し，さらに3変数まで簡約化する．

3．4．1 第1簡約化（変数定数化法適用で7変数モデルヘ）

 図3－2に8変数モデルの8つの変数の時間波形を示す．左の1列は静止電位応答

（∫。工’＝＿4．ofnA］），真中の1列は1活動相に3回興奮する周期的バースト放電応答

（∫。、’＝＿3，O［nA］）、右の1列は周期的なヒーティング放電応答（∫、、’＝＿1．0［nA］）に対

応する．上から順にγ，m，ん，η，ηz。，＾、、η、，η、である．放電応答ではη、以外の変数が大
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きく振動するが，η、は殆ど0であり振動しない（このとき式（2，48）から，異常整流K＋電

流∫κも弔ど0であり振動しない）．η。が活性化するのは静止電位応答のとき（η。＞o）で

あり，このとき逆にη、以外の変数は不活性化し，状態点は平衡点に収束するので当然振

動しない．

 これらの結果は次のことを示唆する．システムがヒーティング放電，バースト放電を

呈するときはη、は振動に貢献せず，システムが静止するときにη、はその安定平衡点の値

（大きさ）に貢献するのである．本研究の目的がヒーティング放電やバースト放電といっ

た放電現象（振動現象）の本質に肉迫することにあるので，変数η、は定数に置き換えても

差し支えない．η、＝0で変数η、をパラメータ化（以後，変数定数化法と呼ぶ）する＿こ

のとき式（2．36）の右辺で∫κ、（γη、）＝0であり，式（2．43）の左辺伽、／批はOになる＿

ことにより，8変数モデルを7変数モデルに簡約化することにする．そのときの式を以

下に示す．

         dγ
       0γ一 ： ∫、、圭一∫w。（γm，ん）一∫κ（γη）
         批

dm
 批

 肋

 批

 伽

万

坐
批

肋。

7
坐
批

一∫M、（K肌，わ。）一∫κ。（γη。）一乃（γ）一み，

m。。（V）一m

 0∫τm（γ） ’

ん的（γ）一ん

0∫τh（γ）’

η。。（γ）一η

0∫η（γ）’

m。。。（γ）一m．

 0。τm、（V） ’

ん。。。（γ）一ん、

 0。η，（γ） ’

肌、。o（γ）一η、

 0。τ皿，（γ）

（3，53）

（3．54）

（3．55）

（3．56）

（3，57）

（3．58）

（3，59）
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図3－2：8変数モデルの時間波形（左：∫。虻‘＝＿4．O［nA】，中：∫。、‘＝＿3，0［nAl，右

∫。工’＝一LOlnAl）．上から順に膜電位γ，ゲート変数η｝，ん，れ，η1。，ん、，肌、，η、を表す

横軸は時間［SeC1を表す．
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3．4．2 7変数簡約化モデルの振舞い

 7変数モデル（式（3，53）～式（3．59））は8変数モデルの静止電位を保存しないが，大

域的な振舞いを定量的に再現するモデルである（図3－3）．中央より下の曲線は平衡点を

表す．実線は安定，破線は不安定である。例えば，∫。、丘＝＿4．0［nAユのとき，両モデル共

に3つの平衡点が現れる．”＝ガの小さな方から安定，不安定，不安定であり，このと

き，安定平衡点が存在するために定常状態ではモデルは発振しない．∫、ユ，fの値が大きくな

り，∫、皿一一3．7［nAl＝∫多（あるいは∫書）で安定平衡点が消滅し，モデルは振動するよう

になる．図3－14（a）（b）の右上部のフォーク状の図形は活動電位のピーク値を表す．例え

ば，∫、匝‘＝一3．olnAlのとき，両モデルは3つの異なるピーク値を採り，周期的にこの3

点を繰り返す系列が現れる．これは，1活動相に3回興奮する周期的バースト放電であ

る一∫、、准の増加に伴い，いくつかの分岐（例えば，垂直点線部4ぎ（刷，厚（堵），∫f（∫戸））

を経て，モデルはヒーティング放電を呈するようになる．この問，平衡点は唯ひとつ存在

し，不安定である．さらに∫。、准が大きくなると，∫、皿’29．5［nA］＝∫島（あるいは4島）

で平衡点が安定化する．∫、工f値の増加に伴って振幅の小さくなったヒーティング放電が，

振幅0になる点でもある．

 8変数モデルにおける異常整流K＋電流∫K、の振動の大きさは，7変数モデルにおける

2番目に振動の小さな電流∫κ。の約1／10である．式（2．36）の右辺で，

           ∫、工r∫κ、（γη、）資∫、皿rε，（ε≧0）     （3．60）

とし，式（3153）の右辺∫、、‘を∫、、r．εと置き換えることで，8変数モデルの大域的分岐構

造を，摂動法を用いて説明できるが，本論文では行わない（局所分岐については第4章

で行なう）．

3．4．3 第2簡約化（Kep1erの簡約化法適用で4変数モデルヘ）

 7変数モデル（式（3．53）～式（3，59））にKep1erの簡約化法を適用する．先ず，各ゲー

ト変数を膜電位と同じ単位を持つ等価電位に変換する：

 m＝m。。（｝）く＝⇒ ㌦：mゴ（m），

  ん＝ん。。（w，）く＝⇒ ”，＝ん二（ん），

  η＝η。。（篶）＜＝⇒ γ、＝ηゴ（1｝），

η・。＝m。。。（K、、）⇔篶、、＝η1；よ（m。），

 ん。＝ん。。。（w，、）＜＝⇒ ㌃つ，、＝ん；よ（ん。），

 η。＝η。的（Y、、）く＝⇒ γ、，：7｝二（η、）、

（3，6！）

（3．62）

（3，63）

（3．64）

！3・65）

（3．66）
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図3－3：（a）8変数モデルの∫。工‘に対するユーバラメータ分岐図．（b）7変数簡約化モデルの∫、、、

に対する1一パラメータ分岐図、面図において，横軸は∫、蠣f〔nAl，縦軸はγ〔mV］を表す．

中央より下の曲線は平衡点を表す．実線は安定，破線は不安定である．右上部のフォー

ク状の図形はモデルが振動するときの活動電位のピーク値を示す．垂直点線は分岐が生

じていることを示す．
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このとき，式（3．53）～式（3．59）は，以下のようになる．

    dγ
   0γ一 ： ∫、、圭一∫N。（γ，mo。（V∴），ん的（Vλ））一∫K（γηoo（”））

    批
        一∫M。，（γm．o。（㌦。），わ、。。（w。））一∫κ。（γη。的（”。））一∫1（γ）一4。，

       ＝ ∫θ航一F（γ㌦，η，㌦，㌦。，η，，篶。），

d㌦

丁
坐

 批

d篶

7
坐批
d玖，

d篶，

批

moo（γ）一moo（τ㌃）

0∫τm（γ）m』（㌦）

ん閑（γ）一ん。o（w）

0∫η（γ）ん」（η）’

ηoo（γ）一ηoo（篶）

＝！m（γγ∴），

0∫㌔（γ）η』（孔ジ

m．oo（γ）一m．oo（㌦，）

0、τ㎜，（γ）m二釣（V∴，）’

ん。oo（γ）一ん。的（”，）

0。η、（γ）ん二〇〇（W，），

η、oo（γ）一η。的（v；。）

0。㌔。（γ）叱。o（篶。）’

（3，67）

（3．68）

（3．69）

（3，70）

（3．71）

（3．72）

（3．73）

また，この変数変換（式（3．61）～式（3．66））により，平衡点が

       （γ一，m□，パ，バ，m；，れ；，η；）＝（ザ，ゾ，ザ，ザ，ザ，γ一，ザ），  （3，74）

となることに注意する．以下，全ての簡約化モデルにおいて，このことは成り立つ．

 図3－4に，変数変換後の膜電位，等価電位の時間波形を示す．左の1列は1活動相に

3回興奮する周期的バースト放電（∫、皿‘＝＿30エnA］），右の1列は周期的ヒーティング放

電（∫、、’＝一1．01nAl）を表す．上から順にγ，篶，”，篶，㌦，，篶，，篶。を表す．ここで，

（γ，㌦），（w，篶），（w。，篶，）が互いに同じ時間スケールで振動することに着目する．T㌃。

も（w、，τ4，）と同じ時間スケールで振動するように見ネるが，ここでは同一視しない．そ

の理由はw，と篶。は互いに相乗作用変数であるが，㌦。と（w，，”，）は反相乗作用変数だ

からである．

 Kep1erの簡約化法に従って，

           ”＝ργγ十ρmT㌃，（ργ十ρm＝1）

           軌＝ρ1，W＋ρ、篶，（ρ1、十ρド1）

           吻＝篶、。，

           2＝ρ1，。W、十ρ皿，篶、，（ρ1、，十ρ，、。＝1）

とする．各ρ（＞o）は重み係数であり，（”，リ1，リ2，二）は新変数である．また，

γ＝ユ1＋δγ， γ、，＝ユ1＋ク。’，

（3．73）

（3，76）

（3．77）

（3．78）
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              ”＝リ1＋δ｛， 篶㍉1＋δ皿，      （3・79）

              w。＝z＋δh，，  ”。＝z＋δπ。，

である．各δは新変数との誤差を表す．式（3．75）～式（3．78）の両辺を云で微分し，7変数

モデルの式（式（3，53）～式（3．59））と式（3．79）を用いてδの1次の項まで展開する．各ρ

は，各δの係数が0となるようにラグランジュの未定乗数法を用いて決定され，新変数

（o，リ1，吻，z）に依存する形で記述される（詳細は3．3節参照）．

 以下に得られた4変数モデルを示す．

     ぬ    0γ一＝ργ（・，リ1，吻，・）［∫。、r∫N。（・，・，ツi）一∫κ（π，μ1）

     批
         一∫N。。（工，吻，・）一∫κ，（・，・）一乃（・）一∫ρ1，      （3・80）

     物1       ん。o（”）一わ釣（眈）     ηoo（J）一η的（μ1）
     一＝ρ。（・，μ1）    十ρ帆（π，ン1）    。  （381）
     批         0∫τん（”）ん』（挑）       0∫τπ（”）η」（ひ1）

     伽  一m、。。（Z）一m。。。（μ2）

     一＝      ，            （382）     批  0。τm，（”）m二的（吻）

     d・    ん。。。（”）一ん。。。（・）    η、的（0）一η、ぶ）
     一＝ρ。。（”，リ。，・）    十ρ、，（・，μ・，・）     （383）
     批           0。τん。（”）わ二〇。（z）  一      0。τ、。（ユ1）η二〇〇（2）．

ここで多重み係数は，

ργ（Z，ひ1，吻，Z）＝

ρh（z，ひ1）＝

ρ兀（”，μ1）＝

ρh、（Z，吻，2）＝

ρ。、（”，吻，2）＝

                   ∂F   ∂∫m

   ∂F
   一（”，91）
   ∂篶
                            （3．85）
∂F     ∂F   ’
π（”1μ1）十π（”1リ1）

   ∂F
   一（”，μ1）
   ∂”
                            （3．86）
∂F     ∂F   ’
π（z・リ1）十π（工1リ1）

    ∂F
   一（”，リ。，Z）
   ∂w，
                            （3．87）
∂F   一  ∂F   ’
一（”，晩，Z）十一（”，Z）
∂w、    ∂”，

    ∂F
      （ユ1，z）
    ∂w、，
                            （3．88）
∂F      ∂F
π（舳，2）十π（ユ＝，2）

である．ここで，

         ∂F         ∂∫、，，
λ（舳山）一π（舳・舳，刈十0・π（／川
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 ∂F         0γ
＝π（Z舳伽・2）十・∫τ、（。ジ

        ∂F         ∂∫m
帥・舳・，・）：π（舳，μ1〃，二）一0γπ（剛

        ∂F          0γ
       ＝一（”，ひ1，釣，92，・，・）一
        ∂γ            0∫τm（ユ1）’

（3．89）

（3．90）

（3．91）

である．これら新変数の現象論的意味について考察する．”は膜電位を含む変数なので，

4変数モデルにおける膜電位と言える．さらにmをも含むので，膜電位が閾値を越えた

ときに悉無率的応答を示す再興奮性であると言える．リ1は乃どれから構成されるので，

興奮後，次の興奮までを引き伸ばす不応性であると言える．ひ2＝m、は，添字の意味する

ところからゆっくりとした膜電位振動の脱分極に，そして二は，ん。，η。から構成されるの

で再分極に貢献する変数であると考えられる．

3．4．4 4変数簡約化モデルの振舞い

 図3－5に4変数簡約化モデル（式（3．80）～式（3．83））の時間波形（∫、。’＝＿3．o［nA］）を示

す．∫、、‘＝＿3．0エnA］に留まらず全ての∫。、仁に対して，4変数モデルは8変数モデルのダイ

ナミクスをほぼ定量的に保存する．これを図3－6に示す．図3－6では3．4．5節に対する布石

として，これまでに調べてきた1パラメータ分岐図（∫、皿｛一”平面）にゆっくりとした等価

電位の時定数に関係するパラメータ0。（図3－6の縦軸）を新たなパラメータとして導入す

る．このように2つのパラメータ（ここでは∫、、｛と0。）を軸にとって振舞いの様子を示し

た図を2一パラメータ分岐図と呼ぶ．図3－6（a）は8変数モデルの2一パラメータ分岐図，図

3－6（b）は4変数モデルの2一パラメータ分岐図である、図中の“1”，“2”，．、．，“5”は活動相

における活動電位の数を表し，それらが位置する領域ではそのようなバースト放電が観

察される．特に，“1”はヒーティング放電である．“m×71”の領域では少し複雑なバース

ト放電が現れる．ここで，mは1活動相における活動電位の数を表し，ηは1周期にお

ける活動相の数を表す．“C”はカオスを含めた長い周期を持つバースト放電が現れる領

域を示す．点線上における各領域での膜電位の時間波形を図上に重ねて示す．各領域は

実線によって区分され，そこでは分岐が生じている．分岐に関しては，3．5．4節で述べる．

3．4．5 第3簡約化（修正Kep1erの簡約化法適用で3変数モデルヘ）

 3．4．3節で，㌦。と（巧、，τ4）が互いに反相乗作用変数であるために，Kcl）1erの簡約化法

を適用して簡約化することができないことを既に述べた．しかし，図3－4において各電

位の時間波形を見比べると，γ、、，，τつ，，篶は互いに良く似た時間スケールで振動する変

数である．Kep1erの簡約化法適用の2つの条件i）結合琴数の時間スケールの相似性，ii）
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位の数を表し，ηは1周期における活動相の数を表す．“C”はカオスを含めた長い周期を

持つバースト放電が現れる領域を示す．これら領域の境界（細実線）では分岐が生じる．
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結合変数は相乗作用変数であること，に対して，ii）が省略でき，i）のみで結合可能であ

るようにすれば，3つの変数㌦。，”，篶は互いに結合可能となり，結果として3変数

まで簡約化できる．ii）の条件を簡約化法に付加するのは，重み係数ρがOから1までの

範囲で定義できなくなるからである［761．そこで，重み係数をユ1，リ，zの南薮としてでな

く，相空間（”，リ，z）内のある一点（”∫，リ∫，z∫）＿ただし，全ての重み係数が。から1まで

の範囲の値を採るように一で固定された走薮（重み定数）として再定義する：

          ツ  ＝  ρh”十ρ皿1レ1二十ρm．V㌃。，                       （3．92）

                     ∂F
                     π（”〃∫）

      ρ1（舳・）＝∂F  ∂F  ∂F    （3・93）
              麻（舳）十π（舳）十∂1㌃。（wパ／）

                     ∂F
                     π（”〃∫）
      ρ、（”，リ，z） ＝                                           （3．94）

              ∂F     ∂F      ∂F
              麻（z用）十π（o〃∫）十∂T㌃。（ユ〃パ∫）

               ∂F
                 （”∫，〃，z∫）
              ∂㌦，
ρm，（”，μ，z）＝

        ∂F     ∂F      ∂F
        π（”用）十π（”用）十肌，（”〃パ∫）

（3．95）

                                      （3．96）

図3－7に，重み係数ρ＾，ρπ，ρm。が0から1までの範囲に納まるような相平面（ユ：，ひ）上の領

域を，いくつかのzの値に対して示す．影の領域は，3つの重み係数が相乗作用変数とな

る領域，白い領域が反相乗作用変数となる領域である．

 では，重み係数を決定する相空間（”，μ，z）内の一点（”∫，ひ∫，z∫）を評価しよう．本論文

では以下の3つの現象：

 。システムが安定平衡点を持つとき，定常状態では，状態点はその平衡点上にある、

 ・システムが安定平衡点を持たないとき，定常状態では，状態点はリミットサイクル

  上が，リミットサイクルを持たないときはストレンジアトラクタ上にある．よって

  状態点は平衡点上にないが，バースト放電の静止相では，状態点は全てのヌルクラ

   インが接近した領域にある．これは，時間変化に対して状態点が急激な変動を示さ

   ないことを意味し，長時間のバースト放電に占める静止相時間の割合は，活動相の

  それに比して非常に大きいことも意味する．

 ．ヌルクラインの接近は，パラメータ値の変化に対してその領域近傍に平衡点を生じ

  得る．

から，平衡点：

          （・∫，〃，二∫）＝（ゼ，ゴ，ゼ）＝（一70，r70，一70）、    （3．97）
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図3－7：重み係数ρ’．、ρ，．、ρ、，，、が0から1までの範囲に納まるような相平面（ユ：，μ）上の領域

を，いくつかの二の値に対して示した図．影の領域でこれら重み係数が定義される．
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で重み定数を評価する．一70はK＋イオンの平衡電位咋の値であり，このとき安定平衡

点である．

 また式（3．97）は∂F／∂篶＝∂F／∂篶。＝0とするので，

             ρn＝0，                                  （3．98）

             ρπ，＝O， （このときρh、＝1）         （3，99）

であり，同様に∂F／∂㌦讐Oく・⇒m』（ゴ）讐0と∂F／∂篶豊。←⇒ん」（ゴ）1o一これら

は，安定平衡点においてNa＋チャネルが完全に閉じている，すなわちゴの近傍において

m1o，ん二1が成立してることを意味する一より，

          ρm録O， （このときργ11）           （3，100）

          ρ＾讐0， （式（3．98）も考慮してρm。11），      （3，101）

を得る．このことより，変数γ，㌦。，w。に関する微分方程式のみが残ることになり，結

果として3変数簡約化モデル：

          此
        0γ万：∫1バ∫ψ州）一∫κ（・・μ）

              一∫N。。（”，リ，・）一∫K，（・，・）一乃（π）一∫。，   （3，102）

          勿   m。。。（”）一m。。。（μ）

          一＝                （3，103）          批     0、τ㎜，（”）m二〇〇（μジ

          dZ   ん。。。（工）一ん，。。（Z）

          一＝               （3，104）          批    0。η，（z）わ二〇。（z）’

を得る．

 図3－8（b）に，パラメータ∫。、‘の値を変化させたときの分岐図を示す．8変数モデルの

それ（図3－8（a）と比較して，図3－8（b）の分岐の形状は大きく異なる．4変数簡約化モデ

ルまでの各モデルの振動現象は，∫。刺の値の減少につれてヒーティング放電から1活動相

に3回興奮するバースト放電までである．ところが3変数簡約化モデルでは，さらに分

岐が生じ，1活動相に4回興奮するバースト放電が現れる．図3－9に，∫、、‘：＿3．0［nA］の

ときの4変数簡約化モデル（上），3変数簡約化モデル（下）の膜電位エの時間波形（1周

期）を示す．4変数簡約化モデルでは3回興奮，3変数簡約化モデルでは4回興奮が1活

動相に生じているのを確認、できる．

 この違いが生じた原因について，時定数という観点から眺めてみる．式（3，102）～式

（3，104）が意味することは，変数ん，ηのダイナミクスが変数η1。のダイナミクスで置き換

えられ，同様に，変数η。のダイナミクスが変数ノ～、のダイナミクスで置き換えられたとい

うことである．3．4．3節で述べたように，ん，ηは活動電位における膜の不応性を表す変数

であり，図3－9では，主に一40．01mVl＜γ＜一30，0［mVlの範囲でその活動結果が現れる．

一方，η。はゆっくりとした膜電位振動における膜の再分極に貢献する変数であり，図3－9
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図3－8：（a）8変数モデルのユーパラメータ分岐図と，（b）時定数修正前の3変数簡約化モデ
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では，主に＿6C，0エ加V］〈γ＜一40．qmVlの範囲でその活動結果が現れる．図3－10に，膜

電位γに対する変数ん，η，m。，ん、，η。の時定数0∫η，0∫τ、，0、τm。，0。τh。，0、η。を示す．影

の帯は，活動結果が現れる領域を示したもので，この帯の範囲では，（a）m、の時定数は

ん，ηのそれに比して小さく，（b）ん。の時定数はη。のそれに比して大きい．つまり，4回興

奮／1活動相の原因は図3－10（a）に示さ軋る時定数の置き換えにあり，1周期が長くなる

原因は図3－10（b）に示される時定数の置き換えにある．よって，8変数モデルのダイナミ

クスを再現するためには，式（3，102）～式（3，104）の時定数0、を修正する必要がある．

 式（3。ユ02）～式（3、ユ04）の∫、”f－0。の2一パラメータ分岐図を図3－1ユに示す．図3－6（a）と

（b）はほぼ定量的に同じ分岐図であると言えるが，図3－11は定性的に同じでも定量的には

異なる．パラメータ0。の値を1OOから40に再設定すると，分岐構造がほぼ定量的に再

現できることに注意する（“4”は現れない）．ところが，この0。値の40への修正は，ヒー

ティング放電やバースト放電の平均興奮率に影響を与える（約1．8倍大きくなる）ので，

本研究では”，ン，zの時定数全てを同時に1．8倍大きくすることで解決を得る：

      （0γ，0。，0。）＝（20，40，40）

      ⇒（0π，0ψ，0、）＝（20x1・8，40x1．8，40×L8）＝（36，72，72）． （3ユ05）

蛇足ではあるが次のことを述べておく．九州工業大学林研究室の実験に携わっておられ

た方から，イソアワモチのぺ一スメーカ細胞の膜容量の値は8変数モデルの値20よりは

実際には大きいかもしれないということを拝聴した．実験に携わる者の経験から得たコ

メントとして，貴重な意見ではある．

 最終的な3変数簡約化モデルを示す．

         ぬ
        07：熟i∫小・，ひ）一∫κ（・，ひ）

             一7N。，（J，μ，・）一∫κ，（・，・）一ψ）一∫J，，   （3，106）

         吻   m。。。（π）一m。。。（μ）

         一＝                 （3，107）          砒    0gτm，（工）m二軸（リシ

         dz  ん。。。（”）一ん。。。（z）

         一＝                 （3，108）          批    0、τh，（”）乃二。。（z）．

ここで，o、＝361nFl，oψ＝o、＝72である．

3．5 3変数簡約化モデルの振舞い

 本節では，3変数簡約化モデル（式（3，106）～式（3，108））の振舞いを調べる．3．5．1節で

は，変数の時間波形を簡約化前，簡約化後で比較する．また，相空間でのアトラクタも調

べる．3，5．2節では，1一パラメータ分岐図と平均興奮率を簡約化前，簡約化後で比較する．

3．5．3節，3．5．4節では，3変数簡約化モデルが示すいくつかの分岐に関して調べる．3，3，3
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図3－11：3変数簡約化モデルが示す2パラメータ分岐図．

0、．影の領域ではモデルは静止状態にある．

全て横軸は∫。工小Al，縦軸は
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図3－12：定常状態における各変数の時間波形（∫、、！＝一3．O［nAl）．（a）8変数モデル．（b）

第1簡約化後の7変数簡約化モデル．（c）第2簡約化後の4変数簡約化モデル．（d）第3

簡約化後の3変数簡約化モデル．

節では，モデルがカオス的なバースト放電を示すときの相空間でのダイナミクスを明ら

かにし，さらに∫、刊とは別のパラメータ値を変化させることによって，カオス的バース

ト放電が消滅し，異なる周期を持つ2つのバースト放電が双安定になることを示す．

3．5．1 膜電位の時間波形と相空間でのアトラクタ

 第1簡約化から第3簡約化までをひとつに纏めた図を図3－12に示す．ここでは，周

期応答の例として，1活動相に3回興菅するバースト放電を示した（∫。、‘：一3，o［nAl）、

 次に，カオス的バースト放電に対して，膜電位の時間波形，相空間でのストレンジア

トラクタ，活動電位のピーク値をプロットした・1次元写像を，8変数モデル，3変数簡約

化モデルで比較した図を図3－13に示す．（c）と（e），（d）と（f）を比較することにより，膜

電位πと等価電位zの振幅が元のモデルのγ，w，より小さくなったが，定性的には同じ

アトラクタであると言える．
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図3－13：8変数モデルのカオス的バースト放電（∫。、’＝一2．31nA1）における（a）膜電位

の時間波形，（C）相空間におけるストレンジアトラクタの平面γ一篶、、への射影，（（1）平面

γ一㌃っ、、への射影，（g）活動電位のピーク値のリターンマップ．3変数簡約化モデルのカオ

ス的バースト放電（∫。冗’＝一2，31nAl）における（b）膜電位の時間波形，（e）相空聞におけ

るストレンジアトラクタの平面π一Vへの射影，（f）平面”一二への射影，（h）活動電位のピー

ク値のリターンマップ．
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3．5．2 1一パラメータ分岐図と平均興奮率

 図3－14に（a）8変数モデル，（b）3変数簡約化モデルの∫、工‘に対する1一パラメータ分岐

図と（C）平均興奮率を示す．中央より下の曲線は平衡点を表す．実線は安定，破線は不安

定である．例えば，∫、、’＝一牛0［nAlのとき，両モデル共に3つの平衡点が現れる・ユ1＝ゼ

の小さな方から安定，不安定，不安定であり，このとき，安定平衡点が存在するために

定常状態ではモデルは発振しない．∫、、ρ値が大きくなり，∫、、’＿3．7［nA】＝碓（あるい

は増）で安定平衡点が消滅し，モデルは振動するようになる・図3－14（a）（1））の右上部の

フォーク状の図形は活動電位のピーク値を表す．例えば，∫、、！＝一3．01nAlのとき，両モ

デルは3つの異なるピーク値を採り，周期的にこの3点を繰り返す系列が現れる．これ

は，1活動相に3回興奮する周期的バースト放電である．∫、皿准の増加に伴い，いくつか

の分岐（例えば，垂直点線部∫ぎ（∫孝），∫8（∫夕），∫f（刷）を経て，モデルはヒーティング放

電を呈するようになる．この間，平衡点は唯ひとつ存在し，不安定である．さらに∫、刎値

が大きくなると，∫、、’29．5【nA1＝∫島（あるいは讐4ユ．0［nA】＝∫島）で平衡点が安定化す

る．∫。皿准の増加に伴って振幅が小さくなったヒーティング放電が，振幅0になる点でも

ある．両モデルの線形安定性解析や標準形を用いた解析から，モデルが発振を開始する

点（∫名あるいは碓）がサドルーノード分岐，モデルが発振を終える点（∫金あるいは∫島）

がsupercritica1Hopf分岐であることが分かった（3，5．3節）．図3－3と図3－8に見られるよ

うに，実際，Hopf分岐点近傍では振幅の小さな安定リミットサイクルが出現する．この

supercritica1Hopf分岐点は3変数簡約化モデルにおいて定量的に保存されないことに注

意する．膜電位γと等価電位㌦の結合が原因であるが，これに関しては第4章で述べる．

 平均興奮率という観点においても，3変数簡約化モデルは8変数モデルのそれをほぼ

定量的に再現している．特にヒーティング放電では平均興奮率が局所的に線形になり，こ

れは∫。、‘値の増加に伴い，両モデル共に傾きが小さくなっていくが，supercritica1Hopf

分岐点でその差が最大になる．

 両モデルの1一パラメータ分岐図と平均興奮率を比較することにより，3変数簡約化モ

デルが8変数モデルのダイナミクスをほぼ定量的に再現することが明らかになった．た

だし，非常に大きな∫、、‘値では，すなわち実験では計測不可能な所では，1一パラメータ分

岐図と平均興奮率は共に定量的に保存されない（supercr1t1ca1Hopf分岐点が定量的に保

存されなン’）．

3．5．3 局所分岐と線形安定性解析

 先ず，平衡点近傍の安定性を調べる．式（3，106）～式（3，108）の左辺を。としたとき，

式（3，107）と式（3，108）からび＝z＝ユ1…ゴを得るので，これを式（3，106）の右辺をOと
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図3－14：（a）8変数モデルの∫。，‘に対する1一パラメータ分岐図．（1））3変数簡約化モデルの

∫。、、に対する1一パラメータ分岐図．面図において，横軸は∫。、エェnA］，縦軸は膜電位γエmV］

を表す．中央より下の曲線は平衡点を表す．実線は安定，破線は不安定である．右上部

のフォーク状の図形はモデルが振動するときの活動電位のピーク値を示す．垂直点線は

分岐が生じていることを示す．（c）8変数モデルと3変数簡約化モデルの平均興奮率。横

軸は∫、，、’エnA］，縦軸は平均興奮率エsec・1】を表す．
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表3．1：3変数簡約化モデルの平衡点の線形安定性

ゴ［mVl λ3（ガ） 人2（ゴ） λ1（ゴ） 分岐

（負）土1（虚部） （負）

一11．8 0±1（虚部） （負） Hopf分岐（H、）

（正）±1（虚部） （負）

一19．9 0．05 （負）

（正） （正） （負）

＿28．4 （正） 0 （負） サドルーノード分岐（7）

（正） （負） （負）

一40．0 （正）． O （負） サドルーノード分岐（β）

（正） （正） （負）

＿48，5 （正） 0 （負） サドルーノード分岐（α）

（正） （負） （負）

一69．2 0 （負） （負） サドルーノード分岐（SN）

（負） （負） （負）

した式から，

∫、麩‘＝∫N。（ゴ，ゴ，ガ）十∫κ（ガ，〆）十∫N口、（ゴ，ゴ，ガ）十∫κ。（ガ，ガ）十∫1（ゴ）十∫ρ，（3，！09）

を得る．実線は安定，破線は不安定を表す．式（3，109）を（∫、、サゴ）パラメータ平面に表

したものが，図3－8（b）の下半分の曲線である．線形安定性解析を通して，表3．1を得る．

人1～λ3は3変数簡約化モデルの3つの固有値である（λ3〉λ2＞λ1）．

 またHopf分岐は，標準形を用いた解析からsupercritica1Hol）f分岐であることが分

かった．この分岐点には，安定リミットサイクルが衝突する．

 またサドルーノード分岐SNでは，リミットサイクルが分岐点に結合し，ホモクリニッ

ク軌道（平衡点から出た状態点が周期無限大で同じ平衡点に帰ってくるような軌道）に

なっている．これは，リミットサイクル上のサドルーノード分岐と呼ばれ，大域的分岐の

ひとっであることに注意する（局所的にはサドルーノード分岐で差し支えない）．

3．5．4 大域的分岐と1次元写像モデル

 これまでに扱ってきた式（2．1）の形で記述される常微分方程式が周期解を示すとき，

ポアンカレ写像を用いて7E＿1変数以下の差分方程式で系を記述できる（図3－15）、
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図3－15：微分方程式系からの写像モデル導出に関する概念図．

 先ず，η〉1に対して式（3，110）で示されるη＿1変数の差分方程式（または7ト1次

元写像）に関して簡単に述べる．

                仏1＝∫（軌，μ），        （3．1ユO）

仙1＝山が成り立つとき，増＝ガとして式プ（ゴ，μ）一ゴニ0を満たすゴは不動点（1周

期解）と呼ばれる．また，任意のm＞1に対してz｛十列、＝似が成り立つとき，η｝回の反

復で同じ値に戻ることから，｛”o，α1ゾ、、，o㎜一1｝をm周期軌道（η｝周期解）と呼ぶ一η周

期軌道は，

                叫冊＝プm（嶋，μ），        （3，111）

を考える（写像プmを考える）ことによって不動点に帰着する．

 不動点の安定性は，常微分方程式のときと同様，線形化を行ない，その．ときの固有値

で評価する．固有値をλとしたとき，1λ1〈1のときに安定，1λ1〉1のときに不安定とな

る．その境界である■λ1＝1のときに分岐が生じる．以下に分岐を纏める．

 ．サドルーノード分岐（1次元写像のときは，特に接線分岐と呼ぶ）

  固有値のひとつが1になるときに生じる分岐．分岐点近傍で周期解の生成，消滅が

  起こる．

．周期倍分岐
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固有値のひとつが＿1になるときに生じる分岐．分岐点近傍で周期解の分枝が起

こる．

 ●ナイマルクーサッカー分岐

  固有値に絶対値1の共役複素数が現れる分岐（ただし，固有値ユ，＿1は除く）．分岐

  点近傍で周期解の生成，消滅が起こる．

  さて，一般的に3変数の微分方程式モデルでは2変数の写像モデルが導出されるが，

イソアワモチのぺ一スメーカ細胞モデルの3変数簡約化モデルの場合，2次元ポアンカ

レ断面上の軌道の振舞いが1次元的であることから1次元写像モデルまで簡約化できる．

以下にそれを示す．

1次元写像モデルの構築 図3－16（a）は，3変数簡約化モデルがカオス的バースト放電

（∫、む’＝＿2．37［nA］）を示すときの相空間におけるストレンジアトラクタを，平面（ユ＝，ひ）に射

影した図である．数字が記された細実線の線分の交点はz軸に平行な直線”＝リ＝＿20．0

であり，この直線を軸にしてz軸の正の方向へ平行に伸びた半平面を“O”度とし，半時

計回りに30度づつ回転させたものが示される（半時計回りは状態点の回転方向と一致す

る）．これら半平面一ポアンカレ断面であることを後述＿とアトラクタの交点をより詳

細に見た図が図3－16（b），（c）である．図3一ユ6（b）では，主に静止相のあたりを，（c）では活

動相のあたりをまとめている．図から明らかなように交点の集合は“1次元的”であり，

静止相（90～270度）においてアトラクタの引き伸ばし，活動相（300～60度）においてア

トラクタの折り畳みが観察される．これらをイソアワモチのぺ一スメーカ細胞から得ら

れたもの（図2－9）と，8変数モデルから得られたもの（図2－16）とで比較すると，定性的

に同じ現象であることに注意する．

 ポアンカレ断面として，“0”と記された半平面：

            リ＝＿20，OエmV］， ”＞＿20．0［mV］，          （3，112）

を選ぶ．その理由は，唯ひとつ存在する不安定平衡点が（”，ツ，2）＝（＿20．0，＿20．0，＿20．0）

の近傍に存在し，アトラクタは平衡点から遠く離れた領域に存在するために，半平面式

（3，1ユ2）に対してアトラクタが横断的になるからである．次に，グ…o＋20を定義し，（ザ，二）

をポアンカレ断面上の座標とする．（r，z）＝（50，＿40）を中心として，半径15の円を考え

る（図3－17参照）．この円周上の任意の点は，写像を数回繰り返すことで，円内の“へ”の

字状の像に変換される（円内の点も同様である）．これは非常に重要なことで，本来2次

元ポアンカレ断面上に定義された2次元写像が，“へ”の字上の点を7・軸に射影すること

により1次元写像：

         ザ｛十1＝プ（r｛），（m次の場合は，7、十、，＝∫㎜（ザ’），）

に還元できることを意味する．

（3，113）
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図3一ユ6：（a）3変数簡約化モデルがカオス的バースト放電（ストレンジアトラクタ）を示す

ときの3次元相空間の平面㈹への射影．（b）（c）2次元ポアンカレ断面を構築し，そのポ

アンカレ断面と軌道の交点の集合の様子．
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図3－18：周期的ヒーティング放電時（∫。躬‘＝一1．2［nAl）の1次元写像∫と状態点の軌跡．

点線は不動点での傾きを表す．

 以下に，こうして得られたいくつかの∫。。’値に対する1次元写像を示し，3変数簡約

化モデルの大域的分岐を確認する．1次元写像における不動点（対角線に引かれた45度

線と状態点の集合を表す曲線との交点）のヤコビ行列の固有値λは，不動点における1次

元写像プの傾きで与えられる．

ヒーティング放電 図3－18に，周期的ヒーティング放電（∫、、F＿1，2－nA］）のときの∫

とシミュレーションによる状態点の軌跡を示す．1λ1＜1なので，状態点は不動点に漸近

以東する．図の細点線は不動点におけるアの傾きである．実線（傾き＿1）と比較すること

で，不動点は安定であることが理解できる（1λI＜1）、

1活動相に2回興奮するハースト放電 図3一ユ9（a）に，1活動相に2回興奮する周期的

バースト放電（∫、、丘＝一1．81nAl）のときのアと定常状態における2周期解を示す．このと

き，不動点は1λI〉1で不安定になっている．図3－19（1））に，∫。、’＝＿1．8〔hA］のときの

戸と定常状態における状態点の軌跡＿このとき3つある不動点のうちの上側Sta1〕le2と

下側stal）1e1（共に1λ1＜1，細点線の傾きが人を表す）が安定不動点であり，例はstal〕1c2

に収束している一を示す．真中の不動点Unstal）1eは1λ1＞1なので不安定である．

 この振舞いはヒーティング放電から周期倍分岐を経て出現する．周期倍分岐点では

入＝一1になっている．

カオス的バースト放電 図3－20に，カオス的バースト放電（∫。、’＝一2．3［nAl）のときの

1次元写像∫と状態点の軌跡を示す．この振舞いは1活動相に2回興奮する周期的バー
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図3－19：1活動相に2回興奮する周期的バースト放電時（∫。。，‘＝一1．8［nAl）の（a）1次元写

像∫と定常状態における2周期解，（b）1次元写像戸と状態点の軌跡．点線は不動点での

傾きを表す．
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図3－20：カオス的バースト放電が生じるときのプと状態点の軌跡．

スト放電から，理論的には無限大回の周期倍分岐を経て出現する．各周期倍分岐点では，

安定不動点はλ＝＿ユになっている．

 軌道は“不動点に接近し，接近し過ぎると不動点から離れ，離れすぎると再び接近する”

ということを繰り返しながら，図上を黒く塗りつぶしていく．この様相は“ん。η｝oC1州C物

足。αcんαo地8α〃e”【72］と呼ばれ，カオスの研究にとって重要な概念であるが，本研究

ではそこまで行わない．

接線分岐 図3－21に，接線分岐（∫。，‘菱一2421nAl）のときの1次元写像と状態点の軌跡

を示す．ア3土の3点A，B，Cで45度線と接する．そこでは，λ＝ユである．∫、刺値がこの

値から少しでも増加すると接点は消滅するが，チャネルと呼ばれる戸が45度線に非常

に接近した形状が生成される．軌道がこのチャネルに入り込むと，すぐにはそこから出

てくることができず，結果として，殆ど“1活動相に3回興奮するバースト放電（ただし

周期は少しづつずれる）”が出現し，時折，それが“欠ける”という間欠性カオスが観察

されるようになる．

1活動相に3回興奮するハースト放電 図3－22に，1活動相に3回興奮する周期的バー

スト放電（∫。、、＝一2．61nAl）のときの1次元写像（（a）∫，（b）プ3）と状態点の軌跡を示す。接

線分岐により安定不動点と不安定不動点が対になって現れる（図3－22（1）））．

 3変数簡約化モデルは，8変数モデル，7変数モデル，4変数モデルの分岐構造をほぼ

定量的あるいは定性的に保存するモデルなので，3変数簡約化モデルの1次元写像から

確認された周期倍分岐，接線分岐は，4変数モデル，7変数モデル，8変数モデルでも生
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図3－21：接線分岐が生じるときの∫3の形状．プ3は3点A，BlCで45度線と接する．

じていると解される．

3．5．5 カオス的なバースト放電の消滅と双安定なバースト放電の出現

 本節では，3変数簡約化モデルが示すバースト放電が，Na＋チャネルの最大コンダク

タンス飲。の値を小さくすることによって消滅し，異なる周期を持つバースト放電が双

安定になるようなシステムが出現することを示す．

 図3－23（a）～（f）に，炊。の値を小さく変化させたときの∫、、tに対する1一パラメータ分岐

図を示す．元の値は60．0μSである．（a），（b），（c）、（d），（e）、（f）は，それぞれgハ・、、＝50．01μSl，

4L01μsl，37，olμsl，34．olμsl，33．o［μsl，32．olμslのときの1一パラメータ分岐図であり，（a），

（1））における図中の影の領域（区間AB）は，カオスを含む周期の長いバースト放電が現

れる∫。、’の範囲を表し（図3－6における“c”に対応），（c）～（c）におけるそれは，1活動相

に2回興奮する周期的バースト放電（以後，2周期解）と3回興奮する周期的バースト放

電（以後，3周期解）が双安定になる∫。利の範囲を表す．g舳の値の減少に伴い，カオス的

バースト放電が現れる∫。、‘の範囲が小さく変化し，やがて消滅する（（1））と（c）の中間）．

さらにgN。の値が減少すると，2周期解と3周期解が接線分岐を境界に持った双安定な状

態が出現する．このとき，3、δ．4節で導入した2次元ポアンカレ断面の上で，それぞれの

吸引領域が，プ軸と平行して交互に縞模様に現れる．やがて，3周期解における2番目に

振幅の大きい活動電位の振幅が小さくなり，消滅し，3周期解は2周期解と定性的に同
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じ振舞いとなる（このとき，（e）から，3周期解の残りの活動電位の振幅は2周期解のそ

れらと連続的につながるように見える）．これら一連の変化を概念図としてまとめたもの

が，図3－23の右側の図である．“b”は“2”と“3”が双安定になる領域を表す．“c”の領域

では，いくつかの接線分岐と理論的には無限大の数の周期倍分岐（いずれも図示してい

ない）が存在し，これらは曲線AとBが“交わる”分岐点（（b）と（c）の中間）に全て収束

するはずである．ここで生じる分岐を調べることはカオスの生成に関連して重要である

が，本研究ではまだ至っていない．また，曲線AがBに衝突する点では，period－adding

現象［65，42］が生じているが，この分岐点の性質も明らかではない．この2つの余次元

2の分岐点（組織化中心）の性質を明らかにすることは今後の課題である．

3．6 まとめ

 本章を通じて，8変数で記述されたイソアワモチのぺ一スメーカ細胞モデルのダイナ

ミクスは，定量的に3変数モデルで再現できることが示された．Kep1erの簡約化法を適

用すると4変数までしか簡約化できなかった．しかし，イソアワモチのぺ一スメーカ細

胞モデルの等価電位篶，篶，㌦、の時間スケールが非常によく似ているために，修正され

たKep1erの簡約化法が適用可能になり，3変数まで簡約化できた．これは，2．5．2節でも

述べたように，

（ん，ηの時定数）＝ 10x（mの時定数），（Hodgkin－Hux1eyの設定） （3，114）

（m。の時定数）＝10x（mの時定数），（林一石塚の設定）    （3，115）

に基づく予想される結果である．

 ここで次のことに注意する、3変数簡約化モデルは，実験可能なパラメータの範囲に

おいて8変数モデルが示すダイナミクスや分岐構造を定量的に再現し，実験不可能なパ

ラメータ範囲においては定性的にダイナミクスや分岐構造を再現するモデルである．す

なわち，イソアワモチのぺ一スメーカ細胞の実験結果から見れば，8変数モデル，3変数

簡約化モデルは，ともに神経興奮現象を良く説明するモデルである．ただし，両モデル

が所有する性質は異なる。8変数モデルは，式の構造がHodgkin－Hux1eyの実験に基づい

て記述されており，現在では生理学的な対応関係においてその右に出るものはない．だ

が，多変数ゆえに解析の観点からは“良い”力学系モデルとは呼びにくいという短所を同

時に合わせ持つ．一方，3変数モデルは解析の観点からは“良い”力学系モデルであり，

ダイナミクスの再現に最低限必要な変数の数で記述されることもあって，その本質（時

定数の異なる3種のダイナミクス等）を明らかにする．だが，Ho（1gkin－Hllx1eyの実験に

基づいて得られるモデルではないため，変数の生理学的意味が逆に見えてこないという

短所を持つ（例：等価電位）．両モデルは，神経興奮現象と力学系のダイナミクスとの架
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∫。，’に対する1一パラメータ分岐図．影の領域は，（a）～（b）カオスを含む周期の長いバー

スト放電（1活動相に2，3回興哲する周期的バースト放電を除く），（c）～（e）1活動相に2，3

回興奮する周期的バースト放電の双安定を表す．Aは1活動相に2回興奮するバースト

放電が分岐（（a）（b）周期倍分岐，（c）（d）（e）接線分岐）する∫。工‘の値を，Bは1活動相に3

回興奮するバースト放電が接線分岐する∫。工！の値を表す．右側の図は（∫。，‘，鮒、）の2一パラ

メータ分岐図の概念図を表す．“2”，“3”，“b”，“c”は，それぞれユ活動相に2回，3回興

奮する周期的バースト放電，そ札らが双安定，カオスを含む周期の長いバースト放電が

現れる領域を表す．
                   81



橋として位置づけられるが，8変数モデルは生理学に近しいモデルであり，3変数モデル

は力学系解析に優しいモデルであると言える．

 簡約化に関連して，次のような疑問が提起される．何故，神経細胞は生理学的知見に

基づいて多変数（あるいは多次元）で記述されるのに，それよりは低い次元のダイナミクス

を示すのであろうか．この神経細胞の“冗長性”から，モデルの簡約化を理解する試み一

というよりは“遊ぴ’に近いかもしれ壱い＿をしてみよう．一般に冗長度（Redundancy）グ

は情報理論において，以下のように定義さ軋る用語である．

               ∬（X）  ∬㎜”（X）一H（X）
           r＝1一   ＝      ，     （3116）
              H㎜（X）  H㎜、（X）

ここで，H（X）／∬㎜（X）は情報源の相対エントロピーで，H、。、（X）は最大エントロピー

である．一方，エントロピーは熱力学から（自由）エネルギーと等価であることが知られ

るので，上式の冗長度はエネルギーの冗長性を表現しているとも言える．分子生物学の

分野では，例えば視覚系のロドプシンの光化学反応において，微視的なエントロピーの，

伝達量としての（非平衡の熱力学の論理としての）特質を把握する試みが行われているよ

うである［69］．さらに文献エ69］では，このアイデアをイオンチャネル開閉のダイナミク

スまで発展させようとする．本論文における力学系モデルの簡約化は，イオンチャネル

のゲート変数が“時間スケール”という観点において冗長性を持つことを明らかにしてき

た．分子生物学における伝達量としてのエントロピーがより明らかになると共に，情報

理論における冗長度を介在して，“神経細胞モデルの簡約化と冗長性”が本論文とは別の

視点から議論されると神経細胞のダイナミクスの理解がより深まると解されるのである

が，これは著者の無知と浅学から発展した掴み所のない夢がもしれない．

  さて，本章で取り扱った第1簡約化について，もう少し考察を加えておく．Kep1erの

簡約化法は平衡点の位置を完全に保存する方法であったが，変数定数化法は平衡点の位

置を定量的に保存しなかった．これは，ゲート変数η、を。に設定したために，異常整流

K＋電流そのものがモデルから除去されたためである．平衡点の位置を定量的に保存する

目的のために，第1簡約化の改善を吟味してみよう．

 Kep1erの簡約化法が平衡点の位置を完全に保存する理由は，等価電位への変換が，平

衡点を求める際に使う式：”＝”的（γ），（”＝m，ん，η，＿）を利用したものだからである．

そこで，単にη。＝0と近似するのではなく，η、＝η、閑（γ）と近似すればどうだろうか．

γを膜電位とすると，これは変数mの変換：m＝m。。（γ）と同一になってしまい，その

意味からη、は素早くγに追随することになってしまう．実際，η、はそうではないし，変

換そのものがγに素早く追随することを意味する訳ではない．

 図3－24に，’γに対するη、。。を示す．膜電位や等価電位の振幅は最大約100mVで，そ

の範囲は一70［mVl〈γ＜50［mVlである．図3－24から明らかなように，号の範囲にあっ

て，η、。。は殆どOである（η一的はそうではない）．よって，一般的にユー。。の形状に依存した
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の振幅（一70［mVlく1！く501mVl）が影の領域である．

近似の仕方：

           η、＝η、。。（U），（り：K㌦，篶，篶，…）     （3，117）

を利用することで，平衡点の位置を完全に保存する第ユ簡約化が望めるだろう．ここで，

Uはγに限らず，等価電位のどれを用いてもよい．

 また今回得られた3変数簡約化モデルは，元のモデルの分岐構造，平均興奮率をほぼ

定量的に保存するモデルであったが，振幅は元のモデルより小さく変化した．もし，振

幅も保存するモデルを得る場合に，0、＝26，0［nF］，0ψ＝100．0，0、＝72，0と膜容量や

等価電位の時定数を修正すれば良いことがシミュレーションから確認されたが，その理

由が明らかではないので掲載していない．これは今後の課題である．
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第4章

固有値解析による簡約化の検証

4．1 はじめに

 第3章では，8変数で記述された軟体動物イソアワモチの食道環神経節ぺ一スメーカ

細胞モデルを，

11他に比して殆ど振動することがない変数η、を或る値で固定する（第1簡約化）こと

 で7変数モデルに簡約化，

 2．Kep1erの簡約化法の適用（第2簡約化）により，4変数モデルに簡約化，

 3．Kep1erの簡約化法を修正し＿すなわち反相乗作用変数を結合し＿，さらに分岐図

  を用いて時定数を修正すること（第3簡約化）で3変数モデルに簡約化，

した．段階的に得られた3つの簡約化モデル（7変数モデル，4変数モデル，3変数モデ

ル）は，元のモデル（8変数モデル）の分岐図，平均興奮率をより良く再現するように構

築されている．

 13変数で記述された甲殻類の腹部神経節LP細胞モデルを，Kep1erの簡約化法を適

用して7変数まで簡約化することに成功したGo1ombら［29］は，簡約化モデルが所有し

なければならない特性一このことは簡約化法が“理想的”でなければならないことも暗

示するが＿として，以下のような基準を提示している．

1．The reduced mode1has the same qua1itative behaviors as the reference mode1．For

 examp1e，if the re如rence mode1can show quies㏄nt，tonic or l）ursting l）chavior，

 depending on its p趾ameters，the redu㏄（1mode1shou1d do the same．

2．The regions yie1ding d岨erent types of dynamica1behavior in thc rcfcrcncc nlode1

 are InapPed to the regions，vith thc salnc typcs of behavior by thc functions，v11ich

 re1ate the parameters of the redu㏄d mode1to t110se of the refercncc mo（1c1．In I）ar－

 ticu1ar，the bifurcation sets that fornl thc boundaries of these regions arc n1aP1）c（正

 to each other by the functions“・hich nlap I）aran1eters of the referencc n1o（1c1to

 l）aranlcters of thc reduce（l nlodcl．
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 3．Within corresponding regions ofthe parameter spaces，the dynamic behaviors of

  the reference and reduced mode1are simi1ar．In the quiescent regime，the stea（ly－

  state vo1tages shou1d be the same．工n the periodic re車me，the amI）1itudes an（1

  frequencies of the functionγ（t）shouId be the same for equiva1ent points in pa－

  rameter spaces．Hence，a change in the parameter va1ues due to extema1inI）11t or

  the neurotransmitters wi11yie1d the same change in the dynamics．In a bllrsting

  regime，the reduced mode1shou1d a1so present the same mmber ofaction potentia1s

  per burst．

少し長いが原文をそのまま引用した．1．は，元のモデルが呈する全ての振舞いを簡約化

モデルが再現しなければならないことを要求している．元のモデルが活動電位を呈する

ならば，簡約化モデルもそうでなければならない．ここでは，パラメータの値，モデル

が呈する静止電位の値，活動電位の振幅といった定量的なことまでは要求しない．その

意味で，1．は最低基準である．2．では，元のモデルと簡約化モデルが構成するパラメー

タ空間に，1対1の上への写像関係が成立しなければならないことを示す．これは，ユ、

を数学的に言い換えた表現であると言えよう．3、は，2．における1対1の上への写像に

さらに連続な写像でなければならないことを強調する．例えば，パラメータの連続的な

変化に対して，元々のモデルが呈する振舞いが静止電位，活動電位列，静止電位の順で

現れるならば，簡約化モデルの同じパラメータの連続的な変化に対しても，そうでなけ

ればならない．また，モデルが呈する静止電位の値，活動電位の振幅等も定量的に保存

されねばならない．その意味で3．は“強い”基準である．

 第3章の結果は，上述の基準を十分に満たす結果であると著者は考える（ただし，コ

ントロールパラメータを∫。洲だけに絞った観点からであり，さらに実験で可能な範囲で

あることを忘れてはならない）．しかし，単に上述の基準をクリアしたということだけか

らでは，簡約化の本質を理解したことにはならないだろう．簡約化モデルが元のモデル

のダイナミクスを保存するのは何故なのか．・Kep1erらエ45】はこの点を明らかにしていな

い．これを理論的に解明することが本章の課題である．

 この目的のため，先ず平衡点近傍の局所的なダイナミクスとその分岐を，固有値解析

を通して明らかにする．線形化さ札た元のモデルの，簡約化によって除去される固有値

（あるいは固有ベクトル）がどのような性質を持つものかを調べることで，残された固有

値で張られる部分空間＿線形化された簡約化モデルが張る空間＿を明らかにする．特

に，本研究で主に使用したKep1erの簡約化法がモデルのダイナミクスを保存する原因に

ついて考察する．
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4．2 Hodgkin－Hux1ey型方程式の線形化

 本節では，イソアワモチのぺ一スメーカ細胞モデルに限らず，一般的にHH型方程式

を取り扱う．HH型方程式は，式（2．34），式（2．35）（あるいは式（3．25），式（3．26））で記載し

た．ここで，o＝（”1（＝γ）”2．．．”、）Tとする（記号丁は転置を意味する）．

 HH型方程式の左辺を0としたとき，すなわち，変数πの時間変化がOのとき，

                   m
              ∫。工’：Σ石。π（γ1・。｝），      （4・1）

                  ｛o・n＝1

              ”。＝伽（γ），         （4・2）

を満たすガ＝（”王（＝ゾ），砺，．．．，”；）Tは平衡点と呼ばれる．

HH型方程式のヤコビ行列と固有方程式 平衡点”＝がの近傍で線形化することにより，

            △金＝I「（n）（ポ）△”， （△”＝”一ポ）

を得る．F（n）はヤコビ行列である：

             α11（π一）012（が）α13（”口）．．．α1π（”一）

             α・1（”□）α22（ω口） O ＿  0

       F（n〕（・口）＝α。1（ガ） 0 α。。（剛

                             0

             α、1（π□）   0     ．．．   O  αππ（”一）

その成分は，

                  1 m
           α11（”口）＝下、麦、ん一（γ一・｛”；｝），

           α1・（”□）＝一σ、ξ、苛（ザ・｛・；｝）1

（4．3）

（4，4）

                                      （4，5）

                  1 m ∂ム。
                                      （4．6）

                 工1。。（γ□）
           α。1（ポ）＝             （47）
                 0g乃（γ□）’

                    1
           α。。（”一）＝    〈O，        （48）
                  0。巧（γ□）

で与えられる．ここで，0γは膜容量，石、はイオン電流，0＾はゲート変数の時定数，

エg。。，はゲート変数の定常値を表す．

 F（m〕の固有値λは，固有方程式λ（刊〕（λ）＝一F（πL Mト。の解として与えられる．∫は

ηxη単位行列を表す．η≧3に対してX（冊）は：

              一肌                ”
         λ（n〕（λ）＝n（αガーλ）一Σ［αll，α1，川（αバ八）1，   （4，9）

             ゴ＝1         ＾二2     j≠1，＾
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である（C章参照）．以後，X（皿）の右辺に関しては，ゴ＝1，2，＿，わ＝2，3、＿とする．

変換されたHH型方程式のヤコビ行列と固有方程式 33節では，ゲート変数～を等価

電位篶に変換した形を用いることで，各ゲート変数が膜電位と同じオーダー（もしくは

単位）で評価できることを知った．さらにシステムの平衡点は，

          （・1（＝ゾ），・；，．、．，・；）τ＝（ゾ，γ∵．。，γ一）T，   （4．10）

であった．平衡点の各成分が同じ値を持つようになるので，解析の都合上で便利である．

さらに，
                  1
             α11＝・、乃（γ・）＝一α1・〉0・   （4・11）

となるので，ヤコビ行列の成分も簡潔に纏められる．以下に，等価電位を用いた場合の

ヤコビ行列とその成分を示す：

J（η）（ザ）：

α・1（γ□）α12（γ口）α13（γ一）

一α22（γ一）α22（γ一） 0

一α33（γ一） 0 α33（γ□）

一α㎜（γ一） 0

α1、（γ一）

 0

   0

0α㎜（γ一）

，  （4．12）

                 1
          α11（γ□）＝一一F（γ日，…，ゾ），       （4－13）
                 0γ

                 1∂F
          α1。（γ□）＝   （γ日，，γ一），      （4！4）
                 0v∂巧

                ∂プ。      1
          α・・（γ一）＝死（γ日・γ口）＝σ、巧（い）＜0，  （4・15）

また，固有方程式の左辺は

           冗               n
      X（π）（λ）＝n（αザλ）十Σ1α1舳n（αガλ）1，（η≧3） （4．16）

           j＝1    ＾≡2   ゴ≠1，h

である．ここで，ゾは平衡点の各成分の値であるが，同時に∫、工1に関係するパラメータ

であることに注意する．4、’の微分方程式への関わり方から，4工‘はヤコビ行列では陽に

現れず，γ□を通して間接的に現れる．γ□から∫。工’への変換は，

                m
             ∫。、FΣ4、（ゾ，｛如（γ□）／），     （4，17）

               ｛o凧：1

である．本章では，解析の都合上，ゲート変数を等価電位に変換した方程式を取り扱う．

この変換は単なる基底変換なので，システムの固有値，固有ベクトルには全く影響を与

えない．

 HH方程式（4変数モデル）の場合，
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 ．イオンチャネルの数5＝3（fast Na＋，fast K＋and1eakage）

 ．膜電位γ（g：1）を除く，等価電位の数g＝2からg：4までの計3っ（γ、，，ηan（1

  篶）

であり，ヤコビ行列は4x4の正方行列である（すなわちη＝4）．

 一方，イソアワモチのぺ一スメーカ細胞モデル（8変数モデル）の場合，

 。イオンチャネルの数づ＝6（fast Na＋，fast K＋，s1o，v Na＋，s1ow K＋，1eakage an（l

  inwa・drecti五erK＋）

 。膜電位γ（g＝1）を除く，等価電位の数g＝2からg＝8までの計7つ（γ，，，Tう，，T㌦，

  ㌦，，”，，篶，and”、）

であり，ヤコビ行列は8×8の正方行列である（すなわちη＝8）．

簡約化されたHH型方程式のヤコビ行列と固有方程式 Kep1erの簡約化法の適用によ

るρ変数簡約化HH型方程式の線形化について考える．ヤコビ行列とその成分は，

             α各（γ□）α亀（γ一）α畏（γ一）…α島（γ一）

            一α墨（γ□）α塁（γ□） O ．1． 0

      川γ□）＝一α墨（γ一） O 鳩（γ・）   ， （4．18）

                             0

            一α品（γコ） O … 0α品（γ口）

                皿1
        α各（γ口）＝ρ1Σα1、，

               μ＝’、生

        α狼（γ一）：ρ1Σα1｛比，（ト2，…，ρ）

               ㍍＝πk＿1＋1

                m｛
        礁（γ一）＝ Σρ‘、αm＜0，（た＝2，…，ρ）

              ｛＾：冗｛＿1＋1

となる．ここで式（4，19）～式（4．21）では，平衡点において，

             ∫。工rF（ザ，｛γ‘｝）＝0，

                 ア1ム（γ一，γ口・）＝0，

となることを用いた．同様に，固有方程式入（”〕は以下のように与えられる：

            P           P
         λ（ρ〕＝1］1（αトλ）十Σ［α吾，α鑑、■（αト入）1・

            j＝1     ＾＝2   ゴ≠1，ll

（4．19）

（4．20）

（4．21）

（4．22）

（4．23）

（4，24）
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4．3 Kep1erの簡約化法適用の条件

 Kep1erらエ451は，彼らの簡約化法適用に際して，重み係数ρの評価と同時に導出され

る条件を提示した．本節では，その条件を導く．式（3．39）を式（3．36）に代入し，δ’、の項

を取り出す：
                 ∂ん
               ρ1何十η1ρ一，    （4・25）

                      π比
づκに関してηト1＋1から叫まで和をとると， Σ  ρ1止＝1より，

                     ㌦＝π｛＿1＋1

                   叫  ∂力ム
              1F■、、、～、、11呵    （4・26）

を得る．式（4．26）を式（4．25）に代入して，ρ｛止≠0であることを利用すると，

              ∂瓜    叫    ∂篶＾
              π■ゴ、、ξ、、、ljπ    （4・27）

を得る．ここでは平衡点近傍（∂尤止／∂”止：一1／0’、ηた）において式（4，27）が。になること

を考え，

1㌧、芝十、考毒）て、1（い）1・1，（η一1・1ム・い一之…・1）（…）

                       π＾
が得られる．文献［45］では，式（4．34）の左辺が Σ

                     ｛ム：π正＿1＋1
本論文では特にそうはしないでおく．

 式（3．39）を式（3．36）に代入し，δμの項を取り出すと

               叫  ∂篶、
           η・ρ1＋Σρ1止一＝0，
              ｛生＝利生．、十1 ∂巧

                   η2ρ’。 ＝  0，

を得る．式（4．29），式（4．30）を辺々加えて，

                   叫  ∂九止
              1・＝一三ム、ξ十、1甲

1／σ｛生η止（γ一）で規格化されるが，

（μ≠1）

（4129）

（4．30）

（4．31）

を得る．式（4．31）を式（4，29）（あるいは式（4．30））に代入すると，ρ1＝ユ（あるいは（、：o

（μ＝2，＿，η1））となる．式（4．32）から，

1ρμ1＝ 蒜／（着蒜一島）
＜

蒜／（一島）
（4．32）
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であり，故に，

            0市∂F            1
                 ＜（1、 （μ＝2，… ，η1）                                     （4．33）
             0γ∂η

 式（4，28）は，等価電位同士の結合において，それら時定数が非常に近い値を探らね

ばならないことを示している．また式（4．33）では，∂F／∂η録0あるいは0μη’0であ

ることを示している．式（4．28），式（4，33）をヤコビ行列の要素で置き換えると次のよう

になる：

    1（加、着十、1州）一α1…・1，（η一1・1κ・い一之…，／）（・…）

            批・1，（！一・・…・11）  （・…）

4．4 双曲型平衡点の固有値の評価

 本節では，双曲型平衡点の固有値がKep1erの簡約化法によってどのように再現され，

また除去されるのかを調べる．

4．4．1 Kep1erの簡約化法適用の条件が完全に満たされる場合

 先ず，式（4．28）が完全に満たされるとしよう．このとき，式（4．34）より，

     1（九＝倉十、舳）一αll一・・⇒αll一九、芝十、舳（・…）

を得る．全てのれに対して式（4．36）が満たされるので，このとき，

                        冗＾
  α冗、．、。1、止．、。1：α冗、．、。。、、．、。・＝…＝α、生、氏＝Σρj、αゴ庄ゴ止…7κ〈O， （4．37）

                       九＝π止＿1＋1

が成立する．次に，式（4，35）が完全に満たされることに対して，α’、μは有限の値でα1’、＝0

であるとしよう．HH方程式では，これはm』（γ）＝0に対応するので，状態点が静止電

位近傍にあることを意味する．また式（3．50）をヤコビ行列の成分で表記すると，

廿十差小嵜㌧一ギ差・い＝リ38）

となり，α1μ：Oを代入するとρ1＝1を得る．

 次のような変換を考える：

9＝”， （4，39）
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          冊“
    ψ尻＝ Σρゴ、巧、，（κ＝2，…，ρ）

        ゴ＾：皿“一1＋1

     φ、 ＝  V二＿P＋1， （κ＝ρ斗1，… ，ρ十η1－1）

     δ尻＝K一ρ十1一ψ2，（κ＝ρ十η1，…，ρ十ηザ2）

     δ、 ＝  K＿P＋2一ψ3， （κ：ρ十η2－1，… ，ρ十η3－3）

     δ、 ＝  篶＿P＋3一ψ4， （κ＝ρ十η3－2，… ，ρ十η4－4）

     δ、 ＝  γ；＿P＋（P＿1）一ψp、 （κ＝ρ十ηp＿1一（ρ一2），… ，ρ十ηP一ρ）

                             ｝
                     …～＿1＋2      ：几。＝n

ベクトルπ，ψを

       π＝（乃篶…篶篶十1…篶十列、＿1篶十九、…篶）T，

        V＝（9ψ2… ψpφ叶1… φp＋几、＿1δp＋几、… δ、）T，

と定義すると，式（4．39）～式（4．45）をベクトル表記でもって，

                 Ψ＝伽，

と表せる．ここでρは変換行列で正則である．このとき，

            金＝4n）π仁⇒φ＝ρ府）ρ一1リ

と書けて，

J舌p〕 O 0

λ2

�P

α22 0

O α几1．1

O

O O

72  0
@72

@ 7〃
O  7。

（4．40）

（4，41）

（4．42）

（4．43）

（4，44）

（4．45）

（4．46）

（4．47）

（4．48）

（4．49）

ρJ∫n）ρ’1：
，  （4．50）

と表せる．ここで，λμ・・（一α〃り）（μ＝2，…ハ）である、よって，

               P－1

            皿1        P
        舳）一、基（1バλ）具（・1■λ）柵∵止一「W）・
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は自明である．

 式（4．50）は，簡約化モデルのダイナミクスが元のモデルのダイナミクスをρ（＜η）次

元不変部分空間に制限したものと等価であることを示している．同時に，簡約化によっ

て除去される（実）固有値が常に負の値α〃（μ：2，＿，η1），7た（た＝2、．．．，ρ）と等しくな

ることを意味している．固有値が正の値を採らず，常に負の値であり続けることは，そ

の固有空間においてはダイナミクスの変化（分岐）が生じないことを意味する．

例：H亘方程式への適用 例えば，4変数HH方程式の場合，

㌔ク ＝  ρyγ十ρmT㌃，

ψ＝ρん篶十ρ兀篶，

（4．52）

（4．53）

のように結合されるので，式（4．34），式（4．35）が完全に満たされると，

9＝γ，

ψ  二  ρh”十ρη篶，

φ＝㌦，

6＝η一ψ二（ユーρわ凧一ρ兀篶＝ρ、（η一丁㌦），

となる．行列ρは：

                 1 0 0  0

                 00ρh ρ皿
             ρ＝
                 0 1 0  0

                 00ρη一ρπ

で与えられる．このとき，逆行列ρ一1は：

    1 0 0  0

    0 0 1  0
ρ一1＝

    0 1 0  ！

    010一ρ・／ρ冗

（4．54）

（4．55）

（4．56）

（4．57）

（4．58）

（4．59）

である．ヤコビ行列：

    α11 0 α13αM

・1・）一一α22α・・00

    －72 0 72 0

    －72 0 0 竹

（4，60）

を用いて，

金＝J舌4）”く・⇒ク＝ρ∫∫4〕9一㌧ （4，61）
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と書けて，

                  α11α13一トα1400

          ρ・！・〕ρ一1一一727200
                 一α22  0  α220

                  0   0  0 72

を得る．ここで，72＝ρhα33＋ρ刊α44である一心行列

（二㌧～）一倍）・

（4．62）

（4．63）

は，α12＝o（ρ1＝1）とした簡約化モデルのヤコビ行列であることに注意する。式（4．62）

から，

            λ！4）（λ）＝（α。。一λ）（7。一λ）X8）（λ），    （4．64）

は自明である．ここで，72・・ρhα33＋ρπα44＝α33＝α44である．

4．4．2 Kep1erの簡約化法適用の条件が近似的に満たされる場合

 次に，式（4．34），式（4．35）が近似的に満たされる場合を考える．すなわち，ε…

（｛εμ｝，｛ε｛、｝），εμ＝α1μ，ε｛、＝α…、｛、＿7κとする．εは，式（4．34），式（4．35）が理想的に

満たされる状態からの誤差を表す．モデルの局所的な解の特性は，線形化された方程式

の固有値によって決定されるので，εを用いて元のモデルと簡約化モデルの間の固有値の

関係を明らかにすることを試みる．εを導入することによって，元のモデルのヤコビ行

列は：

α11（γ一）  ε2

一α22（γ一） α22（γ口）

ε九一 ．    α1nl＋1 α1・兀

O

ノ（π）（ザ）＝ 一α、，、，（γ一）

      一（72＋ε。、十1）

απ、皿、（γ□）

72＋ε。1＋1

O

一（7。十ε冗） 7ρ十ε・

（4．65）

となる．一方，簡約化モデルのヤコビ行列は：

        l1（α11（ザ）・芝1μ）llわ‡、、α11

J（P〕（γ日）＝
一72        72

一7ρ

  n”
ρ1Σ α11岬
 ㌦＝皿”一1＋一

0       7。
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である．式（4．5ユ）から，ε導入後の関係：

         皿1         P
   λ9〕（λ）一n（α、、一λ）n（7…）叫一町一1－V）（入）・則）・ε・0（ε2），（4－67）

         μ＝2     た＝2

   Xぎ）（λ）＝Xま）（λ）十5（λ）・ε斗0（ε2），       （4．68）

が得られる．ここで，

       R（λ）＝（地（λ）R。（λ）…五、、（入）凡、十1（入）…Pπ（入）），

       8（λ）＝（3・（λ）3・（λ）5η1（λ）｝）

                       。＿皿1個

である．また式（4．68）は，

             ε＝（ε・ε・ ε兀1り）…εμ

                     利一九、個

であり，ρ1（εμ）＝1＿0（εμ）であることを用いて得た．

 式（4．67）は，小さなεに対して次の重要な点を示している．i）ヤコビ行列ノ回は，卜ρ

個の常に負の値を採る固有値（αμμと7た）を持ち，これらは簡約化によって除去される．ii）

もし，λがi）以外の固有値のとき，J（P）の固有値はJ（n）の固有値に近い値を持ち，逆もま

たしかりである．これらは，陰関数定理を適用することによって明らかに・される．

簡約化によって除去される固有値の評価 εを使って固有値を，

    λ ： αレレ十。．ε斗0（ε2）， c＝（c2c3＿c、），ε＝（ε2ε3・、．ε冗）T，  （4．69）

    λ ＝ 7、十d。ε十0（ε2）， d＝（あd3＿d、），ε＝（ε2ε3＿ε、）T，  （4．70）

と評価してみよう．ここで，2≦μ≦η1，2≦κ≦ρである．次に，cとdをεの1次

の項の係数を0とすることにより決定する．式（4．67）より，式（4．69）に対して，

  λぎ）（αレレ十。・ε斗0（ε2））

一一

m（只（｛真（ハバ吋（㌦））・1児（・一）1ε・・（ε・）

＝0，

（4．71）

を得る．さらに，

       P
■（α、、、一α、レ）■（7ドα”）皿1一町一1λ9’）（α”）≠0、

μ≠レ      κ＝2

（4．72）

を仮定すると，

          R（αレレ）
・＝ @   。      。（2≦リ≦lll） （4・73）

、具（1パ1川）只（・｛）H’1生一）
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を得る．式（4．69）に対しては，εの帆＿叫一1次の項の係数をOとすることでdを決定

できる（叫＿肌＿r1次以下の項の係数は0である）．ここでは，叫＿叫一1＝1の場合

に対して，答のみを掲載する．

                R（7、）
      d＝皿、         ，（2≦κ≦ρ） （474）
         ■（α、、一7冊）H（71－7斥）叫一町一1xま〕（7席）

        ’・＝2     ム≠κ

例：HH方程式への適用 HH方程式を例に挙げて，固有値を評価してみよう．ε＝oのと

き，式（4．64）より，固有方程式λ8）（λ）＝0は，解λ：α22＜o，入＝72＝ρわα33＋ρ、、α44＜o

を持つ．これらは簡約化において除去されるべき固有値である．次に，

      λ ＝ α22＋c・ε斗0（ε2）， c＝（c2c3c4），ε＝（ε2ε3ε4）T，

      λ ： 72＋d・ε斗0（ε2）， d＝（あd3d4），ε＝（ε2ε3ε4）T，

を仮定し，これらが

     Xε）（λ）＝（α。。一λ）（7。一λ）1（α11一λ）（7。一λ）十（α1。十α1。）7．1

                         一・旨〕（λ）

           十ε。α。。（7。一λ）2

              ＝伽（λ）
           十ε3（α22一λ）［（α1rλ）（72一λ）十α13（72一λ）十α1．721

（4175）

（4，76）

            ＝R3（λ）
十ε・（α。・一λ）［（011一λ）（7・一λ）十α1・（7・一λ）十αユ37・1

                       仙（λ〕
           十ε・α・・1（7・一λ）（ε3＋ε・）十ε3ε・1

           ＋ε3ε。（α11＋α。3＋α工。一λ）（α22一λ），      （4．77）

の解であるとして，εの1次の項の係数が0となるように，c，dを評価する．式（4，75）に

対して，

λ旨）（α。。十・・ε斗0（ε2））二一・・ε（7ザα。。）［（α1rα。。）（7。一α。。）十（α1。十α1。）7．1

               ＋ε2α22（72一α22）2＋0（ε2）

             ＝  0，                                 （4．78）

となる．ε2，ε3，ε4の1次の項の係数を0とすると，それぞれ，

一（7。一α・・）1・。｛（α11一α・。）（7ザα。。）十（α1。十α1。）7。｝一α・・（7rα・・）1＝0，（4．79）

        一。3（72一α。。）［（α1rα。。）（7。一α。2）十（α13＋α1・）7・1こ0、（4．80）

        一。。（7。一α・・）1（α。rα。・）（7。一α・・）十（α13＋α1・）7・1＝0，（4－81）
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を得る．72≠α22は簡約化における仮定から明らか（もしそうでないなら，α22竺α33豊α4」

となり，㌦，w，。沁が互いに結合されてしまうことになる）である一そこで，

          （α11一α。・）（7・一α・・）十（α1・十α1・）7・≠0、    （4・82）

を仮定すると，

                    α22            c2＝              （483）                     （α13＋α1・）72
               （α1rα・・）十
                      （72一α22）

            c3＝c。＝0，          （4・84）

となるので，評価された固有値λは，

        λ ＝ α22＋c2ε2＋0（ε2）

         ＝α、、十  α22  ε、斗0（ε2），
                    （α13＋α14）72
              （α。1一α22）十
                     （72一α22）

         ：α、、十  α’2α22  ＋0（ε・）   （485）
                    （α13＋α14）72
              （α11一α22）十
                     （72一α22）

同様に，式（4．76）に対して，

     X9）（7。十d・ε斗0（ε2））：一d・ε（α；。一7）（α1。十α1。）7

                  ＋（ε3α14＋ε4α13）（α22－72）72＋0（ε2）

                ＝0，            （4．86）

となる．ε2，ε3，ε4の1次の項の係数を0とすると，それぞれ，

             一d。（α2212）（α13＋α1・）72＝0，     （4・87）

          一（α。。r。）［d3（α13＋α1。）一α1・17・＝0，    （4・88）

          一（α。。一7・）［d。（α13＋α1。）一α1・17・＝0，    （4・89）

となる．α22≠72，72＜0であり，んとηは互いに相乗作用変数（sign（α13）＝sign（α1刈））

であることから，

                 α13＋α14≠0，         （4．90）

なので，

              d2 ＝  0，                              （4．91）

                   α14              d3＝   ＝ρ、，       （492）
                  α13＋α14
                   α13              ｛＝   ＝ρ’，，       （493）
                  α13＋α14
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を得る．故に，評価された固有値λは，

         λ ＝ 72＋∂3ε3＋d4ε4＋0（ε2）

           ＝72＋ρ、ε3＋ρ＾ε4＋0（ε2）

           ＝ 72＋ρ、（α33－72）十ρh（α44－72）十0（ε2）

           ＝ 72＋ρ、033＋ρんα44一（ρh＋ρ皿）72＋0（ε2）

                      †
           ： ρ帆α33＋ρhα44＋0（ε2），                 （4．94）

となる．

簡約化によって除去されない固有値の評価 J（n）とノ（P）の｛αμμ｝，｛7κ｝以外の固有値バと

λRは，ε＝oのときの固有値λoを用いて，

             λF ＝ λo＋bF、ε斗0（ε2），            （4．95）

             λR ＝ λo＋bR．ε十0（ε2），             （4．96）

と評価される．式（4，95）と式（4．96）は次の式と等価である．

            λF ＝ λR一（6R－bF）・ε斗0（ε2），          （4．97）

            λR ＝ λF＋（6児＿6F）．ε斗0（ε2），          （4．98）

式（4，97）はノ（P〕（簡約化モデルの線形化方程式のヤコビ行列）の固有値炉を用いてノ（π〕（元

のモデルの線形化方程式のヤコビ行列）の固有値パが評価できること，式（4．98）はその

逆ができることを示している．ここでは，式（4．98）のみを評価する．

 式（4．51）から，λ甘〕（λo）：o，λ宇）（λo）＝0は自明である．故にε＝oのときは，簡約

化によって固有値が定量的に保存さ札る．続いて，ε≠0のときを考える．炉が，バを

使って，

              λR＝λF＋6・ε斗0（ε2），             （4．99）

と表されるとしよう．ここで，わ＝炉一bF＝（う2う3…5凧）である．

 式（4．67）の左辺に式（4．99）を代入して，1次の項まで展開すると，

         （左辺）＝走）（炉）

            ＝λ9）（バ十b・ε斗0（ε2））

              、旨〕（バ）十坐（バ）X。、、十。（、・）、

                    dλ
            、。、吐（バ）×。．、十。（、・），  （。．1。。）

                 舳

同様に，式（4．51）の右辺に式（4．99）を代入して，1次の項まで展開すると，

       nl          ρ
 （右辺）＝ 1］二（α、、＿λR）n（7k＿入R）叫・叫一1－1X9’〕（λR）十児（入児）・ε斗0（ε2）、

      μ＝2      k＝2

                   97



  n1          P
＝n（α、、一入η）■（7た一λ月）叫一π止一1・’（溜（人R）一8（入R）・ε、）

 μ＝2      k＝2
・［州・票（バ）…ε1・ε・・（ε2），

    」πl         P
＝O－n（α、、一λ尻）n（7・一人亙）几ムー叫一’一18（λ児）・ε、十R（バ）・ε十0（ε2），

   μ…2      卜2
十）一具（αμμ一バ）真（・た一炉…一1・（バ）1ε・・（ε・）（・1・1）

（ここで凶λκ）一0）

式（・1・・），式（・1・・）ll，等）（パ）・・（固有方程式が重根を持たない）1して，

・一
m州一具（伽一バ）真（・広一叶一1・（バ）1／等〕（バ）・（・・1・・）

を得る．特にη1＜づ≦ηに対して，ベクトル8の成分は全てOなので，

ト風（λ・）／喋（バ）・

が成り立つ．固有値は，式（4，102）を式（4．99）に代入して評価される．

側1HH方程式への適用 λ讐〕，X旨〕は，それぞれ，

          λ旨）（λ）＝（α。。一λ）（7。一λ）λ（2）（λ），

          λε）（λ）＝（α11一λ）（7。一λ）十（α1。十α1。）7。，

で与えられるので，

（4，103）

（4，104）

（4，105）

迎（λ・）、．（、2、、、、．。λ・）、（・）（バ）．（、、、、、、．。λ・）（、、、．バ）（、、．バ），（。．1。。）

 dλ

を得る．式（4．77）より，

    五。（λF）＝α。。（7。一λF）2，           （4，107）

    η3（入F）＝（α22一λF）［（α11■λF）（72一λF）十α13（72一人ダ）十α14721， （4，108）

    五4（λF）＝ （α22一λF）［（α11■λF）（72一λF）十α14（72一人ρ）十α13721． （4，109）

 ベクトル5は1次元（32）であり，

           1
    ργ＝1一     ε1＋0（ε子）， （ε五＝α12）， （α11－022〉0）     （4，110）

         α11一α22

を用いて∫2は，

          8（バ）一 α22（。、一バ）一〇’3＋α’4。，、  （・．l11）

               α11 一 α22              α11 ． α22
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で与えられる．故に，

わ2＝

b3＝

64＝

        （α。。一λF）（7。一入F）1α。。（7。一λF）十（α1・十α1・）つつ1
α。。（7。一λF）2＋

                 α11一α22     ／4，112）
 （α。。斗7。一2λF）X（2〕（入F）十（α11＋7・一2λF）（α・・一入F）（7・一入F）

   （α。r州（α1r入F）（7・一λ戸）十α1。（7・一λF）十α1・7・1

一                     （4，113）（α。。十7。一2λF）X（2W）十（α11＋7・一2λF）（α。。一λF）（7・一λFプ

   （α。。一λF）［（α1r入F）（7・一バ）十α1。（7・一λF）十α1．7・1

                               （4，114）
 （α22＋・γ2－2λF）X（2）（λF）十（α1工十72－2λF）（α22一λF）（つり一λF）

となる．

4．5 非双曲型平衡点のパラメータ値の評価

 4．4．1節，4．4，2節では，式（4．35）でαμμが有限の値を採ると仮定して議論した．しか

し，同様の議論を非双曲型平衡点（分岐点）に対して行なおうとすると，問題が生じる．

式（4．35）が完全に満たされる場合は全てのα1μが。になるが，簡約化モデルが2変数で

記述されるとき一多くの簡約化HH方程式が2変数で記述されるのだがエ59，1ト，ヤコ

ビ行列のトレースがα11＋αμμ＜0となり，3．5節で見たようにこれではHopf分岐が生じ

ないことになる．何故ならば，後述するようにHopf分岐が生じるときは（トレース）＝0

だからである．つまり，式（4，35）が近似的に満たされる場合はHoI）f分岐が生じるが，完

全に満たされると生じないということになる．モデルの平衡点が不安定になり，膜電位

が発振する場合，α1μ＝0はKep1erの簡約化法適用の条件をよく満たすことにはならず，

逆にα1μが有限の値を持ち，αμμ→○Cとなることを考えねばならない．これは，特異摂

動法を用いた解析になる．故に，分岐に関して論ずるとき，Kep1erの簡約化適用の条件

（式（4．34））に対しては普通の摂動法，（式（4．35））に対しては特異摂動法を用いることに

なる．

 前節では，HH型方程式（例としてHH方程式に適用）のヤコビ行列の各要素問に何

等かの関係が存在するときに，双曲型平衡点の固有値を摂動法によって評価した．本節

では，非双曲型平衡点（分岐点），特に平衡点のサドルーノード分岐（Clls1）やPitch北rk分

岐も含む）とHopf分岐に関して解析する．これら2種の分岐は，共に平衡点近傍で生じ

る局所分岐である．それ故，4．2節で得た線形化方程式を用い，固有方程式に関しては，

式（4，16）を

     p5几〕（λ） ＝ （一入）皿十trJ（肌）（γ一）（一人）η一1＋0三ツ2（γ一）（一λ）上2＋．．．

           十01n〕（ザ）（一λ）十d・tノ（・〕（γ□），     （4．113）

と展開した形式を用いる．ここで，trノ（π〕，dCt∫（何）は，それぞれヤコビ行列∫ωのトレー

ス，行列式を表す．
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4．5．1 平衡点のサドルーノード分岐

 サドル．ノード分岐が生じるための必要条件は，平衡点の固有値のひとつが。になる

ことである．式（4，115）において，detJl・）（ザ）＝Oのときに入：0は舛二〕（λ）＝Oの解で

ある．それ故，サドルーノード分岐が生じるための必要条件はdetノ（几〕（γ一）＝0であると

言い換えてもよい．また，縮退点（2重0）を除くには，式（4，115）において01（γ一）≠0

を付加すればよい．

                皿         n
          d・tJ（π）一nα力・Σ（舳・παカ），

                ゴ＝1  h・・2   j≠1，h
                  n          n        一π
              一α11nαカ・Σ：（α舳nα力），

                 j二2      h＝2    ゴ≡2
                   n          η
              一（α11・Σα舳）（nαカ），

                   h＝2   ゴ＝2
                 m          皿
              ＝（Σα1j）（nα舳），         （4・116）

                ゴ＝1   卜2

であり，α舳≠O（ん＝2，3ジ．．，η）なので，

                     皿           d・tJ（n）（ゾ）＝0く⇒Σ：α1j（γ庫）＝0，    （4・117）

                     ゴ＝1

である．式（4，117）を満たすパラメータγ＝咋が，サドルーノード分岐が生じる分岐点

となる．

 先ず，変数定数化法（殆ど振動しない変数のパラメータ化）によってサドルーノード分

岐が保存されるかどうかを考察する．変数定数化法により，篶（2≦｛≦η）がパラメータ

化されるとする（ここでは等価電位に変換された形式を用いる）．ヤコビ行列の成分では

α…｛とg1｛がモデルから除去される．このとき，

                     九一1
           d・tJ（卜’）（ガ）＝0く⇒Σα1ゴ（ガ）＝O，    （4・118）

                     ゴ：1

がサドルーノード分岐が生じる必要条件である．しかし，式（4，117）が成り立つために，式

                    π一1
（4，118）は成立しない．そこでα1ゴ（η）＝ε《Σ1α1ゴ（K日）を仮定して一後述するように，

                    ゴ＝1
イソアワモチのぺ一スメーカ細胞モデルではこの仮定が成立する＿，摂動法から変数定

数化法を適用した後のサドルーノード分岐点η；を評価する．り；＝T㌘十。三十〇（ε2）とする．

このとき，

        九一1
        Σα1山）＝0

        隻＝1

      ⇔Σ（α11（1㌘・㏄・0（ε2）））一0r

        κ＝1
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⇔乞（11州・・！争（・㌘）・・（1・））一・・

   κ＝1
   n－1      皿’1dα舳
・⇒Σα・㈹・・εΣT（τ）・0（12）一・，

   た≡1        k＝1

         n－1d01た            n
l⇒一α・κ）・・εΣ万（K）・0（12）一0・（∵Σα1ドO）
         た＝1                   た：1
   ε（・言（祭（η））一1）・・（ε2）一・，（∵α・一ε）

（4，119）

εの1次の係数を0とすると，

c：

1

π一1dα1k

喜丁（㍗）

（嘗祭（1㌘）・・）
（4，120）

が得られ，変数定数化法におけるサドルーノード分岐点η；は，簡約化前の分岐点下㌘とεを

用いて以下のように評価される．

            1；η十一1、、1た十・（／2），  （・1・・）

                 Σ7（η）

                 ＾＝1

ガを∫、、‘に変換するには，式（4．17）を用いればよい．

 続いてKep1erの簡約化法により，サドルーノード分岐が保存されるかどうかについて

考察する．簡約化前のモデルにおいて，サドルーノード分岐が生じる必要条件は式（4，117）

で与えられた．簡約化モデルに対しては，

                     P
            d・tノ（ρ）（ガ）＝0⇔Σα場（・□）：0，    （4・122）

                     ゴ＝1

で与えられる．式（4．19），式（4，20）を式（4，122）に代入して，

          p                  π
          Σα各（ガ）＝0く⇒ρ1Σα1ゴ＝0，（ρ1≠0）   （4・123）

          j＝1           ゴ＝1

を得るので，Kep1erの簡約化法はサドルーノード分岐を定量的に保存する．

 修正Kep1erの簡約化法を用いる場合，Kep1erの簡約化法のときと同様，サドルーノー

ド分岐は定量的に保存される．反相乗作用変数の結合は式（4，117）に全く影響を与えない．

4．5．2 平衡点のHopf分岐

 Hopf分岐が生じるための必要条件は，線形化方程式の固有値が一組の純虚数固有値

になることである．しかし，一組の純虚数固有値を持つための条件を固有方程式の係数
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に照合させるとき，線形化方程式がη変数では，サドルーノード分岐のときの様に簡単に

はいかない．例えば，η＝2のときを考える．このとき固有方程式は，

           X（2）（λ）＝λ2－t・ノ（2）（ゾ）λ十d・tノ（2）（ザ）＝0，  （4，124）

         打J（2）（γ日）＝α、1＋…，         （4・125）

        d・tJ（2）（ゾ）＝（α11＋α1。）α・・，       （4・126）

となる．Hopf分岐が生じるとき，固有方程式が

           λ（2）（λ）＝λ2＋ω2＝o，（ωは固有値の虚部）      （4，127）

となることから，式（4，124）と式（4，127）の係数比較により，

              H（2）（ザ）＝t・∫（2）（ゾ）＝O，     （4，128）

                   d・tJ（2）（γ一）＞O，     （4，129）

を満たすパラメータγ一を評価しなければならなレ「．ところがη＝3のと。き，固有方程

式は，

       X（3）（λ）＝一入3＋t・∫（3〕（ゾ）人2－013）（γ一）λ十d・tノ（3）（γ一）＝O，（4，130）

     t・J（3）（ゾ）＝α1ユ十α。。十α。。，         （4，131）

      013）（ゾ）＝α11α。。十α。。α。。十α。。α11＋α、。α。。十α1。α。。，  （4，132）

    d・tJ（3）（γ｝）＝（α1、十α1。十α、。）α。。α。。，       （4，133）

であり，η＝2のときと同様に係数比較すると，

        H（・）（γ・）一t・J（・，（ザ）・013〕（ザ）一d・tノ（・）（γ・）一0， （4，134）

                           013）（ザ）〉0，  （4，135）

を満たすパラメータγ□を評価しなければならなくなる．η＝4（つまりHH方程式）のと

き，固有方程式は，

     X（4）（λ）＝λ4－t・J（4）（ザ）λ3＋0！4〕（ザ）λ2－0！4〕（γ口）人十・1・tブ（4〕（γ一）

         ＝O，                 （4，136）

    t・J（4）（ザ）＝α11＋α。。十α。。十α。。，         （41137）

    0！4）（ザ）：α11α。。α。。十α。。α。。α。。十α。。α。。α。十α。。α。α。。

           十α12α22（α33＋o・・）十α13α33（αψ十α。。）十αレーα。・（α22＋α33）、（4，138）

    014〕（γ一）＝α11α。。十α。。α。。十α33α。。十α舳十α11α。。十α。。α。、1
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           十α12α22＋α13α33＋α14α44，                      （4，139）

   d・tノ（4）（ゾ）＝（α11＋α1。十α1。十α1。）α。。α。。α。。，      （4，140）

であり，

          H（4）（ザ）：（C！4〕）2（γ）十d・tJ（4）（γ一）・（t・J（4〕）2（γ一）

                 一0！4）（ザ）・0≦4）（ザ）・t・∫（4〕（ザ）＝0， （4，141）

     014）（γ一）・t・ノ（4）（γ一）＞0，         （4，142）

がHopf分岐の条件であるエ30］．変数の数ηに依存して条件式は複雑になる一しかし，2

～4変数までのHH型方程式のHopf分岐の条件式（式（4，128），式（4，134），式（4，141））か

ら，式（4．34）に対して，つまり等価電位同士のみの簡約化に対して，経験的に以下のよ

うな関係が導ける．

       磯（ザ）一K（ザ）∬（中1〕（ザ）・工（ザ）・ε1、・0（εえ）r （・・1・・）

ここで，磯，∬（皿1初一）は・それぞれ元のモデル・簡約化モデルの線形化方程式のヤコ

ビ行列から得られたHopf分岐の条件式で，

             ε｛止＝（O，…，O，ε刊、。1，…，ε冊）T，

                 ｝
                  皿1個

             工＝（0，…，0，ム几、斗1，…，Z、），

                 ｝
                  刊1個

である．

 ε｛、＝Oのとき，

            砕〕（ゾ）＝K（ザ）∬（几1＋・一1）（ゾ），    （4．ユ44）

である．K（γ□）≠0を仮定すると，

           硝n）（ザ）＝0く⇒∬（η1＋・一1）（ゾ）＝0，   （4，145）

が成り立つので，Hopf分岐は簡約化によって定量的に保存される．

 4変数のHH方程式に関しては，

 K（γ日）＝27婁十（2α11＋2α22＋α13＋α14）72＋α22（2α11＋2α12＋α13＋α14）， （4，146）

である．wと仏が互いに相乗作用変数のときは，

砕）（γ＾）＝0⇒K（γ口）≠O，（K（γ一）＝0＝・Hεn〕（γ一）≠O）（4，147）

が数値的に確かめられたので，硝π〕（τぐ）＝oを満たす元のモデルのHopf分岐点下㌘は，

簡約化モデルのHopf分岐の条件式∬（祀・十・一1〕（、㌘）＝0を満たす．よって，HH方程式に

おけるHopf分岐点は簡約化によって定量的に保存される．
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 次に，ε｛止≠Oのときを考える．ザ＝T㌘で元のモデルがHopf分岐を持つとする・そ

れに対して，簡約化モデルが

              η；＝K一十d。ε｛生十0（εえ），            （4，148）

でHopf分岐を持つとして，これまでと同様，dを評価する．式（4，143）の左辺に式（4，148）

を代入して1次の項まで展開すると，

        （左辺）一溜1（り；）

            一機（K・d・ε1止・0（εえ））

                   ∂瑞）
            一機（K）・∂γ帥）・・ε一1・・（εえ）・

             ・・禁（κ）へ・・（ε1），  （・。1・・）

同様に，式（4，143）の右辺に式（4，148）を代入して1次の項まで展開すると，

        （右辺）＝K（〃；）H（n1＋P－1）（η；）十工（リ；）．εξム斗0（εえ）

一・・
m岬・糸（・）・（・・ε1）1・ε1

            ＝工（K日）・ε1パ

               （ここで確1＋P－1）（η；）一0）

式（4，149），式（4，150）より，

紫（η）≠・（・・。f分岐が縮退して・・ない）として，

             ・一岬／禁）（η）・・

（4，150）

（4，151）

を得る．よって，
      工（K日）
η；＝K一十      ・ε｛止十0（ε之），
     ∂∬∫皿）

     ∂γ一（㍗）

（4，152）

となる．

4．5．3 Kep1erの簡約化法によるHH方程式の簡約化の問題

  これまで，Kep1erの簡約化法適用に関するサドルーノード分岐，Ho1）f分岐の保存性に

ついて議論してきた．本節ではHH方程式のHopf分岐に焦点を絞る．

 図4－1に，HH方程式の（∫、、｛，咋）に関する2一パラメータ分岐図を示す．（FM）は4

変数モデル（γ，篶，，W、，篶），（RMA）は3変数簡約化モデル（γ，”，，ρ’、τっ，十ρ，、γ。），（RM8）

は3変数簡約化モデル（ρyγ十ρmWT、，”、，T㌃），（RM、一8）．．は2変数簡約化モデル（ρ■．一F＋
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図4－1：HH方程式の（∫。、‘，昨）の2一パラメータ分岐図．（FM）4変数モアル．変数は

γ，㌦，篶，篶．（RMλ）3変数簡約化モデル．変数はγ，㌦，ρhW＋ρ、篶．（RM8）3変

数簡約化モデル．変数はργγ十ρm㌦，W，篶．（RM〃）2変数簡約化モデル．変数は

ργγ十ρm㌦，ρ凧十ρ几K．全てにおいて太実線（SN）はサドルーノード分岐曲線，細点線

（H）は4変数モデルのHopf分岐曲線，細実線（H）は簡約化モデルのHol）f分岐曲線を表

す．影の領域は簡約化された変数が互いに反相乗作用変数になる領域を表す．各回を繋

ぐ実線矢印，破線矢印は，それぞれHopf分岐曲線がほぼ定量的に保存される簡約化，定

量的に保存されない簡約化の流れを示す．
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ρm㌦，ρ凧十ρ皿篶）である．太実線（SN）はサドルーノード分岐曲線，細点線（H）は4変

数モデルのHopf分岐曲線，細実線（H）は簡約化モデルのHopf分岐曲線を表す．影の領

域は簡約化された変数が互いに反相乗作用変数になる領域を表し，この領域では簡約化

モデルは定義されない．

（FM）→（RMA）の簡約化 図4－1（RMA）において，細点線（H）は細実線（H）に上から

塗られて見ることができない．これは，簡約化によってほぼ定量的にHopf分岐曲線が保

存されることを意味する．実際，摂動法を用いてHopf分岐曲線を評価すると，非常に良

い精度で評価される（図示していない）、

（FM）→（RM8）の簡約化 図4一王（RMB）において，細実線（H）は細点線（H）から離れ，

直線として再現される．標準形を用いた解析によって，Hopf分岐曲線上にはsu1）eエ。ritical

とsubcriticaユが存在し，その境界でdegenerate Hopf分岐が生じることが報告されてい

る［48，67，28］．しかし，簡約化モデル（RMB）では，degenerate HoI）f分岐のような余次

元2の分岐は再現されない．また咋＝＿12［mV］（HH方程式の元の値）のときにおいて，

∫。、f値が小さいとき，簡約化モデルは（subcritica1）Hopf分岐を良く保存するが，∫。皿‘値が

非常に大きいときには（supercritica1）Hopf分岐を良く保存しなくなることが報告されて

いる［4司が，これはHopf分岐曲線の直線化によって生じることが大域的分岐構造を調

べた結果から明らかになった．

膜電位と等価電位の結合に関する簡約化の問題 これまでの結果を纏めると次のように

なる．等価電位同士の結合に関する簡約化は，サドルーノード分岐は言うに及ばずHol）f

分岐もほぼ定量的に再現可能である．しかし，膜電位と等価電位の結合に関する簡約化

は，サドルーノード分岐は定量的に保存するが，Hopf分岐は保存しない、degenerate Hopf

分岐（Hopf分岐曲線上の余次元2の分岐点）は，簡約化によって除去される．

  この原因をもう少し調べてみる．図4－2（a）に，HH方程式が満たさねばならない“Ke－

p1erの簡約化法適用の条件”を∫、。｛に対して図示する．式（4．34）に対応する条件1α33一α441

は非常に小さな値を示し，3変数簡約化モデル（RM＾）が分岐構造を良く保存することを

裏付けている．それに対して，式（4．35）に対応する条件1α12／α221は非常に大きな値を示

し，このとき，膜電位と等価電位の結合に関する簡約化は，良い精度でHo1）f分岐を再

現する保証のないことを意味している．図4－2（1））は，4変数モデルの（∫、、’，咋）の2一パラ

メータ分岐図におけるHol）f分岐曲線が，

                    δ22
                 η…                          （4153）
                   α。。（γ一）’

の値を変えることによって，どのように変化するかを示したものである．ここで，O＜η≦1

となるように定数δ22を決めてある．η＝1のときが，4変数モデルのHopf分岐曲線（図

4－1（a）の細点線H）に対応する．ηの減少に伴って，分岐曲線は図4－2（1））に示すように

変化し，極限（η＝0）において，3変数簡約化モデル（RMB）のHopf分岐曲線と一致す

る・これは，次のことを意味する．Kep1erの簡約化法適用の条件（式（4，35））が完全に満
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図4－2：（a）HH方程式におけるKep1erの簡約化法適用の条件を4皿tに対して示したもの．

（1））4変数モデルのηの値を変化させたときの（∫。、土，咋）の2一パラメータ分岐図における

Hopf分岐曲線．TBはTakens－Bogdanov分岐を表す．
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たされる場合，すなわち1α12／α221→0（ただしα12≠0）が成り立つとき，簡約化モデル

のHopf分岐曲線は元のモデルのそれを定量的には保存しない．これはもうひ午つの条

件（式（4．き4））の場合とは異なり，式（4．35）は簡約化の理想的な条件にはなり得ない．

2変数モデルヘの簡約化 図4－1（RMA）→（RM〃）への簡約化は，図4－1（FM）→（RMB）

への簡約化と全く同様である．また，図4－1（RMB）→（RM〃）への簡約化は，図4－

1（FM）→（RMλ）への簡約化と全く同様である．

4．6 固有値・固有ベクトルの切り替え現象

 本節では，イソアワモチのぺ一スメーカ細胞モデルの簡約化に対し，シミュレーショ

ン，固有値解析を通して解釈を与える．Kep1erの簡約化法適用に関しては，これまでと

同様の結果を得るので大した興味は引かない．ここでは，第1簡約化，すなわち変数定

数化法の適用によって，固有値・固有ベクトルの切り替え現象が起きることを報告する．

 4変数モデル，3変数モデルでは，ゲート変数は等価電位に変換された形を持つが，8

変数モデル，7変数モデルではそうではない．統一を図るため，以降において，8変数モ

デル，7変数モデル共にゲート変数を等価電位に変換した形を用いる．この施しは，“変

数変換（座標変換）”であるため，固有値に影響を与えないことに注意する．

 ヤコビ行列は：

           α11（γ口）α12（γ一）α13（ザ）．、、α、8（γ一）

           一α22（γ）α2。（γ日） 0 ．．． 0

    J（8）（γ□）＝一α。。（γ） O α。。（γ・）

                            0

           一α88（γ口） 0  ．．． 0α88（γ一）

である．図4－3に，ヤコビ行列の各要素のγに関するグラフを示す．

（4，154）

 第1簡約化では，変数篶、が変数から除去されることになる．図4－3においてα1ボ。

であることから，システムが安定であるときにα18＝0を仮定し，摂動法を用いて，T㌦、

の除去に際する固有値とヤコビ行列の成分との関係を明確にしておく．

 α18＝0のとき，

州一い）匝い）・｛ふい11一・ （4，155）

が固有方程式になるので，λ＝α88は解（固有値）となる．次に，α18が他のヤコビ行列の

成分に比して十分小さいと仮定し，α18＝6とする．λ8＝α88＋c6＋0（～）が固有方程式

の形とするとき，

      入（8）（人8） ＝ λ（8〕（α’，’、十。6＋0（～））
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図4－4：（a）8変数モデルの固有値λ8，λ7，人6のγに対する振舞い．細実線は実固有値，太実

線は複素固有値，点線はα88を表す．“Sadd1e－node”，“α”，“β”，“7”はサドルーノード分岐点

を表し，“HopP’はHopf分岐点を表す．（b）7変数モデルの固有値λ÷，λらのγ一に対する振舞

い．図中の記号等は（a）と同じ、（c）8変数モデルの基底ベクトルθ、、＝（0，0，0，0，0，0，0，1）

と固有ベクトル〃8，仰の内積の値をガに対して示した図．垂直点線はそのガの値でサドルー

ノード分岐が生じていることを示し，その左側では（ε、、，U8）豊1，右側では（e帆、，む7）貨1

である．
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一一

i一・・（・））（兵／α1一（α・・・・…（・））／

・シ舳、見1α・一（α…一・・（判／）

 ・・α・・n［αザ（α・・・…0（～））1

    ゴ≠1，8

＝0，

となる．ここで，

               α力≠α88，（ゴ≠8）

とし，6の1次の項だけを取り出して纏めると，

である．

λ㈹（抽）一・（一匁幼一剛一・凄㎞1ゴ見（ポ州

       柵ゴ貝、（αガ川・・げ）・

6の1次の項がOであるとして，cの値を決定する．このとき，

（4，！56）

（4，157）

（4。ユ58）

（4，159）

   ・レ川・呂㎞ψゲ一一喩抄刈

・⇒・
ｴ一刈㎞一～・毒ポ先1一㈱抄一㈱）

一・ mい・吠汁喩   （・1・・）

である．2行目の等号を導く過程ではα舳一α88≠0，3行目の等号を導く過程では1］1（αヵ一

                                   j≠1，8
α88）≠oを用いた（式（4，157））．続いて，

             （α、1一α、、）一Σ舳わ≠0，    （・161）
                   h≠8α舳一α88

として，

                    0・88
             c＝        ，      （4162）
               （α11一α、、）一Σα’舳

                     h≠8αhドα88

牽得る．

 以降，固有値の添字は，

               λ8≧λ7≧…≧λ1，        （4，163）

を満たすものとする．それ故，安定平衡点から鞍状点ヘサドルーノード分岐を経由すると

き，λ8が0固有値となる．ではシステムが安定性を失っ．たときに，人8＞0は第1簡約化
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によって除去されるのであろうか．もし，そのようなことが起これば，サドルーノード分

岐が変数定数化法によって保存されなくなることを意味してしまう．よって人8は除去さ

れないはずである．これに関して，以下では“固有値・固有ベクトルの切り替え”と絡め

てλ8が除去されないことを明らかにする．

 図4－4（a）に，γ□（∫、、‘でもかまわないが，サドルーノード分岐が関係するときはγ一の

方が視覚的に混乱を招かないためにγをパラメータに選んだ）に対する088（破線），人8～

λ6（実線）の大きさの関係を示す．λ8～λ6のうちの2つの固有値が共役複素数（固有値）に

なるときの実部の値は太実線で示される．“Saωe－node”より左側では，上述の解析で調

べたようにλ8がα88に接近している．しかし，‘Sadd1e－node”から“α”間ではλ8に代わって

λ7が，“α”一“β”問ではλ6が，“β”一“7”間では再びλ7が，“7”から右側では再びλ6が，α88に

交互に接近する．‘Sadd1e－node”のときを除いて，複素固有値はα88に接近する固有値が変

化するときに現れる．しかし，“α”，“β”，“7”では，α88に接近する固有値・固有ベクトル

が切り替わっているとは言い難い．それは，式（4，163）の定義の仕方に依存するからであ

る．例えば・α・一・β・間において，λ6を人7，人7’ �ﾉ6と定義すれば，・Sadd1e－node・一・ヅ1間で，

λ7がα88に接近する固有値，λ6はα88の近傍で，ある意味で振動する固有値とも言えよう．

実際，7変数簡約化モデルにおいては，α88に接近していた固有値が除去され，α88の近傍

で振動していた固有値が，ほぼ定量的に保存される（図4－4（b）参照）．ところが，複素固有

値が現れない“Sadd1e－node”においては，固有値・固有ベクトルが切り替わる．図4－4（c）

にその様子を示す．縦軸は8変数モデルの基底ベクトルθ、、＝（o，o，o，o，o，o，o，1）と人8，

λ7に対応する規格化された固有ベクトルη8，U7の内積を示したものである．内積の値が1

のとき，その固有ベクトルがθ皿、と一致する．逆に内積の値が。のときは，固有ベクトル

がθ。、と直交するので，簡約化による”、の除去とは何ら関係を持たない．“Sadd1e－nodc”

の左側で（θ、、，U8）録1（（e皿、，〃7）録0），右側で（ε冊、，η7）業1（（θ、、，〃8）業0）となるので，第

1簡約化によってλ8が除去されることはなく，λ7が除去され，このことはサドルーノード

分岐，Hopf分岐が少なくとも定性的に保存されることを保証する．

4．7 まとめ

 多変数で記述される神経細胞モデルは，多次元な相空間を構成する．しかし；必ずし

もダイナミクス，特にストレンジアトラクタの（相関）次元が相空間の次元，すなわちモ

デルの変数の数にふさわしいものであるとは限らない．一般に，神経細胞の興奮現象を

説明するモデルのダイナミクスは，その次元が低くなっていることが多く，アトラクタ

はある不変部分空間に近似的に制限されていると考えられる．それ故に，神経細胞モデ

ルはしばしば簡約化されて解析される．簡約化とは元のモデルの不変部分空間を明らか

にすることに他ならない（すなわち簡約化モデルの相空間と元のモデルの不変部分空間
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は互いに同相）が，神経細胞モデルは非線形常微分方程式で記述されるために，そのまま

では不変部分空間を明らかにすることが困難である．そこで，手始めとして平衡点近傍

で線形化することにより平衡点近傍の空間が明らかにされる．第3章で紹介したKep1er

の簡約化法［451の適用には条件が存在し，その条件を完全に満たす場合には，平衡点近

傍において簡約化モデルの相空聞が元のモデルの不変部分空間に一致する．

 さて，平衡点近傍におけるKep1erの簡約化法について結果を纏める．一般的にη変

数HH型方程式のヤコビ行列Jは，等価電位に変換された形式でもって，

   α11 α12 α13   α1n

   一α22α22 0  0

∫二  ＿α33 0 α33     ， （αたんく0， 1≦ん≦η）

                 0

       一α冊π0．．．0αnπ

と書けて，任意のづ，ゴ（乞≠ゴ）に対して

（4，164）

        αポ・α力，…Kep1erの簡約化法適用の条件のひとつ    （4，165）

が成り立ち，且つ，そのづ，ゴに対して，

    α1ポα1ゴ〉0，＿等価電位が相乗作用変数であるための条件    （4ユ66）

であるときに，変数を1つ減らす（簡約化する）ことができる．そのとき，固有値のひと

つが，

               λ・＝α11（＝αカ）〈0，       （4，167）

であり，λ1に対する固有ベクトル町、が，簡約化モデルの張る空間から除去される空間で

ある．固有値λ1は常に負の値（式（4。ユ67））を採り，それ故，固有ベクトルりλ、はパラメー

タ値の変化に対してダイナミクスの様相を変化させることがない．すなわち，簡約化に

よって除去される不変部分空間は分岐を起こさない空間であるとも言える．簡約化によっ

て保存される空間は，元のモデルの小1以外の空間と定量的に同じものとなる．この解析

は平衡点が非双曲型のときにも適用でき，Hopf分岐点も簡約化によって定量的に保存さ

れる＿サドルーノード分岐点は，Kep1erの簡約化法適用の条件が完全に満たされなくて

も保存される＿．

 また，Kep1eエの簡約化法適用のもうひとつの条件は，任意のρに対して，

α1ρ＝0， （4，168）

または，
1

一→0、
αρρ

 ユ13

（4，169）



であるが，式（4，168）を考慮すると，λ2＝αm〈0，ηλ。が，それぞれ除去される固有値，

固有ベクトルとなって，先程と同様の議論ができる反面，非双曲型平衡点（特にHol）f分

岐点）に対しては意味を成さない．一方，式（4，169）を考慮すると，非双曲型平衡点に対

しても議論でき一る反面，Kep1erの簡約化法適用の条件が完全に満たされると，簡約化に

よってHopf分岐点が定量的に保存されなくなるという短所を合わせ持つ．本論文では，

この理由から，式（4，169）に対しては特に解析を行わなかった（これは特異摂動法によっ

て調べられる）．HH方程式のγとmの結合簡約化に関する解析はMeunierエ50］によって

数値的に行われ，Abbott－Kep1erの簡約化HH方程式の修正が成されている．その結果，

元のモデルと簡約化モデルのHopf分岐点H。の差がかなり縮小されてはいるが，定量的

に再現されたとは言い難い．HH方程式において定量的な簡約化モデルを得るためには，

最低3つの変数が必要であると思われる．

 本節の研究はようやくスタートしたところであり，さらなる解析によって多くの興味

深い知見が得られることであろう．
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第5章
自律的バースト放電の生成機構

5．1 はじめに

 神経系を構成する多くの神経細胞で，バースト放電と呼ばれる現象が観察される．バー

スト放電とは，神経細胞が反復興奮（活動電位列）を示す活動相と，興奮が見られない静

止相が，周期的あるいは非周期的に繰り返される現象である．もし，神経細胞に周期的

あるいは概周期的な刺激電流が入力さ軋る場合に生じるバースト放電ならば，特に注目

すべき放電現象ではない．一般的に神経細胞が持つと言われる悉無律ないしは全か無か

の法則＿閾値を越える入力に対して興奮（活動電位）を示し，閾値下の入力に対しては

非興奮＿の性質から，周期的な入力刺激に対して，．膜電位が閾値を越えた状態のときに

活動電位を連続的に発生し，閾値をこえていない状態のときに静止するからである．と

ころが，直流刺激電流（一定電流）が入力されているにも関わらず神経細胞がバースト放

電を示すとき［4，38］＿このとき明らかに神経細胞自身がゆっくりとした膜電位振動を潜

在的に生成しているrその神経細胞は単なる再興奮／振動性膜を持つ神経細胞ではな

い．そのようなメカニズムを持つ神経細胞に着目する場合，再興奮／振動性腺（最低2変

数必要）を自律的に駆動するようなサブシステムを持つ，より複雑なモデルによって現

象を説明する必要があろう．実際これまでに報告されている多くのバースト放電を示す

神経細胞モデルは，そのようなサブシステムを持つために，最低3変数以上の微分方程

式でモデル化される［11，33，15，29，57，58，36，17，5，64，26，62，631．

 この現象を力学系理論の立場から捉えるとどうなるだろうか．活動相では活動電位が

発生しているので，安定なリミットサイクル（周期アトラクタ）で説明できるだろうし，

静止相ならば安定平衡点（点アトラクタ）で説明されよう．では，両アトラクタがあるパ

ラメータ値で共存するのは何故なのか，また，．活動相が静止相に，静止相が活動相に遷

移するのは何故のか．このメカニズ牛を力学系理論の用語を用いて説明すること，つま

りどのような分岐が生じているのかを明らかにすることが，本章の主題である．

 “バースト放電”という現象を別の角度から捉えてみる．これまでは，再興奮／振動

性を呈するサブシステムとそれを駆動するサブシステムの，2つのサブシステムを持つ

システムが“バースト放電”を呈することを述べてきた．この見方を一時中断し，再興奮

／振動性のみを持つシステムAが別のゆっくりとした時間スケールを持つシステムBに
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摂動を受けることにより，結果として“バースト放電”を出力するとしてみよう、この見

方は特異摂動理論に基づく．システムBが理想的にゆっくりとした時間スケールでシス

テムAに摂動を加えるとき，システムAが持つ分岐構造は，バースト放電生成のメカニ

ズム（活動相一静止相の切り替え機構）を明らかにするのみならず，そのバースト放電の位

相幾何学的性質をも決定することになる．

 力学系モデルを用いての自律的バースト放電現象を説明する試みは，古くはCarl）enterエ12．

！3，14］の研究から始まる．手始めとして文献f12，13］では，主に特異摂動理論を用いた

HH方程式の解析が成されている．ここでは，変数（ん，η）が変数（γ，m）の振舞いに比し

でゆっくりと変動するという視点に立った．解析であった．さらに彼女は，普通の環境下

ではHH方程式が示すことのない自律的バースト放電現象を特異摂動理論から解析する

ことを試みた［14］．アメフラシの腹部神経節細胞のモデルが2つ以上の異なる時定数を

持つ変数の集合から構成されることに着眼し，ひとつの神経細胞モデルから最も遅い振

動を示す変数の集合を“遅いサブシステム”として抽出した．残りの変数は，比較的速い

振動を示す変数であるとして，“速いサブシステム”として位置づけられる．そして特異

摂動理論からバースト放電現象を解析し，力学系理論の用語を用いて解釈する方法を提

供したのであった．

 Rinze1とLeeエ60】は，Carpenterの方法をより明確にした．さらに彼らは，解析から得

られた結果をもとに，バースト放電を位相幾何学的観点からの分類を行なうことに成功

した．インシュリンの分泌量を調節する膵臓のβ細胞が示すバースト放電はS（1uare－wave

burstingと呼ばれ，Type I，アメフラシの腹部神経節R15細胞が示すバースト放電は

Parabo1ic bursting［251と呼ばれ，TypeIIとした．この2つのタイプのバースト放電は，

単にバーストの波形が異なるというだけではなく，活動相一静止相の切り替えが，力学系

理論で説明されるところの分岐の意味で全く異なるのである．Rinze1とLeeの精力的な

研究の一方で，Av－Ronら［5］による別のタイプのバースト放電が詳細に調べられる．こ

れはロブスターの心臓神経節細胞（モデル）が呈するバースト放電で，後にTyl）e IIIに

分類され，E11iptic buエstingと呼ばれるようになる．

 Bertramら［10］は，ひとつの神経細胞モデルが呈するバースト放電が，採り得るパラ

メータの値によってType IにもType IIにも，さらにはType IIIや，これまでに報告さ

れている神経細胞モデルでは発見されていないタイプ（Typc IVと命名）にもなり得るこ

とを示した．この堂目すべき研究成果は，モデルが示す大域的な分岐構造の解析の重要

性を再認識させるものである、それは，ひとつのモデルが，採り得るパラメータの範囲

に依存して異なるタイプのバースト放電を提供するからである．現在では，まだバース

ト放電のタイプと神経情報の符号化の関連性に関して明らかなものは何ひとつ分かって

いないが，仮にバースト放電の各々のタイプが異なる神経情報を符号化するとして，神

経細胞の置かれた環境の変化（パラメータ値の変化）を通じて情報処理を行なっているか

もしれないという仮説のもとに実験を進捗させることも．可能だろう．
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 最近では，HopPensteadtとIzhikevich1401が，バースト放電の分類を再興奮／振動性

膜の分類と関連付けて，さらには，今後発見されるであろうバースト放電のタイプも絡

めて，より体系的に纏め上げている．

5．2 神経細胞モデルのサブシステム分解

 HH型方程式が式（2．34），式（2，35）（あるいは式（3，25），式（3．26））で記述されることは

2．4節で述べた．さらに，式（3．27）により等価電位を用いた方程式が式（3．28），式（3，29）

で表されることは3，3節で述べた．式（3．27）は，無次元量のゲート変数を膜電位と同じ単

位を持つ変数（等価電位）に変換するので，式（3．28），式（3，29）では，全ての変数の振動

の様相を同じ尺度でもって比較できる．相対的に大きな振動の様相を示す変数のグルー

プ（εのない微分方程式）と小さな振動の様相を示す変数のグループ（εが右辺に付加され

た微分方程式）に分割して式（3，28），式（3，29）を記述すると以下のようになる．

             dγ
            0γ万一ムバ肌／巧｝，／巧｝），    （5・ユ）

             牝
             7＝カ（川）1      （5・2）
             牝
             7＝1糾巧），      （5・3）

ここで，ε《1であり，γは常に大きな振動を示すグループに所属する（D章参照）．以

後，式（5．1），式（5．2）を（モデルの）速いサブシステム，式（5．3）を（モデルの）遅いサブ

システムと呼ぶことにする．

 さて，変数巧が理想的にゆっくりと振動するときを考える．数学的には，ε＝oのと

きを考える．このとき，d巧／批＝0（式（5・3））となり，変数巧はパラメータとして扱わ

れ，システムの次元は巧の数だけ減少する．その結果，モデルは速いサブシステムだけ

で構成され，速いサブシステムの大域的分岐構造がパラメータ巧で張られた空間に形成

される．この速いサブシステムの大域的分岐構造を明らかにすることの重要性は以下の

通りである．ε≠oのとき，速いサブシステムと遅いサブシステムで構成されるモデルの

振舞いは，巧一ヌルクライン（曲線明ノ出＝ε后（K巧）＝0のこと）の幾何学的構造にも

依存するが，主として速いサブシステムの分岐構造に近似的に従った振舞いとなる．つ

まりモデルの現象論的特性（活動相，静止相，活動相一静止相の切り替え，プラトー電位

等）は，ε：0のときの速いサブシステムの分岐構造により決定されると言ってよい．

5．3 力学系理論を用いたバースト放電現象の解釈

 本節では，幾何学的特異摂動法［60，64，3，11，70，55，56］を用いてイソアワモチの

ぺ一スメーカ細胞の3変数簡約化モデルが示す自律的バースト放電の生成機構を明らか
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図5－1：3変数簡約化モデルの各変数の時間波形（z），（ひ），（2）と時間微分の波形（伽／aナ）、

（吻μ），（加μ）．図では1活動相に3回興奮する周期的バースト放電（∫、ユーF＿2．5［nA］）

を示した．横軸はtlS㏄1を表す．

にする．

 先ず，5．3．1節で3変数簡約化モデルを速いサブシステムと遅いサブシステムに分割す

る．遅いサブシステムを構成する変数zをパラメータとして扱い，速いサブシステムを

構成する変数（”、ひ）の相平面（5．3．2節）と分岐構造（5．3．3節）を調べる．こうして3変数

モデルが呈する現象論的特性を力学系理論の言葉を用いて解釈する．

 5．5節では，3変数簡約化モデルが呈するバースト放電を，Ber打amら［10］やHoppen－

steadtとIzhikevich［401による系統的分類に照合する．

5．3．1 3変数簡約化モデルのサブシステム分解

 はじめに，3変数z，ひ，zが相対的にどのような時間スケールで振動するかを見る．図

5－1に各変数の時間波形と時間微分の波形を示す．横軸は時間亡エs㏄］である一．図3－1から

明らかなように，各変数の時間波形の振幅の大小関係はユ：〉ツ＞二であり，時間微分の

大小関係もぬ1μ〉φψ＞ゐμなので，J（膜電位）が最も大きな振動を示す変数，μ

が2番目に大きな振動を示す変数であると言える．2に至っては，ゐ／c狩讐0であり，前

者2つの変数から見れば殆ど振動していないに等しい、そこで以降では，（ユ1，ツ）から構成

されるサブシステムを速いサブシステム，2のみから構成されるサブシステムを遅いサブ

システムと定義する．
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 3変数簡約化モデルの速いサブシステム：

         ぬ
        0躬一 ＝ ∫。、f一∫N。（”，工，リ）一∫K（”，μ）

          批
             一∫N。。（工，μ；・）一∫K。（”；・）一乃（”）一∫。，    （5・4）

         勿   m。碗（”）一㎜、。o（μ）
                                    （5．5）
          批    0リτm。（z）m二。。（μジ

の平衡点は，

   0 ： ∫N。（”，”，μ）十∫κ（”，μ）十∫舳。（”，ひ；z）十∫K。（”；2）

      十万（・）一ち十∫、町！，        ［・一・・11・li・e1（5・6）

      m、。。（工）一m。。。（μ）
   0＝          すなわち  μ＝”（＝ゴ）  ［μ一m111c1mel （5．7）
       0リτm，（”）m二。。（リ）

からひを消去した式，

     0＝∫N。（ゴ，ゴ，ゴ）十∫K（ゴ，ゼ）十∫N。。（ゴ，ゴ；・）十∫κ。（ゴ；2）

        十万（ゴ）一∫。十∫、工！．            （5．8）

をある∫、批とあるzに対して数値的に解くことによって得られる．ここで，

        ∫N。（ゴ，ゴ，ゴ）＝9N。畦（ガ）ん的（ゴ）（“。一ゴ），

        ∫κ（ゴ，ゴ） ＝9榊生（ゴ）（唯一ゴ），

        ∫N。。（ゴ，ガ；z）＝9N。。m。。。（ゴ）ん。。。（z）（Kv。一ゴ），

        ∫K。（ゴ；z）  こ gκ。η。的（z）（方・一ガ），

        乃（ガ）  ＝9市一ガ）。

である．

 平衡点の安定性は，これまでと同様，線形化方程式を用いて調べられる．

5．3．2 速いサブシステムの相平面解析

 本節では，3変数簡約化モデルの速いサブシステム（式（5，4），式（5．5））のダイナミク

スを詳細に調べる．本章で新たに導入されたパラメータzは（速いサブシステムの）遅い

パラメータと呼んで，これまでのコントロールパラメータ（∫。皿’，9N。，咋等）と区別する．

以降，コントロールパラメータ∫、、‘を一3．0［nAlのときを考える．このとき，3変数簡約

化モデルは1活動相に3回興奮する周期的なバ』スト放電を示す（第2章参照）．

 ユ：一μ相平面における”一m11c1ine，μ一nu11c1ine，鞍状点の安定多様体，不安定多様体，リ

ミットサイクル，ホモクリニック軌道を図5－2に示す．横軸は到mvl，縦軸はリ［mvlで，

細点線，紙破線はそれぞれZ－nu11Cline，μ一nu11C1ineを表し，これらの交点は平衡点である．

実線は，シミュレーションにより近似的に求めた鞍状点の安定多様体，不安定多様体（場

合によってはリミットサイクルやホモクリニック軌道）一を表す．
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 図5－2（a）はz＝一55．O［mVlのときで，このとき，平衡点は唯ひとつ存在する（単安

定．図の大破線と太点線が収束する先）．この平衡点は線形安定性解析から安定渦状点で

ある．それを図示するために，軌道の例（大破線，太点線）を同時に示す．z－nl111c1ineは

相平面内で分割されており，安定渦状点に関係しない方は，ツーn／l11C1ineに接近している

ものの，交わってはいない．

 続いてzの値が少し大きくなり，z＝＿48．0［mV］の場合を示したものが図5－2（b）であ

る．図5－2（争）ではリーm11c1ineと交差しなかった”一nu11c1ineが交差している．線形安定性

解析から，これら2つの平衡点は鞍状点，安定結節点であり，図では鞍状点に対して安

定多様体，不安定多様体（それぞれ2本づつ）が同時に図示される．元々存在した安定渦

状点と新たに出現した安定結節点が共存するため，このシステムは双安定であり，鞍状

点の安定多様体がセバラトリクスとしての役割を果たしている．図の安定多様体の右側

に初期値が設定されると，時間発展に伴い，状態点は安定渦状点へ，逆に左側に初期値

が設定されると，状態点は安定結節点へ漸近収束する．両領域は，それぞれ安定渦状点，

安定結節点の吸引領域である．また，2つの不安定多様体はヘテロクリニック軌道とも

呼ばれ，安定結節点に直接収束する不安定多様体は，ひ一nu11c1ineとほぼ一致する．

 図5－2（c）はz＝＿45．O［mV］のときの相平面”一ひであり，安定渦状点がsul）ercritica1

Hopf分岐を経由して不安定化し，安定なリミットサイクルが出現している．ごめシステ

ムは，安定結節点と安定リミットサイクルの双安定なシステムであり，鞍状点の安定多

様体が2つの吸引領域を2分している（セバラトリクス）．不安定多様体のひとつは安定

リミットサイクルに漸近収束し，もう片方はほぼリーnu11c1ineと平行に安定結節点に漸近

収束する．さらにzの値が増加し，z＝＿37．0［mV］になったときの相平面が図5－2（d）で

ある．図5－2（c）に比べて，分割された2つのz－nu11c1ineが互いに接近しつつある、また，

リミットサイクルの振幅が大きくなり，鞍状点の安定多様体（上側），不安定多様体（右

側）にかなり接近する．同時に，上側の安定多様体が右側に倒れた様相を呈するように

なることに注意する．

 図5－2（e）（z豊一35・84［mVl）では，リミットサイクルが鞍状点，安定多様体，不安定多

様体に衝突し，安定なホモクリニック軌道が出現している．ホモクリニック軌道とは，鞍

状点の不安定多様体と安定多様体がループ状に接合したときの多様体のことである．こ

れは，リミットサイクルと平衡点が衝突しホモクリニック軌道になる大域的分岐で，サ

ドルーループ分岐と呼ばれている．また，2つのエーnunc1ineの位相的な形状が変化してい

ることにも注意する．

 21＿35．84［mV］からさらにzの値が大きくなると（例えば3＝＿35．0［mVl，図3－2（f）），

もはやリミットサイクルもホモクリニック軌道も存在せず，安定なアトラクタは安定結

節点のみ（再び単安定）になる．

 さて，次節で速いサブシステムの分岐図を調べるに当たって，相平面解析とのつなが

りを示す概念図を図5－3に示す．
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図5－2：速いサブシステムの相平面（横軸は到mVl，縦軸はμlmV1）．全てにおいて細点線

はユーnl111d1ne，紙破線はμ一n11nclmeを表す一（a）2＝＿5501mV】大破線，太点線はそれ

ぞれ，唯ひとつの平衡点（安定渦状点）に漸近収束する軌道の例．（1））二＝＿48．0［mV］．サ

ドルーノード分岐によって2つの平衡点（鞍状点と安定結節点）が現れる．鞍状点の安定多

様体をセバラトリクスとして，双安定（渦状点と結節点）．（c）2＝＿45．0エn〕Vユ、安定渦状

点がsul）ercritica1Ho1）f分岐を経由して不安定化（渦状点）し，リミットサイクルが出現．

（d）二＝一37．01mVl．（d）に比してリミットサイクルの振幅が大きくなり，リミットサイクル

が鞍状点の安定多様体，不安定多様体に接近する．また，分割されていたコ1－ln111C1ineが鞍

状点近傍において互いに接近．（e）z豊一35．84［mVl．リミットサイクルが鞍状点に衝突し，

ホモクリニック軌道が出現．エーnunc1ineの形状が位相的に変化する．（f）こ＝一33，01mVl．

リミットサイクルもホモクリニック軌道も存在しない．一’安定結節点は大域的に漸近安定

な平衡点となる．          121
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図5－3：速いサブシステムの相平面解析から分岐図へ．

5．3．3 速いサブシステムの分岐図

 縦軸はゴlmVlを，横軸に遅いパラメータ2をとり，速いサブシステムの分岐図を調

べる（図5－4（a），ここで∫。、’は一3．0［nAlに固定される）、同時に，平衡点の安定性を纏め

た表を表5．1に示す．図5－4（a）において，中央より下のZ状の曲線は平衡点を表す．実

線は平衡点が安定（安定結節点，安定渦状点），破線は不安定（鞍状点，不安定結節点，不

安定渦状点）であることを意味する．実線と破線の境界，または異なる種類の平衡点間

では分岐（局所分岐）が生じる一分岐点SN1，SN2はサドルーノード分岐であり，H、はHol）f

分岐である．平衡点上のHopf分岐から右側に広がる実線は，Ho1）f分岐により生じたリ

ミットサイクルの最大値と最小値である．このリミットサイクルは，遅いパラメータニ

の増加と共に振幅が大きくなり，やがて鞍状点に衝突する（鞍状点結合）．これは，サド

ルーループ分岐と呼ばれる．この分岐点では，リミットサイクルはホモクリニック軌道に

なっており，分岐点近傍で2が振動すると，リミットサイクルが発生・消滅を繰り返す．

表5，1に，平衡点における分岐を纏める、ただし，サドルーループ分岐は平衡点の分岐で

はないので，表5，1には現れない．

5．3．4 自律的バースト放電現象の生成を制御する分岐構造

 図5－4（1〕）は，モデルが示す相生問におけるリミットサイクルの平面テユ＝への射影とニ

ヌルタラインである．ヌルクラインより上の領域では，状態点は右へ活動電位を生成し

ながら移動し（バースト放電の活動相），下の領域では，活動電位を生成しないで左へ動

く（バースト放電の静止相）．

 図5－4（a）と（1））を重ね合わせて表示したものが図5－4（c）である．図から明らかなよ
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図5－4：（a）速いサブシステムの分岐図（∫。蟷t＝＿3，O［nAl，1活動相に3回興奮する周期

的バースト放電）．横軸は遅いパラメータz，縦軸は”（リミットサイクルの月一ク値また

は平衡点の座標成分ゴ）を表す．中央部から下のZ状の曲線は平衡点を表す．この平衡

点に関連して3種類の分岐（サドルーノード，Hopf，サドルーループ）が生じている．平衡

点上のHopfから右に広がるC状の曲線は，リミットサイクルの最大値と最小値を表す、

実線は安定，破線は不安定であることを示す．（b）縦軸と横軸のスケールを（a）と同じで

表示した，3変数簡約化モデルの相生問で観察されるリミットサイクルの平面二一ユ1への

射影とzヌルクライン．（c）（a）と（b）を重ねて描いたもの．（d）oの代わりにリを用いて，

（a）と同様にしたもの．
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表5．1：速いサブシステムの平衡点の安定性（∫、、圭＝＿3，0fnA］）

ゴ［mVl λ1（ガ）λ。（”日）平衡点の種類 分岐

・

（負）・』1（虚部） 安定渦状点

一14．5 ○土1（虚部） Hopf分岐（H。）

（正）土1（虚部） 不安定渦状点

＿22，8 0．0333

（正） （正） 不安定結節点

＿27．1 （正） 0 サドルーノード分岐（SN2）

（正） （負） 鞍状点

＿61．7 O （負） サドルーノード分岐（SN1）

（負） （負） 安定結節点

うに，モデルが呈するバースト放電の活動相は速いサブシステムのリミットサイクルに

近似的に従っており，一方で静止相は速いサブシステムの安定平衡点（結節点）に近似的

に従らている．同時に図5－4（c）は，活動相一静止相の切り替えに関連する速いサブシステ

ムの分岐を描写している．静止相の終端はサドルーノードォ岐であり，活動相のそれはサ

ドルーループ分岐である．

 ただし，図5－4（c）からは，活動相の1回目の興奮が速いサブシステムのリミットサ

イクルから遠く離れた領域に広がっているように見えるが，これは過渡的な振舞いが顕

著に現れたものに過ぎない．図5－4（c）の縦軸は膜電位”に設定されているが，ユ＝の代わ

りにリを採用すると，図5－4（d）のように速いサブシステムのリミットサイクルに良く従

うようになる．

 同様に，モデルがカオス的なバースト放電を示すときの幾何学的特異摂動法による解

析の様子を，図5－5に示す．このとき，遅いパラメータz上でHopf分岐（H。）とサドルー

ノード分岐（SN1）の位置関係が左右逆転するが，活動相一静止相の切り替え機構は同じで

ある．

 3．5節において，バースト放電の静止相が相生問の中で2次元的な振る舞いを呈する

ことを見た．そこで速いサブシステムを用いた解析から，バースト放電の静止相に解釈

を与えてみる．双安定領域における鞍状点の2つの固有値の絶対値を比較した図を図5－6

に示す．λ十は正固有値（不安定多様体方向のベクトル場）の絶対値を，入」よ負固有値（安

定多様体方向のベクトル場）の絶対値を表しており，λ一＞2λ十が明らかである．すなわ

ち鞍状点近傍のダイナミクスを近似的に表現すれば，状態点は時間的に素早く不安定多

様体に引き付けられ，続いて不安定多様体上をゆっくりと動きながら鞍状点から離れる
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図5－5：（a）速いサブシステムの分岐図（∫。。。＝一2，351nAl，カオス的バースト放電）．横軸

は遅いパラメータz，縦軸は”（リミットサイクルのピーク値または平衡点の座標成分ゴ）

を表す．中央部から下のz状の曲線は平衡点を表す．この平衡点に関連して3種類の分

岐（サドルーノード，一Hopf，サドルーループ）が生じている．平衡点上のHol）fから右に広

がるC状の曲線は，リミットサイクルの最大値と最小値を表ナ．実線は安定，破線は不

安定であることを示す．（b）縦軸と横軸のスケールを（a）と同じで表示した，3変数簡約

化モデルの相空間で観察されるリミットサイクルの平面z一”への射影と2ヌルクライン．

（c）（a）と（b）を重ねて描いたもの．（d）zの代わりにひを用いて，（a）と同様にしたもの．
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図5－6：速いサブシステムが示す鞍状点の2つの固有値の絶対値．八十は正固有値（不

安定多様体方向のベクトル場）の絶対値を，λ」ま負固有値（安定多様体方向のベクトル

場）の絶対値を表す．横軸牛ま4mV］を表す．z豊＿50．0エmV】（サドルーノード分岐点）と

二1＿35．84［mV］（サドルーループ分岐点）の申聞の領域で双安定なシステムが現れる．

ということになる1図5－2（b）～（f）では，静止相側，すなわち安定多様体により分けられ

た，安定結節点が存在する相平面上の領域で，μ一nu11c1ineと不安定多様体が非常に近接

していることを見た．3，5節で見たg－nu11c1ineに沿った静止相の状態点の振る舞いは，相

対的に小さな固有値を持つ不安定多様体に沿ったものであることが分かった．

5．4 簡約化モデルとその速いサブシステムの分岐の対応関係

 二の時間スケールを決定するパラメータは0，（通常は72に固定されている）である．二

が理想的にゆっくりと振動する条件は，0、→ooである．このとき，平衡点の安定性や

分岐がどのように変化するかを調べる、

固有値解析 上述のリミットサイクル上のサドルーノード分岐近傍における3変数簡約化

モデルの線形安定性解析から，速いサブシステムの実体を調べる．3変数簡約化モデル

を平衡点近傍で線形化した際のヤコビ行列ノ（3〕は

で与えられる．ここで，

     αH（ユ1一）＝

・十1111ジ1ギllllll；／・

∂∫N。．、， ∂∫κ、
∂”（ゴ1ゴ・セト万（ゴ・ゼ）

       126

（5．9）



            ∂石v。，      ∂∫K，     ∂石
            ∂、（ゴ・ゴ1ゴ）一万（ゴ・ゴ）一亙（ゼ）・

            ∂∫舳   、   ∂∫K     ∂∫舳。
     α12（ゴ）＝  （ゴ，ゴ，ゴ）一一（ゴ，ゴ）一  （ゴ，ゼ，ゴ）
            ∂ひ     ∂ツ    ∂リ
            ∂∫N。，      ∂∫K，
     α1・（ガ）一 ∂、（ガ・ゴ，ゴ）一丁（ガ，ゴ）

             1
     α22（ゴ）＝   ＜0
           0リτm。（ガ）

             1
     α33（ゴ）＝   ＜0
           0、η。（ガ）

である．またX（3）は，

  X（3）（λ）＝（α、1一λ）（α。。一λ）（α。。一λ）十α1。α。。（α。。一λ）十α1。α。。（α。。一λ），

である．式（5．14）から，0、→ooはα33→Oを意味する．そこで式（5．15）を

（5．10）

（5．11）

（5，12）

（5．13）

（5．14）

（5．15）

X（3）（入）＝一刈（α1、一λ）（α。。一λ）十α1。α・・1＋α。。［（α11＋α1・一λ）（α・・一入）十α。・α・・1，（5．16）

のように変形する．α33＝0のとき，固有値が速いサブシステムの固有方程式：

            （α11一λ）（α22一λ）十α12α22：0，      （5ユ7）

の2解と0で与えられることは明らかである．

 ガ＝喉（＝一70［mVl）のときを例に，計算した結果を示す．ヤコビ行列J（3〕は，

・一
ﾎ箏111111），

（5．18）

であり，固有値λ1，λ2，人3（λ1＜λ2〈人3〈0）とその正規化された固有ベクトルω1，ω2，

〃3は，それぞれ，

  λ・＝一〇・・63・，ω1：（0・O…，0・99・8，0・0003），（近似1勺に，㌍（0，1，O）），（…9）

  λ・一一・・00・・，ω・一（・…1・，・・・…，・・…1），（近似1勺に，㌍（・，・，1））。（・…）

  λ・一一0・0…，ω・一（・・・…，・・・…，・・・…），（近似1勺に，炉（・，・。1）），（…1）

である．相空間（立，ひ，z）における固有値と固有ベクトルを幾何学的に模した図を図5－7に

示す．図5－7から，固有ベクトル〃2はz軸とほぼ平行である．このことは，ζのダイナミ

クスがないとき・すなわちdzμ＝0であるとき1明らかに物ヂ連いサブシステムから

除去されることを意味する．つまり，固有値λ1とλ3が速いサブシステムにおける固有値

と近似的に同じである．
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図5－7：3変数簡約化モデルの3次元相生問における3つの固有ベクトル．
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図5－8（a）3変数簡約化モデルの1／0、に対する1一パラメータ分岐図．横軸は対数表示．

丸括弧で示された0，十，＿は固有値（λ3，人2，λ1）の符号を意味する．（b），（c）は，それぞれ3

変数簡約化モデルとその速いサブシステムの∫、、土に対する1一パラメータ分岐図．全ての

図において，縦軸は刈mVlを表す．
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分岐図 ここでは，0、の値の変化に対して安定性が変化する場合，すなわちリミットサ

イクル上のサドルーノード分岐（SN1）について詳細に調べる・図5－8に0εを変化させたと

きの分岐図（局所分岐のみ）を示す．横軸は1／0、（対数表示），縦軸は刈mVlを表す 図

5－8（a）の曲線H（細実線），SN（太実線）は，それぞれHopf分岐，サドルーノード分岐を示

し，曲線Hが曲線SNに衝突する点TBはTakens－Bogdanov分岐である、サドルーノー

ド分岐は0、に依存せず，常に同じ値を採る（つまり横軸と平行）．大破線は固有値が重根

になるときの曲線を表し，その前後で複素固有値が出現したりしなかったりする．丸括

弧の3成分は固有値（λ3、λ2，λ1）の符号を表し（ここで＊は複素固有値であることを意味す

る），影の領域は安定平衡点が存在することを示す．

 図右側の縦方向に引かれた細点線が示す0、の値は，通常，3変数モデルに設定されて

いる値（0、：72，図の垂直細点線）である．このときの∫、、’に対する1一パラメータ分岐

図を図5－8（b）に示す．横軸は∫、坦f［nA］であり，縦軸のスケールは図5－8（a）に合わせてい

る．第3章で見たように，サドルーノード分岐（大域的にはリミットサイクル上のサドルー

ノード分岐）は，平衡点を表す曲線の極値で生じる．図5－8（c）ぽ，速いサブシステムの

∫、、’に対する1一パラメータ分岐図である（遅いパラメータzはガに固定）．このとき，サド

ルーノード分岐が図5－8（b）と異なった場所で生じている．この差異を説明する分岐図が図

5－8（a）である．図5－8（b）における安定性に関係するサドルーノード分岐は，1／0二を小さく

変化させると，途中でTakens－Bogdanov分岐により安定性に関係しないサドルーノード分

岐になる．同時に発生したHopf分岐が代わって平衡点の安定性を受け持つようになる．

Takens－Bogdanov分岐以後，Hopf分岐は図中において急激に下降し（ゼ豊＿69，2｛mV］

からゴ1＿70．o［mV］），その後はほほ横軸と平行になる．さらに，Hopf分岐と同時に

Takens－Bogdanov分岐から発生した固有値の重根を表す曲線（正の側と負の側にそれぞ

れ2つ）が，1／0、の値の減少に伴ってHopf分岐曲線に漸近的に収束する．極限では，す

なわち1／0苫＝0では，ガの値を小さな方から大きな方へ変化させると，固有値の変化が

（一，一，一）から（十，十，一）に変化し，2重0固有値の存在を示唆するだけでなく複素固有

値そのものが出現しなくなる．一方，本節の固有値解析にて，速いサブシステムでは固

有値入2が除去されることを見た．すると極限では，固有値が（一，一）から（十，一）に変化

することになり，これは明らかにサドルーノード分岐である．

 つまり，3変数簡約化モデルにおけるサドルーノード分岐は，直接，速いサブシステ

ムにおけるサドルーノード分岐に対応する訳ではなく，分岐点は途中にTakens－Bogdanov

分岐，Hopf分岐を経由して，そのガの値を変化させる．3変数簡約化モデルにおけるサ

ドルーノード分岐点のゴの値は，速いサブシステムにおいて分岐点ではなくなり，鞍状点

になる．
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Parabo1icBursting Square－wave Bursting E11iptic Bursting

ト

図5－9：（a）タイプIバースト放電、（b）タイフIIバースト放電．（c）タイプIIIバースト

放電（Ho1）1）ensteadt and Izhikevich“Weak！y com1ected neural networks”（1997））．

5．5 力学系理論を用いたバースト放電現象の分類

 力．学系の分岐理論に基づいて分類された，特に知られる3種の神経細胞が呈するバー

スト放電について，簡単に纏める．図5－9に時間波形の例を載せる工40］．

 ●タイプI（Square－wavebursting）

   1．活動相開始点

     平衡点のサドルーノード分岐．

   2．静止相開始点

     サドルーループ分岐．

   3．速いサブシステムの双安定性

     必要あり．

   4．遅いサブシステムの変数の数

     1変数で十分．

   5．活動相でのスパイク間隔の規則性

     単調増加．

   6．活動相一静止相切り替えにおける現象論的性質

     プラトー電位を持つときはタイプIa，持たないときはタイプI1）に再分類．

 ．タイフII（Parabo1ic1）ursting）

                   ユ30



1．活動相開始点

 リミットサイクル上のサドルーノード分岐．

2．静止相開始点

 リミットサイクル上のサドルーノード分岐．

3．速いサブシステムの双安定性

 必要なし．

4．遅いサブシステムの変数の数

 2変数必要［60，611．

5．活動相でのスパイク間隔の規則性

 活動相開始より減少し，中程で最小となり，活動相終了に向けて再び増加．

6．活動相一静止相切り替えにおける現象論的性質

 特になし．

●タイプIII（E11ipticbursting）

  1．活動相開始点

   subcritica1Hopf分岐．

  2．静止相開始点

   タプルサイクル分岐．

  3．速いサブシステムの双安定性

   必要あり．

  4．遅いサブシステムの変数の数

   1変数で十分．

  5、活動相でのスパイク間隔の規則性

   特になし．

  6．活動相一静止相切り替えにおける現象論的性質

   活動相開始前と終了後に小さな振幅の振動が出現．

 5，3．4節から，イソアワモチのぺ一スメーカ細胞モデルの3変数簡約化モデルが，1）

速いサブシステムの平衡点のサドルーノード分岐により活動相が開始し，2）サドルールー

フ分岐によって活動相終了と共に静止相の開始，3）速いサブシステムは安定リミットサ

イクルと安定平衡点の2つの吸引領域を持つ双安定なシステムであり，4）遅いサブシス

テムは変数zのみ，5）活動相では最大3本の活動電位が現れるが，その間隔は後の方が

長く，6）プラトー電位が存在することにより，タイプIaのバースト放電であることが判

明する．
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 元来，これら体系的なバースト放電の分類は，速いサブシステムの平衡点が3次曲線

で近似される場合のみに適用されてきたが，一般的にη（＞3）次曲線で近似される場合に

も適用可能である．RushとRinze1［641によって報告された視床の神経細胞モデルは，速

いサブシステムが5次曲線で近似され［62，631・速いサ7システムの分岐構造はプラトー

電位の存在も示唆する．

5．6 まとめ

 神経細胞がバースト放電を呈することは，多くの生理学実験を経由して知られてき

た．神経細胞が活動電位という媒体を利用して神経情報を伝搬していることは疑いよう

のない事実であるが，何故，“バースト放電”という形式を利用して神経情報を伝搬する

ようになったのかは不明である．例えば，カエルの神経筋接合部のシナプスから放出さ

れるACh（Acety1cho1ine）は一分子ではなく多分子からなる小包（あるいは量子）によって

放出されることが知られている［471．つまり，ある決められた数の整数倍以外のACh放

出は有り得ないということである、この量子がシナプス信号の構成単位となっているよ

うに，バースト放電の活動相における活動電位列の本数が軸索信号の構成単位になって

いるのかもしれない．多くの研究者が研究の第一歩として，シナプスの量子放出メカニ

ズムを生化学的に調べてきたように，本研究では興奮生膜のバースト放電生成メカニズ

ムを力学系理論，（幾何学的）特異摂動法を用いて解析した．活動相一静止相の切り替え機

構には，力学系理論における初等的な分岐（余次元1の分岐．特にHo1）f分岐，サドルー

ノード分岐，サドルーループ分岐，ダブルサイクル分岐，リミットサイクル上でのサドルー

ノード分岐）やヒステリシス特性が大きく関与していることが分かった．これら種々の分

岐がパラメータ上に接近して生じることから，自律的バースト放電は速いサブシステム

の組織化中心の近傍で発生すると言えそうである．組織化中心とは相対的に余次元の高

い分岐点（Takens－Bogdamv分岐，サドルーノードーループ分岐，退化したHol）f分岐．こ

れらは全て余次元2の分岐）のことで，それより次元の低い分岐集合（上述の余次元1の

分岐）が近傍に寄り集まり，特異点で退化している［30，28，48，67，391．組織化中心近傍

では，初等的な分岐集合が織りなす位相幾何学的文様によって多安定な解が派生し，摂

動を受けた速いサブシステムの状態点が，ある安定解から別の安定解へ状態を変化させ

ることのできる状況に常に浸されているものと考えられる．一例として図3－10に，遅い

パラメータzとパラメータgN、、（速いNa＋電流の最大コンダクタンス．実験的にはTTX

を作用させることに対応）を変化させたときの2一パラメータ分岐図（二一9，v、、）を示す。

 また，本研究ではモデルとそのSingl11ar1imitである速いサブシステムとの中間で，

どのような分岐が生じているのかを明らかにし，両者の分岐を位相幾何学的な性質も明

らかにした．
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縦軸はNa＋電流の最大コンダクタンスgN。［μSl（0≦g＾。。≦60）．細実線は（s／l1）ercエitical）

Hopf分岐，太実線はサドルーノード分岐，点線はサドルーループ分岐を表す・Ho1）f分岐と

サドルーノード分岐，サドルーループ分岐が衝突する点はTakens－Bogdanov分岐点である

（組織化中心）．領域Aはリミットサイクルと平衡点が共存する双安定，領域Bは平衡点

と別の平衡点が共存する双安定を表し，領域C，Dは，それぞれリミットサイクル，平衡

点が大域的に安定（単安定）であることを示す、通常は，卯、＝60［μS］に設定されている．
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 バースト放電を体系的に纏め上げたBertramら［10］やHoppensteadtとIzhikevich［40］

の仕事は賞賛に値するもので，今後，どのタイプのバースト放電がどのような経緯で生

じ得るかをより明らかにする礎を与えるであろう．しかし，近年，Sivanら1681によって

上述の分類では位置づけることのできないバースト放電が報告されている．ce119と命名

されたロブスターの心臓神経節細胞のモデルでは，速いサブシステムがリミットサイク

ルを呈しない遅いパラメータの領域（安定なS1ow mani制d上）で活動相が発生する．こ

のバースト放電の生成メカニズムは，幾何学的特異摂動法とは別の方法で明らかにされ

るのかもしれない．
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第6章

結論

 神経系は非常に多くの神経細胞，グリア細胞から構成される“巨大システム”である

が，ある条件のもとでの神経系の振舞いは非常に低次元なダイナミクスに集約されてい

ると考えられる．一般的に，生体における“巨大システム”から得られた観測・測定デー

タ（心電図波形，脳波等）では，一見不規則に見える現象の背後に少数自由度の複雑系が

存在するという仮定のもとに，相関次元解析，アトラクタの埋め込みといった様々な力

学系の手法が成果を見せている．これらの目的は，力学系モデル（数理モデル，物理モ

デル）の推定，構築であり，モデルを構築することでその実体を明らかにしようとする

のである．実際，多くの自然現象は，要素が複雑に絡まった“巨大システム”から発生し

ているにも関わらず，比較的単純な振舞いを示すことが多い．もし，それ相応の複雑な

振舞いをしばしば示すならば，モデル化に際して膨大な数の変数やパラメータを含む非

線形システムになり得るので，力学系の分岐理論を用いて解析するのは困難である．実

際にはそうではないため，様々な仮定のもとにシステムが単純化されてモデル化される．

しかし，現在ではモデル化を体系的に行なうことが難しく，結果として，同じ現象を説

明するいくつかの力学系モデル（変数の数が異なったモデル）が提案されることになる．

体系的なモデル化とは，常に最小変数モデルを導出するようなモデル化のことを指して

呼ぶ．

 本研究で用いたモデルの簡約化は，相関次元解析等と並立して，提案された多くのモ

デルを体系的にまとめ上げるためのひとつの試みであると著者は考える．例えば，軟体

動物イソアワモチの食道環神経節ぺ一スメーカ細胞が示す膜の興奮現象は，林と石塚［33］

のHodgkin－Hux1eyのモデル化1371の方法に従って，8変数の非線形常微分方程式でモデ

ル化された．しかし，HodgkmとHux1eyのモデル化＿ゲート変数η1，ゐ，ηを仮定する

こと一が“理想的”なモデル化であるかどうかは甚だ不明であり，これに関しては生化

学，生物物理学の分野において現在も研究が成されている［2，一47，41，49，69］．林と石塚

が膜電位の時間波形を用いて3次元相空間でアトラクタを再構成したように，Hodgkin

とHux1eyのモデル化の手法を使わなければ，つまり何かは分からないが別のモデル化

の仮定を用いれば，実験結果から直接3変数の常微分方程式モデルが構築されるかもし

れない．理想的なモデル化，体系的なモデル化を持ち得ない現段階では，現在最も有効

であろうと思われる方法一神経細胞の興奮性膜のダイナミクスのモデル化においては
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Hodgk1nとHux1eyの方法がそれだと思われるが一を用いてモデル化を行ない・簡約化

によって最小変数のモデルを導出するのが筋だと思われる．“良い”簡約化法は元のモデ

ルのダイ手ミクスを定量的に再現する簡約化モデルを提供するが，・良い・簡約化法のダ

イナミクスを保存する仕組み（簡約化の仕組み）を明らかにすると，元のモデルを構築す

るに当たって何が余分であったのかという情報も明白になるだろう．このことは，モデ

ル化のゼイ肉をそぎ落とし，モデル化をスマートにするためのきっかけを供与する．そ

の意味で，簡約化は単にモデルのダイナミクスを保存したまま変数の数を減らすための

手段ではなく，自然現象のモデル化を体系的に行なうことを目的とした上での帰納的な

試みであると言えよう．

 第3章では簡約化によって3変数モデルを導出し，イソアワモチのぺ一スメーカ細胞

が示すダイナミクスの次元が高々3であることを示したのであるが，上述の理由から第

4章で元のモデルと簡約化モデルの平衡点近傍の線形安定性解析（固有値解析）を行なっ

た．簡約化によって除去される不変部分生問を明らかにし，簡約化によって局所分岐が

保存される仕組みを摂動法を用いて調べた．結果は第4章の“まとめ”に記載したのでこ

こでは繰り返さないが，本研究の今後の課題としてのモデルの大域的な振舞いと大域的

分岐の保存に関して簡単に述べる．第3章では大域的分岐の多くが，ポアンカレ写像を

適用することにより“局所分岐”として取り扱うことができることを述べた．局所分岐は

線形安定性を利用して調べられるので，数値積分を利用して連続的に接線分岐や周期倍

分岐を追跡するアルゴリズム，ソフトウェアの開発が行われている［44］．これは，固有

値を数値的に評価することによって分岐点を明らかにする方法を採用するので，今後の

課題を達成するにはこのような計算機科学の分野の発展が必要条件になる．分岐を連続

的に追跡するアルゴリズムはモデルのパラメータ空間における大域的分岐構造を明らか

にする上でも特に重要である171．

 神経細胞の状態が遷移するとき，力学系モデルの解析から初等的な分岐（余次元1の

分岐）が関係することが知られている．第5章でも述べたように，パラメータ空聞におけ

る大域的分岐構造を調べる研究は，神経細胞が利用する余次元1の分岐が余次元2の分

岐（余次元1の分岐の組織化中心）の近傍であることを明白にしつつある＿つまり，生理

学的に意味を持つパラメータの値がそのように設定されている＿．2一パラメータ分岐図

上の余次元2の分岐点には多数の余次元1の分岐曲線が縮退しており，このパラメータ

値の近傍では外的あるいは内的要因の摂動を受けることによって，状態が遷移し易くなっ

ている．仮に活動電位の発生（1）・非発生（O）に神経情報が符号化されるとして，組織化

中心の近傍に神経細胞の状態が設置されることは，／j・さな摂動エネルギーで符号系を構

成できるという利点を所有することになる．例えば，第5章で調べた神経細胞のバース

ト放電は，i）モデルに内在する速いサブシステム（比較的素早く振動する変数で構成さ

れるサブシステム）のパラメータ値が組織化中心近傍に設定されることと，ii）遅いサブ

システム（比較的ゆっくりと振動する変数で構成されるサブシステム）が速いサブシステ
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ムに摂動を加えていることから生成された放電現象であった．これは，内的要因によっ

て摂動を受ける例である．

 また，神経細胞の異なる2つの状態（ここではA，Bとする）の境界では，AとBが

適当な時間間隔で非周期的に交互に出現する“交替性カオス”や，殆どAで非周期的に

Bが出現する（あるいはその逆の）“間欠性カオス”，AとBの吸引領域がセバラトリクス

を境界にして同時存在する“状態の双安定性”が観察される＿例えば，第3章で調べた1

活動相に2回興奮するバ∵スト放電（A）と3回興奮するバースト放電（B）の場合がそれ

に対応する一．システムが双安定なときは，外部から摂動が加えられることによってA

とBを切り替えることができるが，交替性カオスのときは摂動が加わらなくても（非周期

的に）AとBが切り替わる．これらダイナミクスは周期倍分岐，接線分岐，I）eriod－adding

現象によってパラメータ空間内を分割されるが，これら分岐曲線を生成する組織化中心

の性質を明らかにすることは今後の課題である．
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付録A革

イソアワモチのぺ一スメーカ細胞モデル

の各関数及びパラメータ値

 式（1）の各関数は，

           jVoo（γ） ：  αN（γ）／［αN（γ）十βN（γ）］，

            ηv（γ） ＝  1バαN（γ）十βN（γ）］．

ここで，N＝m，ん，η，m。，ん。、η。，η、である．また，各速度定数は，

αm（γ）

β㎜（γ）

αh（γ）

βん（γ）

απ（γ）

β皿（γ）

： 0，1（20＋γ）／［1－exp｛一（20＋γ）／10｝1，

＝4exp｛一（γ十45）／18｝，

＝  0．07exp｛一（γ斗45）／20｝，

＝  1／工1＋exp｛一（15＋γ）ノ10｝］，

＝0．01（20＋γ）／11－exp｛一（20＋γ）／10｝1，

＝  O．125exp｛一（γ十30）／80｝，

        α㎜．（γ）＝o．1（26＋γ）／［1－exp｛一（26＋γ）／10｝1，

        βm。（γ）＝4exp｛一（γ十51）／18｝，

        αん、（γ）＝0．07e・p｛一（γ斗51）／20｝，

        βh、（V一） ＝  1バ1＋exp｛一（21＋γ）／10｝］，

        α刊，（γ）＝0．01（50＋γ）／［1－exp｛一（50＋γ）／10｝1，

        β帆，（γ） ＝  0，125exp｛一（γ斗60）／80｝，

        α冗、（γ）＝O．01（100＋γ）／le・p｛（100＋γ）／10｝一11、

        βπ、（γ） ＝  0，125exp｛（γ十90）／80｝．

であり，膜電位γに依存する．また，膜容量，コンダクタンスの最大値，反転電位，ポ

ンプ電流の値は，以下の通りである．

  0m   ＝  20    【nF］，   gw。 ＝  60   ［μS］、   gκ  ＝  10   エμS］，

  鮒。，＝ユ。40 1μSl， 9κ、＝．0。ユ81μSl， 9κ、＝0，201μSl，

  g’  ＝ 0．063 1μsl，   T㌃。 ＝ 50  ［mvl、  τ乍  ＝ 一70 ［mvl、

  巧   ＝ ＿70  〔mV］，  ろ  ＝ ＿3．0 ［nAl、

139



付録B草

分岐のまとめ

本論文で登場する分岐について簡単に纏める．

．余次元1の分岐

一サドルーノード分岐（局所分岐）

 鞍状点と結節点が衝突し消滅する．このとき，分岐点では唯ひとつの実固有

 値の符号がOになり，前後で符号が入れ代わる．この分岐の標準形は1次元

 ベクトル場”の1一パラメータ（μ）族で，（μ，”）＝（O，0）近傍で，

             丘＝ア（μ，エ）＝μ士z2，         （B．1）

 で与えられる．必要条件は，

                  ∂∫
            プ（O，0）＝O， ＿（0，0）＝0，          （B．2）
                  ∂”

 であり，十分条件は，

            ∂∫    ∂2ア
            玩（0・0）≠0，扉（O，0）≠0，   （B・3）

 となる．

一Hopf分岐（局所分岐）

 パラメータ上の分岐点の前後でひと組の複素固有値の実部の符号が入れ替わ

 り，分岐点ではその固有値の実部が0（虚部は0ではない）になる．同時にリ

 ’ミットサイクルが出現する．リミットサイクルが安定，不安定のとき，それ

 それsupercritica1Hopf，subcritica1Hol）f分岐と呼び分ける．Hol）f分岐の標

 準形は2次元ベクトル場（ブ，θ）のユーパラメータ（μ）族で，（μ，7’，θ）＝（0，0，0）

 近傍で，

ナ ＝ ε（dμブ十αザ3）斗0（ε2）、

6 ＝ ω斗0（ε2），

（B．4）

（B．5）

で与えられる．特にαの符号に依存してsuper♀ritica1かsl11）critica1かが決まる．
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一サドルーループ分岐（大域的分岐）

 リミットサイクルが鞍状点（Sadd1e point）に衝突し，リミットサイクルが消滅

 する．分岐点ではホモクリニック軌道が存在する．リミットサイクル（または

 ホモクリニック軌道）の安定性によって，安定サドルーループ，不安定サドルー

 ループ分岐と呼び分ける．

一タプルサイクル分岐（大域的分岐）

 安定なリミットサイクルと不安定なリミットサイクルが衝突し，消滅する．分

 岐点では中止的なリミットサイクルが存在する．ポアンカレ写像を採用する

 ことにより，ポアンカレ断面上でのサドルーノード分岐に還元できる．

一リミットサイクル上のサドルーノLド分岐（大域的分岐）

 サドルーノード分岐上でサドルーループ分岐が生じている．パラメータ値の変化

 に対して構造安定である．リミットサイクル（またはホモクリニック軌道）の

 安定性によって，安定リミットサイクル上のサドルーノード分岐，不安定リミッ

 トサイクル上のサドルーノード分岐と呼び分ける．

．余次元2の分岐

   一退化したHopf分岐

     Hopf分岐集合にダブルサイクル分岐が衝突し，消滅する．分岐点を境にして，

     supercritica1Hopf分岐がsubcritica1Hopf分岐に変化する．

   一Tak㎝s－Bogdanov分岐

     サドルーノード分岐集合にHopf分岐とサドルーループ分岐が衝突し，消滅する．

     supercritica1Hopf分岐，subcritica1Hopf分岐には，それぞれ安定サドルールー

     プ分岐，不安定サドルールーフ分岐が対応する．

   一サドルーノードーループ分岐

     サドルーノード分岐とサドルーループ分岐が衝突し，リミットサイクル上のサド

     ルーノード分岐になる．安定サドルーループ分岐，不安定サドルーループ分岐が，

     それぞれ安定リミットサイクル上のサドルーノード分岐，不安定リミットサイ

     クル上のサドルーノード分岐に対応する．

   一Cusp
     サドルーノード分岐とサドルーノード分岐が衝突し，消滅する．分岐点では唯ひ

     とつの0固有値が存在する．ポアンカレ断面上において，ダブルサイクル分

     岐にも同様にCuspが存在する．

図B－1に，余次元1の分岐と余次元2の分岐の対応関係を纏めた表を示す．
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1二1＝llllllllllll；；；lllllllll11亘壷111111111§憂亟；憂亘；1

1Doub1e cyc1e1’’

1Sadd1e－1oop 1
一一一一‘一．．一．一 一一一一一一一一一■‘’    I

1Sadd1e＿node 1

1on1in■it cyc1e1

        A：DegenerateHopf

        B：Takens－Bogdanov

        C：Sadd1e－node－1oop

図B－1：余次元1の分岐と余次元2の分岐の対応関係．横に余次元1の局所分岐，縦に

               余次元1の大域的分岐を示す．
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付録C車

線形化HH型方程式の固有方程式

 固有方程式X（冗〕（λ）＝一J（皿L灯．：O（∫はηxη単位行列）において，式（4．9）が任意

のη（≧3）について成り立つことを帰納法を用いて証明する．

 η＝3のとき，

λ（3）（λ）＝lJ（3Lλ∫1

           α2ザλ 0    α21 0    α21α22一入
     ＝（α1rλ）     一α12    ＋α13
            0 α3ザλ   α31α33一λ   α31 0
       （第1行で展開）

     ＝ （α11一λ）（α22一λ）（α33一λ）一α12α21（α33一λ）一α13α31（α22一入），  （C．1）

より，式（4．9）はη二3のとき成り立つ（3×3行列の行列式を求める公式からも明ら

かである）．次に式（4．9）がη≧3について成り立つと仮定する．ここで，η斗1次行列

J（冊十ユLM…λから第ん行と第1列を取り除いたπ次行列ん’を定義しておく．この

とき，

 x（π十1）（λ）＝ 1λ（冊十1）1

      二（α（何。1〕（、。1〕一λ）（一1）2（冊十’）1λ（れ。1〕（帆。1〕1＋α1（、。1〕（一1）n＋2｛（、。1〕1

         （第η斗1列について展開）

      一（α（η・1）（一・・）一λ）・5π）・α1（一・1）（一1）π十2（α（・・1）1（一1）π十11（λ11州）皿11）

         （η次行列λ1（九十1）を第η行について展開）

                             π      ＝（α（、。1〕（、。1）一λ）P5π〕十α1（冗、1）α（、。1）1（一1）2（η十1）十’■（帆た一λ）

                             た＝2
                        皿      ：（α（九十1X、斗1）一λ）呼）一α1（、十1）α（九十1）1■（ακドλ）

                        κ＝2

一（M州一／）
x叶／）青舳片肌（い）ll

        皿 一α1（、。1）α（、。1）11］1（αザλ）

        ゴ＝2
 π十1        記                           π
＝n（αカー人）一Σ1α11ユα1，ln（αザλ）1一α1（π。1）α（冊。1）11］1（αザ人）

 ゴ…1    ’1＝2   j≠1、＾           5＝2
 九十1       九十1
＝ rI（αガーλ）一Σ工α1’、α’、1rI（αカーλ）1              （C．2）

 j＝1           h＝2       j≠1，”
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であり，式（4．9）はη≧2で成り立つことが示された・ここで，（一41｛、十1〕）、1は，η十1次

行列λから第1行，第η十1行，第1列，第η斗1列を取り除いたη一1次行列であり，

その成分が

            α22一λ 0 ．．． 0

              0  033一λ

                        0

              0．、．Oαηπ一λ

となる対角行列であることに注意する．

 一方，η二2のとき，式（4．9）の右辺第2項以下が定義されないが，

        X（2）（λ）：lJ（2〕一λ∫1＝（α11一λ）（α22一λ）一α12α21，       （C．3）

は容易に導かれる．
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付録D章

等価電位の振幅が膜電位の振幅より大き

くな．らないことについて

 一般的に等価電位Kのダイナミクスを記述する微分方程式は，膜電位γを使って

               dK  ”o。（γ）一”。。（篶）
               一＝       ，           （D1）
               批   ㌔（γ）z」（K）

と書ける．ここで関数～は単調増加（単調減少）関数で0〈z。。（γ）＜1である．ア（γ）〉0

である．以降では，”。。が単調増加関数の場合について述べる（単調減少関数の場合でも

同様の議論ができるので一般性は失わない）．

 式（D．1）の右辺分母は常に正なので，〃；μの符号を決定するのは分子である．ユi。。

の性質より，

γ＞κ ＜＝⇒ ”。。（γ）＞”。。（w），

γ＝K ÷⇒ ”oo（γ）＝z。。（K），

γ〈篶 く＝⇒ ”。。（γ）＜”。。（K），

（D．2）

（D．3）

（D．4）

なので

一［制一ψ）一州一／1111111
（D．3）

となる．γが振動するとき，式（D．5）は等価電位κの振幅が膜電位γの振幅より大きく

ならないことを示している（必ず，同じか小さい）．また，等価電位の位相は膜電位の位

相より遅れることも意味する．

 例として図E－1に，イソアワモチのぺ一スメーカ細胞モデル（8変数モデル）の等価

電位㌦，Wがγ＝50sin2π老で駆動されたときの様子を示す．
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図E－1：（上）γ＝50sin2πf（点線）で駆動したときのイソアワモチのぺ一スメーカ細胞モ

   デルの等価電位篶、，W共に実線）の時間波形の様子．（下）Aの拡大図．
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