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は しが き

本論文における主題は,リ スクのもとでの意思決定である.自 然の状態について完全に

無知であるときにおける意思決定を完全な不確実性のもとでの意思決定と言い,自 然の状
態についての情報が確率分布で表現される場合には,リスクのもとでの意思決定と呼ばれる

のが通常である.本 論文では後者の場合を取 り上げている.リ スクのもとでの意思決定の

標準的な方法は期待効用最大化の方法である.本 論文においても,意思決定者はこの方法を

用いて意思決定を行うとしている.こ の方法はNeumann&Morgens七ernに よって導入(公

準化)されたものである.意 思決定者がいくつかの妥当と考えられる条件(公 準)を 満足す

るならば,効 用関数が存在 しその期待値を最大にする代替案を選択すべきであり,また,こ

の逆も成立するということが示されている.さ らに,..:一 は主観的期待効用の公準化を

行っている.た だし,効用関数が存在するといっているだけであるので,分 析を進めるにあ

たって必要とされる効用関数の性質については仮定を置いておくのが安全であろう.た だ

し,効用関数の有界性については,Neumann&Morgensternの 期待効用最大化のもう少 し
一般 的な枠組み

,な いしはSavageの 主観的期待効用の公準化のもとでは,導 出可能である.

しか しなが ら,効用関数の連続性や微分可能性については,必要な場 含には直接仮定する必

要があるだろう.

基本的には,期待効用最大化の手法は,期待値を扱うので,線形の手法に属 している.こ

れは上述の条件(公準)を 意思決定者が認めている限り正当化される.直 観的には問題が無

いようにみえるが,た とえば,Allaisのパラ ドックスは,意 思決定者は独立性の公準のよう

には必ず しも行動 していないことを示唆している.そ して,独 立性の公準をゆるめた場合に

どのように意思決定をすべきかということが様々に考察されている.こ の場 合の方法は,一

般的には.非 線形の方法に属する.し か しなが ら,上記で述べたごとく,このような非線形

の手法については考察 しない.

本論文は,リ スクのもとでの意思決定に関して,こ れまでに得 られている様々な結果に

ついての一般化を試みるという観点から書かれている.効 用関数と危険回避度,分 布(リ ス

ク)のシフ トに関する諸問題,連 続時間モデルにおける消費一ポー トフォリオ問題の三つの

部分か ら構成されている.そ して各部は互いに関連 しているいくつかの章か ら構成されて

いる.

各章においてその章におけるテーマに関して重要であると思われる結果については紹介

している.そ の場合,結 果を理解するために必要と思われる概念については簡潔に説明を

行っている.ま た,証 明はすべての結果に対 して記載 していない.著 者の結果に直接関係 し

ている場合には出来るだけ証明も紹介 したつもりであるが,か なり主観的に判断されてい

ることは否定できない.な お,記 載されている証明は原論文に準拠している.た だし,導出

過程の理解を容易にするために,必要と思われる箇所については,よ り詳 しい説明を付加し

ている.

本論文における著者の結果の概要は以下のとお りである.第1章(第3節)で は,危 険回

避関数とリスク ・プレミアムとの関係を示すPrattの 定理の(e)に 焦点をあてる.(e)が,実

際には,そ れを構成 している条件のなかの一部分と同値であることを論証する.第2章 は

[11】に基づいている.最 初に,Prattの 定理の(a)を 変えれば,屈 曲線形効用関数に対 しても

弱い形でのPrattの 定理が成立することを示す.次 に,新 しい危険回避度を定義 し,これを



用いて屈曲線形効用関数における議論を一般的な屈曲効用関数に対 して拡張する.第4章

は[5]に基づいている.危 険回避関数R(x)とP鈎 ω)に焦点を しぼり,それらの リスク ・プ

レミアムとの関連性にもとつ く経済的意義についてのMenezes&Hansonの 議論を,初 期

資産(initialwealth)が確率的であり,かつ リスクと独立である状況のもとで再考察する.第

5章(第2節)で は,三 つのプロスペクトより構成されるポー トフォリオにおいて,そ の中の
一つに特定化するのが最適となることに対する十分条件を与える

.第7章(第3節)は[13]に

基づいている.1、andsberger&Meilijson,お よび,Eeckhoudt&Gollierの 中に現れた確率

順序を取り上げる.こ こでは,こ の確率順序をMGPR順 序 と呼ぶ.そ して,Eeckhoudt&

Gollierによって用いられた経済モデルの中でMGPR順 序の比較静学を調べる.す なわち,

u'≧0,u'ノ≦0,お よび,u'"≧0を 満たす効用関uに 対 して,リ スクのMGPRシ フ トが

リスクに対する最適水準の大きさ(optimumexposure)を 一様に増加させるための効用関数

に関する十分条件を与える.第8章(第3節),第9章(第2節),そ して第11章 は【12]に基づ

いている.第8章(第3節)で は,二 つの危険資産が存在するポー トフォリオにおいて,一 つ

の資産の収益分布におけるTSDシ フトがその資産に対する投資の減少を引き起こさないた

めに必要十分である効用関数に対する条件を与える.第9章(第2節)で は,TSD変 換を定義

し,その比較静学を考察する.X11章 では,時 間に依存する負の指数型効用関数のもとで,

Mertonに おいて考察されていた無限期間問題に対して,Mer七〇nによって導出された時間加

法的な場合(時 間加法的な負の指数型効用関数)に 対応する解を含む陽表的な解を導出する.

さらに,Hindy-HuangKrepsの 特定化のもとでの 無限期間問題に対 して,同 じ問題を有限

期間の枠組みの中で考察し,対応する最適性方程式に対 して明示的な解を導出する.

本論文は大阪大学経済学部の田畑吉雄教授主催の研究会に出席させていただいている間

にまとめあげたものである.貴 重な助言をいただいた研究会の方々に感謝の意を表 したい.

とりわけ,本 論文を執筆するにあたりご指導を仰いだ田畑吉雄教授に深 く感謝を申し上げ

たい.
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効用関数と危険回避度
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第1章

効用関数 とリスク

1.1序

最初に,リスク・プレミアム,確犂プレミアム,危険回避関数の定義を述べる.そ して,リ ス

クのもとでの意思決定に対する考察をするにあって,最 も基本的であると思われるPratt[14]

の定理について述べる.こ の定理は,主 として,危 険回避関数とリスク ・プレミアムとの関

係,そ れ も大局的な関係を示 している.そ れか ら,効用関数の凹変換について検討を行う.

1.2Prattの 定 理

意思決 定者の貨幣額 に対する効用関数u(x)に おいて,E{u(x+勿}は 有限であ るとす る.

この とき,効 用関数%@)に 対する リスク ・プ レミアムπ(x,旬 は

u(x+E('z)-7r(x,z))ニE{u(x+勿}(1.1)

によって定義 され る.こ こで,xは 意思決定者 の初期資産(initialwealth)を 表 し,z4ま リス

クを表 して いる.1ま た,効 用関数は厳格 に単調増加な連続関数である とす る.こ の とき,

u(x+E② 一π)は,u@)の すべての可能な値にわたってπの厳格 に減少で連続な関数であ

るので,π(x,司 は存在 し,(1.1)に よ って一意的に定義 され る.い ま,

P(z=h)-P(z=-h)=p(x,h)(1.2)

とい う関係が成 立 して いる リスクz=±hを 考え る.こ の とき,P(z=ん)=1f12+

p(x,h)1,P(z'=-h)=扣 一p(x,h)1と な り,確 率プ レ ミアムp侮,h)は

u(x)-E{w(x+司}-12[・+P(x,h)1・(・+h)+12[・-P(x,h)]u(x-h)(・.3)

1本稿では,初期資産はwを 用いて表されることもある.また,期待値を示す"E"の あとの括弧は省略される
こともありうる.たとえば,E(勾,E{勉@+z)}は,そ れぞれEz,Eu(x+z)と 表記されることもある.
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によって定義 され る.意 思決定者は現状 と(1.2)を 満足 している リスクz'=±hと の間で無

0である・また,点 ・における局所的危険回r(x)は づ 芻 によって定義 され る.2

Pratt[14,p.128]は,最 初に,あ るxでrl(勾>r2(x)で あれば,そ してその時に限って十

分小 さい,期 待値がゼロの リス クに対 して点∬において リスク ・プ レミアムはulの 方がu2

よ りも大き くなるとい う局所的性質を示 している.そ れか ら,こ の局所的性質 に対応す る大

局 酌性質が成立す ることを示 してい る.次 のPrattの 定理1.1の(a)と(b)が 同値であると

いうことがそれに該当す る.こ こで,二 人の意思決定者の効用関数u夢=1,2)は,い た ると

ころで2回 微分可能であ り,厳 格に単調増加な連続関数であるとしている.

定理1.1ri(x),π 信@,旬,お よびp易@)を 効用関数砺(2=1,2)に 対応する局所的危険回避,

リスク ・プ レミアム,そ して確率プ レミァムであるとす る.3こ の とき,以 下の条件は(括 弧

の中に示されている)強 い形においてか あるいは(括 弧の中身 を省 略 した)弱 い形におい

て 同値であ る.

(a)す べてのxに 対 して,[そ して,各 区間にお いて少な くとも一つ のxに 対 して,]rl(勾 ≧

[〉]ra(¢).

(b)す べ ての 砂とzに 対 して,7r1(x,勿 ≧[〉]π2(の,勾.

(c)す べてのxと すべ てのh>0に 対 してpi(¢,h)≧[〉]箆(x,h).

(d)ul(u-1a(t))はtの[厳 格な]凹 関数である.

(・)v<w≦x<yZあ るすべてのv,w,x,yGこ 対 して蕩 畿 芻 ≦[く者羯 煢黐 ・

闘O・が あ る 区 間 に対 して 限定 され て い る場qで も,す な わ ち,毋,針 属 針 ん,x-h,u21(t),v,

w,お よ び 〃す べ て が あ る特 定 の 区 間 に 存 在 す る場 合 で も,同 一 の 同 値 関 係 が 成 立 す る.

証 明 我 々は,(a)が(b)と(c)を 含 意 して い る こ と を ど の よ う に して見 出 す か を 示 す 順 序

で 証 明 を 行 って い く.

(d)か ら(b)が 導 出 され る こ とを 示 す た め に,(1.1)よ り,

π6(x,z)=x+E㈲ 一 ぺ(E{%、(x+z)})(1.4)

とな る こ と に 注 目す る.そ うす る と,

π・(吻 一 π・(x,z)=u2'(E{u、(x-1-z)})-uli(E{u、(¢ 砌})

=u-1a(、E{t})-u_1i(E{ul(u‐ia('t))})(1.5)

が 成 立 す る.こ こ で,t=u2(τ+勿 で あ る.物(u‐ia(t))が(厳 格 に)凹 で あ る とす るな らば,

(イ ェ ンセ ン の 不 等 式 に よ って)

E{ul(u21(t))}<(<)ul(u21(E{t}))(1.6)

が 成 立す る.(1.6)を(1.5)に 代 入 す る こ と に よ って,我 々 は(b)を 得 る.[ulは 厳 格 に単 調 増

加 な の で,(1.6)よ り,

ul1[E{ul(u21(t))}]<(<)u21(E{t})(1.7)

27@)は 第3章 ではA(¢)と 表され ている.
3第3 .2節で は,uiに 対応 する局所的危険回避 はTui(の と表されている.
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が 成 立 す る.し た が って,

u-12(E{t})-ui1[E{ul(u12(t))}1≧(〉)0(1.8)

とな る.ゆ え に,(1.5)よ り,

7r1(x,z)≧(〉)π2(x,z)(1.9)

と な る.1

(a)が(d)を 含 意 して い る こ と を 示 す た め に,

磊晦1(t))一 器 嚢1;;(1.1・)

であ り,Iog娠 鈔)/uz(x)が(厳 格 に)単 調減少であれば,(そ してその時に限って)(厳格 に)単

調減少であることに注意する必要がある.惚=u51④ とおくと,u2(〃)=tな ので伽墾)=1

となる・左辺鬮 〃聯 ・等 しいの蠏 一 痴,す なわち・雫 ㍉,1
ula、t、となるの

で(…)が 皰 する・また,誌1・9鰡 ≦(<)・ 鱸 鰡 ≦(<)・ ⇔ 黐 晦1(t)

に鷺 攤 灘 繊讖雛鷹鑽灘 貔
).

蓋1・9雛1-r・(・)-r・(・)(・ …)

か ら導 出 さ れ る.

(c)が(e)に よ っ て 含 意 さ れ て い る こ と は(1.3)に お い てwを 砺 と し,(1.3)を

1-pi(x,h)
一_ui(x+h)-uz(x)(1 .12)1

+pz(x,h)uz(x)-uz(x-h)

とい う形 に 書 くこ と に よ っ て 直 ち に分 か る.

(a)が(e)を 含 意 して い る こ とを 示 す た め に(a)をwか 励 ま で積 分す る.そ の 結 果,w<z

に対 して,

-1・9鰡 ≧(〉)-1・9鍋(・ ・3)

が得 られる.こ れは,w<の に対 して,

器1≦(<)ua(x)ua(w)(…4)

であることと同値である.こ れは,w≦x<〃 に対 して,

%1(〃)-u、(x

u'i(ω))≦(<)u2(欝(x)(1.・5)

が成立することを含意している.こ のことは,雪の関数とみなした(1.15)の両辺の差に微分学

の平均値の遡 樋 用することによって分か る・[(…5)は 鰡 一鰡 一{'uit°m)ui(w)一 鋼}≦

(<)・と表 される・いま,σ ω 一 鰡 一鰡 とお く・平均値の定理 によってU(y)≡Ux(¢)=U'(

ζ),x<ζ<・ を齪 す る ζ游 在する・この式の右辺はU'(ζ)一 鰡 一鋼 となるが,
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w≦ 砂く ζなので(1.14)よ り非正(負)で ある.ゆ えに,U(y)≡U(x)x≦(<)0と なる.〃>xな
のでU(切 ≦(〈)σ@)が 成立す る.]条 件(e)はwの 関数 とみな した(e)の 両辺の逆数の差に

平均値の定理を適用することによって(1.15)よ り導出され る.

さて,我 々は(a)は(d)を 含意 し(d)は(b)を 含意 し,そ して(a)は(e)を 含意 し(e)は(c)

を含意 していることを証明 した.(a)と(e)の 同値 性は,(b)は(a)を 含意 し,そ して(c)は(a)

を含意 しているこ と,す なわち,(a)が 成立 しないということが(b)お よび(c)が 成立 しない

ということを含意 していることを証明で きれば,成 立す ることがいえ る.し か し,こ れはす

でに証明され たこ とよ り導出され る.な ぜな らば,(a)の 弱 い形(強 い)形 が成立 しないな ら

ば,(a)の 強い(弱 い)形 力㌔1と 吻 を交換すればある区間の上で成立す る.そ うす ると,(b)

と(c)の 弱 い形(強 い)形 がやは りu1とu2を 交換すればこの区間の上で成立するので,(b)と

(c)の弱 い形(強 い)形 は成立 しない.こ れで証明は完了 した(証 了).

Prattは(e)は(1.14),(1.15),そ して,

ul(w)-ul(v

u'i(勾)≧(〉)u2(w)‐u2ua(x)(v)(…6)

が成立す ることと同値であると述べてい る.[(α)⇒(1.14)⇒(1.15)⇒(e)⇒(a)な の

で(e)は(1,14)と 同値であ り,ま た,(1.15)と も同値である.他 方,平 均値の定理 を用 いて

(1.14)か ら(1.15)を 導 出 したごとく,平 均値の定理を用いて(1.14)⇒(1.16)⇒(e)が 成立

することが導かれ る.し たが って,(e)は(1.16)と 同値であ る.】

なお,こ の定理の主たる部分 と考え られ る(α)⇒(b)に つ いて(た だ し強い形の場合につ

いて)の 別の(簡 単な)証 明がKeeney&Raiffa[8]に 見出され る.

効用関数が いたるところで微分可能である という仮定は,か な り強い仮定である.第2

章 においては,こ の仮定を緩 めた場合 とにおいて定理1.1と 同様のことが成立す るか どうか

ということを検討する.

1.3効 用 関 数 と 凹 変 換

ul(x),吻(x)を 〔0,M〕上で淀義された厳格に単調増加で連続な効用関数とする.ul(x),u2(x)

は,凹 であっても凸であって もか まわないとす る.い たるところで微分可能であるという仮

定はこの節では設け られていない.さ て,0≦ 飭 くz2<劣3<x4≦Mで あるような四点

xZ,i=1,2,3,4を とるとき,こ れ ら四点の中の任意の三点を侮、,xz、xi,(xz、<錫 、<xz,)

とす る.こ の とき,次 の命題が成立す る.4

命題1.1上 記の任意の三点錫、,¢づ、,侮,(z6、<%<銑3)に 対 して,

畿;≡ 鵲>u2(xza)u2(xis)≡ 畿1(…7)

が成立するならば,

畿;≡ 畿;<u2(x4)u2(x2)≡雛 碧(…8)

と な る.し か し,逆 は 真 で は な い.

4福場 ・田畑 ・坂上 圏 における系2に 該当す る.
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証明(1.17)か ら,

ul(x2)

ul(x4)≡ 鰡 〉 畿1≡u2(xl)ua(xi)(1.・9)

畿;≡ 誰;>u2(x3)u2(x4)≡u2(xl)ua(xi)(1.2U)

である.(1.20)の 両辺か ら(+1)を 引 くと,

畿;≡ 鰡 くu2(x4)ua(x4)≡u2(x3)u2(xi)(1.21)

となる.(1.21)を(1.19)で 辺 々割 ると(1.18)が 得 られ る.他 方,(1.18)が(1.17)を 含意 し

ていな いことを示 すために,次 の よ うな効用 関ul,u2を 用 いて反例 を示す.す なわ ち,

ul(・)一 、1.79x°.i-hO .79xo・、,ψ)=1争 孺 ≡譜 。と す る.四 点xl,xa,xs,x4と し て0,0.0005,ガ,1を

と る.こ こ で,x*はul,u2の 交 点 で ほ ぼ0.8で あ る.駕1(0.0005)ニ0.611,u2(0.0005)●1.559

で あ る か ら,明 らか に(1.18)が 成 立 す る.し か し,(1.17)の 三 点 と して 上 記 のxl,¢3,x4を と

る と(1.17)は 成 立 しな い(証 了).

さ て,(1.17)が 〔0,M〕 に属 す る 任 意 の 三 点xi、,xi、,xi、(xz、<x2、<亀 、)に 対 して 成 立 す

る こ と と,(1.18)が 〔0,M〕 に 属 す る 任 意 のxz、,銑 、,瞬,,∬盛、@`、<∬`、 ≦xi,<x24)に 対 して

成 立 す る こ と とが 同値 で あ る こ とが 命 題1.1よ り直 ち に導 出 され る.

系1.1次 の 三 つ の 条 件 は 同 値 で あ る.

(a)0≦ 銑 くx2≦ τ3<x4≦Mを 満 た す 任 意 の 実 数 銑,∬2,鞠,吻 に 対 して,

老1芻≡暑1{瑠く雛 蓁≡雛ll・

(b)0≦xl<勉 くx4≦Mを 満 た す 任 意 の 実xl,x2,x4に 対 して,

雛 莠)≡暑1{紹く雛 蓁≡雛ll・

(c)0≦xl<範 くx4≦Mを 満 た す 任 意 の 実Cxl,x2,x4に 対 して,

老1{認≡舞1{芻く舞1{謝≡老}{謝・

証明 最初に(b)と(c)と が同値であることを証明する.(c)が 成立するとする.(c)の 両

辺は正なので両辺の逆数をとると,

畿1≡ 畿;<1≡1芻 ≡老≡1芻(・.22)

とな る.ゆ え に,

ul(x4)-ui(xa)+ul(x2)

ul(x2)‐ul(xl)一 ψ1)<ψ4)-u2(x2)-1-u2(x2)u2(x2)-u2(xl)-u2(xl)(1.23)

が 成 立 す る.ゆ え に,

ul(x4)

ul(x2)≡ 器1;<u2(x4)u2(x2)≡u2(x2)u2(xl)(・.24)

が成立す る.
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次に(b)が 成立するとする.(C)⇒(b)の 証明の逆をたどっていけば,

畿;畷 芻>u2(x2)u2(x4)≡器1(1.25)

が成立する.

次に(a)と(b)が 同値なことを証明す る.(α)⇒(b)は(a)に おいてx2ニx3と した関係式

より明 らかである.そ こで(b)⇒(α)を 証明す る.(b)が 成立す るとす る.(b)が 成立すれば,

(c)が 成立する.い ま,銑,x2,x3,x4を0≦xl<x2<x3<x4≦Mを 満たす任意の実数の

値 とす る.こ の とき,こ れ ら四点の中の任意の三点xz、,xy、,%侮 、<亀 、<錫,)に つ いて,

(c)よ り(1.17)が 成立す る.ゆ えに,命 題1.1よ り,

畿1≡ 噐;<畿;≡ 老≡1謝(・ ・26)

が成立す る.他 方,(a)は0≦xl<z2<x'3<z4≦Mを 満たす任意の実数 ¢1,2g,垢,x4に

対 して,(1.26)が 成立 しかつ(b)が 成立することと同値である.ゆ えに,(b)⇒(a)が 成立す

る.し たが って,(a)と(b)と は同値である(証 了).

系1.1の 証明の本質的な部分 は命題1.1お よびその証明の中に含まれているとみなせ る.

(b)と(c)と が 同値 である ということは,〔0,M〕 に属す る任意の異 なる三点 につ いて(1.17)

が成立す るということが,定 理1.1の(e)のw=xが 成立す る場合 と同値であることを示 し

て いる.ま た,(a)と(b)と が 同値であるということは,定 理1.ヱの(e)に おいてw=xが 成

立す る場 合が,(e)と 同値であるということを表 している.な お,最 初に述べた ように,効 用

関数の微分可能性は成立 して いて も,し ていな くて もどち らで もよいという点に注意すべ

きである.5

5命題1 .1,系1.1において,不等号を"〉"か ら"≧"に 変えてもこれらの命題,系は成立する.ゆえに,強い形
での(e),弱い形での(e)のいずれにおいてもこの同値関係は成立する.
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第2章

屈曲効用関数 と危険回避度

2.1序

リスク理論においては,一 般に,効 用関数はいたるところで微分可能であると仮定され

ている.い くつかの例外としては,Tilley&Eion[1q,111[5],[7],お よびFishburn&

Kochenberger[3]な どがあげられる.Fishbum&Kochenbergerは,効 用を測定するのに二

つの線形部分から構成される屈曲線形効用関数などを用いた。他方,Tilley&Eilonは,ポ ー

トフォリオ分析において,効 用関数が二つの線形部分か ら構成される屈曲線形効用関数で

ある場合に,効率的集合の大きさの縮小が可能であることを示 した.ま た,Hadar[5],[7]は,

間接的選好の場 合を含めて,二次の確率的優越のための必要十分条件を,二つの線形部分か

ら構成される屈曲線形効用関数を用いて求めた.

屈曲効用関数のなかで最も単純なものが屈曲線形効用関数である.効 用を測定する場含

には近似が必要となるが,い くつかの箇所で効用を測定しその間の効用を線分で近似するこ

とによって得られた効用関数は,屈 曲線形効用関数とみなせる.ま た,初 期資産に対する増

加分または減少分に対 して効用関数が考えられている場合,目 標より大きい値に対する効

用(above-targetutility)と 目標より小さい値に対する効用(below-targetutility)と が多 く

の場 合,各 々凹と凸の形になることが示されている(た とえば,Fishburn&Kochenberger

を参照).こ の場合,目 標点においては必ず しも微分可能にはならない.屈 曲効用関数の場

合,屈 曲 している位置においては従来の(絶 対)危 険回避度は定義できな1そ して従来の

(絶対)危 険回避度によって,屈 曲効用関数の危険回避度を表すことはできない.こ のことは,

たとえば,屈 曲線形効用関数について考えれば明らかであろう.9

各節の構成は以下のようである.第2節 においては第1章 の定理1.1の(a)を 変えれば,

屈曲線形効用関数に対 しても,弱 い形での定理1.1が 成立することが示される.第3節 にお

いては新しい危険回避度が定義され,これを用いて第2節 における議論が一般的な屈曲効用

関数に対 して拡張される.第4節 においては,ま とめが述べ られる.

8



2.2屈 曲 線 形効 用 関 数 と定理1.1

我 々はR上 の狭義の単調増加な区分的線形関数で表 され る効用関数を屈 曲線形効用 関数

と定義する.い ま,ulとu2を 各 々,次 のような二つの効用関数 とす る.p=1,2に 対 して,

uP(x)二 忽,劣≦xl,

=fax+(1-f2)x、,x、 ≦x≦x2,

ゴ　 ユ

ーfzx+(・ 一舮 ・+Σ(か み・・)xT

アニ　

(ニ9f盛(∬)),のH≦x≦ 銑,

れ　 ユ

ーf,, ,x+(1一 ゐ)x・+Σ(fT一 ル ・・)・・,・一 ・≦ ・(2・ ・)

r=2

p=1の ときfz=砺,p=2の ときfz=bzと する.fz>0(2=2,…,n)で ある.こ こで,ul,u2

において屈 曲点の数 が一致す る必要はない.1ただ し,少 な くとも,ul,吻 のいずれか が屈曲

線形効用関数であるとす る.リ スクとしては任意の確率分布Fを 考 える.こ の確率 分布を

有す る確率変数をzと す る.ま た,z=毋+多 の確率分布をF*と す る.こ こでの のは意思決

定者の初期資産を表 している.さ らに初期資産xを 有す る意思決定者の効用関数 娠 ¢)のも

とでの 須の現金 同値額,確 率 プ レミアムを各 々OE盛@,F),pz(x,h)σ=玉,2)で 表す.な お,

娠 勾 の もとでのzの 現金同値額 は,

ui(x十CEi(x,F))=E{ui(x十z)}(2.2)

によってあたえ られ る.ま た,z=±h(h>0)と す るとき,砺(x)の もとでの蓼の確率 プ レミ

ァムp畧@,h)は,第1章 で定義 され たごと く,

蝋 勾=E{ui(x+勾}
1__.__.1

-
2[1+pi(x,h)1ψ+h)+2[1-pz(x,h)]ゆ 一h)・(2.3)

に よ っ て あ た え ら れ る.な お,定 理 の 証 明 の な か で,誤 解 が な い と 思 わ れ る 場 合 に は,

CEi(x,F)はCEiと 簡 略 化 され て 表 さ れ る こ とが あ る.こ の と き,次 の 定 理 が 成 立 す る.

定 理2.1次 の 条 件 は 同値 で あ る.

(a)b2≧aa,azbz+・ ≧b画+・(i=2,…,n-1)

(b)CE2(x,F)≧CEI(z,F),す べ て の ¢,Fに 対 して.

(c)pi(¢,h)≧ 箆,(∬,h),す べ て の 」 とす べ て の 正 のhに 対 して.

1したがって
,fa≠1,轟 ≠ 轟_1(i=3,…,n)が すべて成立している必要 はない
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(d)wl(u-1a(t))は,tの 広 義 凹 関 数 で あ る.

(・)畿1≡ 雛ll≦ 老1{1舞1≡ua(t3)ua(tl),t・<t・≦t・<t・ を 満 た す す べ てのt・,t・,t・,t・1こ対 して.

証明 最初に(a)⇔(b)が 成立することを証明する.(a)が 成立しているとする.E{ul(㌶)},

E{u2(z)}が,以 下 において考察されている(1),(2)の 場bの 不等式の関係を満 た していな

いときには,明 らかにCE2≧CEIが 成 り立つ.以 下 にお いて,(1)の 場合 にはCEI>CE2

となるが,こ の場合は起 こり得ないことが示 され,(2)の 場合には,CE2≧CEIが 成立する

ことが示される,

(1)あ るゴ(ゴ=1,…,n-1)に 対 して,

E{鴛1(z*)}≧ul(の ゴ),(2.4)

E{吻(z*)}≦ 吻(¢ゴ)(2.5)

の とき(た だ し,等 号は同時に成立 しないとする.)(2.4)の 両辺にbゴ+1を乗 じ,(2.5)の 両辺

にαゴ+1を 乗 じ,前 者か ら後者 を減 じて整理す ると,

(・・+・一%・ ・){fxdF*(x)+∠ 二・・dF*(x)-x・}

+Σ孝一・(α。bゴ+1一わ。αゴ+1){鵡 ・齢)

一鷹 飾 一・・殉+xT-・+∠%置(x)-xT}

+Σ曝 ・(a,.bj+・一わ。αゴ+1){∠ン ・殉

一鷹 砺一・・尸@)+∬ 嘱 殉}

十(anbゴ+1-bra升 ・)踏(xn-1)>0(2.6)

とな る.た だ し,

踏(・)一 ∬ ・疎)一 ∠ °°sdF*(x)(2.・)

で あ る(踏(s)に つ い て はDeGroot[2,p.246]を 参 照).b2≧ α2,aibz+1≧biai+1σ=2,…

,n-1)の も と で は 各 項 は 非 正 な の で(2.6)の 左 辺 は 非 正 と な る.し た が っ て,(1)の 場 合 は

起 こ り得 な い.

(2)あ る ゴ(ゴニ1,…,n)に 対 して,

%1(τ ゴ_1)<E{%1(z)}≦ul(の ゴ)

艶2(zゴ_1)<E{錫2(z*)}≦u2(¢ ゴ)(2.8)

の と き(xoは,xlよ り小 さ い 任 意 の数 で あ り,妬 は,賜_1よ り大 き い 任 意 の 数 で あ る.)CEl

とCEZを 求 め,(1)の 場 合 と 同様 にb2≧ α2,砺わ蛋+1≧bzaz+1(2=2,…,n-1)と な る こ と を

用 い る と,CEI≦0勗 が 成 立 す る.(CEI-CE2は,(2.6)の 左 辺 に お い て αゴ+1を αゴ,bゴ+1

をbゴ と した 式 を αゴわゴで 割 っ た 式 で 表 さ れ る.こ こ で,al=1,bl=1で あ る.)し た が っ て,

(a)⇒(b)が 成 立 す る.
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次 に(b)が 成 立 して い る とす る.い ま,F*(22)=1か つE{ui(鑓)}≦ 砌¢@1)@=1,2)な

る.F*を 考 え る.2こ の と き,

('E1-CE2ニ(α2一 う2)7夢(の1)(2.9)

で あ る の で,α2≦ 仍が 成 立 す る.同 様 に して,

azbi+1≧bzaz+1(2ニ2,…,n-1)(2.10)

が 成 立 す る.し た が って,(b)⇒(a).ゆ え に,(a)⇔(b).

今 度 は(a)⇔(d)を 証 明 す る.

ず(t)

=t ,t≦ の1

=[t-{(1-b2)x、+Σ 昌(b,.‐b,.+、 鴻}1/bz ,9b、(¢、一、)≦t≦9b、(勾(i2,…,n-1)

=[t-{(1-b2)の1十 Σ興亳}(br-bT+1)xT}]/bπ,9b¢@π _1)≦t

な の で,ul(呀1(t))の 傾 き は,

1,t<xl

詈,9・、(xz-・)≦t≦9・ 、@・)(i=2,° °°,n-1)

舞},96;@・ 一・)≦ オ

で あ る.ゆ え に,ul(u21(t))が,tの 広 義 凹 関 数 で あ る こ と と,b2≧ α2,d2b
i≧a:+1b;+i(2=2,…

,n-1)が 成 立 す る こ と とは 同値 で あ る.

次 に(a)⇔(e)を 証 明 す る.ま ずn=2の 場 合 につ い て 証 明 す る.

(a)⇒(e)は,"(e)の 左 辺 一(e)の 右 辺"をtl<t2≦tg<t4≦xl,tl<t2≦ オ3≦xlか つ

xl<t4,tl<f22≦xlカ 、つZ1≦tg<tq,tl≦xlカ 、つxl<t2≦tg<t4,xl<tl<tt2≦ オ3<

t4の 各 々 の 場 合 につ い て 直 接 計 算 す る こ と に よ って 確 か め られ る.(e)⇒(a)は,b2<α2と す

る と,ti<t2≦ ち ≦xlか つ ¢1<t4の 場 合 に 矛 盾 が 生 じ る の で,成 立 す る.

以 下 に お い て は,η ≠2の 場 合 に つ い て 証 明す る.最 初 に(a)⇒(e)を 証 明 す る.い ま,

n=7c-1(k≧3)の 場 合 につ い て(a)⇒(e)が 成 立 す る とす る 。n=kと す る.隣 接 す るk-1

個 の 線 分 よ り構 成 され る効 用 関 数 の 定 義 域 にtl,t2,tg,診4が 存 在 す る と き に は,(a)⇒(e)が 成

立 す る の で,tl<xl,xk_1<t4の と き に(a)⇔(C)が 成 立 す る こ と を 言 え ば よ い.

η 一1≦t2<亀,毋 ゴー1≦t3<毋 ゴ

(Z,ゴ:=1,…,k;i≦ ゴ)(2.11)

を 満 た すt2,t3に 対 して(こ こ で,鞠=-00,跏=00と す る),

{U、(t4)-u、(オ3)}{u2(t2)一 駕2(t、)}一{吻(t4)一 吻(tg)}{u・(ち)-u・(t・)}

=【(・kbz-bka2)(t・-xk-・)一(ψ ・一 わゴ・の(t・-xゴ)一 Σ愈⇒+、(・ ・bti‐b・ 砺)(xs_・-x・)]

・(t2-x2 -・)一[(ak-bk)(t4-xk-・)一(α ゴ ー わゴ)(孟3-xゴ)

一Σ 奮⇒
.、(・ 。-bs)@。 一・一 ・。)](t・-x・)一 Σ鳧[(・kbT‐bkaT)(t・-xk-・)

一(・ゴわ
。吻 ・r)(t3-・ ゴ)一 Σ雪⇒.、(・abr‐b。 砺)(xs-・-xs)1・(xr_一xT)(2・12)

aF*は
,xく 町 および 町 く譜≦ 吻 な る範囲において,正 の確率 を有 しているとす る.こ の条件 を満たすF*

が存在す ることは明らかである.

11



となる.た だ し,(2.11)に おいて2=1の とき上記の式の大括弧の外の鋤,鋤 は0と し,(2。11)

においてj=kの とき上記の式の大括弧の中のxk_1,xkは0と する.ま た,al=1,bl=1と

す る.各 項 は非正なので上式は非正 となる.し たが って,(a)⇒(e)が 成立する.他 方,上 記で

示 されたごとくn=2の 場合に(e)⇒(a)が 成立す るので,任 意のnの 場 合にも(d)⇒(a)が 成

立する.ゆ えに,(a)⇔(d)が 成 立する.(e)⇒(c)は 定理1.1(Pratt[14])の 証明の 中の(e)⇒(c)

に関す る部 分よ り明 らかである.(c)⇒(e)を 証 明するには,n=2の 場 合につ いて(c)⇒(a)

を証明 しておけばよい.

{1-pi(xl,h)} =a2
{1十pi(¢1,h)}

{1一 勉(毋1,h)} =わ2(2ユ3)

{1十 物(xl,h)}

な の で,b2<勉 とす る とpi(xl,h)<阨(xl,h)と な る.ゆ え に,b2≧a2(証 了).

n=2の 場 合に は,愛 が,x<町,¢1〈xに お い て 正 な る確 率 を 有 す る確 率 分 布 に 従 う場

合 に は,b2>α2な ら ば0.E1(x,F)<OE壱(劣,F)が 成 立 す る.

さ ら に次 の 定 理 が 成 立 す る.

定 理2.2次 の 条 件 は 同値 で あ る.

(a)OE2@,F)≧CEl(x,F),す べ て のx,Fに 対 して.

(b)pi(x,h)≧ 窺@,h),す べ て のxと す べ て の 正 のhに 対 して.

(・)畿1≡ 雛ll≦ua(t4)ua(ta)≡雛ll,t・<t・ ≦t・<t・ を 満 た す す べ て のt・,t・,t・,診・}こ対 して.

(d)1か らn-1ま でのすべての2に ついて,匿_1,銑+1]に おいて鱒+場 の確率分布がxi

の両側で正の確率を有す るようなある適 当な婿,zzに 対 して,

(フE2@蓼,F,)≧CEI(灘 オ,Fz)(2.14)

が成立す る.こ こで,属 は確率分布Fiに 従 う確率変数である.

(e)1か らn-1ま でのすべての2に ついて,錫_1≦ 媛*-hz<銑,銑 く 媛*+尻 ≦ 錫+1

を満たすある適当な礎,鳳>0)に 対 して,

pl(xi*phi)?pi(xi*,hz)(2.15)

が成立す る.

(f)1か らn-1ま でのすべての2に つ いて,匳_1,xz+11に お いて砺 くtit≦ 銑 くti4ま

た は 輸 く 錫 ≦tit<ti4を 満 た す あ る 適 当 な ち1,tz2,ti4に 対 して,綴llll≡ 畷1詔 ≦

離 霧 ≡'ua(tia)'ua(til)が成 立 す る.こ こ で,xo=‐oO,xn=+ooと す る.

証 明(a)⇔(d),(b)⇔(e)の 場合 も同様であるので(c)⇔(f)を 証明 してお く.(c)⇒(f)は 明

らかである.以 下 においては(f)⇒(c)を 証明す る.
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n=2の 場 合 の 屈 曲 線 形 効 用 関 数 に 関 して,tll<t12≦z1<t14,お よ びtll<xl≦
'

t12<t14の 場 合,

b2>(<)a2

づ
ul(t14)

ul(tia)≡ 讐1{紹 ≦(〉)ua(ti4)‐uz(tia)ua(tia)‐wi(tii)(2.・6)

(等 号,不 等 号 同 順)が 成 立 す る こ とが 直 接 計 算 す る こ と に よ って 確 か め られ る の で,

tll<t12≦xl<t14,ま た はtll<飭 ≦t12<t14を 満 た す あ る適 当 なtll,t12,tl4に 対

して,

b2>(<)a2

　
畿;≡ 畿;≦(〉)暑 ≡lll綴 紹(2.・7)

(等号,不 等号同順)が 成立する.ゆ えに,定 理2.1よ り(f)⇒(c)が 成立す る(証 了).

いま,危 険 回避 関数が 有限閉区間 〔0,M〕 でいた るところで定義 され ている効 用関数

uA(x),uB(x)に おいて煽@)がUB(x)よ り第1章 の定理1.1(a)の 広義の意 味で(弱 い形で)

より危険回避的であるとする.い ま,こ れ らの効用関数を各 々屈曲線形効用関ul(x),u2(x)

で近似す るとす る.こ こで,点0,銑,勉,…,xn_1,MでuAとul,uBとu2が 各 々等 しいとす

る.こ の とき,上 記の二つの定理 より次の系が成立す る.

系2.1〔0,M〕 においてu1@)はu2(x)よ りも定理2.1の(a)の 意味で危険回避的である.

証 明 上記の状況のもとでは,オ61,tit,ti4が各 始H,亀,鱗1σ=1,…,n-1)の いずれか

の値を とるときには,第1章 の定理1.1よ り,

ul(ti4)

wl(tza≡ 畿1≦u2(t°m)ua(tzz)≡ua(tza)ua(tzi)(2.・8)

が 成 立 す る.こ こ で,鋤=0,¢ π=Mと す る.ゆ え に,上 記 の 二 つ の 定 理 よ りazbi+1≧

わ碗+1σ=1,…,n-1)が 成 立 す る(た だ し,α1ニ1,bl=1と す る)(証 了).

2.3屈 曲効用関数と危険回避度

これまで屈曲線形効用関数について考えてきたが,こ の節では危険回避関Cr(x)が 必ず

しも0で はない,有限閉区間 〔0,M〕で定義されている屈曲効用関数について考えてみる.3

〔0,M〕 で定義されている屈曲効用関数とは,狭 義の単調増加であり,かつ 〔0,M〕 におい

て連続であるが,微 分不可能な点が(0,M)に おいて有限個存在 していて,こ の微分不可能

な点においては,右 および左微分可能であるような効用関数である.屈 曲効用関数に対 して

　　

3咽 力㍉ 驫 で二回紛 可能 とする・この とき,鰍 ・おいて ・(・)はT(の 一 一u(x)Tで 艤 され る・第 …

節 を参照
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は,屈 曲点の横軸上の位置を表す点xに おいては従来のr(x)は 定義できない.我 々は,屈 曲

効用関数に対しても適用可能となるようにr(切 を修正 し,s(x)と いう新たな危険回避度を

もしもxで 微分可能ならば,S(x)=r(x),

もしも毋で微分不可能ならば,3@)=瑠

のように定義する.こ こで,u+,uは 効用関uの 右微分および左微分を表す.以 下におい

て,屈 曲点の横軸上の位置が一致 している場合s(x)がr(x)の 役割を果たす ことを示す.

簡単のため,n=2,す なわち,屈 曲点の数が1つ の屈曲効用関数に考察の対象を限定す

る.2以 外のnに 対 して一般化す るのは,容 易である.い ま,ul,%2は,侮 ∈(0,M)で 屈曲 し

ている屈曲効用関数であるとす る.具 体的には,

鴛1(毋)=u11@),0≦x≦xl,

=u、2(勾,x、 ≦x≦M

u2(x)=u2、(x),0≦x≦xl,

=X22(劣),の1≦x≦M(2ユ9)

と表せ るとす る.こ こで,U11,鉱12,U21,u22は 各 々の定義城 で二回連続微分可能 とす る.ま

た,ui(x)の 危険回避度をSi(の)(2=1,2)と する.こ の とき,次 の定理が成立す る.

定理2.3次 の条件は同値である.

(a)sl(x)≧s2(x),0≦x≦M.

(b)CE2(x,F)≧0-E1(z,F),す べ ての¢,Fに 対 して.

(c)pi(x,h)≧ 窺(x,h),す べてのxと すべての正のhに 対 して.

(d)u1@デ ④)は,tの 凹関数である.

(e)暑ll芻 ≡舞1{ll;≦u_w≡(t4)(ta)≡u_u≡llll,tl<t2≦tg<t4を 満 た す す べ て のtl,あ,ち,t4に 対 して.

た だ し,毋,∬+z,x+h,z-h,tl,tg,tg,t4は[0,M]に 存 在 す る.

証 明Sz(x)(i=1,2)の 定 義 よ り,(a)は 次 の(1),(2),(3)と 同 値 で あ る.

(1)dull(x)≧r'ua、(x),0≦x<xlの と き,

(2)r賜、。(の ≧Tu22(の,¢1<毋 ≦Mの と き,

(3)鋼 ≧鰡,・-x・ のとき

こ こ で,婿1(xl),喝1(xi)は,各 々砂=銑 に お け るU11@),u21(x)の 左 微 分 で あ り,X12(xl),

略2@1)は,各hx=xlに お け るX11(x),u21(z)の 右 微 分 で あ る.ア 吻@)(i,ゴ=1,2)はuzaの

危 険 回 避 関 数 で あ る.4

4こ こでは
,ul,u2と もに屈 曲効用関数であると しているが,他 方のみが屈曲効用関数であ って も,や は り,こ

の命題は成立す る.た とえば,ulが 屈 曲効用関数であ り,u2は 通常の二 回連続微分可能な狭義の単調増加効用 関

数であるとしても・・の定理は皰 す・・ただし・のときS・@・)・S2(・・)・・おけ…(・・)は黐 一・と

飜 饕 鸞 飜 嬲 灘 鹸 矯 紹:嚮 鷁 盛 鰻 鑞 燦 貔 編 謦鼕
ので,屈曲点の横軸上の位置が一致しない場合にもこの定理が成立することを示すのは容易である.これらの場

合も含めz,定 理・・の(蝋 働 に・f(・)・蠖・表・れう・・ここで 鯛 一(ri(x),器)(鳳 ・)
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最初に,(a)⇔(b)を 証明す る.(a)⇔(d),(a)⇔(e),(c)⇒(a)は 同様であ る.((e)⇒(c)は

定理2.1の 場 合における証明 と同じである.)

まず(b)⇒(a)を 証明す る.娩(x)=m・ul(z)+nを 満たす ようなm(>0),nが 存在す

れば,明 らか に(1),(2),(3)は 成立する(す べ て等号が成立する).以 下においては上記のよ

うなm,nが 存在 しないとす る.第1章 の定理1.1よ り,明 らか に(1),(2)は 成立す る.い ま,

(3)が 成立 しな いとす る.す なわち,

舞}1芻 く綴 芻(2.・ ・)

で あ る とす る.さ て,ul,晦 が そ れ ぞ れ

u*i(の=ull(の1)(x-xl)十ull(xl),E1≦x≦xl,

=勉 左2@、)(毋 一x、)+U12(x、),x、 ≦x≦(2

略(x)=u'21(xl)(x-xl)十U21(忽1),E1≦ 毋 ≦ 毋1,

=?ら2@・)(x-x、)+X22(xl),x、 ≦x≦EZ

で 近 似 され る よ うなxlの 近 傍[E1,EZIが 存 在 す る.こ の 近 傍 内 に,x**+㌶*の 確 率 分 布 が 銑

の 両 側 に お い て 正 の 確 率 を 有 す る場 合 に は,(2.20)が 成 立 す れ ば,

⑳一雛 彗・仍一離B(2.・ ・)

と み な せ る の で,

CE2(x**,F**)<CEI(x**,F**)(2.22)

が 成 立 す る.5こ こ で,F**はz**の 確 率 分 布 で あ る.他 方,仮 定 よ り,す べ て のx,Fに 対 して,

CEZ(x,F)>CEI(x,F)(2.23)

な の で 矛 盾 が 生 じる.

次 に(a)⇒(b)を 証 明 す る.[0,¢1】 で はTu、 、(x)≧buy、(x)な の で,こ の 区 間 に お い て

ull(x),u21(の を 各 々屈 曲 線 形 効 用 関 数%α 、、(¢),ub、、@)で 近 似 す る とす る.こ の と き,n+1

個 の 点0(=moo),xoi,xoz,…,xOn_1,xl(=鋤 の でX11と%1,v21とuba1が 各 々等 し い と す

る.こ こ で,xoi,xoa,…,堀_1はX11(勿,U21@)の いず れ か の 変 曲 点 に 対 応 す るX軸 上 の 点

で あ る.こ の と き,系2.1よ りuα、、(x)は,勉6、、(x)よ り も危 険 回避 的 と な る.

同様 に して[xl,M]に お い て 駕12(勾,X22(勾 を 各 々屈 曲 線 形 効 用 関 数 妬 、、(x),ub、 、(x)で

近 似 す る と す る と,u。 、、@)はub、 、(勾 よ り も危 険 回 避 的 とな る.た だ し,p+1個 の 点 毋1(ニ

¢0π),¢0π+1,xon+2,_,∬0針p_1,M(=劣0π 十P)で%12と 砺1a,uaaと%b22が 各 々等 しい とす る.

こ こ で,xOn+1,xOn+2,…,xOn+p-1はu12(x),uaa(x)の い ず れ か の 変 曲 点 に 対 応 す るx軸 上

の 点 で あ る.次 に こ れ ら のr(=n+p+1)個 の 点 に そ れ らの 中 点 を加 え た2(n+p)+1個

の 点 に お い て,ull,%12,お よ びu21,X22と 等 し くな る よ うな 屈 曲 線 形 効 用 関 数 秘。1,ublを つ

くる.こ の 過 程 をk回 繰 り返 して つ く られ た 屈 曲 線 形 効 用 関 数 を%醐 隔 とす る.u蜘 堀

瀲轟鰈難欝轡霧鑼黶攤罷華轢籬覊驚
以外の下添字"2"はu2に 関 してであるということを表 している.

5定理2 .2の 直前の3行 を参照
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は,閉 区 間 で 定 義 され た有 界 な 関数 で あ り,各hul(勾,%2@)に 一 様 収 束 す る.そ して[0,xl],

[xl,M】 の 各 区 間 に お いて はu納 はubkよ り も危 険 回 避 的 と な る.

さ て,

IU、@+OE。k)-w、@+CEI)i

≦Iu・(¢+CE。k)-u。k(x+CE。k)1

十luak(x_トCEdk)_ul(の_1_(フE1)「(2.24)

で あ り,右 辺 の 第1項 はu。kのulへ の 一 様 収 束 に よ り,0に 近 づ く.第2項 は,x+zの 期 待 効

用 を 考 え る と,

E{{必α鳬(x十z)}_》E{ul(z十z)}(2.25)

よ り,0に 収 束 す る.し た が っ て,

ul(x十CEdk)→ul(忽 十CEI)(2.26)

が 成 立 す る.u1は,狭 義 の 単 調 増 加 関 数 だか ら,

0、Eα鳶一>CEI(2.27)

とな る.同 様 に して,

(フEb発→CE2・(2.28)

他 方,

鰡 ≧離 彗(2.29)

なので,kが ある値(鳶o)よ りも大 きくな ると,¢1に おいて屈曲 している二個の線分の傾 きを

各 々asksas+lk,お よびbsk,bs+lkと す るとき α。ψ。+lk≧b。kas+lkが 成立す る.ゆ えに,す べ

ての,屈 曲 している二個の線分の傾 きの間にはこれ と同様の不等式が成立す る.ゆ えに,定

理2.1よ りCEbk≧CE。.佛 ≧杤)が 成立す る.ゆ えに,OEb≧CEIと なる(証 了).
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第3章

危 険 回避 関数 双 の,R(の,P(∬;w)の 経

済 的意 義

3.1初 期 資産 が 確 定 的 で あ る場 合(Menezes&Hansonの

議 論)

以下 において,uは 逆関数 ゼ1と 導関数u,とu"を 有する効用関数であるとする.Arrow[1]

とPratt[14]は,u@)を 用いて,危 険回避の理論において重要な役割を果す2つ の関数A(勾=

一畿 罸 ,E(・)一 一・鰡 を構成 している,各 ・は絶対的鰕 飃 蠍(・b・ ・1・… おk…rsi・n

function),相 対 的危 険 回 避 関 数(relativeriskaversionfunc七ion)と 呼 ば れ て い る.1他 方,

M・nezes&Hans・n[・3]は 訊 ・),R(・)と は異なる危険回避関数P(x;w)一 一弓 齶 を

構 成 し,偏 相 対 的 危 険 回 避 関 数(partialrely七iveriskaversionfunction)と 呼 ん だ.こ こ で,

wは 初 期 資 産 の 水 準 で あ る.さ ら に,Menezes&Hansonは,危 険 回 避 関数 五@),E@),お よ

びP(x)の 経 済 的 意 義 を リス ク ・プ レ ミア ム との 関 連 性 に 基 づ い て 明 らか に して い る.な お,

凸,凹,増 加,減 少 は この 節 で は 厳 格 な 意 味 で 用 い られ て い る.2

Menezes&Hansonは 彼 等 の 主 た る 結 果 を 証 明す る た め に 次 の 補 題 を 用 い て い る.

補 題3.1以 下 の 関 数

WA(t)=硬 』'匝一1(t)】,(3.1)

ψP(t)=u-1(t)u'[u-1(t)]-ww'[u-1(朔,(3.2)

ψR(t)=u-1(t)u'[u-1(t)](3.3)

は,対 応 す る 関A(t)=-u(t)/ガ ω,P(t;w)ニ ーtw"(t+w)/uノ(t-1-w),孕(t)_-tu"(t)/u'(t)

がtに 関 して 単 調 増 加,一 窺 あ る い は単 調 減 少 で あ る か ど うか に依 存 してtに 関 して 凹,線

形(あ る い は 凸)で あ る.こ こ で,wは 意 思 決 定 者 の 初 期 資 産(initialweal七h)で あ る.

1A(x)に つ いては第1 .2節を参照,
2Menezes&Hansonエ13亅 によれ ば

,こ れ らの用語が厳格な意味で用い られていない場合において も,同 様の
結果が得 られ ると している.
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証明 証明は関数ψ五,ψp,およびψRを微分することによって直ちになされる.証 明の例

として(3.3)に 関する部分の妥当性を示す.ψRの 定義を用いて,

ψ灸(t)一 ・+u-・ ω 夢鰡(3.・)

[ψ灸(t)=[u'[u-1(t)]+u-1(t)w'[u-1(t)lducl£(t)で あり,du-idt(t)=畚[-1(t)]で あ るの

で(3.1)が 成立す る.]を得 る.さ て,uは 厳格 に単調増加 なので,u-1も そうで ある.か く

して,ψ 灸(t)が(tの 関数 と して)単 調増加,一 定,あ るいは単調減少 であ るとい うこ とと,
n

su(s)/%,(s)が(Sの 関数 として)各 々単調増加,一 定,あ るいは単調減少 であ るということ

とは同値である.定 義か らR(s)_-su(8)/鴛 ノ(s)である.し たがって,ψ盈が それぞれ単調

増加,一 足 あるいは単調減少であるな らば,そ してその時に限 ってRは 凹,線 形,あ るいは

凸である(証 了).

A(x),R(勾,P(x;w)と リスク ・プ レミアムの関連 につ いてのMenezes&Hansonの 結果

は,以 下のごと く表わされ る.

定理3.lA(の,P(x;w),R(の が,そ れぞれx4こ 関 して単調増加,一 定,単 調減少であるな

らば,

a

8w・(w,≧(<)0,(3・5)

a

as「 π(判 ≧(<)o,(3.・)

as[π(λ 警 λ勾]≧(<)o.(3.・)

1こ こで,zは 閉区間[a,b]の 上で定義 された分布Fを 有する確率変数である.そ して正の乗数

λおよびaは,各wに 対 して,P(w+az<0)=0を 満たすように制約 されている.

証明 我 々は定理の中の(3.6)の 妥 当性を示す.(3.5)と(3.7)の 部分に対す る証 明は 同様

の議論を用 いるので省略す る.今wが 意思決定者の初期資産であると し,確 率変数zが 彼の

危険なプロスペ ク トであるとす る.こ のとき,リ スク ・プ レミアムπ(w,旬 は

7r(w,z)=w十E(z)-u-1[Eu(w十`z)1(3.8)

と書 き表 され る.こ れを用いてλに関 して微分す ることによ って,

轟[π(剽 ≧(<)・(3.9)

が 成 立 す る こ と と,

u'[w-1(Eu(ω 十 λ2))1[u-1(Eu(ω 十 λ2))一 ω]≧(<)E[%'(ω 十 λ2)az](3.10)

が戯 することとは雕 であることが導出される・[(3鋸 封 π(剽

慕ま鵬 講 鰥 襦 繍 評)-u-1(Eu(醐)1}≧(<)° と表さ
さて.関 数ψp④ ニu1(t)u'[u1(t)]-wu,匝 一1(t)]を考える.Jensenの 不等式 によって,

ψpが 各htに 関 して凹,線 形(あ るいは凸)で あればψp[E(t)]≧(<0)E【 ψp(t)]が 成立す る.
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t=u(w+λ の とせよ.そ うす ると(3.10)は ψp【E(t)]≧(<0)Elψp(t)]に 還元する.ゆ えに,

関数ψpω が 凹,線 形(あ るいは凸)で あるかに応 じて(aas)[π(ω,az)/λ1≧(<)0で ある.し

か し,補 題3.1の(3.2)に よってψp(t)が 凹,線 形(あ るいは凸)で あ るということと,P(t;w)

が各 々tに 関 して単調増加,一 定(あ るいは単調減少)で ある ということとは同値である(証

了).

これ らの結果 に対す る説 明として,次 のように述べ られている.3

この定理 は危 険回避 の理論におけ る関CA,R,お よびPの 役割を示 している.絶 対的

危険回避Aの 行動は,資 産は変化す るが,リ スクは変化 しない場合における,リ スク ・プ レ

ミアムの行動 につ いての情報を与える.相 対的危険回避Rの 行動 は,資 産 と リスクが 同一割

合だけ(inthesamepropor七ion)変 化す る場 合における,リ スク ・プ レミアムの比例 的変化

(thepropor七Tonalchange)の 行動につ いての情報を与える.そ して最後に,偏 相対的危険回

避Pの 行動 は,資 産 は変化 しないままでの,リ スクにおける所与の比例 的変化 よ り生 じる,

リスク ・プ レミアムにおける比例的変化の行動 につ いての情報を与える.

Menezes&Hansonは 偏相対 的危 険回避P(t;ω)の 性質につ いての いくつかの結果を列

挙 している.す なわ ち,

(a)wを 固定せ よ.to>0の ある区間(0,to)に 属す るtに 対 して,P(t;w)がtに 関 して非

増加であるな らば,P(t;w)=0(そ してその結果0<t〈toに 対 して,u"(t+w)=0)で あ

るか さもな くばw=0で あ る.

(b)w>0で あるwを 固定 しto>0を 仮定せよ.0<t<toで あるtに 関してP(t;w)が

単調(厳 格 に単調)で あれば,そ れはそこで非減少(厳 格に単調増加)で ある.

(c)R(t)が 非減少 であれば,u"(t)=0(そ れ ゆえ に,uは 線形)で あるか,さ もな くば

P(t;w)は 各所与のwに 対 してtの 厳格な単調増加関数である.

これ らの結果の証 明が含まれている文献 と してQuirk&Zarley[15]を 挙げている.

3.2初 期 資産 が確 率 的 な場 合 にお ける危 険回 避 関数 と リス ク ・

プ レ ミアム との 関係(Kihlstrom,Romer,Williams

の議 論)

ここでは危険回避関数とリスク・プ レミアムとの関係に関す るKihlstrom,Romer,Williams[9]

の結果を紹介す る.

2人 の意思決定者,1と2が 存在 し,意 思決定都 はu2の 期待値 を最大化 しようと して い

る.こ の とき,賜 の適切な定義域 において一様に

///!

・。、一 一ul>一 誓 一Tua(3.・ ・)
uiw2

が成立 しているとす る.こ の とき,第1.2節 における定理1.1(Pratt[14])よ り意思決定者1

の行動は意思決定者2の 行動よ りも大局 的によ り危険回避的であることが分かる.

さて,初 期資産(initialwealth)が 確率的である場合に も(3.2)が 一様に成立す るときに

意思決定者1の 行動 は意思決定者2の 行動 よりも大局的によ り危険回避的であるであろ う

3Menezes&Hanson[13
,p.4851を参照.
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か.す なわち,意 思決定者1の リスク ・プ レミアムが意思決定者2の それよ りも大きいであ

ろうか.こ の問題を具体 的に考えるだめ には初期資産が確顰 的である場 含における リスク ・

プ レミアムの定 義を行 う必要がある.Kihlstrom,Romer,Williamsは,確 率変魏 が確率 的

初期資産wに 加 えられた とき,リ スク ・プ レミアムπ6@,あ)を

Eu6(ω 十z)=Eui(w十Ex一 π6(w,x))(3.12)

によって定義 している.そ の うえで反例を挙 げて,先 ほ どの問題が否定的に解決 され るこ

とを示 して いる.4そ れではどのような場 合に意思決定者1の 行動は意思決定者2の 行動 よ

りも大局的によ り危険回避 的であ るであろうか.こ の点に関す る考察のためにKihlstrom,

Romer,Williamsは 次に示 され るような派生的効用関数V(x)を 考えている.以 下において,

効用関数 砺,2=1,2は その定義域(z,z)と して実数の空でない部分区間を有 しているとす

る.各 煽 ま凹で二回微分可能であ るとす る.確 率変数wは(w,切 にお いて値を とる.こ こ

で,zv-w<z-zで ある.い ま,xニz-wお よび諺=z-wと す る.こ のとき,Kihls七rom,

Romer,Williamsは,(望,勾 の中の 各xに 対 してV(x)を

V(x)=Eu2(w十x)(3.13)

によって定義 している.Vを 定義す る期待値は存在 し,Vは 包,竕 において二回微分可能 で

あるとする.さ て.第1.2節 の定理1.1(Pratt)よ りただちに次の命題が導 出され るとしてい

る.定 理1.1に おける効用関数"uの 代わ りに,先 ほど定義 された派生的効用関数``V"を

用いることによ って導 出され るということであると思われ る.

命題3.lwは 固定 され た確率変数であるとす る.次 の不等式

π1(w,x`)≧7「2(w,x)(3.14)

がwと 独立なすべての諺に対 して成立す ることと,

rVifix)〉_rvafix)(315)

が 他,㊨ に属す るすべての毋に対 して成 立することとは同値であ る.さ らに,包,勾 に属す

るすべ ての ¢に対 して,

r▽i(毋)〉γτろ(の)(3.16)

が成立すれば,wと 独立なすべ ての7に 対 して,

π1(w,x)≧ π2(w,x)(3.17)

が成立す る.

さて.(x,x)に 属す るすべてのxに 対 して(3.15)が 成立す るための十分条件が次の定理

によって与え られている.

定理3.2(z,z)に 属す るすべてのzに 対 して,

㌦、(z)≧γ。、(z)(3・18)

4KihLstrom
,Romer,Williams[9】 は意思決定者が非負の確率的所得を受け取る場合における最適ポートフォ

リオについても論じている.我々のこの節での関心はリスク・プレミアムにあるので,ポートフォリオに関する議
論はここでは取り上げない.
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であ り,か つTu、あるいはru、が(z,z)に おいてzの 非増加 関数であれば,こ のとき,(3.15)が

(笙,x)の上で成立する.

この定理 を証明するためにKihls七rom,Romer,Williamsは 次の補題 を用いている.

補題3.2(z,z)に 属す る任意のzd,zbに 対 して,rを

一 鬮/u2(zQ)
u2(zb)(3.・9)

に よ って 定 義 す る.

(z,z)に お け るす べ て のzQ≧zbに 対 して,

{[rui(zd)-rua(zd)]十[Tu1(zb)-rua(zb)1}r十(1-r)[ru1(zb)-Tu2(zQ)1≧0(3.20)

で あ れ ば,(3.15)が 他,勾 の 上 で 成 立 す る.

命 題3.1と 定 理3.2よ り,次 の 系3.1が 導 か れ て い る.

系3.1(z,z)の 上 で(3.18)が 成 立 し,ru、 あ る い はru、 が(z,z)の 上 でzの 非 増 加 関 数 で あ

る な らば,こ の と き,

π1(賜 ¢)≧7r2(7v,諺)(3.21)

が 成 立 す る.こ こ で,蕾 とwは 独 立 で あ り,富 が 常 に(z,z)の 中 に あ る よ う な 範 囲 の 値 を と る.

1(丑1お七rom,Romer,Williamsは 系3.1の 系 と して 次 の 系3.2を 得 て い る.こ の 系 はPratt[14]

に お け る定 理5の 明 白 な 系 と して も得 られ う る と して い る.

系3.2iRu(z)がzの 非 増 加(減 少)関 数 で あ れ ば,こ の と き,π@,w+z)はzの 非 増 加(減

少)関 数 で あ る.

3.3危 険 回 避 の測度 とイ ンシ ュラ ンス ・プ レミア 厶(Rossの

議論)

ここでは,物 と吻 は実数の上で定義 されたNeumann&Morgenstern型 の効用関数であ

るとす る.単 純化のためすべ ての効用 関数は厳格 に単調,凹,お よび03に 属 しているとす

る.い ま,ulはu2よ りもArrowPrattの 意味でより危険回避的であるということを,こ こで

はul⊇ 五p吻 と表 し,次 のように定義す る.

定義:
ノ　 ノ　

-ul≧ 一 誓(3 .22)
ui駕2

が成立す るな らば,そ してその時に限ってul⊇ApU2で ある.

Ross[16]はArrowPrattの 危険回避の測度よ りもより強 い順序づけを与え る危 険回避

の測度を定義 して いる。

定義:

畷 芻≧艦 芻(3.23)
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が成立す るな らば,そ してその時に限って冠1はu2よ りも強 い意味で より危険回避 的である

と言い,記 号 的にはul⊇ 吻 と表 され る.ul⊇ 吻 ということは次の ようにも同値的に定義

できると している.

定義:(ヨ λ)(∀wl,w2) 　　

鍛 芻 ≧λ≧ui(wu2(w≡;(3.・4)

とul⊇ 吻 とは同値である.Rossは つ"は _AP"よ りも厳格により強い順序づけである

ことを定理3.4に おいて示 している.

定理3.4ul⊇ 吻 であれば,ul⊇Apuaで あるが,逆 は真ではない.

さらに危 険回避,相 対危険回避の増加,減 少について以下のような定義を与えている.

定義:効 用関数,u(・)が減少的危険回避,す なわち,DARAを 示す ということは(∀x,禦>

0)u@)⊇u(x+ω が成立す ることである.そ して増加的危険回避,す なわ ち,IARAを 示す

ということは(惚,〃>0)u(x+y)⊇%@)が 成立す ることである.

定義:効 用関数u(・)が減少的相対危険回避を示す,す なわち,DRRAを 示す ということ

は(物,夐>0)u(z)⊇u([1+夐1勾 が成立す るということである.

そ して効用関数u(・)が増加 的相対危険回避を示す,す なわち,IRRAを 示す とい うこと

は(∀z,夐>0)u([1+〃 】の ⊇u(の が成 立す るということである.

Rossに よれば,こ れ らの定義は対応す るArrow-Pra七tの 定義 よりも厳格に強い.Rossは

これ らの定義の有用性を示すためにい くつかの応用例をあげているが,そ の中にイ ンシュラ

ンス ・プ レミアムに関する例が含まれている.そ こでは期待値がゼロの リスクを考え,さ らに

これ らの定義の有用性を示すために,そ して長 ったらしい分析を単純化するために所与の富

の水準に対 して小さい リスクを考えている.イ ンシュランス・プレ ミアムは付加的な リスクの

期待値がゼ ロの場合の リスク ・プ レミアムのことである.期 待値がゼ ロで無い リスクの場 合

には期待値分を初期資産に含めることによって リスクの期待値をゼ ロにす ることができるの

で,こ の前 提は一般 性を失うものでは無いと思われ る.2番 目の前提 はRossの 分析では必要

不可欠である.イ ンシュラ ンス ・プ レミアムの定義式をテイラー展 開し,uがDARA(IARA)
　　　 クノノ ノ　ノ ノ　　

であるということと・すべての・に対 して・瑠 ≦・≦u(a)(瑠 ≧・≧瑠)が 成

立するようなαが存在す るとい うこととが同値 であるという性質(Rossの 定理4参 照)を 用

いることによって,独 立な リスクに対す るイ ンシュランス ・プ レミアムは,確 率的初期資産

が一定値 だけ付加 され ると,効 用関数が減少的(増 加的)で ある,強 い意味での危険回避 を有

す るな らば,減 少(増 加)す ると結論 している.そ して,DRRAとIRRAを 用いた同様の分析

が相対的イ ンシュランス ・プ レミアム に対 して も適用できると している.

次章において我 々はこれ らの測度を用 いて初期資産が確率的である場合にMenezes&

H榔onの 主 たる結果である定理の中の(3.6)と(3.7)が 成立す ることに対する十分条件を導

出す る.そ の際 ここでのよ うに無限小の リスクを用 いず にKihlstrom,Romer,WiUiams

の手法を用いる.5

5Ross[16】における分析は(3.5)の場合に対する1つの十分条件を与えているとみなせる.ただし一般のリスク
の場合の分析は明記されていない.Kihlstrom,Rρmer,Williams[9】 によって与えられている分析もまた,(3.5)
の場合に関連した分析と見なせる,また,Rossの相対的インシュランス・プレミアムに対しても適用できるとし
ているDRRAとIRRAを 用いた同様の分析も我々の(3.7)の場含に対する分析と関連していると思われるが,分
析の詳細が明記されていないので論評はできない.

22



第4章

初期資産が確率的である状況のもと

での相対的危険回避と偏相対的危険

回避

4.1序

第3.1節 において述べ られた ごと く,Menezes&Hanson[13]は,危 険 回避 関数A(x),

R(勾,P@;w)の それ ら自体の経済的意義を リスク ・プ レミアム(riskpremium)と の関連性

にもとついて明 らか にしている.と ころで,Menezes&Hansonの 議論においては,意 思決定

者の初期資産は固定 されている.前 章の最後で述べ られたように,こ こではR(x)とP@;ω)

に焦点を しぼ り,そ れ らの経済的意義につ いて初期資産が確率 的であり,か つ リスクと独立

である場合 に考察す ることである.

u@)は 意思決定者の,貨 幣額に対す る危険回避型の効用関数であるとす る.単 純化のた

め,%@)は 狭義の凹,単 調増加1,そ して三 回連続微分可能 であるとす る.リ スクは確率変

数z`で表わされ,初 期資産 は確率的である場 合にはw,固 定 的である場合 にはwで 表示 され

る.{万とzは 独立であるとする.初 期資産が確率的である場合における リスク ・プ レ ミアム

π@,勾 は,第3.2節 におけるごとく,次 の式によって定義 され る.

Eu(w十z)=E勉(w十E(z)一 π(w,`x)).(4.1)

Menezes&Hansonに おいては,wは 退化 した確率変数 とみなされる.

第2節 において,R(の の場合について考察 し,第3節 においてP@;w)の 場 合につ いて

考察す る.最 後の第4節 にお いては,結 語を述べる.

1本章において,単調増加,単調減少という場合には,狭義の意味においてであるとする.
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4.2R(x)の 経済的意義

ここでは,R(の の場 合についての我々の結果を述べ る.Kihlstrom,Romer,Williams[9]

が,u(x)よ りV(x)=Eu(w+勾 という関数を構成 したの と同 じように,2我 々もここで,

u(x)よ り,次 のような二つの関数 砺(の)(2=1,2)を 構成す る.

すべての毋に対 して,

V(の)ニEu(λ6(w十 毋))(2ニ1,2)(4.2)

ただし,λ癖=1,2)は λ2>λ1>0を 満たすように制約されている.な お,娠 の が ある区間

において定義されている場合 には,λ卿+λ 拶σ=1,2)の とる値がその区間に含 まれ るよう

に,w,須 の とる値が含まれ る区間,az(z=1,2)の とる値は制約 され る.そ してV(勾 は,そ の

構成法か ら考えて,幼 とる値が含まれ る区間において定義 され る.V(x)の 絶対的危 険回避

関数 はrte:(x)で 表示 され る.

我 々の主たる結果を証明す るために,次 の補題が用い られる.こ の補題は,Kihlstrom,

Romer,Williamsが,彼 等の主たる結果(第3.2節 の定理3.2)を 証 明するのに用いた命題(第

3.2節 の定理3.2)と 同じ役割を果す.

補題4.1す べてのxに 対 して,

Tva(∬)≧(<)7ワi(x)(4.3)

であるな らば,λ2>λ1>0を 満たす任意の乗数λ`@=1,2)と 任意のw,zに 対 して,

π(λ2肇λ2旬
≧(<)π(λ1隻 λ1旬(4.・)

が 成 立 す る(複 号 同順).

u(の は,あ る区 間 に お い て 定 義 され て い て もか ま わ な い3

証 明 γvう(勾 ≧(<)7琉(x)で あ るな らば,

πτろ(0,z)≧(<)πv1(0,z).4(4.5)

こ こ で,π 頭0,勾(Z=1,2)は,次 の 式 に よ って 定 義 され る.

Etノを(z)=V(Ez-7τ 琉(0,z)).(4.6)

V(x)=」Eu(λ 盛(w+毋))よ り,

Eu(λ 盛({万十z))=E勉(λ6({万 十Ez'一 πり、(0,'z))

=Ew(λ6{万 一トλ乞E7一 λ`7「vt(0,z)).(4.7)

した が っ て,π(azw,azz)の 定 義 よ り

127「瑳(0,z)=π(azw,λ づ2).(4.8)

2第3 .2節 を参照
su(z)が ある区間において定義されている場合 には

,M¢=1,2),w,㌶ ま(4.2)の下1行 ～3行 における制約を
受ける.そ して,碁め とる値が含まれ る区間において,7v瑟(¢)≧(<)rT/i(切 が成 立す るこ とが要請され る.

4第1 .2節 の定理1.1を 参照.
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ゆえに,

・綱 一 π(λ`美廟 ・(4.・)

した が って,(4.5)よ り,rva(の ≧(<)γ 防@)で あ る な らば,

π(λ2肇λ2勿 ≧(
<)π(λ1舞 λ1勿(4.・ ・)

が成立す る(証 了).

さて,E@)と リスク ・プ レミアムの関連にっいての我 々の結果 は,次 の定理 として示さ

れ る.

定理4.lu(x)が,狭 義のIRR.A,一 定RRA,狭 義のDRRA5で あるな らば,任 意 の正の

乗数λ,任意のw,zに 対 して,

a

as[π(λ 警 凋]≧(〈)・(4.・ ・)

がそれぞれ成立す る.

u(x)は あ る区間で定義 されていて,そ の区間において狭義のIRRA,一 定RRA,狭 義の

DRRAで あって もかまわない.6

証 明 以下 においては,u(x)が 狭義のIRRAで ある場合 につ いて証 明す る.%@)が 一定

RRA,狭 義のDRRAで あ る場合について も,同 様に して証明され うる.

狭義のIRRAの 定義 より,す べ ての,t,正 なる雪に対 して,7

u([1十g]t)⊃u(t).(4.12)

したが って,す べ てのsl,s2,正 なる夐に対 して,

(1+")鵠+〃 】81)〉(1+"詈 器絆2) ・(4.・3)

彩=謡 一1,81=λ1ω1,82=λ1ω2と す る と,す べ て の,wl,w2,λ2>λ1>0を 満 た す λ1,λ2

に対して,

ll髪;;{ll芻>1≡畿 ≡)'(4.・4)

変 形 す る と,

_λ2u〃(λ2ω1)%'(alw2)〉-flu〃(alwl)uノ(λ2ω2) .(4.15)

こ こ で,(4.17)を 導 出す る た め に,Kihls七rom,Romer,W三lliamsが,彼 等 の 定 理8を 証 明 す る

と き に用 い た 方 法 と 同 じ手 法9を 用 い る.す な わ ち,萄 αと吻 と は と も にwと 同 じ分 布 を もつ

5これ らの概念については
,第3。3節 を参照.0(¢)がIRRA,DRRAで あるときにも,同様の結 果が得 られ る.

6この場合
,λ奮+彦 め とる値が この区間に含まれ るよ うに,{万,宏め とる値の含 まれ る区間,λの とる値は制約

されている.
7咲$)が ある区間で定義 され ていて

,この区間において,狭 義のIRRAで ある場合には,こ の条件 を満たすよう
に制約されている.(4.13),(4.14)に おいても同様であ る.

$Kihlstrom
,Romer,Williams[9,p.g161を 参照、

9Kihlstrom
,Romer,Williams[9,pp.g16-91η を参照.
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瓢竝 な 確 率 変 数 とす る.そ して 砺=x+{万 α,{万2=∬+{万 βと し,(4.15)に 代 入 し,期 待 値 を

と り,{万αとwQは と も にwと 同 じ分 布 を 有 す る こ と を 用 い る と,任 意 の のに 対 して,

一 λ2E勉"(λ2(w十x))Euノ(λ1(w十x))〉 一λ1E{♂,(λ1(w十 毋))Euノ(λ2(w十x)) .(4.16)

した が っ て,

一λ・髪糯 辛芻 〉一λ・Eu"(al(w+x)) ・(4.・7)

左辺はγ%@)に 等 しく,右 辺 はrVi/x)に 等 しいことは容易 にわか る.ゆ えに,任 意のxに 対

して,

rva(の)>rVi(鈔).10(4.18)

したが って,補 題4.1よ り,

π(λ2舞 λ2勾
〉 π(λ1舞 λ1勾 ・(4.・9)

λ`¢=1,2)は,λ2>λ1>0を 満たす任意の実数 である.し たが って,正 なるすべ ての実数

λに対 して,11

a

as[π(λ 警 λ勾]〉 ・(4.・ ・)

が成立す る(証 了).

容易にわかるごとく狭義のIRRA,狭 義のDRRAで あるu(切 は,そ れ ぞれ,単 調増加の

相対的危険回避関数を有す るu(x),単 調減少の相対的危険回避関数を有す るu(勾 の部分集

合 である.し たが って,定 理4.1よ り,単 調増加(単 調減少)の 相対 的危険回避 関数 を有す る

u(x)が 狭義のIRRA(狭 義のDRRA)で あるな らば,初 期資産が確率 的で,か つ リスクと独

立である場合に も,第3.1節 の定理3.1(Menezes&Hanson)の(--1)の 対応す る部分12は 成立

す ると言える.別 の言 い方 をすれば,u(x)が 狭義のIRRAで ある,あ るいは,狭 義のDRRA

であるということの経済的意義 づけを行った と言えよう.ま た,一 定の相対的危険回避関数

を有するw(勾 は,一 定RRAで ある.し たが って,定 理4.1よ り,u(x)が 一定の相対的危険回

避関数を有す るな らば,定 理3.1の 対応す る部分13は,我 々の設 定 している状況の もとで も,

成立す ると言える.

4.3P(x;w)の 経済的意義

この節では,P(x;w)の 場合 について考察す る.こ こではKihls七rom,Romer,Williams

がw(の より構成 した関V(の=Eu(w+x)(す べてののに対 して)を 用いる.14u(x)が ある

区間において定義 され ている場 合には,w+澎 の とる値がその 区間に含 まれ るように,{万,z

iou(勾がある区間において定義されていて,その区間においてIRRAで ある場合には,xは2が とる任意の値を
含んでいる.
11脚注6を参照.

12すなわち
,R(¢)が 単調増加(単 調減少)で あ るな 喫弍 品[π(λ篆・az)】〉(<)0と い う部分.

13すなわち
,R(¢)が 一定であるな らば,奏[π(λ袈・"z>1=0と いう部分

14第3 .2節 を参照
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の とる値の含まれ る区間 と正の乗数λの とる値 とは制約 され る.そ して,V(x)は,λ7(λ は

上記の範囲内の任意の値を とる.)の とる値が含 まれ る区間にお いて,定 義 され るこ ととな

る.な お,こ の節においては,牙のとる値 は正 であるとす る.V(x)の 偏相対的危険回避関数

は,Pレ(¢;w)で 表わ され る.

ここにおいて も,第2節 におけ ると同様 に,次 の補題が我 々の主 たる結果 を証明す るの

に用い られ る.

補題4.2任 意のxに 対 して,

P'v(毋;0)≧(<)0(4.21)

であるな らば,任 意の正のλ,w,zに 対 して,

a

as[π(孕 ≧(<)・(4.22)

が成立す る(複 号同順).

恢勾 はある区間にお いて定義 されていて もか まわない.15

証明 定理3.1よ り,

P'v(の;0)≧(<)0(4.23)

であるな らば,

募[πv(要 λ旬]≧(<)o.(4.・4)

こ こ で,πy(0,勘 は 次 式 に よ って 定 義 され る.

EV(λ2)=V(λE2一 πv(0,λ2)).(4.25)

した が っ て,V(x)=Eu(w+x)を 用 い て 書 き 表 わ す と,

Eu(w十 λ2)=Eu(w十 λ、E/7-7ry(0,λ2)).(4.26)

他 方,π(w,λ 勿 は 次 式 に よ って 定 義 され る.

E勉({万 十az)=Eu(w十 λE7一 πv(w,az)).(4.27)

ゆ え に,

πv(0,λ2)=7r(w,λ2).(4.28)

(4.24)に 代 入 す る と

a

as[π(繧 λ勿 ≧(<)・(4.29)

が 得 られ る(証 了).

最 初 に,π(w,λ 名a)がλに 関 して 単 調 増 加 と な る こ と に対 す る十 分 条 件 を 与 え る.

15,u(¢)がある区間において定義 されている場合には
,a,w,zは この節の2行 ～4行 におけ るごとき制約を受け

る.そ して,λ牙(λは制約 され た範囲内の任意の値をとる.)のとる値が含 まれ る区間において,Pウ(鍔0)≧(<)0

が成立することが要請 され る.
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定理42恢 ¢)がIARAで あるな らば,任 意の正のλ,w',z`に対 して,

a

as[π(警 λ勾1>・(43・)

が成立す る.

u(¢)は ある区間で定義され ていて,そ の区間においてIARAで あ って もか まわない.16

証 明 恢勾 が,IARAで あるな らば,IARAの 定義より,す べての,の,△t(△t>0)に 対 して,
17

u(x十 △t)⊇ 駕(x).(4.31)

した が っ て,す べ て の,sl,s2,△tに 対 して,

黔{ゐs1)≧u'(°t+u'(sa)S2)・(4.32)

S1,s2は 任 意 だ か ら,S1=zl+t,S2=z2+tと す る と,す べ て の,zl,z2,非 負 な るtに 対 して,

u"(zi

u"(+t+°t)zl+t)≧u'(zau'(+t+°t)・(4.33)

ゆ え に,

-u't-(
u'(+t+°tza+t))≧-ut-"鴇 寄 孟)・ 醐

他方,△t>0な ので,

一撫
(+t+°tzl+t))〉一圃 渠 毒 寄 オ)・(4.35)

したがって,
u'

-t-(z2
u'(+t+°tz2+t))〉《 糊 泌 簔1嵩 会オ)・(4.36)

変 形 す る と,

_¢ 十 △t)u〃(zl十t十 △t)u'(z2十t)〉_to"(zl十t)wノ(名2十t十 △t) .(4.37)

以 降 は,前 節 に お け る定 理4.1の 証 明 の 場 含 と 同 様 に,Kihlstrom,Romer,Williamsが

用 い た 方 法 と 同 じ手 法 を 用 い る と,

一(t十 △t)Euノ ノ(w十t十 △t)・Eu'({万 十t)〉-tEu"(w十t)Euノ(w十t十 △t)(4 .38)

が 導 出 され る.18ゆ え に,

()Eu'(w+t+Ot)〉-tEu"(w+t)Eu'(w+t)・(4.39)

した が っ て,V(x)の 定 義 よ り,

P　 (t十fit;0)>Pv(t;0).(4.40)

16この場合
,a,w,xは 第4.3節 の2行 か ら4行 におけ るごとき制約を受ける.

17媛切 がある区間において定義されていて
,こ の区間においてIARAで あ る場合には,こ の条件を満 たす よう

に制約 されている.(4.32),(4.33)に おいて も同様である.
18た だ し

,zl=wl,z2=w2と す る.こ こで,{万1と{あ は,wと 同 じ分布を もつ確率変数 である.
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この式は,任 意の,非 負な るt,△tに 対 して成立す るので,す べての正な る¢に対 して,

P　(x;0)>0(4.41)

が成立す る.19し たが って,補 題4.2よ り,

a

as[π(弩 λ勿]>OZ・(4.42)

が得 られ る(証 了).

定理4.2に おいては,u(の はIARAで ある.と ころが,初 期 資産が固定 的であ る場合 に

は,偏 相対的危険回避 関数が単調増加であることが要請 されていた。したが って,両 者の 間

の関連が問題 とな るであろう.次 の定理 は,こ の点に関す るものである.

定理4.3u(x)がIARAで あるな らば,P(t;w)は 非負な るtに 関 して,単 調増加 である.

ただ し,wは 任意である.

u(x)は ある区間で定義 されていてもか まわない21

証 明P(t;w)の 定義 よ り,

P(t・w)_-u"(t+w)t
u'(t+w)・(4.43)

tで 微分す ると,

P'(t・w)一 一[{u"(t+w)+バ({
u'(t+w～t+w}2)一 聯+ω)}2]・...)

t≧0な るtに 対 して,Pノ(t;ω)>0と な る た め に は,u"(t+w)<0で あ るか ら,

u"'(t+w)u'(t+w)一{ガ'(t-1-w)}2≦0(4.45)

と な る こ とが 十 分 で あ る.他 方,仮 定 よ り,u(x)はIARAで あ るの で,す べ て のxに 対 して,

ノノノ

鰡 ≧鰡 ・(4.・ ・)

変 形 す る と,

%'"(x)u'(x)一{u"(x)}2≦0.(4.47)

¢は 任 意 だ か ら,x=t+wと お く と(4.45)と 同 値 とな る(証 了).

した が っ て,定 理4.2と 定 理4.3よ り,wの と る各 々 の 値wに 対 して 正 な るtに 関 して 単

調 増 加 で あ るP(t;w)を 有 す るu(x)がIARAで あ るな らば,資 産 が 確 率 的 で か つ リス ク と独

立 で あ る場 合,リ ス クの と る値 が 正 で あ れ ば,第3.1節 の 定 理3.1(Menezes&Ha皿son)の 対

応 す る部 分22は 成 立 す る と い え る.

19,E(切がある区間において定義されている楊合には
,(4.40)に おけるt,t+△t((4.41)に おけ る¢)は,λが,制

約 された範 囲内の任意の値をとるとき,庇 が定義 されている区間に属す る任意の2つ の値(任 意の値)を とる.他

方,こ こで,の>0と しているので,Menezes&Hansonの 定理の証明の過程よ り,λ之>0.こ こで,zは 初 とる

値であ る.Me皿ezes&Ha皿son[13,PP.483-485]を 参照 また,λ>0,ゆ えに,z>0で あることが必要 とな る.
20脚 注15を 参照.
21こ の場合には

,各 々のwに 対 してw+tが その区間に含 まれるように,P(t,w)の 定義 されている区間は制約
されている.

22Pi(t;w)>0な らば
,去[π(w,aza)】>0,と い う部分 で あ る.

29



つ ぎ に,π(w,aza)が,λ に 関 して 非増 加 と な る こ と に 対 す る十 分 条 件 を 考 え る.Kihlstrom,

Romer,Wi皿iamsが 彼 等 の 主 た る 結 果(定 理3.2)を 導 出 す る の に 用 い た 補 題(第3.2節 の 補

題3.2)と 同 様 の 役 割 を 果 す 次 の 補 題 が,証 明 に 使 わ れ る.

補 題4.3

[P(t十 〇t;wl)-P(t;wl)十P(t十 〇t;w2)-P(t;w2)]・r

十[P(t十 〇t;w2)-P(t;wl)]・(1-r)GO(4.48)

な らば,

Pv(y;0)<0(4.49)

が 成 立 す る.た だ しwl,w2はwの と る値 が 含 ま れ る 区 間 に 属 す る,wl>w2を 満 た す 任 意

の 実 数 で あ る.ま た,t,t+△t(△t>0),彩 は 任 意 の 実 数 で あ り,rは

r=[5器 糊/[
u"(t+w2)]・(4.・ ・)

によって定義され る.

%(x)は ある区間で定義 されていてもか まわない23

証明 証 明は,Kihlstrom,Romer,Williamsの 補題の証明24と ほとん ど同様であるので,

省略す る(証 了).

定理4。4(a)wが とりうるすべ てのwに 対 して,P(t;w)は 区 間tl<t<t2as(た だ し,

tl>0)に おいて非増加であ り,(b)u(x)が 非増加の絶対的危険回避関数を有するとす る.こ

のとき,

a

as[π(繧 凋]≦ ・(4.・ ・)

が 成 立 す る.た だ し,tl<為 くt2.こ こ で,zはzの と る 値 が 含 まれ る 区 間 に 属 す る正 の 任

意 の 値 で あ る.26

u(x)は あ る 区 間 で 定 義 され て い て もか ま わ な127

証 明 仮 定(a)よ り,

P(t-1-Ot;wl)-P(t,wl)〈0,

P(t十 △t;w2)-P(t;w2)≦0.(4.52)

た だ し,wl,2U2はwの と る値 が 含 ま れ る 区 間 に属 す る,ω1>w2を 満 た す 任 意 の 実 数 で あ る.

t,t+△t(△t>0)は,(tl,t2)に 属 す る任 意 の 値 を と る.ま た,

P(t+△ ちω2)-P(t;w、)=[P(t+△ 蜘2)-P(t;w2)]+[P(蜘2)-P(t,w、)1,

P(t,w2)-P(t;w・)-t{u"(w2-f-t)
u'(w2+t)+糟 謝 ・(4.53)

23こ の場 合
,λ,{5,zdま 第4.3節 の2行 ～4行 にお け るご と き制約 を受 け る.t,t+△t(お よびy)は,λ が 制 約 され

た範 囲内 の任 意 の値 を と ると き,λ初 とる値 が含 まれ る区 間 に属す る2つ の 値(お よび 任 意 の値 》で あ る.
24Kihlstro皿

,Romer,Williams[9,pp.916-917]を 参 照
2512は ◎Oで もか まわ な い.
260<tl<tくt2と して い るので

,Menezes&Hanso皿 【13】の定 理の 証 明の 過 程 よ り,tl<λz<t2で あ るこ

とが 必要 とな る.Menezes&Hanson[13,pp.483-485】 を 参照.
27こ の 場 合

,λ,w,㌶ ま第4.3節 の3行 ～5行 にお け る ごと き制約 を受 け る.
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ここでwl>w2,t>0で ある.し たが って,仮 定(b)よ り上式は非正 となる.他 方,仮 定(a)

より(4.53)の 右辺第一項 は非正である.ま た,仮 定(b)よ りr≦1.し たが って,補 題4.3の

(4.48)が 成立す るので,補 題4.3よ り

Pv(y;0)<0.(4.54)

したが って,補 題4.2よ り
8

as「 π(嚠 ≦・(4.55)

が成立す る(証 了).

この定理 において は,仮 定(a)に おけ るごと く,P(t;w)はti<t<t2(tl>0)に 属す る

tに 関 して,非 増加 であると し,tl=0の 場合 は含 まれ なか った.も しも,tl=0の 場 合

を含 め,tの 範囲を0<t<t2と し,こ の範 囲のtに 関 してP(t;w)が 非増加であるとす る

と,第3.1節 のMenez〔 捻&Ha皿sonのP(t;w)の 性質についての結果(a)か らわか るごと く,

P(t;w)は 恒等 的に0と なるか,wニ0と なるかのいずれか とな る.し たがって,w=0以 外

のwに 対 してP(t;w)は 恒等的に0と な らざるを得ず,結 果 として0<t<t2な るtに 対 し

て,u"(t+w)=0と な る.こ の ことは,u(x)が 狭義の凹関数 であるという前提 と矛盾する.

したがって,tl=0の 場 含は含まれなか ったのである.

4.4結 論

我 々は,初 期資産が確率 的であ り,か つ リス クと独立であ る場合 について,Menezes&

Hansonが 考慮 したR(¢),P(¢;w)の 各 々とリスク ・プ レミアム との関係の拡張の可能性を

調べた.

彼等の考えたR(x)と リスク ・プ レミアムとの関連はR(x)が 一定である場合には成立

するが,単 調増加 あるいは単調減少のR(x)に 対 しては,そ れ ぞれ狭義の..,あ るいは狭

義のDRRAを 用 いれば,保 持 され ることが判明 した.換 言すれば,狭 義のIRRA,狭 義の

DRRAそ れ ら自体 に対す る経済的意義が 明らか にな ったことになる.す なわち,そ れ らは,

初期資産が確率的でかつ リスクと独立 である場合,初 期資産 と リスクの両方を変 喚す る乗

数に関す る リスク ・プ レミアムの弾力性を決定す る.

P(¢;ω)がxに 関 して単調増加である場合における,P(①;ω)と リス ク ・プ レ ミアムの関

係は,リ スクの とる値が正である時,IARAを 用いれば,保 持され ることが判 明 した.ま た,

P(x;w)がxに 関 して非増加である場合に対 しては,や は りリス クの とる値が正であ る時,

P(x;ω),u@),リ スクz,お よびλが定理4.4に おける条件を満たすな らば,保 持 され ること

が判明 した.し たが って,IARA,お よびP(x;w)は,初 期資産が確率 的であ り,か つ リスク

と蓋竝 である場 合,各 々上記のごとく制約された状況の もとでは,リ スクを変換する乗数に

関す る リスク ・プ レミアムの弾力性を決定す る.

なお,P@;w)の 場 合においては,リ スクの とる値が正であるという制約が存在 した.こ

の制約をゆるめた場合,ど のようなことがいえるか という問題が残 されている.さ らに,定

理4.2お よび定理4.4に おいて,'各々(4.30),(4.51)が 成立す るために与え られ ている十分条
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件とは別の十分条件を求めることも興味のあることである.こ れ らの諸点に対する考察は,

将来め課題である.
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第5章

特定化問題

5.1特 定 化 につ い てのHadar&Seoの 結 果

意思決定者は危険回避型の効用 関数を有 しているとす る.い ま,X1,XZで 表 され る一

対の不確実な連続 型のプ ロスペ ク トが存在 して いるとす る.Xiの 周辺分布 関数(周 辺密

度関数)をFxi(x)(fx、 ㈲)で 表 し,F(xl,x2)(ノ(亀,x2))に よってX1,X2の 同時分布 関数(同

時密度 関数)を 表す.こ こで,IPI≠1で ある.す べてのプ ロスペ ク トは非負であ るとす

る.二 つ の不確実なプ ロスペ ク トX1,XZの 分散化 された(diversified)ポ ー トフォリオは

P㈲=kXl+(1-k)X2,0<k<1に よって定義 され る.分 散化 されたポー トフ ォリオ

P㈲ の分布関数 はGに よって表 され,

σ鯛 一、環 か(縦)dx(…)

によって定義 され る.こ こで,Fi=∂F/∂ 銑である.Hadar&Seo【6]は 上記の式を 夐につい

て積分す ることによって,

H(z・k)≡ ∠ σ(・・肋

zxz -2

0

を得ている.以 上の前提の もとで,Hadar 、&Sθoは特定化が最適戦略であるための条件につ

いて考察 した.X2の 条件付き期待値をE(X21×1)で 表す.こ の とき,次 の定理 が成立す る.

定理5.1×1とX2は 非負の値を とるとする.こ の とき,X1に 特定化す るのが最適 である

ということと,す べてのzに 対 して,

∬E聞 萬(x)dx≦ ∬ 呱(x)4・(5.3)

が成立す ることとは同値である.

証明 示 されなければな らないのは,(5.3)が 成立すれば,そ してその時に限って,0<k<1

に対 してX1がP㈹ をSSDの 意味で優越 しているということである.ssDの 定義より(5.3)
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が成立すれば,そ してその時に限って,すべてのzと0<k<1に 対して,

∬ 鯛 面 ≦H(z・,k)(5.・)

であることが論証されなければならない.証 明は二つの部分に分かれて進む.最 初に,(5.4)が

limHk(z;k)<0(5.5)
k-+1

と同値であるこ とが示 され る.第 二番 目の部分 は(5.5)と 定理 の叙述の中で仮定 されている

不等式(5.3)と の 同値を示すことよ り成 立 している.

部分1(5.2)に おいて極 限を取ることによって,ル ベーグの優収束定理から任意のzに 対

して,

limH(z;k)
k->1一 躯(x)dx㈹

が導かれ る.そ うす るとHの 凸性によって,(5.5)が(5.4)を 含意 していることは明白である.

逆に,(5.4)が 成立 しているが,17111k→iHk(z;粉>0で あるとせ よ.そ うす ると1-E<k〈1

を満足するkに 対 して(5.4)に おけ る不等式が成立 しないようなE>0が 存在す る.ゆ えに,

(5.4)と(5.5)に おける不等式は同値である.

部分2(5.3)と(5.5)が 同値であることを確立するために,H(z;lc)をkに 関 して偏微分す

る.(5.2)を 用 いて,

Hk(z・,Ic)_‐ll十12(5.7)

を得 る.こ こで,

11一 か 儒 ≡1)葦吻
ヱ

ー 倉(z一 た忽の,
1-k)xdx

z/k(z-kx)/(1-k)

f(x,t)xdtdx(5.8)

00

で あ り,

0x1-kJ(1-k)2

-∬/(1-k)F2(z-(美 一k)t,t!tdt

-rz/(1-k)r[z-(1-k)t]/kJJf(x,t)tdxdt(5.9)

である.周 辺分布は有限の平均を持っているので,

limll
k-+1一 嶌 °゚f(飭 孟)xdtdx

-∬ 瓶(x)xdx(5.・ ・)
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で あ り,

liml2
k-+1e1° °rzfO(卿 飆

一i° °∬ 鯛 鯛 ・鹹

一 ズ 恥1嘱(x)dx(5.・ ・)

であることが示 され る.こ こで,f(オ1勾 はX2の 条件付 き密度であ り,E(X21x)はX1=xが

与え られ たときのX2の 条件付 き期待値である.ゆ えに,

鯉 綱 イE(嗣 鮑 ・・一∬ 呱(鋤(5.・2)

とな り,こ の ことは(5.3)と(5.5)が 同値であることを示 している(証 了).

fx、@)=0で あ る¢の値で ∫(オ1勾がゼ ロで あると定義 している と指摘 され るか もしれ

な1そ して集合{¢[ゐ(、@)=0}は 確率測度 ゼロを もって いるので,上 記の証明は妥 当で

あるとして いる.さ らに,t>supXZ=β に討 して,f(x,t)=0で あるので,

E關 一∬嬲 砒

くβ∬辮 ・
==β(5.13)

を得 る.し か し,β ≦infXl=aで あれば,こ のとき,E(x21¢)<α とな り,こ の場 合(5.3)

における不等式が成立す ることは明 らかである.以 上の推論 よ り,Hadar&Seoは 次の系を

得ている.

系5.1supX2≦infXlで あれば,X1に 特定化す るのが最適である.

Hadar&Seoは 系5.1を,二 つの不確実なプ ロスペ ク トが定義 され ている領域が重な ら

なければ,特 定化するのが常に最適であると解釈 している.こ の こと自体は直観的には明ら

かなことと思われる.

さて,二 つのプ ロスペ ク トが独立であるならば,不 等式(5.3)は,次 のように表 され る.す

なわち,す べてのz>α に対 して,

恥 ゾ 榊 ・イ 呱(x)dx(5.・4)

とな る.こ れはE(X2)≦ αであれば,そ してその時に限 って満足 され る.か くして,...

&Sθoは 次の系を得ている.

系5.2XlとX2が 独立であるとす る.こ の とき,X1に 特定化す ることが最適であるとい

うことと,E(XZ)≦infXlが 成立す ることとは同値である.

...&Seoは 特定化が最適である三つの二変量分布 を例 として挙げている.す なわ

ち,二 変量ガ ンマ分布,二 変量正規分布,お よび二変量t分 布である 二変量正規分布 の場

合条鮒 き期籠 は恥IX・)-E(Xa)+・ 畿1)1/2僻E(X・))で 与えら嫡 こ
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こで,V(Xz)はXzの 分散を表 している.ゆ え に,定 理5.1の 不等 式で表 されて いる条件 は

(1)E(X1)≧E(X2)(2)ρ ≧(V(X1)/V(X2))1/2と なる.二 変量正規分布,お よび二変量 七分

布の場 合には分布は全2次 元実空間の上で定義されている.し たがって,こ れ らの場合 には,

定理5.1を 適用できないわけであるが,...&Seoは 少 し修正 をすれば,定 理5.1を 全領

域の上で定義 された分布 に対 して適用できるとしている.

また,Hadar&Seoは これ らの結果を含めて,n個 のプ ロスペ ク トへの拡 張の可能性 に

ついて も言及 している.彼 等 は,系5.2の 一つの拡張と して次の結果を述べて いる.

系5.3×1,....,Xπ は互 いに独立に分布 して いるとす る.こ の とき,X1に 特定化す ること

が最適であるということと,ゴ=2,...,nに 対 してinfX1≧E(Xj)が 成立することとは同値

である.

証明x1,....,x。 は,非 負の抛 な`"Cで あるとせ よ.そ うす るとポー トフォ リオ は

P(粉=k1×1+k2×2+_+砺 ろ,0≦ 島 ≦1,紐 ≠1,そ してΣ矩1島=1に よって定義

され る.Z≡(k2×2+...+隔Xπ)/(1一 た1)とすると,P(旬=k1×1+(1‐1c1)Zを 得 る.

血fX1≧E(Xゴ),プ=2,..,nで あれば,そ のとき,

E(Z)一 、1-k、(k2E(X2)+…+隔 恥))

≦ 、1-k、(鳶2+_+隔)…X・

=infX1(5.15)

が成立す る.X1とZは 独立に分布 しているの で,系5.2よ りXユ はP㈲ をssDの 意 味で優

越 していることがでて くる.逆 にXlに 対する特定化が最適であれば,系5.2を 再度用 いる

ことによって,ゴ=2,...,nに 対 してinfXl≧E(Xゴ)を 得 る.か くして,系5.2の 拡張を得 る

(証了).

さ らに同様の議論 によって系5.1の 一っの拡張 として次の結果 を得ること力河 能である

としている.

系5.4j=2,_,nに 対 してsupX;≦infXlが 成立すれば,X1に 特定化す ることが最適

である.

この系 も系5.1と 同様 に直観的には明 らかであると思 われ る.次 節 において,互 いに独

立 に分布 していないn=3の 場合につ いて,そ の中の一つ に特定化す ることが最適である

ことに対す るそれほ ど自明でないと思われ る一つの十分条件を与 える.

5.2特 定化問題:三つのプロスペク トの場合

非 負 のRa,R1,R2に よ っ て 表 され る3つ の 不 確 実 な 連 続 型 の プ ロ ス ペ ク トを 考 え る.こ

れ らの プ ロス ペ ク トの 同 時 密 度 関数 をf(ro,rl,r2)と す る.初 期 資 産 は1と し,Ro,Rl,R2に

対 して 各 々¢o,xl,x2を 投 資 す る.こ こ で,0≦ τo,毋1,晦 ≦1,τo+妨+吻=1と す る.ま

た,Ro,R1,R2の 有 限 な 平 均 を,各 々μo,μ1,μ2と す る.効 用 関 数 に つ い て は,'0<ガ<M<

◎o,u"<0を 仮 定 す る.こ の と き,次 の 定 理 が 成 立 す る.

定 理5.2μ1≧ μ2,μ1≧ μo,R1が 定 義 され て い る 範 囲 に お い て,dE(R21R1=7・1drl)≧1,お よ

びdE(RolR1=Tldrl)≧1で あ れ ば,R1に 特 定 す る の が 最 適 で あ る.
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証 明 ポ ー トフ ォ リオp=砂0秘+¢1R1+吻R2ニRo+xl(R1-Ro)+毋2(B2一 珊)

の 期 待 効 用 は

U(xl,x・)-1〃w(x・r・ 揺 ・一 ・・)

・f(ro,rl,r2)drodrldr2(5.16)

である.こ こで,Hadar&Seoが 危険資産の数が二つの ときに特定化に対す る必要十分条件

を導 出す るために分布関数 に関 して用 いた手法を,こ の場qに も敷衍 して用いる.

いま,xlとx2の 間に次のような関係が成立 しているとする.

x2=all‐xl),0<a<1(5.17)

この とき,

xoRo十x1R1十xaRz

_{1‐xl‐all‐xl)}Rq+x1R1+all‐xl)RZ

=(1-xl)(1-a)」 畩)十x1R1十 α(1-xl)R2(5ユ8)

な の で,こ の と き の ポ ー トフ ォ リオpの 期 待 効 用 は

σ(α,毋1)ニ

u((1‐xl)(1‐a)ro+xlrl+all‐xl)r2)

・f(ro
,rl,r2)(frodrldr2(5ユ9)

とな る.U(a,の1)は 任 意 のxlに 関 して 凹 な の でxlとx2の 間 に(5.17)の 関 係 が 成 立 す る と

き に,す べ て の αに 対 して,

嶄 σ謠 ¢1)≧・(・.20)

であればRlに 特定化す るのが最適である.(こ の条件は,R1に 特定化するための必要十分

条件 になっている.)

㎞賜、→1dU(a,xldxi)

=limy
、→・∫ ∫ ∫u'[(1一 劣・)(1一 α)r・+x・r・+α(1-x・)・r・1

(rl‐are+aro‐ro)f(ro,rl,r2)drodrldr2

=∫ ∫ ∫U'(r・)(r・ 一 …+・r・-r・)∫(r・,r・,r・)drodr・dr・

=∫Uノ(T1)rlfi(rl)drl-offw,(γ1)r2

・ノ(r・ ,r・)dr・dr2+(・-1)ffu'(r・)r・/(r・,r・)dr・dr・

=E[u'(R1)R1】-afuノ(rl)・E(RZlE1=γ1)五(γ1)drl

+(・-1)∫ ∫u'(r・);E(酬E・=r・)五(r・)dr・

=fw'(r・)[r・ 一 ・E(R・IE・=・ ・)+(・-1)E(R・IE・=・ ・]五(r・)・砺

=卵'(R、)】E[R、-aE(B21E・)+(α 一1)E(R・IR・)1

+0・v{u'(R、),R・-aE(E21E・)+(α 一1)E(勗 區)}

=E[w,(R1)](μ1一 αμ2十(α 一1)μo)十 〇〇刀{u'(R1),

R、-aE(E21E、)+(α 一1)E(R・IE・)}
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な お,第6番 目の 等 式 は,た とえ ば,Macminn[12,p.544]に お い て も用 い られ て い る 共 分 散

に 関 す る基 本 的 な 変 形 の 方 法 を 利 用 して 導 出 さ れ て い る.し た が っ て,

μ1一 αμ2十(α 一1)μo≧0,(5.21)

か つ,

d{r・ 一 αE(E21E・=r、)+(α 一1)E(馬IE、=r、)}
<0,(5.22)

drl

すなわち,

・≦・壘1寿1ニrl)+(・ 一・)壘 堵1=γ1)(5.23)

であれば,

勲 、聖1]≧ ・(5.24)

が成立する.

μ1≧ μ2,μ1≧ μoであれば,(5.21)が 成立する.他 方,

dE(R2

dr、rl)≧ … 恥1寿1=rl)≧ ・(5.25)

であれば,(5.23)が 成立する(証 了).

R1,E2の 二つのプ ロスペ ク トのみが存在す る場合には,次 の定理が成立する.証 明は定

理5.2の 証明と同様で あるので省略す る.

定理5.3μ1≧ μ2そ してRlが 定義され ている範囲においてdE(R21R1=TjdTl)≧1で あれば,
R1に 特定す るのが最適である.

この定理を二変量正規分布 に適用 してみる.も しも(R1,RZ)が 二変量正規分布 に した

が っているな らば,

E(R21Rl=ri)=uz+(・ 篝)価)(5.26)

が成立する.し たがって,
dE(R21R1=rl

drl)一 ・篝(5.27)

ゆえに,μ1≧ μ2,ρ翳 ≧1で あればRlに 特定す るのが最適である.こ こで,σ1,σ2はそれぞ

れ,R1,RZの 標準偏差を表 している.ま た,ρは,R1とRaの 相 関係数であ る.こ の十分条件

は,Hadar&Seoに おいては,二 変量正規分布 におけるR1に 特定す るのための必要十分条

件と して述べ られている.1彼 等は,こ の必要十分条件を導 くために定理5.1(...&Seo)

を用いている.こ の定理は,非 負の確率変数を前提 と して いるが,彼 等は非負でな くて も成

立することを示唆 している.非 負の確率変数を前提 としている定理5.3に よ って も,こ の必

要十分条件の形が求 め られ ることは興味深 い.い ま,R1,RZが 非負の確率変数であるとす

る.μ1≠ μ2であるとす る.こ の とき,定 理5.3の 条件が成立すれば,定 理5.1の(5.3)が 成立

することを以下 において示 してお く.

r*i≡inf{Tll∫1(rl)>0}で あるとす る.さ て,あ るz=zo(>rわ において

∬ 脚 ・)dr・<zpET*(R・IE・-r・)fl(rl)dr・(5.28)11

1Hadar&SeoI6
,p.108】 を 参 照.
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であるとす ると,rl-E(R21Ri=rl)がrlに 関 して減少関数であるのでzo‐E(R21

E1=zo)<0で なければな らない.ゆ えに,zo≦rlで あるすべてのrlに 対 して,rl-E(E21

E1=rl)<0で ある.し たが って,

∬ ・・fi(ri)dr・<∬ 恥IE・-r・)五(r・)dr・(5.29)

と な る.(5.28),(5.29)よ りμ1<μ2と な り矛 盾 が 生 じる.し た が っ て,す べ て のzに 対 して,

∠ ン ・五(r・)dr・ ≧L二E(R・IE・=r・)fi(r・)dr・(5.・ ・)
i° ・i

が成立する.な お,上 記において,減 少関数という場合には,広 義の減少関数の意味で用い

られている.
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第II部

リスクのシフ トに関す る諸問題



第6章

確率的優越

6.1一 次の確率的優越と二次の確率的優越

サポー トが[α,b]に含まれていて,そ れぞれの分布関数がF1とF2で ある二つの確率変数

X1とXZが 与えられているとする.こ のとき,X1とX2の 間には良 く知 られた確率順序の

関係として一次確率的優越(FSD)順 序と二次確率的優越(SSD)順 序の関係が存在する.

[a,b]に属するすべてのxに 対 して,F1(x)-FZ(切 ≦0が 成立するならば,X1はXZを 一次

確率的優越するといわれ,本 稿ではXlrFSDX2と 表される.ま た,[α,b]に属するすべての

xに 対して,∬[昂@)-F2(y)]dy≦0が 成立するならば,X1はX2を 二次確率的優越すると

いわれ,こ こではXlrssDXaと 表される.こ れらの確率的順序と意思決定者の効用関数

にある制約を加えた時の意思決定者の選好との間には明確な対応関係がある.XlrFSDX2

が成立することと,非減少効用関数を有するすべての意思決定者がX1をX2よ りも選好す

ることとは同値である.ま た,Xl}ssDXaが 成立することと,非減少凹効用関数を有する

すべての意思決定者がX1をX2よ りも選好することとは同値である.こ こで,IG好 する"

と``凹"は弱い意味で用いられている.た とえば,KrollandLevy[9]を 参照せよ.こ の対応

関係については,様 々な形のバ リエーションが考えられている.さ らに証明についても数学

的に緻密化を行 っているものもある.こ れ らの概念のいろいろな経済モデルへの適用もさ

れている.こ こで注意 しなければな らないのは,こ の場合上記の同値関係が必ずしも成立し

なくなることである.た とえば,危 険資産以外に無危険資産が存在するポー トフォリオ問題

を考察する際に,こ れらの確率的優越の各々で成立する同値関係はもはや成立しな1

6.2三 次の確率的優越

前節の二つの確率順序の他に,重 要な確率1頂序が存在する.す なわち,三 次確率的優

越(TSD)順 序であ る.[a,b]に 属す るすべてのxに 対 して,∫『謬 【F'i(z)-FZ(刎 伽d禦 ≦

0か つE(X1)≧E(X2)が 成立す るな らば,X1はXZを 三次確率 的優越す るといわれ る.

Fishburn[4]はE(X1)≧E(X2)と いう条件は省略できると述べている.三 次確率的優越順

序は最初にWhi七more[20]に よって考 えられ た.Whitmore[2qはTSDシ フ トと意思決定

者の選好関係 との間の関係を見いだ している.し か しなが ら,FSDとSSDの 場 合と同 じく
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経済 モデルの中ではこの関係 は必ず しも成立 しない.こ の第二部では種 々の経済 モデルの

中で,TSDシ フ トと意思決定者の選好関係 との間の関係を考察することに主眼が置かれる.

この節では以下の各節 での議論を展 開す るための準備 として,WhitmoreのTSDに 関す る

同値関係の結果を述べてお く.

F(勾 と σ@)に よって二つの累積確率分布を表す.こ れ らのプ ロスペ ク トに対応す る確

率変数 は連続型あるいは離散型 であるとす る.閉 区間[α,b]は両方のプロスペ ク トの標本空

間である.積 分 はS七ieltjes積分であ る.1D*に よ って三 回連続微分可能ですべ てのz∈[α,b】

に対 して,uノ(x)>0,u"@)≦0,u'"(x)≧0で ある効用 関数u(x)の 集合を表す.こ こで,
ノノ

ui(x)はu(x)の2番 目の導 関数を表すr'(x)(=蓋 ÷)≦0⇒u"'(の ≧0で あることに注

意すべ きである.Whi七moreは 三次の確率的優越に関 して次の定理 を証 明 して いる.

定理6.1す べての¢∈[α,b]に対 して,

∬ ∬(F(z)-G(z))dzdy≧ ・(6.・)

であり,そして

∬(F(〃)-G(彩))吻 ≧ ・(6.・)

であれば,そ してその時に限ってD*に 属するすべての効用関数に対 してプ ロスペク トF(勾

はプ ロスペ ク トG(x)よ りも選好されない.

証明 定理の証明は二段階で行われる.第 一に,す べてのx∈ 【α,司に対 して,∫『だ(F(z)野

G(z))dzdy≧0で あ りrba(F(〃)-G(g))dy≧0で あれば,D3に 属す るすべての効用 関数に

対 してプロスペ ク トF(x)は プロスペク トG(x)よ りも選好されないという含意を検証す る.

第二に,上 記の含意の逆を検証す るため に,n>1に 対 してHn(x)=∬ 瑞_1ω 吻 とせ よ.

ここで,H1@)=-F(x)一 σ@)で ある.[実 際には11π@)の 表現は上記の含意の証明の 中で

も使われている,]何回か部分積分を実行す ることによって,次 の関係が得 られ る.[正 確に

は三 回実行す る.]

∠㌦@閊@)-1ψ 陬)la‐lu/(x)HZ(x)lb+i　 u(・)H3(・)lb-∠b'(x)dH4(x)
(6.3)

n≧1に 対 して,1ち(a)ニ0で あ り,H1(b)=0で あ る の で(6.3)は

rb

Ju(・ 脚)一 一u'(聯)+蜘 わ)一∬'(x)dH4(x)(6.・)

と書き表 され うる.す べてのx∈[α,b]に 対 して,uノ(x)>0,%"(x)≦0,そ してu'"(x)≧0

であ るので,す べてのx∈[α,b]に 対 してH2(b)≧0で あ り,す べてのz∈[α,b]に 対 して

H3(x)≧0あ れば,(6.4)は 非正であるとい うことがいえ る.[す べてのx∈[α,b]に 対 して,

H3(x)≧0⇔(6.1)で あ り,H2(b)≧0⇔(6.2)で ある.1ゆ え に,証 明の第一段 階は完了

した.

逆を証明す るために,背 理法による証 明を用 いる.あ る定数c,α<c≦bに 対 して,

C<x≦bで はH3(勾 ≧0,α ≦x≦cで はH3(の く0,そ して/あ るいはH2(b)<0で ある

・Whitm・ ・e[2・1はStieltjes積分∫1ノ(・)49@)の 存在 性につ いて1嫻 数 ノと9の うちの一つ が讖 で他方が

【α,b]において有界変動 を持 っていることが十分であるということを述べている.
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と仮 定 す る.こ の 場 合,F@)がG(x)よ り も選 好 され るu∈D*が 存 在 す る こ とが 示 され る.

た と え ば,次 の 効 用 関 数 を 考 え よ う.

u*@)=P(x)十Q@),α ≦ ¢ ≦c

=:1)(x),c〈x≦b(6 .5)

こ こ で,P(x)_-A(c-a)2x2/4+B(C一 α)2勧/2+0で あ り,Q(x)=-D(c‐x)4/24で

あ る.

母 数A,B,0,そ して,DはB>A≧0お よ びD≧0の 条 件 に し た が って,自 由 に 選 ば れ

た 任 意 の 定 数 で あ る.u*を 調 べ る とu*∈D*で あ る こ とが 分 か る.三 つ の 場 合が こ こ で 考

慮 され な け れ ば な らな い.こ れ らは 以 下 に列 挙 され て い る.

ケ ー ス(a):

.矼3@)≧0,C<の ≦b

H3(x)<0,a<x<c

H2(b)>0(6.6)

ケ ー ス(b):

H3(x)≧0,毋 ∈[a,b】

HZ(b)<0(6.7)

ケ ー ス(c):

H3@)≧0,c<の ≦ わ

H3(x)<0,a<x<c

H2(b)<0(6.8)

げ に 対 して は,並 び 替 え の 後 に,(6.4)は

b

u*(x)dHl(x)

a

_((A‐B)(c‐a)2b/2)HZ(b)‐(A(c‐a)2/2)H3(b)

‐fCD(c‐x)dH4(x)(6 .9)

a

と書 き表 され うる.

ケース(a)に おいては,AとBを 一定 に保 ちDを 十分大 き くす ることによ って,(6.9)

は正 になる.こ れ はF(x)がG(x)よ りも選好 されない という要請に矛盾 して いる.同 様

に,ケ ース(b)と ケー ス(c)と の場合には,AとDを 一定に保ちBを 十分大 き くす ることに

よって,(6.9)は 正 にな る.[た とえば,HZ(b)の 係数は(6.4)よ り一u歪(b)であるが,こ れ は

一肇)I x=6=((・)(c一 α)ab/2)と なる」やは りこれは矛盾である.ゆ えに,証 明の第二

段階は完了した(証 了).

上記の証明は陰伏的にb>0を 仮定している.Whitmoreは,こ れは最 もしばしば遭遇す

る状況であると述べている.さ らに,こ の定理は,証 明は少 し修正されなければならないが,

b<0と1に 対 してもやはり成立するとしている.
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第7章

Eeckhoudt&Gollierの 議 論 を

巡 っ て

7.1序

最初に,Eeckhoudt&Go皿ier【2]の 確率1頂序MPRと その比較静学 について述べ る.そ

れか ら,1、a皿dsberger&Meilijson[101,そ してまた,Eeckhoudt&Gollierの 中に現れた確

率順序を取 り上げ る.こ こでは,こ の確率順序をMGPR順 序 と呼ぶ.そ してEeckhoudt&

Go皿ierに よって用 いられた経済モデルの中でMGPR順 序の比較静学を調べ る.す なわち,

uノ≧0,u"≦0,お よびw",≧0を 満たす効用関数uに 対 して危険のMGPRシ フ トが危険に

対す る最適 な選好水準の大きさ(optimumexposure)を 一様に(弱 い意味で)増 加 させ るた

めの,効 用関数 に関する十分条件を与える.効 用 関数 に対する制約のみを要請 したことに注

意すべきである.E(X1)ニE(X2)の とき,u'≧0,u"≦0,andu'"≧0を 満たす効用関数

uに 対 してこのMGPRシ フ トは危険に対す る最適な選好水準の大 きさを一様 に増加 させ

ることが示 され る.

7.2確 率順序MPRと 比較静学

Eeckhoudt&Gollierは 三つの互いに関連 した確率1頂序,す なわち,FSD順 序,MLR順

序,お よびMPR1頂 序 につ いて考察 している.こ れ らの1頂序のうちMPR順 序 は彼等が提案

した順序である.二 つの確率変数x1とX2の サポー トは[α,b】に含 まれていると仮定す る.

X1とX2の 分布 関数 を各 々F1(の とF2(x)で 表す とす る.X1}'MLFtX2とX1}'MPFtX2

の定義は次のごと くである.

定義7.1(MLR)¢<cを 満たすすべ てのxに 対 して,F1(勾=0で あ り,毋 ≧Cを 満 たすす

べ てのzに 対 して,F2(勾=F2(c)+∬ 」@)dFl(ω であるような[a,b]に 属す るスカラーcと
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非負の非増加 関数1(x)が 存在す るな らば,XlMLRX2が 成立 して いるという.

定義7.2(MPR)x〈cを 満たすすべてのxに 対 して,F1(x)=0で あ り,x≧Cを 満 たすす

べてのxに 対 して,F2(勾=彦(x)F1(勾 であるよ うな[α,b]に属す るスカラーcと 非負の非増

加関数1(x)が 存在す るな らば,Xl}'MP1?X2が 成立 して いるという.

Eeckhoudt&GollierはMLR⇒MPR⇒FSDが 成立す ることを示 している.1彼 等 に

よって用い られ た意思決定者の期待効用最大化の 問題 は次の ように表せ る:

意思決定者はE[u(zo+島Xの1=rbJu(zo+kzx)dFi(x)を 最大 にす るよ うに特定化 され

た危険に対す る選好水準の大 きさ島を選択す ると仮定す る.こ こで,u(・)は 彼 又は彼女の効

用関数であ り,zoは スカ ラーであ り任意に固定 されて いる.効 用 関数uは 増加で 凹である

と仮定する.危 険Xiは 確率変数であ り,そ のサポー トは[α,わ1(α≦0≦b)に 含 まれている.

Fi(2)はXzの 分布関数であ る.島 の最適値は 緒 と表 され る.

Eeckhoudt&Gollierに よれば,こ のモデルは非常に一般的で応用範囲が広い.一 つの危

険資産 と一つの無危 険資産か らなる標準的ポー トフォリオ問題はこのモデルの一つの適用

例 とみなされ うると彼等 は述べている.こ のポー トフォリオ問題においては,島 とXzは そ

れ ぞれ危険資産 に対す るポー トフォリオの重み と危険資産の無危険資産 に対す る超過収益

を表す.

Eeckhoudt&Gollierは 目的関数E[u(zo+1ciXz)]の 凹 性よ り袴 に対する必要十分条件を

E[Xiuノ(zo十 た夢瓦)1=0(7.1)

と書 き表わ している.周 知のごと く樗 はEXzと 同符号であるとし,EXIは 正であるという

仮定を置 いている.分 布 におけるシフ トをMI、R基 準を満足す るものに限れば,直 観 的な比

較静学の性質 樗 ≦麓がすべての危険回避型の個人に対 して成立す るというLandsberger&

Meilijsonの 結果を,次 の補題を用いて一般化 している.

補題7.1×1卜pβX2で あれば,す べてのX≧0に 対 して,E[X21×2≦X]≦E[XIIX1≦

X]が 成 立す る.

証明 我 々はすべ てのX>0に 対 して,[補 題においては,"す べてのX≧0に 対 しで'

とあるので,こ こで も同 じ表現を用いるべ きであろう.l

fxxdF2(xa

F'z(x))≦ ガ 辮)(7.・)

が成立す ることを証 明 しなければな らない.分 子を部分積分す ると,

fXF2(x)dxd

F'2(X)≧fXFI(x)dxdF1(X)'(7.3)

【瞬)1濡 願 ≦ ゆ喇 叢 斑侮)dxと胴 一F2(・)一 ・より(7.3)カ1'さ れ

る4あるいは同値的に

興(X)∬ ん(・)晒 ≧h(X)F1(x)∬ ん(・)F1(x)dx(7.・)

1この関係はKijima&Oh且ishi【6】 においても示されている.
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が成 立する.[X≧0に 対 して,F2(X)・=h(X)F1(X)な ので1こ れは

h(x)≦ ∬ ・@)伽(7.・)

と同値である.[α ≦z〈Cで はF1(勾=0よ り成立する.1こ こで,η(勾=丹@)/fcFl(t)dt

はサポー ト[q岡 の上 の確率分布 である.hは 非増加 関数 である という事実が補題の証

明を結論づける.[hは 非増加 関数 であるのでfxch(x)η(x)dx≧fx(X)η(x)dxで あ り,

fxch(X)η(x)dx≧h(X)だ η(x)dx=h(X)で あるので,(7.5)が 成立す る.](証 了)

主たる結果は次の定理 として表 され る.

定理7.1×1卜PRX2で あれば,す べての危険回避型の個人 に対 して,樗 ≦ 耐が成立

す る.

証 明 ヲ陏 界の緒の場 合には明白な比較静学的性質を与 える.ゆ えに,一 般1生を失 うこ

とな く,緒=1(そ して,よ り短い記法のために,zo=0)を 仮定す る.こ れは

E[Xlu'(X1)]==0(7.6)

を与える.

目的関数の凹性によって,EXZu,(X2)が 非正であれば,証 明は完了する.醸 オ)=fQxdFi(x)

およびE盛ω=醸 オ)/Fz(t)とす る.Ezfit)はXZの 下方の条件付き期待値である。この とき,

E[XZU(X2)]=E`[X2ulX2)]-E[Xlu(Xl)]

一 ∬x㎡(X)邸)一 ∠bxガ(X)脇(x)

一 ♂(b)鯛 珊+rbJu"(X)(駆)一 駆))dX(7.・)

[fbXu'(X)dF2(X)‐fbXu'(X)dFl(X)=fdXu'(X)d(FZ(X)‐Fl(X))

=1び(X)ガ ωd(乃@)-F1(勾)1乞 一だU"(X)(た1(X)-k2(X))dXよ り最後の等式が成立す

る.】X1>-PRX2はXl}'FSDX2を 含意 しているのでE[XZ】 はE[X1]よ りも小 さい.[E[X2]

はE[XIJよ りも大 き くないと述べ るほうが良いだろう.1こ れ は

E[x2u'(XZ)]≦ ∬ 姻(F1(X)E・(X)-F2(卿))・X(7.・)

を含意 している.

補題7.1に よって,X1の サポー トの中のすべてのXに 対 してE2(X)はE1(X)よ り小さ

いか等 しい 鰭は有限なので,X1の サポー トの下限(こ れはCで 表される)は負でなければ

ならない.[こ のことは(7.6)よ り成立する.]こ れら二つの事実のために,上 記の不等式は

恥 嶇)】 ≦一∬ ♂(卿)EZ(x脚 ズ 鵡(耶)-F2(x))dX(7.9)

を含意 して いる.す べ てのX≦0に 対 して,E2(X)≦(0≦)0な ので,こ れ は次に

E[X2u(XZ)】 ≦rbJu'
c(X)kl(X)(・-h(X))dX(7・ ・)
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を含意 している.こ こで,h(X)=FZ(X)/F1(X)は1よ りも大 き く非増加であ る.1(7.9)

の右辺第一項 は,す べてのX≦0に 対 して,E2(X)≦(0≦)0な ので非正であることよ り

(7.10)が 導出され る.]

xo=inf{x≧Olた1@)=0}に よってxoを 定義す る.島 は連続であ り鳶1(0)<0お よ

びた1(b)eE[Xl]≧0で あ るので,母 数xoは 存在 し唯一である.鳶1は 増加 であるので,

侮 一毋o)kl(x)は[0,b]に おいて非負である.こ のことはX<xoに 対 して,u"(X)鳶1(X)が

非負であり,X≧ZOに 対 して非正であることを含意 している.[こ のことは,(x-ZO)ゐ1(勾

は[C,b]に おいて非負であるということか らではな くて,鞠 の定義よ り出て くる.lh(X)は

非増加 であるので(1-h(X))はX<xo(X≧xo)で ある時にはいつで も(1-h(¢o))よ り

も小 さい(大 きい).[(小さくない)の ほうが良いだろう]こ のことはすべてのX∈[C,b]に 対

して,

u"(X)鳶1(X)(1-tc(丿())≦u"(X)た1(X)(1-h(2冫o))(7.11)

を与える.(7.10)と(7.11)は

跏(X2)≦(・-h(x・))か(X)駆)dX.(7.・2)

条件(7.6)は 次のように表 され るということがわか る:

㎡(
c・ 阻 一 〇.(7.・3)

[(7.7)に おけ る変形 とα≦x<cで はF1(x)=0と な ることよ り成立す る.]

ゆえに,条 件(7.12)は

E為u,(X2)≦(1-h(xa))uノ(b)、E[Xl](7.14)

と書き表 され る.h(xo)≧1な ので,上 記の不等式の右辺は負である.[右辺は非正であ ると

述べるほ うが良いだろう](証 了)

7.3リ スクにおけるMGPRシ フ トの比較静学

こ こで はLandsberger&Meilijsonの 中 に現 れ た 確 率 順 序 を 考 察 す る.こ の 確 率 順 序 は

MPRに 関す る結 果 を 証 明 す る の に も用 い られ て い る.2本 節 で は この 確 率 順 序 をMGPRと

呼 ぶ.次 にMGPRの 定 義 が 上 記 のMPRの 定 義 に お け る様 式 と 一 致 す る よ う に 与 え られ る.

定 義7.3(MGPR)x≦cを 満 た す す べ て のxに 対 して,F1(x)=0で あ り,x>cを 満 た す

す べ て のxに 対 して,∫ 『凸(〃)dy=h(x)∬Eω 吻 で あ る よ うな[α,b]に 属 す る ス カ ラ ーc

と非 負 の 非 増 加 関 数 ん@)が 存 在 す る な らば,x1とMGPRX2が 成 立 して い る と い う.

砂<cを 満 た すzに 対 して,F2(x)>0が 可 能 で あ る こ と に注 意 せ よ.3Eeckhoudt&Go皿ier

ZLa皿dsberger&Meilijson[10】 においては
,h(¢)が非増加であることとE(x21x2≦ 勾 ≦E(xliXl≦ ω)

とは同値であることが示されている.前 者の表現,す なわち,h(¢)が 非増加であることはLandsberger&Meilijson

において用い られ,後 者の表現(E(x2×2≦ 勾 ≦E(xlIxl≦ 皿))はEeckhoudt&Gollier【2】 にお いて用

い られてい る.
3こ の定義において毋>Cを 毋≧cで 置 き換え ると

,∬ 乃@)dx=h(c)∬F1(x)1な ので,¢<cを 満

たす ¢に対 して,FZ(切>0が 可能でな くな る.
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の補題3.3に おいて示 されているごとく,MPR⇒MGPRが 成立す る。か くして,MGPR

はMPRの 自然 な拡張 とみなされ る.ま た,Landsberger&Meilijsonに おいて示 されて い

るごと く,MGPR⇒SSDが 成立す る.

我 々は前節において述べ られた,Eeckhoud七&Gollierに よって用い られたモデル にお

いてMGPR順 序の比較静学を考察す る.MGPRの 比較静学 に関す る結果を与え るため に,

次の二つの補題を必要 とす る.こ の中の一つの補題 すなわち,補 題7.2はEeckhoudt&

Gollierの 補題7.1に 対応 している.

補題 乞2×1≧MGP月 為 であれば,声>cを 満たすすべてのxに 対 して,E1(x)≧E2(x)

瀲 する・ここZ,Ez(x)一 解 畿)dy

証明 勗(x)の 分子を二度部分積分することによって,E1(勾 ≧燭@)は

一∬ 嬲 髴)dy≦ 一軆 講)dy(7 .・5)

と表 され る.∫ 『最(y)dy=h(x)∫ 『1双 〃)dyよ り,(7.15)は

∬(∬ 乃(z)dz)dy+∬(∬ 乃¢)dz)dy

≧h(x)∬(∬ 聯)dy+h(x)∬(∬ 聯)dy(7.・6)

と表される.(7.16)の 左辺の第一項は非負であり,右辺の第一項はゼロである.ゆ えに,

∬(∬ 聯)dy≧ ・ω ∬(∬ 齢)dz)dy(7.・7)

を証明すれば十分である昭>cを 満たすすべてのyに 対 して,だ 乃(z)dz=h(〃)∫ ぞ瓦(z)dz

なので,(7.17)は

・侮)≦箏 靄 器 鴒 吻(7.18)

と表 され る.ん@)はxの 非増加 関数 なので,(7.18)が 成立する(証 了).

補題7.3×1辷MGPRX2を 仮定す る.こ の とき,任 意のα>0と β∈Rに 対 して,aXl+

β辷MGPRX2が 成立す る.

証明Zz=aX2+β とし,ZZの 分布 関数をFz、 とする.Xi∈ 【α,b]なので,Zi∈[α α+

β,ab+β].さ て.X1辷MGPRX2は,x≦cを 満たすすべてのxに 対 して,∫『E(切 吻=0と

な り,x>cを 満たすすべてのxに 対 して,∫『乃(y)dy=h(x)∬E(〃)吻 となるようなスカ

ラーc∈[a,b]と 非負の非増加関h(x)が 存在す ることを含意 している.x=学>C,す なわ

ち,z>cα+β=c。 であるようなzを 考える.こ の とき,z>C=に 対 して,F=、(z)=Fi(学)

なので,

濫.,鞭 一hZ(z)za.,泓 ω 吻(7・9)

が成立する,こ こで,hz(z)=h(響).さ らにz≦CZを 満たすすべてのzに 対 して,Fz、(z)=

0を 得 る.h'z(z)=lh'(罕)な ので,h、(z)はzの 非増加 関数である.ま た,構 成の されか た

よ り,h、(z)は 非負である.か くして,z1とMGPRZ2(証 了)。
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この補題は,MGPRの 確率順序づけは正の実数の乗算 と実数の加算の もとで閉 じて い

ることを示 している.さ て.我 々はMGPRに 関する次の比較静学の結果を得 る.

定理7.2効 用関数wはu'≧0,u"≦0,u'"≧0を 満足 していると仮定す る.こ の とき,

u,(z)zのz=bに おけ る導関数の値が非負であれば,x1とMGPBあ を満 たす任意のX1と

X2に 対 して,補 ≧樗が成立す る.

証明 証 明はEeckhoud七&Go皿ierの 定理7.1の 証明において用い られ たの と同じ推論に

従 って行 う.Eeckhoudt&Collierに よ って仮定 されているごとく,一 般性を失 うことな く,

鰭=1を 仮定 し,更 に記法を単純化するために,zoニ0を 仮定する.ま た,補 題7.3の おかげ

で一般性を失 うことな くF1(a)=FZ(α)=0を 仮定できる.u"≦0な ので,E[X2u'(kX2)]

はkの 非増加 関数である.ま た,樗 に対す る一次の条件はE[X2w'(k2×2)]=0と 表 され る.

ゆえに,鰭 ≧ 纏を証明す るため には,E[X2u'(緒X2)】=E[XZu'(X2)1≦0を 示せば,十 分

である.Eeckhoud七&Go皿ierの 定理7.1の 証明の過程 において,E【X2uノ(X2)1は

珂蠅)1=w'(b)(E(XZ)-E(X1))+bu"(x)『 醐 ω 一∬ 幽(・)]醐)

と表され うることが示されている.部 分積分を(7.20)の第二項に二度適用することによっ

て第二項は

ズ ♂(x)(∬ 醐 ω 一∬ 幽))dx

-[幽)・ ∬(v(zdFl(z
d)‐zdF2(z)))dy:

イ 幽)(∬((zdFl(z)‐zdF2(z)))dy)dx

-u"(b)・ ズ(∬ ¢嫻 一zdF2(z)))dy

-rbJu"'

d(x)(∬(fvJ(zdFl(za)-zdF2(z)))dy)砒

一u"(b)b
d-・ 乃ω)dy-u"(b)ズ(∬(F1(z)-F2(z))dz)dy

イ 幽)(∬((zdFl(za)-zdF2(z)))dy)dx(7.・ ・)

と表され る.X1≧83DX2な ので,(7.21)の 第二項 は非正である.

以下において,(7.21)の 第一項プラス(7.20)の 第二項は非正であることを証明する.(7.21)

の第一項に部分積分を適用す ると,

b

d

=u"(b)(・(∬(F1(z)-F2(z))dz):一 ズ(∬(F1(z)‐F2(z))dz)dy)

一泌(b)b(E(X2)-E(X1))-u"(b)∠b(∬(Fl(z)‐F2(z))dz)dy(7.22)
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とな る.

(7.22)の 第二項 は(7.21)の 第二項に等 しいので,こ の項 は非正である.他 方,(7.22)の 第
一項プラス(7 .20)の 第一項は(u,(b)+u"(b)b)(E(XZ)-E(X1))と 表 される.z=bに おけ る

u'(z)zの 導関数の値は非負であり,E(X1)≧Er(X2).し たがって,@ノ(b)+u"(b)わ)(E(XZ)-

E(X1))は 非正である.ゆ えに,(7.21)の 第一項プラス(7.20)の 第一項は非正である.ゆ えに,

E[X2u'(X2)]≦ 一庖(・)(∬(∬ 圃(z)‐zdF2(z)))吻)血(7.23)

となる.か くして,補 題7.2を 用いることによ って,Eeckhoudt&Gollierの 定理7.1の 証 明

の中の不等式(7.10)に 対応する次の不等式が成 立す ることが示 される.

E[XZU'(X2)】 ≦ イ 幽)・ ∬(∬ 娼(z))dy・(・-h(x))dx.(7.・4)

c<x≦bを 満たすすべてのxに 対 して,f(x)=∬(fazdFl(z))dy≦0で あれ ば,不

等式(7.24)の 右辺は非正 であ り,証 明は完 了す る.さ て,c<x*≦bを 満たすあるが に

対 してf(x*)>0で あると仮定す る.さ らに,¢**=inf(z[f(¢)>0)と す る.C≦0

で あるので,が*は 非負でなければな らな い.か くして, .f'(x継)は 非負でなければな ら

な く,そ してこの ことはx>x**を 満たすすべてのxに 対 してf,@)>0を 含意す る.ゆ

え に,皿 〉(〈)z**を 満たすすべ ての 毋に対 して,f(x)〉(≦)0が 成立す る.か くして,不

等 式(7.24)の 右 辺 は 一(1-h(の**))だu'"(勾 ∫(毋)dxに 等 し い か,よ り小 さ い.こ の と き,

E[Xlu,(kiXl)]=E[Xlu'(X1)1ニ0と い う 一 次 の 条 件 を 用 い る こ と に よ っ て 不 等 式(7.24)

の 右 辺 は 一(1一 ん@**))

(-u'(b)E(X・)+♂(b).lal」aydFl(y))・ ・)に 等 し い力丶 よ 刎 ・さ い こ と が 示 さ れ る ・

E(X1)ニf,(b)>0で あ りrb(」 aydFl(y))4¢=f(b)>0で あるので これ は非正であ る

(証了).

この定理はEeckhoudt&Gollierに おける主 たる結果である定理7.1に 対応 している.定

理7.1は,XZか らX1へ の危険におけるMPRシ フ トの もとですべての危 険回避者は危険資

産に対す る需要 を減少 させないということを示 している.定 理7.2は,XZか らX1へ の危険

におけるMGPRシ フ トの もとで,bで の相対的危険回避が1に 等 しいか,よ り小 さいすべて

のTSD愛 好家は危険資産 に対 する需要を減少 させないとい うことを示 している.

注記

(a)Hadar&SeoはSSDに 関 して次の結果(Hadar&Seoの 定理3)を 得ている.

効用関数uはu'>0,u"≦0,u'"≧0を 満た している;b)XiとYは 確率 的に独立である,こ

こで,盛=1,2;C)E[u(kiXi+(1一 砌y)}は 酵で最大化され ると仮定す る.こ の とき,任 意

のx1≧33DX2に 対 して 鰭 ≧纏 であることとu'(z)zが 非減少で凹であることとは同値

である.

定理7.2に お いて,任 意 のX1≧MGPBX2に 対 して鰭 ≧ 樗 を含意 して いる条件 は,

.・.&Seoに よって得 られた上記の結果 において任意のX1辷33D為 に対 してk*i≧ 樗
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を含意 している条件 よ りもある意味で緩やか である点に注意せ よ.我 々のモデルはHadar

&Seoの モデルの特殊な場 含とみなされ,MGPRはSSDよ りも強い概念であるので,我 々

のモデルを標準的なポー トフォ リオモデル として考える観点か らは,こ のこ とは当然の結

果である.4

(b)定 理7.2に おいて,条 件は最適値を必要 としない.す なわち,Xl}MGPRX2と い うこと

以外 にはX1とX2の 分布 については,何 らの制約 もない.我 々は効用関数 につ いてのみ制

約を必要 と した.5

E(X1)=E(X2)の とき,次 の系が成立す る.

系7.1効 用関数uはu'≧0,u"≦0,u'"≧0を 満足 していると仮定す る.こ のとき,任 意

のX1≧MGPRX2に 対 して,鰭 ≧撈が成立す る.

証 明E(X1)=E(XZ)と いう事実 と定理7.2の 証明か ら明 らか である(証 了).

注記

(a)E(X1)=E(X2)が 成立す るとき,Landsberger&Meilijsonは 一つの危険資産 と一つの

無危険資産 というポー トフォリオのもとで,二 つの条 件(こ の うちの一つはMGPRで ある)

が,す べての危険回避者が危険資産 に対す る需要を減少 させないための必要十分条件であ

ることを示 した.系7.1に よれば,E(X1)=E(X2)で あるとき,X2か らX1へ の危 険にお

けるMGPRシ フ トを考慮す るだけな らば,す べ てのTSD愛 好家はこのMGPRシ フ トを選

好する.

(b)一 つの危険資産 と一つの無危険資産(貨 幣)と いうポー トフォ リオにおいて危険の平均一

保存的増大(危 険におけるRsシ フ ト)の場合にRo七hschild&Stiglitz[16]に よって与え ら

れた対応す る十分条件は%ノ>0,u"<0,DARA,そ して1に 等 しいか,そ れ よ りも小 さい

非減少の相対 的危 険回避である.DARAはu"'≧0を 含意 しているので系7.1に おける十分

条件はRothschild&S七iglitzの それ よりも緩やかである.

4一定のYの 場合を考える.こ のとき,我々のモデルにおけるXiとzpは 各々,Hadar&Seo【5]の 場合の
X;,-YとYに 対応している.

b最適値が十分条件の中で用いられることを必要とする,すなわち,X1とx2の 分布についての制約を必要と
するSSDに 関する結果の例としては,Kira&Ziemba[8]の 結果(定理2.1(b))が あげられる.この結果において
は,十分条件の中に最適値を必要とする代わりに任意の皿∈[a,b】に対してu'"@)≧0と いうことは必要とされ
ていない.
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第8章

二つの危険資産を含むポー トフォ リ

オの収益分布のシフ トが最適ポー ト

フォリオに与える影響

8.1序

本章では,二 つの互 いに独立な危険資産が存在す るポー トフ ォリオ問題について考 える.

まず,収 益分布 におけ るFSDシ フ ト,平 均一保存的縮小(contraction)(MPC)シ フ ト,お よ

びSSDシ フ トの最 適ポー トフォリオ に対す る影響に関する...&Seoの 結果を述べ る.

次にTSDシ フ トの最適ポー トフォリオに対する影響を検討 する.前 章の定理7.2と 系7.1に

おいて,意 思決定者の共通の特徴は彼あるいは彼女の効用関数がu'≧0,u"≦0,u"ノ ≧0を

満足 している点である.と ころで,MGPR⇒SSDな ので,MGPR⇒TSD.さ て.効 用関

数がu,≧0,u"≦0,u,"≧0を 満足す る 意思決定者はXl}'TSDX2が 成立す る時そ してそ

の時のみX1をx2よ りも(弱 い意味で)選 好す る.ま た,前 章 におけるモデルは二つの互い

に独立な危険資産が存在す るポー トフォリオ問題の特別な場合 と見なされ る.か くして,上

記の 同値 関係 はこの一般的なポー トフォリオ問題にお いても真であると期待す るのは当然

であるように思われ る.し か し,こ の一般 的なポー トフォ リオ 問題 にお いてX1辷331)X2

であるときその効用 関数がu'≧0,u"≦0を 満足す る 意思決定者 はX2をX1よ りも選

好 しうるの で,こ の期待 は必ず しも正 しいとは言 い難1我 々は意思決定者 の効用関数が

u,≧0,u"≦0,u"'≧0,u""≦0を 満足す ると仮定す る.こ のとき,意 思決定 者が この一般

的なポー トフォ リオ問題 においてXlrTSDX2で あるときX1をX2よ りも選好するために

効用関数が満足すべ き必要十分条件を与え る.
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8.2FSDシ フ ト,MPCシ フ ト,お よ びSSDシ フ トと最適

ポ ー トフォ リオ(Hadar&Seoの 議 論)

Hadar&Seoは 収益分布 におけるFSDシ フ ト,平均保存 的縮小(contraction)(MPC)シ

フ ト,およびSSDシ フ トの最適ポー トフォリオ に対する影響を調べた.MPCシ フ トは分布

の平均を保 ちなが らその危険を減 少させるシフ トである.二 つの危険資産が存在す るポー ト

フォ リオの場合には,...&Seoは 一つの資産の分布におけるこの シフ トが その資産 に対

す る投資の減少を引き起 こさな いための効用関数 に対 する必要十分条件を与えた.以 下 に

お いて,す べての収益X1,X2,お よびYは...&Seoが 仮定 しているごとく区間 【0,M]

の中にあると仮定す る。また,E[u(k2Xi十(1‐lcz)Y)】 は 緒 において最大化されると仮定す

る.こ こで,Xi(i=1,2)とYは 確率的に独立である.Hadar&Seoに 従 って,0<酵 く1

とdaE[u(k;X;+(1‐k2)Y)]dk.k,=ki<0を 仮定す る.1残@),F2(x),お よびG(〃)は 各 々X1,X2,づ

およびYの 分布 関数であるとせ よ.

且adar&Seoは 彼等の定理を証明す るために次の補題 を用 いた.

補題8.1三 回微分可能 である任意の関数uに 対 して以下の関数 を定義す る:

ψ(x;y,k)=u'隣 ¢+(1-k)刎(の 一雪),(8ユ)

および,

φ(z)ニu'(z)z.(8.2)

この とき,以 下のことが成立す る.

(a)φがzに 関 して非減少でありu"≦0で あれば,す べての彩≧0と0<k<1に 対 して,

関数ψは¢に関 して非減少である.

(b)ψ がすべての 〃≧0と0<k<1に 対 して,xに 関 して非減少であれば,関 数φはzに

関 して非減少である.

(c)φがzに 関 して凹であ りu"'≧0で あれば,す べ ての 彩≧0と0<k<1に 対 して,関

数ψはのに関 して凹である.

(d)ψがすべ ての 雪≧0と0<k<1に 対 して,¢ に関 して凹であれば,関 数φはzに 関 し

て凹である.

証明 上記の恒等式か ら,

為ψ(鍔〃,k)=φ[た忽+(1-Ic)y]-yam'[kx+(1-k)刎(8・3)

が成立す ることが分か る.砂 に関 して偏微分す ることによって,

ゐψ¢=φ'k一 夐%ノノk(8.4)

および,

鳶ψ3¢=φ"1診2-yu"'k2(8.5)

を得 る.最 初の二つ の叙述(a)お よび(b)は(8.4)か ら導 出され,あ との二つの命題 は(8.5)

か ら導 出され る(証 了).

彼等のFSDシ フ トに関する定理 は次の ようである.
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定理8.1(a)効 用関数%は 駕'>0,w≦0を 満足 している;(b)XiとYは 確率 的に独立で

ある,2=1,2;(c)E[u(kiXi+(1一 砌y)」 は 酵 で最大化 され ると仮定す る.こ の とき,任

意のXlFSDX2に 対 して鰭 ≧k*aが成立することと,uノ(z)zが非減少であることとは同値で

ある.

証 明

十分性 η(紛を

・(k)一孟 琳X・+(・ 一醐]一 羞 喇 颱+(・ 一鋼 亅(8.6)

によって定義す る.こ の とき,η㈲ は

・(k)-MM
OO[酬 ・一吻](・ 一〃聯)-F2(x)]dG(〃)

一 ズ ズ 蜘 欄 ω 一F2(x)]dG(y)(8.7)

と書 き表 される.こ こで,ψ は補題8.1で 定義されている.定 理の仮定は補題8.1と 基礎的な

FSDの 定理(FishburnとVickson[19]ま た,第6.1節 を参照)と 組み合わせ ると,す べてのy

とkに 対 して,催 ψ(x;雪,k)d[F1(¢)-FZ(翔 ≧0を 含意 しているので,す べてのkに 対 して,

η㈲ ≧0と なる.[φ(z)ニu'(z)zが 非減少であるので補題8.1よ りψ(¢;彩,旬はxに 関 して非

減少であ り,基 礎 的なFSDの 定理 よ りが ψ(x;y,k)d[F1(x)-F2(¢)1≧0を 含意 して いる.

]η(紛 をIc=樗 で評価す ることによってη(樗)=4/dkE[u(kXl+(1-Ic)yl【 紅 樗 ≧0を 得

る.[E[u(k2×2+(1一 勉)Y)]は 構で最大化 されると仮定されているので,最 大化の ための

一次条件 よ りd/dkE[u(kX
2+(1-k)y撫=構=0と なる.]か くして,uの 凹性は 鰭 ≧ 樗

を含意 している.

必要性X2とYが 結果o,β,お よびαの上 で同一の分布 に従 ってい るポー トフォ リオを

考え よう.こ こで,0<β<α である.こ れ らの結果の確率 はX2,Yに 関 してはそれ ぞれ

p,1-p,0で ある.資 産XZは 資産X1に よって置 き換え られ る.こ こで,X1に 関す る確率は

これ らの結果に対 して各 々p,0,1-pで 与え られ る.明 らかにXIFSDX2.最 初のポー ト

フォリオにおいて二つの資産 は同一で独立の分布 に従っているので,各 資産の最適 な割合

は0.5で ある.XZをX1に よって置き換えることが投資家 にX1に 対す る投資の割合 を減少

させないようにす るな らば,0.5に おいて評価された(X1の 分布の もとでの)期 待効用の導関

数は 非負でなければな らない;す なわち,E[u'((Xl+Y)/2)(X1-y卩)]≧0で なければな ら

ない.こ れは次 に,す べてのpに 対 して,

一β㎡(互
2)+・ ガ㈲+(α 一β)u'(α吉β)1-pp≧ ・(8.8)

が成立することを含意 していることを示すことができる.[珂u'((X1+Y)/2)(X1-Y)1=

謬勲纛蹣 鴇繍 盤τ麗譏緊1謁譲 黷臨驟
対して,

㈲ ㎡(2)≧(髪)w'(9)(8.9)
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を含意 して いる.こ の最後の不等式は の>0で あるxに 関 して(x/2)u'@/2)は 非減少であ

る,す なわち,変 数変換後 にuノ(z)zはz≧0で あるzに 関 して非減少 であることを示 してい

る(証 了).

彼等のMPCシ フ トに関する定理 は次のようである.

定理8.2(a)効 用関数%はu'>0,u"≦0,w'"≧0を 満足 している;(b)Xiとyは 確率 的

に独立である,2=1,2;(c)E[u(kzXi+(1一 砌y)1は 磅で最大化 され ると仮定する.こ の

とき,任 意のXlMPCX2に 対 して,鰭 ≧樗が成立することとu'(z)zが 凹であることとは同

値である.

証明

十分性 定理8.1の 証明における記法 と同じ記法を用 いて,

・(k)イ ズ ψ(姻 刺 ・)-F2(x)陶(&・ ・)

を得 る.凹 性の仮定 は補題8.1と 組み合わせ ると,す べ ての雪とkに 対 してψがzに 関 して

凹であるこ とを含意 している.[φ(z)=頭 β)zが凹であ り,w'≧0で あるので補題8.1の

(c)よ りψ@;〃,局 は毋に関 して凹である.1そ うす るとRothschildとStigli七z[15]の 結果

か らすべてのkに 対 して,η ㈲ ≧0が 成立す る,η ㈲ をk=嬬 で評価す ることによって

η(樗)=d/dkE[u(kXl+(1-k)}恥=纏 ≧0を 得る.ゆ えに,耐 ≧樗が成立す る.

必要性X2とYが 五つの結果α1,α2,β1,β2および0の 上で同一の 分布 に従 っているポー ト

フォリオを考えよう.こ こで,0<β2<β1<α1<α2で あ り,al+β1ニ α2+佐 である.こ れ

らの結果の確率はX2,Yに 関 してはそれぞれ0,p,0,p,1-2pで あ り,0<p<0,5で ある.資

産XZは 資産X1に よって置き換え られる.こ こで,X1に 関す る確率は,こ れ らの結果に対 して

各 々p,0,p,0,1-2pで 与え られる.XIMPCX2で あることが確証され うる.[∬E(〃)dy=

(1-2p)x(0≦ ¢<β1),(1-p)¢-Pβ1(β1≦ のく α1),¢一(α1+β1)p(α1≦x)で あ り,

が 乃 ω 吻=(1-2p)の(0≦ 砂く角),(1-p)x-Pβ ・(β・≦毋くα・),劣一(α・+角)p(α ・≦x)

であ る.し たが って,す べての0≦xで あるxに 対 して,が 興(g)dy-∬ 鳧@)dy≦0が 成

立する.た とえば,α1≦x<α2に おいては,∬E@)吻 一が 乃(〃)dy=毋 一(α1+β1)p-

((1-p)x_p角)=郷_(α1+β1_β2)p=郷_(α2+β2一 防)p=郷 一pα2<0と なる.さ ら

に,E(X1)=E(XZ)で あるので,XIMPCX2が いえる.lX2とyを 含む最初のポー トフォ

リオにおいて最適な割合 は0.5で あるので.X2をX1に よって置き換 えることが投資家 にX1

に対する投資の割合を減少させないようにす るな らば,珂u'((X1+Y)/2)(X1-Y)】 ≧0で

なければな らない.か くして,

點 畫誹(甼)(X1-Y)

一 β・u'(誓)一嗣 ㈲ 一α・u'㈲+曜(al
2)

≧0(8.11)

が成立することが示されうる.[期 待値の構成要素のうちゲが含まれる項はlimp→o嵩=

0な の で,無 視 す る こ とが で き る.]

さ て.s=角/2,t=β1/2,v=a1/2,w=α2/2と 定 義 す る と,s<t<v<wで あ る.さ

ら に,φ(z)=u'(z)zと す る.(β1一 β2=α2一 α1な の で)t-S=w-vと い う こ と に 注 意 す る
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と(8.11)に おける不等式は(φ(の一φ(8))/(t-s)≧(φ(w)一 φ@))/(ω 一v)と いうように書

き表 される.s→tお よびw→vと することによってすべてのt<vに 対 して,φノ② ≧φノ(v)

を得 る.こ の ことはφ(z)=u'(z)幼 ㌔ に関 して凹であることを示 している(証 了).

彼等によれば,SSDシ フ トはFSDシ フ トとMPCシ フ トの組み合わせと考えることが出

来 る.具 体的には,次 の補題において定式化されている.こ の補題 において,記 法"WFSDI"'

はWはYと 同 じ分布 を有 しているか あるいはFsDの 意味でそれを支配 しているかの いず

れか である.

補題8.2確 率変数XとYがXSSDYを 満足す ることと,XMPCYお よびWFSD

Yで あるような確率変数Wが 存在す ることとは同値である.

証明XSSDYと いう叙述 はy～(X+Z)と いう叙述 と同値である.こ こで,す べての

忽に対 して,E(Zlx)≦0で ある(Fishburn&Vickson[19D.WニX+Z-E(ZIx)

とせよ.そ うす るとすべ ての ¢に対 して,E[Z-E(Zlx)lx]=0な のでWMPSXで

ある;すなわち,Wは"xプ ラス雑音'と して分布 している(Rothschild&Stigli七z).同 時に

Y～[W+E(ZIの 】であることが分か る.す べ てのxに 対 して,E(Zl¢)≦0で あるので,

WFSDYで あることは明白である.逆 は明白である(証 了).

彼等のSSDシ フ トに関す る定理は次の ようである.

定理8.3(a)効 用 関数駕はu'>0,u"≦0,u'"≧0を 満足 して いる;(b)XiとYは 確率 的

に独立である,2=1,2;(c)E[u(kiXi+(1一 砌y)】 は鰭 で最大化 されると仮定す る.こ の

とき,任 意のXIS「SDX2に 対 して,麓 ≧纏が成立することとu'(z)zが 非減少であ りかつ 凹

であることとは同値である.

証 明 この定理は定理8.1と8.2お よび補題8.2よ り直接導出され る(証 了).

8.3二 つの危険資産が存在するポー トフォ リオの収益分布の

TSDシ フ トが最適ポー トフォリオに与える影響

Hadar&Seoは 収益分布 におけるFSDシ フ ト,平均保存的縮小(contraction)(MPC)シ

フ ト,お よびSSDシ フ トの最適ポー トフォリオに対 する影響を調べ た.MPCシ フ トは分布

の平均を保ちなが らその危険を減少 させ るシフ トである.二 つの危険資産が存在す るポー ト

フォリオの場 合には,Hadaエ&Seoは 一つの資産の分布におけ るこの シフ トが その資産 に

対す る投資の減少を引き起 こさないための効用関数 に対 する必要十分条件を与 えた.以 下

において,す べての収益X1,XZ,お よびYはHadar&Seoが 仮定 しているごとく区間[0,b]

の中にあると仮定す る.ま た,E[u(kzXi+(1一 砌y)1は 鰭 において最大化 され ると仮定す

る.こ こで,瓦(i=1,2)とYは 確率的に独立である....&Seoに 従 って,0<鰭 く1

と禦Ik、=k*<0を 仮定す る.1駁 勾,F2(x),お よびG(ω は各 々X1,X2,
を

およびYの 分布関数であ るとせよ.次 の定理においてTSDシ フ トに対 して 効用 関数に関

す る必要十分条件を与える.

定理8.4効 用関数uはu,≧0,u"≦0,w"'≧0,w""≦0を 満足すると仮定する.こ の とき,

任意のX1とT5DX2に 対 して,稀 ≧纏が成立す ることとφ'(z)≧0,φ"(z)≦0,φ",(z)≧0

が成 立する こととは同値である.こ こで,φ(z)=u'(z)zで ある.
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証明 証 明は,定 理8.1と 定理82(Hadar&Seo)に おいて用い られた推論 と同 じように

なされ る.

十 分 性 η㈹=昭 碓X衰(1-k)Y)】 一 齠u(kXa+dk(1-k)Y)に よ っ て η㈲ を 定 義 す る.こ の と

き,η 硫)は

・(k)一 ズ(rMJu'(kx
O+(1-k)y)(x一 鱒)-F2(x))dG(y)

一 ズ(ズ ψ一)一 喇)dG(y)(&・2)

と表 され る.こ こで,ψ(x)=u'(kx+(1-k)〃)(の 一〃)である.仮 定 よ り,φ はzに 関 し

て非減少 であ りかつu"≦0で あ る.ゆ えに,補 題8.2(Hadar&Seo)よ り,ψは雪 ≧0と

0<k<1を 満たすすべての〃とkに 対 して,xに 関 して非減少である.仮 定 よ り,φ はzに

関 して凹であ り,か つ,u"≧0で ある.ゆ えに,補 題8.2よ りψは夐≧0と0<k<1を 満た

すすべての夐とkに 対 して,xに 関 して凹である.更 に,

ψ'"(x)=鳶2[φ'"(kx+(1-k)雪)一 〃%''"(kx+(1-Ic)〃)】(8.13)

が成立す る.φ'"(z)≧0で あ りu""≦0な ので,〃 ≧0と0<k<1を 満たすすべての夐と

kに 対 して,ψ"'≧0と なる.し たが って,X1辷 丁3Dあ とい う仮定 は,す べ てのkに 対 して,

η(初≧0を 含意 している.か くして,η(嬬)≧0で あり,こ の ことは酵 ≧樗を含意 している.

必要性FSD⇒TSDな ので,Hadar&Seoの 証明の必要性 に関す る部分(定 理8.1)は

TSD⇒ φ'(z)≧0を 含意 している.同 様 に,MPC⇒SSD⇒TSDな ので,...&Seoの

証明の必要性に関す る部分(定 理8.2)はTSD⇒ φ"(z)≦0を 含意 している.

以下 において,φ'"(z)≧0を 証 明す る.次 の ようなXZ,X1,お よびYの 分布を考え る.

;<pppp1-4p

XZ,yα2麁'Yaδ20

×1α1β1ッ1δ10

こ こ で,.X2とYはi.i.d.の 確 率 変 数 で あ り,0<α2<α1<β1<β2<ッ1<7'2<δ2<δ1,

ai-a2eβ2一 β1='Ya‐7i=δ1一 δ2そ して α1一 β1ニ ッ2一 δ2であ る.構 成 の 仕

方 よ り,X1辷 丁8DXZで あ る.E(X1)=E(X2)で あ る こ と に 注 意 せ よ.鰭 ≧ 礎 な の で,

E[u'((X1+Y)/2)(Xl-Y)]≧0と な る.ゆ え に,

鶏,(、1、 切E匿((X・+Y)/・)(X・-Y)】

=%ノ(α1/2)α1-u'(α2/2)α2+u'(β1/2)β1-u'(β2/2)β2

十u,(广γ1/2ン γ1-{♂(つ12/2)つ!2一 靨一鎚'(δ1/2)δ1-u'(δ2/2)δ2

≧0(8ユ4)

と な る.ゆ え に,

φ(α1/2)一 φ(α2/2)φ(ッ2/2)一 φ(ッ1/2)

al‐a2'Ya‐'Yl

≧ φ(β2/2)一 φ(β1/2β
2一 β1)一 φ(δ1/2)S1≡撃/2)(&・5)
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と な る.

(s.15)に お い て,α2→ α1,β2→ β1,71→ ッ2,お よ び δ1→62と す る.こ の と き,

φ'(α1/2)一 φ'(ッ2/2)≧ φ'(β1/2)一 φ'(δ2/2)(8.16)

を 得 る.す な わ ち,

φ'(δ2/2)一 φノ(ツ2/2)≧ φノ(β1/2)一 φ'(α1/2)(8.17)

が 成 立 す る.そ れ ゆ え に,

げ(SZ/2)

SZ≡{(y2/2)≧ げ(β1劣1≡al/2)(&・8)

とな る.δ2-72=β1一 α1と い う関 係 を 保 って72→ δ2,お よ び β1→ α1と す る こ と に よ っ

て,任 意 の α1<δ2に 対 して,

　　 ノ　
φ(δ2/2)≧ φ(α1/2)(8.19)

を得る.ゆ えに,φ"'(z)≧0が 成立する(証 了).

注記

絶対的危険回避 関数 と相対的危険回避 関数を これ らの関数が定義可能である場合に,各 々

RA(x)とER(z)に よって表す.こ の とき,...&Seoに よれば,φ'(z)≧0が 成立す る

ことと,す べての非負のzとbに 対 して,[RR(z+b)‐bRA(z+b)】 ≦1が 成立す ることと

は同値であ り,後 者 はまた,z≧0を 満たすすべ てのzに 対 して,ER(z)≦1が 成立す る

ことと同値 である.彼 等は,さ らに,φ"(z)≦0が 成立す ることと,す べ てのzに 対 して,

RA(z)障R(z)-1]≦E氤 の が成立することとは同値であ り,後 者はまた,す べ てのzに 対 し

てRA(z)[RR(z)-2]≦zR'A(z)が 成立す ることと同値であるということを示 している.

さて,プ ルーデ ンス関数 と相対的プルーデンス関数をこれ らの関数が定義可能である場
　　　 　　ノ

合に洛hPA(z)一 嬲 と 鳧(z)≡ 一・嬲 によって表す1こ の とき,φ"'(z)≧ ・が

成立することと,す べてのzに 対 して,、PA(z)[驫(z)-2]≦P'(z)が 成立す ることとは同値

であ り,後 者はまた,す べてのzに 対 して,PA(z)[胤(z)-3]≦ 幻%(z)が 成立す ることと同

値 である.

次章 において,関 連 したシフ トにつ いて議論す る.

1これらの関数については
,Kimbal1【7】を参照せよ.
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第9章

決定的変換

9.1一 次および二次の変換と比較静学

確率変数Xは[0,M】 に含まれていると仮定す る.そ してF(勾 はXの 分布 関数であると

す る.Ormiston[14]は 二種類の決定的変換,す なわち,FSD変 換 とSSD変 換を考察 した.変

換t(勾 は非減少,連 続,そ して断片的に(piecewise)微 分可能であるとせ よ.こ のとき,FSD

変換 とSSD変 換の定義は以下のようである.

定義9.1(FSD変 換)変 撫(X)に よって与え られ る確率変数は,関 数m(x)≡t(x)一 毋

がすべてのx∈[0,M]に 対 してm(x)≧0を 満 たすな らば,Xを 一次確率優越す る(FSD).

定義9.2(SSD変 換)変t(X)に よって与 えられ る確率変数は,関(m(勾 ≡t(勾 一x

がすべての 劣∈[0,M]に 対 して,fpmO(〃)dF(y)≧0を 満たすな らば,Xを 二次確率優越す

る(SSD).

これ らの定義が整合 的であ ることは次のMeyerの 結果 によ って確認 できる.い ま,非

減少 で,連 続かつ,断 片的に微分可能 な関数m(x)とn(x)を 考える.Meyerは 変換m@)と

n(¢)に よってy=m(X)がz=n(X)を 一次優越す るのは どのような変換の場 含で あるか

ということを調べた.そ の結果は次の定理にまとめ られている.

定理9.1密 度f(x)と 区間[a,b]の 中のサポー トを有す る確率変数Xが 与え られて,[a,b]

の中のすべ てのxに 対 して,(m@)-n(x))f(x)≧0で あれば,そ してその時 に限って確率

変Cy=m(X)はz=n(X)を 一次優越す る.

Meyerの 二次優越 に関す る結果は次のようである.

定理9.2密 度 ノ@)と 区間[ab]の 中のサポー トを有す る確率変数Xが 与え られて,[a,b]

の中のすべてのxに 対 して,∬[(m(8)-n(s)]!(s)ds≧0で あれば,そ してその時に限 って

確率変数y=m(X)はz=n(X)を 二次優越す る.

証 明Ew(θ)=Eu[n(X)+8(m(X)-n(X))1を 定義 せよ.か くして,Elu(0)=Eu(n(X))

であ り,Eu(1)=Eu(m(X))で ある.Eu(1)-E鎚(0),す なわち,Eu(m(X))-Eu(n(X))

の符 号をきめるため には[0,1】におけ るすべてのθに対 してdEu(θ)/dθ の符号 を決めれば十

分で ある.さ て.dEu(θ)/dBニE[u'(n(X)+θ(m(X)-n(X))]・[m(x)-n(x)]で あ る,こ
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れ を 部 分 積 分 す る こ と に よ っ て

[u'(n(b)+・(m(b)-n(b))]・rb
a【(m(s)-n(s)]・ ノ(・)ds

b

/.u"(n(x)十9(m(x)-n(x))・(n'(x)十B(m'(x)-n'(x))

・ ∬[(m(・)-n(・)]f(・)dsdx(9 .・)

を得 る.述 べ られている条件 は[0,1]に おけるすべ てのθに対 してこの表現の符 号を決める

のに十分である.[n,(の+θ(m'(の 一n'(x)=θmノ(x)+(1一 θ)n,(x)と なるが,0≦ θ≦1で

あり,か つmノ(x)≧0,n'(勾 ≧0な ので右辺 は非負 となる.ゆ えに,(9.1)は 非負とな る」 ゆ

えに,十 分性 は証明 された.

必要性を示す ため に,一 つの構築 された効用関数を用 いる背理法による証明が採用 さ

れ る.第 一 にEu(θ)は θに関 して凹であ るこ とに注意せ よ.か くして,θ=0に おいて

dEu(θ)/dB>0で あることがEu(m(X))>Eu(n(X))が 成立す るため に必 要で ある.す

なわち,Eu'(m(X))・(n(X)-m(X))>0が 成立す ることが要求 され る.定 理における条

件が ある点 ∬1で成立 しな いと仮定 しよう.そ うす るとその区間の上 ではm(勾 一n(x)<0

で,∬ °[(m(s)-n(s)]f(S)ds≦0が 成立 し,か つ∫『1[(m(S)-n(s)】!(s)ds<0で あ るよう

な非退化区間 匝o,xl]が 存在 している.u(x)を 劣く 鞠 に対 してはuノ(勾=1,[鋤,毋1]に 属

す る毋に対 しては駕'@)ニ(Z1-x)/(xl-xo),そ しての〉妨 に対 してはuノ@)ニ0で ある

と定義す る.そ うす るとθ=0に おいてd翫(θ)/dB<0で あ り,こ の効用関数 に対 しては

Eu(m(X))<Ew(n(X))と な る(証 了).1

上記の定理9.1と 定理9.2(Meyer[11Dに よって,非 減少のt(x)に 対 して はm(x)は,

t(X)}'FSDX(t(X)と33DX)な らば,そ してその時に限って定義9.1の 条件(定 義9.2の

条件)を 満足 していることがわか る.

Ormistonは これ らの決定的変換の比較静学を考察 している.い ま,辯 を

昨 ズ 輔 ・)・(9.・)

を最大 にす るkの 値 とする.こ こで,z≡z(k,の であ り,zkk<0で ある.効 用 関数は四

回連 続微分可能で,u'(z)≧0か つu"(z)≦0で あると仮定す る.さ らに(9.2)に 対す る内

点解が存在す ると仮定す る.Ormistonに よれば,こ れを保証する一つの条件 は,す べての

x∈ 【0,M]に 対 して,あ る有 限のkに おいてzk=0が 満足 され ることである.20rmiston

はη(k,B)を

・(尾θ)一ズ φ(k,x+8m(x))dF(x)(9.・)

によ って定義 した.こ こで,0≦ θ≦1で あ りφ≡u'(x)zkで ある.こ の とき,k=k(θ)は

η(lc,θ)ニ0に よって定義 され る.Ormistonに よれば,ηθ(k*,0)の 符号が重要である.具 体

的には,ηθ(lc*,0)≧0(≦0)はk'(0)≧0(≦0)を 含意 してお り,後 者 は次に選択変数の最適

1必要条件に関する証明の部分はあまり厳密ではないように思われるが,ここでは詳細には立ち入らない.
am(¢)が単調関数であるとするならば,このとき,これらの変換は単純変換と呼ばれるだろう.単純変換の比

較静学については考察しない.
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値が増加す る(減 少す る)こ とを含意 している.3FSD変 換に関 しては,Ormistonは 次の結

果を得ている.

定理9.3す べてのkと 毋に対 して,φ。佛,x)≧0(≦0)で あれば,任 意のFSD変 換 に対 し

て選択変数の最 適値は増加する(減 少す る).4

証明 ηθ(k*,0)は

肋(鳶*,0)一 ズ 醐 嘘)dF(x)(9.・)

と表 され る.m@)≧0がFSD変 喚に対 して必要 とされ ているので,φ毋が一定の符号を有す

ることが,ηθの符 号を決定す るのに十分である(証 了).

また,SSD変 換 に関 しては,Ormistonは 次の結果を得ている.

定理9.4す べてのkと のに対 して,φ毋(k,x)≧0(≦0)で あり,か つφ。毋佛,x)≦0(≧0)で

あれば,任 意のSSD変 換 に対 して選択変数の最適値 は増加する(減 少す る).

証明 部分積分す ることによってηθ(k*,0)は

・・(k*・)イ 醐m(・)dF(勾

一 醐 ズm(x)dF(x)一 ∠M軽 調 ∬m圃 ・)婦 ・)

となる.rMOm(z)dF(x)≧0がSSD変 換に対 して必要 とされているので,φ皿膓.≦0が ηθ

の符 号を決定す るの に十分である.[φ 。・φ。x≦0は 鮖 ≧0か つ φ。、,≦0で あるか,ま たは

鮖 ≦0か つ φ¢3≧0で あるということと同値である.前 者の場 合ηθ(鰹,0)は 非負 とな り,

後者の場 合には非正 となる.1(証 了)

9.2三 次の変換 と比較静学

以降 オ@)は 凹であ ると仮定する.も う一歩進んでTSD変 換 を次のよ うに定義する.

定義9.3(TSD変 換)変t(X)に よって与え られ る確率変数は,関 数m(x).t(x)-x

が以下の条件 を満足す るな らば,Xを 三次確率優越す る(TSD):

(a)fMm(x)dF(x)>0,

(b)す べてのx∈[0,M]に 対 して,

m(z)dF(z)dy>0.
00

条件(a)は,変 換後の確率変数Xの 期待値は変換前の期待値よ りも大きいか等 しいとい

うことを述べている.FSD変 換 とSSD変 換の定義は期待値についての仮定は含んでいない

がTSD変 換の定義 は含んでいることに注意す る必要が ある.

非減少で凹のt(x)が 定義9.3に おいてTSD変 換 と呼ばれている理 由は非減少のt(x)が

定義9.1お よび定義9.2に おいてそれぞれFSD変 換,SSD変 換 と呼ばれている理 由とほぼ同

3以降においては"増加"と"減少'という用語は弱い意味で用いられる.
4原論文ではφ、,(k,皿)はφ¢(ゐ*,¢)となっているが,任意のFSD変 換に対する言明であるので,このガは任意

の値をとると実質的にはみなせるであろうから,ここではkを用いている.このことは次のSSD変 換とTSD変 換
の場合についてもあてはまる.

63



様である.非 減少で凹のt(勾 に対 して,m@)が 定義9.3に おけ る条件を満たすな らば,こ の

とき,t(X)}"TSDXと な ることが示される.5

以下 において,前 節においてOrmistonに よって用い られた経済的決定モデル におけ る

TSD変 換 の比較静学を考察す る.6TSD変 換 に関 しては,次 の結果を得る.

定理9.5す べてのkとxに 対 して,φ 。(k,z)≧0(≦0),φ 。毋(k,z)≦0(≧0),そ して

φ嬲 ⑫,の ≧0(≦0)で あれば,任 意のTSD変 換 に対 して選択変数の最適値は増加す る(減

少す る).7

証明 ηθ(た*,0)は

・・(k*・)一ズ 醐 囎)dF(の(9.・)

と表 される.(9.6)の 右辺を二度部分積分す ると,

肋(x*,o)一 妬(k*,M)ズm(x)dF(x)一 幅(Mk*,M)
0(∬mω 副 ・))dx

+ズ 転 爾[∬(vm(z)dF(z
O))dyldam.(9.・)

TSD変 換 は∫評m@)dF@)≧0と すべてのx∈[0,M】 に対 して,

が(fpmO(z)dF(z))dy≧0を 含意 しているの で,妬 ≧0(≦0),φ の、,≦0(≧0),そ して

φ_≧0(≦0)は ηθ(k*,0)≧0(≦0)を 含意 して いる.ゆ え に,選 択変数の最適値は増加(減

少)す る(証 了).

この定理 は,危 険のTSD変 換に対 して一様に(unambiguously)選 択変数紛 最適値が増

加(減 少)す るための効用 関数に関す る十分条件を示 して いる.

次 に,Sandmo[18]の 二期間消費一投資問題の場合に将来の所得のTSD変 換の消費に対

す る影響を調べ る.将 来の所得のサポー トは 【0,M]に 含 まれていると仮定す る.こ のとき,

このモデルにおいては,期 待効用は

E囮 一u(cl,c2)dF(Y2)

一 ズ ・(Cl,Y2十(Yl-Cl)(・+r))dF(YZ)(9.8)

と表され る.こ こで,rは 利子率である.01は 第一期の消費で,c2は 第二期の消費である.蒟

は固定された第一期の所得で,Y2は その分布 関数がF(Y2)に よって与え られる不確実な第

二期の所得である.効 用関数uは 両方のアーギ ュメン トに対 して四回微分可能で あると仮

定 されてい る.さ らにwは 両方のアーギ ュメ ン トに対 して厳密 に増加す ると仮定する.

我 々は01に つ いてE[u]を 最大化する.Sandmoは 一次の条件,二 次の条件,お よびaclaYl

の表現を与えた.こ れ らは次の ようである:

5証明はSSD変 換の場合と同様になされ得る.Meyer【12】の定理9.2における十分性の証明を参照せよ.我々
はオ@)の凹性の仮定を必要とし,逆の証明には成功していない. ._s

m(切 が単調関数であるとするならば,このとき,TSD変 換は単純TSD変 換と呼ばれるだろっ.削節と同じ
くここでも単純TSD変 換の比較静学については考察しない.

7この定理を証明するためにt(勾の凹性は必要とされてはいない.か くして,この定理は実際にはTSD変 換よ

りも弱い順序づけのもとで成立する.このことはやはり定理g.6についてもあてはまる.
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一 次 の 条 件 は

Elul-(1十r)u2]=0.(9.9)

とな る.二 次 の 条 件 は

D=E[X11-2(1十r)uia十(1十r)227<0.(9.10)

とな る.(9.9)よ り,

acl
_一(1十r)E[w12-(1十r)v,22]/D .(9.11)aY

l

と な る こ とが わ か る.

将 来 の 所 得Y2に 関 す るTSD変 換 に対 して は,次 の 比 較静 学 を 得 る.

定 理9.6以 下 の こ と を 仮 定 す る.(a)絶 対 的危 険 回 避 関 数 一 咢 はC2に 関 して 減 少 し,

01に 関 して 増 加 す る;(b)絶 対 的 プ ル ー デ ン ス 関 数 一鬻 はc2に 関 して 減 少 し,01に 関 して

増 加 す る;(c)鋤12≧08(d)uaa<0。 こ の とき,将 来 の 所 得 に 関 す るTSD変 換 は 第 一 期 の 消

費 を 増 加 さ せ る.

証 明 η(01,θ)を

η(01,θ)=E[ul(01,}る 十Bm(Y2)十(}三 一 〇1)(1十r))

一(1十r)吻(01
,Y2十Bm(Y2)十(巧 一 σ1)(1十r))】(9ユ2)

に よ って 定 義 す る.(9.12)よ り,σ1=01(θ)は η(01,θ)=0に よ っ て 定 義 さ れ る.こ の と き,

0{(0)は

c(・)-
nclCl,0・(9.・3)

と表 され る.こ こ で,c*はE[u]を 最 大 化 す る01の 最 適 値 で あ る.さ て,

ηθ(01,θ)eE[(X12-(1十r)u22)m(Y2)】(9.14)

と な る.ゆ え に,

・・(c*,0)イ[u・2(α,Y2+(Yl-・i)(・+r))

一(1+りu22(Of
,巧+(珊 一 〇妻)(1+r))】m(Y2)dF(Y2)

=u、2(C1,M+(yi-Of)(1+r))

一(・+r)　 (α
,M+Yl-lil)(・+r))ズm(〃 ・)dF(・ ・)

一 ズ[(・ ・22-(・+r)uaaz)(vam(x)dF(x)dye

O(9.・5)

8坂上[17】ではSandmoが 仮定 したように不確実性の もとではもちろん確実性の もとでもaciaY
l>0で あると

い う仮定を用 いているが,こ こでは議論を単純化す るため に,よ り強い仮定を用いてい る.
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となる。(9,15)の右辺の第二項を部分積分することによって

物(¢,・)一(抛 一(・+物)rMJm
O(yz)dF(馳)

一[(u122-(・+帽(∬(∬ 鵝ω ・F(〃))dx)M

O

+ズ[∂(X122-(1+r)uaza8Y
2)(pUaO(∬m@)dF(y))di!ldye(9.・6)

が得 られ る.

以下において∂(uiaa‐(1+T8Ya)吻22)が非負であることを証明する.絶 対的プルーデンス関数

はC2に 関 して減 少 し01に 関 して増加す ると仮定 されているので,

∂ac2(uiaa‐(1+rX22)uaaa)≦ ・(9.・7)

とな る.こ こ で,(ろ=Y2+(Yl-lil)(1+r)で あ る.9他 方

∂(w、22-(1+r)u222)

aY2

-

∂ac2(uiaz-(1+rua2)uzza・uaz)

一

∂ac2(uiaa-(1+ruaa)%222)'X22+X122一 島 ま γ)u222'v222(9.・8)

が 成 立 す る.C2に 関 して のuの 凹 性 と(9.17)に よ り,(9.18)の 第 一 項 は 非 負 で あ る.(ろ に 関

して のuのDARAはu222≦0を 含 意 して い る.か く して,u122-(1+r)X122≧0が 示 さ れ

れ ば,(9.18)は 非 負 で あ る こ とが い え る.さ て.

∂(駕、2-(1+加22)
u122-(1+r)uaaa=ac

e

-

∂ac2(u12-(1-1-rU2)uaa・u・)(9.・9)

であ る.

・1・1・において示 され脚注9に おいて述べ られたごと く,(a)絶 対 的危険回避関数 は(b

に関 して減少 し,01に 関 して増加するという仮定はa8Ca(u12-(li-r)uaaua)≦0を 含意 して いる.

この結果 と,勉22<0お よびX12-(1+r)uaa>0よ りX122-(1+r)uaaa≦0が 成立する.か

くして,∂8Ya)uaaa)は 非負であることが示 され た,@,(d)とTSD変 換の定義 によっ

て,(9.16)の 右辺の第一項は非負である.こ れ らの結果 とTSD変 換の仮定 とは(9.16)の 右

辺の第二項 と第三項 は非負であることを示 している.か くして,ηθ(σf,0)は 非負であ り,こ

のことはc(0)≧0を 含意 している.ゆ えに,TSD変 換 は第一期の消費を増加す る(証 了).

仮定(α)はSa皿dmoに よって提案 された.Sandmoは この仮説を減少的時 間的危険回避

(decreasing七emporalriskaversion)の 仮説 と呼んでいる.

・この不等鵡0、 に関して渺 し・・}こ関して勵 吋 る絶 」危錮 避関数に対してはa(+pia-C1+r
ug)u22)≦ ・

が成立するという事実のSandmo[18】 における証明と同様にして導出できる.
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第III部

連続時間消費一ポー トフォ リオ問題



第10章

い くつかの基本的消費一ポー トフォ

リオ問題

10.1確 率的機会集合を伴 う消費一ポー トフォ リオ問題

最初 に,漸 近 的正常価格水準仮説 を満足す るMer七〇n[9]の 例に対応す る場 合を考察す

る.1こ の仮説 は,"0≦T<t<ooに 対 して,

limET[P(t)/P(t)J=1(10.1)
t→ ◎◎

を満足す るP(t)が 存在す る"と いう仮説である.こ こで,P(t)は 時刻 七における資産価格

である.Mer七 〇nは,こ の仮説を満足する例 として

P(t)=P(0)exp(vt),(10.2)

および

dP/P=β{[φ+vt-lo9[P(t)/P(0)1}dt+.,(10.3)

を挙げて いる.こ こで,φ ≡k+v/β+σ2/(4β)で あり,k≡log[P(0)/P(0)1で ある.y④

をy④ ≡Iog【P(t)/P(0)】 と定義す る.こ のとき,Mertonに よれば,伊 藤の補題を用いるこ

とによって,Yの 動学はOrnstein-IJhlenbeck過 程に従 うことが示 される.具 体的には,

dY=β(π+vt-Y)dt+.,,(10.4)

となる.こ こで,π ≡φ一σ2/(2β).

さて,以 下のような無 限期 間消費一ポー トフ ォリオ問題をMertonは 考えている.い ま,

二つの資産が存在す るとす る.一 つは一定の利子率rの 無危険資産である.も う他方はその

収益率が(10.3)の 過 程によって記述され る危 険資産であ る.ω は危険資産のポー トフォ リ

1Merton【9,pp,154159】を参照.なお,この節を含めて第三部で用いられる数学的手法については田畑[131
を参照.
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オ における重みであ り,Wは 富であるとする.効 用関数は負の指数型効用 関数を仮定す る.

すなわち,

U(c,t)_‐exp(‐roc)(10.5)
η

であるとす る.こ こで,c(=c①)は 時刻tで の単位時間あた りの消費を表 している.こ の場

合の消費一ポー トフォ リオ問題に対する基礎的な最適性方程式は

・ 一 一exp(一 ・♂)+Jt+Jyy[w・(β(φ+vt-Y)-r)W-1-rW‐c*]η
+2Jwww*aW…+櫛+vt-y)

+2JYYQz+加 懈 ・2(・o.・)

と表される.こ こで,派 生的効用関数」は

」(剛 ≡ 鴫軻 °゚σ(・(・)・・)ds・(・o.・)

と定義される.そして最適規則は

w*W-一 痂(β(φ篇y)-r)-JYWJ
WW(・o.s)

お よ び

l°g(Jw)(10
.9)c*_‐

η

とな る.Mertonは(10.6),(10.8),お よ び(10.9)を 解 く こ と に よ って,最 適 規 則 を 明 示 的 に

求 め て い る.w*は

げ 一(1十E)[α 瞬)諜 髯(°22+v-r),(・o.・ ・)

と表 され る.こ こ で,α(P,t)≡ β{φ+レ ォーlog[P(t)/P(0)】}で あ る,c*は

♂-rW+,鷄
。y・

剥 β・・+CI/+爭(誓+〃-r)Y+a(t)・(・0.・ ・)

と表される.こ こで,

・(t)≡ 農 一・+β劉1(・+2p
r)(βφ一r)+詈(誓+〃-r)

一爭(βφ一誓)鴎
、(甼 φ… β聯

一£
、(βφ一誓)(咢+U-r)+黔+β φ… β+咢)

/32v2t2十

2σ2T

(10.12)

である.な お,v>rで あると仮定 されている.

Mertonは これ らの最適規則を幾何的ブ ラウ ン運動仮説の もとでの最適規則 と比較 して

いる.

71



10.2ボ ア ソ ン過 程 を含 むMertonの 例

この節においては,Merton[91の 第5.8節 における二番 目の例 に対応す る場 合を取 り上

げる.2こ の場合においては,各 人 は賃金y④ を受け取 る.賃 金増加の動学は,

dY=edq,(10.13)

と表 され る.こ こで,Eはy④ の一定の増分で あり,qは 母数λのボアソ ン過程であ る.効 用

関数は以下の ごとく仮定 される:

U(c,t)=exp(‐pt)w(c).(10.14)

ここで,

。@一 一王 砥P(一 η。)

η

で あ る.こ の 場 合 に は 基 礎 的 最 適 性 方 程 式 は

0=u(c*)一 ρ1(W,Y)十 λ[1(W,Y十E)一.τ(W,Y)]

十Imo,(W,Y)[(w*(fc‐r)十r)W十Y‐c*]

+1酬 剛 σ2げ2W2,(・o.・5)

となる.こ こで,1(W,Y)ニexp(pt)」 『(W,Y,t)で ある.

Mertonは,(10.15)よ り最適消費規則と最適 ゜ トフォ リオ規則を導 出して いる.す な

わち,ω*は,

げ 一
r(彑η)赤(・0.・6)

と な り,c*は

♂-r[W(t)Y(t+-
r)+金1一 萼(一 寧)]

+歩 卜+・+(劉(・o.・7)

と表され る・なお,(m7)に おけるλ11-e翳(一η`)は,λ>0の ときに1ま,賃金率 に対す る(期

待)将 来の増分の個人の危険回避を反 映 した,無 危険市場率よりも幾分高 い率で資本化 され

た価値であると意味づ け している.

さ らに,Mertonは 次の式によってX(t)を 定義 している.

σ区(t)工=Eo{U[}厂(t)]}.(10・18)

X① は時点tで の確実 同値賃金率 と呼ばれている.こ の とき,確 実 同値賃金所得 フローの

資本化された価値が次の式 によって与え られることを示 している:

°°

exp(‐rs)X(・)ds‐Y(°
r)+λ[1一 離 一φ1d・(・o.・9)∠

2Merton【9
,pp.147-149】 を 参 照
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第11章 ゜

時間に依存 した効用関数の もとでの

い くつかの消費一ポー トフォ リオ

問題

11.1序

多期間モデルにおいては,通常,第10章 におけるごとく効用関数は時間的に加法的であ

ると仮定されている.し かし,これらの効用関数はいくつかの難点を有 している.第 一に,

ある時点での消費からの効用は過去の消費に依存するかもしれない.こ の可能性は時間的

に加法的な効用関数では表され得ない.こ の難点を避けるために,時 間的に依存 した効用関

数が考えられている.1第 二に,時 間的に加法的な効用関数の場合には,時 間的代替の程度と

危険回避度を区別するのは不可能である.こ の難点を避けるために,再 帰的効用関数が考え

られている.

この章では前者の場合を考察する.無 限期間の消費一ポー トフォリオ問題が第2,3節 で

考察される.第2節 においては,時 間に依存 した負の指数型効用関数に関するIngersoll[7]

の結果を補足する.そ れから,Constantinides[1]の 手法を用いて政策の最適性と唯一性を確

認する.第3節 においては,時 間に依存 した負の指数型効用関数のもとで,確 率的機会が存

在する無限期間の消費一ポー トフォリオ問題とボアソン過程を仮定する無限期間の消費一

ポー トフォリオ問題を考察する.こ れらの問題はもともと時間的に加法的な負の指数型効

用関数に対 してMertonに よって考察された.第4節 においては,Ingerso皿によって研究さ

れたHindy-Huang-Krepsの 枠組みでの無限期間問題に対して 同一の問題を有限期間で考

え,最 適方程式に対 して陽表的な解を導出する.最 後の節では結語を述べる.

1連続時間設定では
,Constantinides[1],Ingerso皿[7】,およびSundaresan【121を参照.
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11.2基 本 的 無 限 期 間 消 費 一 ポ ー ト フ ォ リ オ 問 題

11.2.11ngersollの 結 果 の 補 足

最初 に,Ingerso皿 によって考察 された二つの資産のモデルを概観す る.こ のモデルは最

も基本的 とみなされ る.そ れか ら,こ の枠組みで負の指数型効用の場 含を具体的に考察す る.

Ingersollは 効用関数が時間に依存する場 合における消費一ポー トフォリオ問題を考察 し

た.Ingersollの 第4節 において考察 されている消費一ポー トフ ォリオ問題は以下の ようで

ある.二 つの資産が存在す る.一 つは一定の利子率rの 無危険資産 である.も う他方 はその

収益率が次の過程によって記述 される危険資産である.

dP

P一ｵdt+・ 伽 ・(m)

ここで,{w(t)}は 標準ウ ィーナー過程である.μ>rで あ り,配 当はな いというこ とが仮定

され る.2

1ngerso皿 は効用 関数 はHARA型 効用 関数であると仮定す る.す なわち,

u(。細 一 三(。。+b、。-b、 彩一η)・.(・ ・2)

ただ し,a,bl,わ2≧0,w'(・)>0,w"(・)<0,そ して'Y〈1で ある.こ こで,cは 消費率で,X(t)

と 痴)は 過去の消費の効果を表す二つの状態変数であ り,

x(t)≡ 舵一嘘 齠 畝

・(t)≡m・ 一禰 ん ・一 ・(畝(・1.3)

のよ うに表 され る.こ こで,k,m>0で ある,こ れ らの状 態変数の各 々は,過 去の消費の

指数的に平滑化 され た平均を表 し,kとmは 重みづけ関数の母数である.Ingerso皿 よれば,

C(t)と ¢(t)の間,お よびc① と〃(t)の間の限界代替率はそれぞれ,

劣1・ 一 一bla<o,

募 一b2a>o,(・ ・.4)

となる.か くして,のは時間的代替効果を表し,yは時間的補完効果を表す.負 の指数効用の

駘 は(11.2)に含まれないということに注意すべきである.派 生的効用関数は

J(W,x,y)-maxEtfePis-tau(c(s),x(s),y(s))ds.(11.5)
c,wt

と定義される.こ こで,ωは危険資産のポー トフォリオにおける重みであり,ρは時間選好

の母数である.Wは 富であり,その蓄積を表す式は

dW(t)=W(t)fw(t)P+(1‐w(t))rdtl‐c(t)dt,(11.6)

2本章を通してこの二資産モデルが用いられる.危険資産の瞬時の期待収益率は場合ごとに変えられている.
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と な る.Ingersollに よ っ て 導 出 さ れ た ご と く,J5)に 対 す る偏 微 分 方 程 式 は 一 般 的 に は,

・-w(♂ 細+12w・ σ・w・Jww+[(r+げ(μ 一r))W-♂1痂 一 ・J

十 鳶(C*一 毋)ゐ 十m(c*一 〃)ら,(11.7)

と な る.3♂ と ω*は 次 の 式 に よ っ て 決 定 され る:

0=u。 ・(*C,x,y)一 鵡+んJ房+ηJ診,(11.s)

0=ω*σ2ワ 「2痂w・ 十(μ 一r)WJyy.(11.9)

(ll.7)を

maxφ(ω,¢ 四 ¢,雪)=0,(11.10)
c,w

と表すと,φ脚 く0と φる。一φむ φ餮く0と いう条件は通常の内点での最大値が存在するこ

とを保証 している.JWW<0な らば,こ れらの十分条件は満足されている.以 降において

は,Jww<0と 仮定する.

負の指数型効用の場合について,Ingersolは 脚注において 」(W,x,切 と相対的危険回避

関数R(軍 劣,切の形を導出した.し か し,最適なcとwの 形を明示 しなかった.ま た,本

文において(pp.69&700)時 間に依存した負の指数型効用関数についての消費行動を説明し

た。しか し,これは数値的になされていた(お そらく最適なCの 表現のみを非明示的に用い

て.下 記において与えられているJ(W,x,ω の形は,Ingersollによって与えられた形とは少

し異なっている.こ の相違は仮定された効用関数の違いによると見なされる.4

Sundaresan[12]は 一→ 没 均衡 の 枠 組 み の 中 で,u(c,z)=一 表exp(一 φ1c+φ2β)(φ1>φ2≧

0)を 考慮 し,J,最 適なc,お よび利子率を導出 していることに注意すべ きである.

直接(11.7),(11.8),お よび(11.9)を 解 くことによって,時 間に依 存 した負の指数型効用

関 数 の 場 合,す な わ ち,鎚(c,¢,〃)e一 毒exp(一 φ1c一 φ蝿+φ3〃)(φ1>0,φ2≧0,お よ び

φ3≧0)に お け る解 を 得 る:

J(四 毋,雪)=-bexp[-r(φ1十 た(ち一md〃)W一 γ4コ慶毋 十 丁(ち刎.(11.11)

こ こ で,

わ ≡ か ・[一(ｵ一r2
rQ2)2-Pr+1],

(11.12)

で あ り,

♂-1(φ1十 袴d毋一md〃)w蜘

3これはIngerso皿 【7】の中の方程式(16)で ある.
41皿gerso皿[7】によって与え られ ているJ(四 ¢

,y)は 次のようである:

・陶)一 ÷ ・ト ゆ ・kblmb2
r-{-kr-}-m)W一 痒 、　 制 ・
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+㈱+(μ 一r2
rQ2)aP‐+一 一r・]・(・ …3)

げ 一
r(ｵ一rφ1十k(∫¢ 一 η宏4〃)。・W,(・ …4)

で ある.こ こで,4¢=k+rお よびdv=藷 である.Jww<0を 仮定 して いるので,

φ1+kd田 一m賜>0が 成 立する.5時 間的な補完(代 替)効 果のみが存在す るときには,す な

わち,φ2=0(φ3=0)の 場合 には,危 険資産に投資 される富の量は標準的な場 合,す なわち,

φ2=0か つ φ3=0の 場合よ りも常によ り大 きい.

D(t)=[((μ 一r)w(t)十r)W(t)-C(t)]dt十 σω(t)W(t)dω,(11.15)

なので ω*と ♂を(11.15)に 代入すると,

dw-{舌(畑 嘱)卿)+齬 ・一晋 靭 一云[(ｵ一r2
rQ2)2÷ ・1

+((μ 一r)2φ
1十 鳶(オ毋一ητ(ら)r。・}dt+(φ 、毒 γ噛)r。 伽(・ ・ユ6)

となる.次 にd♂ について考察す る.伊 藤の補題を(11.13)に 適用す ることによって,do*は

dc*一 計(φ1一 トk(ち一m〔ち)(一艶+艶)W(t)一 厩(一 艶

+艶+・ ン(t)+嘱(一 艶+窘m-m→ 〃(t)

+((ｵ一r2
γσ2)2÷ ・)(一艶+窘 一 ・)+(μ 夛)2]楙

+景 伽,(・ ・ユ7)

と表 さ れ る.Var[dWJ,Var(dam),Var(dc*)Var(dW)は 以 下 の よ う に な る.

V・r[dW]=
r、(φ、+鴇 ㌦)・ σ・dt,(・ …8)

Var(dc*)一(髴 基)2-dt,(・ …9)

Var(dc*)

Var(d4V)一 誇(φ ・孤 一 噛)2・(11.20)

消費の変化の分散と富の変化の分散との割合は,0<一 表晦+諤4〃<2(一 麦ら+諤 内 く0

あるいは2<一 麦晦+量4")で あれば,時 間に依存 している場 合のほうが標準的な場合に

おけ るよ りも厳密 に小 さい(大 きい).い ずれの場 合にもVar(do*)は 同じであることに注意

す る必要が ある.

5この節におけるのと同じ理由で,この条件はやはり第11.3,11.4節においても適用される.
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11.2.2c*とw*の 最 適 性 と一 意 性

前の副節において,Jを 求 めた.し か し,一 般的にBellman方 程式の解 は価値 関数の一

つの候補 にすぎな い。Bel㎞ ㎝ 方程式の解 が最適であることに対 する通常用 い られ ている

十分条件は次の ようであ る:

(α)任意 のw,,と 〃に対 して,

IJ(W,x,y)1≦M(1+1例+1の1+1〃1)h(11。21)

を満足す る定数Mとhが 存在する.

(b)J(W,x,切 は(W,x,〃)に つ いて二回連続微分可能である.6

負の指数型効用の場合にこれ らの条件をJが 満た しているか どうか について考えてみ る.

」は(W,x,y)に つ いて指数 関数であ る.ゆ えに,条 件(b)は 満足 されている.他 方,(11.21)

の右辺は1副 につ いてのべ き関数である,す なわち,1釧 んと近似 的に見な され うる.か く

して,固 定 されたWと 夐の もとで任意のxに 対 して条件(α)の 不等式が成立す るの は不可

能である.し たが って,条 件(α)は 満足 されない.ゆ えに,こ のJが 最適であるか どうかは

明白ではない.更 に,c*と ω*の一意性は明 らかではない.

以下 において,負 の指数型効用の場 合に,c*(t)とw*(t)は 最適 であ り,か つ,唯 一であ

ることを確証す る.ま た,W(t)の 形を明示す る.0(c,x)=7-1(C(t)一 劣(t))了の場合を考察

す る時にConstantinidesが 用 いた手法 と同 じ手法を用いる.

C(s)=C*(s),ω(S)=w*(s)がt≦sに 対 して成立 していると仮 定す る.最 初 に8≧tに

対 して,

d[r(φ1十 翩、,-m4〃)W(8)十 γ賜妖5)一 γ喝藪8)]

一[-nr+(ｵ一r
a2)2]ds+μ ま 丁伽,(…22)

が 成 立 す る.こ こ で,n=(劣 謬2+e T-1.ゆ え に,

r(φ・+鵬 一 幅")W(s)+rd卿(s)一 帽 汐(s)

=r(φ1+瀉 毋一md〃)w(t)

+劇 一噸)+[-nr+(μ 調 個一t)

+μ 一r(ω(・)一 ω(t))(11.23)
σ

が 成 立 す る.8≧tに 対 して は,

exp[一 ρ(s-t)]Et【exp(一 φ、c一 φ2の+剱)1

=exp[-n-r(φ1十(オ3,ゐ 一dim)W(t)-4の τ切(t)十dory(t)]

一 ・「(一・+一(劉 鈴一t)(・ ・鋤

6た とえ ば
,Fleming&Rishel[4,p.159】 を見 よ.
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とな る.ゆ え に,

」(W(t),の(t),〃(t))

一 吋 °゚砥 ・[一・(・-t)】(一 読)・ ・p(一 φ・C(・)一φ・・(・)+φ ・〃(s))d・

一 一か ・[-n-r(φ1十 鳶dの一mdy)W(t)

一γ(ち¢(t)-1-7d
〃〃(t)](11.25)

が 成 立 す る.7・$M(t)を 次 の よ う に定 義 す る:

M(t)≡ ズ 砥・(一・・)(一云)・・p(一φ・c(・)一φ・x(・)+φ・・(・))ds

十exp(‐pt)J(W(t),x(t),y(t)).(11.26)

伊 藤 の 補 題 を 用 い て,dM(t)が 求 め られ る.1V(t)に よ ってdtの 係 数 を表 す.こ の とき,N(t)

は(c,w)に 関 して 凹 で あ る.か く して,N(t)を 最 大 に す るC,wを 求 め る と,

・ 一 計(φ ・+臨 嘱)W(t)一 た晦・(t)+嘱 〃(t)

+(μ 一「2
rQ2)2÷ ・ド(瑚

w-
r(ｵ一rφ1十鳶(オ澱一m〔 ち)。・W一 げ(11.2s)

と な る.c=c*お よ び ω=w*に 対 して はN(t)=0.ゆ え に,ルfω は ス ー パ ー マ ル チ ン

ゲ ー ル で あ る.し た が っ て,

Eo

O°°・xp(一 ・S)(一云)・xp(一 φ・c(S)一 伽(s)+φ ・・(s))ds

≦J(w(0),x(0),夐(0))(11.29)

が成立す る.こ こで,等 号はc=♂ かつw=w*の 時成立す る.か くして,c*とw*の 最適性

と一意 性は確証 された.9

W(t)は

W(t)-W(・)
r(φ 、+読 一 嘱){一 鴫(・(t)一 ・(・))+rdy(y(t)一 ・(・))

+[-nr-1-(/c‐r
σ2)2]t+ｵ一rQ(ω(t)-w(・))}(・ ・…)

と表 され る.

7ここでの積分順序の入れ替えについてはHarrison[5 ,p.131]を 参照.
8坂上 エ10]ではこの節に関 して一部の箇所で'J"の 代わ りに"V"が 用い られている.
9効用 関u(・

,・)一 ÷(・・+⑲ 一η)7であるときに・C*と ω*の最適性 と一意性 は時間に依存す 韻 の指

数型効 用の場合に用いられたの と類似の ステ ップによって確証 されうる.こ れ は 咲c,勾=17(c一 切7に 対する

c*と げ の最適性 と一意性に関す るConstantinidesの 結果の僅少な一般化であるだろう.
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11.3確 率 的機 会 集合 を伴 う消費 一ポー トフォ リオ 問題(Mer-

tonの モ デ ル の拡 張)

最初に,漸 近的正常価格水準仮説を満足するMertonの 例に対応する場 合を考察する.10

ここでは,効用関数wは 時間に依存した負の効用関数であると仮定する,す なわち,

・(幗 一 か ・(一φ・c一 φ・・+φ ・・)(・ ・.31)

であるとす る.こ の場 合,基 礎 的な最適性方程式は

0=w(C*,x,夐)+Jt+痂[ω*(β(φ+vt-Y)-r)W+rW-c*】

+2Jwww*aWa・2+脚+vt-Y)

+12JYYO'2+加 滞 σ2+赫(c*‐x)+Jim(♂ 一 ・)(…32)

と表 され る.J『 は

・ 一 一歳 …{-r(φ ・+鵬 一嘱)W-,套;
。y2

+
Qtrf/3vt+Co+今(σ2-一 　-v-r2)]y一 噸+囎 一・(t)}

(11.33)

と表 され る.こ こで,

・(t)2
r2-・+β 劉1(・+罕)(C/1)+Q2r2(誓+〃-r)

-
r(βφイ)]+舞(禦+β φ一r一 β+咢)

一
。咢 、(βφ一a22)(誓+v-r)+祭(禦+β φ一r一 β+咢)

+β 翳2(・ ・.34)

である.ω*は

げ 一(・+髪)【 ・(p,t)-r】 畷(誓+〃-r(φ

、+鵬 一mdy)rQ2W)(・ ・35)

と表 され る.こ こ で,α(P,t)≡ β{φ+vt‐log[P(t)/P(0)]}で あ る.C*は

♂ 一 孟{r(φ・+鵬 一嘱)W+,1舞 ゾ

瀞 〃・+βφ一r+今(芸+v-r)1y一 喇 ・(t)}
(11.36)

10第10 。1節を参照.な お,Merton【9]は 最適なwとcを 導出したが,」の具体的な形には言及 していな い.
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と表される.Mer七 〇nの場合におけるごとく,v>rで あると仮定されている.(11.35)と

(11.14)を較べると,μがαω,t)に等 しいとき,危 険資産に投資される富の割合は 漸近的価

格水準仮説のもとでのほうが幾何的ブラウン運動仮説の場合よりも常に大きいことが分か

る.ま た,た とえ α<rで あっても,漸近的価格水準仮説のもとでは,正 の量の危険資産が

保有され うる.こ のことは,幾何的ブラウン運動仮説のもとでは起こり得ない.

次に,危 険資産に投資される富の量に対する漸近的正常価格水準仮説の影響を,時 間に

依存 している場合と標準的な場合とで比較する.時 間的補完効果(代替効果)の みが存在す

るとき,すなわち,φ2=0(φ3=0)の とき危険資産に投資される富の量は時間に依存 してい

る場合のほうが標準的な場合(φ2=0か つ φ3=0の 場合)よ りも常に大きい(小 さい).一

般的には,φ1+kdの 一m喝 〉(<)φ1のとき危険資産に投資される富の量は時間に依存 して

いる場合のほうが標準的な場合よりも常に小さい(大きい).
2

え翻 瓢 嬲 謙 編 騾 認 鮎 咢一r)}によつて謙
V・r(dc*)とVar(dc")V¢rdW)は

Var(dc*)一 φ毒{(・+知)-r]+鍔(惑+v一 悩

+轟{βy(t)一 ト ・+βφ一r

+套(Q222+v‐r)dt,(・1.37)

Var(dc*)

Var(dW)一 籌(φ・孤 一嘱 尸+・(y(t)・t)(・1.38)

とそれぞれ表される.こ こで,α(Y(t),t)はyω とtの 非負の関数である.Var(dc*)が

x,夐によって影響されないということはやはり成立している.消 費の変化の分散の富の変化

の分散に対する割合は第11.2節 の(11.20)に おけるそれよりも小さくはない

11.4ボ ア ソ ン 過 程 を 伴 うMertonの 例 の 拡 張

この節 にお いては,Mertonの 第5.8節 におけ る二番 目の例 に対応す る場合 を取 り上げ

る.11効 用関数は以下のごとく仮定 され る:

U(c,x,y)=exp(‐pt)u(c,x,y).(11.39)

ここで,

u(c,x,y)一 一云 砥 ・(一φ・c一 φ・x+φ ・・)

で あ る.こ の 場 合 に は 基 礎 的 最 適 性 方 程 式 は

0=u(c*,の,雪)-pl(w,Y)+λ[1(W,Y+()-1(W,Y)]

11第10 .2節 を参照.
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十Iw(W,Y)[(ω*(μ 一r)十r)w十y-c*】

+21WW(W,Y)・ ・げ2晒 即 一 嘱m(♂ 一 ・),(・ 瑚

とな る.こ こ で,1(W,Y)=exp(切)J(W,Y,t)で あ る.1(W,Y)は

1(W,Y)一 一b・・p卜(φ ・+厩 一嘱)W一 噸+吻 一(φ・楓 一m叫(・1.41)

と表 され る.こ こで,

・ ≡ 毒 α甲[・+1(一 ・鋤(-kd5+m勅k一 λ一(μ訓

(11.42)

で あ る.w*は,

げ 一
r(φ、薫 ≡矯)。 ・W(・ ・.43)

とな り,♂ は

c*一 云(φ1十鳶dコニーητ〔ち)[W+Y
r一 金一1+咢1黔 煢 一砺k]

一舮+罸 ゆ+赤 卜+・+(μ 最 ア](・ 蜘

と表 され る.(11.43)と(11.14)を 比較す ると,w*は この場 合と幾 何的ブラウン運動 仮説の場

合 と同じである.

時間の影響が存在しない場含には巫響1ま 賃金率に対する(期待)将来の増分の

資本化された価値であった.時 間に依存 している場 合には,φ1は φ1+た 晦 一md"に よって

置き換えられなければならない 他方,騨 は φ1に関して減少関数である.か く

して,時 間的補完効果(代 替効果)の みが存在す るとき,す なわち,φ2=0(φ3=0)の とき

賃金率に対す る(期 待)将 来の増分の資本化 された価値は時間に依存 した場 含のほ うが標準

的な場 合よ りも大 きい(小 さい).一 般 的には,φ1+kd、-m喝 〉(<)φ1の とき賃金率に対

す る(期 待)将 来の増分の資本化 された価値は時間に依存 している場 合のほうが標準的な場

合 よ りも常に小 さい(大 きい).

また,確 実同値賃金所得 フローの資本化 された価値につ いては,危 険回避の係数 φ1+

kd田一m鰯 を有す る標準的な負の指数型効用関数を仮定すれば,φ1を φ1+贓 、,-md"で 置

き換える点を除けば,標 準 的な場 合の(10.19)と 同じ式が成立す るだ ろう.こ こでの枠組 み

においては(10,19)の 右辺 は将来収入の現在価値であることに注意すべ きである.

dW={[(μ 一γ)w*(t)+r]W(t)-c*(t)}dt+Qw*(t)W(t)面

+Y(t)dt+dY(11.45)

であるので,

Var(dW)[.、(φ
、+崙 ㌦)・ 。・+E2]dt.(・ ・.46)

が 成 立 す る.(11.44)よ り,Var(do*)は

V・r(dc*)一(傷 葬)2-dt+(招 誇1)(φ ・孤 一嘱 撫(瑚

s1



と表される・懈 鶻 は

Var(dc*) _
Var(dGV)(云)2(一 一m内 櫛,蝌(・1.・ ・)

と表され る.こ こで,α(φ1,φ2,φ3)は φ1,φ2,お よび φ3の非負の関数である.

Var(dc*)はxと 彩によって影響され る.第11.2,11.3節 において取 り扱われた場qに お

いてはVar(d♂)はxとyに よって影響を受けないとい うことを思い出すべ きである,前 の

副節におけるごと く消費変化の分散の富の変化の分散 に対する割合 は,第11.2節 の(11.20)

における場合よ りも小 さ くはな い.

ここまで,無 限期 間の枠組みの中で考察 してきた.次 節 においては,興 味のあ る有限期

間の消費一ポー トフォ リオ問題を考察す る.
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11.5Hindy-Huang-Krepsの 特 定化 の も とで の有 限期 間消

費 一 ポー トフォ リオ 問題

無限期間の枠組みの中で,Ingersollは 標準の場qとHindy--HuangKreps(HHK)の 特定化

における場 合とを比較 した.彼 は時間的代替のみが存在すると仮定し,効用関数はu(z)=多

であると仮定 した.HHK特 定化 にお いては,現 在の消費 は現 在の効用 には貢献 しない.か

くして,彼 は,第11.2節 の(11.2)に お いて α=0,bl=1,煽=0,お よび η=0を 仮定 した.

さ らに,HHK特 定化 においては,W<W*(x)の ときには,最 適消費計画 はゼ ロであ るよう

な,xに 依存 した富の水 準w*(x)が 存在す る.12こ のWに 対 して彼 は,J(W,x)を 具体的に

求めた.13

一般的に
,投 資家は彼等の状況に応 じて様 々な期 間を考えて いる.か くして,こ の問題

を有限期間の枠組みの中で考察 し,期 間Tの 最適プランに対する影響を調べ ることは興味

のあることであろう.仮 定はIngersollの 場合 と同じである.か くして,た とえば,第11.2節

の(11.2)に おいてα=0,bl=1,b2=0,お よび η=0を 仮定す る.投 資家が有限期 間Tを

有 しているときの偏微分方程式は

・一 ・(一・t)lxy_1
ry2(ｵ一r)・ 藩+rWJw+Jt一 駄W〈 囎 ・(・ ・.49)

と表 され る.現 在時点toに おいては,

x(t・)一 ☆ ・卜k(t・-T)k(・)dT(・1.・ ・)

で あ る.s(>to)に 対 して は,

・(・)一 弧
,姻 ・一・)]・(・)d・

s

一 膿 砥 ・[k(・一 ・)1・(・)dT+k」3・ ・p[k(・ 一 ・)]轍(・1.51)

が成立す る.to<T<sに 対 してはc(丁)は ゼ ロなので,

x(s)-rt°k」eacp[k(T一 釧 ・(ψ

一 心 ・[k(丁一t。)]ex・齢 ・一脚 ・

=¢(to)eXP[-k(8-to)](11.52)

と な る.か く し て,」(0,亀 孟o)は

」(0,¢,オo)-1Texp

yto(怫(to)ex・ 卜lc(s‐to)]蹄

12Hindy -Huang-Krepsの 特 定化 の 詳細 な説 明につ いて はIngersoll[7,pp.703-704】 を 参 照.

131㎎ ・rsoll[7]に お い て1'=71 一 ノ1'(P・705),W*(・)=昌 ・(p.706)は そ れ ぞれ1'=kryl-

kz・1',W*@)=1-k(n -≡≒)¢と表 され るべ きで あ ろ う.
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一 誓

,薫 ・xp(一 ・t・){・一 ・xp[一(・+kry)(T-t・)]}(…53)

と表 され る.単 純化の ため,遺 贈ゼ ロとす る.し たが って,境 界条件 は

1(o,t・)-」(0爵 オ゚ ),

1==kryl‐Icz*1=,

J(W,x,T)=0(11.54)

と な る.こ こ で,z=Wx,z*=W`x,そ してJ(四 毋,t)≡ が1(z,t)で あ る.偏 微 分 方 程 式

(11.49)4ま

ex・(一 ・t)11

ry2(ｵ一rv)・12+rzl=lzz+lt-kyl+kzl=一 ・(・ ・.55)

と な る.1(z,t)の 形 を

・(z,t)-

y(漏)・ ・p(一・t){・ 一 ・xp[圃(t-T)]}(聴 α)・(…56)

と推測す る.14も との形(」(W,x,t))で の解 は

」(喇 一1・一・・[・一・・…)(・-T・]臣 ・+(き ≡琴)㌦ 曜 寸W<W*(x),

(11.57)

と な る.こ こ で,

1-a
w*(x)=k(

α 一y)x,

(1-△)θ+ξ △ 一[(1-△)θ+ξ △】2-4(r+k)(1-△)ξα =
2(r+lc)(1-△)'

ξ=ρ+嘘,

θ一1(咢 り2+一 ξ

で あ る.こ こ で,△ ≡exp[(ρ 十 初)(t-T)】=exp[ξ(t-T)】 で あ る.Ingersollは α を 富 一 危

険 許 容 母 数(theweaユ 七hrisktoleranceparame七er)と 呼 ん で い る.α は 実 数 で あ る こ と に 注

意 す る必 要 が あ る.15

Tに 関 して のW*の 比 較 静 学 に つ い て は,補 注 に お い て,W*はTに つ い て 厳 密 に 増 加 関

数 で あ る こ とが 示 さ れ る.16

14(11 .54)に おける境界条件を満足 しT→ ◎Qの ときに1皿gerso11の1(z)と 形が一致 する1(z,t)の 最 も一般的

な形は,AをA(t)に よって置き換えた(11.55)で あ るだろ う,し か し,A(t)はtに 依存 しな いということが判明す

る.
15補注A .1を 参照.さ らに,補 注A.2に おいて,有 限期間モデルでは,標 準的な横断性条件が α〉'Yを保証する

のに十分であることが示され る.
16補注A .3を参照.
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11.6結 論

この第三部では主として,次 の三っのことを行った.第 一に,時 間に依存する負の指数型

効用関数に関するIngerso皿[7]の結果を補足した.第 二に,時 間に依存する負の指数型効用

関数のもとで,Merton[9]に おいて考察されていた無限期間問題に対 して,Mertonに よっ

て導出された時間加法的な場合(時間加法的な負の指数型効用関数)に対応する解を含む陽

表的な解を導出した.最 後に,Hindy-Huan曾1(repsの 特定化のもとでの 無限期間問題に対

して,同 じ問題を有限期間の枠組みで考察 し,対応する最適性方程式に対 して明示的な解を

導出した.こ の解はT→ooの ときには,Ingersolに よって与えられた解になる.

Merton,Ingersoll,お よびSundaresan[12】 がいくつかの例外(た とえば,Ingersollにお

いては,消費の非負性がHindy--HuangKrepsの 特定化のもとでの消費一ポー トフォリオ問

題に対 して課されている)は別として制約条件の無い消費一ポー トフォリオ問題を考察 した

ごとく,本稿においても消費と富に対する非負の制約を考慮に入れなかった.か くして,時

間に依存 している負の指数型効用関数に対する解がそうであるように,本稿で導出された制

約条件の無いもとでの解のいくつかは これ らの制約を満足 していない.C似&Huang[2]

は時間に関して加法的な場 合においてこれらの条件を考慮に入れた.Sundaresanが 述べて

いるごとく,CQX&Huangと 同様の分析が時間に依存 している状況においても必要だろう.

さらに,最 適性方程式(ベ ルマン方程式)に対する明示的な解を導出することに焦点を当て

たということに注意すべきである.厳 密に言えば,こ れらの解が実際に最適であることを確

認する必要がある.第11.2.2節 においてこのことを行っただけである.Jを 推測する方針は

次のようであった.Jは 時間に依存した効用関数と同じ型であると仮定 した.さ らに,Jの 型

はこの仮定のもとで出来る限り一般的であるようにした.
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補 注

A.1富 一 危 険 許 容 母 数(thewealthrisktoleranceparameter)に つ い て

[(1-△)θ+ξ △12-4(r+k)(1-△)ξ

一 ξ△+(・ 一△)[1(〃 ≡「ア ーr-k-d2古 ・(・一△畑)(μ ≡「尸,(A.・)

が成立することに注意せ よ.か くして,α は要請 されているごと く実数である.

A.2横 断性条件

無限期間モデル において,標 準的な横断 陸条件が α〉ッを保証す るのに十分であるとい

うことがIngersoll[7]に よって示された.こ れ らの標準的な条件は

ρ>0,(A.2α)

・〉・卜1(μ ≡r)2、≒](A.・ ・)

である。以下において,有 限期 間モデル において もこれ らの横断性条件はやは りα>yを 保

証す るの に十分であることが示 され る.こ の不等式,す なわち,α 〉ッは

(1-△)θ+ξ △ 一[(1-△)θ+ξ △]2-4(r+k)(1-△)ξ>2(r+k)(1-△)y(A.3)

と表 され る.(A.3)は

(r+Ic)(1-△){(1-△)y[(r+k)ツ ーθ+ξ1+ξ(1-y)}>0(A・4)

に還元す る.y<1で あるので,ξ(1一 の>0と なる.か くして,y[(r+旬 ツーθ+ξ1≧0で

あるな らば(A.4)が 成立 し,a>ッ とな る.y[(r+k)ry一 θ+ξ]〈0で あれ ば,

y[(r+k)ツ ーθ+ξ]一 ξ(1-y)>0(A・5)

が成立す ることを示せば十分である.

a-2(ｵ一r
v)2桝 駅

なので,(A.5)は

ξ(・一・)>7[网(・-y)+1(ｵ‐ra)2]・(A.6)

と表 され る.(A.6)はIngersollに おける(A.7)(p.709)の 中の不等 式 と同一 であ る.か く

して,Ingersollに よって示 されているご とく,(A.6)は(A,2.b)か ら導 出され る.ゆ え に,

y[(r+k)y一 θ+ξ]<0で あるときには,α>7も やは り真である.

A。3比 較静学
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以下にお いて,∂>W*8T>0で あることを示す.こ の 目的のために,最 初にαの △に関す

る比較静学を考察する.麩 は,次 のように表される:

∂α1η

∂△2(r一 トk)(1-△)2

{・一「θ+、隻 一・(幗]/J(θ+、 隻)2-4讐 η}・(A.・)

(θ+、穿 一4響 η一[θ+、 窒 一・@+k)]2-・ 糊,(A.・)

が成立す るので,a≪ao>0と なる.か くして,αは△に関する厳密な増加 関数である.△ は,T

に関する厳密 な減少関数であるので,W*はTに 関す る厳密な増加関数 であ る.
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