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内 容 梗 概

本論 文 は,シ ステ ムの入 出 力 特性 を非 線 形 領 域 にま で広 げ た 自律系 の 非線

形 発 振 器 と非 自律 系 の問題 にっ い ては位 相 同期 ル ー プ に よる同期 の 問 題 に関

して,筆 者 が防 衛 庁技術 研 究 本 部 オ3研 究所 に入 所 以来 の 研究 の成 果 と,大

阪大 学 院 工 学 研究 科(通 信 工 学専 攻)在 学 中(昭 和42住4,月 ～44年3,月)

に行3zっ た研 究 の 成果 をま と め た もの で 桑 る。

第1章 に澄 い て は,従 来 行 左 われ て きた この種 の 研 究 概要 を系 統 的 に記 述

し,本 研 究 の 関連 性 左 らび に意 義 を述べ,本 研 究 の 必 要性 を 明 らか に し,位

置 づ け を行 浸っ た。

第2章 で は,真 空 管,ト ラン ジス タ,デ ィ ジ タル10等 の 能 動 素子 の 入 出

力特 性 を逆 三 角 関数 雄 ガ1で 近 似 して,多 安 定 の マ ル チ バ ィ ブV一 タ を含

む各 種 の非 線 形発 振 器 を表 現 でき る と ころの2階 の非 線 形 常微分 方 程式 を求

めたo

Q(尖 鋭 度)の 高 い発振 器 で は,P,増 幅器 の 利 得,増 幅 器 の 入 力 部 に あ

る直 流 バ イァ ス と増 幅器 の遅 延 特性 の影 響 にっ い て ボゴ リュ ー ボ フ ・ミ トロ

ポ リス キ ーの漸 近 法 等 を用 い て,そ れ等 発 振 器 の 自励 発 振 条 件,や わ らか い

発 振 条 件,馳か た い発 振条 件,発 振振 幅,発 振 角 周波数 等 を求 め る こ とに ょ り

そ れ らの 振 舞 を 調べ,さ らに発 振 周波 数 の 離 謁 にっtiて 考 察 を行 な っ た。 漸

近 法 で 求 めた 解 に つ い て は,計 算 機 に よるRunge-Kutt｢数 値解析 法 の 結

果 と比 較 検 討 した。 .ヒ'

多安 定 マ ル チ バ イ ブ レ ー タにつ い ては 論 もに 双安 定,3安 定 マ ル チ バ イブ

レ_タ の 特 異 点 の 性 質 につtiて 調 べ,ル ー プの パ ラ メー タの決 定 につ い て検

討 を行 左 っfz。 計 算 機 に よる数 値解 析 に よ り位 相面 に 誇 い て軌 跡 の 振 舞 を調

べ たo



第3章 で は,2周 波 発振器 について考察 を行った。 理 論 的解析 は お もに,小

振 幅動 作 に つい ては摂 動法 を,大 振 幅動 作 に つい て は 漸 近法,近 似 双記述 関

数 を用 い,発 振条 件,解 の 振 幅の 安 定性,発 振 に優 先権 の ある こ と友 どを 調

べ た。 小 振 幅動 作 の場 合 は特 別 の仮 定 をお け ば,フ ー リエ解 析 が 可 能 に な の,

オ1近 似解 が 求 まh,そ の 結 果,従 来 か ら良 く知 られ て い るVarderPol

の 結:果の一 般 化 で ある こ とが わ か っ たo

第4章 では,位 相 同期 ル ー プ に よる発 振 器 の 同期 を考 察 した。 位 相 同期 ル ー

一 プに は種 々の 問題
,種 々の解 析 方法 が あ るが,こ こで は信 号 は ラ ンダ ム プ

aセ ス に よっ て 振 幅,周 波 数 変 調 さ れ て い る。 そ して平 均 値0の 白 い ガ ウス

形 雑 音 が重 畳 す る と仮 定 し,シ ス テ ム を一 般 的 に表 わ す ベ ク トル 。マ ト リッ

クス微 分 方程 式 の変 数 は,マ ル コ フ プ ロセ ス と仮 定 で き,そ の 仮定 の も とで

は,そ の 微分 方 程 式 は フオ ッカ ・プ ラ ン ク方 程式 を用 い て解析 す る こ とが で

きる。 定 常状 態 を仮 定 す る と位 相同 期 ル ー プの 一番 興 味 ある位 相 誤差 にっ い

ての 確 率 密度 関数 が一 次 の ル ー プの 場 合 は厳 密に そ して 高 次 の ル ー プの場 合

には 近 似式 が求 ま っ た。 そ して システ ムのパ ラメー タと上 で 述べ た位 相誤差 と

の 関係 を調 べ たo

振幅 が 一 定 の信 号 と重 畳 雑 音 との 位 相 同期 ル ー プ に よる同期 の問 題 は,ル

ープのSNRが 高tiと きには 近 似 的 に カル マ ン フ ィル タの特 別 左場 合 と左 り
,

リカッ チ方 程 式 を満 足 す る ときJL一 プは最 適化 され る。2次 ル ー プの 場合 に

つtiて 計算 機 を用 い て シ ミユ レー シ 。 ンを行 左い フオ ッ カ 。プ ラン ク方 程式

で求 め た近似 式 との検 討 を行3zっ た。

第5章 で は,太 論 文 の 総 括 的 な締 め括 りで あっ て,本 研 究 に よっ て得 られ

た結 論 の 記 述 を行 左 っ た。



第1章 緒 論

無 線 通 信 の著 る しい進 歩 の 中 で,宇 宙 通 信 は ま た一 際 華 やか で あ る。 この

宇 宙通 信 ある いは テ レ メー タ等 の 受信機 で,位 相 同期 ルー プ を使 った復 調 器

(位 相 同期復 調器)が 広 く使 用 され る よ うに な ρ て久 しい。 位 相 同期 ルー プ

(PLL)は 従 来 の リ ミッ タデ ィス ク リミネー タ方 式 に比 べ て ス レ・ッ シ ホー ル

ドが改 善 され る とい う理 由 の ため に使 用 され る よ うに な った の で あ るが,こ

のPLLは ウィーナ理 論 や カルマ ンの最 適 推定 の理 論 に よって 最適 ル ー プの「

種 に非常 に近 い とtiう こ とが理 論 的 に示 され て,復 調 器 と して優 れ た もの の

一 種 で あ る こ とが わか っ た こ とが ,PL五 が広 く使用 され るよ うに な った一 因

で あ る と思 わ れ る。 無 線 通 信 に 澄 け る変 復調 の 問題 と最 適 推 定 に おけ る問題

とを併 せ て考 え て見 る と き信号 源 で ある送 信側 と信 号 処 理 部 で あ る受信 機 は

密 接 な関係 が あ る。PLLを モ ジュ レイ シ ・ン トラ ッ キ ング で使 用す る と き

は,受 信信 号 には フ ェー ジ ン グや ドップ ラが か か っ てtiる こ とや 発振 器 の ド

リフ ト等 の ため に信 号 にス ペ ク トル の広 が りを持 つ こ とが最 終 的 には 受信 機

の 限 界 で ある最 小 受 信 感 度 を定'め て しま う。 と ぐに マ イク ロ波 の 通 信 で は発

儲 の信号のスペハ ル砿 髄 醐 題ほ6(・),送 信機 ・受信機め瀦

の 改 善 に よっ て,ト ラ ッキ ン グ フ ィル タを使 っ た シス テ ム の高 性 能化 が期 待

さ れ る。

以 上 の 観 点 か ら この論 文 で は 誇 もに発 振 器 とPLLに 関す る問 題 につ い て

論 じる。

非 線形 振 動 論 で は 自律 系 と非 自律 系 に分 け,自 律系 で は 自励 振 動系 を,非

自律 系 で は強 制 振動 を論 ず る ことが 多'い。 この論 文 で は 自律 系 では駆 動 関 数

を含 ま ない で で きる だけ・一般 的 な場 合 に つい て,非 自律 系 で は従 来 か らゐ謂

一1一



ゆ る強 制 振 動 では な く,PLLを 用 い た 同期 の 問題 につ い て 述 べ る。

この論:文作成 に当 っ て行 な っ た研 究 につ い て,方 法 論 的 に述 べ れ ば 次 の よ

うにな る で あ ろ う。

ω 与 え られ た 回路,シ ステ ム の動 作,物 理 現 象 が ある。

② 非 線 形 領域 ま で考 慮 して,回 路,シ ステ ム の解 析 可 能 な非 線形 微 分 方 程

式 を立 て る。

(3)非 線 形 方 程式 を解 く。

(4)解 か れ た 結果 か ら与 え られ た回 路,シ ス テ ムの動 作,物 理 現 象 を どれ だ

け説 明 で きた か。

この論 文 で は,(1)に ついては 筆 者 等 の実験 結果 もあるが,先 輩 諸 兄 の仕

事 に負 う所 が 多 く,お も に(2)～(4)の サ イ クル を繰 り返 え し行 な った結

果 に よる ものが 多 い。 この論 文 に現 われ る非 線 形微 分 方 程 式 の 多 くは 筆者 の

オ リジナ ル で あ り,解 き方 につ い て は 多 くの数 学 者 に よっ て証 明 され て い る

結 果 を用 い て式 の誘導 を行 な っ てtiる 。

1.1t｢n'の 入 出 力特 性 を持 った 発振 器

非線 形 振 動 の研 究 は,ド ・フ ォ レに よる1906年 の三 極 真空 管 の発 明以 前

か ら,例 え ば レ イ レイ卿 等(2)'(3)に よっ てす でVC研 究 さ れ て い る。 電子

技 術 を使 っ た反 結 合 の 自励振 動 系 の発 振 器 は 三極 真 空管 の発 明以 後 だ と思 わ

れ るが,こ の章 で取扱 う問題 の原 点 を三 極 真 空 管 を使 っ た反 結 合発 振 器i(C求

め る こ とが で きるほ ど古典 的 で そ して重 要 な問題 で ある。1920年V｢nder

Polは,VanderPolの 微 分 方 程 式 は小振 幅 動作 の 時,非 常 に良 く理論 と

合 うこ と をi.し てい る。VanderPolの 微 分 方程 式 は三 極 真空 管 の入 出 力

特 性 を3次 式 で近 似 してい る こ とが特 徴 で あ る。 以 後 多 くの非 線形 振 動 論 に ー

一2一



関す る著 書(4)～(14)が 出版 さ れ た カ・自励 振 動 系 の問駄 つ い て はい ず れ

もV｢nderPolの 微 分 方 程 式 が 原 点 に なっ て い る,発 振器 の 問題 を 非線 形

問題 の立 場 か ら論 ず る時,大 別 して 物理 現 象 の説 明 に論 点 を置 ぐ工 学 的 方法

(15)～(33)と 与 え られ た微 分方 程 式 を鰍 とい う数 学 的方 法
,(34)～(36)

の2種 類 の研 究 の 進 め 方 が あ る よ うに思 え る。 本 研 究 は 訟 もに前 者 の進 め 方

を とる。

トンネ ル ダ イオー ド等 の負性 抵 抗 素 子 を除 い て,真 空 管,ト ラ ン ジス タ,

デ ィ ジタルIC等 の素子 を使 っ た発 振器 の 説 明 に小 振 幅動 作 の場 合 を除 い て,

V｢nP.MPolの 微 分 方 程式 だ け で 説 明す る の は大 変 無理 が ある。 新 た に定

性 的 に も,定 量 的 に も物理 現象 を 良 ぐ示 す こ との で き る微 分 方 程 式 が 作 られ,

理 論 的 に解 析 され 工学 的意 味 で の考 察 を され る ことが望 ま れ る。 例 えば,ト

ラン ジ ス タ発 振 器 の非 線 形 につ い て研 究 したNester(30)の 論 文 で示 され て

い る微 分 方 程式 は,VdnderPol以 来 の研 究 につ な が る もの で あるが,注

目 して い る点 が異 な るた め に非 常 に解 きに くい微 分 方程 式 に な っ て い る。 そ

して この方 法 では共振 回 路 の 中心 か らの離 調 もほ とん ど調 べ られ た し,非 線

形 振 動 論 や 自動 制 御 理 論 で得 られ てい る定 性 的 な結 果 とも重 な り合 わ ない。

2安 定,3安 定 の マル チ バ イブ レー タ にっ い て は(32)(3の が あるが,い

ず れ も1階 の 徽 分方 程 式 か2階 の 線 形微 分方 程 式 に注 目 して解 い て い る。 し

た が っ て トラ ン ジス タのON→OFF,OFF→ONの 時 の過 渡 特 性 は調 べ

られ ない。 そ して 自動 制御 理 論 等 で 良 く澄 こな う,安 定,不 安定 に関 す る理

論 も応 用 しに くい。・

筆 者 は 能 動 素子 の入 出 力特 性 を逆 三角 関 数 如 ガ 重 で近似 して種 々 の発 振

器 を解 析 した が ・ この 研 究 で取 扱 っ 牟微 分 方 程 式 はほ とん ど筆 者 の提案 した

もの で あ るの で,発 振 器 の研究 の この よ うな工 学 的 な取 扱 い方 につ い て は類
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似 の研 究 の例 を ほ とん ど他 に見 ない。 しか しそ の 数学 的側 面 に つい て,ボ ゴ ・

リュー ボ ブ,ミ トロポ リス キー,Bendixson,窺 α勉 π吻 等 の数学 者 の業

績 に負 うと ころが 多い。

この研 究 の発 端 は文 献(23)に 示す よ うに デ ィ ジ タルICを 使 った発 振 器

の実 用化 に あった。 デ ィ ジ タル ∬0は リニ アICに 比 べ て価 格 は安 ぐ,性 能

も安 定 して い る。(37)～(39)事 実,デ ィジ タルICを 用 いた 水 晶 発振 器 で

一800C～+80℃ ま で発 振 す る例(27)が 報 告 され て い る。

電子 回 路 技 術 の 一 つ の方向 と して従 来 ア ナ ログ量 で 信号 処 理 して い た 所 を ・

デ ィ ジ タル化 して信 号 処理 を し よ うとす る傾 向 が あ る。(38)筆 者等 の 行 な

っ た 実験(23)で も発振 器 の 出力 と して2相 の パ ル ス 出力が 得 られ,こ れ ら

デ ィ ジ タル化 の要 求 にそ う もの で ある。

デ ィ ジタ ルICを 用 い た発 振 器 の 実用 化 に際 し,最 小 限 必 要 と思 わ れ る理

論 的側 面 につ い ては 筆 者 の 知 り限 りに 誇 いて はほ とん ど知 られ て い なか っ た。

筆 者等 の研 究 中 とほ とん ど時 を 同 じ くして,Sc・tt(15)が 筆 者等 の 考 え て

い た微 分 方 程 式 とま った く同 じ微 分 方 程 式 を発表 し,そ の微 分 方 程 式 は真空

管 や トラ ン ジス タ を使 用 した発 振 器 の大 幅動 作 の 説 明 に大 変 便 利 で あ る こ と

と ルー プの利 得 が1よ りわず か に大 き く,そ して 共振 回路 の ρ が大 きい場 合

につtiて 第1近 似 解 を示 した にす ぎな い。 同 じ微 分 方程 式 に つ い てMuLhal｢nd

(16)が1つ の パ ラ メ_タ で示 され る限 界 につ い て考 察 を した
.し か し これ

らの発振 器 の大 振 幅動 作 の 説 明 と しては,は なは だ不 十 分 な もので あ る。 し

た が っ てScottも 施 昂 露 α記 も大振 幅 動 作 につtiて は解 い てい ない。

筆 者 はScottが 求 め た微 分 方 程 式 を筆 者 も同 時 に独 立 に求 め た の で あ る

が,こ の微 分 方 程 式 よ りもさ らに入 力 の 直流 バ イア ス の影 響,能 動 素子 の遅

延 特 性 を含 む,よ り一 般化 した微 分 方 程 式 を求 め て い る。 そ して そ れ らの微
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分 方 程 式 の大 幅動 作 の 解 析 の 結果,す で に周知 の 物理 現 象 の理 由づ け が行 な

わ れ,そ してそ れ らの回 路 の 設計 法 に つ いて もか な り明確 に な った。

この章 で は さ らに(37)～(59)の 文 献 を 於 もに参 照 した。

1.2位 相 同期 ルー プ に よる発 振 器 の同期

発振 して い る発 振 回路 に周期 的 で十 分 大 き な振 幅 の外 部 入 力 が あ る場 合,

そ の 二 つ の 周波 数 の差 が 十分 小 さ け れば そ の発 振 器 の位相 に 同期 され る で あ

ろ う。 この よ うな現 象 を 同期 現 象 と呼 び,こ の と きの周期 的外 部入 力 の こと

を同期 信号 と呼 ん で い る。 同期 の問 題 は 非線 形 振動 論 に澄 け る強 制 振 動(非

自律 系)の 問題 の 中 の 重 要 な テ_マ の一 つ で あ る(60)～(62)。

同期 して い る発振 器 と外 部入 力 との位相 誤 差 に 関す る微 分 方 程 式 は文 献(60)

が 示す よ うに一 次 の位 相 同期 ル ー プ の位 相 誤 差 に関 す る微 分方 程 式 と酷 似 し

て い る。 ブ ロ ック ダ ィア グ ラム的 に2種 類 の 同期 現 象 を分類 す れ ば,一 つ は

開 ノL一プ に よる方法 で あ り,い ま一 つ は 閉 ルー プ に よる方法 で ある。 そ れ ぞ

れ 目的,用 途 に応 じて,取 捨 選択 す れ ば良 い。 この よ うに同期 に関 す る2つ

の方 法 は いず れ も重 要 で あ るが,高 級 な シス テ ムに 現在 使 わ れ,将 来 も使 わ

れ るで あ ろ う。PI,Lに つ い て,こ の論 文 では 取 扱 う。

PLLの 応 用 は コ ヒ レン ト 。 トランス ポ ンダ,周 波 数 復 調 器,周 波 数 てti

倍 と分 周 器,PCM信 号 の ビ ッ ト同期 等 が あh,身 近 には 白黒 テ レ ビ ジ ョン

の 水平 醐,カ ラー テ'レ ・ ジ ・ンの 色耀 回晦 ・あ る(63)(64)。 文 献(65),

(66)に 示 す 筆 者 の特 許 等 もPLLの 利用 技 術 の一 つ で あ る。PLLを 使用

した 受信 機 はほ とん どス ー-¥一 ヘ テ ロダ イ ン方 式 を用 い て より複雑 に な る傾

向・が あ るが,そ れ らの もっ と も重 要 な利 用 は人 工 衛 星 か らの 非常 に 弱い 信 号

を 受 け る こ とに あ る。PLLの 宇 宙 利用 は最 初 の ア メ リカの 人工 衛 星 の打上
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げ と共 に始 ま り,多 くの学 者 の学 問 的研 究 へ の 興 味 を呼 び起 こ した。PLL

につ い て の記 述 は早 や1932年 に ド ・ペ ル シー ズ(67)に よっ て 出版 さ れ て

訟 り決 して 新 しい技 術 では ない,PLLは 従 来 の リ ミッ タデ ィス ク リミネ ー

タ方 式 に比べ て ス レシ ホー ル ドが 改 善 され る とい う理 由 の た め に宇 宙 通 信 あ

るい は テ レ メー タ等 で広 く使 わ れ る よ うに な っ て か ら,PLLに 関 す る研 究

論 文 も急 速 に数 を増 した。

PLLの 問題 を大 別 す る と次 の よ うにな ろ う。

(1)周 波 数 同期 ル ー プ との 比 較(68!～(73)

(74)～(78)(2)特種 なル ー プ

(79)～(80)(3)同期 引込 み

(81)～(102)(4)同期 は ず れ

(4)の 同期 は ず れ の 問題 に つ い て は,ほ とん ど信号 に雑 音 が 重 ね合 わ さ れ る場

合 につ いて 解 析 され て い る。 そ してそ れ らの解 析 方法 に つい て も古典 的 な方

法(89)～(91)と ベ ク トル 空間 を用tiマ ル コ フプ ロ セス を仮 定 した 状 態変 数

に ・る噺(93)～(・ ・2)・ 分 肪 こ とが で き ・ う.そ れ 等 の轍 は駈 の 「

問題 と して重 要 な ス レ シ ホー ル ド附 近 の信 号 対 雑 音 比(SNR)の 問 題 を扱

っ て い る。

PLLの 解 析 方 法 は 文 献 に載 げ た よ うに 多 くあ るが,本 論 文 で は マ ル コ フ

プ ロセス が フ ォ ッカ ・プ ラ ンク方程 式 を満 足 す る とい うす で に数 学 的 に証 明

さ れ てい る事 実 か ら出発 してい る。 本論 文 に先 立 つ関連 の文 献 につ い て述 べ

る こと に よっ て 本研 究 の意 義 と位置 づ け を行 な う。

この研究 と比 較 的類 似 してい る と思 わ れ る論 文 につ い て言 及す る。1次 と

2次 のル ー プ につ い て研 究 を行 な ったViterbi(84)(93)はF・P方 程 式 を

用 い て ル_プ の振 舞 につ い て詳 細 に調べ た。 同様 にLinsey(100)～(102)
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は 変調 を受 け てい ない一 般 的 な系 につ い て同様 の手 法 を用 い て解 析 を行 なっ

た。 そ して実 験 結果 につ い て も非常 に良 く合 致 す る こ とが確 かめ られ てい る。

そ こで 筆者 は これ らの研 究 よ り もさ らに一 般 化 した変 調 を受 け て い る信号 の

モ デ ル にっい て解 析 を行 な い,最 適化 の 問題 につ い て もす で に解 かれ てい る

Kalman(103)の 結果 等 を比 較 で きる よ うに工 夫 したSnyder(104)の モ デ

ル で解 析 を行 ない,ル ー プの ス レ ッシ ホー ルが 何 で決 ま るか に つ い て,そ し

て ス レ ッシ ホー ル ド附近 の挙 動 につ い て 明 らか に した。 しか し手 法 的 には条

件 付 期 待 値 の近 似法 等 で,Viterbi(93)の 方 法 に ど ち らか とい え ぱ 近 い よ

うに 思 え る。

位 相 同期 ル ー プの 問題 は最 終 的 には最 適 化 の 問 題 に な るで あろ う。F・P

方 程 式 は事 前 確率 で ある ため に シン セ シ スの問題 に な りに くい。 特 殊 な例

(1次 ル ー プ)に つ い て は厳 密 解 が求 ま る ので解 け る例 もあ るが,一 般 に は

何 と もいえ ない。 しか し,線 形 と仮定 してRicatti方 程 式 か ら受 信系 を設

計 した と きの非 線形 に よるペ ナル テ ィはF・P方 程式 を解 く こ とに よって得

た 近 似式 で 澄 澄 よそ 見 当 は つ ぐ。

さ らに次 の よ うな文 献(105)～(115)を この 論文 作成 に あた っ て参 照 し

た。
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第2章 tan-1の 入 出 力特 性 を持 った発 振 器

2.1緒 言

能動 素子(真 空 管,ト ラン ジス タ等)の 入 出力 特 性 をt｢n-1で 近 似 した オ

ー トノー マス な発振 器 の解 析 が さ か ん に発 表 され て い る(15)～(26)。 そ れ

は,そ の関 数 の微 分 が 容 易 で あ る こ とに一 因 してい る と思 わ れ る。一文 献(15)

で は 入 力電 圧 対 出力 電 流 の入 出 力特 性 を,そ して(19)～(26)で は 入 力 電圧

対 出力 電圧 の入 出力 特 性 を 如 ガ 塞で 近 似 してい るが,こ れ は解 析 す る うえ に

本 質 的 に異 な る問題 では ない。 そ して そ れ ら以 外 の 入 出力 特 性 の組 合 わ せ で

も発振 器 は作 られ る で あ ろ う。

真 空 管 や トラ ン ジス タ等 をt｢n一'で 近 似 す る長 所 は文 献(15)で も指 摘す る

よ うに,大 振 幅 動 作 の 解析 の便 利 さ に ある と思 え る。 そ れ らの文 献 が 解析 の

困難 さ を指 摘 してい るが,そ れ はt｢n一'xの 巾級数 展 開 が無 限 に続 く ことに

一 因 してい る と思 え る。

能動 素 子 の入 出力 特 性 を 如 ガ1で 近 似 した 発 振器 か ら作 られ る微 分 方 程式

がV｢nderPoLを 含 む(15)か ら とい っ て も,非 常 に理 想 化 した式 で あ る。

文 献(24)1(CVdnderPolの 微 分 方 程式 を一 般 化 した式 と して,振 幅 と周

波 数 の第2近 似 解 が 示 され て い るが,例 え ば水 晶 振動 子 の4(尖 鋭 度)が

、06程 度 あ る こ とを考 え る と(29),文 献(25)でTさ れ て い るバ イア スの

影 響 を考 慮 して も,周 波 数 の離調 項 は1/4zの 次数 で利 く量 で あるか ら,

通 常 の場 合 ほ とん ど無 視zき る量 で あ る。 した が って発 振 周波 数 の 自然 周波

数 か らの離 調 を 問題 にす るか ぎ り更 に高 次 の近 似解 を求 め る よ りは,第1近

似 解 で周波 数 の離 調 項 を含 む よ うな,よ り実 際 の 電子 回路 に近 い一 般 化 した

ブ ロ ック ダ イア グ ラム を求 め る ことの方 が よ り現 実 的 で あ る と思 え る。 しか .
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し非 保 存 系 の 高調 波 解 析 では 第2近 似解 を求 め ない と高調 波 の 関係 が調 べ ら

れ ない場 合 が あ るが,t｢n_iで 近 似 した発 振器 の第2近 似解 が求 ま る の は, .

さ き に も指摘 した理 由 のた め に,例 外 的 に しか 存 在 しない で あろ う。

無安 定,単 安 定,多 安定 の3種 類 の マ ル チ バ イブ レー タ はいず れ も回路 は

よ く似 て い る。 一 っ の運 動方 程式 か らこの3種 類 の マル チ バ イ ブ レー タを説

明 す るため に入 出 力特 性 を 詑 ゼ1で 近似 す る こと は解 析 の上 に大 変 便 利 で あ

る。 マ ル チ バ イブ レー タ の理 論 的背:景 を調 ぺ る と きは,ど うして もそ の運動

方 程 式 の解 析 が必 要 に な って くる。 しか し,多 くの 解 析 が静 的 で ある よ うに,

そ の運 動 方 程式 を解 く とい うこ とは大 変 に 困難 で あ る。 発 振 器 の解 析 が主 に

リ ミッ トサ イ クル を求 め るの に対 し,多 安 定 マ ル チバ イ ブ レー タで は不安 定

領 域 か ら安 定 領 域 へ の 軌跡 を求 め る こ とに な ろ う。 双 安定 マル チ バ イブ レー

タ と同様 に,ブ ッシ ュ プル増 幅器 の ク ロス オー バ歪 を利 用 した三 安 定 のマ ル

チ バ イ ブ レー タ を考 察 して い る。 しか しマ ル チバ イ ブ レー タに つい て は効 果

的 な解 析 方 法 が 比 較 的少 な い。

この章 を簡 単 に要 約す る と,真 空 管,ト ラ ン ジス タ,デ ィ ジ タルIC等 の

能 動 素子 の入 出力 特 性 を逆 三 角 関数tan-1で 近 似 して,多 安 定 の マ ルチ バ イ

ブ レー タ を含 む 各種 の 非 線形 発振 器 を表 現 で き る と ころ の2階 の非 線 形常 微

分 方 程 式 を求 め る。

Q(尖 鋭度)の 高 い発 振 器 で は,2,増 幅器 の 利得,増 幅器 の入 力 部 に あ

る 直流 バ イ ァ ス と増 幅器 の遅 延 特 性 の影 響 につ い て ボ ゴ リュー ボ フ 。ミ トロ

ポ リス キー の漸 近 法 等 を用 い て,そ れ 等発 振器 の 自励 発 振 条 件,や わ らか い

発 振 条 件,か た い発 振条 件,発 振 振 幅,発 振 角 周 波 数 等 を求 め る こ と12よ り

そ れ らの振 舞 を調 べ,さ らに発 振 周波 数 の離 調 につ い て考 察 を行 なっ た。 漸

近 法z求 め た解 に つ い て は,計 算 機 に よるRunge一.Kutt｢数 値 解析 法 の結
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果 と比 較 検 討 す る。

多安 定 マ ル チ バ イブ レー タに つ い ては 澄 もに双安 定,3安 定 マ ル チ バ イ ブ

レー タの特 異 点 の性 質 につ い て調 べ,ル ー プ のパ ラメー タの決 定 に っ いて検

討 を行 な い,計 算 機 に よる数 値 解 析 に よ り位 相 面 に診 い て軌 跡 の振 舞 を調べ

る。

2.2回 路 解 析

2.2.1基 礎 方 程 式 の 誘導

この章 で取 扱 う発 振器 の基 本 回路 を 図2.

数 回路 と定 め る。

1の よ うに反結合形 の集 中定

図2.1一 般 的 な 発 振Q路

図2.1の 増 幅素 子 を メモ リー レス(増 幅器 の内 部 に エ ネ ル ギー蓄 積 素 子

が 無 い)と 仮 定 し,ハ イブ リ ッ ド 。マ ト リック ス で表 わす と次 の よ うに 示

す こ とが で き よ う。

〔1::一 隠:〕VI:〕(1・ ・)
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増 幅拳子 の入力 インゼー ダンスを無限大 出力 イン ピーダ ンスを0と 仮定

す る と式(2.1)の911と922は

9ti=0

(2.2)

9zz=0

と な る。 そ し て9i2=0(一 方 向 性)を さ らに仮 定 す れ ば9z、 は 入 出 力 の

軍 圧増 棉 率 に なる。 そ し て電圧 増 幅92、 をKf(0)で 近 似 す る。f(・)は 入

力xの 時 出 力 が ∫ω で あ る こ とを 示す。 図2.2に 等 価 ダ イア グ ラ ムを示

図、.、 発 謹 の 機 能 図

す・、た だ しbは 入 加 あ る直蔀 バ ラ ンス で う る・

帰 還 回路 に入 る フィ ル タ を図2.3の よ うに定 め る。2個 の抵 抗R,,

Rzと1個 の イン ダ ク タ ンスLと1個 の キャパ シタンスCに よ り構 成 され

て い る。 マ ル チ バ イブ レー タ を最 も簡 単 な2階 の 非線 常微 分方 程 式 で表 わ

そ うとす れば,こ の よ う な フ ィル タに な る で あ ろ う。 フ ィル タの伝達 関数

は 図2.3か ら

.

図2.3 フ イ ル タ
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F(s)一LCR
2S2+(五+0.R、R2)S+R、+R2

.2と 図2.3か ら 回 路 の 基 礎 方 程 式 は

り
LOR,X十(L+CR,R2-KOR!R2ノ'(X))α:

+(Rl+R2)x-Kf(x)一 〇

∫・ ω_⊥ ∫ ω.4劣

式(2.4)は 次ゐ よ うに変 形 で き る。

コの む

x+ε 〔1-hf'(x)〕ca+・s-rf(x)一 〇

CR,RZs十1

図2

(2.3)

(2.4)

(2.5)

(2.6)

た だ し

z_LCRZKQI
o-R

1+R2r=R,+RZ

L+CR,R2KCRIR2(
2.7)εωo=,k=・R

,十RZL+CR,Rz

式(2.、6)で 示 さ れ る 発 振 回 路 は 図2.4の 機 能 図 で も示 す こ と が 出 来 る。

図2.4 溌 振器 の機 能図
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能 動 素 子 の 出 力 の 信 号 をvと す る と 図2.2か ら

v=κ 舌αガ1(vF(s)+b)

フ ィ ル タ ー の 伝 達 関 数 を

ES+r

F(s)=
Sz+ε5十1

式(2.8)と(2.9)か ら

.K'(ε5+r)v一(SZ+Es+1)t｢nv+(52+ε5+1)b

式(2.10)を 変 形 とす る と

v+2sinv・v・+bv-KE。 。S・vv一.Kv。 。s2v・v

+sinvcosv+bcostv=0

(2.s)

(2.9)

(2..10)

(2.ii)

式(2.11)を 解 析 的 に解 く ことは大 変 困難 で あ る。 しか し実際 の場b

は発振 器 の 出力 と して入 力 の波 形 よ り も出力 の波形 の方 が 重要 で ある場 合

もあ ろ う。、そ こで式(2.11)を 直接 解 す ことは しない で9式(2.6)を

解 いて 次 に式(2.8)に つ いて 考察 す る。

式(2.1),(2.2)で 行 なった仮 定 は理 想 的 な演 算 増 幅器 では正 当化

され る で あ ろ う。

多 くの発 振器 で は能 動 素 子 が1個 か.2個 で構成 され る場 合 が 多 い。 この場

合 で も入 出力 の 関係 を4端 子 パ ラ メー タの4個 の うちの1つ で近 似 出来 る

よ うな場 合 では,そ の発振 器 は式(2.6)の よ うな微 分 方 程式 で表 わさ れ

.るで あろ う・ トランジス タ等 を灘 鱒 価Q路 で示 し・その等価 回路か ら

複雑 な微 分 方 程式 を導 く.ことは 出来 る だ ち う。 しか し現 在 の非 線 形 振 動論

に齢 け る研 究段 階 か ら見 て,そ の行 き方 は 何 ら情報 を得 られ ず,か え っ て

得 策 で ない。 ここ では比 較 的容 易 な問 題 か ら段 々 に高級 な 回路 へ と高 め て
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行 く。

2.2.2基 礎 方 程 式 の一 般 的 性 質

非 線形 微 分:方程式 は一 般 には厳 密 解 を得 られ ない の でそ の解 を調 べ る と

き,定 性 的 な 方法 と定 量 的 な方法 で調 べ る こ とが多 い。

定 性 的 な方 法 と して は,特 異 点 の 性 質 を特 性方 程式 やLidp・vn・ が の

定理 に よっ て,安 定,不 安 定 を調 べ る。 リ ミッ トサ イ ク ル の存 在 につ い て

はBendixs。nの 定理,P。in。｢reの 定 埋(10),Le>ins。 。一 翻,ん(8)

の結 果 等 が あ る。 まず これ らの定理 に よってそ の微 分 方 程式 の 諸 性 質 を十

分 知 る必要 が あ る。 多 くの 非線 形 微 分 方 程式 は厳 密 解 を得 られ ない。 近 似

解 です ら困難 な場 合 が 多 い。 この よ うな場 合 で も工 学 上 の発 振 条 件 とか不

安定 とかい う概 念がそれ らの定理 ではっ きりす 翠 け でも設計法 の一部を

な す こ と もあ ろ う。

定 量 的 方法 と して は厳 密 解 を得 られ る場 合 を除 い て は,図 式 解 法,数 値

解 析 法,近 似 的 に解 析 的 な方 法(摂 動 法(5),.平 均 法(6),漸 近 法(7),

Reversi。n法(34)(35))等 力・あ る.こ のPで は 紬 に 図式 灘 につ い

て は等傾 線法 を,数 値 計 算 法 につ い てはRunge一.Kutta法 を,近 似 的 に

解 析 的 な方 法 にっ い て は 澄 もに漸 近 法 を用 い て解 析 す る。

以 下 比 較 的 良 く出 て来 る関 係式 につ い て必要 最 小 限 だけ 示す。

式(2.6)か らy=xと して,式 を変 形 す る。

.dy-e〔1-kf'(x))・ 二針 ・ノ(x)(、.、2)
dxy

した が っ て特 異点 は
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y=0

(2.13)

の 関係 か ら求 まる。 式(2.13>か ら求 査 る特 異 点 の 安定,不 安 定 がわ か

れ ば,ど うゆ う種 類 の発 振 器 か 」 澄 お よそ 区 別 す る こ とが で きる。 しか し

直 接 法 と呼 ば れ る リア プノ フ の第2方 法 等 の判 別 法 が あ るが実 際 の具 体例

を解 くた め には必 ず し も容 易 で は ない。 微 分 方 程式 が リ ミッ トサ ィ クル を

持 た ない た め の判 別 法(十 分 条 件)と して,'し ば しばBendixsonの 第1

定 理 が利 用 され る。 文 献(52)と 定 義,表 記法 を 同一 に とれ ば,

貫:xy)=一&(1x.y)=y一 ゆ 岬.}(…4)

した が っ て 判 別 式 刀 は

aQaP
D=+_=一 ε 〔1-kfノ(x)〕(2.15)
ay ∂x

と な っ て,あ ら ゆ るxの 値 に 関 して 式(2.15)が 定 符 号 を 持 て ぱ,式

(2。6)は リ ミ ッ トサ イクル を持 た な い こ と が わ か る 。

ル ー プ の 大 局 的 な振 舞 を 知 る た め に,し げ しば 等 傾 線 法 が 用 い ら れ る。

式(2.2)か ら

y=rf(x)一x(2.、6)

⊥-+ε 〔1-kf'(の 〕

dx

・勧dy/
x一 一定 のグ ・・を矧 脚 平趾 に副 ・等囎 が彫 れ・

図式解法 として煙利 な方法 であ り・デ ィジタル計算機のRunge一.Kutt

法 の解 の確認 に も役立つ。

以下 ここで用い られ る解析方法 の多 ぐは文献(7)で 示され る漸近 的方法
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に負 うと ころが 多 い が,α 。・S婦 の 信号 に対 す る非 線 形能 動 素 子 の 出力

の フー リエ級数 に注 目 して解 析 して い るの で,自 動 制御 で よ く行 な われ る

記 述 関数 法 と概 念 的 に は密 接 な 関係 が あ るだ ろ う。

2.3一 般 化 し たVanderPolの 式 の 解 析

2。3.1共 振 回 路 の ρ が 大 き い 発 振 器

真 空 管,ト ラ ン ジ ス タ,デ ィ ジ タルIC等 の 能 動 素 子 の 入 出 力 特 性 を

k如 ガ 畢 で 近 似 す る。 文 献(23)で は 筆 者 等 は 入 出 力 特 性 を2晒 ・tan_1

(πkx/2)と 近 似 し た が,k加 π4で 近 似 して も一 般 性 は 失 わ な い 。 図

2.3でR2を 無 限 大 と仮 定 す る と式(2.7)か らr=0と な る。 式(2.3)

か ら フ ィ ル タの 伝 達 関 数 は

RICS(2
.17)F(S)=

LCSZ+R、CS+1

式(2.6)か ら 微 分 方 程 式 は

・・k.

x+x=0(2.18)x+E(1-
1十x2

た だ し

ω&一1i。1・ 妨 一 魯(…9)

ω。は共 振 周波 数 とか 自然周 波 数 とか呼 ば れ る もの で あ る。 式(2.18)

で示 さ れ る よ うな具 体 的 な発 振 回路 は数 多 くあ るだ ろ う。 デ ィ ジタル ∬c

を使 っ 醗 振 器 の ・例 を図2.5VCS。 ・tt(15)の モデ ル を図2。6に 示 す。

2.5と 図2.6か ら共振 回路 のQ(尖 鋭 度)は

Q-1R
,C(・ ・2・)
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図2.6 発i振 回 路

で あ るか らQは 式(2.18)の εの逆 数 で あ る。(45)

1
ε=一Q(2・21)

発 振 条 件 に つ いて 考察 をす る。 微 分 方 程式(2.18)の 特 異 点 は式(2.

13)か ら位 相平 面 上 の原 点(0,0)で あ る。 発 振 を開 始 す るた め に は

特 異点 は不 安 定 で なけ れ ば な らない。 リァ プ ノ フ関数(特 異 点 を除 い て正

定 の関 数)を 次 の よ うに定 め る。(53)
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●

V=y2+x2(2.22)

式(2.22)の 蒔 間 微 分 は,式(2.18)の 関 数 を用tiる と,

2syzV
=一 (x2一(k-1))(2.23)
1十xz

k>1な らば 原 点 の 近傍 でV>0と な り,リ ア プ ノ フの定理 に よ り原点 は

不 安 定 で あ る。k〈1な らば 原 点 の近傍 でV〈0と な り,リ ア ブ ノ フの定

理 に よh原 点 は安 定 で あ る。 した が って 自励 条 件 は,

k>1(2.24)

解
この場 合 附録 豆か らた だ一 つ の 周期 能 を もつ。

次 に発 振 を仮 定 して そ の振 幅 と周 波 数 につ い て考 察 す る。Qは 大 き くε<1

と仮定 し,文 献(7)の 漸 近法 を用 い て解 析 を行 な う。 附録1か らF※(の

は

FX(x)=kt｢n-1x-x(2.25)

附 録1と 同様 にx=.Q・osφ と診 い て式(2.25)に 代入 して フー リエ

級 数 に展 開す る。kt｢n一'(α ・・sφ)は 図2.2の 能 動 素 子 の 出 力 で あ

る。 出力 の フー リエ級 数 展 開 の可 否 が漸 近 法 に よる解 析 の成 否 を 分 け る の

で あ るが,公 式 集(47)か ら容 易 にtan一'acosφ の フー リエ級数 展 開 が

可 能 で あ る。

紬 … φ二 ・三(子 普(一 ・+1-4一｢'
d「2rz-1CO。(,_、)φ

(2.26)

附 録 ∫か ら第1近 似 解 をx=Q・osφ とお くとaと φは 次 の関係 を満 足

し なけれ ば な らない。
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dd
-e〔 、k(一1・1+a2)一 。 〕

2adt

(2.27)
己φ
一1

dt^

式(2。27)か ら過 渡 解 が 求 ま るわ け で あ るが,そ の 積分 は非 常 に困難 で

ある・ 式(・ ・27)で 吻 ・=の ω 蹟 き・ φ(α脚 醐 す る・

2k『 ユ

(一 。・+、 バ 「7一 一 、k)の ノ(Q)=一2十

v'1+α2a

(2.28)ト

φ(α)一 〇の 根 を6と す る と

一(2.29)

a=0

の2根 が 得 られ る。 α=2V%( .k-1)を 式(2.28)に 代 入 す る と

1-kの'ω
=(2 .30)k

と な り式(2.30)か らk>1の と きは 式(2.30)は φ'(の く0と な り,

附 録1か ら・u=2k(k-1)の 振 幅 は 安 定 で あ る 。 α=0の と きは,

φ'(α)=k-1(2.31)

と な り,k>1の 時 は の'(α)>0』 と な り振 幅 は 不 安 定 で あ る。 リ ミ ッ トサ

ィ ク ル(定 常 解)を 仮 定 す る と第1近 似 解 は も と の 変 数 に も ど し て

x=21/k(k-1)Cosωot'(2.32)

式(2.32)の 高 調 波 の 各 成 分 は 附 録1と 同 一 の 定 義 と表 記 法 を 用 い る と

FXn

Fx::ll宝 ご 野 ㌧33)
第2近 似解 をつ くるた め に,附 録1か ら
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÷/τ ノ(6・ ・sφ)・ ・Sφ ぬ φ4φ 一 〇

÷/毛 ノ(αCOSφ)・ … 卿 一dFIXda(・)

な る こと を考 察す れ ば,解 を次 の よ うに 仮 定す る こ とが 出来 る。

x一 。 。。。 φ+,EnFn'x"(・)伽 φ(、.3の
n=2n2-1

ここ に αと φは次 式

婁ll∴(｢)1(2.35)

で決 定 され るB2(α)は 次 の形 で示 さ れ る。

B2(Q>=一読 御4染L毒 三 彗 豊(守

(2.36)

第2近 似 解 は附録1か ら同様 に リ ミッ トサ イ クル(定 状解)を 仮 定 す る と,

角 周波 数,振 幅 はそ れ ぞ れ もとの変 数 に も ど して

ω 一 砺 〔 ε2。 。11一 。Σ8
π=1n(n十1)(㌻1)2π 〕(・ ・37)

x-2V彦(k-1)…(ω ≠+θ)

2n十1

+輩 んi…圭誉Ck-1k)2sin(・n+・)(・t+・)

(2.38)

た だ しk>1,ε<1で あ る。 ω。 は 自然 周波 数 そ し て θは 定 数 で あ る。 式
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(2.18)でlcrl<1(h÷1)を 仮 定 す る と1/(1+x2)は 容 易 に 級 数

展 開 で き,(48)次 の よ うに 変 形 で き る。

コロ 　

・ 一 ・(・ 一 ・)(・ 一 嵩)ltr… 一 ・(・,39)

と な りVαnClerP・1の 微 分 方 程 式 に な る。 式(2.39)に 澄 い て

ゆ

1=霜)/(・ …)

と変 数 変 換 す る と式(2.39)はVαn(leγP・1の 標 準 形 に な る 。 式

(2・40)とk÷1の 条 件 か ら角 周 波 数,振 幅 は 式(2.37),(2.38),

(2.40)か ら 容 易 に 求 ま る。

ω ÷ ω。(μ21一)・(2,4、)
16

X÷ ・…(te'・+・)一 号 ・…(ω ・+・)(・ .42)

1と なb良 く知 られ た 結 果(4)(5)で あ る
。k>1の と きは 式(2.37),

(2.38)は そ れ ぞ れ

ε2
ω ÷ ω・(1一{F) ・(2・43)

¢ 寧2k。 。。(ω6+θ)

†摩 二 。ii圭 鍔 ・1・(・ ・+・)(・t+の .(・ …)
`

式(2.43),(2.44)の 等 号 が成 立 す る とき は能 動 素 子 の入 出力特 性

が ステ ップ 関数 の よ うに折 線 特 性 を もっ てい る と きに相 当 す る。 そ の と き
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振幅に関する微分方程式は

da

dt一 ÷(・k-a)(・ ・45)

初 期 値 を α'と す る と式 ・(2.45)の 一 般解 は

x=〔2k一(2ト ・')一swe・ り …(ω 。t+θ)(2.46)

式(2.46)は 発 振 の立 上 りの限 界 を示 して い る。 そ して振 幅 の 過度 応 答

は一 次 ㊧LPFの 場 合 と同 じで ある。 したが って振 幅 の応 答 の時 定数 か ら

共 振 回路 のQを 測 定 す る ことカ1で き る。 式(2.44)ρ ひ ず み率(高 調 波

と基本 波 の実効 値 の比)は 容 易 に

εVπ2-9
Kf聯

4Vπ 「

=0 .126xs(2.47)

た だ しπは 円 周率 で ある。 以上 の結 果 か ら,V｢nderPoLの 微 分:方程式

の 第2近 似 解 か らは第3高 調波 しか 出 て こな いが,こ こで用 い た微 分 方 程

式 の第2近 似 の解 か らは非 常 に 多 くの高 調 波 が 出て 来 る。 これ は文 献(23),

写 真3の 方形 波 出力 か ら も当 然 の ことで あろ う。

電 子 計 算機 に よる精 度 の 良 い数値 計 算 法 ど して知 られ てtiるRunge一

_Kutt｢法 を用 い て シ ミュ レー シ ョン を行 なった 結果 の周波 数 特 性 を図2.

7に 示す。 振 幅 につ い て は 図2.8に 示 す。 た だ し珪 論 値 は式(2.38)の

基 本 波 の振 幅 成 分2「ゾk(k-1)を 用 い た。 図2。9に 式(2.38)を 用

い て ル ー プ利 得 に よる各 高調 波 成 分 の変 化 を,図2.10に ルー プ利 得 に

よる ひず み の変 化 を示 す。 ル ー プ利 得 を大 き く して 行 くに したが っ て式

(2.47)の 値 に近 づ く。
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図2.7ル ープ利得による周波数の変化 図2.8ル ープ利得による振幅の変化

図2.9ル ープ利得による高調波の変化 図2.10・ ルー プ利 得による歪の変 化

2.・3・2共 振 回路 のQ.が 小 ざ い発 振 器

図.2.5の 共 振 回 路 の 〈～が1に 比べ て十 分!」・さ く,し た が.って ε〉.1の

と きは通 常,弛 張 発振 器 と呼 ば れ てい る。.V｢nderPolの 式 に対 す る

R。y厩%の 式(54)の よ う嗣 。海6一 。 とい う変 換 を式(2.、8)に

ほ どこす と微 分方程式 は

ロロ の

z+ε(z-ktan"1 x)+z=0

-23一
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と な る 。 こ こ でz=ε η,η ま=Etと 変 数 変 換 を し,式(2.48)を 変 形

す る と,

吉 箭 一 一η+讐 π弓 η一 η(・ ・4・)

と な りdη/(ε24η)÷0の 附 近 で

η=一 η+ktdo-iη(2.50)

1例 を 図2.11に 示 す 。 図2.11上 でalか らa2ま で の 定 積 分 を 求 め る。

図2.11マ ルチバ イブ レー タの位相面軌跡

・イ 審 」子=・ ・9・一k
2,・ 餐 、1:(・ …)

式(2.50 、)は ε→ 。。で 漸 近 的 で あ りそ して 誤 差 の 評 価 と し て はEZの 項

を省 略 して い るの で第1近 似 に相 当 す る(55も そ してK>1と 仮 定 す る と

図2.11か ら近 似 的 に｢ia2は そ 泡 そ れ

諜 一炉}・1じ 一 、(2・52)・

一24一



と'な り 式(2.51)に 代 入 す る と

.(π 彦一 ・k-1)Z_Loge

澗

kk(・ ド ゾ 可2-2Log
e(ト1)〔1+(。 、一V備 、)・ 〕(2・53)

も との変数 に戻 して 周期Tを 求 め る と

T÷2ε τ(2"54)

文 献(15)に マ ル チバ イ ブ レー タの1例 と して ε=10,kニ10の 場 合

が載 って 於 りRunge一.Kutt｢法 で解 いた結 果 も同様 に 図2.12か ら約

33秒 で ある。 式(2.54)に 上

の条件 で式(2.52),(2.53)

の 関 係 を使 っ て数 値 計 算 をす る と

約27秒 で あ る。 これ は 図2.12

の ほ ぼ垂 直 に跳躍 す る部 分 を積 分

してい ない か ら小 さ な値 を示 す。

そ して さ らに 大 きな ε,kに 対 し

てはそ の近 似 式 は一層 正確 に な る

で あろ う。 εが大 きい と きは式

(2.53)の 中 にkを 含 む ため に,

図2.12マ ルチバイブv一 タの発振 波 形

式(2.53)か ら定 性 的 に も周波 数 安 定 度 の良 い マル チバ イ ブ レー タを作

る こ とは難 か しい とい うこ とが理 解 で きる。
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2.4バ イ アス を考 慮:し た発 振器

2.4.1シ ン グル増 幅器 に よ る発i振器

多 くの発 振 回 路 では 直流 バ イア ス を安 定化 して,発 振 周 波 数 の安 定 をは

か っ て い る。 直 流 バ イア ス の影 響 の重 要 さ は実 際 の 回路 で は認 め られ てい

るが理 論 的 に は不 十 分 な面 が 多 い。

図2.5の 回路 で 図2.2の よ うに入 力 に直 流 バ イ アス が あ る と回路

方 程式(2.6)よ り

k

1+.(x+b)

式(2.55)は 位 相 平 面上 の原 点(0ジ0)で 特 異 点 で ある。 式(2・55)

を状 態 方 程 式表 示 をす れ ば,

x=y

(2.56)
k

と定 め る と リア プ ノ ブ関 数(特 異 点 を除 い て正 定 の関 頚)を つ 、ぎの よ うに

定 め る ことが で き る。

V=x2+yz(2.57)

式(2.57)の 時 間 微分 は式(2.56)か ら

1一 諾 ・)・{(x+b)z(k一 ・)}(・ ・58)

式(2.58)よ り,

ibl〈 繭 一(2D59)

な らば式(2.58)は 原 点 の 近傍 で正 定 となh,リ ア プ ノ フの第2方 法 に

よ り原点 の 近傍 で 不安 定 な る ことが わ か る。1司 〉>一k一:「 の と きは原
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点の 近 傍 で安 定 で あ る。

つ ぎに発 振 した場 合 の振 幅 と角 周波 数 につ い て考 察 をす る。 附録1と 定

義,表 記法 を同 一 に と る と

F※(。 。。S)一 。 。。s+kt。n・(。 。。。 φ+b)

(2.60)

漸 近 法 に よれ ば式(2.60)を フー リエ級 数 に展 開 しなけ れ ば な らな い

が,b=0の 場 合 につ い て は可 能 で あ るが,バ イア ス を含 む一 般 化 さ れた

場 合 につ い て の解 析 はか な り困難 で あ る。 そ こで式(2.60)のaがQ》1

す な わ ち発 振 器 の ルー プ利得 が 非常 に大 きti場 合 につ い て 考察 す る。 α>1

の場 合 には 如 バ1の 入 出 力特 性 は ほ とん どステ ップ関係 の よ うな折 線特 性

を持 った階 段 関 数 に効,実 験 例(19)Jai.さ れ てい る。 バ イ ア ス に よっ

てdwtyが 変 る矩 形 波 の と き は,式(2.60)の フー リエ級数 展 開 は容 易

に で きる。 式(・2.60)の 高調 波 の各 成 分 は附 録 ∫と(a7一 の定 義 と表 記 法

を用 い る と,

FX
n(の 一2ksin… ・_,s÷n・

bFX(
｢)=2ksincos_1一 一

1

第2近 似 をつ くるた め に,附 録1か ら

÷/o.f(。 。。s)。 。。 φ 。、。 φ、φ一 。

÷/毛 ノ(｢cos)・ ・緬 φ一 望 芽ω

} (2.61)

な る こ とを考 慮 す れ ば,解 を次 の よ うに仮定 す る こ とが で きる。
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ｰｰnFX(a)sinn

n=2nz-1

こ こ に α と φ は 次 式

塗 ∴(a)!(2.63)
dt

で決 定 さ れBp(a)は 次 の形 で 示 さ れ る。

BZ(a)_一-FX8
a(切 嘆(め 一 、}・三 ㎡ 箏 璽.

(2.64)

式(2.63)に お い て,リ ミ ッ トサ イ ク ル(定 常 解)を 仮 定 す る と,第2

近 似 解 の 角 周 波 数,振 幅 は そ れ ぞ れ

ε2。 。n2F2(a)

2ワn〕(2.65)w=w。〔1-

4k2(1±1/1-BZn=2nz-1

x=k1//2±2V了=B`・ 。。s(砺+の

(2.66)
・・nF'

n(｢)sin(ω 渉+θ)
+ε Σ

n=zn2-1

た だ し

死(d)一2kn-SinnooS-1西
=}=2≡B1-BZ

(2.67)

B=b/

複 号 同 順 で あ る。 複 号 の+は 安 定 な リ ミ ッ トサ イ ク ル で あ り,一 は 不 安 定

な リ ミ 。 トサ イ ク 、レで あ る.θ は定 数,・ 。 は 自然 周 波 数(42)そ しZk>・,

ε<1(共 振 回 路 のQが 大 き い)で あ る。B=0の 場 合 は 式(2.43),
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(2.44)の 等 号 の 成 立 す る と き で あ る。 この と き の 出 力 の 波 形 は 左 右 対

称 の 矩 形 波 で あ る。

式(2.65),(2.66)が リ ミ ッ トサ イ ク ル と し て の意 味 を 持 つ た め

に は,Ibl≦=kで な け れ ば な らな い こ と が 了 解 さ れ る.バ イ ァ スbを

k>Ibl)≧V'k-1'と 定 め た と き は,リ ア プ ノ フ の 第2方 法 に よ る式

(2.59)と 併 せ て 考 え て み る と き,初 期 条 件 に よ っ て 発 振 した り,停 止

し た りす る も の と 考 え られ る 。 図2.7と 図2.8か ら 式(2.65),

(2.66)の 使 え るkの 範 囲 が …b澄 よそ 判 断 で き る。 た とえ ば 図2.7か

ら角 周 波 数 の 近 似 式 と し て 式(2.65)は ε一 〇.365の と き は たが100

位 な い と近 似 は 悪 い だ ろ う。 式(2.65),(2.66),(2.67)の 不 安

定 な リ ミ ッ トサ イ ク ル は 次 式 の安 定 な リ ミ ッ トサ イ ク ル で あ る。

x一 ・(1一
、+(kx+b),)x+x=・(・ ・68)

図2.13にk=10の 場 合 に つ い て 式(2.66)と 比 較 し て い る。 矢

印 は バ イ ァ ス を0→ 。。,。 。→0と 変 え た と き に ヒ ス テ リ シ ス を 持 つ こ と

を 示 し てtiる 。 た だ し理 論 値 は,

式(2.66)の 基 本 波 の振 幅 成 分

k2+2V一1=BZを 使 っ た 。

ε<1,k>1,B=1の と き

は 式(2.65),(2.66)よ り角

周 波 数,振 幅 は そ れ ぞ れ

図2.13 バイアスに よる振幅の変化
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だ

sin2-n

ω 一 ω ・(ε2うo)▼'γ41一 Σ

2π_2η,2-1)

÷ ωo(1-0.5127× ε2)

x-V2・le。 ・。(ω 渉+θ ・)

π

sin-no。4

sinπ(ωt十 θ)+2εkΣ

n。=2層n2-1

(2.69)

(2.70)

図2.14の 例 が 示 す よ うに従 来 の線 形 理論 での 発振 条 件 で は非 常 に あい

ま い にな、っ て ぐる。 た とえ ば ・

や わ らか い発 振条 件,か たti発

振条 件 とい うよ うに区別 して使

うべ きで あろ う。

図2.15に 角 周波 数 について

の一 例 をRunge一.Kutt｢法 と

比較 して い る。 理論 値 は式(2.

65)の 初 め の第100項 を電 子

計 算 機 で計 算 した結果 を 用 い て

tiる 。

図2.16に バ イァス 変 化 に対 図2.14リ ミットサイクルの位相面軌跡

す る各 高調 波 成 分 の変 化 を示 し

てい る。 高調 波 発 振 器 に澄 い て は必 要 な高調 波 を最大 に な る よ うに・そ れぞ

れ バ イ アス を 図 か ら定 め れ ば よい。 図2.17に バイアスに よる ひず み の変

化 を示 してい る。
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.図2 .15バ イアスによる周波数の変化 図2.16 バイアスによるr周 波ゐ変化

(大 振 幅動 作)・

図2.17 バイアスによる歪の変化

(大 振 幅動作)

次 に 小振 幅 動 作 につtiて 考 察 す る。 微 分 方程 式(2.55.)に 語い て,

lx+列 く1を 仮定 し
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u=ε(k-1)

X=x(・.・ ・)k
-1

B・_vイkb
k-1

と変 数 変 換 す る と式(2.55)は バ イ ァ ス 童 を 含VanderP・L4J微 分

:方程 式 とな る。

X-u〔1一(X+B')2〕X+X=0(2・72)

同様 に漸近 法 を用 い て角 周 波 数,振 幅 の第2近 似 解 をそ れ ぞ れ 求 め る。 附

録 、1の漸 近法 を利 用 す る。

X3
FX(X}=(1-b)2X-bX2-3レ 、.1、)

F※(・ … φ)一 ・(1一 ・・÷ ・・8φ一÷多 伽2φ

_α3蝋3φ(2.74)

12

式(2.74)よ り

aZ

轟 ト 重[(・.75)2

3
Fs(a)_一12

第2近 似解 を次 の ように仮定す る。

X一_φ.,ジ 勲 一 φ'(、.76)
π雷2n2-1
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こ こに αと φは次式 を満 足 せ ねば な ら ない。

鴛 ご ∴( d)}・ ・77)
dt

BZ(α)は 次 の 形 を もっ て い る

B2(Q)一 一F牽@)醗 ㈲ 一認 亨 ζ(1(・.・8)

リ ミ ッ トサ イ ク ル(定 常 解)を 仮 定 し て 振 幅 と角 周 波 数 の 第2近 似 解 を そ

れ ぞ れ も と め る と,

(1-B'2)(29B/2+3)w
=w。 〔1一,uz(2 .79)

48

X-1-B'z… 一 〔一 告B・(・ 一B'・)Stn・ ・t

1-B/22十 'sin3ωt

6

式(2.79)b(2:80)でB'』0と 影 い た 式 は,式(2

か ら容 易 に 求 ま る。 図2.18

に バ イ ア ス 変 化 に 対 す る 角 周

波 数,振 幅 を そ れ ぞ れ 示 す 。

図2.19は 第2,第3高 調 波

を 図2.20は ひ ず み を そ れ ぞ

れ 示 して い る。

大振幅動作 と小振幅動作 に

ついて解析 を行 なったが周波

数につ いて は式(2.65)と

(a.so)

.41),(2.42)

図2.18

-33一
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図2.19バ イアスによる高調波の変化

(小 振 幅 動 作)

図2.20 バイァスによる歪の変化

(小 振幅動作)

(2.79),振 幅 につ い て は式(2.66)と(2.80)の よ うにそ の変 化

の よ うす は図 が 示す よ うに か な り異 な った もの で あ る。 ル ー プ ゲ イ ンのk

に つい て は発 振 器 の 目的(正 弦 波 発振 器,高 調 波 発 振 器 な ど)に よっ て選

び方 は異 な る で あ ろ う。 偶 数 高 調波 が 必要 な らば バ イア ス に よって も可 能

で ある。 しか し,k>博 隠V〔 疋=丁 に バ そア ス を選 ん だ と きには 初期 条

件 に よっ て発振 し ない場 合 が あ る の で,実 際 の 回路 構 成 上 で は,そ の考慮

が 必要 で あろ う。

2.4.2Push.一 一一PuLL増 幅 器 に よ る 発 振 器

発 振 器 の大振 幅,大 電 力化 の ため に しば しば プ ッ シ ュ プル形 の発 振 器 が

作 られ る。 さ らに発 振 器 の 高能 率 化 の ため にB級 動 作 で使 われ る こ とが 多

い.こ の章 で 励 もに プ 。シ 。 プ・・発 撚 特 有 の ク ・スオ ー バ歪(49)に

注 目 して考 察 をす る。 一 つ の 能動 素子 の入 出 力特 性 をt｢n一'(。)で 近似 す る
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と,プ ッ シ ュ プル 回路 の入 出力特 性 を 如 ガ1(・+b)+tam-1(・ 一b)と

近 似 す る こ とが で きる で あ ろ う。 この発 振 器 に関 す る微 分:方程式 は式(2.

6)か らr=0と 仮定 す る と

x+・ 〔k1-1
+(x+b),一 、+÷ 、),〕x+一 ・

(2.81)

脚 ・は共麟 の騨 比例する量であ偏 はルー醐 働 そ
してbは 直流 バ イア ス で いず れ も正 数 であ る。

式(2.81)の 発毎 条 件 を求 め る。 特異 点 を除 い て正 定 な リア プ ノ フ関

数7を 次 の よ うに定 め る。、

V=y2+x2(2.82)

式(2.82)の 時 間 微 分 は式(2.81)か ら

V=一 ・ ・ 〔kk1一...一
1+(x+b)21+(x-b)、 〕yz

(2.83)

式(.2.83)よ り

1十b2
k>(2.84)2

な らば特 異 点(0,0)は そ の近 傍 で 不安 定 で あ る。 式(2.81)を 一 般 的

に解 くこ とは大変 困難 で あ るρ そ

こη>1と 仮 定 しプ ・シ ュ プル

回路 の入 出力 特性 を図2.2iの

・うに諾 段状の折締 性を仮定

す1る。 図2.21で 示 さ れ る回路

の 出力 波形 は 同様 に 直角 の折 線 特

性 で表 現 で きる。 公 式 集(47)か.

図2.21プ ッシュプル発振器の入出力特陛
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ら入 力 α ・osω ♂の 出力波 形Vの フー リエ級 数 展 開 は 容 易 で ある。

v一 乱 結F2X.・ …(・n+・)・t

.(・ ・85)

た だ し,

Fz
n+、 一sin(・n+1)… 弓 、± ヂ1一 ザ

(2.ss)

bB
= _2k

リ ミ ッ トサ ィ ク ル(定 常 解)を 仮 定 し て 式(2.85),(2.86)か ら 附

録1の 漸 近 法 に よ る と,第2近 似 解 の 角 周 波 数,振 幅 は そ れ ぞ れ

XZε2。 。F
2n十1(2

.87)ω 一 ω 。〔1-

8(1±1-B2)n=1n(n+1)

x-2k2士2ゾ 了=一B2。 ・・(ω 渉 十 θ)

X(2.88)F
2n+'

sin(2n+1)(wt+B)+kεΣ

n-1n(n+1)

た だ し複 号 同 順 で あ る。 複 号 の+は 安 定 な リ ミ ッ トサ イ ク ル で あ り,一 は 不

不 安 定 な リ ミ ッ トサ イ ク ル で あ る 。 そ し て ωoは 自然 周 波 数 で あ り,θ は

定 数 で あ る 。 図2.22に 計 算 機

で 数 値 計 算 を 行 な っ た 結 果 の1

例 を 示 す 。B=0の 場 合 は 式

(2.81)か ら 微 分 方 程 式 は

..2k.

x-1-E(1- x1十
xZ

-f-x=0

(z.s9)

と な り,こ の プ ッ シ ュ プ ル 増 幅'図2.22安 定 と不安定の リミッ トサ イクル

の軌 跡
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器 はA級 動 作 を してtiる こ と に 相 当 す る。B=1の 時 の 角 周 波 数,振 幅 は

式(2.87),(2.88)か ら そ れ ぞ れ

ω=ωo(1-0.4902× ε2)(2.90)

(2n+1)n

x=・kcos(・t+・)+・ ・三8`㌃(4
n-f、)

sin(2n十1)(mot十B)(2.91)

ただ し式(2.90)は 電子 計 算 機 でn-50ま で計 算 した もの で ある0

この プ ッシ ュプ ル発振 器 も2.4で 示 さ れ てい るバ イア ス を含 む発振 器 と

同様 に バ イア スBの 方 向 に よっ て発 振 の立上 が り と発 振 の停 止 に ヒステ リ

シス を もつ。 た だ この発 振 器 の入 出力 特 性 は対 称 で あ るか ら偶 数 高調 波 を

含 ま な い。1

能 動 素子 の 出力 の波 形vに つ い て考 察 す る。 一B=0の 場合,そ の 出力 は

方 形波 で あ る。 そ してB=1の 場 合 は 式(2.85),(2.86)か ら,

COS-1(猛)は 注 値 を取 って%で あるか ら擁 臨0・ 覗 の3

値 を とる等 間隔 のパ ル ス波 形 を 示 し,決 し てそ れ以 上 パ ル ス幅 は 狭 くな ら

な い こ とを示 してい る。 式(2.88)と(2.85)を 比 較 してみ る と,式

(.2・85)の 第3高 調 波 以 上 は%だ け位 相 は 遅 れ てtiる 。 これ は 図2.5

の イ ンダ ク タンスが影 響 して い る こ とを示 し,一 般 常識 と も一 致 す る。 式

'(2
.81)でb=0と した と きの式(2.85)に 相 当す る実 験 の1例 が

文 献(23)の 写真3に 示 さ れ て い る。

2.5遅 延 回路 を含 む発 振 器

遅 延 回 路 を発 振 器 の 中 に含 む一 例 が文 献(11)に 示 さ れ てい るが,そ の解

析 は必 ず し も十分 で ない。 遅延 回 路 は一 種 の メモ リー で あ るか ら,非 線 形要
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素 と遅 延 特 性 を一 つ の 要 素 と見 れ ば,自 動 制 御 で記 述 関数 法 として 良 く行 な

わ れ て い る メモ リー を含 む 非 線形 要 素 の 解 析 方法 で も,概 念 的 には理 解 で

き る。 こ こで解 析 し よ うとす るモ デ ル を図2.23の よ うに更 に拡 張 した ブ

図2. .23遅 延 回 路 を含 む発 振 器

ロ ック ダ ィ ア グ ラ ムで 示す。e-STは 遅 延 特性 を表 わ し,Tは 遅延 時 間 であ

る。 また 図2.23は 非 線形 の能 動 素子 の入 出力 特 性 が ヒステ リシス を持 つ と

(56)考 え て も良ti
。

図2.23か ら次 の よ うな微 分 差 分 方 程 式 に な る。

x(t)・ ・〔x(t)d-ktd
t・_,nx(t+T))・x(t)一 ・(2・92)

施 ガ1で 近 似 した能 動 素 子 の 出力 の フー リエ級 数 展 開 は 公 式集(47)か ら容

易 に で きる。 入 力 の 信号xをx=α ・osω 渉と仮 定 す る と,t｢n-1x(t+'1)

の フー リエ級 数展 開 は

頗 一(・t+・)〕 一 ・
n=i2n-1(;1等+y2n-ia)
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・・〔・・,(・.L・ 〉・ …(・ ・一1)・t一 …(・P 一 ・)…n(・n一 一・)ω ・〕

(2.93)

た だ し,P・=tOtで あ る。2.3.1で 行 な っ た 式(2.26)の 場 合 と異 なb式

(2.93)は 正 弦 項 が0.と な らな い た め に,解 析 は 一 層 複 雑 に な る。 式(2.

93)か ら 附 録1の 漸 近 法 を容 易 に 利 用 す る こ とが で き る。 第1近 似 の 解 を次

の ・ う ・・a・E定す る ・t・t

。 一 。 。b。 φ(2.94)

・ と φ は 次 の 麟 を 齪 せ ね 髄 らな い・

砦 一S〔 一1+「 〆了+QZ2kcosp(a)一・〕

(2.95)

壁 』 、 一 ε ・(一1+1+｢2)'s、nρ

♂ ≠ α ρ

リ ミ ッ トザ イ ク ル の存 在 を 仮 定 し て,振 幅 と 周 波 数 の第1近 似 解 を求 め る と,

x==2koosρ(keosρ 一1)eos(ω ま十 θ)(2.96)

ど
ω=ω ・(1一 一tanp

2)(2・97)

た だ し,ε<1で あ る 。

　

式(2.96)が 意 味 を持 つ た め には,0≦ ρ〈 一7の 範 囲 で

e

.・・ ρ〉 ÷(・ ・98)

で あるか ら々一 プ利得が大 きい市が長い遅延 時間 で発振す る ことを示 してい

る。 振 幅 の 変 化 の1例 を 図2.24に 示 す 。 ま た 式(2.91)か ら ρ<1の と

き は

εωoT
ω ÷ ωo(1一')・(2。99)

2
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と な り,あ らか じめ ωo吃 ε が わ か っ てい れ ば この 方法 で逆 にTを 測 定す る

こと 本で きる。 と くに式(2.99)

の 第1近 似 は ルー プ利得 のkに 関

係 しない の で,あ らか じめ ωo,ε

が わ か っ て いれ ば,こ の測 定原 理

を応用 して,ユ ニ バ サ ル カ ウン タ

と組 合 せ れ ば非 常 に簡 単 な方法 で,

デ ィ レ イ ラ イ ン等 の遅 延 時問 の測

定 が考 え られ る。

小 振 幅 動作 につtiて 考 察 す る。

小 振 幅 動 作 の 時 は,Y｢nderP・L

の微 分 差 分 方程 式 にな る。

F

図2.24 位相遅れ対振幅特性

・ω+・ 協 一dk-dt〔x(t+・)一1-x3・(囲 〕}囎 一 ・

(2.100)

第1近 似 の解 を次 の よ うに仮定 す る と

x一 ・ … φ(2.101)「

αと φは次 の関 係 を満足 せ ね ば な らな い。

・ll一 音{(k-k｢2

4)・ ・sp-1},1

(、.、 。2)

霧 一kcosp一一2{、 一 ÷(kcosA-1kcosp)1。inpJ

式(2.96),(2.97)で 行 な った と同様 に リミ ッ トサ イク ル の存 在 を仮

定 して式(2.100)の 第1近T以 解 を求 め る。 振 幅,角 周波 数 は そ れぞ れ
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koosρ 一1
・=2k

。。。 ρ ・・s(ω ・+θ)(2・103)

ど
ω=ω ・ 〔1一'9一(3k・ ・sρ+1)si・ ρ 〕 「

』(2・1・4)

と な り,式(2.96),(2.97)と は や や 異 な っ た 結 果 を 得 る が,k÷1

と す る と 式(2.96),(2.103)そ し て 式(2.97)と(2.・104)は 同 じ

　
に な る。 式(2.103)が 物 理 的意 味 を持 つ ため には0≦ ρ〈Tの 範 囲 で

1
・・sρ>T(

.2・ ・05)

式(2。98)と 式(2.105)は 一 致 し,そ し て そ の 両 式 は 文 献(57)か ら 自

励 条 件(発 毎 条 件)で あ る。 そ して そ の両式 は 式(2。18)の 発 振条 件 が

2.3.1の 式(2.24)で 示 され てい る よ うに,k>1を 含 む の で この 両式 は

拡 張 され た 発振 条 件 で あ る。 なts式(2.96),(2.97)はSo。tt(15)が 初

め て求 め た第1近 似 式x・=211(k-1)・os(ω6+θ)の,2.3.1で 示

され て い る第2近 似 解 のVαnderPolの 第2近 似 解 を含 む 大振 幅動 作 へ の

拡 張 とは異 な っ た方 向ぺ の拡 張 で あ る。

増 幅器 に半 導 体 能 動 素 子 を用 い た場 合 は 固有 の キ ャ リァ蓄 積 時 間 が あ り,

そ の蓄積 時 間 は使 用 条 件 に よっ て一一定 で は な い。(50)(51)ま た能 動 素 子 の

遮 断 周波 数附 近 で発 振 させ る と きは,能 動 素 子 自身 の位 相 遅 れ も考 え られ る。

そ して そ の位 相 遅 れ も動 作状 態 に よっ て一 定 では ない。 式(2.97)か ら半

導 体 の キ ャ リア蓄積 時 間(グ5Tと は少 し違 う)や 遮断 周波 数 附 近 の位 相遅

れ は εの一 次 の項 に利 い て くる で あ ろ うか ら,安 定 な 周波 数 を望 む発 振器 で

は ・ で きるだ け キ ャ リア蓄積 時 間 の短 い,そ して 遮断 周 波 数 の高 い 能動 素子

を使 うことが望 ま しい。
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2.6保 存 系 の 振 動

い まま で の 自励振 動 系 は い ず れ も非 保 存 系 につ い て考 察 を行 な っ て きた。

こ こでは ε一 〇 の保 存 系 に つ い て考 察 をす る。 図2.3のRzは 積 極 的 に利

用 して特 異 点 の数 を複 数Z2す る場 合 も あ ろ う。 ま たRZを 使 用 しな くともコン

デ ンサ の絶縁 抵 抗が 問題 に な る場合 もあ る。 しか し,そ の 時 は 図2.3か らコ

ンデ ンサの 絶 縁 抵抗RZが 十 分 高 け れ ば,r<1を 仮 定 で きる で あ ろ う。 能

射 素子 の入 出力特 性 をtan_1で 近 似 し,ε 一 〇を仮 定す る と,式(2.6)か

ら微 分方 程 式 は,

x+x-rt｢n一'x=0(2.106)

文 献(58)で 示 され て い る漸近 的 方 法 と式(2.26)を 参 照 して,振 動 が 持

紡 してい る と仮 定 して,第1近 似解 を求 め る と振 幅,角 周 波 数 は そ れぞ れ

x=一(・t+・)磁 ∫轟二1(穿£告)(　 θ1・

(2.107)

fX(a)(2
.108)ω 一 ω。 〔1-r

α

た だ し,

(一 ・)n+11+V-1-F｢Z/'Zn一'

f2n-i(a)_α(2.109)2
n-1

aは 初 期 値 に よ っ て 定 ま る定 数 で あ り,r<1で あ る。 式(2.108)か ら

。→oの 時(振 幅o)は 離調 項 は 。で あ り,。 → 。。の時(振 幅無 限)は 離 調

項 は0で あ る。 した が っ て式(2.108)で は振 幅 が大 き くな る に した が っ て

離 調 項 は 小 さ くな るが,式(2.37)で は逆 で あ る。 式(2.106)で はE=o

を仮 定 して=考察 した が,ε ≒0の 場 合 は 一層 複雑 な振 舞 をす る で あろ う。 そ

して一 般 的 には 第1近 似 の項 に離 調 項 を含 む で あろ うか ら,安 定 な周 波 数 を
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望 む発 振 器 では,で きる だけrを 小 さ ぐ,例 え ば 図'2 、.3の フ ィル タの 回 路

図 で はRZを コンデンサ の絶 縁 抵 抗 と考 えれ ば で きる だけR2の 大 きい コンデ ン

サ を選 ぶ ことが 望 ま しい。

2.7多 安 定 マ ル チ バ イ ブ レー タ

2.7.1双 安 定 マ ル チ バ イ ブ レー タ

図2.2と 式(2.6)1か ら 次 の 微 分 方 程 式 に つtiて 考 察 す る。

x+,(、_k)x+x-rtan_1x_。(2.、 、。)1
-i-x`

双安 定 マル チ バ イブ レー タの性 質 か らい っ て・三 つ の特 異 点 を持 つ 押 ろう・

三 つ の特 異 点 の性 質 をそ れぞ れ調 べ れ ば,目 的 の 回路 の性 質 の あ らま しを

知 る ことが で きる。 三 つ の特 異 点 を持 つ た め に は,式(2,13)か らγ>1

で あ る。 そ して バ イア ス を0と 仮 定 す る。 式(2.110)か ら特 異 点(0,0)

につ い て調 べ るが,二 次以 上 の高 次 の項 を省略 して安 定,不 安 定 を調 べ る

こ とが で き る の で(59),式(2.、 、。)は 岡 〈iを 仮 定 し て

dy・ 〔・一k(・z-x一 ・・)〕・一洲 痔 … …)

dxy(2.111)

式(2.110)か らそ の特 異 点 附近 の特 性 方 程式 は

S2+ε(1-k)5+(1-r)一 〇(2.112)

式(2.112)か らr>1の 仮定 の もと では εの正 負 にか か わ らず,常 に原

点(0,0)は 不 安定 で あ る こ とが わか る。 これ らの非 線形 シス テ ム にお け

る安 定,不 安定 の判 別 に関 す る定 理(十 分条 件)は い くつか あ るが,式

(2.110)に 適 用 す る には 必ず し も容 易 とい うわ け で は な い。 三 つ の 特

異 点 を持 っ 発振 器 で一 番 興 味 の あ る回 路 は,双 安 定 マ ル チ バ イブ レー タで
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ある こ とを考 え る と,た とえば,Bendixsonの 第1定 理 が 利用 で きる。

式(乞.15)か ら

ap

ax+aQay一 一 ・(1一 、k+x2)(・ ・…)

とな り,K〈1で は式(2.113)は 一定 符 号 を持 つ の で閉 軌道(リ ミッ ト

サ イクル)を 持 た ない こ とが わ か る。 式(2.110)に 診い てr>1の 仮 定

の も とではBendi.xsonの 第1定 理 は 双安 定 マル チ バ イ ブv一 タの た め

の十 分 条 件 で あ る こ とが わ か る。

式(2.112)で 行 なっ た と同様 に,x-r如 ガ1x-0の 根xa(蜘 ≒0)

が 彪02>k-1の 仮 定 の も とで は,特 異 点(xa,0)の 近傍 で特 性 方 程

式 は,

S2+eS+1=0(2.114)

となh,そ の特 異 点 の 近傍 で は常 に安 定 で あ る。 した が っ て,双 安 定 マ ル

チ バ イブ レー タの た め にはr>1とxoz>k-1(k<1を 含 む)を 満 足

す る よ うに回 路 の各 定 数 を定 め れ ば よい。 図2.25110相 面上 で不 安 点 か

ら安 定 点 へ の 軌跡 の1例 を示

す。 位 相 面上 のSep｢rdtrix

は ど ち らの安 定 点 へ転 移 す る

か とい う境 界 に なっ て い る の

で,安 定 点 か ら5θpα γ碗 γ諭

ま で の距離 が転 移 の 容易 さ に

な る だ ろ う。

図2.26に3つ の 安定 点 を

もつ発 振 器 の1例 を 示す 。 こ 図
2.25双 安 定MYの 位 相 面軌 跡
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.のよ うに微 分方 程 式 上 か ら

も回 路上 か ら も,そ の 回路

が どの種 類 に属 す るか とい

うこ とは 微分 方 程 式 を解 か

な くて は わ か らない。

図2.26リ ミ ッ トサ イクル の軌跡

2,7.23安 定 マ ル チ バ イ ブ レー タ

双 安 定 マ ル チ バ ィ ブ レ ー タを 考 察 した と 同 様 に,こ の 場 合Z2用 す れ ば,

微 分 方 程 式 は 次 の よ う に 示 す こ と が で き る。

x+・ 〔・一
、+(kx-b)・ 一 、+(kx-f-b),〕x

-1-x-rtan-1(x-b)一rtan-1(x一{一b)=0(2
.115)

式(2.115)は,r>1で 最 高5個 の特 異 点 を持 つ 。 し か し(0,0)を 除

く他 の4つ の 特 異 点 を解 析 的 に 求 め る こ と は 困 難 で あ る。 特 異 点 の 性 質 を

調 べ る。b>1と す る と,特 異 点(0,0)の 近 傍 で 特 性 方 程 式 は 次 の よ う

に 近 似 で き る。

・・2k・

x+E(1-x十x=0(2.116)
1十bz

し た が っ て

1十b2
k〈

2、.(2.117)
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の と き,特 異 点(0,0)は そ の 近 傍 で 安 定 で あ る。 一 番 外 側 の 特 異 点(xo,

0)で の 特 性 方 程 式 は 同 様 に1蜘1-b>1を 仮 定 す る と

,x+s〔 ・一
、+(kxo一 、)、 一1.(kxo+、)・ 〕x+x一 ・

(2.118)

と な り,式(2.118)か ら

1即 ・!>V2k-1+b(2・119) .

と な り,式(2.117)と(2・119)を 満 足 す る よ う にb,k,r,を そ れ ぞ

れ 選 べ ぱ,特 異 点(xo,0)は そ の 近 傍 で 安 定 で あ る。r>1,b>1

と 式(2.117),(2.119)か ら3つ の 安 定 点 を 持 つ マ ル チ バ イ ブ レー タ

を 作 る こ とが で き る。 さ ら に リ ミ ッ トサ イ ク ル を持 た な い た め に は(十 分

条 件),Bendixsonの 第1定 理 が 利 用 で き る。

判 別 式Dは 式(2.15)か ら

D=一 ・ 〔・一 、。(k
x-b),一 、+(kx+b)・ 〕(2・12・)

と な り,式(2.120)が 定 符 号 を 持 て ば リ ミ ッ トサ イ ク ル を 持 た な い か ら,

少 な く と もle<0.5と 選 べ

ば 式(2.115)は リ ミ ッ ト

サ イク ル を持 た ない。 しか

しBendixsonの 第1定

理 で'kを 定 め る と,例 え ば

図2.27に 示 す よ うに不安

定 領 域 か ら安 定 領域 へ の 移

行 の 時,パ ル ス の立上 り速

度 が遅 す ぎて あま り実 際 的

で ない。 図2.28に 位相 面 図2.27
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に 凄 け る振 舞 の1例 を計

算機 を用 い て数 値 計 算 し

た 結果 を示 して い る。 位

相 面上 のSep｢r｢trix

は 初期 値 に よっ て どの安

定 点 に移 るか を 示す 重 要

な特 殊 解 で ある。 安 定 点

か らSeparatrixま で

の 距離 は,安 定 点 の安 牢

)o

is

"

一'9

一コρ

r30

図2.283安 定マルチバイブレータの位相醐

度 を示す 尺 度 に なるで あろ う。

3値 の マル チ バ イ ブ レー タ の入 出 力特 性 を降 段 に例 えれ ば ・2段 で あ る。

階 段 の数 をmと す る と特 異 点 の 最大 数 は2m+1と な る。 この階 段 を増 や

して行 けば,さ らに多 値 の マ ル チ バ ィ ブ レー タが で きる で あろ う。

2.8結 言

一 つ の微 分 方 程 式 で多安 定 マル チ バ イ ブ レー タを含 む各 種 の発 振 器 の 考察

を行 な っ て きた。 双安 定,三 安定 マル チ バ ィ ブ レー タ につ い 七 は,実 際 には

トリガ パ ル ス が入 るの で,微 分 方 程 式 の右 辺 に駆 動 関 数 を付 加 して非 自律 系

の 問題 と して 処理 しなけ れ ば な らなti。 そ して,解 析 は一 層 困難 に な るで あ

ろ う。3値 の マル チバ ィ ブ レー タの 作 り方 の1例 を示 したが,さ らに多値 の

マ ル チ バ ィブ レー タは,原 理 的 に は この方法 に より,入 出 力特 性 を 多段 の階

段状 にす れ ば 良 い か らとい っ て,ト ラン ジス タ,ダ イオ ー ド,抵 抗,コ ン デ

ン サ等 の回 路 部 品 が2値 の場 合 に比 べ て 少 な くてす む とい うこ とは大 変疑 問

で ある。
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プ ッシ ュ プ ル形 の発 振 器 を含 む バ イ ァ スを 考慮 した発 振 器 では,訟 もに ρ

の大 きい場 合 を仮定 して漸 近法 を用 い て解析 を行 な っ た。 これ らのバ イア ス

を含 む発振 器 は硬 い発 振 の例 と して 良 ぐ知 られ て い たが,理 論 的 に もや は り

安 定 な リ ミッ トサ ィク ル と不安 定 な リミ ッ トサ ィ クルが 見 つ か り,硬 い発 振

の1例 で あ る こ とが わ か っ た。 これ 以外 に も まだ硬 い発振 器 の例 は あ ろ う。

最 近 の 電子 計 算 機 の発 達 に と もな って,微 分 方 程 式 も数 値 解 析法 を用 い て

簡単 に解 け る よ うに な っ たが,た とえ ば 図2.7の グ ラ フを作成 す るの に

Runge-Kutta法 と式(2.37)を 電 子 計 算 機 で計 算 す る場 合3そ の計 算 時

間 の 比 は数 十 倍 も有 利 で あ る。 ここで得 られ た結果 は 大振 幅動 作 で解 析 され

て い るの で,当V｢nderPolの 小 振 幅動 作 の,良 く知 られ た結 果 を含 ん

Ztiる 。 バ イア ス の積 極 的 な利 用 と して高 調波 発振 器 の偶 数 調 波 の利 用 につ

い て か な りは っ き り して きた。Runge-Kutt｢法 の解 を フー りz級 数 展 開

す る複 雑 さ に比 べ た ら,大 分 す っ き り して い る。 特 に,第4高 調 波 以 上 につ

い て は,V・nderPol形 の微 分 方 程 式 の第2近 似解 で も出 て こな い。

高 い 周 波 数 で能 動 素 子 を使 用 した と きに 問題 とな る素子 自身 の位 相 遅 れ,

あ るい は 遅 延(メ モ リー)を 考 慮 した よ り拡 張 した モ デ ル を解 析 す る こ と に

よっ て,第1近 似解 の 中 に離 調 項 を含 む1例 が 見 つ か っ た。 『自動 制御 に 凄 い

て メモ リー を含 む 非 線形 要 素 の解 析 と して記 述 関数 法 が あ る が,こ こで用ti

た解 析 結果 も結 局 第1近 似 解 しか 求 ま らない。 第1近 似 解 を求 め るの な ら,

記述 関 数法 で 多 く示 され てい る 出力 の フー リエ 級数 展 開 の基 本波 成 分 に 関す

る表 は2.5で 行 な っ た解 析 方 法 にそ の ま 言使 え る。

安定 な周波 数 を望 む発 振 器 では,ε の一 次 の項 に離調:項 が含 まれ る発 振 器

は で きる だ け避 け るべ きで あ る。 発 振 器 の周波 数 変 動 を ε<1と 仮 定 して ε

の 巾乗 に した が っ て考 察 す る と,第0次 近 似 解 か らは 自然 周波 数 ω。,第1
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近 似 解 か らは能 動 素子 の 位 相 遅 れ と コ ンデ ンサ の絶縁 抵 抗,第2近 似 解 か ら

は 直流 バ イァス と増 幅 度 が,そ れ ぞ れ 出 て くる。 定 性 的 では あ るが,発 振 器

の 周波 数変 動 は この煩 序 で原 因 に な って い る と思 われ る。 そ して そ れ は周 波

数 安 定へ の補 償 に つtiて も示唆 してい る。

.細 部 にわ た っ て は必 ず しも解 析 が十 分 とい うわけ では ない が,た とえ げ,

マ ル チ バ ィ ブ レー タの計 算機 シ ミュ レー シ ・ ンに式(2.6)の 微 分 方 程 式 を

使 うのは 大変 に便 利 で ある。 そ の他,こ こに は書 か なか った が,位 相 面 に よ

る摂 動 法,Reversion法,あ るい は そ の他 の定理 の 利用 な どtiろ い ろ試 み

て みた が,効 果 的 方 法 は少 なか っ た。 以 上tan-iの 入 出力特 性 を持 った発 振

器 を明 らか に して きたが,な お,式(2.6)で 表 わ され る微 分 方 程 式 の解 析

につ い ては今 後 と も話題 にな る と思 わ れ る。
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第3章 飽和特性を考慮 した2周 波発振器

3.1緒 言

真 空 管,ト ラ ン ジス タ,デ ィ ジ タル ∬ご 等 の入 出力 の 非線 形 飽和 特 性 を

如 ガ1の 逆三 角 関 数 で近 似 した オ ー トノ ー マ ス な発 振 器 が盛 ん に発表 され て

い る。(15)～(26)そ れ らの研 究 はい ず れ もVander.P・Lの 微 分 方 程 式 を

一 般化 し よ うとす る試 み と受 け と る こ とが で き る。 しか し,そ れ らの 研 究 の

い ず れ もが1周 波 発 振器(1自 由度 の発振 器)に つ い て で あっ た。 そ れ らの

研 究 は お もに フ_リ エ解析 が基 礎 に な っ て い る。 文 献(22)も 指 適 す る よ う

に フー リエ解 析 は大 変 困 難 が と もな う。 そ こで普 通 フー リエ解 析 の で きる非

線 形 関 数 を 見 つけ て近 似 的 に解 くとい うこ とが 一 般 に行 なわれ てい る。・非 線

形 振 動 論 で 良 く行 なわ れ てい る 自律 系 の解 析 手 段 の一 つ で ある漸 近法(7)の

第1近 似 に注 目す るか ぎ り,自 動 制 御 の問 題 で記述 関数(56)と して 良 く行

な われ,す で に多 く表 に な っ て い る例 は,そ の ま ま非 線 形発 振 器 の解 析 に用

tiら れ る。

2周 波 発振 器 の解 析 に 自動 制御 で行 なわ れ て い る結 果 を利用 し よ うとす れ

ば,調 和 関係 に ある二 つ の正弦 波 に対 す る双記 述 関 数 と周 波数 が 相 当隔 た っ

て い る二 つ の正 弦 波 に対 す る近 似 双入 力 記 述 関 数(56)が 利用 で きる で あ ろ

う。 文 献(56)も 指 摘 す る よ うに,そ れ らの解 析 の基 礎 と な る フー リエ解 析

は一 周波 の場 合 に比 べ て,二 周波 の場 合 は格 段 に困難 で あ る。2周 波 発振 器

につ い て は,ボ ゴ リ。一 ボ ・.ミ ト・ 剥 ス キー(7)や 志村(11)の 研 究 が

あ るが,2周 波 発 振 器 の積 極 的利 用 とい う立 場 か らの 研究 で は なh。LC発

振 器 の寄 生振 動(118)と して研 究 され た結 果 は この論 文 と比 較 的関 係 が あ る

と思 われ るが,こ の論 文 では フー リエ解 析 を重点 に 診 き・非 線形 特 性 を高 次 .
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近 似 で解 析 して い る。2周 波 発 振 の積 極 的 な利 用 に つ い て は,比 較 的研 究 が

少 ない よ うに思 え る。

2周 波 発 振 器 の解 析 の きっ かけ は4の 高ti共 振 回路 を用 い て,出 来 るだ け

た くさん の 高調 波 を得 た い とい う二 つ の相 反 す る事 柄 の一 つ の 実 現方 法 と し

て,2周 波 発 振 器 を研 究 した の で あ るが そ の 目的 を十 分達 す る応 用面 が あ る

もの と思 う。 この2周 波 発振 器 は1周 波 の場 合 と同様 に同期 作 用 もあ るの で,

色 々の応 用 面 が考 え られ る。

この論 文 の理 論 的側 面 と して は,や はhV｢nderPolの 微 分 方 程 式 の一

般 化 とそ の式 を近 似 的 に求 め る こ とで ある。 ここで用 いた 解 析 は非 線形 振 動

論 で用 い られ る摂 動 法,漸 近 法 を2周 波発 振 器 の場 合 に一 般 化 して用 い て い

る。 そ の他 ・ 自動 制 御 で用 い られ る近 似 双記 述 関 数 と も接 点 を持 た せた。

3.22周 波 発 振 回 路 の 解 析

発振 回路 に用 い る能動 素 子 の入 出 力特 性 を電 圧対 電 圧,電 圧 対 電 流 等 の 区

別 は あ るが,こ こでは そ れ らの入 出力 の飽和 特 性 を 如 ガ1の 逆 三角 関数 で

近 似 す る。2周 波 発 振 器 の能 動 素 子 と して は,誇 もに真 空 管,ト ラン ジス タ,

デ ィ ジ タルIC等 が大 き な働 きをす る わけ で あ るが,こ こでは 一応 理 想 的

(入 力 イン ピー ダ ンス無 限 大,出 力 イ ン ピー ダ ンス0)な 差動 形 の入 出力平

衝 演 算 増 幅器 を用 い てそ の発 振器 を作 る とす れ ば,例 え ば 図3.1の よ うな

構 成 で作 られ る で あ ろ う。 フ ィル タは 図3.2の(α),(b)ど ち らで も良 い。 実

際 の回 路 で は理 想 的 では な い の で4が 高 くな る よ うに選 ば れ る。 図3.1の

増 幅 器 の入 出力特 性 を2つ の周 波 数 で利得 が異 な る こ と も考慮 す れ ば,

ki加 ガ1a.t()と 澄 くの が 適 当 で あろ う。 図3.2(α),(b)の 共 振 回 路

はい ず れ も伝 翻 係Gti(5)は 次の よ うに書 け る.(23)
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図3.2 共 振 回 路
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・i(5)
S・+ε 轟 ゐ.。zi(…)

た だ し,ε 言は 共 振 回 路4の 逆 数,勉 は そ の 中 心 周 波 数,Sは ヘ ビ イ サ イ ド

の 演 算 子 で あ る。 図3.1の 構 成 図 か ら増 幅 器 の2つ の 入 力 信 号x、
,x2に

つ い て の 微 分 方 程 式 は 次 の よ うに 書 ぐ こ とが で き る。(23)

xy・ ・i・i〔 ・CYikti(出1+x2),xi-1+
Qi2(xl+x2),〕+・2ixi一 ・

i=1,2(3.2)

式(3.2)は ま た 次 の よ うに 変 数 変 換(xi=Ziす る こ とが で き る
。(26)

zL+・ εω`〔zi-jtyt｢n-lai(・1+・,)〕+ω`・ β0(3 .3)

式(3.2)は 文 献(15),(23)で 述 べ られ て い る 微 分 方 程 式 の2周 波 発 振 器

へ の一 般 化 で あ る。 さ ら 展 式(3.2)は ,n周 波 発 振 器(n自 由 度 の 発 振 器)

へ 一 般 化 す る こ とは 容 易 で あ る
。 ε1=ε2=0と 仮 定 す る と式(3.2)の0

次 近 似 解 は

xi=｢icos(wit-1-Bi)(3.4)

i=1,2

ど な る。 式(3.4)の2Zを 定 め る た め に第1近 似 解 と して 式(3 .4)を 採

用 す る の が 適 当 で あ ろ う。 一 般 に 非 線 形 要 素 に2つ の余 弦 波 が 入 っ た 時 の 出

力 の フ ー リエ 解 析 は,2つ の 信 号 の 間 に調 和 関 係 が あ る と き に の み 正 確 に計

算 で き る(56).式(3.2)で 示 さ れ る2階 の連 立 微 分 方 程 式 の 性 質 か らい

り て,式(3.4)のaZは 多 くの 値:を 取 る で あ ろ う。 そ の と き当 然 式(3.4)

の 毎 幅diの 安 定,不 安 定 が 問 題 に な る。 そ の と きは 漸 近 法(17)で 行 な わ れ

る よ うな 方 法 を一 般 化 し て,振 幅 の 安 定,不 安 定 を 調 べ な け れ ば な らな い
。

式(3.2)で 示 さ れ る 微 分 方 程 式 の 振 舞 い を 大 局 的 に 知 る た め に,リ ア プ
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ノ フの第2方 法 に よる特 異 点(x,=制 一x2=x2=0)の 附 近 で の安 定,不

安 定 を調 べ る に して も,女 献(23)で 行 な われ た よ うな うまい 関 数 を見 つ け

るのは困歎 ある・その他 ・ よ く等備 灘 用 い られうが・2周 波の難 器

の場 合 には応 用 しに くい。

式(3.2)でxi学0附 近 での 全体 の利 得Q/Lkiが 偽ki>1で あれ ば少

な くと も一 つ は 発 振す るだ ろ う。2周 波 発 振 に ついて の そ れ ほ ど明確 な定義

が あるわけではない 凋 われるので・ ここTは 一応 ・2つ の発振 醐 欠発振

以上(連 続発振 を含むの意)で あるときに2周 波発振 と呼 び,こ の論文 では

語 もにその意味 での2周 波 発振 について考察 を進 めて行 く。.

3.3小 振 幅動 作 の解 析

式(3.2)か らaiix、+x21<1を 仮定 す れば,分 母 を級 数 展 開 して初

め の2項 を採 用 す る と

xy+・i・ ・侮 一 ・iki(x1+x,,)・ 〔1一 ・i(x、+x,)2〕}

+ω ε2xy=0(3.5)

Z=1z

式(3。5)は 図3.3の よ うな負 性 抵 抗 を用 い ブ『回路 で も構 成 す る こ とが で

図3.3 2周 波発振 回路の等価 回路
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き,文 献(11)で 述 べ られ て い る2周 波 発 振器 の特 別 な場 合 に相 当 す る。

い ま式(3.5)の 特 別 な場 合 につ い て εi<1を 仮 定 して摂 動 法 を用 い て

第1近 似 につ い て解 析 して み る。 次 の よ うな仮 定 を於 ぐ

Ct1==α2=11

(、.、)

ω,〉 ・、≡1∫

式(3.5)の 第1近 似 解 を次 の よ うに仮定 す る。

1:=二:::∴,+,)}.(1・ ・),

た だ し,αi,θ は 定 数 で あ る。 式(3.5)で ε1=ε2=0(0次 近 似)と お

く と,式(3.7)は 式(3.5)を 満 足 す る の で第1近 似 と し て 式(3.7)

の よ うに 仮 定 して も良 い だ ろ う。 式(3・7)をtに つ い て 微 分 す れ ば

二:1∴(t。,t+,、}(・ ・8)

式(3.5)に 式(3.7),(3.8)を 代 入 して式(3.6)の 仮 定 の も とで

基 本波 と高調 波 の 振 幅 の項 をそ れ ぞ れ0と す る と・.それ ぞ れ

き 　
A't(a、,｢z)=一 α、(1-k、)一 左1({+一!'一zia2)=r、

A≦(a、,・i)一 吋 … 一 一 碗(誓,・+⑳ 智2)〕 一 ・」

(3.9)

と なb式(3.'9)か ら さ ら忙k、=k,を 仮 定 す る と

1)』al=0,α2=0(3.10)

・)・1一 ・,・ 、一 士 ・、/雫(・.1・)

・∴ 一 士4亨.,a,==・

(3.12)
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・)・ ・一 士〆4(k-13k)… 一 士43(k-1k)(,
.、3)

とい う4つ の解 が得 られ る。1)～3)はVanderPoLの 第1近 似解 とま っ

た ぐ同 じで あ る。 そ して解 の振 幅の 安定 性 に つ い てA'(a正,α2)を 考 察 す

る と,VdnderP。 紛 解 の振 幅 の 安 定 問題 と して 良 く調 べ られ て い る。(7)

可 能 で あれ ば応 用 的 に も興 味 ある式(3.13)に つ いて調 べ る。

dsa

dt一 ÷(ト ・)・ … ÷(k-1)…

`ll2 一号%(k一 ・)… ÷ ・(k一 ・)…

式(3.14)を ラ プ ラス 変 換 し て δ｢iに つtiて 解 く と

∬(S=32+βS+r=0

た だ し,

β_.2(。,+、)(k一 、)3

。_4。,(k-1)・3

(3.14)

(3.15)

(3.16)

式(3.15)で 判 別 式Dを 取 る とn>0(2実 根)と なh,さ らに ∬(0)〈0

とな るの で極 を右 側 に一 つ持 ち,式(3.13)の 振 幅 は不 安 定 に な る。

この よ うに2周 波 の振 幅 が接 近 した と きは一 周波 しか存 在 しな い こ とを示

して い る。 例 え ば,文 献(11),(119)で 発 振 の困 難iさ を述 べ て い る が,こ こ

の 解析 で も発 振 の立 上 りの 過渡 解 を含 む一 般 的 な場 合 につ い て解 かれ てい る

わ け では ない。 実 際 の 回路 では2周 波 の発 振 に は多少 の工 夫 が 必要 だ ろ う。

これ まで の解 析 は ω2>ω1の 場合 を仮定 し,ω1の 振 幅 の高調 波 は ω2に 影

響 を与 え ない とい う場 合 につ い て 解析 を行 な っ て来 た。 例 え ば,具 体 的 に

ω2=2ω1,ω2=3ω 、 とい う よ うな場 合 に は,こ れ まで の方 法 で解 析 で き
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る わ け で ある が,そ の と き には,基 本波 のi振幅 の正 弦,余 弦 項 が0で な けれ

ば な らな い こ と よ り,式(3.7)の θは零 にな って 自由 に位 相 が選 づ る とti

う ことは な ぐな る。 そ して そ の時 は,み か け 上 そ の2つ の周 波 数 は 逓倍,逓

降 の よ うに 同期 関係 が保 た れ て観 測 され る。

式(3.11),(3.12)で 示 した安 定 な リ ミッ トサ ィク ル の うち,ど ち

らが 実 際 に存在 す るか とい う問題 はt-0に 勘け る発 振 の立上 りの早 さ に よ

っ て きま る だ ろ う。VanderPoLの 微 分方 程 式 の第1近 似 の振 幅 の過 渡 解

はす で に求 ま っ てい る。(7)

3.4大 振 幅動 作 の 解 析

1自 由度 の発振 器 の解 析 で も摂 動 法,漸 近法 の よ うに,フ ー リエ解 析 を基

礎 と して い る もの は,任 意 の非 線 形 性 に対 して フー り土解 析 が可 能 とい うわ

け で は な い の で,そ の解 析 が可 能 な非 線形 関数 を探 す とい う研究 傾 向 が一 般

的 で ある。 例 え ば,自 動 制 御 系 で は記 述 関数 と してた くさん の フー リエ解 析

の結 果 が 表 に な っ てい る。2周 波 の場 合 につ い て も,双 記述 関 数法,凝 双 記

述 関数 法(56)と して即 に研 究 され てtiる 。 それ らの 解 析 で示 され て い る フ

ー リエ解 析 の結果 も,真 空 管 や トラン ジス タの入 出 力特 性 との対 応 が で きれ

ば,第1近 似解 につtiて のみ注 目す る と きに は利用 で き る。

一 般 にt｢n-iの 非線 形 関 数 の2周 波 の フー リエ級 数展 開 は大 変 に 困難 で あ

る。

h(x)ニk渉 απ一1(α1COSω1t+｢2cosω2t)(3.17)

近似 双 入 力記 述 関数 法(56)と 同様 に ω,〉 ω、を仮定 す る と任 意 の 高 い周波

数 の1サ イク ル の 間,低 い 方 の 周波 数 の変 化 が あっ て もそ の誤 差 は非 常 に小

さ い と考 え られ る。 そ こで入 力 信号 を次 の よ うに直流 分+高 い 周波 数 と仮 定
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す る と

ei=Ai+a,・ ・sω,t(3・18)

出 力 の 信 号 は 基 本 波 の み に 注 目 す る の で,次 の よ うに 仮 定 で き る。

ea=Aa十a200sm2t(3.19)

入 力 信 号 を 式(3.18)の よ う な形 に し て も式(3.17)の フ ー リ エ 級 数 展

開 は 困 難 で あ る。 そ こ で文 献(22)で 行 な わ れ た よ うに 入 出 力 特 性 を 析 線 に

よ る 理 想 リ ミ ッ タ と仮 定 す る と,式(3.17)で 表 わ せ る フー リエ 級 数 展 開

を 直 流 分 と基 本 波 の み に つ い て 考 え れ ば(22)・(56)

、(∂_、 。εガ1ム+2ksin。 。。一・Ai。 。。ω,t(3.2・)
｢za2

とな る。 そ して そ の 時の 安定 な リ ミ。 け ・ク ルの第 ・近 似 解 は(22)

x,・一 ・V/・+・vT7… ω・t(・ ・2・)

た だ し,

Bノ ・4(3・22)

式(3.20)か ら等 価 利 得(56)は

kAi

Ay｢2

AZ/d2<1な ら ば 式(3.23)か ら

Ke=kO3.24)4
｢z

い ま 高ti方 の 周 波 数 の 振 幅｢2がkで,低 い 周 波 数 の 振 幅 が 同 様 にkの と き

は,

xi=kcoswit(325)

上 式 のxlは 式(3.22)のAiで あ る か ら,低 い 周 波 数 の振 幅 がkの と き

は 式(3.22)のB=1よ り 式(3.21)の 振 幅 は0と な る 瞬 間 が あ ρ,
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間欠 発 振 と連 続 発 振 の限 界 にな る。 ま た式(3.24)か ら等 価 利 得 は1に な

り,低 い 周波 数 の発振 限 界 にな る。 した が っ てk2>k,の と きに は式(3.24)

の等 価 利得 は1よ り小 さ くな り,高 い周波 数 に よる リ ミッ タ効 果 に よ り,低

い 周波 数 は抑 圧 され,つ い には高 い周波 数 だ け の連続 発 振 に な る。 した が っ

て2周 波 発 振 の場 合 には

左1>kz(3.26)

で なけ れば な らない。 高 い周 波 数 と低ti周 波数 が等 し くkの とき には理 想 的

fia場合 を考 え て い るの で,図3.4の よ うな 出力 にな るで あろ う。 逆に 図3.4

図3.4 理 想 的 な発 振 出 力

の よ うな出 力 の と きはxlとxzの2つ の周波 数 の振 幅 は 漸近 法 に より振 幅 は

庶 な る(23)。

発振 回路 に電 源 ス イ ッチ を入 れ た瞬 間 の2つ の発i振の 立 上 りに つ い ての過

渡 解 につNて 考 え るた め に,式(3.2)で 示 され た微 分 方 程式 の特 別 な場 合

で あ る 次の方 程 式 につ い て考 え る。
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x+emu(11+
x)'x+wo2x=0(3.27)z

式(3.27)の 第1近 似 を求 め る と きの振 幅 に関 す る変 数 分離 の一 次 の微 分

方 程 式 か ら過渡 解 を求 め る こ とは,そ の積 分 の 困難 さか ら解 析 的 に は無 理 で

あ るの で,式(3.20)で 行 な った よ うに入 出 力特 性 を理 想 リミッ タ と仮 定

す る と,振 幅 に つtiて の過 渡q(t)は9(0)=0を 仮定 す る.と

9(t)=2k(1一 ゲ εω・り(3・28)

式(3.28)か ら発 振 の立 上 りの勾 配 は,tに つ い て微 分 す れ ば よい の で
' 一em

ot(3.29)9(t)=2kEw
oe

2周 波 の 場 合 に も9(t)～0の と きには 近 似 的 に 於互 い に独 立 に立 上 りを 比較

して も よいか ら式(3.2)に も どっ て考 察 す る。

1)∵32　 }
(・・3・)

2)∵ 蹉 ∴ 　 }
(・…)

1)の 場 合 は2周 波 存 在 す るが,低 い 周波 数 の方 が立 上 りが早 い の で,高 い

周波 数 の成 分 は非 常 に少 い で あ ろ う。2)の 場合 は スイッチを入 れ た 瞬 間 に は

高 い周 波 数 成 分 しか存 在 しない が,初 期条 件 に よっ て高 い 周 波 数 だけ存 在 す

る場合 と,式(3.26)を 満 足 して い るの で2周 波 存在 す る場 合 が ある。1)

と2)の 場 合 は式(3,21)か ら振 幅 の根 号 の 中 が負 に な る場 合 参 あ るの で,

この発 振 で2周 波 が観 測 され て も,そ れ は 間欠 発 振 と見 るべ きで あ る。

次 に2周 波 が発振 した と きの能 動 素 子 の 平 均 出 力 に つtiて 考 察 す る。 式

(3.17)で 入 力 信号 を αCOStと す る と,出 力 の平 均 は 容 易 に フー リエ級

数 に展 開 で きて,そ の積 分 は で きる
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玲撫 躯(一t)at

一 ・忽
・1n一 ・sin

O(・n-1)tdt

_π 左(3.32)
2

図3・4で 示 さ れ て い る場 合 は,式(3・32)砒 べ て,3/4小 さ くなる.

そ の と きの入 力 信号xiに つ い て考 え る。 ω、<ω2を 仮定 す る とそ れ ぞれ の

出力 の フー リエ級数 の基 本 波成 分 は 計 算 さ れ,第1近 似 につ い て注 目す る と,

の1=kcosω1t

xs=kcosw2t(3.33)

とな り,電 力 の単 位 で1周 波 数 発 振 の場 合 と比 べ る と1/だ け 小 さ くなる。

この よ うに2周 波 に した た め に 出力 の電 圧 が 多 くな る とい うこと は ない の で

大 出 力 のた め には,こ の よ うな発 振 器 は不 向 き で あ る。

3.5結 言

2周 波 発 振 器 につ い て 解析 と理 論的 考 察 を行 なっ た。 理論 面 につtiて は フ

ー リエ解 析 が 困難 なた め に ,近 似 度 の 高 い解 析 は なか なか難 か しい。 式(3.

2)で 示 さ れ る微分 方 程 式 をn,周 波 の場 合 に一 般 化 す る こ とは容 易 に で き る

が,そ の解 析 は一層 困 難 にな る。 また,そ の よ うな回 路 の応 用 面 の実 現 方 法

も興 味 ホ あ る。

2周 波 発 振 の場 合 の非 線形 に よる共 振 周波 数 か らの 離調 は,調 和 関係 が 保

た れ て い る場 合 に は第1近 似 に 関 す るか ぎ りは0で あ る。 実験 を行 なっ て も

2つ の 周波 数 を完 全 に調 和 関 係 に保 た せ るの は,そ れ ほ ど簡単 で は ない。 低
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い周波数 と高い周波 数 を高調波 同期(分 数調波 同期)の 関係 を保たせ ると き

には非線形 に よる共振 周波 数か らの離調 よりも,2つ の共振周波 数のずれの

方が問題 に なる。

この2周 波 発振器 は強制 同期 信毎 の注入 に よる逓倍,あ るいは分 周回路 と

して の応 用 もあ るだ ろ う。 この2つ の共 振 回路 を持 っ てい る性 質 を利 用 して

高 い 周波 数 だけ 発振 させ て,低 い 周波 数 を注入 同期 信号 と して使 う方法 も あ

ろ う。(119)2周 波 発振 と2共 振 回路 に よる一 周波 発振 との 同期 の容 易 さ を

考 え る と,2周 波 発振 の 方 が 小 さな 同期 信 号 です む とい う利 点 が あ る反 面 ・

小 さ な 出力 しか得 られ な い とい う欠 点 が あ る。 目的,要 求 に よっ て この2つ

の 回路 の選択 は決 ま るだ ろ う。 そ れ らの理 論 的 な側 面 を調 べ る には ど うして

も式(3・2)の 右 辺 に駆 動 関数 をつ け て解 析 しな け れ ば な らな い。 しか しそ の

解 析 は一 層 困難 に な る で あ ろ う。式 く3・27)で 示 さ れ る よ うな1自 由度 の発 振

器 で調 べ られ て きた,か た い 発振(22),や わ らか 醗 振,そ して 発振 条 件 も

2周 波 の 発振 に つ い てそ れ ち の言 葉 だ け で説 明す るのは 大変 無 理 で あ る。 式

(3.36)で 示したような初期 条 件 に よって1周 波 の発 振 と2周 波 の 発振 が見 られ

る例 も,い わ ゆ るか た い発 振 とは異 な る現 象 で あ る。 この論 文 では 仮 に優 先

権 の あ る発 振 と呼 ん だが,解 析,実 験 が さ らに進 む につ れ て 色 々の 現 象 が解

明 さ れ る もの と思 う。

式(3.27)で 示 した振 幅 の過 渡 解 は,1次 の低 域 フ ィル タの ス テ ップ応

答 ・同 じで あ る.時 定 数 は式(2・28)か ら1/E。 。で あ る・ この鵡 水晶 の

よ うなQ(一 梶)の 高 い 共 振 回 路 の測 定 に利 用 で きる。 振 幅 が 非常 に小 さ

(7)い 時 の過 渡 解 に つ い ては す で に示 され て い る
。

以上2周 波発 振 器 の解 析 と理 論 結 果 に つ いて考 察 して きた。 共振 回 路1つ

の1自 由度 の発i振 に比 べ て解 析 の 困難 は一 層 ます。 応用 面 と して は ・水 晶振
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動子 を2個 並べ た2周 波発振器や2つ の周波数 間の 同期関係を保たせ ること

に よh安 定 な高調波 をた くさん含む性質 を利用 した高調波発振 器や逓倍器逓

降器 として利用 で きるで あろ う。

馬
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第4章 位相同期ルー プによる発振器 の同期

4.1緒 言

位相 同 期 ル ー プの 問題 を 簡 単 に い え ぱ,位 相 制御 系 に よる位 相 制 御 発 振 器

の 同 期 の 問題で あ る。 位 相 情報 の再 生 とtiう 意 味 で は もっ と簡 単 な方 法 と し

て古 くか ら知 られ て い る ・ ック ドオ 。 シ レー タ に よる方 法 もあ る(gp)6i)。

そ れ は非 線形 振 動 論 に 澄い て強 制 同期 の 問題 と して 非 自津系 の 中 の 重要 な 問

題 で あ る。 それ を 第2章 で行 な っ だ微 分方 程 式 で 書 け ば

x+x=一b(1一=k 、)x+μ 伽v.t(4・1)1十x

の よ うに な る で あ ろ う。fcだ し ン≒1,ε く1で あ る。 式(4.1)の 平 均

法 に よる第1近 似 を 考え.る と位 相 と振 幅 に関 す る変 数分 離 の1次 の微 分 方 程

式 に な る。 解 を次 の よ うに仮定 す る。(11)

x==μ'sin,(ンt十 φ)(4.2)

位 相 に関 す る第1近 似 解は

書 一・∴ 毒 卿(・ ・3)

と妙 この 式 はAdler(62)の 式 と して知 られ て い る もの で あ る。 との 式 を

さ らに 別 の立 場 か ら見 れ ば,こ の式 は位 相 同期 ル ー プの1次 の場 合 と同 じで

あ る。 この よ うに ロ ック ドオ ッシ レー タ方 式 で もSNRの 改 善 に役 立 つ場 合

もあ ろ う。(60)し か し実 際の シ ステ ムで は2次 以上 の高 次 ル_プ で 作 られ

る場 合 が 多 いの で,そ の 時 は ロ ック ドオ ッシ レー タ方 式 は不 向 きで あ る。 送

信 信 号 の 性質 が 一与え られ た と き設計 に比 較 的 自由度 の あ る 位相 同期 ル ー プの
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方 が一 般 にはす ぐれ て い る。 以 下 位 相 同期 ルー プ につ い て述 べ る。

位相 同期 ル ー プ の解 析 の 困難 性 は ル ー プの 中 に非 線形 要 素 を含 む こと と雑

音 を含 むた め で ある。 そ のた め に 解 析 は か な り困 難 で あ り,ま た ス レ'ッシ ョ

ー ル ド附 近 の 解 析 は不 十 分 で あ る。1)LLが 広 く各 方 面 に使用 さ れ る よ うに

な っ て久 し くな るが,PLLと 同 じ よ うな構 成 図 で書 け る ルー プは,た とえ

ば レ・一 ダ トラ ッキ ン グ,航 法 シ ステ ムそ して 同期 通 信 シス テ ム な どが あ るが,

厳 密 には い ず れ も非 線形 特 性 を持 ちそ して雑 音 が重 ね合 わ され る。 この論 文

で は 主 にPLLに つ い て 記述 す るが,相 互相 関 に よっ て生 じる位 相 の項 の 非

74)線形 特 性 を別
の関 数 で置 き換 え れ ば他 の システ ム に も応 用 で きる。

(75)

PLLに 関す る解 析 方 法 は種 々 あ る が,本 論 文 で は シ ステ ムが マル コ フプ

ロセ スで ある こ とを 仮定 し,フ ォ ッ カ ・プ ラ ン ク方程 式(F・P方 程 式)を

用 い て 解 析 を行 な っ てい る。 このF・P方 程.式 を使 っ て 大 き な成 果 を上 げ た 』

Viterbi(93)は2次 ルー プ につ い て卓 抜 な方 法 で条 件 付 期 待 値 を近 似 的 に

決 定 してい る。 一 般的 な ルー プ につ い ては リンゼ イ(100)(101)(102)

が考 察 を行 な ってい るが,そ の 解 析 は入 力 信 号 の無 変調 の場 合 にっ い てで あ

る.筆 者 らは 先 に(99)・(109)入 力 信号 が ガ ウス形 雑音 に よっ て変調 さ

れ て い る場 合 のr的 な場 合 につ い て,リ ンゼ イ とは 異 な った 方 法 で確 率 密

度 関数 に関す る微 分 方 程 式 を求 め,条 件 付 期 待 値 に関す る近 似法 を提案 した。

振 幅 一定 の信 号 に対 して,高 いSNRの とき の シ ステ ムの各!¥ラ メー タは カ

ル マ ン フ ィ ル タの特 別 な場 合 と して定 め られ る で あろ う。

こ こで 求 めた 解析 結 果 はす で に線形 を 仮定 して 求 め た 最適 推 定 のRicdtti

方 程 式 が求 め られ て い るの で,非 線 形 に よるペ ナル テ ィ も近 似 的 に 求 ま る。 「

他 のPLLに 関 す る論 文 も含 め て そ れ らの解 析 はtoず れ も入 力信 号 の振 幅
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が 一 定 で ある こ とを 暗 々裡 の うちに行 なっ てい た。本 論 文 で は振 幅が 広 帯 域

ガ ウ ス形雑 音 に よって 振幅 変 調 を受 け てい る場 合 に つ い て,シ ステ ム を よ り

一 般 化 して=考察 を行 なっ てい る
。 こ こで取 扱 うモ デ ル は最 も一 般化 しだ時 変

シス テ ム で あ る,PLL(92)は 蚤ちう ん,周 波 数 同期 ルー プ(FLL)(73)

な ど に 澄い て,あ らゆ る状 態 につ い て常 に振 幅 を 一定 す る ことは,た とえ ば,

AG(㍗ ル ー プ,リ ミッタ等が あ るが,必 ず し も容 易 な こ とでは な い。 時 変 シ

'
ス テ ムを解 析 す る こ とに よ篭っ て,従 来 の結 果 との 比 較 を 澄 こ ない そ してル ー

プへ の入 力 信 号 の 振 幅変 化 の影 響 につ い て調 べ た。 積 極的 に振 幅変 調 を して

い る ものは もち ろん,CWレ 「 ダの エ コー(echo)の よ うに強 い フ ェー ジ

ン グを 受 け てい る 受信 信 号 を 受 け る シス テ ムでは ス レシ ホー ル ド附 近 の問 題

を 論 ず る ときには 従 来 の 理論 では 十分 で は ない。 時変 系 の モ デル をF・P方

程 式 を用 いて 解 析 した例 を他 に見 な い。

4 .2フ ォ ッ カ 。プ ラ ンク 方 程 式 に よる一 般 的 な位 相 同期 ル ー プの解 析

4 .2.1基 礎方 程 式 の 誘導

無 線通 信 シ ステ ムの最 も重要 な そ し てさ け られ ない防 害 は 熱雑音 で ある。

そ の 雑 音 の スペ ク トル 密度 は 受信 機 の 周波 数範 囲 に わ だ って ほ とん ど平 坦

で あ る平 均0の 広 帯 域 ガ ウス形 プ ロ セス で あ る。 しだが って 実 際問 題 と し

て は 白tiと して取 扱 わ れ る。 白い雑 音 の表 現 の ため に よ く使 われ るパ ラメ

ー タは フ ィル タの バ ン ド巾 に よっ て 正規化 され た 帯域通 過 フ ィル タを通
っ

だ電 力 の 量 で あ る。2No砿 碗 諏/Flzで 示 さ れ る量 を一 般 に片側 雑音 ス

ペ ク トル密 度 と呼 ば れ る。No_ .KTで 、Kはボル ツ マ ン定 数 そ してTは シ

ス テ ムの 温度 で 絶対 温 度 で あ る。 そ れ と対 称 して 両 側 スペ ク トル 密度 と呼

ば れ る 実 際 の スペ ク トル密度 は 正負 の 周波 数 で 帯域 通 過 フィル タに よっ て
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正規 化 され た 雑音 電 力 を表 わ して い る のでNo班 α泥3/8zで あ る。 簡

単 にす るた め11C白 い雑 音 が 中心 周波 数 ωoで そ して2ωorad/sec以 下

の 周波 数 の み を通 過 させ る よ うな平 坦 な通 過 帯 域 を 持 っ た対 称 広 帯 域帯 域

ろ波 器 を通 った もの と仮 定 す る。 今 β<ωoと す る と充 分広 い 周波 数範 囲

2pに わ た って雑 音 の スペ ク トル密 度 をNoと 考 え る。1ω1>2ωoで は

密 度 は 省 略 で き る と して ω>0で は そ れ はw-mooの 偶 関 数 で あhω<0

で は ω+ω 。 の偶 関 数 で あ る。 平 均値0で そ して上 で述 べ た よ うな スペ ク

トル 密度 を持 っis狭 帯域 定 常 ガ ウス形 プ ロセ スn(t)は 次 の よ うに表 わせ る。

・ω 一 》7〔n,1(t)sin・ 。t+n・(t)・sω ・t) (4,4)

た だ しn、(t)と π2ω は 平均 値0そ して 同一 スペ ク トル密度 の 独立 ガ ウス形

プ ロセス で あ る,そ してn(t)の ス ペ ク トル密 度 と 同一 で あ る。 しか し中 心

周波 数0に 変 換 され て い る。 した が っ て π1ω と π2ω は ωの偶 関数 で ある

スペ ク トル密度 を もつ そ してそ の振 巾は β〈 ω。とす る と周波 数1ω1〈 β

の充 分 広 い 範 囲 でNaで あ る。 加 え られ る 白い ガ ウ ス形雑 音 が いか にPLL

の動 作 に影 響す るか 調 べ るた め に受 信 信 号 を 次 の よ うにす る。

図4.1(∂ 位 相 同期 ル ー プ
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図4.1(b)位 相 同 期 ル ー プ

π 」 〔1+e(t)〕sinB(t)+n(t>一 ・/2{A〔1+.e(t)〕sin〔 ・。t+θ 、(t)〕

+π 、ω 臨 ω。t+n,(t)・ ・sω 。t}(4.5)

e(t)はn(t)と 同 じ よ うな 統 計 的 性 質 を も ち,そ の 片 側 スペ ク トル 密 度 を

2z。 とす る。IrCOの 出 力 信 号 は,

万 彦、 ・・sθ'(t)=ski・ ・s(ω 。t+θ,(t)〕(4.6)

こ の 場 合 勿 論 θノ(t)は 変 調 信 号e(t)omか り で な く雑 音 の 関 数 で あ る。 掛 算

器 の 出 力 は,

α〈6)==ノ4(1十`(t)〕 ん1sin〔 θ1(t)一 θ2(t)〕一klnl(t)sinθ2(t)

→一klη2(t)cosθ2(t;)十A〔1十2(t)〕kisin〔2ωot十 θ1(t)十 θ2(彦)〕

十kin1(t)sin〔2ωot十 θ2(t)〕 十kln2(t)COS(2ωot十 θ2(t)〕(4.7)
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信 号 の項 の スペ ク トルは 比 較 的 狭 くnl(t)と π2ω の 項 は1ωi>ωoで 省略

で きる。 一方VCOの 中心 周波 数 ωσ は ル ー プ コ ンポー ネ ン ト周波 数 範 囲

よhは る か に高 い の で,周 波 数2ω 。rad/sec/に 中心 を もつ全 ての項 は省

略 され る。 した が っ て ろ波 され た 揖算 器 の 出 力で あ るV'COへ の入 力 信 号

を次 の よ うに書:く ことが で き る。

9
・ω 一 ん、∫。t{A〔1+細 〕 ・`・ ψ ω 一 ・・(w)sinB・(u)

+n,ω ・・nθ,(u)}f(t-u)du(4・8)

た だ し,

ψ 一 θ、ω 一 θ2ω

K=klk2

n'(t)=_nl(t)sinθ,(t)+n,(t)・ ・ θ,(t)(4・9)

と す る と式(4.8)か ら ル ー プ の 方 程 式 は

do(t)

dt♂1116L砿 ㍗ 〔1・!(の 〕鋤 ψ(u)・細}f(t-u)du
(4.10)

こ の 方 程 式 は 図4.2の ブ ロ ッ ク ダ イ ア グ ラ ム に よっ て 表 わ せ る 。
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ア ナ ログ信 号 源
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(b)

図4.3(α)積 分 され た定 常 ガ ウス形 信 号

(b)白 い雑 音 の加 わ った 積分 され た定 常 ガ ウス形信号

の 推定 の ため の 位 相 同期 ル ー プ

こ こで解 析 し よ うとす る べ 一 ス ー¥ン ドの位 相 同期 ル ー プを 図4.3の よ

うに振 幅一 定 と仮 定す る。 図4・1か らルー プ中 に含 む 中 間 周波 増 幅 器 が

ル ー プの等 価 雑 音帯 域 幅 と周波 数 変 調 信 号 の実 効 変 調度 に比 べ て十 分広 け

れば,図4.3の よ うな正 規 化 しだ ル ー プを近 似 的 に 仮定 す る こ とが で き,

近 似的 に マ・レコ フプ 吐 ス を仮 定 で き るで あろ う.図4・3で 信 号 側 の%

は 周波 数変 調 器 を示 し,xa(t)は 定常 ガ ウス形 プ ロセ スで あ る。 受 信 側 の

1/
sは 電 圧 制御 発 振 器 を 示す 。m(t)とmo(t)の 相 関 関数 は そ れ ぞ れMob

(t-u)とNaδ(云 一 ω)で あ る平 均 値0の 白Nガ ウス 形 雑 音 で あ る。 そ

し てm(t)と 施)は 無 相 関 で あ る 。HI(S),HZ(S),H(S)を 次 の よ うに 仮 定 す

る。
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λ、sm」1+λ,Sm-z+_+砺x

,(s)=

Sm+71sm一 一i+ +Ψ 窺

(4.11)

VoiS∬

2(s;)篇

m-1m_z

+VatS 十 … ・..Vom

Sm+Ψ1sη 一1十 +Ψ η

(4.12)

HZ(s)十Voox(
s)=(4.13)N

aS十a"IQ(訪 十Voo

FI(si)は 図4.3でsinxo÷xaと 仮 定 した と き の 入 力xa(£ に 対 す る 出 力

o(t)の ラ プ ラ ス変 換 を した 入 出 力 比 で あ る か ら,ル ー プ の 伝 達 関 数 で あ

る。sを ヘ ビサ イ ドの 演 算 子 と考 え る。

図4.3と 式(4.11)か ら ベ ク トルーx(t)を 次 の よ うに 仮 定 す る。

図4.3と 式(4.11)と(4.14)か ら信 号 系 に 関す る状態 ベ ク トルは

次 の 関係 を満 足 す る(104)

　
X(t)・一=FX(t)+Om(t) (4.15)

た.だ し,
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F=

0Ψ000

0一?Y110

0一 γ201

0-7YnzOO

0

0

0

1

0

λo

λ1

,c=λ2

困
(4.16)

こ こ に

λo=0

Ψo==一1

(4.17)

ル_プ の プ ロ セ ス に 関 す る 方 程 式 は 図4.3と 式(4.12)か ら(104)

0

(4.18)父(nt)=FX(t)+素7(・ ω 繍 ・・(の

た 、だ し

yo(t)は 図4.1の 中間 周波 増 幅器 を 出た キ ャ リア と基 準信 号 との 位 相 誤差

で ある図4.3で ルー プ のSNRが 十 分 高 い場 合 に は 位 相 検 波 器 の動 作 は

ほ とん ど直線 と見 な す こ とが で き,siny。(t)÷yo(t)を 仮 定 で きるで あ ろ

う。 そoS時 式(4.18)は 定 常 状 態 に 於い て,次 の関 係 を満 足 す る と きル

(ina)一 プは最 適化 され る。
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匹F7+7〆 橘 ・・7一 ξ7(・ …)

た だ し7は(m+1)×(m+1)の 対 称 マ トリ ックスで そ の(i,k)

番 目の エ レ メン トはVoiVokで ある。 式(4.20)は 連 続 系 の カル マ ン フ

ィル タの 特別 の場 合 で あbリ カ ッチ方 程式 と呼 ば れ て い る。sinlio(t)の

非 線形 項 が 無 視 で きない 場 合 には 式(4.20)は 最 適 とい う保 証 は ない が

非 常 に参 考 に なゐ で あ ろ う。 そ こで さ らに位 相 誤 差 に注 目 して考 察 す る。

式(4.15)と(4.18)か ら信号 系 を 受信 系 そ れ ぞ れ の状 態 変 数 の誤 差 の

プ ロセ ス に関 す る方 程式 は

]?(t)==FY(t)+Gm(・)一 素7〔 ・(t>+・ ・…(・)〕(・ …)

た だ し ム
y(t>一X〈t)_X(t)、(4.22)

式(4.21)をFokker-Pdanck方 程 式 を用 い て そ の 振 舞 を考 察す る 。 式

.(4.21)か ら 文 献(93)に よ り1次 の モ ー メ ン トAkと2次 の モ ー メ ン ト

Aikを 求 め る。1次 の モ ー メ ン トAkは

1:
ti2一 … 素 一 ・、(4・23)

1n

よb1次 の モ ー メ ン トは 式(4.23)か ら 次 の よ うに 書 く.こ と も で き る。

Al・ ・一'・・…+・ ・千 ・ヱ 鴛s・ ・Y・(・ ・24)
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だ だ しk=6.・ ・ .
、m^1

ま だ 同 様 に

AltA,4.........Alm

A2,

=M。GGT+⊥7レ ・(4.25)

Na

・4凋Amm

よ り2次 の モ ー メ ン トは

侮 一鰍 い 読7・ 西(・ ・26)

だ.だ し,2,k=0,1,m

式(4.21),(4.24),(4.26)よ りF・kker-PL｢nek方 程 式 は

∂P(Y

at・t)一 ÷ 禽 ∂VoksinyoPayk(Y,t)

m-1∂yk+
1P(Y,t)+m∂ 靴y1P(Y,の

kｰoaykk$tayk

+凱 轄 、識 〔・描+VoiVokfr
o〕P(Y,t)(・.27)

晦 件 はP(Y,o)一k=。 δ 〔yk-yk(・)〕(・ ・28)

式(4.27)を 一 。。か ら+。 。ま でy1,y2,y3ym

燗 働 する・ 文献(93)(102)の 直交原理 を用 い る と次の関係が成

立 す る。
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爺ll∴:贈岬
さ らに結合 確率 と条件付期待値 の関係か ら

　
∠..y・P(y・ ・y,・ ・)dy・==E(y,・ ・ly・)P(y・)!4・3・)

式(4.29)と(4.30)の 関係 か ら式(4.27)のP(Y,t)tlC関 す る 偏微

分:方程式 は積 分 に よって,次 の よ うなP(Yo,の に 関す る偏 微 分方 程式 に

な る。

∂P(yo

at't)∂ay。 〔TroONosiny・ 一E(y1川y・)〕P(Y・ ・t)

・翁'∂2銑 鍔 ・の(・ ・3・)

ftだ しE(y.、lYo)はyoが 一与え ら れ た時 のyl『)条 件 付期待 値 で ある。 以

下定 常 状 態 で(∂P(y。,の/∂t=0)を 仮 定 して 考察 す る。 式(4.21)

のy、(の に関 す る式 は

弘 ω 一弘 ・・ω+・ ・(・)+… ω一 鴇 〔・ω・ 励 ・ω 〕

(4.32)

式(4.22)の 両 辺 をtか らtoま で 積 分 す る
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toto

y2(u)auYi(u)面+/ツ1(to)一y1(t>==一IP'1/
ま 孟

」 謡o瑚 ・(u)・・(・ ・33)

t。→ 。。 と した と きの式(4.33)の 左 辺 第 工項 のyo(t)を 与 えた と きの条

件 付期 待 値 は

E〔y、(。 。)ly。(の 一 〇(4・34)

同様 に式(4.33)の 右 辺 の 第1項,第2項 は直 交 原理 か ら

コ
くンつ

㌶:∴::∴(・ ・35)孟

式(4.34'),(4.35)の 関 係 を 使 う と式(4.33)は

E〔Y・(t)ly・(`)〕 一 睾 ノ 》 〔si・Y・ ωly・(t)〕a・

一瓢E〔s'…(t+τ)lyo(t)〕 喉

、.36)

式(4.36)よb

議 〔睾 瑚rE(・,1・o)〕P(Y・)+冤 。`誹o)一 ・
(4.37)

位 相 誤 差y。(t)が 非 常 に小 さ い と き,sinYo(t)も ガ ウス形 雑 音 にな るで あ

ろ う。 そ の とき は式(4.36)の 条 件 付期 待 値 は

阜 〔s・…(・+・)1・ ・(・))aT"s'…(弗 ・(T)11
.38)
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だ だ し ・yn(・)はy・ 廟 す る 配 欄 関 数 で あ る ・SZn,yi・(t)y・(t)の と

きは

考 …(T)d・syo(o)202yo(・ ・39)

sY。(・)=Nol.FI(o)1・+NaMaH
2(銑2(・ ・4・)

…2一 浩 窮 ∬6)㌦

.「

・
、箔 環 〔1一.FI(S)〕・撃 ㌦(・ ・41)

「

式(4.39)は 正 規 化 した 自己 相 関 関 数 でPα ア3例 磁 の 定 理 か ら求 ま る。

式(4.40)は ω=0で の パ ワ ー ス ペ ク トル 密 度 で あ る。 式(4.41)を 形

式 的 に 次 の よ うに 書 く。

6Yo2=NoBL1十MoBLZ(4.42)

式(4.41)と(4.42)の 関 係 か ら$Lは 等 価 雑 音 帯 域 幅 と 呼 ば れ て い る

も の で あ る 。 周 波 数 変 調 信 号 が 小 さ くそ して 重 ね合 わ され る雑 音 が 小 さ

tiと き は,yo<1の 関 係 が 成 立 す る だ ろ う。 そ の と きは 式(4・37)は

位 相y。 を モ ジ ュ ロ2π で正 規 化 し,境 界 条 件,P(一 π)=P(n)と 仮 定

す る と

exp(ｫcosyo)1 ・y
ol≦ 二π(4●43)P(y。)≒

2nbo(a)

た だ し

α一 ア斎畑 ノ 舞(0)〕(・ ・44)

Io(α)は0次 の 変 形 ベ ッ セ ル 関 数 で あ る。
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αは ル ー プ の実効 的 なSNRと 見 直す こ とが で き る。 式(4.43)はViterbi

(93) ,Linsey(102)が 求 め た式 と同 じで あ るが さ らに一 般 化 さ れ てい る。

式(4.37)か ら1次 の場 合 には条 件 付期 待 値 を含 ま ない か ら式(4.43)

は厳 密解 で あ る。 しか しそ れ 以 外 の 場 合 で もSNRの 高 い所 で は十 分成 立

す る関 係 式 で あ る。 さ らに ス レ ッ シホー ル ド附近 ま で良 い近 似 が成 立 す る

もの と考 え られ る。 実 際 の ル ー プ では ルー プの 中 に中間 周波増 幅器 を含 む

な ど,そ の動 作 は か な り複 雑 で あ る。 そ の場 合 で も この式 を使 え ぱSNR、

の 良い 所 で等価 雑音 帯域 幅 を測 定 して おけ ば,SNRの 悪 くな った 所 での

ル.一プの動 作 を予 想 す る ことがで き る。

ふ たた び一 次 系 の ル ー プに つい て考 察 す る

図4.4一 次 の位 相 同期 ルー プ

図4.4に 示 す よ うな モ デル では 受 信 側の調 整 パ ラ メー タはKだ け で あ り,

図4.4の ように与 え られ た信 号 系 に対 してKだ けで 最 適化 し よ うと した場

合 には,図4.4か ら実効SNRは 式(4.44)を 用 いて

α 一 ÷(Kｰ+.KNｰ)(・ ・4・)

と な り位相 誤 差 の分 散 σ2は
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y・ ω=y1(t)一N
。 〔n(t)+siny・ ω 〕

と な り条 件 付 期 待 値 を求 め る と

E(・ 一 ・・)一E(y・ly・)+_VooN
osiny・

た だ し条 件 付 期 待 値 の定 義 か ら

E(sinyoiyo)=sinyｩ

式(4.37),(4.50)か ら

dE

d'Jo(eyolya .)+T'002No`2畿 典)一 ・

一80一

ガ
σ2=!Yo2」P(Yo)4yo(4。46)

一 π

よ り式(4.46)は 文 献(93)が 示 す よ うに αが大 き くな る と σ2は ・1・さ く

な る単調 減少 の 関数 で あ るか ら,図4.4の 最適 化 は式(4.45)を 最 大 に

すれ ば 良 いか ら式(4.45)を 最 大 にす るKは

κ一摂 「(・ …)

図4・4でsiny・(t)=y・(`)と し て 式(4
、・20)のRieαtti方 程 式 を 解 ぐ と

Mo

7一 κπ・=0(4・48)

と な り式(4.47)は 式(4.48)と 一 致 す る。 し だ が っ て 図4.4で 近 似

で き る モ デ ル の 最 適 化 は 線形 の 場 合 と 同 じ よ うtlCRioatti方 程 式 か ら パ

ラ メ ー タを 定 め る こ とが で き る。 高 次 の ル ー プ に つ い て 若 干 考 察 す る と式

(4.21)か らYoに 関 す る式 は

●70
0(

4.49)

(4.50)

(4.51)



と な り さ らに 式(4.51)を 解 く と

P(y・)一e・vP← 誹/E(&・1・ ・)d・ ・)

・ 〔/Doexp(2NaV

oo2/E(多 ・ly・)Cl・ ・)a・ ・+C・ 〕

(4.52)

り
こ こ に 刀。と0。 は 定 数 で あ る。 計 算 機 に よ る シ ミ ュ レー シ ョ ン でE(y。i

め

Yo「)を 調 べ る こ と は 出来 る。 例 え ば β(yolyo)。(sinyoと す る と,

り

E(yolyo)を 最 大 に しftと きル ー プは2乗 平 均誤 差 を最 小 にす る とい う

　

意味 で最 適 化 され る。 しか もm+1個 の 状態 変 数 の うちy。 とYoの2個 の

状態変 数 に注 目すれ ば 良い とい うこ とは大 変 興 味 深 い。

4.2.3カ ルマンフィル タ に よるPLLの 計算 機 シ ミュレー シ 。ン

振 幅変 調 を受 け てい な い シス テ ム では 具体 的 にパ ラメー タを定 め る際 に

は 当然,最 適 化 の 問題 が 起 こる。SNRの 高 い所 では.KaLrnarc-Bucyの 式

で各 ・・ラ メー タ碇 め られ る(103).し か しス レ シホ_、 レ附 近 の 問題 に

つ い て は な ん ら保 障 は ないが,シ ステ ムの形 と して は カ ル マ ン フィル タが ,

そ の ま ま使 わ れ るで あろ う。 図4.5に デ ィジタル電 子 計 算 機 を用 いて,シ

図4.5デ ィ ジ タル 計 算 機 の シ ミュ レー シ ・ンモ デ ル
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ミ ュ レー シ ・ンを行 なっ た機能 図 を示 す。 通 報 系 を1/s2と 仮定 した。 通

幸孫 を定 め る と駕_=B卿 の理論(i・3)に よリル ー ブの構成 綻 ま

り,さ らilCRicatti方 程 式 を解 くこ とに より最 適 な ル ー プの各 係 一数が定

ま る。 習 慣 に したがい 通報 系雑 音 と重 ね 合 わ せ雑音 の共 分 散 をそれ ぞれMa,

Noと す る と定 常 状 態 での 図4.5の ル ー プの各 係 数C,,CEはRicdtti

方 程式(4.20)を 解 いて

C,一 漂

Q一 而}礁

式(4.41)か ら ル ー プ のSNRの 逆 数 は

(4,53)

1Mo.(01+CZ2)No2Mn(、
.,4)

a2CIC22C2C,Cz

式(4.54)は 一 つ の パ ラ メ ー タ で表 わ さ れ る こ とが わ か る。 図4.5の 乱

数 は 北 川 の 表(112)(正 規 乱 数,3,750個)を 用 い た.サ ン プ 、燗 隔 は

レ、。(Vn(・rz{縣 。)腿 ん鵡 それぞ雛 舗 力般(共

分 散)は 乱数 の分 散 とサ ン プル 間 隔 の積 に等 しい と仮 定 した。 図4.6と

図4.7に シ ミ ュv一 シ ョンの結 果 の一 例 を示 す。 ル ー プのSNRは 式(4.

54)か ら,確 率 密度 関数 は式(4.43)を,分 散 は 式(4.41)を 用 いた。

理論 式 と シ ミュv一 シ ・ンの結 果 が 良 く合 致 す る こ とがわ か っだ。
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図4.6Kα 伽 απイ 記 灘 γに よ る 計 算 機 シ ミュ レ'一 シ ョン

図4.7K｢Lm｢n-filterに よ る計 算 機 シ ミ ュ レー シ ョン
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4.3・ 振 幅 変 調 を受 け る信号 に対 す る ルー プの振 舞

4.3.1ル ー プの解 析

これ ま で の位 相 同期 ルー プ に関す る解 析 は いず れ も入 力信 号 の振 幅 が 一

定 で あ る こ とを 暗 々裡 の うちに行 な っ ていた。 この節 で は振 幅 が広 帯 域 ガ

ウス形 雑 音 に よって振 幅変 調 を受 けて い る場 合 につ い て,シ ス テ ム を よ り

一 般化 して考 察 を行 な っ てい る。 こ こで取 扱 うモ デ ル は これ まで に解 析 さ

れ だ なか で最 も一般 化 しft時 変 システ ムで あ る。PLLは もち ろん,周 波

数 同期 ル ー プ(FLL)な どvak・ い て,あ らゆ る状 態 に つい て常 に振 幅 を

、一定 にす る こ とは,た とえ ば,AGCル ー プ,リ ミッ タ等 が あるが,必 ず

しも容 易 な ことでは ない。 積 極 的 に振 幅 変調 を受 け てい る ものは も ちろん,

0研 レー ダの エ コー(eeho)9)よ うに強 い フェー ジング を受 け て い る受

信 信 号 を受 け る シ ス テ ムで は ス レシ ホー ル ド付 近 の問 題 を論 ず る と きには

従 来 の 理 論 だ け では 十 分 で は な い。 時 変 シス テ ム を解 析 す る ことに よって,

従来 の結 果 との 比 較 を 澄 こな いそ して ル ー プへ の 入 力信 号 の振 幅 変化 の影

響 につ い て調 べ る。

こ こで 解析 し よ うとす るモ デ ルを 図4.2の よ`うに定 め る。4.2'.2で

行 なっ た と同様 の 信号 系 モデ ルを 仮定 し信 号 系 は

siny・ → 〔1+e(t)〕si・y・(4・55)

と変 数 変 換 す れ ば 良 い。 式(4・18)に 相 当 す るル ー プの プ ロセ ス に関す る

方 程 式 は

　

X(・)・FX(・)+it{・(・)・ 〔・・+e(・))・ ・…(・)}(・ ・56)

とな りそ の他 は4.2.2で 定 義 しだ もの と同 じで あ る。 こ こで同 様1iCF-P

:方程=Cで 解 析 す る。1撫 の モー メ ン トは式(4.24)と 同 じで あ る。2次 の
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モー メン トは

Aik一 猷 い 丸7轟(1+LoNsinyo
O)(4・57)

た だ しZ.k;0,1,m

以 下 式 の 誘 導 は4.2.2と 同 じ で あ る か ら 最 後 の 結 果 だ け を 書 く。 式(4・

37)に 相 当 す る 式 は

d

d'Ja〔Voosinyo-ENo(yily・)〕P(yo)+zVoo2Nod2dyo2・

×(・+Lo2-sznyN
o・)P(ya)一 ・(・ ・58)

式(4.58)を 解 ぐ こ とは 出 来 な'い 。 そ こで 式(4.58)の 条 件 付 期 待 値 は

ル ー プ のSNRが 高 い と き に は ほ ぼ ガ ウ ス 形 に 近 ぐな る で あ ろ う。 そ こで

次 の よ うな 関 係 を 仮 定 す る 。

E(yllya)astoyo(4●59)

そ の と き式(4.58)は 次 の よ う に 変 形 で き る の で あ ろ う。

d2d
一αsiny。P(y。)+(1+α β3`π2y。)P(y。)=O

dyo2dya(4
.60)

こ こ に αは4.2.2で 行 な っ た よ うに 式(4.41)で 定 め る。 β は

・P-Lｰ/N
。(4・61)

位 相yaを モ ジ ュ ロ2π で正 規 化 し,境 界 条 件,P(一 π)一P(π)とyo

<1を 仮 定 す る と,'y。 に 関 す る 確 率 密 度 関 数 は

P(y・)一 鱒(1
e,Logr+cosyar-cosya)(・ ・62)

lYoi〈 π
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ただ し

c=
1

㌶ 岬(1pｰrl・r+cosyagr-cosyo)dyo

(4.63)

γ一》蔦

式(4.62)で β 一 〇 とす る と,そ の と き は 式(4.43)と 一 致 す る。 確

率 密 度 関係P(ya)の1例 を 図4。8に 示 す 。

図4。8確 率 密 度 関数

位相 誤差 の分散 は

π
6y。2一/

一 π
yo2P(ya)dYo (4.64)
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図4。9に 計 算 機 に よる数 値 積 分 の 一例 を示 す。

図4.9位 相 誤 差 の 分 散1

次 に_次,レ ー プ に つ い て 考 察 す る。 式(・.45)1と 同 撒 ・レー プ 利 得 をK

とす る と この と きは条 件賛期 待 値 を含 ま ないの で 式(4・62)は 厳 密解 で

ある。

瞠 料(・ ・55)、

こ こ で3f。=0と 仮 定 す る と式(4.65)は 次 の よ うに 変 形 で き る。

a=1B

LNo(4
.66)

p-BLL・ ∫
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BLは 等価 雑 音 帯 域 幅 で あ る。

Naは 入 力信 号 の キ ャ リァ の電 力 で正 規 化 さ れ て い るの で,α はSNRで

ある。 そ して βは ルー プ に落 ち こむ 実効 雑 音 電 力 で ある。

この よ12Mo=0と 近 似 で きる よ うなル ー プでは,ル ー プの ス レ ッ シ

ホ ール ドは ル ー プの実 効 的SNRと 実効 変 調 電 力 と2よ っ て決 ま る。 実 効

変 調 電 力 は ル ー プの実 効 帯域 幅 と雑 音 電 力 密 度 の積 に なっ てtiる の で,

PI,L(他 の 同期 ル ー プ を含 め て)は ル ー プの実効 帯域 幅 内 の振 幅 変調 雑

音 は ル ー プに落 ち込 むが そ れ以 上 の 周波 数 の 雑 音 は ルー プ に影 響 を与 え な

い。 した が っ てPLL,FLL等 の ル ー プを設 計 す る とき,図4.10の

モデ ル でAOOル ー プの 帯 域 幅 をル ー プ の帯 域 幅 に比 べ て 十 分広 く選 ん で

1

図4.10 AGCル ー プを 持 っだ位 相 同期 ル ー プ

澄け ば 帯 域 幅 の 関係 でAGCル ー プ よ り も リ ミッ タの方 が 先 に ス レシホ ー

ル ドを持 つ ため に,図4.10の よ うに リミッ タを使 用 し な い ルー プの 方

が 望 ま しい ことが式(4.66)か らわ か る。 そ の うえ,AGOの ル ー プの

方 が リミッ タの帯 域 幅 よ り も狭tiの で雑 音 に よ る信号 の抑 圧 も少 ない とい

う利 点 もあ る。
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4.3.2平 均 同期 時 間 に つい て

F。P方 程式 か ら平 均 同期 時 間 の求 め方 につ い ては,文 献(93)(102)

に詳 細k述 べ られ て い る。 しか し条 件 付期 待値 を含 ま ない場 合 は と もか く,

それ .らを含 む 場 合 には,や は り なん らか の方 法 で条 件 付期 待 値 を定 め なけ

れば な らない とい う問題 が あ る。

式(4。58)か ら,初 め ル ー プは 同期 して 澄 り初 期 位 相yo=0を 仮 定

し,密 度 関数P(yo,t)をq(ya,t)で 書 き換 え る と

∂4(yoe

a.の_aay。 〔Ksinyo4(ya・t)〕e

∂2q(y。,のKZ

+4(LosinZyo+No)ay
o2

(4.67)

iy。1〈y。Lに 訟 い て 初 期 条 件 を

4(yo,0)=δ(yo)

さ ら に境 界 条 件 と して

q(yoc,の=4(一yo♂,の=0

式(4.67)か ら平 均 同 期 時 間 は

ζ

T一 ÷/r㌔ ψ/1:L。 β読
。+、 　・i毒

＼ ＼
mL・(T-cosx)9

(ri-cosx)9圭1鶉}漉 /

た だ し,α,Qと γ は す で に 式(4.63)で 定 義 さ れ て い る 。

(4.68)

(4.69)

(4.70)

さ らに高 次 の ルー プ につ い ては,4.2.2で 行 な っfrと 同様 の方 法 を 用

tiれ ば 平 均 同 期 時 間 に対 す る近 似 式 は 同 様 に 求 ま る。
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4.3.3振 幅 復調 器 の解 析

位 相 同期 ルー プを持 つ とい うことは,別 ないい 方 を す る と,コ ヒ レン ト

な信号 を作 る とtiう こと で ある。 この節 で はvcoで 作 られ る コ ヒ レ ン ト

な信 号 を 利用 して入 力 信号 の振 幅成 分 を取 り出そ うとす る同期 検 波 回路 の

解 析 で あ る。

4.2.2と4.3。1で 求 め た確 率 密度 関数 か ら同期 検 波器 の解 析 を行 な

う。PLLは 実 際 には ア ンテ ナ追 尾 レー ダ等 と組合 わ せ て 使用 され るこ と

が多 い。 入 力信号 の振 幅成 分 が 同期 指示,コ ヒ レン トAGC,ア ンテ ナ追

尾 誤差 信 号 等 に な リシ ス テ ム全体 で は このAM信 号 が全 シス テ ムの 限界 を

定 め る こ と もあ るの で シ ステ ム設 計 の際 淀は 重要 なパ ラメー タ で あ る6同

期 検 波 回 路 を図4.11に 示 す。

図4.11 振 幅 復 調 器
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入 力 信 号 と同 期 検 波 器 へ の 信 号 を そ れ ぞ れx'(t)とy「(t)と す る。

x'(t)一 〉!万 孟 〔1+1(t)〕 。。.〔 ω。t+θ 、(t)〕+。(t)(4.71)

y'(t)一th。 。s〔 ω。t+θ,(t)〕(4.72)

gvt(t)とy'(t)の 積 で 作 られ る 出 力 信 号 の2倍 の ω 。の 項 は フ ィ ル タ に よ

っ て 除 か れ るか ら

Z(t)=∠4〔1+1(t)〕eosψ(t)一nl(t)sinθ2(∂+n2(t)oosθ2(t)

==A〔1十1(t))cosψ(t)十n
α(t)(4。73)

た だ し,

n・(t)==Tn・(t)sinθ ・(t)+n・(t)・ ・sθ ・(t)(4・74)

出 力 信 号 の 直 流 分 は

E〔Z(t)〕=AE〔oosψ(t)〕(4.75)

E〔n、(`))は0で あ る か ら,す で に 求 ま っ て い る 確 率 密 度 関数 か ら

　
E〔Z(t)〕=A/cosψp(ψ)dψ(4e76)

一 π

Z(t)の 分 散 σ2は 同様 に

　

σ2-A2/・ ・s2ψP(¢)Clψ 一E2〔Z(t)〕(4・77 .)一 π

確 率 密 度 関 数 が 式(4.62)で 与 え られkと き の 同 相 直 流 出力 は

1、(α)E〔z(
t)〕=A(4.78)1

。(α)

た だ し ム(α)は1次 の 変 形 ベ ッ セ ル 関 数 で あ る。

つ ぎに 分 散 を 求 め る。eosψ(t)と π.(t)と の 間 に は 相 関 が な い と 仮 定

しE〔n。2(t))を 婿 とす る と

1,(α)11、2(α) 〕 十 σ;(4
・79)σ2・ ・A2〔 キ　 　

21。(α)21。2(α)
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ただし

12(a}=一 ,fexp(acose)ｰcos2edｩ
o

そ れ らの計 算 機 に よ る結 果 を 図4・12姻4・13に 示す・

図4.12 温f検 波器の直流 出力

図4.13 オM検 波器 の位相誤差の分散
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4.4結 言

位 相 同期 ル ー プ につい てEaP方 程式 を用 い て解 析を 行 な っ た。 リ ミッ タ

の無 い(き か ない)一 般 的 な同 期 ルー プの こ こで求 め た 確 率 密度 関数 と平 均

同 期 時 間 は,振 幅変 調 の 実効 変 調 電 力 とルー プの 実効SNRに よって決 ま る。

この ことは ル ー プの ス レ ッ シホ ー ル ドが ルー プの帯 域 幅 に よって定 ま る こ と

を示 して い る。 この論 文 で取扱 っ だ モ デ ルは従 来F。P方 程 式 を用 い て解 析

さ れた うちで最 も一 般 化 され て い る例 で ある。 これ らの解 析 は 主 に変 復 調 シ

ステ ム ある いは トラ ッキ ン グル ー プ と して考 え た が,ビ ッ ト同期 の問題 と し

て も応 用 で きる で あ ろ う。

非 線形 の2次 以 上 の ルー プでは 微 分 方 程式 の 係数 に条 件 付 期 待値 を含 み,

係 数 の定 ま らな い 微分 方程 式 とな り,結 局 近 似式 しか求 ま らない。 しか し,

1次 ル ー プは 厳 密解 と な って 位 相 の分 散 も正 確 に計 算 され る の で,分 散 を最

小 にす る ルー プの パ ラメー タも定 ま る。 これ らの 同期 ル ー プを実 際 に構 成 す

る ときは カル マ ン フ ィル タが,線 形 問題 で ある とは い え応 用 され る で あ ろ う。

実 際 問題 と して変 調 雑音 の 相 関 関数 を常 に正 し く求 め る とい うこ とは困 難 で

あ る。 非 線形 ル ー プのFｰP方 程 式 に よる表現 は便 利 で あるが 最 適 化 の 問題

は 今 後 の問題 で あ る。
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第5章 結 論

本 研究 はt｢riiの 入 出 力特 性 を持 った 発 振器 と位 相 制 御 発 振 器 の位 相 同期

ル ー プ に よ る同期 に 関 して解 析 と考 察 を行 なっ た もの で あ る。 この研 究 に よ 「

り得 られ た成 果 は次 の よ う叛 もの で あ る。2章 関 係 につ い て は

(1)大 振 幅 動作 を含 むV｢nderPolの 微 分 方 程式 を 拡 張 した,共 振 回路

のQと ル ー プ利得 の2つ の定数 を含 む 微 分方 程 式 をQの 大 き い場 合 にっtiて

発 振振 幅 と角 周 波数 の オ2近 似 解 を得 た。 こ こで得 た解 は 今 まで 良 く知 られ

てい 牟7'｢nderPolの オ2近 似 解 を含 む一 般化 した解 で あ る こ とが わか っ

た。 水 晶発 振 器 に 澄 いて 水晶 振 動子 の ρが 約106程 度 ある ことを 考へ る と,

非線 形 に よる共振 向路 の 中 心 周波 数 の 離調 は1./Q2の オ ーダ で利 くの で ほ と

ん ど無 視 で き る。 この 微 分方 程 式 で表 わ さ れ る よ うな発 振 回路 で ル ープ利 得

を非 常 に大 き く して 語 くと,発 振 開始 の過 渡 応 答 か ら共 振 回路 のQが 測 定 で

きるo

② ρの小 さ3zマ ルチ バ イ プv一 タに つ い て漸近 的 に発 振 周波 数 を求 めた。

この 結果 周波 数 の安 定 した マル チ バ イ プv一 タは 難 か しtiZと が わか っ た。

(3)バ イ ァ ス を含 む さ らに一 般 化 した微 分 方程 式 を4が 大 き く,ル ー プ利

得 が 大 き い場 合 にっ い て振幅 と角 周波 数 の オ2近 似 解 を得 た。 発 振 停止 寸 前

ま で バイ ア ス を深 くす る とバ イア ス0の 場 合 に比 べ て,離 調項 で 約4・1倍

大 き く,振 幅 で 約3dB小 き くな る。 そ して バ イ アスの 方 向に よ り発 振 の 開

始 と停 止 に ヒス テ リシス を持 っ。 さ らに この発 振 は か たti発 振 で あ る。

(4)プ ッ シュ プル 形 の発 振 器 の ク ロス オ ーバ歪 に注 目して,4が 大 き く・

ル ープ利 得 が 大 きい場 合 につ い て 振 幅'と角 周波 数 の オ2近 似 解 を得 た6こ の

場 合 もや は リバ イァ スの 方 向 に よっ て発振 の 開始 と停止 に ヒス テ リシス を も

つoこ の発 振 もか たい発 振 で あるo
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(5)高 い 周波 数 で発 振 した と き問 題 に な る半 導体 素子 の 位 相 遅 れ や 遅 延 に

つtiて 注 目 し,式 をさ ら に一 般 化 した微 分 差 分 方 程 をQが 大 きい場 合 に つti

て振 幅 と角 周波 数の 才1近 似 解 を求 めた。 周波数 の離 調 は1/4の オ ー ダ で

利 くの で安 定 な発 振 周波 数 を望 む 発 振 器 では 出 来 る だ け しゃ断 周波 数 の 高 い,

キ ャ リア蓄 積時 間の 少 左 い能 動 素子 を使 うこ とが 望 ま しい 。

(6)2安 定 と3安 定 の マル チ バ イ プ レー タに っ い て2階 の 非 線 形微 分 方程

式 の特 異 点 の性質 を調べ る こ とに よっ て,目 的 の 回路 の 各 定数 の 決 め方 に つ

tiて 考 察 した。 この 微 分 方程 式 を位 相平 面上 で 解 くこ とは 溢 とん ど 出来 ず,

不安 定 点 か ら安 定 点 へ そ してSeparatrixを 等 傾線 法 と計 算 機 に よ るRunge-

Kutt｢法 に よっ て1例 につtiて 考 察 を 行 っ た。

オ3章 関係 に'ついては(7)2周 波発i振器 の/j・振 幅動 作 に つ い て は,物 理 的

には 負性 低 抗 素子 を使 っ た発 振 器 に相 当 す る。 摂 動法 を用 い て%f'1近 似 解 を

求 め る と,た くさん の 解 が あ る。 そ こで解 の 振 幅 の 安 定 性 を調べ る ことによ

って,安 定 な リミ ッ トサ ィク ル と不 安定 左 リ ミッ ト'サイ クル の判 定 をす るn

1例 と して具 体 的 に計 算 した結 果,解 の 中YCVan,derPolの 解 のij'1近 似

解 を含 む こ とが わか り,VanderPolの 微 分方 程 式 の 一 般 化 で あ る こ とが

わ かっ た。

(8)大 振 幅 動 作 に つ い て は 澄 もに 近 似 双 記述 関数法 を用 い七 安定 疫 リ ミッ

トサ イ クル の存 在 の 限 界 に っ い て調 べ た。 さ らに発 振 の 立上 りの過 渡 解 か ら

発 振 の 立 上 りた優 先権 が あ る ことが わ かっ た。 そ の ときは初 期 条 件 に よっ て

2周 波 存 在 した り,1周 波 しか 存 在 し友い よ うな場 合 が あ る。・この2周 波 発

振 器 は低 い 周波 数 と高 い 周波 数 の 間 に 同期 関係 が保 たれ る とき と非 同期 の 場

合 が あ り,同 期 関係 が保 た れ る ときに は逓 振 器 や逓 降 器 に この2周 波 発 振 器

は利 用 で き る こ とが わ か っ たo』
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ij'4章 関係 につ い ては

⑨ 入 力信 号 が ラン ダ ム雑 音 に よって 周波数 変 調 を受 け てい るそ して そ の

信号 に 白ti音 が重 ね合 わ さ れ る。 そ の よ うな位 相同 期 ル ー プの モ デ ル にっ

い て ベ ク トル マ ル コ フ プ ロセ ス を仮 定 して,送 信 係 と受 信係 の誤 差 に 関 す る

プ ロ セスの 状 態 方 程式 か ら,フ オ ッ カ,プ ランク方程 式 を 用 い て 解析 したQ

そ の結 果 一 次 ル ー プ12つtiて は条 件 付期 待 値 を含 ま 左 いの で誤 差の 確 率 密度

関数 と平 均 同 期時 間は 厳 密 解 で あ る。2次 以 上 のルー プについては条 件 付 期 待

値 を含 む の で近 似 式 しか 求 ま'ら友い。 こ こで求 め た近 似式 はViterbiの 方法

に近い もの で あ るが,と こで 求 め た 結果 は,Vit、rbiやLinseyな どの 結

果 をさ らに一 般化 し てい る。 特 別 な場 合 として2次 系 にっ い て ル ー プの パ ラ

メー タをRic｢tti方 程 式 か ら求 めた場 合 につ い て,計 算 機 に よる シ ミユ レ

ー シ ョンを 行 った が こ こで求 めた 近 似式 は ル ープの ス レッ シ ョ ール ド附近 ま

で よ く近 似 す る ことがわ かっ た。

⑬ モ デル を さ らに一 般 化 して キ ャ リア が 広帯 域 雑音 で 振 幅変 調 を受 け て

い 為場 合 につtiて 同様 にF・P方 程 式 を用 い て解析 を行 っ た。 一 次ル ー プ に

つい て は 同様 に厳 密解 が 求 ま るの で あ るが,こ の場 合振 輻 変 調雑 音 はル ー プ

の 帯域 幅 内 に しか落 ち こま ない こ とが わか っ た。 この結果 を利 用 してル ー プ

の 中 に リ ミッ タを使 用 しない でAGCル ー プを 用tiた ス レ ッ シ ョー ル ドの低

い位相 同期 ル ー プ を提案 した。 こ こで求 め た確 率 密 度 関数 はViterbiや

Linsey等 が求 め た確 率密 度 関数 を一 般 化 して い る。

⑪ 位相 同期 ル ー プ と組 合 せ て 良 く使 用 さ れ る同期 検 波 器 に つ いて こ こで

求 めた確率 密 度 関 数 か ら出 力のDC'出 力 とゆ らぎを計 算 した。
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主 な 記 号

オ2,3章 関係

:能 動 素子 の ハ イブ リッ ドマ ト リックスの 要 素

:能 動 素 子の 入 力信号

:コ ンデ ン サ

:イ ンダ ク タンス

:抵 抗

:フ ィル タの伝 達 関 数

:共 振 回路 の 自然 周波 数

3Qの 逆 数

:ル ー プ利 得

:能 動 素 子 ゐ 出 力 信号

dx/dt

:リ ミッ トサ イク ル の判別 式

3共 振 回路 の尖 鋭度

:リ ア プノ ブ関 数

1'(x)xの 関数

:余 弦 波 の 振 幅

:位 相

:正 の 整数

:角 周波 数

3ひ ず み率

言定 数

:xの 積 分
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ゐ:直 流 バ イア ス

B:正 規 化 し た 直 流 バ イ ア ス

T:遅 延 時 聞

ρ:ω とTの 積

Xo:特 異 点 のx軸 の 座 標

才4章 関 係

オ:信 号 の振 幅

4(t),m(t),n(`):白 い ガ ラ ス 形 雑 音

κ:ル ー プの 利 得

耳(∂:信 号 モ デ ル

U2(s):ル ー プ フ イ ル タ

∬ ω:ル ー プ の 伝 達 関 数

ム
X(t),X(t),Y(t):ベ ク トル

F,0,7:マ ト リ ッ ク ス

.砲:一 次 の モ ー メ ン ト

.4舖:二 次 の モ ー メ ン ト

P(Y,t):確 率 密 度 関 数

五。,属,珊:白 い 雑 音 の 共 分 散

ρ(τ)3自 己 相 関 関 数

σ2:分 散'

β五:等 価 雑 音 帯 域 幅

α:ル ー プの 実 効SIVR

E(。1。):条 件 付 期 待 値

c。,.Oo:積 分 定 数

ωπ:自 然 周波 数
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β:実 効 雑 音 電 力

?':平 均 同 期 時 間

Z(t):振 幅 復調 器 の 出 力

Ii():変 形 ベ ツ セル 関数
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附 録I

Bog。Liuboff-Mitrop。Lskyの 漸 近 法(7)

次 の 形 の 微 分 方 程 式 を 考 え る

d2xdx
一 十 ω2即=ε ノ(x,一)(1。1)

dt2dt

式(1・1)の 一 般 解 を 次 の 展 開式 で 求 め る

x=αCo3ψ 一}一εu,e,ψ)十 ε2uz(α,ψ)十(Io2)

量 α,ψ は 時 間 の 関 数 と して 次 の微 分 方 程 式 に よっ て 決 定 さ れ るo

l∴ ∴}(エ.、,

関数!(α,ψ)に 対 す る フー リエ展開 を考 へ る。

　

f(a,φ)一 ・y。(・)娯 無(a)e… ¢一Fh・(a)・innψ}

第1近 傷 を考 へ る・ 才1近 似 と して次の よ う左解 を とる。

x=eo・08ψ

こ6と ψ とは 次 式 で 定 め られ る。

dd
=sA,(｢1

dt

dt

A,(a),B,(a)は 次 式 で 定 め る◎

(1・4》

(1。5)

(1ｰ6)
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91(の 十2ω αB1=0

ん1(α}十2ω オ1=0

全 く 同 様12if'2近 似 と し て次 の 式 を 取 る。

x=Qoo8ψ 一1｣u,(a,ψ)

こ こ に時 間 の 関 数 α,ψ は 次 式 で 定 め られ る。

d｢

_dt・A・(譜 ・・A・(a)

翌 吻+・B、 ㈲+,・B,(。)

dt

こ こ に ■,,B,,u,(a,ψ)は 次 式Z定 め ら れ る。

u,(・,ψ)一 砦 φ一 ÷ 儀9睾 響fψ+lan(a)sin,箆 ψ

ん、(i1(d)+2・A,一 〇

91(・)(。)+2ω 。B,一 〇

次 の 形 の 方 程 式 を 考 へ る 。

d2x+
・ ・x=,〆(dxx)一

dtzdt
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(1。8)

(1・9)

(1。10)
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次 の よ うな関 数 を定 義 す る。

F(α 。。sψ)・=ΣF夢(a)。 。sπ ψ

式(1・12)を ψ に つtiて 微 分 す る と

∫(。 。。。 ψ)。 ω 飢 ψ一Σ 。。 ∬ ※(∂ 。乞。 πψ

オ1近 似 を 次 の よ う に 定 め る 。

x=acos

aと ψ は 次 の 式 を満 足 せ ね ば な らな い 。

d｢ _&一F
1,.(d)dt2

砦 。1

才2近 似 を 作 る た め に

÷ 乎!(_ψ)。 ・。・ψ一 響 の

左 る こ とを考慮 すれ ば,次 の よ うに書 くこ とが で き る。

x=｢。 。S+三 駆 ・※(｢sinn
ω
π=2n2-1

こ こ に αと ψ は 次 式

一II4一

CIｰ21)

(1ｰ13)

(1。14)

(1・151

(1。16)

(1ｰ17)



d｢

At-e-F2・ ※(｢)

(1ｰls)

壁 一 。+,・ 易(δ
dt

で決 定 され,B2(Q)は 次 の形 を もって い るo

_、8痴 轟 繧 ω 一 互毒,
n=一2rc2-1(エ.、9,

次 に振 幅の安定性 にっtiて 調べ るQ任 意 のn次 近似 に対 して得 られた式 は次

の形で ある。

d｢
一=φ(α)(1。20)

dt

こ こ に

φ(2)一 εオ1ω+ε ・A,(a)÷+8n`4n(｢)(1ｰ21)

定 常 的 な 値｢oに 対 して

φ(ao)=0(lo22)

が 成 立 す る と き,振 幅 値 は

の'(α 。)〈0(1・23)

な ら 安 定 で あ る。 そ して

の・(。 。)>0(L24)

な ら 不 安 定 で あ る。
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附 録fi(8)

農+∫ ω 諺+y(の 一 ・ ・(R・ ・)

ここで 次の よ うにお く とき

ズf(x)Clx=・F(x)

の
f6,9(x)Clx・=o(x)、

(a)f(x),y(x)は す べ て の 即に っ き連 続 でy(Ci)はLi1)shit2の 条

件 を満 足 す る。

(ゐ)細 は 謬の 偶 関 数 で あ る 。 『

(e)y(x)e[txの 奇 関 数 で あ っ て,か つx>ovaてy(x)>O。'

(d)0<x〈x。vaてFω 〈0,x>躍 。vaてF(x)は 単 調 増 加 でx→ ・・vaて

一F(x)→ 。。o

仮 定(a),(b),(c),(a)の も と に 方 程 式(1)は た だ一 つ の 周期 解(定 数 で2itい)

を もつ 。

(93),(111)附 録 皿

ベ ク ト ル プ ロ セ ス のm-f-1個 の 成 分

Y(t)=y。 ω.,y、(t),y肌 ω `源 。1)

が 彿十1個 の一 次 の 線 形微 分方 程式 の解 とす る。 各成 分の プ ロセ スの瞬 時 増

分 が 他 の成 分 の現在 の値 だ け に依 存 しそ して駆 動 関 数 が 白い雑 音 の 時 は そ の

ペ ク トル ブ ロセス は マル コ フで あ るP
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そ の プ ロ セ ス は 次 のm十1次 のF・P方 程 式 を満 足 す るo

atk=oaye

+建 。m
2=。 ∂a2ykaye〔 魚 ¢ ・・)〕(皿 ・ ・)

初期条件は

P(Y,・)漁 δ〔酬 ・自(o・)

オ調 と 転(巧 は各 成 分 の プ 吐 スの
、正 規 化 した モ ー メ ン トと相 互 モ

ー メ ン トの極 限 値 と して定 義 さ れ る
。

Ak(巧 一LimE(△yk△y遷 ユ
ム 渉→o△t

(皿:。4)

E(ｰyxｰytily)
AkL(}り 謀Lim

△ か→o△t

△tが0に 近 づ くと き,△tよ り 早 く近 づ け ば さ ら に 高 次 の モ ー メ ン トは0

に な っ て 除 か れ るo
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