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全体の構成と各章の概要

Black-Scholes[43]以 降、ファイナンス理論の数学的精緻化は徐々に加速 していったが、Harrison-

Kreps[81]な らびにHarrison-Pliska[82]の 登場によってその流れは一気 にピークに達 し、数理ファ

イナ ンスと呼 ばれるひとつの分野を形成するまでにいたった。(1)数理ファイナンスは今 日では、

もっ とも成功 した数理経済学のひとつの分野、あ るいは、数学者(特 に確率論の研究者)に とっ

ての絶好の応用フィール ド、とみなされているようで ある。

学問研究 と実務の双方にとって、理論の整備は歓迎されることである。 しか し、われわれのよ

うな数学 プロパーでない一般 のファイナ ンス研究者には、この状況 はきわめて過酷な ものとなっ

ている。というのも、数学プロパーにとっては自明であることも一般のファイナンス研究者にとっ

ては必ず しも自明ではないため多 くの時間と労力を数学的準備のために費や し、それがため、高

度な数学的バ ックグラウン ドを前提 とする数理フ ァイナ ンスの論理構造を把握するまでに疲労 し

て しまい、ファイナンス理論のエ ッセ ンスを簡単には享受し得ないか らである。

そ こで、本稿は、まず第1に 数理ファイナンスの論理構造 を正確 に把握することを主たる目的

とす る(第1部 、第1章 ・第2章)。 次に、第1部 で明 らかにされた数理ファイナ ンスの論理構造

を踏 まえ、ファイナンス理論の 中心的なアプリケーションであるオプション評価 ・期間構造モデ

ルへ と進む(第2部 、第3章 ・第4章)。

第1部(第1章 、第2章)は 、数理 ファイナ ンスの論理構造の中核 をなす証券市場均衡 におけ

る証券価格評価の問題 を取 り扱 う。第1部 のアプ ローチの特徴は、 ともに状態価格デフレータを

基礎 とする点 にある。(2)

第1章 の目的は、離散時間かつ無限期間の設定の下で、一期間状態価格 アプローチに対応する

結果 を導 くことにある。無限期間問題は有限期間問題の極限であ り、有限期間の場合 には表面に現

れない理論的な問題点が顕在化す ることか ら、有限期間の設定ではな く敢えて無限期間の設定を

採用 した。離散時間モデル設定 は後 に続 く連続時間モデルへの橋渡 しとしての意味とともに、よ

り広 いクラスの価格過程に適応 し得る。ここでは、まず市場参加者の最適化問題をMarkovダ イナ

ミック ・プログラミングとして定式化することか ら議論を始め、Markov均 衡が明らかにされる。

しかる後に、Markov性 を仮定せずに証券価格の無裁定あるいは最適性の含意が考察される。ただ

し、本章 は市場参加者の効用最大化問題からスター トす るため、採用 されている取引戦略のクラ

スはいわゆる自己資金充足的な取引戦略(self-financingtradingstrategy)で はな く、消費資金充

足的な取 引戦略であることに注意をしなければな らない。(3)

これ に対 して第2章 は、参加者の期待効用アプ ローチか ら離れ、証券市場の均衡そ のものを考

(1)このことは、MathematicalFinance、FinanceandStochasticsの 数理Financeに 関する専門雑誌が相次いで刊
行されていることからもわかる。
(2)Arrow-Debreu証 券をもとにする状態価格アプローチについてはDuffle[66,Chp.1]あ るいは赤壁[2]を参照された
し。
(3)本章で採用されている取引戦略のクラスは、Breeden[46]による消費ベースの資本資産評価モデル(CCAPM)で
採用される取引戦略のクラスの離散時間版であると見ることができる。
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察対象 とす る。特 に状態価格 デフレータの果 たす役割 を中心 として、数理フ ァイナンス論の主要

結果である 「連続時間における無裁定証券価格の理論」の論理構造を解明することを目的とす る。

取引戦略の空間として確率積分を定義するに足るある可積分な適合過程の空間を前提 とし、 「状態

価格デフレータの存在は裁定が存在 しないこと」「裁定が存在 しないための十分条件は同値マルチ

ンゲール測度が存在すること」 を証明 して、無裁定証券価格理論 の論理構造 を自己充足的 ・体 系

的に把握することを意図 した。

証券価格理論の論理構造を正確 にアプローチするという目的にとっては、定理 ・補題等の意味

内容 を正確 に把握することはもちろんで あるが、その証明がきわめて重要な意味を持つ。そ こで

第1部 では、読み易さは多少犠牲 にす ることに して、証明を本文 中に陽に示す ことにした。

ファイナンス理論が今 日の成功をおさめたひとつの原因として、Black-Scholes[43]やMerton[114]

らによるオプション評価理論や、CIRモ デル[54]・HJMモ デル[85]に 代表 される期間構造モデル

な ど、きわめて優れたファイナンス理論のアプ リケー ションが存在 した ことがあげられ る。そ こ

で第2部(第3章 、第4章)で は、第1部 で明 らかにされた数理 ファイナ ンスの論理構造を踏 ま

えて、これ らファイナンス理論のアプ リケー ションを構築、あるいは再評価する。

第3章 では、経路依存型エキ ゾチックオプションのひとつで あるロシア型オプションの新 しいモ

デルを提示する。Shepp-Shiryaev[129]に よって提唱された ロシア型オプションは、エキゾチック

オプションのなかでも数学的に興味あるオプシ ョンであるが、価格の有限性 を保証す るにはあま

り現実的とはいえない仮定 を必要 とした。他方、Du伍e-Harrison[68]は 、オプションの本源的証券

である株式に連続的な配当がある場合 には、 ロシア型オプションが無裁定取 引戦略によって複製

可能である ことを示 している。 しかし、時間を通 じて一定の配当利回 りの連続的配当をもつ証券

(株式)の みを対象 とすることは、少なくとも現実的な妥当性 の観点か らは、きわめて強 い制約条

件であるといわざるを得ない。そ こで本章では、連続的配当に依存 しない有限の市場価値をもつ ロ

シア型オプションモデルを提示 し、マルチ ンゲール価格理論アプ ローチにしたがって、 このオプ

ションの評価 と複製戦略を厳密に導 くことにす る。モデルのもっ とも本質的な前提は、 ロシア型

オプションの本源的資産 を単一株式 とするのではな く、幾何平均イ ンデ ックスとする ことにある。

第4章 では、利子率の期間構造モデルの中で も代表的なCo)dngersol-Ross[54]の 期間構造モデ

ル とHea七h-Jarrow-Morton[85]モ デルを取 り上げる。CIRとHJMの 期間構造モデルはともに後に

続 く論文の創出効果が高 く、数理 ファイナ ンス論の分野では非常に大きな貢献 を成 し遂げたが、単
一因子によるCIRモ デルよ りは因子に依存 しないHJMモ デルのほうが理論的一般性が高いもの

と見なされる傾向があるようである。 また、ボ ラティ リティ係数にのみ依存するHJMモ デルは、

期間構造派生証券の理論価格 を計算する際に、きてきわめて強力で あると考え られているようで

ある。本稿は、マルチンゲール価格理論アプローチか ら両モデルを詳細 に再検討 した結果、 この

ような見解が支持 し得ないことを主張する。この目的のために、モデルの差異にかかわ らず成 り

立つ利子率の期間構造モデルの一般理論を提示する。 この議論にもとついて、前者の観点 に対 し

ては、ゼ ロクーポン債の価格 をマルチ ンゲール にするような同値マルチンゲール測度の存在性 ・一・

意性 を主張 し得るか どうか、あるいはボラティリティ係数が一意であることをモデルの内在的な

仮定のみか ら主張 し得るか どうか(ゼ ロクーポ ン債の明示的な価格公式の導出プロセス)を 検討

し、HJMモ デルはこの点 に関して弱点を持つ ことを見る。後者の観点 に対 しては、期間構造派生

証券の端的な例 としてゼロクーポ ン債 に対す るヨー ロッパ型コールを取 り上げ、その明示的な評

価公式 を導出し、CIRモ デル とHJMモ デルにおけるそれぞれの計算コス トの比較を行 う。結果と

して得 られた評価公式の計算 コス トは、HJMモ デルがはるかに安価であることが確認 され るが、
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コールの明示的評価公式を導出する際の、HJMモ デルの特定化 に問題があることを見る。

本稿の第1章 か ら第3章 までは、 日本経営財務研究学会編 『経営財務研究双書』に掲載、な い

しは掲載許可された論文を加筆修正 した ものである。(4)この場を借 りて、経営財務研究双書編集

委員会、ならびに適切なコメン トをいただいた匿名 レフェ リー諸氏 には心か ら感謝 を申し述べた

い。もちろん、各章 に残されて いる誤謬が筆者の責に帰す ものであることはい うまで もない。 ま

た、第4章 は現在のところ学術誌に投稿中であり、最終的な審査結果を待 っている段階であるこ

とを付記する。

(4)巻末 の参考文献 リス トを参照 された し
。
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第1部

数理ファイナンスの論理構造に関する研究





第1章 離散時間モデルにおける無限期間状態価格

アプロ0チ

要 旨
本章の目的は、無限期間の設定の下で、一期間の状態価格アプローチに対応

す る結果を導 くことにある。まず、市場参加者の最適化問題 をMarkovダ イナ

ミック ・プログラミングとして定式化す ることか ら議論 を始め、Markov均 衡 を

明 らかにする。しかる後 に、Markov性 を仮定せず に証券価格の無裁定あるいは

最適性の含意 を考察する。

キーワー ド

有界適合過程、Blackwellの 不動点定理、Nlarkov均 衡、証券市場均衡、Rieszの 表現定理

は じめ に

一期間の状態価格アプローチでは、裁定 ・最適性 ・均衡などのファイナ ンス論の中心的な概念が厳

密に定義され、あるいは分析され得ることが示されている(DufEe[63,64,65,66])。 一期間の状態価

格アプローチは、有限集合で表わされ る状態が ブ∈{1,_,S}で あるときに証券 施=1,_,N)

によって支払われる配当D藪ゴを要素とするN×S配 当行列Pに よって特徴づけられる。一期間の

状態価格アプローチを多期間に拡張す るには、ペイオ フ/を 確率過程(配 当過程)に 拡張す る

ことを別にすれば、さほ ど困難はない(実 際には、以下の定義1.2.1で 定義 され る状態価格関数6

によって対応づけられる)。 むしろ、有限期間か無限期間かで、モデルに課され る制約が異なる。

無限期間を取扱 うためには、有限期間よりも厳 しい制約が課され、しかも有限期間の場合には表

れない数学的な技術が必要となる。それゆえ、無限期間で得 られる結果は、それ と同等ないしは

よ り緩 い制約条件の下で、有限期間において も得 られ る。

したが って、本章の 目的は、無限期間の設定の下で、一期間の状態価格アプローチ(た とえば

Du伍e[66,Chp.1])に 対応する結果 を導 くことにある。

離散時間無限期間の設定は、離散時間多期間モデルによる資産評価を取 り扱ったSamuelson[128],

Levhari-Srinivasan[107],Lucas[109]ら の先駆的業績 と大いに関連する・特 に・Markovダ イナミッ

ク ・プログラミングを用いて定式化 したLucas[109]は 無限期間設定の理論的な骨格をほとん ど完成

したといってよいであろう。無限期間状態価格アプローチに関する最近の業績ではDu伍e[63,65,66]

が体系的かつ詳細である。しか し、DufHe[63]はBorel空 間を前提 にしてお り、数学プロパーでな

いファイナ ンス研究者にとっては初等的なアプローチ とはいい難い。また、Du伍e[65,66]は 関数

空間を工夫することによって前者に比べれば数学的には初等的アプローチ になってお り大いに参考

になるが、議論を厳密に展開するために不可欠な証明がまったく付 されていないため、(L1)自己充

(L1)唯一の例外はDuffie[65,66,Chp.4,Sec.A,Thm.]で あるが、作用素鼠の定義の相違によってこの定理の証明は完
全に同じわけではない。後の脚注(1.g),(1.14)を参照されたし。
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第1章 離散時間モデルにおける無限期間状態価格アプローチ

足的とは言 い難 い。そ こで本章は、概ねDu伍e[66,Chp.4]の 分析の流れをフォロー しなが ら、可

能な限 り自己充足的に証明を施す ことにす る。

まず、状態価格関数6を 固定 して市場参加者の効用最大化問題 をMarkovダ イナミック ・プロ

グラミングとして定式化す ることか ら議論 を始 め(第2,3節)、 この後 に、Markov性 を仮定せ

ず に証券価格 の無裁定あるいは最適性の含意を考察する(第4,5節)。 第2節 では、 この時間斉

次Maxkovダ イナミック ・プ ログラミングの値関数がBlackwellの 不動点定理1.2.1で 示唆され る
一意な不動点 として与え られ ることを示す。第3節 で は、状態価格関数6に よってMarkov単 一

参加者均衡 を特徴づ ける。6がMarkov単 一参加者均衡で あるための必要十分条件は、6が 確率

Euler方 程式(1.12)を 満足することであることが示される。第4節 では、有界適合過程の空間Lを
'前 提 として

T期 裁定が存在 しないとき、状態価格版配当割引モデルが導出され る。しか し無限期

間設定(T→oo)の とき、配 当割引モデルと資産価格 のバ ブルの理論の関係 と同様、状態価格デ

フレータ π∈Lの 存在性 ・一意性 は保証されなくなる。そ こでLに あるノルム を備 えたL*⊂L

を状態価格 デフレータの候補の空間に選ぶ ことによって、第5節 でMarkov性 を仮定 しない最適

性が主張される。そ こではMarkov設 定 に依存す ることな く、確率Euler方 程式(1.12)が 均衡の

必要条件で あることが示され る。次 に、Sが 単一参加者経済の均衡であるための必要十分条件 は、

市場参加者 の効用関数の方向微分 ▽σ(e)に 対す るRiesz表 現 π∈L*が 状態価格デフ レータとな

ることによって与えられることを主張する。

1.1証 券市場一 モデルの一般的な前提一

無限 期 間 問題 を取 り扱 うた め には、確 率変数 の収束 と極 限 操作 が不 可欠 にな る。 まず、 これ を

明 らか に して お こ う。

確 率 空 間(Ω,害,P)を 固定す れ ば す べて のE>0に 対 してP(IXn-Xl≧e)→0で あ る とき、

確 率変数 列{xn}はXに 確率収 束す る といわれ る。事 象 β のす べて の ωに対 してxn(ω)→X(ω)

とな る よ うな確 率1のBが 存 在す る とき(言 い換 えれ ば、確 率1でXn(ω)→X(ω)と なれ ば)、

確 率変数 列{xn}はXに 概収束 す る といわれ る。 この とき、Lebesgueの 優 越収 束定 理 の名で知 ら

れ て い る以下 の定 理が成 り立 っ。(1.2)

定 理1.1.1(L,ebesgueの 優 越収 束定 理).{Xn}は すべ てのnに 対 してIXπ1≦yで あ る確率 空間

上 の確 率変 数列 と し、YはE(Y)<oOで ある確率 変数 とする。xnはXに 概 収 束す る とす る。 こ

の ときE(Xn)→E(X)。

証 明の詳 細 につ いて はた とえ ばLiptser-Shiryayev[108,Thm.1.4],Shiryayev[131,ChpJI,Sec.6,

Thm.3]を 参 照 され た し(Liptser-Shiryayev[108,P.16,Note1]は ・概 収束 列{Xn}を 確 率収 束列

として も定 理 が成 り立つ ことを示 してい る)。 この定 理 は、収 束確率 変数列 に関 して は、期待 値演

算 と極 限 操作 は交 換可 能で あ る ことを保証 して いる。

kを 定数 としてXtl≦kを 満 足す る 銑 可測 な確 率変 数 を考 え る。 この よ うな確 率変数 に対 して

X={Xo,X1,X2,_}で 表 され る確 率変数 列 の空間 をLで 表 わす もの とす る。 言 い換 えれ ば 、L

は有界 適 合 過程 の空 間 で ある。Lが 有 界適合 過程 の空間 で あ るか ら、Lに 属 す るすべ て の確 率 変

数列 に関 して、Lebesgueの 優 越 収束 定理1.1.1を 適 用 す る ことがで き る。

(1・2)「優越収束定理」はdomina七edconvergence七heoremの 訳語である。しかし伊藤[12,p.2]が 指摘するように、

dominatedconvergencetheoremに は適当な訳語がない。本章では、「有界収束定理」(boundedconvergencetheorem)
と区別するために、あえてこの訳語を採用した。
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1.2.市 場参加者 の最 適化 問題 のMarkovダ イナ ミ ック ・プ ログ ラ ミング として の解

N種 の証 券 が存在 す る もの とす る。 ここで 、証 券nはLに 属 す る配 当過程Snに 対 す る請 求権

と して定 義 され 、Lに 属 す る(配 当支 払後)価 格過 程Snを 有す る もの とす る。た だ し、Sntは 時刻

tに 証 券nに よって支 払 われ る配 当額 を表 す。(1・3)取引戦 略 と はあ る θ=(θ1,...eN)∈ θ ≡LN

で あ る。 こ こで 、et=(Blt,_,BNt)は 、取 引 きの後 、時 刻tで 保 有 され るポー トフ ォ リオ を表 す。

θ に属 す る各 々の θは

set=θ 毒_1・(St十bt)-et・St,t≧0

によ って 定義 され る配 当過程 δθを 生成す る。 ここで慣 習 に よ って θ_1=0と 仮 定 され る。 は じめ

に無限期 間 設定 にお け る裁定 を定義 してお く。(1・4)

定義1.1.1.無 限期 間 にお け る裁 定 とは、 δθ>0で ある よ うな 取 引戦 略 θを意 味す る。T<∞ に

対 してT期 裁 定 とは、δθ>0か つ θオ=0,t≧Tで ある よ うな裁 定 θを意 味す る。

裁 定 が存在 しな いな らば、明 らか に、任 意 のT一 に対 してT期 裁定 が存在 しない。状 態価格 デ フ

レー タは次 の よ うに定 義 され る。

定義1.1.2.et=0,t≧Tで あるような任意の取 引戦略 θに対 してE(Σ 器oπ『δ9)=0、 かつ、

πぎ=1で ある狭義に正の過程 πT∈ 五をT期 状態価格デフレータ という。

市場参加者はLの 非負過程の集合L+か ら消費過程 を選択す るものとす る。消費過程は実行可

能予算集合 θ(e)か ら取 られるもの とする。

定義1.1.3.消 費過程を資金調達するに足る実行可能予算集合 ◎(e)を 、e(e)={θ ∈e:e+δ θ≧0}

で定義す る。

所 与の市場参加者は、.L+に 属す る賦存額過程eと(1.5)状 態2∈Zを 所与 として、効 用関数

Ui:L+→Rを 有す るものとする。 この参加者の問題は

supUZ(e-}-be)
BEO(e)

で ある。この問題は、経済学の観点か ら見れば、実行可能予算集合e(e)か ら効用 を最大化す るよ

うに消費過程(し たがってポー トフォリオ θ)を選択す る市場参加者の効用最大化問題 を表わして

いる。

1.2市 場 参 加 者 の 最 適 化 問 題 のMarkovダ イ ナ ミ ッ ク ・プ ロ グ ラ ミ ン グ

と し て の 解

本 節では、上述の市場参 加者の効用 最大化 問題 を解 くための第1段 階 として、UZ,e,δ θが時 間斉

次性 を満 たす とい う前提 の下 で、時 間斉次Markov制 御 問題(Markovダ イナ ミ ック ・プログ ラ ミ

ング)の 値 関数 を求め る という特 殊化 された 問題 を考 え る。分析 のス テ ップ は、時 間斉次Markov

ダイ ナ ミ ック ・プ ログ ラミ ングの値 関数 がBlackwellの 不 動点定 理1.2.1で 示唆 され る一意 な不 動

点 と して 与 え られ る こ とを示す こ とにある。

(1.3)δ∈L+で はなくδ∈Lで 定義されているから、一般に 「負の」配当も排除されていないことに注意せよ。
(1'4)以下の裁定の定義は、現在もっとも一般に採用されているRoss[127]の 裁定の定義と矛盾するものではないことは

明らかである。
(1'5)すなわち、賦存額過程eと は、証券取引(配 当δθ)以外から市場参加者が受け取る(サ ラリーのような)非 負の付

加的利得過程を意味する。
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第1章 離散時間モデルにおける無限期間状態価格アプローチ

X={X1,X2,...}は 、有限集合Z上 の時間に関して斉次な(1・6)Markov連 鎖であるとする。(1・7)跣

によって{Xo,_,Xt}か ら生成される必ず しも有限ではな い状態集合 Ω の族を表わす ことにす

る。Markov連 鎖Xが 有限集合Zで 値 をとることか ら、各々のtに 関 して 続 には単 に有限個の事

象 しか含 まれない とい うことになる。

時間斉次Markovモ デル を展 開す るため、は じめに効用関数、賦存額、証券配当が特殊な時間

斉次性 を満足するもの とする。2を 所与 として、効用関数Ui:L+→Rが 割引率 ρ∈(0,1)と 、

(1.8)狭義に増加 ・有界 ・凹かつ連続な関数u:R+→Rに よって

Ui(c)… 毒 齣](1.・)

のように定義されるものとする。ここで忠 はXo=aに 関する確率測度 璃 の下で とった期待値 を表

わす。関数g:Z→R++お よび!:Z→1曜+に よって、すべてのtに 対 して賦存額がet=g(Xt)

で、配 当ベク トルがSt=f(Xt)で 与え られ るもの とする。

最後 に、証券価格は、すべてのtに 関してSt=6(Xt)と なるよ うなある固定 された 関数(5:

Z→ 曜+に よって与えられるものとす る。本来、状態価格は各々の状態 琶と配 当過程 δθを対応

づ けるものであるべきである。 しかし各証券の配当 δπは仮定 によってRπ 値証券価格過程Sに 体

化 されているので、この関数6は ある状iEZと 証券価格Stを 対応づ けるものであるか ら、状

態価格 アプローチの本質的な部分 とみな してよい。

定 義1.2.1.す べて のtに 関 して証券価 格 がSt=6(Xt)と な るよ うな ある 関数6:Z→R旱+に

よ って与 え られ る とき 、6を 状 態価格 関数 とい う。

次 節 にお いて、 この状態 価格 関数6がMarkov均 衡 を特徴 づ け る こ とが 明 らか にされ る。

こ こで 、R罕+に 属 す るポー トフォ リオbを 固定 し、-bを 空 売 りポ ジ シ ョンの下 限 とす る。 この

制 約 は後 で取 り除 かれ るが、 現在 の と ころ は、富 は

w=min
iEZ-b°[r(2)+!(の]

に よ って 下 か ら有界 で あ る とす る。

定 義1.2.2.D=Zx[w,○ ○)と す る。Zに 属す る各 々の2に 対 してF(Z,・):[w,OQ)→Rが 有界 ・

連 続 な 凹関数 で あれ ば、関数F:D→][8は 関数 空 間B(D)に 属す る と定 義す る。

上 述 の市 場参 加者 の効 用最 大化 問題 は 、参 加 者 のMarkov制 御 問題 の値 と して あ るV∈B(D)

を求 め る問題 に特 殊化 され る。す なわ ち

V(i,w)=supUZ(c)(1.2)

(c,B)EL十xO

(1・6)これは、定常推移確率行列を有するということを意味する。
(1・7)Markov連鎖に関するいくつかの文献(た とえばChung[52] 、Freeman[75]等)は 、各々の2に 関して、P`(Xo=の=1

および4を 所与の推移確率行列として

P`(Xt+1ニ ゴlXo,.。.,Xt)=4xe ,ゴ,

という明らかな性質を満足する確率空間(Ω,言,Pのが存在することを説明している。
(1'8)以下の議論は、形式的にはρ∈[0,1)で 成り立つ。ρ=0の ケースは割引かない直近の効用のみが対象となる場合

であるので、無限期間を考察するという本章の目的からこのケースを落としている。
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1.2.市 場参加者の最適化問題のMarkovダ イナ ミック ・プログラミングとしての解

が制約

Wo=w(1.3)

岬=θ ヵ_1・[6(xt)十!(Xt)],t≧1(1.4)

Ct十 θポ6(xt)≦WBt十g(xt),t≧0(1.5)

et≧-b,t≧0(1.6)

の下 で成 り立 つよ うなV∈B(D)を 求 めな けれ ばな らな い。

B(D)に 属す る任 意 のFに 対 して値 関数Vを 解 き、 この解 の候補 か ら以 下で 述べ る よ うな 鼠F

で表 わ され る新 しい候 補 を構 成す る こ とにす る。F=班.Fな らばF=Vと な る ことを示す ことが

こ この手 法で あ る。B(D)に 属す る任 意のFに 対 して、∬.F:D→Rを

∬F(a,w)一

(B,,)翫[u(・)+ρE怖 ・e・[6(x2)+燗])]](・ の

が 制約

c十 θ・6(の ≦w十9(の(1.8)

θ≧-b(1.9)

の下 で成 り立 つよ うな もの と して定義 す る。言 い換 えれ ば、鼠F@ω)は 、次 期 の値 関数 がFで あ

る と して、(i,w)で ある とき に達 成 し得 る上 限効 用 を表わ して い る。(1・9)

補題1.2.1.FがB(D)に 属す るな らば、∬FもB(D)に 属 する。

証 明.∬F∈B(D)を 主張 す るには 、.S.(F(i,w),w∈[w,00)が 各々 の2∈Zに 対 して 有界 、 凹、連

続 で ある こと を示 す必 要が あ る。鼠Fの 凹性 が証 明 されれ ば 、連続性 は証明 し得 る。(1・10)

(凹性)c2,wl),(2,w2),wl,w2∈[w,OO)の とき の解 をそれぞ れ

(C1,θ1)=(0(i,wl),Φ(2,wl)),(C2,θ2)=(σ(i,w2),Φ(2,w2))

とす る。 したが って

鼠F(i,w・)=u(・ ・)+副F(X・,θ ・・[6(X・)+!(X・)])],

UF(Z,w・)=u(・ ・)+ρE唇[F(X・,θ2・[6(X・)+ノ(X・)])].

(1・9)Duffie[65
,Chp.4,p.61](初 版)で は、鼠の定義 として

∬F(i,w)一

,B,c,supESN.。+[・u(C)+・E`[F(X・,B・[6(X・)+ノ(X・)D】1

が採用 されていた。しか しこの作用素Uの 定義では以下の定理1.2.2を 証 明する ことができない。Du紐e[66,Chp.4,

p.65](改 訂 版)で は、(1.7)と 同一の作用素ftの 定義が採用されお り、この誤 りが訂正 されている。
(1'10)凹関数(凸 関数)の 一般的な性質については、Rocka ,fellar[123]、辻[24]、 田 中[22エ 等 の文献 を参照 され たし。
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と ころで 最適 性 の原 理 よ り(min[wl,w2]≦awl+(1一 λ)w2≦max[wl,w2])

∬F(2,λ ω1十(1一 λ)w2)≧u(λc1+(1一 λ)c2)

+plEi[F(X・,(λ θ・+(1一 λ)θ・)・[C5(X・)+f(X、)])]

≧ λ賜(c1)+(1一 λ)u(c2)

+λ 副F(X・,θ ・・[6(X・)+!(X・)])]

+(1一 λ)ρE客[F(x・,θ・・[6(X・)+f(x・)D]

=λ 朕F(Z,wl)+(1一 λ)鼠F(Z ,w2).

(有界 性)F∈B(D)で あるか ら有 界、 す なわ ち

fbreach2∈ziF¢,w)1≦M,ヨM<Oo,fc)r∀w∈[w,oO)

で あるか ら、E乞[F(X2,B・[6(x2)+!(X2)])]≦M。uは 有界 、すな わちlu(x)1≦K,ヨKくOo ,x∈

R+。 した が って μF@ω)1≦ ρ(K+M)・

(連続性).f.IF(i,・)が 有 界な 凹関数で あ る ことか ら、[w,oo)の 内部 で連続 で あ るこ とは、Jensenの

不 等式 を応 用す る ことによ って証明 す る ことが でき る。(1・11)□

B(D)に 属す る任意 の関CF,Gに 対 して 、2関 数間 の 「距 離」 の概 念 を用 いて

d(F,G)e・up{IF(i,w)-G(i,w)1・(2,w)∈D}

とす る。d(・,・)は以下 の距 離 の公理 を満足 す る。

1.d(F,G)=0で ある とき、かつ そ の ときに 限 りF=Gで ある。

2.d(F,G)=d(G,F),(対 称性 の公理)

3.d(F,H)+d(H,G)≧d(F,G),(三 角形 の公理)

関 数解 析 のテキ ス ト(た とえ ばKolmogolov-Fomin[101,Chp.2]等)に よれ ば、距 離の公 理 を満足

す るd(・,・)は完 備距 離空 間 を生 成す る ことが 知 られて いる。 また、藤 田 ・黒 田 ・伊藤[27,定 理2.1,

定 理2.2]で は、完 備距 離空 間 上の列 を項 とす る級 数が 絶対 収束 す るな らば、級数 も収 束 す る(逆

に、 ノル ム 空間 上 の列 を項 とす る任 意 の級 数が 絶対 収束 してかつ 級 数 自体 も収束 す るな らば、 ノ

ル ム空間 は完 備で あ る)こ とが示 され て いる。

補題1.2.2.B(D)に 属 する任 意のFお よびGに 対 して、d似 況 ∬σ)≦pd(F,G).

証 明.m=d(F,G)=sup{IF(i,w)-G(2,w)1:@ω)∈D}と す る。 この とき

F(i,w)<G(i,w)十mfor(i,w)ED.

したが って

∬F(2,w)=sup

(B,c)EIIBN。R.[u(C)+ρ 晋[F(x2ie・[6(X2)+f(X・)])]]

≦

爾 黙R.[u(C)+ρE乞[G(X2iB・[C7(嗣 剛 柳]]

=∬G(2,w)十pm.

(1・11)有界 凸(凹)関 数の連続性に関 しては、たとえば辻[22]あ る いは田中[22]を 参 照 されたし。
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1.2.市 場参 加者 の最 適化 問題 のMarkovダ イナ ミック ・プ ログ ラミ ング と して の解

同様 に

G(i,w)〈F'(i,w)十mfor(i,w)ED.

したが って 、鼠σ ≦鼠F+佛 。か くして

d(£しF,.f.tG)≦pm=ρ(9(F,σ).

よ って与 え られた 主張 は証 明 され た。 □

この補 題 を用 いれ ば、Blackwellの 不 動点 定理(1.12)の 名 で知 られて い るいわ ゆる縮 小写像 の原

理 に よって 、方程式 鼠F=Fに 対 す る一意解Fを 構 成す る ことがで き る。

定義1.2.3.F=∬Fを 満 たす 一意解Fを 、作用 素 ∬ の不動 点 とい う。

以 下 の結果 か ら示 され るよ うに、計画期 間 が無 限大 に近づ くとき、有 限 計画期 間 問題 の値 関数

の極 限 として構 成 され る こ とがわか る。(1・13)

定理1.2.1(Blackwellの 不動 点定理).Dに 属 するす べての(2,w)に 対 してF-1σ,w)=0で あ り

Ft=£tFレ1,t≧0

とす る。 この とき、Dに 属 す るす べ て の(2,w)に 関 してF(2,2U)≡lim房 。。Ft(i,w)が 存 在 し、

F=鼠Fを 満 たすB(D)に 属 す る一意 関数Fが 存在 す る。

証 明.(一 意性)φ,ψ ∈B(D)が ともに作用 素 ∬ の不 動点で ある、す なわ ち

φ==乏しφ,ψ=£ 〔ψ

とす る。 したが って補題1.2.1か ら

d(φ,ψ)=d(鼠 φ,Uψ)≦pd(φ,ψ)・ ゆえ に0≦(1一 ρ)d(φ2ψ)≦0・

1一 ρ>0か らd(φ,ψ)=0。 距 離の公理 か らこれ は11を 意 味す る。

(存在 性)瓦=1[Ft_1で あ るか ら、 関数列{Ft}t=oは 確 か に定 義 され る。不等 式

d(Ft+1,Ft)=d(.f,(Ft,.f,[Ft_1)≦pd(Ft,瓦_1)

を逐次 繰 り運 し用 い る ことに よって

d(Ft+1,Ft)≦pt+ld(珊,F_1)

を得 る。 したが って0くPく1とF_1=0よ り

d(昂,瓦 一・)〈+・ 。・

t-o

Xt=F't-Ft_1と お け ば 、llXヵll=supl瓦 一Ft_11=4(Ft,Ft_1)で あ るか ら、上 は Σ 窪OllXオll〈+Oo

と な り級 数 Σ 窪o濁 が 絶 対 収 束 す る こ と を示 して い る 。 した が っ て 、 級 数 Σ 巽oXオ が 収 束 す るか

らlimn→ 。。Fn=F*は 存 在 す る 。n→Ooと す れ ば.F*=∬F*を 得 る 。 □

(1.12)Blackwell[44]を 参 照されたし
。ただし、以下 の定理12.1の 証 明はBlackwell[44]と は独立である。

(1.13)Lucas[109]も 縮小写像の原理 によって、同様の定理 を証明 して いる。しか し、Lucas[ios)の 証 明は位相空間におけ

るBerge[41]の 主張 を前提にしたもので、以下の証明とはまった く異なる。
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以 上 の証 明 は、d(・,・)が完備 距 離空 間 を生成す る とい う ことを利用 してお り、そ の意 味で 、 「縮 小

写像 」 の存 在 と一 意性 に関す るもの と同等 で ある。

0:D→]鉢,Φ:D→RNは[0@ω),Φ(i,w)]が(1.7)一(1.9)の 解 で ある とす る ことに よって

定 義 され る関数 とす る。 また、(1.2)一(1.6)の 初期 状 態(2,w)を 所 与 と して、w*を ㎎=wか っ

騨=Φ(t-i,Xt_1)[s(Xt)+!(Xt)],t≧1に よって定 義 され る もの とす る。 さ らに、(c*,θ*)を

C*t=0(曜,X∂ か つ θ診=Φ(曜,Xt),t≧0に よって 定義 され る もの とす る。

定 義1.2.4.(c*,θ*)を 最適 フ ィー ドバ ック政策 とい う。

定 理1.2.2.(Duffie[66,Chp.4,Sec.A,Thm.D(1.2)一(1.6)の 値関 数Vは 鼠の一 意な 不動点 で

ある。 最適 フ ィー ドバ ック政 策(c*,θ*)は(1.2)一(1.6)の 解 であ る。

証 明.FをBellman方 程式 の一意解 とす る。Zに 属す る任 意 の初期 状態2と[w,Oo)に 属す る初期

資産wを 固 定す る。任 意 の時刻tに お いて、BeUman方 程式 か ら

F(Xt,岬)≧u(・t)+Phi[F(xt+、,畷 、)ixt].

両辺にPtを かけて移項すれば

ptF(xt,哺 一pt+11EZ[F(Xt+、,WB.、)IX,]≧ptu(・ ∂.(1.10)

両辺の期待値をとり、反復期待値の法則を用いれば

E乞[ptF(xt,WBt)_pt+1E歪[F(Xt+・,W十 、)]≧E`[ptu(・t)].

任意のT>1に 対 し、時刻t=0か らt=Tま で上の式 の和を計算すれば、左辺の各項が互 い違

いにキャンセル して、結局

忠[F(嬬)1_PTA-lei[F(XT+1・ 畷 ・)]≧喪[書 齲]

とな る。Fは 有 界、ρ∈(0,1)で あ るか ら、T→ ○○の とき左 辺 の極 限 はF(i,w)に な る。優越 収束

定理1.1.1に よって 、右辺 の極 限はUz(c)に なる。か く してF(i,w)≧Ui(c)と な り、 これ は任 意 の

2,wに 対 してF(2,w)≧V(i,w)を 意 味す る。以 上の 計算 は フィー ドバ ック政策(c*,θ*)に も当て は

まる。 この フィー ドバ ック政策 に関 して σ,Φ の定義 を用 いれ ば 、(1.10)の 不 等式 を等 式で置 き換

え る ことが で きる。 この ことによ って 、最終 的 にF(i,w)=び(c*)を 得 る。(2,w)は 任 意で あ った

か ら、Vは 実際 に値関数 で あ り、かつ(c*,θ*)が 最適 政策 で ある とい う ことを意 味 して いる。 した

が って定 理 の主 張 は証明 され た。 □

本質 的 な部 分 はBlackwelの 不 動点 定理1.2.1で 既 に明 らか に された とお りで あ り、 この定理 はそ

れ の言 い換 え にす ぎな い。(1・14)

(1'14)以上の証明はDuffie[66
,Chp.4,Sec.A,Thm.](改 訂版)と 本質的に同一である。作用素∬の定義の違いによって

(脚注(1.9)を 参照されたし)、Duffie[65,Chp.4,Sec.A,Thln.](初 版)と は証明が若干異なる。後者の証明(Duffie[65,

Chp.4,Sec.A,Thln.1)は 正しくない。
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1.3.Markovダ イナミック ・プログラミングとMarkov均 衡

1.3Markovダ イ ナ ミ ッ ク ・プ ロ グ ラ ミ ン グ とMarkov均 衡

前節では、最適制御が現在の状態一富の組合わせ(z,w)で 表わされる最適消費およびポー トフォ

リオを特定する政策関数0お よび Φによって与え られるとしたとき、フィー ドバ ック型の最適制

御が存在することが示された。同じアプローチによって均衡を特徴付けるために、 この節ではよ

り強い効用条件を採用することにする。uが 狭義に増加 ・有界 ・凹かつ連続であるとした最初の仮

定に付け加えて、次の正則条件を設定する。

仮定1.3.1.関 数uは(0,00)に おいて狭義に凹かつ微分可能である。

前節で導入 した状態価格関数6に よって、Markov均 衡 を特徴づけることに進む。

定義1.3.1.最 適フィー ドバ ック制御0,Φ を任意の2に 対 してC(i,0)=9(2),Φ(2,0)=0と なる

ように選ぶ ことができるとき、状態価格関数6をMarkov単 一参加者均衡 という。

注意1.3.1.Duffie[66,Chp.1,Sec.E,Prop.]に よれば、単一参加者経済[(Ua,e),D]の 均衡(最 適

ポー トフォリオと状態価格 の組み)は(0,q)で 与え られる。したがって、(1.4)(1.5)か ら任意の2

に対 してw=0,Φ(2,0)=0,0σ,0)=9(2)で あれば 単一参加者経済はMarkov均 衡することが

わかる。

この定義 によれば、参加者が 自分の賦存額以上にいかなる資産 も当初与え られていない場合に

は、消費および証券市場は常に清算 され る。均衡 に関しては、ポー トフォリオの空売 り制約 は不

必要である。なぜな ら、解(e,0)は この空売 り制約に拘束されていないか らである。さらに、以下

で示される均衡(し かもこれは一意である)は 、-bに 選ばれた特定の下界 に依存 していない。 こ

この主要目的は、Markov単 一参加者均衡6の 特徴付 けを示す ことにある。

命題1.3.1.6がMarkov単 一参加者均衡であるための必要十分条件は、すべての2に 対 して

6ω 一 蕭(QQPtu[9(Xt

t_i)]∫(Xt))(L・ ・)

が成 り立つことである。

反復期待の法則によって、(1.11)と 同等な以下のような表現を得る。 これは確率的Euler方 程式

と呼ばれる ことがある。

系1.3.1.6がMarkov単 一参加者均衡であるための必要十分条件は、任意の時刻tと 任意の初期

状態2に 対 して

6(Xt)-
u'[9設 ∂]喇9(Xt+1)】[6剛+f(Xt+1膕(・.12)

が成 り立つ ことである。

定理1.3.1.6がMarkov均 衡であるための必要十分条件は

C5(1の=
u'[9(の]喇9(X2)][6(Xz)+f(X2)]い ・Z(1・13)

が 成 り立 つ こ とである。言 い換 えれ ばBellman方 程 式(1.7)の1階 条件 とVがBellman方 程 式の

解 で ある と い う事実 によ って、0お よ び Φ はすべ て の2に 対 して(1.13)で ある とき、 かつそ の と

き に限 り0σ,0)=9(の か つ Φ(2,0)=0と な るよ うに選ぶ ことがで きる。この とき(1.13)は(1.11)

お よび(1.12)と 同等 とな り、 上の命 題 と系が 証 明 され る。
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値 関Vの 特性 を探 求す る ことに よって 、上 のMarkov均 衡6の 特徴 づ けに関す る定 理1.3.1

を証 明す る こ とにす る。 このた め に、 い くつか 準備 を してお く。

補 題1.3.1.各 々の状態2に 対 して 、V(2,・):[w,oo)→Rは 増加 か つ狭義 に凹で あ る。

証 明.(狭 義 の凹性)Blackwellの 不動 点 定理1.2.1に よ ってVが 作 用 素 ∬ の 一意 な不 動 点V=

∬玩V=lim磨 。。Ft,Ft=1,LFt_1で ある ことは証 明 され た。B(D)の 定義 をF(a,・):[w,○ ○)→R

が狭 義 に凹 と変更 した もの をB(D)で 表 わす こ とにす る。補題1.2.1の 証 明 と同様 のP論 によ り、

F∈B(D)で あれ ば、∬F∈B(D)で あ る ことが わか る。u(・)は 有 界 ・狭 義 に凹か つ増 加 で あ る

か ら、Fo(i,w)=sup(c
,B)u(c),s.tδ+er(Z)≦w+g(の は各 々 の2に 対 しwに 関 して有 界 ・狭 義

に 凹か つ 増加 、Fo∈B(D)で あ る。 したが ってF1=矚 はF1∈B(D)で ある。tenの とき

Fn∈B(D)で ある とす れ ば、乏L耽=1臨+1で あ るか ら1臨+1∈B(D)で あ る。 か く して負 で ないす

べ ての 整数 オに対 してFt∈B(D)で ある。 よ ってV=limt→ 。。Ft(一 様 収束 性)か らV∈B(D)

で あ る。

(増 加)増 加 を証 明す るため、(z,w)に 対 す る最適 フィー ドバ ック政策(0¢,w),Φ σ,w))に 関 し

て 、 以下 の よ うな 関数":[w,○ ○)→Rを 定義 す る。

v(w)一 聯,w・)+w-w・)+ρE乞[V(X'・ Φ(i,w・)・[6(x')+f(X')])],w・ ∈[w・ ・)・

uは 増加 関数 で あ るか らw≧wpな らばv(w)≧v(wo)。Bellman方 程 式V=鼠yの 一意 解 を

V(i,w)で 表わす こと にす る。Vの 最 適性 か らV(i,w)≧v(w)、 定義 よ りV(i,wp)=v(wo)。 した

が って

V(2,w)-V(2,wo)≧v(w)-v(wp).

した が って

w-wp≧0な らばV(i,w)-V(ら ωo)≧v(w)一 媛 ωo)≧0.

これ はVのwに 関す る増加 性 を示 して いる。 □

補 題1.3.2.状 態価格 関数6を 任 意 に固定 し、(σ,Φ)を 上述 の最 適 フ ィー ドバ ック政 策 とす る。所

与 の状 態2お よびw>wに お いて、c=0(2,w)と 仮 定 する。 この ときV(i,・)はwに お いて 連続

微 分 可能 で あ り、導 関数%σ,w)=u'(c)を 持 つ 。(1・15)

証 明.関 数 り:S→R,S⊂[w,00)

ψ)-u(0(2,w)+w-w)+ρE¢[V(X～ Φ圃 ・[6(x')+!(X')D]

を 定 義 す る 。 た だ し、w∈sと し、VはBellman方 程 式 γ=鼠yを 満 た す 一 意 な 解 とす る。 定 義

か ら明 らか に

v(w)=V(2,w).

(1・15)Duffi・[65
,66,Chp。4,Sec,B,F・ ・t.2]では

Kρ(2,w)epu'(c)

を主 張 して いる。DufEie[65]の 作 用素の定義であればこの主張は正 しい。 しかし、以下の証明で明 らかになるように、

(1.7)で 定 義 される作用素 ∬の場合にはこの主張は成 り立たない。
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また、Vの 最適 性か らw∈Sに 対 して

v(w)≦v(i,w).

Vの 凹性か ら

k(w-w)>V(i,w)-V(i,w)>v(w)-v(w).

と ころでvは 微分 可 能で ある。 なぜな ら実 際 に

v,(w)=u'(C(2,w)+w-w)

で あるか らで ある。 したが って、 上式 にお いてw≠wと して両 辺 をw-ivで 除 してw→wと す

れ ば

%@動=げ(w)=u'(o(2,iv)

を得 る。Vは 狭義 に凹で あるか ら、そ の導関 数 は連続 で あ る。 □

上 の2つ の補題 を用 いれ ば、定 理1.3.1に よって状態 価格 関数6がMarkov均 衡 で あるた めの必 要

十 分条 件 が得 られ 、 先 の命 題 と系 の 関連 を示 す ことがで き る。

定 理1.3.1の 証 咀V∈B(D)、 す な わち各 状 態2に 対 してV(i,・):匝,Oo)→Rが 狭 義 に凹 で あ

るか ら、 最適 フィー ドバ ック政策が 存在 すれ ばそれ は一 意 で ある。 した が って 、必 要性 か十 分 性

の一方 を確 か めれ ばよ い。

Bel㎞an方 程式V=∬ γ を次の よ うに書 き改 める。 任意 の(i,w)∈Dに 対 して

V(i,w)-sup

BEAN[u[w+・(ト θ・6(の1+p1Ez[V(X・,θ ・[6(X・)+!(X・)D]]・

最適性に関する1階 の必要条件

・_-u'[w+・(2)-B・6(の]6(の+・E乞[Vw(X・ ・θ・[6(X2)+f(X・)D[S(X・)+!(X・)]]

か らRNの 内点 θ=Φ(2,0)=0(し たが ってc=0(Z,0)=g(2)>0を 意 味す る)が 最適 フィー ド

バ ック政策 で あれ ば

一u'[9ω]r(Z)+ρ 瑚%(X2 ,0)[6(X2)+!(X2)]]=0.

補 題1.3.2か ら%色0)=u'[9(2)]で あるか ら

6(の 一
u'[1(の]申[9(x2)1[6(X・)+!(X・)1]・

し た が っ て 、(1.13)を 得 る 。
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次 に、(1.11),(1.12),(1.13)の 同等性 を証明す る。(1.11)が す べ て の2∈Zに 対 して成 り立 つ ので

あ るか ら

u'[9(Xt)]6(Xt)-E(蠹 ハ 短(Xk)]∫一 う

一E(pu'[9(Xt+1]!剛+轟 ρ塊[9剛(一 う

一E(Pu[9剛!剛+P

k=t-{-2・k-(t+1)u[9(臨)]!(一 う

=E(pu'[9(X・+・]!(X・+・)IX・=の

+E(ρE(
k=t-1-2遡[・ 剛(Xk)丱 一う

3E(pu'[9(xt+・]!(Xt+・)Xt-Z)+E(pu'[9(Xt+・)]6(Xt+・)IX・ 一 の

一E[卿'[9(xt+、)][6(X・+・)+!(X・+・)]IX・ 一 ¢]・

これ よ り(1.12)を 得 る 。 逆 に 、 任 意 のtに 対 して(1.12)が 成 り立 っ て お れ ばT<Ooに 対 して

u'[9(Xの]6(X、)-112(pu'[9(X,+、)][6(X、+、)+!(Xt+、)]IXの

=E歪(pu'[9(xt+、)]6(X,+、)+ρ 吻(Xt+、)]!(X舌+、)IX∂

-E乞(ρE乞(Pu[9(Xt+・)][6(Xt+2)+!(Xt+、)]IX、+、)+卿'[9(Xt+、)]!(Xt+、)IX、)

-E乞(P2u[9(Xt+、)]6(Xt+2)+P2u[9(Xt+、)1
.f(Xt+、)+Pu[9(Xt+、)]ノ(Xt+、)Xt)

-IEZpTu'[9(Xt+T)]6(紘 蠶 ・k-tu[・(翻 一)

一・・靱+T)]6(Xt+T)1濁)+理(T+tpk-tu

k=t+1[・(x・)]一)・

T→oOと すれば最右辺第1項 は0〈 ρ<1で あるか ら0に 収束す る。そ こでt=0と おけば

u'[9(の]6膕(

k=1雌)一 ・)・

したが っ て(1.11)を 得 る。

(1.12)は 任 意 のtに 対 して成 り立 つの で あるか ら、(1.12)に お いてt=0と お け ば

u'[9(の]6(の 一E乞[pu[9(X')][6(X')+!(X')],X'∈Z,

す なわ ち(1.13)を 得 る。す べて のZ∈Zに 対 して(1.13)が 成 り立つ ので あ るか ら、xt=2と お く

ことによ って(1.12)を 得 る。

よ って定 理 の主 張 はす べて証 明 された 。 □
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1.4.裁 定 と状態価格 一状態価格版配当割引モデル と無限期間設定一

1.4裁 定 と 状 態 価 格 一 状 態 価 格 版 配 当 割 引 モ デ ル と 無 限 期 間 設 定 一

次 に、抽象的な無限期間の設定で証券価格 に関す る無裁定および最適性がいかなる意味を持っ

ているか を検証するために、Markov的 な不確実性 という特殊なケースか ら離れることにす る。

Ωをある集合、害を Ωに対す るある族である とし、各々の非負tに 対 して 筑 をs≧tな ら

ば 続 ⊆言、であるような非減少部分族である とする。また、(Ω,言)上のひとつの確率測度Pを 固

定す る。通常の場合 と同様、踟 は確率が0ま たは1で あるような事象のみを含んでいるもの とす

る。再び、Lに よって有界適合過程の空間を表わす ことにする。N種 の証券が存在 し、第n証 券

はLに 属する配 当過程anとLに 属する価格過程Snに よって定義 されるものとする。取引戦略は

θ=(θ1,...,θN)∈e≡LNで 表わされるものとす る。

定義1.1.1の 内容 を繰 り返せば、裁定 とは、δθ>0で あるような取 引戦略 θである。裁定が存在

しないな らば、任意のTに 対 してT期 裁定が存在 しない。T期 裁定 とは、etニ0,t≧Tで あるよ

うな裁定 θを意味する。一時的にTを 固定 した とき、T期 裁定が存在 しないな らば、T期 状態価

格デ フレータ(定 義1.1.2)が 存在することになる。同様に、(T+1)期 状態価格デフレータ πT+1

が存在する。缶=π 『,t≦Tか つ 毎=π1+1,t>Tに よって定義 され る過程 介が(T+1)期 状態

価格デフレータであることを示す ことができる。実 際T期 裁定が存在 しないのであるか ら

Bt=O,t>T

であるような任意の取引戦略 θに対 して

Bb
T-1-1一砺 ・(痂 一 一 一¢E(書 司 一・

とな る。 したが って

E(シ う+構 一α

ゆえに

E(羃毎δう一E(掴+脇 一α

以上のことによって、Tに おける帰納法か ら、あるT以 上のすべてのtに 対 して θε=0と なる任

意の取 引戦略 θに対 して、IE(Σ累oπδ9)●1と なるような狭義 に正の適合過程 πが存在す るとい

うことがわかる。特に、任意 のtとT≧tに 対 して、πはすでに表われた状態価格の関係式

亀÷@+蠹 噛)(1.14)

を満 足す るとい う特 徴 を持 って い る。(1.14)は 、いわ ば状 態価 格版 配 当割 引モ デル とみ なす こ と

が で き る。(1ユ6)

(1・16)配当割引モデルに関しては若杉[30
,第11章]、 米沢[29]を 参照されたし。
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方程式(1.14)は 、Tが 有限の停止時刻であれば常に成 り立つ。しか し残念なが ら、(1.14)が 無限

の停止時刻に対 して成 り立つような状態価格デ フレータ(す なわち狭義 に正の適合過程)7r∈L、

すなわち任意のtに 対 して

申 像 噛)(1.15)

が存在す るという根拠は(今 のところはまだ)な い。仮 に存在するとしても、資産価格のバ ブル

の理論が示す ように、(1・17)πの一意性が保証 し得なくな るかもしれない。事実、(1.15)の 右辺は

定義す ることす ら十分にはなし得ないかもしれない。このためには7rに ある種の制約が課 されな

ければな らないのである。

そ こで、以下のようにπの属する空間を制約することにす る。

定義1。4.1.適 合過程xはE(Σ 窪oI銑1)<OQで あれば平均加算的であるということにす る。また、

L*に よって平均加算的適合過程の空間を表わす ことにす る。(1・18)

π∈L*か つc∈Lで あれば、Lebesgueの 優越収束定理1.1.1に よって、E(Σ 窪oπ古ct)を定義す る

ことができ、 しか もそれは有限値 をとることがわかる。 したがって、(1.15)が 機能すれ ば、L*は

状態価格デフレータの候補の空間 として自然なものであるということができる。

次節では、この制約の下で、π∈L*が ある線形汎関数のRiesz表 現 として与え られ、 したが っ

て状態価格デ フレータが存在 して一意であることが示される。この意味で、平均加算的な適合過程

の空間L*は 、無限期間においても資産価格 のバブルが発生しないことを保証する十分条件 となっ

て いるのである。

1.5最 適 性 と 状 態 価 格 一 線 形 汎 関 数 ▽ σ(c,勾 のRiesz表 現 π ∈L*と 状

態 価 格 デ フ レ ー タ ー

任意の市場参加者は、非負過程の空間L+に 属する賦存額の過程eと 、狭義に増加である効用関

U:L+→1[8に よって定義される。配当と価格の組(δ,s)∈LN×LNを 所与 として、参加者 は

実行可能予算集合X(S,e)={e+δ θ∈LB:θ ∈e}を 持ち、以下のような問題 に直面するものと

す る。

supU(c).(1.16)
cEX(S,e)

す な わち 、(1.16)は 、実行 可能予 算集合X(s,e)か ら最 適消費 計画cを 選 ぶ市場 参加 者 の効用 最大

化 問題 で ある。 この問題 と、第1節 で 述べ た市 場参 加者 の効 用最 大化 問題 、 あ るい は、第2節 の

Markov制 御 問題(1.2)と の対応 は 明 らかで あ ろ う。

Lに 属 す る任意 の消費過程Cに 対 して、C*に お けるCの 方 向へ のUの 導 関数 は 、絶対 値 にお いて

十 分 に小 さいスカ ラー αに対 して9(α)=U(c*+αc)の 導 関数g'(0)で 定義 され 、これ を ▽σ(c*;c)

で表 わす こと にす る。

(i'17)資産価格のバブルの理論についてはBlanchard-Wa七son[45] 、翁[14]を 参照されたし。
(1'18)L*は、無限期間の証券市場均衡の安定性を保証するある種のノルムを備えた、ノルム化ベクトル空間と見ること

もできる。この点に関しては岩井[13,pp.138-g]が 参考になろう。
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1.5.最 適性 と状態価格一線形汎関数 ▽σ(c,x)のRiesz表 現7r∈L*と 状態価格デフレーター

定義1.5.1.Lに 属する任意のcに 対 して導関数 ▽σ(c*;c)が 存在す るとき、σがc*に おいて微分

可能であるという。

Uがcに おいて微分可能であれば、▽σ(c)はL上 の線形汎関数 となることが知 られて いる。内

積(z初 を

伽1ツ)≡E(潮,xEL*,y∈L

で定 義すれ ばRieszの 表現定 理よ り、▽U(c)に は一意 なRiesz表 現 が存 在す る。(1・19)したが って、

次 の よ うに定 義す る ことは 自然で あ る。

定 義1.5.2.勾 配 ▽σ(c)が 存在 し、 かつLに 属 す る任意 の方 向xに 対 して

▽U(c,x)-E(書 動

で定義 され るL*に 属す るRiesz表 現 πを持 つ な らば 、効 用 関数UはL*一 ス ムー ズで あ る とい う。

第3節 では 、状 態価 格 関数6がNlarkov均 衡 で あ るため の必要 十分 条件 は、6が 確 率的Euler

方 程式(1.12)を 満た す ことで ある ことが示 され た。本 節で は これ に対 応す る結果 を導 くこ とが 目

的で ある。す なわ ち、Markov設 定 に依存 す る ことな く(1.12)を 均衡 の必 要条件 とす る こ とがで き

る ことを示す(系1.5.1)。 十 分性 を示 す ため に、確 率 的Euler方 程式 によ ってSが あ る均 衡 で あ

る こ とを示 唆す る均衡 条件 を与 える。

定 義1.5.3.証 券価格S∈LNを 所与 と してeが(1.16)の 解 にな る とき、 このSを 単一参 加 者均衡

と定義 す る。

以下 の定理1.5.1に 示 され るよ う に、sが 単 一 参加 者 経 済 の均 衡 で あ るた め の必 要十 分 条 件 は 、

▽σ(e)のRiesz表 現 π∈L*が 状態価 格デ フ レー タ とな る ことを最 終結果 として 主張す る ことが で

き る。

定理1.5.1.Uは 狭 義 増加 、凹か つ賦存 額 過程eの 下で 五*ス ム ーズ であ る とする。 賦存 額過 程e

は ゼ ロか ら有界で あ るとす る。π∈L*を ▽σ(e)のRiesz表 現 とす る。Sが 単一参 加者均 衡 とな る

ため の必 要十分 条件 は、πが状 態価 格デ フ レー タ とな る ことで ある。

以 下 は この定 理1.5.1を 証明す る ことに費や され る。 その ため にい くつか の準備 が必 要 にな る。

Uが 加算 的効用 で あれ ば、以下 の補 題が成 り立つ ことがわか る。(1.20)

(1・19)上のように定義された@lg)が 内積の公理

1.交換法則x,〃 ∈L*に 対して 倒 〃)=(豺1の

2.分 配法則(x+gレ)=(¢lz)+(〃lz)

3.あ る実数 αに対して(α毋1〃)=α(副㌢)

4.(¢1の)≧0

5.x=0の 場合に限り(¢1勾=0

を満たす ことは明らか。したがってL*⊆LはHilbert空 間になる。Hilbert空 間上の線形汎関数に対して、Rieszの 表

現定理を証明するのは容易である。
(1・20)この補題はSamuelson[128] ,Levhari-Srinivasan[107]と 関連がある。Hakansson[80亅 も参照されたし。
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補題1.5.1.UがU(c)=E[Σ 窪o〆u(c∂]で 定義されているとする。ただ し、u:IR+→Rが 狭義

増加かつ(0,∞)で 連続微分可能、また、ρ∈(0,1)と する。このとき、0か ら有界なL+に 属する

任意のcに 対 して、σ はcに おいてL*一スムーズ、Lに 属する任意のxはcに おいて到達可能方向

であ り、かつ、以下の関係が成 り立つ。

▽U(c;x)-E[書 蝋 レ ∈L.(1.・7)

証 明.uが 狭 義 に増加、かつ、(0,00)で 連 続微 分可能、かつc∈L+(す なわち確 率過程{ct}t=oは 、

す べ ての時 刻tに お いてCgは 税 可測 かつ0≦Ct≦kで ある非負有 界適 合過程)で あるか ら、任 意

の時 刻tに お いてu(c∂ ≦u㈹<oO。 したが ってu'(c∂ ≦M<ooで あるよ うな適 当な定 数Mが

存 在 す るか ら0<ptu'(cの ≦ 〆ルfと な る。 した が って

E(QQptu'(・t

t=o))≦MP<oo,

す な わち確 率過 程{ρ 解(Ct)}は{ptu'(Cの}∈L*。 σ(C)=E[Σ 巽0ρ㌔(Ct)]に お いて関数g:1[g→IR

g(a)=U(c+ax)

を定 義す る。 この とき優越 収束 定 理1.1.1か ら

▽σ(c;x)≡9'(0)

=limU(c+ax)‐U(c)

一蝋 書μ 留一咽 →

t=o

したが って 、π毒=ρ ㌔'(c∂ で定義 され る確 率 過程 πは ▽U(c)の 一意 なRiesz表 現で あ るか ら、 状

態価 格 デ フ レー タで あ る。.□

この補題 か ら以下 のよ うな状態価 格 の特徴 が 明 らか にな る。

命 題1.5.1.c*は(1.16)の 解 で あ り、c*は0か ら有界 で 、かつ 、Uがc*でL*一 スム ーズ で ある と

す る。 この とき、▽σ(c*)のRiesz表 現 πは状 態価格 デ フ レー タで ある。

証 明.c*の 最適 性 の1階 条 件 か ら

▽U(c*;δ θ)=0,θ ∈e.

UはL*一 ス ムー ズで あるか ら、Lに 属す る任 意 のxに 対 して

t=0

26



1.5.最 適性 と状態価 格一 線 形汎 関数 ▽U(c,勾 のRiesz表 現 π∈L*と 状態価 格 デ フ レー ター

したが って 、任意 の取 引 き戦 略 θに対 して

E(掴 一α

ここで、任意 の停止時刻Tくooと 任意の証券nに 対 して

{
ek=o,fork≠n,

9t=1,fort<T,

9t=0,fort>T

と な る取 引 き 戦 略 θを考 え る 。 この と き

bo=‐Soy

S8=(StytGT,

be=ST十ST

であるから

・-E(掴

一E(か+司

一E(書 畷+nTfTST+司

一E(丁Σ ・tbt+π。5㍗一・・58

彦=1)・

n,Tは 任意で あ ったか ら、 したが って

畦E(か+→ ・
すなわち

研÷ 偽 噛+→

を得 る。 これ は状態価 格 関係式(1.14)で あ る。 □

系1.5.1.UがU(c)eE[Σ 窪o〆u(傷)]で 定 義 され て いる とす る。 ただ し、ρ ∈(0,1)か つuは

(0,00)で 狭 義 に正の 導 関数 を持 つ もの とする 。 この とき、π亡=〆u'(C*t)で 定義 され る πは状 態価

格 デ フ レー タで あ り、任意 の時刻tと 停 止時刻T>tに 対 して次 式が成 り立 っ。

St一瀞 卜 ¢李)ST+蠹凶 叫
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証 明.π古=ptu'(c∂ で定義される ▽U(c*)の 一意なRiesz表 現 πが状態価格デフレータであること

はすでに示 した。 また

瓦億 噛)一耗 皇嚇+身 ら)

一瓦像 励)+唾 俵 噛))

一恥億 励)+恥嗣

したがって

畠÷ 儒 噛)

÷ ← 島+蠹 励)

一痴 職(pTu'(c学)sT+蠹噛)

`1`Tt+Ta =t+1)む)・

か くして与え られた主張は証明された。 □

この系は最適性 の必要条件 を与える。均衡のケースが特定化 されれば、Markov不 確実性や動的

計画法に依拠することな しに、確率的Euler方 程式(1.12)を 均衡 の必要条件 として復活 させる こ

とができる。十分性に関しては、確率的Euler方 程式 によってSが 均衡であることを示唆する条件

を与える必要がある。定義1.5.3で 定義 したように、Sを 所与 としてeが(1.16)の 解 になるとき、

このsを 単一参加者均衡 と定義する ことによって必要な条件を与える。 このようにすれば最終的

な結果(定 理1.5.1)を 証明する ことができる。

定理1.5.1の 証明.sが 単一参加者均衡であれば、eは(1.16)の 解であるか ら与え られた前提の下

で、命題1.5.1か ら▽σ(e)の 一意なRiesz表 現 π∈L*は 状態価格デ フレータである。

逆に、▽σ(e)のRiesz表 現7r∈.L*

▽U(e;x)-E(嵩 動

が所与のSに 対して状態価格デフレータ

亀÷ 像 噛)
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1.5.最 適 性 と状 態価格一 線 形汎 関数 ▽U(c,x)のRiesz表 現 π ∈L*と 状態価 格 デ フ レー ター

で あ る とす る。SBt=Bt_1・(St+bt)‐9t・Stで あ るか ら、 この とき

・・δ9-一 θ・・E(◎oΣ π・δ・

t=i),

t=2

E(書 毎δう 一 一θ・・IE-z'

t=T+、 π毎),(・ ≦T<・ ・)

T→Ooの とき優 越収 束定理1.1.1よ り

E(sae

t=o-・

とな るか ら

▽U(e;δ θ)=0.

Uは 狭 義 増加な 凹関数で あったか ら、 これ はeの 最適性 を示 して いる。 したが って、Sは 単 一参加

者 均衡 で あ る。 □
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第2章 連続時間設定における無裁定証券価格評価

理論の基本的フレームワーク

要 旨

本章 は、特 に状態価 格 デ フ レー タ の果 た す役割 を 中心 と して 、数 理 フ ァイ ナ

ンス論 の主要 結果 であ る 「連 続時 間 にお け る無裁 定 証券 価格 の理 論」 の論 理構

造 を明 らか にす る ことを 目的 とす る。取 引戦略 の空 間 として確率 積分 を定 義す

る に足 る2乗 可積分 な適合 過程 の空 間(£2)dを 前提 と し、 「状 態価格 デ フ レー タ

の存在 は裁 定が存 在 しな い こ と」 「裁 定 が存在 しな いた めの十分条 件 は同値マ ル

チ ンゲー ル測 度 が存在 す る こ と」 を証明 す る。(£2)dを 前 提 とす る ことの数 学

的 ・経 済学 的意 味付 けは2.1.2節 で明 らか にす る。

キ ーワー ド

状 態価格 デフ レータ、連続 時間無 裁定証券 価格 評価理論 、同値マルチ ンゲール測度、Girsanov

の定 理 、完備証 券市場

は じ め に

本章 は 、特 に状態価 格 デ フ レー タ の果 たす 役割 を中心 として 、数 理 フ ァイ ナ ンス論 の主 要結 果

で ある 「連続 時間 におけ る無裁 定証 券価格 の理論 」 の論 理構 造 を明 らか にす る こと を 目的 とす る。

連続 時 間 にお け る無裁定 証券価格 の理論 はHarrison-Kreps[81]、Harrison-Pliska[82][83]等 の先

駆的業績 に多 くを負ってお り、彼 らが ほとん どの部分 を完成 させ た といって も過言 で はな い。(2・1)同

値マルチ ンゲール測度 を 中心 に展 開され る彼 らの分 析 を、従 来のBlack-Scholes[43]流 のアプ ロー チ

とは一線 を画す もの と して、特 にマ ルチ ンゲール価 格理 論 と呼 んで 区別す る場合 も ある。(2.2)以下

で議論 して いる とお り、本章 は証券 の価 格過程 を伊 藤過程 に限定す る。伊藤過程 に限定 す る ことは、

狭 い クラス の価格過程 の みを分析 対象 とす る とい う欠点 が ある一方 、演算 を明示的 にお こな い得 る

ためモデル ・分析 の論理構造が把握 しやす くな るという長所 を持 つ(も っとも、Harrison-Kreps[81]、

Harrison-Pliska[82]、Kreps[103]自 体 は、必ず しも伊 藤過程 に依 存 した分析 をお こな っていな い)。

本章 では確 率積分 を定 義す るに足 るある2乗 可積 分な適 合過程 の空 間(£2)dを 前提 とす るが、 マル

チ ンゲー ル価格 理論 に とって は この制 約 は必 ず しも必 要で はな く、(2・3)実際Delbaen[57]等 によっ

て この制 約 条件 は もっ と緩 め られて い る。(2.4)そ うで ある にもかか わ らず 、(£2)dを 前提 とす る こ

との意 味 を1.2節 で明 らか に してお く。

(2.1)Harrison-Kreps[811は、無裁定条件とともに、証券市場の価格体系に対して"viability"と 呼ばれる経済主体のあ

る種の選好順序によるトポロジーを導入することによってはじめて、同値マルチンゲール測度を得ている。Harrison-

Pliska[82]は 、無裁定条件と自己資金充足性を関連付けることによって、同値マルチンゲール測度を得ている。特に

Harrison-Pliska,[82]の分析に関しては、すでに東北大学経済学部飯野正幸氏による詳細な紹介論文[10]が あるので、そ

ちらを参照されたし。
(2'2)マルチンゲール価格理論については田畑[23 ,7章]等 を参照されたし。
(2°3)(£2)dとは別の(た とえばHarrison-Kreps[81]の"viability"の ような)ト ポロジーを導入すればよい。

(2・4)楠岡[15]はDelbaen[57]ア プローチを確率論の立場か ら紹介している。
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以 下 で見 るよ うに、状態 価格 デ フ レー タ の存 在 は、裁 定が 存 在 しな い こ とを意 味 す る。(2・5)ま

た 、Harrison-Pliska[82]が 示 した とお り、裁 定が存 在 しな いた め の十 分条 件 は同値 マル チ ンゲール

測度 が存在 す る ことで ある。証券 の価格過 程が伊 藤過 程で与 え られ てお り、取 引戦略 が適 当な可積

分 な適合 過程 の空 間 に属 して おれ ば、 同値マル チ ンゲー ル測度 の存在性 に関す る条 件 はGirsanov

の定 理 が与 え て くれ る。 しか し、 この定 理 は数学 的 にやや 難 しいの で、通 常 の ファイ ナ ンス論 の

テ キス トは もちろん先 端 的な研 究 業績 です らも、技術 的 な 「ブ ラ ックボ ックス」 と して敢 えて詳

細 に議論 す る ことを避る 傾 向に ある。(2・6)

既 存 の理論 を応 用す る ことによ って新 たな 分析 を推 し進 め て い くこ とに主 た る関心 が あ る場合

には、Girsanovの 定 理や 同値 マル チ ンゲ ール 測度 の存 在 性 に関す る条件 を 「ブ ラ ックボ ックス」

とす るの は当然 の方策 で あ る。 しか し、 残念 なが ら、つね に同値 マル チ ンゲ ール測 度 が存 在す る

もの として よ いわ けで はな い。(2.7)した が って 、同値マ ルチ ンゲール測 度 の存在 性 に関す る議 論 を

詳 細 に検 討す る ことは、数 理 フ ァイ ナ ンス論 の立 場か ら見 れ ば、一 度 は くぐ らね ばな らな い通 過

儀 礼 で ある と考 え られ る。

この意 味 で本章 は、 可能 な限 り 「ブ ラ ックボ ックス 」 を排除 す る こ とによ って 、無裁 定 証券価

格 理 論 の論 理構 造 を 自己充 足 的 ・体 系的 に把握 す る こ とを 目標 とす る もので あ る。

2.1自 己 資 金 充 足 的 な 取 引 戦 略 と 裁 定

2.1.1概 念 規 定 一 諸 概 念 の規 定 と確 率 論 的 な 制 約一

ある時 間間 隔[0,T]に 制 約 され た、所 与 の確 率 空 間(Ω,{亨,P)上 で定 義 され る測度Pの 下 で のあ

るRd値 標 準Brown運 動B=(B1,_,Bd)を 固定す る。 ただ し、B1,..., .Bdは 互 い に独 立で あ

る とす る。 また、Bの 標準 フィル トレー シ ョン(非 減 少な列 をなす部 分 σ集 合族 を要 素 とす る集

合)]F={害 古:t∈[0,T]}を 固定す る。(2・8)議論 を単純 にす るため に 言=害 丁 とす る。確 率過程X

がIFに 適 合 して いる適合過 程で あ るとは、任意 のt∈[0,T]に 対 してXtが 続 可 測で あ る ことを意

味す るもの とす る。(2・9)この よ うな確 率過 程 を単 に適 合過 程 と呼ぶ こ とにす る。£ に よってR1値

(2・5)staticな証券市場均衡論をdynamicな 設定へと拡張する際には、状態価格アプローチは非常に便利なツールとな
る。この立場から状態評価アプローチを積極的に導入しているものとして、Duffie[66]をあげることができる。状態価

格デフレータと同値マルチンゲール測度との関連はDuffie[66,Chp.6]に よって展開され、本章はその流れを汲むもの

である。
(2・6)わが国にも森村 ・木島[281 、田畑[23]、沢木[19]を はじめとして優れた数理ファイナンス論のテキス トが存在する。

また、Lamberton-Lapeyre[105】,Musiela-Rutkowski[116]を はじめ、数理ファイナンス論の観点から確率解析の手法

を詳細に紹介しているテキス トもいくつか現れはじめた。しかしこれらテキス トを含めてほとんどが、Girsanovの 定

理を筆頭として本質的に重要ないくつかの数学定理を 「ブラックボックス」としている点には変化がないようである。
(2・7)同値マルチンゲール測度の存在性 ・一意性が主張し得ない端的な例として、不完備市場があげられる。第3節 の命
題1,2を 参照されたし。
(2'8)しかし、必ずしも脱 がBに よって生成されるという意味ではない。
(2'9)誤解を恐れることなく直感的に説明することにすれば、時刻tま でに過不足なく集められた情報を用いれば、Xの
時刻tに おける値を知ることができるということである。
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2.1.自 己資金充足的な取引戦略と裁定

適合過程の集合を表わす ものとす る。また

(£・)d-{θ ・(£)d・TJ
olletlldt<・ ・a.s.}

(£・)d-{θ ・(£)d・rTJet
O・Btdt<・ ・a.s.}

(幻2)d-{θ ・(£ ・)d・E(∬ θ・・Btdtl<・ ・}

とす る。配当が支払われない所与のN種 証券の価格過程はRN値 伊藤過程X=(X1,_XN)T

xt-x+ftJｵsds

O+ズ 嵎,t≧ ・(2.・)

を形成す る もの とす る。ただ し、μ,σ はそれぞ れ μ ∈(£1)N,σ ∈(£2)N×dで あるよ うな 、そ れぞ

れRN値 、RN×d値 適 合過程 とす る。 また特 に 断 らな い限 り、行 列 σの最 大 階数 γ(σ)はr(σ)≦d

とす る。(2・10)

上 の定 義 の下で 、確 率積分 の存在 性 に関す る以 下 の結 果が 知 られて いる。(2.11)

定 理2.1.1(Lamberton-Lapeyre[105D.Hを 以下 で定義 され るIRd値 単 過程 とす る。

Ht(ω)-ei(ω)1(顧](t)・

1≦2≦ π

ただ し、0=to〈tl<… 〈to=T.か つ、e2は 鏃_1可 測で 有界 なR4値 確率 変数 とす る。 ま

た、Hと]R4値 標準Brown運 動Bに 対 して

1(H)t=Σ82・(Bti^厂B・ 洞^t)

1<i<n

を定義する。このとき、以下の条件を満たす(幻2)dか ら続 可測な連続マルチンゲールの空間への

一意な線形写像Jが 存在する。

1.任 意のt∈[0,T]に 対 してJ(H)tニ1(H)t

2.す べてのt∈[0,T]に 対 して

/rt/]E(J(H)t)
=IEI」Hs・Hsdsl

O///

また、以下の条件を満たす(£2)dか ら適合過程の空間への一意な線形写像Jが 存在する。

1.任 意のt∈[0,T]に 対 してJ(H)t=1(H)t

(2・10)同値 マルチンゲール測度 と、裁定、リスクの市場価値 との関連を議論す る3節 において、この仮定をおいてお く方

が便利である。それ以外の多 くの部分では、この仮定 を意識する必要はない。また、r(σ)<dで ある場合、 これは必

ず しもr(σ)=Nを 意 味 しない、したがって、r(σ)=r<Nで あ ることは妨 げられない ことに注意 しなければな らな

い。この場合には、σには線形従属な行が存在することになる。

(2.11)証明 はLamberton-Lapeyre[105
,Proposition3.4.4(P.38),Proposition3.4.6(p.40),Remark3.4.7(p.41)]の 該 当

ページを参照されたし。
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2.Hn∈(£2)dが

馴 倉 ・HSds〈 ・)-1任 意のE>・ に対 して

であるような確率変数列であるとすれば

賦 翻(硼 く・)一・ 任意のe〉・に対して

そ れ ぞ れ 、J(H)t‐foHSdBs,H∈(巧2)dJ(H)t=
.foHsdBs,H∈(£2)dで 表 わ し、 これ ら

を確率積分 と呼ぶ。

H∈(幻2)dで あるとき確率積分foHSdB、 によって定義される過程はマルチ ンゲールで あるが、

H∈(£2)dで あるとき確率積分foHSdBSに よって定義される過程は必ず しもマルチンゲールには

な らない。

上の定理の最後の主張に対する一例 をあげる。(2・12)

p(t,x)一{/211‐teXpl2(1t)1'°<t

O,t=1二 耽 ∈　 て

によ って定 義 され る関 数p(t,x)に 対 してMt=p(t,Bt)で 定 義 され る適 合過 程Mを 考 えれ ば、

Fubiniの 定 理等 に よって、M∈ £2で あるがM¢ 幻2で ある こ とが わか る。 また、o≦t<1の と

きE(Mt)=1で あるがt=1に お いてE(Nlt)=0と な り、ハ4は マルチ ンゲー ル にな らな い こ とが

わか る。

Xが(2.1)で 定 義 され るRN値 伊 藤 過程 で あ り、θが θ漏(θ1,...,eN)Tで あ るよ うな あ るRN

値適 合過 程 ベ ク トルで あって

θ・μ∈£1か つ ,各 々 のZ=Z,...,dに 対 して θ・♂ ∈£2(2.2)

で あ ると き、θ∈£(X)と 表わす ことにす る。 同様 に

E[(ftet・ｵtdt
O)]<・ ・ か つ 各 々の ・-1,…,dに 対 して θ・躍(2.3)

であるとき、θ∈幻2(X)と 表わす ことにする。

取引戦略 θとは、θ∈£(X)で あるようなIRN値 適合過程を意味するものとす る。取引戦略 θが

rtB

t・Xt=Bo・Xo+」BSdXs,t<_T(2.4)
0

を満 たす とき 、θは 自己資金充 足 的 で ある と定義 す る。(2.13)い いか えれ ば、 自己 資金 充 足 的 な取

引戦 略 は、新 た な資金 の注入 ・引 き上 げのな い取 引戦略 で ある ことを意 味す る。

(2'12)Lamberton -Lapeyre[105 ,Exercise15(p.59)1を 参照。
(2'13)自己資金充足性の観点から見れば、前提 θ∈L(X)は 取引戦略の価値過程 θ・Xを 確率積分として定義するための

十分条件となっている。

34
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£1に属するあるR1値 適合過程rが 存在し、ある証券の価格過程 βが

廐一角・xpα 毒ゆ),躙(2.5)

で 与 え られ る場合 、rを 短 期利 子 率過 程 と呼ぶ こ とにす る。(2.5)か らd廐=晦 β遮 とな るか ら、

瞬 間的 な意 味 にお いて 、rtを 時刻tに お ける無危 険短 期連 続複 利利 子率 とみ なす こ とが でき る。

経 済 学 の通常 の定義 で は、裁 定 は価格差 を利 用 した 取 引(あ る いは経 済行 為)を 意 味す る こ と

が多 い。(2・14)しか し、本章 ではRoss[127]以 降 に採 用 され て いる定義 に したが って 、よ り限 定 した

意 味で の み この用 語 を用 い る。す なわ ち、裁定 とは、条 件

θo・Xo<0か つBT・XT≧0あ るいは θo・Xo≦0か つBT・XT>0(2.6)

を満 たす 自己資金 充足 的な取 引戦 略 を意味す る。(2・15)

2.1.2適 合 過 程 の 空 間(£2)dの 意 味 に つ い て一 技 術 的 側 面 と証 券 市 場 均 衡 の 存 在 性 か ら

の 側 面 一

上述 の とお り本章 では いわゆ るマルチ ンゲ ール価 格理 論 を要約す るに当た って、2乗 可積 分な適

合 過程 の空 間(£2)dを 前提 とす る。 しか し、す で に指 摘 した とお りDelbaen[57]等 の最 先端 の研究

に よって 、 この条件 は(£P)d,1≦p≦ooま で緩 め られ て いる。そ うで ある に もか かわ らず、適合

過程 の空 間 と して(£2)dを 前 提 とす る ことの意 味 を 明 らか に して お く。

これ は次 の3点 を根拠 とす る。

1.適 合 過程 の空 間 として(£2)dを 前提 とすれ ば、取 引戦 略の空 間 を θ∈£(X)と す る ことは 、取

引戦 略 の価 値過 程 θ・Xを 確 率積 分で定義 す る ため の十 分条 件 とな る。

2.適 合 過程 の空間 として(£2)dを 前提 とすれ ば、取 引戦 略の空 間 を θ∈£(X)と す る ことは、無

裁定 を保 証す る十分 条件 とな る。

3.適 合 過程 の空 間 として(£2)dを 前提 とす れ ば、消 費空 間 をc∈L+⊆ 幻2と す る ことは、証 券

市場 均衡 が存 在す るた めの十分 条件 で ある。

第1の 点 につ いて は定理2.1.1と 自己資金 充足性 の定義(2.4)か ら明 らか で あ る。 したが って以下

で は 、第2,3の 点 につ いて簡単 に紹 介す る。

は じめ に第2の 点 について 説明す る ことにす る。 裁定 が 自己資金充 足 的 な取 引戦略(θ ∈£(X)

で あるよ うな取引戦 略で(2.4)を 満 たす もの)に 限 定 して定 義 されて いる ことには注 意 しな ければ

な らない。θ∈£(X)の 制約 をはず して、た とえば単 に(2.4)を 満 たす よ うな取 引戦 略 θ∈(£)Nに

対 して 自己資 金充足 性 を定義 した場合 には、 ほ とん どつ ね に裁 定 を作 り出す こ とが で きる。 この

ことを例示 す るため に、倍 々戦略 と して知 られて いる以下 の ような取 引戦略 を考 える ことにす る。

BをR1値Brown運 動 とし、価格 過程X=(S,β)を 考 え る。ただ し、す べて のtに 対 してあ る証

券 の価 格 過程 βはつね に β亡・=1で あ り、 これ とは別 の証 券 の価 格過 程SはdSt=StdBt,So=1

(2・14)最近の用語集である諸井 ・後藤[31 ,p.121]に よれば、裁定(取 引)と は、「金融市場や商品市場で商品の理論値と
市場値に乖離が生じた場合、資金なしでリスクを最小にとどめて利益を得る取引」であると定義されている。
(z.is)確率変数Xに 対する不等式X≧0

,X>0は 、それぞれ 「すべてのω∈Ωに対してX(ω)≧0」 、「すべてのω∈Ω
に対してX(ω)≧0、 かつ、あるω∈Ωに対してX(ω)≠0」 を意味する。この定義は、状態空間が有限次元である

場合には、通常のベクトルの不等式の定義に一致する。有限次元状態空間における裁定の定義については、Du伍e[64]、

DufHe[66,Chp.1]を 参照のこと。
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を満たす ものとす る。 ある定数 α>0に 対 して、以下のような停止時刻Tを 考える。

T-i・f{t・ ズ 農 一α}・

取引戦略Bt=(at,6∂Tを 次のように特定化する。

at={病:::1

/'tb

t=‐atSt+JaSdSs.

O

t→Tの ときatは ます ます 大 き くな り、 した が って これが 一種 の倍 々戦 略 で あ る ことが わ か る。

この ときbo=-aoSoで あるか ら

atSt+b亡 β亡=atSt+bt

rt
=aoSo+bo+JaSdSs

O

となって、(2.4)を 満たす。 したがって、θo・Xo=0、 かつ、ほとん ど確実にeT'XT=α>0と

な り、取引戦略 θが裁定であることが示 され る。

しか し、θ∈£(X)で あるような取引戦略に限定 して 自己資金充足性が定義 されて いる場合 に

は、上の倍々戦略 θは裁定ではない。なぜな ら、 この取引戦略 θは条件(2.2)を 満たさないか ら、
.,(X)で あるか らで ある。

第1の 点 と第2の 点は、 どち らか というと技術的(確 率論的)な 側面か らの十分性を主張す る

ものである。(2・16)しか し、第3の 証券市場の均衡 の存在性に関する点は、経済学的に重要な十分

性を主張 しているということができる。なぜな ら、証券市場均衡が存在 し得ないような空間にお

いてた とえ証券"価 格"理 論が構築 し得たとしても、経済学的にはまった くナンセンスな評価(価

格付 け)理 論 となる可能性があるか らである。

証券市場のArrow-Debreu均 衡の存在性については以下の結果が知 られている。(2・17)

定理2.1.2(Duffle-Zame匸67].消 費空間をc∈L+⊆ 幻2と する。非ゼロ線形写像 £+ト>Rを

価格関数IIと 呼ぶ ことにする。各 々の2に 対 して、R1値 非負適合過程CZが

sup鷆(c)制 約条件--(c)≦II(e2)の 下で
cEL十

の 解 で あ る よ うな 、 あ る 価 格 関 数IIと あ る 実 行 可 能 消 費 配 分(C1,_,C徊)∈(L+)mか ら な る 組 み

合 わ せ

[H,(C1,_Cm)]

をArrow-Debreu均 衡 と い う。 た だ し、e2∈L+は 総 賦 存 過 程 で あ り、 Σ 挫1♂ ≦ Σ 怨1♂ とす る 。

(2'16)いいかえれば、適合過程の空間として(£2)dを 前提 とす ることはHahn-Banach定 理 を用いるに十分な トポ ロジー

を提供す るといってよい。

(2.17)証明 はDuffie-Zame[67
,TheoremA4]を 参 照されたし。
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総 賦存 過程eが ゼ ロか ら有界 で、各 々の2に 対 してUzが 滑 らかつ(uの 加算 的、 すな わち 、すべ

て の2に 対 して効 用関 数UZ:L+→]18が

r/'T

O

であるとする。ただ し、ui:R+×[0,T]→Rは(0,00)×[0,T]に お いて滑 らか、かつ、任意の

t∈[0,T]に 対 してui(・,t):R+→]18が 厳密な凹増加関数であ り、(0,00)に おいて非有界な導関数

uic(・,t)を持つものとする。 このとき、Hが 有界なRiesz表 現pを もち、すべての2に 対 してCZが

ゼロか ら有界 になるようなArrow-Debreu均 衡[II,(c1,...,Cm)]が 存在する。

この定理は、c∈L+⊆ 幻2と 、滑 らかかつ(uの 加算的な効用関数 という仮定に依存 している。

したがって、可積分性に関 してよ り緩い条件の下でも均衡の存在性を主張することは(少 なくと

も理論上は)可 能である。 しか しその場合 には効用関数に対 して、滑 らかかつ(ui加 算的 という

仮定よりも強い仮定を設ける必要が生ずるであろう。経済学的な立場か らいえば、滑 らかかっ(ui)

加算的 という仮定です ら十分 に強い制約であるので、それ以上効用関数に恣意的な制限を設定す

ることが好 ましい ことでないことは改めて指摘す るまで もないであろ う。

したがって適合過程の空間として(£2)dを 前提とする(し たがって、取引戦略の空間 として θ∈

£(X)あ るいは θ∈巧(X)を 、消費空間としてc∈L+を 考 える)こ とは、 単 に確率積分が定義で

きるか らという理 由や適当な測度変換 によってマルチンゲールにすることができるというだけで

な く、証券市場均衡の存在性まで視野に置 く場合 には十分 リーズナブルなものであるといえるで

あろう。

2.2状 態 価 格 デ フ レ ー タ と 状 態 価 格 べ 一 タ モ デ ル

2.2.1デ フ レータ とニ ューメ レール不 変性 の定 理

ある特定証券の価格過程 をニュー メレール として、残 りのすべての証券価格 を基準化す る必要

が生ず る場合がある。 このような基準化は、いかなる経済的な効果 も本質的には持たない。 これ

がニューメレール不変性の意味することである。 このことを示すために、デフレータYを 厳密に

正であるIR1値 伊藤過程 として定義する。所与の証券価格過程Xを デ フレータYで デフレー トす

れば、XYt=X灘 で定義される新たな価格過程XYを 得る。

定理2.2.1(ニ ューメレール不変性の定理).Yを あるデフレータとすると、θがXに 関 して自己

資金充足的であることと、θがXYに 関 して自己資金充足的であることは同値である。また、θが

Xに 関 して裁定である ことと、θがXYに 関 して裁定であることは同値である。

証 明.θ ∈£(X)で あるか ら、確率 積分JOesdxsを 定義す る に十 分で あって 、Wt=et・Xtで 定義

される価値過程Wは

wt一 θ・・x・ft+」9SdXs,t

O・[0,T]

で表わ され るR1値 伊藤過程 とな る。W,Yが 伊 藤過程 で ある ことか ら、適 当な適合過程ｵw,σw,

μy,σyに 対 して

d隅=柳(t)dt+σw(t)dBt,

dYt=ｵY(t)dt+vY(t)dBt.
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便宜のため に、証券価格過程Xを

dXt=ｵX(t)dt+QX(t)dBt

で表わす ことにする。Yに よってデフレー トされた証券価格過程XYは

4x『=YtdXt+XtdYt+σx(t)Qy(t)Tdt

で表わされ る確率微分をもつ。デ フレー トされた価値過程wyはWYt=tivtvtで 定義され る。伊

藤の補題 を用いれば

dWt=YtdWt+WtdYt+Qyy(t)a'Y(t)Tdt

=YtBtdXt十(et・Xt)4】 晦 十(θ1σX(t))Qy(t)Tdt

=Bt・[YtdXt+XtdYt+σx(t)Qy(t)T]

TYe
tdxt.

したが って6t・Xt=Bo・Xo+foBSdX、 で あ る とき、かつ 、そ の とき に限 り θポXt=Bo・XYO+

濾 θ」4X『 で ある。

デ フレータYは 厳密 に正である伊藤過程であったか ら、裁定の定義(2.6)に よって主張の後半

部分は自明である。よって、主張は証明された。 □

2.2.2状 態 価格 デ フ レータ と証 券(自 己資金 充 足的取 引戦 略)の 収 益率

以下の 目的に対 して、状態価格デフレータと呼ばれる特殊なデフレータが重要な役割を果たす。

状態価格デフ レータ7rと は、デフレー トされた価格過程Xπ がマルチンゲールになるよ うなデ フ

レータを意味する。状態価格デフレータ πと先に定義した取引戦略の空間 幻2(X)に 対 して、次 の

命題が成 り立っ。

命題2.2.1(状 態価格デ フレータと裁定).任 意の状態価格デ フレータ πに関 して、幻2(Xπ)に 属

する任意の(Xに 対する)自 己資金充足的な取引戦略 θは(Xに 対する)裁 定ではない。

証明.状 態価格デ フレータの定義か らXπ はマルチ ンゲールであるか ら

/fT¥]EI」BSdXs)
=0 .

o/

θがXに 対 して 自己資金充足的であるか ら、ニューメレール不変性の定理2 .2.1よ り、θはXπ に

対 して自己資金充足的

θポxr一 θ・・x8+ズ θ溜

で ある。 したが ってt=Tで 評価 して

θ・・X3-E(θ ・・x易イ θ講)-E隅)・

か く して θT・X孫 ≧0で あれ ば θo・X8≧0・ また同様 に・eT・X努>0で あれ ばBa'Xo>0。 これ

は、θがXπ に対 して裁 定 では な い ことを示 して いる。 したが って定 理2 .2.1よ り、θはXに 対 し

て裁 定 で はな い。 □
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Du伍e[66,Chp.6]で は、 この命題が信用割 当された取 引戦略の空間 θ(Xπ)に 対 しても成 り立つ こ

とが示 されている。

命題2.2.2(証 券の収益率).7rを 価格過程Xに 対する状態価格デ フレータ とし、R1値 伊藤過程

である価格過程Sを 持つある特定証券を考える。当該証券 の累積的な収益率過程Rを 確率積分

Rt=港45亡/Stに よって定義すれば

1
μR(t)-r"t=一 一QR(t)・ σπ(t)・(2・7)

πオ

た だ しrt=一 μπ㈲/毎 とす る。

証 明.状 態価格 デ フ レー タ πは(厳 密 に正 で ある)伊 藤過 程で あ るか ら、適 当な適合 過程 μπ,σπ

に対 して

4π古=μ π㈲ 砒+σ π(t)4B亡

と表 わす ことがで き る。 同様 にSに 対 して も

dSt=ｵs(t)dt+Qs(t)dBt

と表 わす こ とがで きる。状態価格 デ フ レー タで デ フ レー トされた価格 過 程5π に対 して伊藤 の補題

を用 いれ ば

d5卜 π亡d3亡+5毒 伽+σ π(t)σ5(t)dt

=(μ5(t)π 亡+μ 。(t)St+σ 。(t)σ5(t))dt+(σ 。(t)St+QS(t)π ヵ)dBt.

状態 価格 デ フ レー タの定 義 よ り5π はマル チ ンゲ ール で あるか ら、上式 最左辺 の 「ずれ(drift)項 」

はほ とん どいた る ところでゼ ロで なけれ ばな らな い。 したが って

0=ｵs(t)π 亡+μ π(t)St+σ π(t)σ5(t)・

これ よ り

Ins(t

st)一 一μ薨オL斃(t)(2.8)

を得 る。当該証券の累積的な収益率過程RはdRt=dSt/St,Ro=0に よって定義されているか ら

畑 ・(t)dt+・ ・(・賜 一 μ篝)dt+σ 寄)dBt.

伊藤過程Rの 表現の一意性 と(2.8)を 考慮することによって、(2.7)を 得る。 □

この結果は、後で述べ る状態価格ベータモデルの前段階であるという意味で、重要である。

(2.7)は 特定証券の収益率に関するものであるが、同じ議論が、任意の自己資金充足的な取引戦

略 θの収益率RBに 対 して もあてはまる。
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系2.2.1(自 己資金充足的取引戦略の収益率).π を価格過程Xに 対する状態価格デフレータとし、

wt=et・Xtで 定義 されるR1値 伊藤過程である価値過程Wを 考える。また、θに対する累積的な

収益率Reを 以下のよ うな伊藤過程 として定義 する。すなわち

RBt一続 鵡(2.9)

dRe=μ θ(t)dt+σ θ(t)dBt.(2.10)

こ の と き 、(2.7)は 以 下 の よ う に 書 き換 え られ る 。

μ、(t)-rt=一 ⊥ 。,(t)σ 。(t)rt=一 μ・(t).(2.・ ・)
π孟7「t

証 明.θ は 自己資金充足的であるか ら、その価値過程Wは

dWt=θZ鵡=θ7μx(t)d奸 θZσx(t)戯.

したがって

die-dWtW
t一 θ7籏(t)dt+6tQXWt(t)4島

他方 、Xπ が マル チ ンゲール で あ るこ とか ら

o一ｵx(t)π 亡+μ 。(t)Xt+σx(t)σ 。(t)T.

上 式 の両 辺 とetと の 内積 を と り適 当に整 理 した結果 と、伊藤 過程RBの 表現 の一 意性 によ って拡

散項 が一 致す る とい う事実 か ら

θ」μx(t)μ 。(t)θ7σx(t)σ 。(t)T

獣)率 一'
かくして 目的の関係式を得 る。 □

2.2.3状 態 価格 デ フ レー タ と状態 価 格ベ ータ モデル

σπを状態価格デフレータのR4値 拡散項、QXを 価格過程XのRN×d値 拡散項 とする。 このとき

σ。(が 冩 σxωTψ,+・tか つ σx㈲ εホ=0,t∈[0,T](2.12)

を満 たすRN値 適 合過程 ψ とRd値 適合 過程 εが つね に存 在す る。 θを σモθ=σ 支gを 満 たす よ う

な 自己資金充足的取引戦略とす る。すでに見てきた とお り、θが 自己資金充足的であるか ら、θの

市場価値 過程w=e-xは 、その拡散項が θTσx=曽Tσxで ある伊藤過程 となる。したが って、θ

の累積収益率過程RBを 確率積分(2.10)で 定義する ことがで き、そ の拡散項 σθは σθ=㌍Tσx/W

となる。 ある任意の証券に対する累積的な収益率過程Rは1R1値 伊藤過程で あるか ら、(2.7)か ら

μ。(t)-r"t=一 ⊥。R(t)何 。X(t)+。t]
π亡

一Wt。 。(t).。 、(t)

π毒
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を得 る。なぜ な ら、QRはQXの 行 の線形結合 で あ るか ら、6R(t)・Et=0と な るか らであ る。特 に、

(2.11)よ り、取 引戦略 θに対 す る収 益率 過程RBに 対 して

GV
μθ(t)-rt=.;(t)・ σθ(t)

π亡

とな るか ら、以下 の よ うな特 定証券 の収益 率Rに 対 す る状 態価 格 ベー タモデル

μR(t)-rt=βR(t)(μ θ(t)-rt)

ただ し(2.13)

σπ(t)・σθ(t)a
R(t)_

σθ(か σθ(t)

を得 る。 この結果 は、単 一期 間状 態価 格 ベー タ モデ ル の連 続時 間 版 で ある と見 る こ とが で き る。

(z.is)

2.3同 値 マ ル チ ン ゲ ー ル 測 度 とGirsanovの 定 理

同一空間(Ω,言)に 対す る同値確率測度IP,(Qに おいて、(2・19)P可測な確率変数XがQに 関して

マルチンゲールであ り、かつ、Radon-Nikodym導 関数d(Q/dPが 有限分散を持つ場合、QをXに

関する同値マルチ ンゲール測度 という。

同値マルチ ンゲール測度の存在性 を保証する価格過程Xの 条件と、一意性 に関す る条件を調べ

てお く。 このためにGirsanovの 定理を用 いる。(2・20)

2.3.1同 値 マル チ ンゲ ール測 度 とGirsanovの 定 理 の関係 、お よび可 約性

価格過程XはRN値 伊藤過程であるか ら、(2.1)で 示 されたよ うに、適合過程 μ,σをそれぞれ

μ∈(£1)N,σ ∈(£2)N×dで あるようなRN値 、RN×d値 適合過程 として

Xt-xo+rtJ,usds
O+か 砥

と表わ す ことが で きる。 こ こで、Rd値 適合 過程 η∈(£2)dを 解 とす る線 形方程 式

σ亡η亡=μ オ,t∈[0,T](2.14)

を考 え る。(2.14)に 解 が存在 す る とき、Xは 可約 で あ る とい う。(2.14)の 解 は、各 々のBrown運

動 によ って 生み 出され る価 格変化 の 平均価格 変化 率 μと 「リス ク」 の量 σ との問 にあ る比例 関係

を もた らす もの とみる ことがで きる。 この意 味で 、ηを リス クの市場 価格 過程 と呼ぶ ことが あ る。

もっ とも、応 用上 は、 リス クの市 場価格 とい う用 語 をニ ューメ レール デ フ レー タ によ って 基準化

した後 に用 い る ことの方が 多 いよ うで ある。 こ こで い うニ ュー メ レー ルデ フ レー タ とは、 あ る単

一証 券(短 期 利子 率過 程rを 持つゼ ロクーポ ン債 が 用 い られ る こ とが 多 い)の 価 格過 程 の逆数 で

あ るよ うな デ フ レー タを意 味す る。(2・21)

(2'18)状態価格べ一タモデルの単一期間版については、Duffie[66,Chp.1]を 参照されたし。
(2'19)同値確率測度の定義については、補論を参照されたし。
(2'20)Girsanovの定理については補論の定理2 .A。2を参照されたし。
(2.21)この点に関しては、以下の系2.3.1を 参照されたし。
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Girsanovの 定理によるずれ項の変換 と拡散項の不変性を示す補論の系2.A.1の(2.A.6)(2.A.7)

か ら、Xが 可約であるとき、Xは

/'tX
t=Xo+」vSdBs(2.15)

0

のように変換されることがわかる。 ここで、Bは 同値確率測度Qの 下でのRd値 標準BrOWI1運 動

で ある。 したがって、XはQの 下でマルチンゲール となる。上の仮定の下では、Radon.Nikodym

導関数4Q/dP=ξ 多,ξ7=1+∬ ξ2η、4β,が測度Pの 下で有限分散を持つ ことはほとん ど自明で

あるか ら、Qは 同値マルチ ンゲール測度 となる。

2.3.2可 約 性、 同値 マルチ ンゲ ール測 度 と裁定

同値マルチンゲール測度がQが 存在するものとしよう。このとき、Radon-Nikodym導 関数dQ/(泗

は 】Pに関 して有限分散を持つ。取引戦略 θをθ∈巧2(X)に 限定する。さらに、R1値 確率変数Yを

y-∬llθZσ ・ll・dt

によって定義する。 このときy卩は測度Pに 関して有限分散を持つ。有限分散 を持つ2つ の確率変

数の積は有限な期待値をもつか ら、(dQ/4P)Vノ ア はIPに 関 して有限な期待値 を持つ。 したが って

E(!型 ～歹齪)一 ゐ盤 ・耽P

一蓋・蜘

=EQ(　 Y)〈Oo .

Xは(2.15)の よ うに変 換 され るか ら

」TBtdXt=」TBtQtdBt

は測度Qに 関 してマルチ ンゲール となる。したがって

EQ(ノT!ratdxt/
O-〔).

以上の議論 を利用すれば、同値マルチンゲール測度が存在することは、裁定が存在 しないため

の十分条件となって いることを確認することができる。

定理2.3.1(同 値マルチ ンゲール測度 と裁定).価 格過程Xに 関する同値マルチ ンゲール測度Qが

存在すれば、θ∈幻2(X)で ある任意の 自己資金充足的取引戦略 θは裁定ではない。

証明。Qは 同値マルチンゲール測度であるか ら、EQ(浮 θ1「dXt)=0。 自己資金充是 性の定義(2.1)

から

θ・・X・-EQ(eT'XT-T6SdXs

O)-EQ(BT・XT)・

この ことか ら・BT・XT≧0で あれ ば θo・Xo≧0。 同様 に、eT・XT>0で あれ ば θo・.Xo>0。 し

たが って 、 自己資金 充足 的取 引戦略 θ∈幻2(X)は 裁定 で有 り得な い 。 □
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この定理 の系として以下のことが成 り立つ。以下で見る とお り、これは本質的には状態価格デ フ

レー タに関す る2節 の命題2.2.1と 同等である。

系2.3.1.あ るデフレータYに よってデフレー トされた価格過程XYに 対 して、同値マルチンゲー

ル測度Qが 存在す るものとする。 この とき、θ∈幻2(X)で ある任意の 自己資金充足的取引戦略 θ

は裁定で はな い。

証明.定 義か らXYは 同値マルチンゲール測度Qに 関してマルチ ンゲールとなるか ら

E・(」TgsdXsl=O.
o/

θが価格過程Xに 対して 自己資金充足的であるか ら、ニューメ レール不変性の定理2.2.1よ り、θ

はXYに 対 して 自己資金充足的

9t'Xt一 θ・・XYO+tBsdXs

O

である。 したがってt=Tで 評価 して

θ・・XYO-EQ(砺 ・XYT一 ノTrBsdXY

O)-EQ(BT・ ・x・YT)・

か く し て θT・X多 ≧0で あれ ば θo・XYO≧0。 ま た 同 様 に ・eT・XYT>0で あ れ ば θo・XYO>0。 こ

れは、θがXYに 対 して裁定ではないことを示 している。したがって定理2.2.1よ り、θはXに 対

して裁定ではない。 □

応用上は、短期利子率過程rが 存在す る場合 には、デフレータYを 巧=exp(-forsds)に 選ぶ

ことが便利である。 さらに、rが 有界であるな らば幻2(X)=幻2(XY)と なるか ら、 これまでに得

た結論はより自然な形で表現 し直す ことが可能 になる。特に、ηを リスクの市場価格 とみなす場合

には便利である。

価格過程Xの 拡散項 σに対する1節 の仮定r(σ)<dの 下では、 リスクの市場価格が存在 しない

場合には裁定が生み出されることを、補題 として示す。

補題2.3.1.あ るニューメ レールデ フレータYに 対 して、デフレー トされた価格過程XYが 可約

でないとする。このとき、巧2(xy)に おいて裁定が存在する。さらに、XYに 関 しては同値マルチ

ンゲール測度は存在 しない。

証明.XYが 可約でないとき、幻2(XY)に おいて裁定が存在す ることを示す。デフレー トされた価

格過程XYは 伊藤過程であるか ら、そのずれ項を μy、拡散項 をQYと すれば

Xt=Xo+ズ μyd・イ σ海

と表現す ることができる。XYが 可約でないか ら

YYσ η=μ

を満 たす 解 η∈(£2)dは 存在 しな い。 したが って 、すべ て の η∈(£2)d,θ ∈め2(X)に 対 して

θTσyη ≠ θTμy.
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ここで・任意の(ω,t)に対 してθTσy=0,θTμY≠0を 満たす θを考える。階数についてr(σy)〈d

が仮定 されているか ら、θTσY=0の 解は無数に存在する。 このような θのなかで、任意の(ω,t)

に対 して θ(ω,オ)TAY(ω,t)〈0と なるものがあればそれをゼ ロとするようにθを置き換えることが

可能で、θ(ω,t)TｵY(ω,オ)>0と することができる。

ところで、ニュー メレールデフレータYに 対応す るニュー メレール証券はデ フレー トされた後

は恒等的に1に 等 しい価格 を持つ。したがって、 自己資金充足性の下では、時刻t=0に おける

ニューメ レール証券に対する取引戦略の値が時刻t>0に おける価値過程Wt=Yet'Xtに 対 して

影響 を及ぼすのは、唯一、初期の価値 仰b=θo・XYOを 通 じてのみである。したが って、上のよう

な性質を持つ取 引戦略 θに対 して、さらに θo・XYO=0を 満たすものをとることができる。 この

とき

t

O

ftgsｵsds>0.0

したがって、 このような取引戦略 θは裁定である。

Yの 非負性か ら、θTσ≡0,θTμ ≠0で あるようなRN値 ベク トルが存在することは容 易にわ

かる。

XYが 可約でないとき、補論の系2.A.1よ り、XYに 関 して同値マルチ ンゲール測度は存在 しな

い。 口

この補題は、 リスクの市場価格の存在性(ニ ューメレールデフレータYで デ フレー トされた価格

過程XYの 可約性)が 無裁定に対する必要条件であることを示 している。

上の証明の中でもふれた とお り、σ(ω,オ)の階数 についてr(σ)<dで あれ ば、(2.14)の 解 η(ω,t)

(すなわち、リスクの市場価格過程)は 無数に存在する。これは分析上都合が悪いので、以下では、

(2.14)の 解 をηxに 一元化す る方法を考える。

σεか ら可能な限 り線形従属な行 を(ω 毎に)取 り除き、(2.22)絢か らこれに対応する要素を取 り

除 くことによって、δ亡,ρオを作る。Xが 可約であれば、具体的にどのように ∂t,ｵtが 得 られ るか

に無関係 に、(2.14)に 対す る一意な解 ηxは

η詳=(δ 」∂t)-1δ姦

で与えられる。

ここで、ηに対して

v(X)-1∬ 伸 ち(2.・6)

ξ(X)一 ・・P[°(X)イ η佃 ・(2.・7)

を定義 す る。Xが 可約 、exp[v(X)]の 期待 値が有 限 、かつ、ξ(X)の 分散 が有 限で あ る とき、Xは

L2可 約 で あ る とい う こ とにす る。

(2°22)すでに脚注(2 .10)で指摘したとおり、r(σ)<dは 必ずしもr(σ)=Nを 意味するわけではなく、r(σ)=r<Nで

あってよい。この場合には、σには線形従属な行が含まれているから、それを削除することは可能である。「可能な限

り」とはこのような状況を意味している。
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定理2.3.2.Xは 五2可 約であるとする。この とき、Xに 関する同値マルチ ンゲール測度が存在

し、裁定は存在 しない。

証明.XはL2可 約であるか ら、Girsanovの 定理の系2.A.1か ら、dQ/〔泗=ξ(X)に よって定義 さ

れる同値確率測度Qは 同値マルチ ンゲール測度であることがわかる。裁定が存在 しない ことは、

定理2.3.1か ら結論される。 □

XがL2可 約である ことを保証す る積分可能性の条件が満たされているものとする。そ うすれ

ば、先の補題2.3.1と あわせて、この定理は、可約性が裁定が存在 しない ことの必要かつ十分な条

件であることを示 して いる。また同様 に、可約性 は同値マルチ ンゲール測度が存在するための必

要かつ十分な条件でもある。

次の命題は、同値マルチ ンゲール測度の一意性に関する条件を与える。

命題2.3.1.価 格過程Xの 拡散項過程 σがほとん どいたるところでr(σ)=dの 条件を満たす もの

とする。このとき、同値マルチンゲール測度はたかだか1つ しか存在 しない。

証明.Girsanovの 定理か ら、任意の同値確率測度 ◎ に対 して

霊 一ξ(x)

とす ることができる。 ここで、ξ(X)は 、(2.14)の ある解 ηxに 対 して、(2.17)で 与え られるもの

である。他方、σ孟(ω)の最大階数がr(σ)=dで あれ ば、状態 ωに関 して(2.14)の 解はたかだかひ

とつ しか存在 し得ない。したが って、同値マルチ ンゲール測度はたかだかひとつに限 られる。 □

2.3.3完 備 市場 と冗長 な証券 の価格

完備市場 という用語は、さまざまな文脈でさまざまな意味 を持ち得 る。しか し、少な くとも本

章ではHarrison.Phska[82]に したが って、有限分散を持つ任意の確率変Yが ある自己資金充足

的取引戦略 θの終端価値BT・XTと して与え られるような市場 を意味す るものとする。

冗長な証券 とは、価格過程Xを 所与 として、 自己資金充足的取引戦略 θ∈幻2(X)の 終端価値

8T'XTがBT・XT=YTで 与え られるとき、Yを そ の価格過程 とす るような証券を意味す る。

以下では、価格過程XがX=(β,S1,...SN-1)で 与え られるもの とする。ただ し、βは(2.5)

で与え られるほとん どいたるところで非負な証券価格であり、S=(S1,...,SN-1)は

St=So+Jtｵsds+」tQSdBs(2.18)

00

で 与 え られ るIRN-1値 伊藤 過 程で あ る0た だ し、ｵs,σ5は それ ぞ れRN-1,1[8(N-1)xd値 適 合過

程 で あ り、rは 有 界 なR1値 適合 過程 で ある とす る。 この とき 、β一1で デ フ レー トされ た価 格過程

X/β=(1,sl/β,...,SN-1/β)をS/β で代表 す る こ とがで き る。

命題2.3.2.Q-1で デ フ レー トされた価 格過 程5γ β に関 して 、 同値 マルチ ンゲ ール 測 度Qが 存在

す る もの とす る。 この とき、(2.18)で 与え られ る証 券価格過 程Sは 、Qの 下で のRd値 標準Brown

運 動Bに 対 して確 率微 分方程 式

dSt=rtStdt十QtdBt(2.19)

を満たす。さらに、市場が完備であるための必要かっ十分な条件は、ほとん どいたると ころで

r(σ5)=dで あることである。
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証明.Z=S/β とす る。伊藤の補題よ り、伊藤過程Zは 次の確率微分方程式を満たす。

賜 ÷ 毒dβ・

一毒((ｵt‐rts`t)dt+・tdBt)

一(痴 司d・+筈dB・

QはZに 関す る同値マルチンゲール測度であるか ら、ZはQの 下でマルチ ンゲールになる。また、

拡散項の不変性(Girsanovの 定理の系2.A,1)か ら

賜 一葺脇 ・

したが って 、St=廐Z舌 に対 して伊藤 の補題 を用 いて

dSt==z亡dβ 亡+QtdZt

=rtStdt+σ ダ轟.

「ほ とん どいた る と ころでr(QS)=dで ある とき市場 は完備で ある」 こと を示す。 この ため 、Y

を有 限分 散 を持つ 任意 の確 率変 数 とす る。補 論 のGirsanovの 定理2.A.2と 、定理2.A.1の4(マ

ル チ ンゲー ル表 現定 理 および 伊藤 の表現 定理)か ら

毒 一EQ(Y)+∬ 協

で ある よ うな η∈£(B)が 存 在す る。r(σ5)=4の 仮定 か ら

∂Zσジ=β,η7,t∈[0,T](220)

を満 たす あ る適合 過程 ∂=(θ1,...BN-1)Tが 存 在す る ことが わか る。 ここで、θ0を

θ9-E・(Y)+α 亡∂泌 一TBtZt),

e°0-EQ(Y)T‐BoZo

によ って 定義 す る。

この とき、1/β によ って デ フ レー トされ た価 格過 程X/β=(1,sl/β,...,SN-1/β)Tに 対 して 、

θ=(θ0,θ1,_eN-1)Tは

et・(Xt)=Bot+Bt・Zt

-EQ(Y)rt+」9SdZs

O

rt
=Bo+BaZo+」BSdZs

O
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を満たす。これは、θが価格過程X/β に関 して 自己資金充足的である ことを示 している。また

BT・(XTβ
T)一 一θ8+BoZo+ノ εT∂」(オ易

一E(Y)+rTJBTt
O(筈)dBt

-E(Y)+∬ η鵡

一 毒 ・

デ フレー トされ た価 格過程X/β をデ フ レー タ βで デ フ レー トす る。ニ ュー メ レール不 変性 の定 理

2.2.1か ら、θはX=(β,S1,...,SN-1)Tに 関 して も 自己資金 充足 的で あ って 、eT・XT=Yと な

る。定義 よ り、 これ は市場が 完備 であ る ことを示 して いる。

「市 場が完 備で あ る ときほ とん どいた る と ころでr(σ5)=dで ある」 ことを示す た め に、そ の

対偶 「ほ とん どいた る ところでr(6s)=dで あ る とい う条件が 真で な い場合 、市 場は完 備で な い」

ことを示す。 ほ とん どいた る ところでr(σ3)=dで ある とい う条 件が 真で な い場合 、r(σ)〈dで

あるか ら、す べて の θに対 して(2.20)が 成 り立た な いよ うな あ る有界 な η∈£(B)が 存在 す る。そ

こで

BT(XT)-e°T+rTeTZT‐ 」
0・ 画 ∂餮 ダー・t+・1

が成 り立つような取引戦略 θ∈£(B)と ηを考 える。ただ し、εθは、各々のθに対 して、ほとんど

いたるところで非ゼ ロであるとする。これは、取引戦略 θの終端価値eT・(XT/β τ)が有限分散 を

持つ確率変数であることを示 している。したがって以下では、このような θがX/β に関 して 自己

資金充足的でないことを示す。

QはZに 関する同値マルチンゲール測度で あるか ら

dZt一 詈d君 ・

したがって

∬ θ厂d(Xtβ舌)-rTJ6tdZtO

-∬ ∂髪 転

イ(η ・+ee)dBt

-eT・XT)+∬ ・BdBt・

これは、θがX/β に関 して自己資金充足的でないことを示 している。 したがって、ニューメレー

ル不変性の定理2.2.1か ら、θはXに 関して自己資金充足的でない。か くして完備性の定義か ら、

ほとんどいたるところでr(σ3)=dで あるという条件が真でない場合、市場は完備でない。 □

この補題を一般化することによって、冗長な証券に関する結果を導 くことができる。

47



第2章 連続時間設定における無裁定証券価格評価理論の基本的フレームワーク

定理2.3.3(冗 長な証券と裁定、同値マルチ ンゲ ール測度).デ フレー トされた価格過程X/β に関

して同値マルチ ンゲール測度Qが 存在するものとする。さらに、価格過程Xを 所与と して、Y卩を

価格過程 とする冗長な証券を考える。冗長な価格過程(X,Y)を(X,Y)≡(β,S1,...,SN-1,Y)T

で定義する。 このとき、取引戦略の空間 幻2(X,yり において、(X,Y)に 関する裁定が存在 しない

ための必要かつ十分な条件は、y/β が測度Qの 下でマルチ ンゲール になることである。

証明.Y/β が測度Qの 下でマルチ ンゲールであるとする。QはX/β に関する同値マルチ ンゲー

ル測度であるか ら、Z=(X,Y)と すれば、QはZ/β に関する同値マルチンゲール測度でもある。

したがって、定理2.3.1か ら、Z/β に関する自己資金充足的取引戦略 θは裁定ではない。よって、

ニューメ レール不変性の定理2.2.1か ら、θはZ=(X,Y)に 関 して裁定ではない。すなわち、取

引戦略の空間 巧2(X,Y)に おいて、(X,Y)に 関する裁定は存在 しない。

逆 を証明するために、その対偶 「Y/βが測度Qの 下でマルチ ンゲールでないとき、(X,Y)に 関

する裁定が取 引戦略の空間 巧2(X,Y)に 存在する」 ことを示す。Y/β

蕩 一磊+dO(YSβ 、)

が測度Qの 下でマルチンゲールでないか ら

EQ㈱ 〈磊

とす る(反 対 の不等号 〉の場合 も、以下 と同様の方法によって、裁定が存在することを示す こと

ができる)。

また、デフレー トされた価格過程X/β に関 して同値マルチンゲール測度Qが 存在するのである

か ら、θ=(θ0,θ1,...eN-1)T∈ 幻2(X)を 自己資金充足的取引戦略

et(Xtβ
舌)一 θ・・(X°Qo)+JtBsdO(瓮)

とす る と 、EQ[θ ・(XT/βr)]=θo・(xo/βo)。 し た が っ て 、 取 引 戦 略(θo,θ1,_,BN-1,-1)T∈

幻2(x,Y)は

et(xta
t)騰 一θ・・(寄)一 磊+ズ θ」d(養)-fOd(蕩)

で あるか ら、 自己資金充足的で ある。t=Tに おいて、冗長な証券の定義か ら

YT=eT'XT

であるか ら

蕩>EQ傷)-EQ毋 ・(XT)一 θ・・(晉)・

すなわち

・-EQ砺 ・XT)-YTR>θ ・・(xoβ
o)讒

したが って 、 自己資 金充 足的 取 引戦 略(θo,θ1,_BN-1,-1)丁 ∈め2(X,Y)は

θ・・㈱ 一讒 く・ かつBTCXT)YT-・

となるか ら、裁定である。したがって、ニューメレール不変性の定理2.2.1か ら、確か に(X,Y)に

関す る裁定が取引戦略の空間 幻2(X,Y)に 存在する。 囗
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2.3.4状 態価 格デ フ レータ と同値 マル チ ンゲ ール 測度

これまでの分析 を前提 とすれば、同値 マルチ ンゲール測度 と状態価格デフレータとの関係 を調

べることができる環境がいよいよ整った。

定理2.3.4(状 態価格デフレータと同値マルチ ンゲール測度の同等性).rを 有界なR1値 適合過程

として、以下で定義される確率過程Y

Yt=exp(ズ 痢

を価格過程Xに 対するデフ レータとする。また、適合過程 ξを

ξ・-Eく霏)

で定義する。 さらに、過程Y,ξ に対 して、新たな過程 πを

πカ=ξヵ巧

で定義する。このとき、πが状態価格デ フレータ となるための必要かつ十分な条件 は、Yで デフ

レー トした後の価格過程XYに 関 して同値マルチ ンゲール測度Qが 存在することである。

証明.ま ず、XYに 関する同値マルチンゲール測度Qが 存在するとしよう。ところで、EQqZD<Oo

を満たす任意 のUS可 測な確率変数Z(た だしs>tと する)に 対 して、補論の補題2.A.1か ら

E票(z)IE古(ξ8)=E古(ξ 、z).

適合過程ξは測度Qの 下でマルチンゲールになるから

E2(Z)ξ ヵ=]Eオ(SsZ),t∈[0,T].

したがってQがXYに 関する同値マルチンゲール測度であ り、窺=ξ 麗 であるか ら

IE古(π5xS)=]E古(ξ5XYs)=E票(XYS)ξ 古=ξ 古xγ ・=π亡x亡.

これは、Xπ がマルチンゲールであることを示 してお り、したがってデフレータ πは状態価格デフ

レータである。

逆 に、πが状態価格デフレータであるとしよう。 このとき

E曾(XYs)-E亡(≒ 写)-E(肇)-E(羣)一 峯 一脳 一XY.t

これは、XYが 測度Qに 関してマルチンゲールになることを示 してお り、したがって定義か ら、Q

はXYに 関する同値マルチ ンゲール測度である。 □

以上の分析 の結果から、実際上、状態価格デフレータ と同値マルチンゲールの存在 という2つ の

概念は同一であることがわかる。
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2.3.5配 当を持 つ価 格過程 に対 す る拡張

これまでは、証券には配当が支払われないものとしてきた。 ここでは、[0,T]で 配当が支払われ

る証券に対 して、これ までの基本的な分析を拡張する ことを試みる。(2・23)(2・24)

ある証券 ゴに対 して時刻tま でに支払われた累積配 当額をDlと して、当該証券の累積配当過程

Pゴ が伊藤過程で あるとする。特 に、Dlニforidsで あるとき、δゴを当該証券の配当率過程 とい

うことが ある。累積配当過程Pゴ と、これに関連 した証券価格過程Xゴ を所与とすれば、利得過程

Gゴ=Xゴ+Dゴ は、当該証券を保有す ることによって生み出される総利得(資 本利得 と配 当利得)

を表わす。

D=(D1,...,z)N),X=(X1,...XN),G=X+Dと する。Gを 総利得過程 と呼ぶ ことにす

る。取引戦略 θ=(θ1,_,θ ゴ)は£(G)に 属するものとし、確率積分 ∫θ丁dGを 定義す るに十分な

仮定が満たされているものとすればfeTdGは θによって生み出される総利得を表わす。簡単化

のために、各7に 対して、Xゴ,Dゴ はそれぞれ有限分散を持つ伊藤過程であるとする。取引戦略 θ

は

θポXt一 θ・・X・イ 鵬t∈[0,T]

で あるとき、総利得過程Gに 関 して自己資金充足的である。裁定は、以前 と同様

θo・Xo≦0か つBT・XT>0ま たは θo・Xo〈0か つBT'xT≧0

を満たす 自己資金充足的取 引戦略 θとして定義される。配 当一価格過程(D,X)に 関する同値マル

チンゲール測度は、総利得過程Gが マルチンゲール にな り、4Q/(泗 が有限分散を持つような同値

確率測度Qと して定義される。配当一価格過程(D,X)に 関してある取引戦略 θを所与 として

DBt一 θ・・X・+ズ 厩 一 θポ 遊,t∈[0,T]

で定義される過程DBが 伊藤過程であるとき、Dθ を θによって生み出される累積配 当過程 と呼ぶ

ことにする。

累積配当過程Dを

dDt=ｵD(t)dt+vD(t)dBt

で表わす ことにすれば、デフレー トされた累積配当過程DYは

の ガ ーYtdDt+σD(t)Uy(t)Tdt

となる。Dyが 伊藤過程であることは 自明であろう。また、デフレー トされた利得過程GYは

Gt=GtYt=Dt十XtYt

によって 定義 され る。GYが 伊藤過 程 で ある こ とも 自明 で あろ う。

以 上 のよ うな概念 の拡 張 に ともなって 、定理2.2ユ は以下 の よ うに拡張 され る。

(2・23)以下で明らかにされるように、ここでいう 「配当」は必ずしも正の値でなくてよい。マイナスの配当が支払われる

ということは、外部から何らかの 「資金注入」を必要とすると解釈することができる。
(2'24)ただし、配当が支払われる証券を考察する必要があるのは、証券市場均衡の存在性に関する分析を別にすれば純粋

な数理ファイナンスの領域ではなく、むしろ主たる関心が応用にある領域(端 的な例としては、期間構造派生証券をあ

げることができる)で あるので、この節の配当が支払われる証券に対する拡張は、証券市場均衡の存在性の分析あるい

は期間構造派生証券の分析等へ進むための準備的考察としての意味合いが強い。
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定理2.3.5.y卩 をあるデフ レータとすると、θがGに 関 して 自己資金充足的である ことと、θが

GYに 関 して 自己資金充足的であることは同値である。また、θがGに 関 して裁定であることと、

θがGYに 関 して裁定であることは同値である。

証明.θ ∈£(G)で あるか ら、確率積分 ∬ θJdσ、を定義するに十分であって、隅=et・Xtで 定義

される価値過程Wは

Wt一 θ・・X・イ 鵬 オ∈[0,T]

で表わ され るR1値 伊藤 過程 とな る。W,Yが 伊藤 過程 で ある こ とか ら、適 当な適 合過 程 μw,σw,

μY,Qyに 対 して

dWt=ｵyi,(t)dt+Qw(t)dBt,

dYt=ｵY(t)dt+QY(t)dBt.

便宜 のた め に、総利 得過程Gを

dGt=μ σ(t)dt+o'G(t)dB亡

で表わす ことにす る。Yに よってデ フ レー トされ た総利 得過 程GYは

dGt=YdGt+GtdYt+QG(t)QY(t)Tdt

で表わ され る確 率微分 をもつ。デ フ レー トされ た価値 過程WYは4VY=隅 耳 で定義 され る。 伊

藤 の補 題 を用 いれ ば

dWY=YtdWt+WtdYt+QW(t)Qy(t)Tdt

-YtBtdGt+(et-Gt)dYt+(TetQG(t))QG(t)Tdt

=6t・[YtdGt+GtdYt+Qc(t)QYIt)Tl

TY=etdGt .

したが っ てet・xt=θo・Xo+foBsdGsで ある とき、 かつ、 そ の ときに限 りθポX『 ニ θo・XYO+

膰 θJdσぎ で ある・

デ フレータyは 厳密に正である伊藤過程であったか ら、裁定の定義(2.6)に よって主張の後半

部分は自明である。よって、主張 は証明された。 □

補題2.3.2.配 当一価格過程(D,X)に 関 して取引戦略 θによって生み出される累積配当過程DBが

伊藤過程として定義 されるものとする。このとき、DBを デフレータYに よってデ フレー トしたも

のは、デフレー トされた配当一価格過程(DY,XY)に 関する取引戦略 θによって生み出される利得

過程である。

証明.累 積配当過程Dを

dDt=μD(t)dt+σD(t)dBt

で表わす ことにする。DBは

DBt一 θ・・x・イ 職 θポ蕩 ・tE[0,T]
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によって定義される伊藤過程であるから

dDe=BtdGt‐6t・dXt=9tdDt.

すなわち、DBの 拡散係数 は0.,で ある。 この ことか ら、ヱ)eyを 確率微分すれば

d(DBYt)-YtdDe+θ7σD(の σy(t)Tdt

=Bt(YtdDt+vD(t)vY(t)Tdt)

=BtdDt

=etd(拶 一 θポdXγ.

したがってDBO=0に 注意 して

D餌 一 θ・・XYO+∠ 職 一et・XYt・

右辺はデ フレー トされた配当一価格過程(DY,XY)に 関する取引戦略 θによって生み出される利得

過程であるか ら、上の主張 は証明された。 □

同様 に、定理2.3.1は 以下のように拡張される。

定理2.3.6.配 当一価格過程(D,x)に 関する同値マルチンゲール測度Qが 存在すれば、GニX+D

であるような任意の自己資金充足的取引戦略 θ∈幻2(G)は 、総利得過程Gに 関して裁定ではない。

証 明.Qは 同値マルチ ンゲール測度であるか ら、EQ(fogSdGs)=0。 自己資金充足性の定義か ら

θ・・x・-EQ(rTBT・XT‐JBSdGs

O)-EQ(θ ・ ・XT)・

このことか ら、eT・XT≧0で あれば θo・Xo≧0。 同様に、eT・XT>0で あれば θo・Xa>0。 し

たがって、 自己資金充足的取引戦略 θ∈幻2(G)は 利得過程Gに 関して裁定で有 り得ない。 口

冗長な証券に対する拡張は、次のようになされる。まず、θによって生み出され る累積配当過程

Dθ を

DBt一 θ・・x・+ズ 橘 一 θポx・t・[0,T]

によって定義する。累積配当過程Hと 価格過程Vを もつ付加的な証券を考える。ある取引戦略

θ∈幻2(G)に 対 して、H=1)θ,eT・XT=VTで あれば、 この付加的な証券は冗長であるという。

この とき、定理2.3.3は 次のように拡張される。

定理2.3.7.デ フ レー トされた配当一価格過程(D/β,X/β)に 関 して同値マルチ ンゲール測度Qが

存在するもの とする。 さらに、配当一価格過程(D,X)を 所与として、H=Dθ を配当過程、Vを

価格過程 とする冗長な証券を考える。冗長な価格過程(x,V)を(X,V)≡(β,S「1,...,SN-1,V)T

で定義する。 このとき、取引戦略の空間 幻2(G),G=G+(V+H),G=X+Dに おいて、Gに

関する裁定が存在 しな いための必要かっ十分な条件 は、デフレー トされた冗長な証券の利得過程

(V+H)/β が測度Qの 下でマルチンゲール にな ることである。
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証明.(V+H)/β が測度Qの 下でマルチンゲールで あるとする・Qは(D/β,X/β)に 関す る同値

マルチ ンゲール測度であるか ら、Z=(X,V),Y=(D,H)と すれば、Qは(Y/β,Z/β)に 関する

同値マルチンゲール測度でもある。したがって、定理2.3.6か ら、G/β ニG/β+(V+H)/β に関

する自己資金充足的取引戦略 θは裁定ではない。よって、ニューメ レール不変性の定理2.3.5か ら、

θはGに 関 して裁定ではない。すなわち、取引戦略の空間 巧2(G)に おいて、Gに 関する裁定は存

在 しない。

逆 を証明するために、その対偶 「(V+H)/β が測度Qの 下でマルチ ンゲールでないとき、Gに

関する裁定が取引戦略の空間幻2(G)に 存在する」 ことを示す。(V+H)/β

罵評 一%許+f
Od(VS+HSβ、)

が測度Qの 下でマルチ ンゲールでないか ら

EQ(VT+HTβ
T)<玲 許

とす る(反 対の不 等号 〉 の場 合 も、以下 と同様 の方 法 によ って 、裁定 が 存在す る ことを示す こと

がで き る)。 また 、デ フ レー トされ た配 当一価 格 過 程(D/β,x/β)に 関 して 同値 マルチ ンゲ ール 測

度Qが 存在 す るので あるか ら、θ=(θ0,θ1,...,BN-1)T∈ 幻2(G)を 自己資金 充足 的取 引戦 略

et(Xt
,fit)一θ・・(晉)+ズ θ」4(驚)

とす る と、]EQ[θ ・(XT/βr)]=θo・(Xo/βo)。 した が って 、取 引 戦 略(θo,θ1,_eN-1,-1)T∈ 幻2(G)

は

8t・(xtβ
亡)-Vt+Ht-9,fit・ ・(寄)一 甼+rt」BsdO(驚)fOd(甼)

であるか ら、自己資金充足的である。t=Tに おいて、冗長な証券の定義か ら

玲 一 θ・・X幽 一 θ・・X・+∬ 鱗 一es・Xt

であるから

Va+H°

Qo>EQ(VT+HT)-EQθ ・・XT,dr)]一 θ・・(晉)・

すなわち

・-EQθ ・・XT
N1)-VT+HTfir'〉 θ・・儒)一 結 珊 ・

した が っ て 、 自己 資 金 充 足 的 取 引 戦 略(θo,θ1,...,BN-1,-1)T∈ 巧2(G)は

θ・・(xoβ
o)一 甼 く・ かつ 吠 蕃)_VT+H°_,aT・

となるか ら、裁定である。したが って、ニューメレール不変性の定理2.3.5か ら、確かに裁定が取

引戦略の空間幻2(G)に 存在する。 □
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2.4ま と め

本章は、状態価格デフレータの果たす役割 を中心 として、数理 ファイナ ンス論の主要結果であ

る 「連続時間における無裁定証券価格の理論」の論理構造 を明 らかにすることを目的 として執筆

されたものである。

Delbaen[57]等 によって、取 引戦略 θの空間に対す る制約条件は £P,1≦p≦oOま で緩 められ

ている。 しかし1.2節 で示した とお り、取引戦略の空間として2乗 可積分な適合過程の空間 £2を

とれば、1.確 率積分を定義するための十分条件 となること、2.無 裁定を保証する十分条件 となる

こと、3.証 券市場均衡が存在する十分条件 となること、を根拠 として本章では £2を採用 した。

状態価格デフレータの存在は、裁定が存在 しないことを意味 した(こ れは状態評価アプローチ

の帰結で もあるが、この点に関 してはDu伍e[66,Chp.2,4,6]に 大いに刺激 を受 けた)。 また、裁定

が存在 しな いための十分条件は、同値マルチ ンゲール測度が存在することであった。特 に本章で

は、この同値マルチ ンゲール測度の存在性 に関する条件 とGirsanovの 定理 との関係を詳細に分析

した。また、Girsanovの 定理 とそれに関連す る数学の定理も、で きるだけ自己完結的 に直感的な

証明(あ るいはその概略)を 付 した。

既存の理論を応用することによって新たな分析を推 し進 めていくことに主た る関心がある場合

には、同値マルチンゲール測度の存在性に関す る条件を 「ブラックボックス」 とす るのは当然の

方策である。 しか し、残念なが ら、つねに同値マルチンゲール測度が存在 して一意である として

よいわけではない(第3節 の命題1,2を 参照された し)。 したがって、同値マルチンゲール測度の

存在性に関する議論 を詳細に検討することは、数理 ファイナ ンス論の立場か ら見れ ば、一度は く

ぐらねばな らない通過儀礼であると考え られる。数理ファイナンスの分野は数学者 をは じめ多 く

の数学プロパーが どん どん参入 してきてお り、必ず しも数学プロパーではないわれわれ ファイナ

ンス研究者 は理論をフォローすることす ら困難 にな りつつある状況 にある。 この意 味で、可能な

限 り 「ブラ ックボ ックス」を排除することによって、無裁定証券価格理論の論理構造 を自己充足

的 ・体系的 に把握す ることを目標 とした本章の研究意図は、少な くとも今後 しばらくの問はその

重要性を失 うことはないと考 えられる。
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2.A補 論 ‐Girsanovの 定 理 に 関 連 す る 確 率 論 の 要 約 一

確率過程の空間 £,£1,£2,幻2の 定義 については本論第1節 を参照された し。

2.A.1同 値 確率測 度

同一空間(Ω,匐 に対する確率測度P,Qに おいて、任意の事象Aに 対 して

]P(A)>0<→Q(A)>0

であるとき、QはIPの(PはQの)同 値確率測度であるという。

Radon-Nikodym関 数を介 して、条件付期待値の確率測度 の変換に関する以下の有用な定理が

成 り立つ ことが知 られている。

補題2.A.1.P,Qを 可測空間(確 率空間)(Ω,割 に対する2つ の確率測度 とし、fを 測度Pの 下

で1!1が 可積分であるよ うな確率変数として

4Q(ω)=!(ω)4P(ω)

が成 り立つものとする。Xを

EP(IX【)-X@)艸)<∞ かつEQ(IXI)一 ゐIX(ω)1ノ(ω 脚)く ・・

を満たす(Ω,旬 上のある確率変数とする。㊤を ㊤⊆言である部分 σ加法族 とすると、以下の関係

が成 り立つ。

EQ[Xl㊤]EPげ!6]=EPげXl㊤].

証明.条 件付期待値の定義から、任意のG∈6に 対 して

ゐEQ(x脚 一ゐEQ(xi6)4Q一 ゐXdQ

一ゐ 珊 一ゐEP(!Xl6)皿

他方、繰返し期待値の法則から

ゐEQ(xi㊤)耀 一EP(EQ(Xl6)!・X・)

-EP(EP(EQ(躙 ノ・X・1㊤))

-EP(XGEQ(Xl㊤)EP(xi6))

一 ゐEQ(Xl㊤)EP(fly)d皿

したがって

ゐEQ(Xl6)EP(!1㊤)4P一 ゐEP(!Xl㊤)皿

Gは 任意 であったか ら、所望の関係式を得る。 □
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2.A.2θ ∈(£2)dを 被積分 項 とす る確率 積分

θ∈(幻2)dに 対 して確率積分 を定義することは、通常の確率変数列の概収束の意味でな し得る。

そ こで、ある所与の適合過程 θ∈(£2)dに 対 して確率積分iIi≡ Σ卸 θ砲序 を定義することを

考える。

任意に与えられた正のnに 対して

rtI
T(n)=inf{t:」BS・6Sds=n}

lo)))

で あ る よ う な 停 止 時 刻T(n)を 考 え 、ern)=θ 街 ≦T(冗)と す る 。 定 義 か ら、 θ(π)∈(£2)dで あ り、 ほ

と ん ど確 実 に 浮 θ1π)・esn)ds≦ 北 な るか ら・ θ(・)∈(幻2)d・ し た が っ て ・ ∫θ(n)dBを 定 義 す る こ

とが で き る。 また 、θ∈(£2)dで あ り、ほ とん ど確 実 にfteOS・Bsdsはtに 関 して 非減少 で あ るか ら

fT(n)

n=JBS・Bsds

O≦pTJesO・9Sds≦..

したが って 、{7(n)}は 非減 少閉確 率変 数列 とな るか ら

limT(n)=Ta.s.
n→QQ

よ って 、任 意 のt∈[0,T]に 対 してn→oOの とき の 譜 θ卯dBSの 極 限 と して 、fogSdBsを 定 義 す

ることができる。

2.A.3局 所 マルチ ンゲ ール と優 マル チ ンゲ ール の性 質

任意の時刻t,s(s>t)に 対 して、性質

E亡(X、)≦Xt

を満足する可積分な適合過程Xを 優マルチンゲール という(E亡(・)は時刻tに お ける条件付き期待

値を表わす)。

各々のnに 対 してXTt(n)=xtAT(n)で 定義され る停止過程XT(n)が マルチンゲール となるよ う

な、ほとんど確実にTに 収束する停止時刻の非減少列 丁(n)が 存在する とき、適合過程Xは 局所

マルチ ンゲールであるという。

定理2.A.1.以 下の結果がな り立つことが知 られている。

1.あ らゆるマルチ ンゲールは局所マルチンゲールであるが、その逆は成 り立たない。

2.(Fatouの 補題)非 負局所マルチンゲールは優 マルチンゲールである。

3.(Doob-Meyer分 解)右 連続な優 マルチ ンゲールXは 、Mを あるマルチンゲール、Aを

、40=0で あるようなある増加適合過程 として、X=M-Aの 形 に一意に分解 され る。

4.(マ ルチ ンゲール表現定理)Mを 局所マルチ ンゲールとする。 このとき

Mt一 輪 イ 鵬,t≧ ・(2.A.1)
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を満たす一意な適合過程 θ∈(£2)dが存在する。また、{動 可測な2乗 可積分確率変数Fに 対

して

rTF(
w)=IE(F(w))+」6SdBs(w)(2.A.2)

0

で あ るよ うな一 意な適合 過程 θ∈(£2)dが 存在 す る。

この定理 の証 明 は確 率論 の専 門書 に譲 る。(2.25)

先 の場合 、∫θ(n)dBは マル チ ンゲー ルで あ るか ら、∫θ4β は局所マ ルチ ンゲー ル とな る。

2.A.4Girsanovの 定 理

確率 空間(Ω,{歹丁,P)、 標準Brown運 動B={Bt:t∈[0,T]}の 標準 フィル トレー シ ョンF={続:

t∈[0,T]}は す で に定義 されて い る とお りとす る。θ∈(£2)dで あ る確 率変数 θは

E[・xp(1T2」BS・9Sds
O)]〈 ・・(2.A.3)

で あ る とき、Novikovの 条件 を満 たす といわ れ る。

補題2.A.2(Novikovの 定理).θ がNovikovの 条 件 を満た す とき

ξ9-・ ・p(/'TlfJesdBs‐ ‐」es
O20・Bsds)・t・[0,T]

で 定義 され る確率 過程 ξθは非 負 マルチ ンゲ ール で ある。

厳密 な証 明 はIkeda-Watanabe[93,Theorem5.3(p.152)]、Karatzas-Shreve[98,Sec.3.5(pp.190-

201)]等 に譲 り、 ここで は直感 的な証 明 を与 える。

証 明.定 義 か ら ξ8=1。 また伊藤 の補題 か ら

die一 ξ9(BtdBt-2et-etdt)+1ξ9[θ1姻2-BetdBt.

すなわち

ξ9-・+ズ ξ9嘔t∈[0,T](2.A.4)

を 得 る。 マ ル チ ン ゲ ー ル 表 現 定 理 か ら、ξθは 明 らか に マ ル チ ンゲ ー ル で あ る。 口

(2.25)第一の項目についてはKaratzas-Shreve[98
,p.36(Remark5.16)】 を参照のこと。Fatouの 補題に関しては、Karatzas-

Shreve[98,p.36(Problem5.19)1・Rogers-Williams[125,IV.14(p.22)]を 参 照のこと。優マルチンゲールに関するDoob-

Meyer分 解 については、Liptser-Shiryayev[107,pp.62-71]が 詳 しい証 明を与 えている。Karatzas-Shreve[98,pp.24-6]

は劣 マルチ ンゲールの場合を証明 している。マルチ ンゲール表現定理 の後半部分は、一般 に、伊藤の表現定理 として

知 られている。¢ksendal[120,Chp.IV]は 、伊藤の表現定理 を含むマルチ ンゲール表現定理を紹介 ・証 明して いる。

Rogers-Williams[125]は さまざまなタイプのマルチ ンゲール表現定理を紹介している。
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Ikeda。Watanabe[93,Theorem5.3,Remark5.1]は 、Novikovの 条 件 お よび風巻 の条 件

lElexplJ

oT6SdBsl」<00

が、ξθがマルチ ンゲールであるための十分条件である ことを示 している。

同値確率測度Qは 、伊藤の表現定理よ り適 当な θを定めて、非負マルチンゲール ξθ(た だ し

ξ8=1)を 構成することにより

靆 一F(ω),F(ω)-bT(ω)

によ って定 め る ことがで きる。

定 理2.A.2(Girsanovの 定理).θ ∈(£2)dを 所 与 と し、ξθが非 負 マルチ ンゲ ールで ある とす る。

この とき

rt
BB=Bt‐ 」9sds,t<T(2.A.5)

0

によ って定義される1評 値過程BBは 、同値確率測度 ◎ の下でのIRd値 標準Brown運 動 となる。

Q測 度の下での局所マルチ ンゲールMに 対 して

Mt一 輪 イ 幅Bい ≦T

を満たす一意な適合過程 θ∈(£2)dが存在する。

厳密な証明は確率論の専門書に譲 り、 ここでは直感 的な証明を与える。

証明.ま ず、(2.A.5)で 定義されるBBがQ測 度の下でEQ(.Bet)=0で あるマルチンゲール とな る

ことを見るために、Q=ξ9β9と お く。die=ξ2θ 綴島 であることに注意 して、伊藤の補題 を用 い

れば

dζ亡=ξ 鉤B9+B2dξ9+dξ94B9

=ξ9(‐Btdt+dBt)+B9ξ9θTd1ヲ ヵ+Bet(オB重(オBオ

=ξ ξ[(オ13亡+BBBtdBt]

ニBreast

を 得 る 。 た だ し、retは.:(Bθ1,.Bee,_BBd)に 対 して

iret]ij-{1 _BBBBttl-BtBea
,鴇

で 定義 され るRd紹 行列 を表 わす 。 また 、第2等 号 の右辺 第3項 は、B=(B1,...,Bd)に お いて

B1,_,Bdが それぞ れ独 立

嬋一 混:欝
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で ある ことか ら

ξ9㈱ 一呼Bうd島 一ξ編

となって、第3等 号を得る。

上の結果は ζが測度Pの 下でマルチンゲール となることを示 している。そ こで、t>sと して先

の補題2.A.1を 用 いれば

EQ(Bells)-E緩 黔)

E(ζ古1{亨3)
一

ξ9

=皇=BB

ξ9S

を得 る。 これ はBBが 測 度Qの 下 で マ ル チ ンゲ ール にな る こと を示 して い る。 また 、定 義 か ら

B8=o・

BBが 測度Qの 下でBrown運 動 で ある こ とを主張 す る には 、すべ て の2,ブ ∈{1,2,_,d}に 対

して(BBt(BBt)T一 娩 ×d渇 二BggBBゴ ーδが が測度Qの 下 でマル チ ンゲー ルで ある ことを示せ ばよ

い。 これは、vt=[ξ9(BBt(BBt)T‐tld×d)]iに 対 して伊藤 の補題 を用 いれ ば、本質 的 に上 と同様 の手

段 で示す こ とがで きる。

後 半 は、BBが 測 度Qの 下 で の標 準Brown運 動で あるか ら、 定理2.A.1の マル チ ンゲー ル表 現

定 理 よ り直 ち に示 され る。 □

系2.A.1(Girsanovの 定理 によるずれ 項の変 換 と拡 散項 の不 変性).そ れ ぞれRN値 、RN×d値

適 合過 程で ある μ,σ に対 して、RN値 伊藤過 程Xが

ftrt
Xt=Xo+」ｵsds+JvSdBs

OO

を満 たす もの とす る。 た だ し、Bは 測度IPの 下で のRd値 標 準Brown運 動で ある。vは

motet=μ オーvt,t≦T(2.A.6)

を満た すあ る適合過 程 θ∈(£2)dが 存 在す るよ うな 、 ある適合過 程v∈(£1)Nと する。(2.A.6)で

存在 の保 証 された θと非 負マルチ ンゲ ール ξθに対 して

dQ(ω)=ξ 參(ω)(幻P(ω)

で定義される同値確率測度Qに 関しても、Xが ある伊藤過程となるとする。このとき

/'t/'tX

t=Xo+」vsds+」QsdBe,t<T(2.A.7)

00

のよ うに表現され る。ただ し、BBは 測度Qの 下での標準Brown運 動を表わす。
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証 明.こ れ は、 直接 計算 によ って 示す こ とが で きる。Xを 確 率 微分 す る ことによ って

dXt=μ 亡d舌+QtdBt

e(motet+vt)dt+σ 亡(9.Bt((2.A.6)よ り)

=vtdt十Qt(Btdt十dBt)

=vtdt+σ 綴B『.((2。A.5)よ り)

したがって

Xt-X・+ズ 麟 イ 魂

を満たす。測度 をPか らQに 変換することによって、ずれ項を μか らvに 変換 し得る場合で も、

拡散項 σは不変 に保たれる。 □
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第3章 ロシア型幾何平均インデツクスオプション

の評価 と複製戦略

要旨
Shepp-Shiryaev[129]に よって提唱された ロシア型オプションは、エキゾチッ

クオプションのなかでも数学的に興味あるオプシ ョンであるが、価格 の有限性

を保証す るにはあま り現実的 とはいえない仮定 を必要 とした。他方、Du伍e.

Haxrison[68]は 、オプションの本源的証券である株式 に連続的な配当がある場

合には、ロシア型オプションが無裁定取 引戦略によって複製可能であることを

示 している。 しか し、時間を通 じて一定の配 当利回 りの連続的配当をもつ証券

(株式)の みを対象 とす ることは、少な くとも現実的な妥 当性の観点か らは、き

わめて強い制約条件であるといわざるを得ない。そ こで本章では、連続的配 当

に依存 しない有限の市場価値 をもつロシア型オプションモデル を提示 し、マル

チ ンゲール価格理論アプローチにしたがって、 このオプションの評価 と複製戦

略 を厳密に導 くことにす る。もっとも本質的なモデルの前提は、 ロシア型オプ

ションの本源的資産を単一株式 とするのではな く、幾何平均イ ンデックス とす

ることにある。

キーワー ド
自己資金充足的な取引戦略、複製戦略、同値マルチンゲール測度、Black。Scholes(BS)証

券価格モデル、幾何平均インデ ックス、ロシア型オプション、マルチンゲール価格理論アプ

ローチ

は じ め に

近年のオプション評価では、現実には取引されていない仮想的オプションを評価 しようとする試

みが積極的におこなわれている。このような仮想的なオプションのなかで、価値が本源資産の価格

過程のパスに依存するタイ ゜7.すなわち経路依存型オプション(pa七h-dependentoption)、 が数種

類考案 されている。(3・1)この種のオプションは名称 に国名 ・地域名を被せ られることが多 いので別

名エキゾチ ックオプションとも呼ばれ るが、(3・2)このようなパスに依存 したオプションの評価は、

「裁定」 とい うテクニックを別にすれば、Black-Scholes[43]オ プション公式やその導出法 をそのま

ま利用することができないために、一般に、数学的にはかな り難 しい問題 になる。近年開発され

た新 しいタイプの経路依存型オプションモデルには、Ybr-Chesney-Geman-JeanblancPicque[136]

が提示 したパ リ型オプション(バ リアオプション)・Akahori[33]、Dassion[55]が 提示 したクォン

タイルオプション(パ ーセンタイルオプション)が ある。 しか し、経路依存型オプションの代表

的モデル としては、いわゆるアジア型オプションとロシア型オプションを欠 くことができない。

(3'1)経路依存型オプションはGoldman -Sosin-Gatto[79]によるルックバックオプションを契機とする。ルックバックオ

プションに関してはほかに、池田[11]が参考になる。
(3・2)エキゾチックオプションに関してはZhang[138]のテキストが詳細である。
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Gemara-Yor[78]は アジ ア型 オ プシ ョンを・ShepP-Shiryaev[129,130]お よびDu伍e-Harrison[68]は

ロシ ア型 オプ シ ョンを考察 対 象 と して いる。

現 実 に取 引 され て いな い仮 想 的な オプ シ ョンにす ぎない経 路依 存 型 オプ シ ョン を考 案 し、そ れ

を評 価(価 格付 け)し よ うとす る試 み を、 どのよ うに評価 すれ ば よ いで あろ うか。(3・3)

第1に 、仮 想的 なoptionで も論 理 的 に価格 付 け可能 で ある ことを示 す のは 、それ 自体 で意 義 の

ある ことで あ る。 オ プ シ ョンはひ とつの 条件付 き請求権 に過 ぎず 、条 件付 き 請求権 は それ を考 案

す る 人間 のイ マ ジネー シ ョンによ って きわ めて 多様 な形 態 を と り得 る。そ の よ うな条 件付 き請求

権 に対 して も、従来 の ア プ ロー チ を修 正 ・拡 張 す る こ とに よ って 評価 し得 る とい うこ とが 示 され

れ ば 、 この こ とは従 来 の理論 的 フ レー ム ワー クが きわ めて妥 当性 の高 い、適用 範 囲の広 い もの で

ある とい うこ とを確 認す る こ とにつ なが る。

第2に 、 このよ うに して評 価 され た仮 想 的な オ プ シ ョンの評価 式 は、 まだ十 分 に分析 され つ く

して いな い現 実 の資産 ・証券 の評価 に利用 す る こ とが でき るか も しれな い。 実 際、 ある請 求権 の

評価 式 が別 の請求権 を評価 あ るい は解 釈す る際 に有 効 であ る とい う例 をあ げ るのはそ れ ほ ど困難

な ことでは な い。(3・4)任意 の2つ の請 求権 の 間 に成 り立つ対 応 を見 いだ すの はそれ ほ ど簡 単 な こ と

で は な いが、 現実 に は存 在 しな い とい う理 由で 一方 の評価 を放棄 す るの は、 現実 に存在 して ま だ

十 分 に分析 が な されて いな い他方 の請 求権 の評価 に際 して 、 目隠 し した ま ま素手 で立 ち 向か お う

とす る よ うな もので あ ろ う。 ま だ十 分 に分析 されつ く して いな い請求権 の代表 例 として は、 ア メ

リカ型 プ ッ ト ・オ プ シ ョンが あ る。(3.5)

Shepp-Shiryaev[129]が 提唱 した ロシア型オ プシ ョンは、誤解 を恐れず に簡単 にいえば、任 意 の時

点Tで 、任意 に固定 され たあ る値 と原 証券(株 式)の 価 格履歴 の最大値(こ れ をrunningmaximum

とい う)supt<TStの いずれ か小 さ くな い方 をペイ オ フ と して受 け取 る こ とが で きる権利 で あ る。

任意 時点 で行使 可能 であ る点 、満期 日が特定 され ない点、価 格履歴 の最 大値 を行 使価格 とみなせ る

点 な どか ら、 アメ リカ型 永久 ル ックバ ック ・プ ッ トと類似 点 を持つ(Duffle-Harrison[68,Sec.5])。

個 人投資 家の観点 か らの ロシア型 オプ シ ョンの合理 的評価(最 適 な行 使 時刻 を決定す る こ と、な

らび にそれ か ら導か れ るオプ シ ョンの主観的 な価値)は 、Shepp-Shiryaev[129]に よ って ほぼ完 全

に解 決 されて いる。(3・6)しか しな が ら、 ロシア型 オ プシ ョンの布場 価格 の有 限性 を保 証す るに は、

源 証 券 の価 格 動学 を

dSt=ｵStdt+σ3亡4.Bt,Bは 確 率空 間(Ω,{歹,P)上 のIR1一値標 準Brown運 動,μ,σ ∈R1

とし、無危 険資産 収益率rが 時間 を通 じて 一定で あ る として 、r>μ とい うあま り現実 的 とはいえ

な い仮 定 を必 要 と した。他 方 、Duffie-Harrison[68,Prop.2]で は、オ プ シ ョンの本源 的証 券で あ る

株 式 に連続 的配 当が な い場合 には、 ロシ ア型オ プ シ ョンは無 限 の市 場価 格 をもつ ことが示 され て

い る。 同様 に、オ プ シ ョンの本 源 的証券 で あ る株 式 に時 間 を通 じて配 当利 回 りが 一定 で あ るよ う

(3.3)もちろん、経路依存型オプションすべてが取引されていないというわけではない。たとえば、ルックバックオプショ
ンのあるタイプはOTC(店 頭)取 引が行われているようである。しかし、多くの経路依存型オプションは取引所取引

がなされていない。
(3.4)この具体例として、たとえばIngersoll[94,Chp.17]が 参考になる。
(3.5)アメリカ型プット・オプションに関する理論的なサーベイはMyneni[1171に よって与えられている。

(3.6)彼らは、ノンスタンダー ド最適停止アプローチによって、有界な個人の合理的価格評価関数を導出している。ノン

スタンダー ドとは、制御されるべき値が確率過程の過去の履歴を引きずっているという意味である。スタンダー ド最適

停止問題は変分不等式アプローチによってBensoussan[40]が 完全に解いている。そこでは、一定の正則条件の下で、

最適停止時刻の存在性 ・値関数の存在性と一意性が証明されている。

オプション評価分析の分野における最適停止アプローチの応用として、Jacka[95],ElKaroui-Kara七zas[73】 をあげる
ことができる。
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な連続的な配当がある場合には、 ロシア型オプシ ョンが無裁定取引戦略によって複製可能である

ことを示 している。

市場価値が無限 となるよ うな条件付き請求権を市場に上場することは不可能である し、たとえ

上場 された としても事実上取引する ことは不可能である。また、時間を通 じて配 当利回 りが一定

であるような連続的配当をもつ株式のみを対象 とする ことも、少なくとも現実的な妥 当性 の観点

か らは、きわめて強い制約条件であるといえる。

そ こで、本章では、連続的配当に依存 しないロシア型オプションをモデル化 し、これを評価する

とともに複製戦略を明 らかにすることにする。モデルのもっとも本質的な前提は、 ロシア型オプ

ションの本源的資産を単一株式 とするのではな く、ValueLineタ イプの幾何平均インデ ックス とす

ることにある。国友 ・高橋[17]は 、幾何平均 と算術平均のそれぞれのオプション評価を分析 してお

り大いに参考 になるが、残念ながら彼 らの関心は評価にあ り、複製戦略 ・ヘ ッジ化 は分析 されてい

ない。S&P100やTOPIXタ イプの加重平均インデックスに関す る(プ ット・コール)オ プション

のヘッジ化戦略は、Lamberton-Lapeyre[lostに よって分析されている。しか し、幾何平均インデッ

クスオプションに関するオプションの複製戦略 ・ヘ ッジ化の問題は、これまでほとんど取 り扱われ

ていない。そこで第1節 において、幾何平均インデ ックスとBlack-Scholes証 券価格モデルを前提

とす る証券市場モデルの関係を分析することか らは じめる。結論的には、本章の設定の下では幾何

平均インデックスの 「価格」動学は1次 元幾何Brown運 動に従い、Shepp-Shiryaev[129]の 分析手

法が利用できることがわかる。つぎに第2節 において、ロシア型インデ ックスオプションの保有者

の最適停止問題(現 在価値 を最大にす るようオプションの最適行使時刻 を選択す る)と して ロシア

型インデ ックスオプションの値関数を導出する。この分析 は、基本的にはShepp.Shiryaev[129]を

踏襲することができるが、2節 の最終結論(定 理2.1)の 証明にとって最も重要な一様可積分マル

チンゲール(命 題2.1)に ついてはShepp-Shiryaev[129]の 原論文 とは違 うものを提示 した。(3・7)最

後 に第3節 で、ロシア型インデックスオプションの価値 を複製す る自己資金充足的な取引戦略を

明 らかにし、この取引戦略が裁定でないことを証明 して(定 理3.3.1)、 ロシア型インデックスオ

プションの市場価値 を明 らか にする。2節 がオプション保有者の主体的問題であるのに対 して、3

節はオプションライターのヘ ッジ化 ・複製戦略の(し たがって市場評価 の)問 題 となっている。こ

こではDuffle-Harrison[68]と 比較可能な結果が得 られているが、本章で採用 した分析手法はマル

チ ンゲール価格理論アプローチに厳密にしたが ってお り、 この意味でDu$ie-Harrison[68]の 結果

を単純に応用 したものではな く、彼 らとは独立である。

3.1証 券 市 場 と 幾 何 平 均 イ ン デ ッ ク ス

3.1.1証 券市場 モデル

まずはじめに、一般的に利用される証券市場モデルを明 らかにしておく。証券市場にはN種 の

危険証券 と無危険資産のN+1種 類の証券が存在す るとする。N種 危険証券の価格の動学は以下

(3'7)赤壁・荒木[91は、原論文Shepp-Shiryaev[129]の一様可積分性の証明方法に疑念を示し、閉マルチンゲールに

よる一様可積分性の証明を採用している。本章も彼らのアプローチを採用した。また、最近のテキストKallianpur-
Karandikar[97,Chp.14,pp.246-7]でも(必 ずしも明示的ではないが)閉 マルチンゲールによるアプローチが採用され
ているようであるが、本章の証明はそれとは独立である。
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のよ うに与え られるものとする。(3・8)

dSi(t)=/^'ZS2(t)dt+si(t)Σ σ・抑 ゴ(t),

ゴ=1

2=1,2,…,N,す べ ての2,ゴ に対 してμ¢,Qgゴは定数(3.1)

こ こで適 合 過程(wゴ(t);fit)は 確 率空 間(Ω,P,{亨)上 で 定義 され る互 い に独 立なIP.標 準Brown運 動

を表 わす 。(3・9)また 、無危 険資産価 格50の 動学 は

dS°=rS°dt,So=1

で与 え られ る もの とす る。 ただ し、rは 定数 で 、瞬 間的利子 率 と解釈 され る。

自己資 金充足的 な取 引戦略(self-financingtradingstrategy)と 裁定(arbitrage)を 定義 して お く。

RN一 値 確 率過程(St)をSt=(S1(t),_,SN(t))Tで 定義す る ことにす る。

定義3.1.1(自 己資金 充足 的な取 引戦 略、 裁定 、同値 マルチ ンゲ ール 測度).取 引戦略

Φ=(φ ゜,φ),φ゜∈R1,φ ∈RN

に対 す る価値 過程V(Φ)は

V(Φ)=φ 雲θ2+φ 」5ホ

で与えられ る。取引戦略 Φが任意に固定 された時刻T<○ ○に対 して必要な積分可能性条件

∬1伽 くoo,∬ 團 ・dt<・・

を満たし、かっ

Vt(Φ)-VO(Φ)+ズ φld蝋 オφ」4い ≦T

を満 たす とき、Φ を 自己資金充 足 的(self-financing)な 取 引戦 略 とい う。

裁 定 は

Vo(Φ)<0か つVT(Φ)≧0あ る いはVo(Φ)≦0か つVT(Φ)>0

を満 たす 自己資 金充 足的 な取 引戦略 Φ として 定義 され る。(3・10)

割 引かれ た価 格過 程(St),St=St/s°tが マル チ ンゲー ル にな るよ うなPと 同値 な確 率 測度P*が

存 在す る場 合 に、P*を 同値 マルチ ンゲ ール測 度(equiverentmartingalemeasure)と い う。

この とき、 次の定 理 が成 り立つ 。

(3'8)ElKaroui-Quenez[72]の 証券市場モデルを参考にした。

(3.9)これはw=(wl ,...wd)がRd値 標準Brown運 動であるということを示す。しかしながら、すべての2,j(i≠ の
に対して一般にσり≠0で あるので、これはN種 の本源的証券の価格がそれぞれ独立であるということを意味してい

るわけではないことに注意されたし。この証券価格モデルは、すべての危険証券が同じ]好 値標準Brow皿 運動を不確

実性の源泉とするということを意味している。
(3・10)このような自己資金充足的な取引戦略としての裁定の定義は、Ross[1271以 降の数理ファイナンス論の習慣にした

がっている。
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定理3.1.1(同 値マルチンゲール測度 と裁定).Sに 対 して同値マルチンゲール測度P*が 存在する

もの とすれば、任意の自己資金充足的取引戦略 Φは裁定ではな い。

証明は補論を参照された し。

定義3.1.2(複 製戦略と市場の完備性).取 引戦略 Φ=(φ9,φ ∂o<t<Tは 、 自己資金充足的であ り、

かつ、対応す るポー トフォ リオの現在価値Vt(Φ)=φ2+φ 古亀 がすべてのtに 対 して非負であ り

sups∈[oJ1薩 がP*に 関して2乗 可積分である場合に、許容される(admissible)と いう。オプション

のペイオフ(ヨ ー ロッパ型オプションの場合はオプションの満期価値)が 許容される取引戦略の

終端価値に等 しい場合に、複製可能(replicatable)で あるといわれる。すなわち、満期Tで ある条

件付き請求権Xの 複製戦略(replica七ingstrategy)は 、VT(Φ)=xと なるような自己資金調達可

戦略 Φである。

少な くとも一つの複製戦略が存在する場合 に、請求権Xは 達成可能(attainable)で あるとい う。

市場が完備(complete)で あるというのは、市場のあらゆる請求mが 達成可能である こと、いい

かえれば、すべての 衝 可測な有限分散確率変数Xに 対 して、VT(Φ)=Xと なるような自己資金

充足的取 引戦略 Φが存在す ることで ある。

注意3.1.1.RN一 値ベク トル μ,1、RNx4一 値行列 σを

・一(ｵ1

μN),・ 一(1)Q=(Qil"'Qld6N1'"QNd)

とする。線形方程式 μ一征 篇 σηを満たす解 η∈Rdが 存在 して(可 約で あるといわれる)一 意で

あるとき(σ の最大位数 丁(σ)=d≦N)、 同値マルチンゲール測度P*は 存在 して一意であ り、定

理3.1.1の 逆命題が成 り立つ ことが知 られている。(3・11)

3.1.2幾 何平均 イ ンデ ックスー 定義一

次 に、先の証券市場モデルの下で幾何平均インデックスを考察する。幾何平均イ ンデ ックスは、

N種 危険証券のなかか らn種 の証券を固定的に選んで構成され、一般 に以下のように定義 される。

xt≡ ・{nSk

k=1(t)ド,1<n≦N(3.2)

ここでXtは 時刻tに お け るイ ンデ ックス を表 わす。 また 、一般 性 を失 う ことな く、N種 危険証 券

のなかか ら1番 目か らn番 目までの証券 によってイ ンデ ックスが構 成 され る もの とす る ことがで き

る。Si(t),2=1,2,…,nは 時刻tに お け る第2証 券 の価格 を、0は 幾何 平均 イ ンデ ックス の ウェ

イ トを表わ し、正値 定数 とす る。実 際、ValueLineCompositeイ ンデ ックスでは0=100/Xissi

の よ うに与 え られ る。(3・12)しか しな が ら本 章で は、0(し たが ってXo)を 適 当に固定 す る ことが

で きる もの とす る。

は じめ に以下 の こ とを明 らか に して お く。

(3°11)Du伍e[66]、赤壁[3]を 参照のこと。
(3°12)ValueLineインデックスに関する財務契約については、Eyta皿一Harpaz[74]を参照されたし。ValueLineイ ンデッ
クス ・オプションはカンサスシティ証券取引所で取引されている(lngerso1[94,p.382]を 参照されたし)。
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補題3.1.1.

wkt一 Σ 禦 ゴ(t),・k_d・2kj,k=1,…,N

7=

によ って新 た に定 義 され る確 率過 程(wZt)はP一 標 準Brown運 動 で ある。

証 明 は補 論 を参 照 され た し。 この とき、先 の証 券価格 モ デル(3.1)は

d5乞(t)=μ 讒(t)dt+Si(t)QZdwt,Z=1,2,…,N,す べ て の2に 対 して陶,♂ は定数(3.3)

の よ うに変更 され る。ω¢,吻(2,ゴ=1,_,の は仮 定よ り互 いに独立な標準Brown運 動 で あったが、

各 々の証券 に対 して与え られ た不確 実 性の源泉で あ る標準Brown運 動wZ,ω ゴ(i,ゴ=1,.。.,N)は

定 義よ り無相 関 にな らな い。 この点 を別 にす れ ば、(3.3)は 各 々の証券価 格 が1次 元Black-Scholes

証 券価格 モ デル(以 下BS価 格 モ デル と略記 す る)に 従 う とい うこと を示 して い る。

♂,ω ゴσ,ゴ=1,_,N)に 相 関が あ る こと に注 意す れ ば、多 次元伊 藤 の補 題 を(3.2)に 適 用 す

る ことによ って、幾何 平均イ ンデ ックス の動学 が以 下の よ うに与 え られ る ことは容 易 に示 され る。

命題3.1.1.幾 何 平均 イ ンデ ックスxの 動 学 は以下 で与 え られ る。

dXt=Xt(主)ち μ、一δ@

2=1))dt+淫 ・rZdw2,

S(n)≡12
n2{(n一 療 一nnij2pijvQi

=1j>i}・(3.4)

こ こで 、侮 はIE(dwidwゴ)=殉 砒 によ って与 え られ る相 関係 数で ある 。

3.1.3BS証 券 価 格 モ デ ル と幾 何 平 均 イ ンデ ッ ク ス

オ プ シ ョン評価 の先行 業績 にお いて、2種 類以 上 の本 源資産 が存在す る場合 には、それ ぞれ の本

源 資産 がBS価 格 モデル に従 う もの、す なわ ちそ れぞ れ の本源 資産2,ゴ が 独 立な不 確 実性 の源 泉

w2,ω ゴを持つ もの 、 として取 り扱 うものが少 な くな い。(3.13)本 章 も この証券価格 モ デル の設 定 を

採 用す る ことにす る。 これ は、(3.3)に お いて 、♂,ω ゴ(i,ゴ=1,...,N)が そ れぞれ 独立 なP一 標準

Brown運 動で あ る(E伽 痂 ゴ)=0)と 仮 定す る ことを意 味す る。

以 上 の前提 の下 で は、同値 マル チ ンゲー ル測 度P*は 存在 して一意 で あ る ことが わ か る。実 際 、

次 の 補題 が成 り立つ 。

補 題3.1.2.ζ6=(μ ¢-r)/♂,2=1,...,Nと すれ ば

w2t=w2t+ζ ¢オ,2=1,...,ハ 厂

によ って 定義 され る互 いに独立 なRN一 値 確 率過程(wt)は 、Pと 同値 な確 率 測度P*に 関 す る標 準

Brown運 動 とな る。(3・14)この とき、 すべ ての2に 対 してデ フ レー トされた価 格過 程(56)はP*一 マ

ル チ ンゲ ール とな る。

(3'13)たとえば 資産交換オプションに関するLamberton -Lapeyre[105 ,pp.83.6]を 参照されたし。
(3・14)Girsanov変換を施しても♂ の互いの独立性は保存されることは明らかである。
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3.1.証 券 市場 と幾何 平均 イ ンデ ックス

証明 は補 論 を参 照 され た し。wZ,ω ゴ(i,ゴ=1,...,N)が それ ぞ れ独 立なP.標 準Brown運 動 で あ

る(E伽 伽 ゴ)=0)と 仮定 して い るので、幾 何平 均 イ ンデ ックス の動学(3.4)は 以下 の よ うに修

正 され る。

dXt=Xt(躊 … 唖+淫 齠

(3.5)
δ@)≡12

n、(n-1)Σ(σ 唇)2>0・
乞=1

イ ンデ ックスに組み入れ られたn種 証券に対する 自己資金充足的取引戦略のクラスをeで あら

わす ことにする。また、取引戦略 θ∈θ の時刻tに おける価値 をPt(θ)=BtStで あ らわす ことに

す る。

命 題3.1.2.幾 何平均 イ ンデ ックスXの ウェイ ト0が 適 当 に固定 され て いる もの とする。 この とき

Xt-・ 一δ(n)tPt(θ)(3.6)

であ るよ うな 自己資金 充足 的な取 引戦略 θ∈θが 存 在す る。

証明 は補 論 を参 照 された し。 証明 に あるよ うに、 この よ うな 自己 資金充 足 的な取 引戦 略 θの具体

的な例 と して、n証 券 に資金 を常 に同額 投資 す るよ う再配 分す る取 引戦略 が ある。

幾何 平均 イ ンデ ックスXはn種 証券価 格 亀,k=1,2,...,nの 非線形 結合で あ り、そ れ 自体 は

「非価 格 」変数 で ある。 しか しなが ら、上 の命題3 .1.2で 存 在 が示 され る θ∈eに 対 して 定義 され

た 月(θ)は 価 格 亀 の線 形結 合で あ り、明 らか に 「価値 」で あ る。(3.6)は 、 このよ うな θを媒 介 と

す る ことによって、Xが 「価 値」P(θ)を 割 引率b(n)で デ フ レー トした もの の 「価格 」変数 で ある

とみ なす ことが でき る ことを示 して い る。 いいか えれ ば 、イ ンデ ックスXの 値 はn証 券 のポー

トフ ォ リオ θの価 値 によ って 求 める こ とがで き るので あ る。

命 題3.1.1,3.1.2か ら、xの 動学(3.5)を 次 のよ う に書 きか え る ことがで きる。

dXt=(ｵ‐8(n))Xtdt十QXtdBt,Xo=x>0.(3.7)

ここで 、μ=Σ 廴1μ¢/n,σ=Σ 雛1(σ・)2で あ り、(Bt)はBF溜 Σ 廴1σ匂ω¢/ησに よって 与

え られ るR1.値P.標 準Brown運 動 を表 わす 。(3・15)(3。7)は明 らか に 「強 い解」 を もち 、そ の明示 的

な解 過程 は

Xt=xexp[(・-S(n)-Q22t+・Bt

に よ っ て 与 え られ る 。 以 下 で は 、 イ ン デ ッ ク ス の 動 学 と して(3.5)の 代 わ り に(3.7)を 用 い る こ と

にす る 。

(3'15)測度Pの 下でwz～N(0
,t),2=1,_,η であ り、それぞれ独立であることに注意すれば、Σ 鴛=1σ㌔ たに対 して

E(・tink=・ σ㌔ ㌧ 一H・ 一(σた'2亡/2-・ 一εΣ 廴 ・(σり2.

た鬻1

したがって、σ鬻R 2=1(σり2と おけば、BFΣ 監1♂ ωヲσは測度 甅の下でN(0,t)の 正 規確率変数 となる。
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さ らに 隅=Σ 窪1♂ 薩 とす れ ば、(Wt)はP*一 標 準Brown運 動 とな り、 同値マ ルチ ンゲ ール 測

度IP*の 下 で(3.5)は

dXt=(r‐S(n))Xtdt十vXtdWt,Xo=x>0(3.8)

とな る。 同 じ ノーテ ー シ ョンを用 いれ ば、命 題3.1.2の 取 引戦 略 θ∈eの 価 値Pt(θ)は 次 の よ うに

表 わ され る。

dPt(θ)一{驪 翻 隣(3.9)

したが って 、デ フレー トされた価 値過 程(」't(θ))=(e-Ttpt(θ))はP*の 下 で

2

とな り、P*一マルチ ンゲールで ある ことがわか る。有 限のTに 対 して、明 らか に、E*(冠(PS(θ))gds)<

oOと なる。 ここで、IE*は 測度P*に 関す る期待値 を表わす。

注意3.1.2.BS証 券価格モデルでは、時間を通 じて一定の配 当利回 りasに よって連続的に配当が

なされる証券価格過程(St)は

d5亡=St(μ5-ss)dt十 一SstdBt

によって表わされる。(3.8)は 、た とえ各証券 に配当がない場合であって も、幾何平均イ ンデ ック

スには 「一定の配当利回り」8(n)に よる連続的配 当が形式的に生まれることを示 している。

また、多 くの場合、イ ンデ ックスそれ 自体が派 生証券 として取引される ことはない。 したがっ

て、インデ ックスに関するオプション(条 件付 き請求権)は 、実際 にどのような 「証券」 に対す

る権利で あるのかを現実に則 して解釈する ことが難 しい場合が少な くない。 しか し幾何平均イン

デ ックスの場合には、命題3.1.2で みたように現実に取 引可能なポー トフォリオ θの価値Pt(θ)か

ら逆 にインデ ックスを構成す ることが可能であるので、幾何平均イ ンデ ックスに関す るオプショ

ンはこのようなポー トフォリオ θに関する条件付き請求権であると考えることができる。

上の注意は重要である。なぜ ならこの注意によって、ロシア型インデ ックスオプションの解釈

が容 易になるとともに、これを複製する複製戦略を構成す る際に分析がかな り単純化 されるか ら

である。

3.2ロ シ ア 型 幾 何 平 均 イ ン デ ツ ク ス オ プ シ ョ ンー 定 義 と そ の 値 関 数 一

3.2.1定 義

xtに よって、(3.7)の 解過程として与え られる 「価格」過程(XS)ts=oのrunningmaximum、 す

なわち

xt=supXu(3.10)
O<u<t
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を表 わす ことにす る。 ロシア型イ ンデ ックス オ プ シ ョンの価 値 過 程(巧)は 、以下 の よ うに、任 意

に固定 された正値 定数yか ら出発 す るrunningmaximumxtの 時 間連続 な非 減少確 率 過程 と して

定義 され る。(3・16)

Yt=xtVy,xo=Xo=x,0<x<y,t>0,(3.11)

定義 よ り、(Y)は フィル トレー シ ョン(fit)に 適合 して い る。オ プ ションの保有 者は、任意 の行使 日

T∈[0,00)を 選択す る ことが許 されて お り、時刻 丁において 当該 オ プシ ョンを行 使す れ ばペイ オ フ

YTを 受 け取 る ことが でき る。 したが って、無危 険 資産 収益 率rと 、過 程X=(Xt)とY=(Yt)の

それ ぞれ の初期値x,〃 を所 与 とすれ ば、 オプ シ ョン保有 者は以 下 の よ うに、 オ プシ ョンの期待 行

使価 値 を最大 にす るよ うな行 使 時刻 を決定す る最適 化 問題 に直面 す る ことにな る。

supE詔,〃e一 γτy}・
TETp,00

たぢし、To ,。。によってフィル トレー ション(fit)の すべての停止時刻 の集合を表わす ことにす る。

runningmaximumxtの 定義(3.10)に よって、任意の時刻t∈[0,00)に おいて

Yt≧xt≧XtP-a.s.

であることがわかる。以上のモデルをファイナ ンス論か ら解釈すれば、このインデ ックスオプショ

ンが保有者 に時刻Tに お いて権利行使価格 耳 で本源証券(幾 何平均イ ンデ ックスXを 構成す る

ポー トフォリオ θ∈◎)を 売却する権利を与えているものと見る ことができる。(3・17)

3.2.2ロ シア型 イ ンデ ックスオ プ シ ョン保 有 者 による最適 オ プシ ョン行使 問題 の値 関数

ここでは、ロシア型イ ンデ ックスオプシ ョンの保有者による主体的最適化問題(オ プションの

現在価値 を最大 にするよう最適な行使時刻Tを 選択するという最適停止問題)の 値関数を求める

ことにする。

関数F:R×R→1[8を

F(x,〃)=sup]E記 ,ye-rTYT(3.12)
T

の よ う に定 義 す る 。 た だ し 、(Yt)は(3.11)に よ っ て 定 義 され る 確 率 過 程 で あ り、割 引 率rと イ ン

デ ッ ク ス の ドリ フ ト係 数 μ一8(n)の あ い だ に は

r>ｵ一fi(n)

(3'16)Shepp-Shiryaev[129]の 定 義も参照 された し。

(3.17)実際 には、オプション保有者は行使時刻 丁において無条件にYrを 受け取ることができ、ペイオフYr-Xrを 受 け

取るわけではないので、この解釈はやや強引に過ぎるかもしれない。 しか し3節 の議論を先取 りすれば、通常の意味に

おけるプッ トオプションの(同 値マルチ ンゲール測度P*の 下 での)市 場評価 に関 しては、X=(e一 励Xの がP㌔ マル

チンゲールであることを考慮すれば

supE毒 ,ge-TT(YT-XT):=supE二,写e-TT」rT-x
ア∈7b ,◎◎T∈7b,◎o

となるか ら、このような解釈 にもある程度正当性が生ず る。この意味で、(3.11)で 定 式化 されるロシア型オプションは

プツ トオプションと考 えることができる(Kallianpur。1(arandikar[97,p.255]も 参照されたし)。 また、任意行使が可能

であるという意味で、「ユーザ ・フレン ドリーなアメリカ型オプションの変種」(Musiela-Rutkowski[116,p.205])と み

なす こともできる。
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瓦 を7
罵

i

図3.1:xtと 巧 の標 本過 程

な る関係が ある もの とす る。最 適停止 問題(3.12)の 継 続領 域 の を の={(t,X,Y)1ε 一筏F(X,Y)>

e-「曳X≦Y}で 定義す る。(3・18)

補 題3.2.1.F(x,y)∈02,1と すれ ば 、(t,X,Y)∈ の にお いてF(X,Y)はBellman方 程 式

必F-rF=0

を満足する。 ここで、微分作用素 數は

以一1・・聯+(ｵ一b(鵐

で 定義 され る。 また 、(t,X,Y)¢ の にお いて はF(X,Y).yで あ る。

証 明 は補 論 を参 照 された し。

このロシア型イ ンデ ックス オプ ションの値 関数F(x,切 に対 して、以下 のよ うな解 の候 補F*(x,の

を考 え る。勺={(x,y)IF*(x,g)〉 〃,x≦y},(¢,初 ∈ゐ に対 して 分〃={劣IF*(x,〃)〉 厨 とす

る。あ 上 で定義 され るF*(x,初 ∈02,1は 以下 の条 件 を満たす 関数 とす る。

2LF*(x,y)-rF*(x,y)=0,0nmay,(3.13)

F*(ξ,〃)=y,∬ 雰(ξ,〃)=0,fbrξ ∈∂窪)y,(3・14)

胴 一 ∂F券")
_一 α(3・ ・5)

この とき、以 下 の補題 が成 り立 っ。

(3'18)下の補題の主張を一見する限りでは、最適停止問題(3.12)の 継続領域 分 の定義に時間パラメータt∈R+が

含まれていることが本質的な役割を果たしていないように見えるかもしれない。しかし、補題2.1の 証明にあると
お り、鬘eε 覗F(Xt,Yt)で 定義される確率過程 ぐ が優マルチンゲールになることが重要な役割を果たすため、

(t,X,Y)∈R+xR×Rで 定義する必要があるのである。
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補題3.2。2.F*(x,〃)は

晦 》一{α,-a、{α ・(多)α1一 α・(争)α2

y,OGx<y/,(3},蜘 ≦跳(3.16)

によ って 与え られ る。 た だ し α1,α2,α1<0<1〈 α2は2次 方程 式

/2

の解 で あ り

β一(1-1/al1-1/a2)幗(〉 ・)

とす る。

証明 は補 論 を参照 され た し。

残 され た問題 として 、得 られ た解 の候補F*(¢,〃)が ロ シア型イ ンデ ックスオ プ シ ョンの値 関数

F(x,〃)に 一致 す る こ とを主張 しな けれ ばな らな い 。 このた め にはい くつ か の準備 が必要 とな る。

まず、最 適停 止 時刻 丁が 有 限で あ る(す な わ ち、 ロシア型 イ ンデ ックス オ プ シ ョンは必 ず行 使 さ

れ る)こ とを確 認 して お く。

補題3.2.3.ｵ一S(n)<σ2/2を 仮 定 す る。 この とき最適停 止 問題(3.12)の 最適 停止 時刻Tは 測度

Pに 関 して ほ とん ど確 実 に有 限で ある 、すな わ ち

P(7一く ○○)=1,T==inf{司xt≦y4β}

が成 り立 つ。

証 明 は補 論 を参 照 された し。

以下 の命題 は 閉マルチ ンゲ ール に関す る一様 可 積 分性 を保証 す る もので ある。(3・19)

(3.19)確率変数x亡 が概収束(あ るいは確率収束)す るとき、積分と極限の順序交換

馴 耀 一/無x認
が成立す るための十分条件としてよく用 いられ るのが、一様可積分性で ある。一様可積分性 とは、(Xt)t∈[o,。。)を可積

分な確率過程 として、(Xt)が

limsup
c‐rootE[O

,00、塩1×1凋 冊 一 ・

を満たす ことをいう。

また、命題3.2.1は よ り一般に、条件

1.xnは 一 様可積分

2.xnはL1収 束 する

3.xnは 可 閉である

が同値であるという主張に拡張可能である。しかしわれわれの 目的に照 らせば、「可閉 → 一様可積分」を示せば十分で

ある。
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命 題3.2.1(Liptser-Shiryaev[108]Thm.2.7,國 田[16]定 理5.10).離 散 時 間 マ ル チ ンゲ ール

X=侮 π,3π),n≧1に 関 して 、xnは 可 閉(す な わ ち、Elη1<Ooと してxn=E(η 【{亨π))で あれ

ば、xnは 一様可 積分 で ある。

証明 は補 論 を参照 され た し。

(3.16)で 導 いたF*(x,ω に対 して確 率過程

ξ亡=e-rtF*(Xt,yの

を定 義す る。 また、T=i㎡{t≧Olx亡 ≦Yt/β}と す る。 この とき、上 の命題3.2.1を 用 いれ ば、以

下 の補 題 を主 張す る こ とがで き る。

補 題3.2.4.(ξ 圦。)は一様 可積 分 マルチ ンゲ ール であ り

海畿E・ 辺ξ圦・=E藤o

が成 り立 っ。

証明 は補 論 を参照 され た し。

以 上 の こ とか ら次 の結 論 を得 る。

定理3.2.1.上 記仮 定の 下で は、F(x,y)=F*(x,〃)で あ る。

証 明は補 論 を参照 され た し。

3.3ロ シ ア 型 イ ン デ ッ ク ス オ プ シ ョ ン に 対 す る 複 製 戦 略 お よ び ヘ ッ ジ 化

と そ の 市 場 価 値

本節では、ロシア型イ ンデ ックスオプションの市場評価(ロ シア型イ ンデ ックスオプションが

証券市場で取 引される場合、いったいどのような価格で取引されるのか)を 明 らかにする。

証券市場におけるロシア型イ ンデックスオプションの評価(価 格付 け)を 決定するため には、複

製戦略(オ プションを複製する無裁定な 自己資金充足的取引戦略)を 明 らか にする必要がある。2.2

節がオプシ ョン保有者によるオプションの最適行使 問題 を考察 したのに対 して、本節はオプシ ョ

ンライターのヘ ッジ化 と複製戦略を考察することになる。

定義3.1.1の 文脈では、ロシア型インデックスオプションは無危険資産 と1番 目か らn番 目まで

のn証 券 によって複製されることを証明す る必要がある。 しか し注意3.1.2で 指摘 したように、

命題3.1.2の 証明は、幾何平均インデックスの 「価値」を作 り出す ことのできる取引戦略 θ∈◎が

具体的 に存在することを示 している。 したがって、ロシア型イ ンデ ックスオプションの市場評価

は、50を 価格過程 とす る無危険資産 と、Pを 価格過程(そ の動学が(9)式 で与 えられる)と す る

この取引戦略からなる自己資金充足的取 引戦略 φ=((π9,π 古))によって、 当該オプションが複製

可能であることを証明すれば十分で ある。なぜなら既に1節 で明 らかにしたとお り、BS証 券価格

モデルでは補題3.1.2に よって同値マルチンゲール測度P*の 存在性 は証明されているか ら、定理

3.1.1に よって、 このような複製戦略 φは裁定でないことが主張できるか らである。

まずは じめに、次の関G(x,y)を 定義す る。

幗 一{計(郭(帆 ∴1諺:(3.17)
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ただ し、71,y2は それぞれ

1σ・x・+Cr‐S(n)一 誓)x-r=・

の 解 で 、71く0,1<y2で あ る。 ま た 、 β は

β一G≡}1籠)姻 〉・

で定 義 され る定 数で あ る。明 らか に、1σ(x,〃0)一 σ@㌢1)【 ≦Kl〃0-〃11で ある よ うな定Kが

存在 す る。

上で定 義 した 関Gは 、補題3.2.1,3.2.2の 前提 を犯 して い ない ので

2し*G-rG=0

射 一1・ ・x・募+(r-S(n))艦

の解 で あ り、 したが って

G¥a'7.7/‐s--plEx ,ye‐TTYT

で ある。た だ し、E*は 同値 マル チ ンゲール測 度P*の 下で の期 待値 を表わす。す なわ ちGは 、2。2

節(16)式 で 導 出 した ロシア型イ ンデ ックスオ プシ ョンの保 有者 による最適 オプ シ ョン行 使 問題 の

値 関数Fを 同値 マル チ ンゲ ール 測度P*の 下 で表現 しなお した もので ある。最終 的 に、命 題3.3.1

にお いて 、現在 時 刻t=0に お け る ロシ ア型 イ ンデ ックス オ プ シ ョンの市 場価値VoがG(x,y)に

よ って与 え られ る ことが 示 され る。

ここで 明 らか に

e-丁亡σ(Xt,Y)=G(Xt,Yt)(3.18)

が成 り立つ 。た だ し、X,Yは それ ぞれ(3.10),(3.11)で 定義 され る確率 過程 を表 わ し、x,Yは

それ ぞ れそ の割 り引か れ た過 程 を表 わす。

最 終 的な 結論 と して 、以下 の定 理 を得 る。

定 理3.3.1.時 刻t≦ 丁,丁=inf{text≦y4β}に お ける価 値Vtが

Vt=H°S°+HtPt

であ る取 引戦略 φ=((H°t,Ht))、 ただ し

H°t=G(Xt,Yt)一 σ訴 毒,(
3.19)

Ht=Gee-b(n)t

は 自己資 金充 足 的で あ り、 ロ シア型 幾 何平 均 イ ンデ ックス オ プ シ ョン を複 製 す る。 した が って 、

(3.19)で 与え られ る複製 戦略 φは 裁定 ではな い。

証明 は補 論 を参 照 され た し。
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σ

?/i:33/

図3.2:関G(x,y)の 概形

命 題3.3.1.現 在時刻t=0に お ける ロシア型 イ ンデ ックスオ プ シ ョンの市場 価値Voは

vo=G(x,〃)

によ って与 え られ る。

証 明.最 適停 止 問題sup.E鞠e-TTYTの 最適 停止 時刻Tは 、補 題3.2.2よ り、T=inf{text≦Yt/β}

で あ る(測 度Pか らP*へ の変 換は補題3.2.2の 主張 を変 更 す る もの で ない ことは 明 らか で あ る)。

また(3.17)か ら、最適 停止 時刻t=Tに おい ては 明 らか にVT=YTで あ る。 したが って

G(x,〃)=sup]Exy・-rTYT=E峯 み・-TT77VT=E毒 泌=vo・
T

この 結果 は、 時刻t=oに お け る複 製戦 略 の価 値

Vo=G(Xo,Yo)OSo=G(x,〃).

と一 致す る。 した が って 、 ロ シア型イ ンデ ックス オプ シ ョンの市 場価 値 はVO=G(x,y)で 与 え ら

れ る。 □

3.4結 び

Du伍e-Harrison[68,Prop.2]は 、オプションの本源的証券である株式 に連続的な配当がある場合

には、ロシア型オプションが無裁定取引戦略によって複製可能であることを示 している。 しか し、

時間を通 じて一定の配 当利回 りの連続的配当をもつ証券(株 式)の み を対象 とする ことは、少な

くとも現実的な妥当性の観点か らは、きわめて強い制約条件であるといわざるを得ない。
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3.4.結 び

本章では、 ロシア型オプションの本源的資産を単一株式 とするのではな く幾何平均イ ンデ ック

ス とす ることによって、必ず しも連続的配当をもたない証券が対象であっても有限の市場価値を

もつ ロシア型インデ ックスオプションモデル を提示 した。 このロシア型インデックスオプション

の価値 を複製する自己資金充足的な取引戦略(複 製戦略)を 明 らかにし、この取引戦略が裁定で

ないことを証明した。

S&P100やTOPIXタ イプの加重平均イ ンデ ックス に関する(プ ット ・コール)オ プ ションの

ヘ ッジ化戦略は、Lumberton-Lapeyre[106]に よって分析されて いるが、幾何平均インデックスオ

プションに関す るオプシ ョンのヘ ッジ化の問題は これまでほとんど取 り扱われていないため、幾

何平均イ ンデ ックス とBS証 券価格モデルを前提 とす る証券市場モデルの関係を詳細 に分析 した。
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3.A補 論 一 定 理 ・補 題 の 証 明

定理3.1.1の 証 明.Sは 】P*一マ ル チ ンゲ ール で あ るか ら

畔(∬ φ渦)-o.

Vt(Φ)=φ2+φ 」氏 とすれば、Φは(St)に 対 して も自己資金充足的

Vt(Φ)-Vp(Φ)+∠ 亡φ嫗

であることは明らか。ただし、期待演算子E*はP*の 下での期待値であることを表わす。t=Tで 評価 して

Vo(Φ)一蹄@(Φ)一 ズ φ」d亀)一 理(VT(・))・

した が って 肝*-a.s.でVT(Φ)≧0→Vo(Φ)≧0。 同様 に ・VT(Φ)>0→%(Φ)>0。S°t>0で あ るか ら Φ

はP*.裁 定 で はな い。P*とPは 同値で あるか ら Φ は裁定 で はな い。 □

補 論3.1.1の 証 明.あ るkに 対 してE(22wt)=e-t/2を 示 せ ば十分で ある。測度 】Pの下 でwゴ ～N(0,v翁,ゴ ニ

1,_,dで あ り、 互 い に独 立 であ る こと に注 意す れ ば、dr7=1σ 厨ωゴに対 して

E(e¢ Σ 廴 ・σ・・ω・)-H・ 一σ竃・亡/2-・ 一亡Σ 慧 ・/2.

j=1

したが って 、♂=dr
.7=1σ蓋、とお けば、wkt=dr7=1σ たゴω乞/σたは測度Pの 下 でN(0,V房)の 正 規確 率変 数

とな る。 □

補 題3。1.2の 証 明.ζ=(S1,_,1N)Tは 明 らか に

]Elex・(TNiΣ 虚衂

蓴=1)]<・ ・

で あるか ら、Novikovの 条 件 を満 た して い る。 した が って 、Girsanovの 定 理 が 利用 で きる。 確率 過 程(Lt)

Lt=expl一 倉 呶 一1ズll姻 一∞Φ(一磨 ・ω1-1薦 ㈲ ・ds)

はLo=1,P-a.s.で あ る 】P一マル チ ンゲール で あ る。 そ こで 、任意 に固定 され た有 限のT<Ooに 対 して

蕃 啣(一 ∬ シdω1-1∬ 書(ω・d・)

に よ って 定義 され る確率 測度 】P*を考 え る。Girsanovの 定 理か ら

w2t=wZt+嬢,2ニ1,...,N

に よ って 定義 され る互 い に独 立 なRN一 値 確 率過 程(wt)はP*一 標 準Brown運 動 にな る。 ところで

(∫56(t)=3乞(t)[μ`(泥 十 ♂dω 訂

=Si(t)[rdt+vidiut],i=1,...,N.

ま た 、(SZ)=(2-rtSi(t))に 対 して

d(e-TtSi(t))_‐rSi(t)dt+SZ(t)[rdt+QZdwt]

=UZSi(t)dω1

で あるか ら、す べて の2に 対 して デ フ レー トされ た価 格 過程(SZ)はP*一 マ ル チ ンゲー ル とな る。 口
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3.A.補 論 一 定 理 ・補 題 の 証 明

命 題3.1.2の 証 明.取 引戦 略 を θ=(θ1,...,θ π)Tに よ って表 わす ことにす る。θが 自己資 金充足 的取 引戦 略

で ある(θ ∈◎)と す れ ば、定 義3.1.1に よ って

∬1晒 …

(すなわち £2可 積分性)を 満足 しな ければな らない。 ここでは θの存在性を示せ ば十分であるので、すべ

てのt≦Tに 対 してIletllZ≦0と 仮定して議論を進めることにする。すべてのn証 券への同量投資ポー ト

フォリオを1=(1,…,1)Tす ればll1112=nで あるか ら・【θ」1【≦～癜 。 したが って、このときat=Bt1

で定義 される確率過程 λは有界適合過程 となる。いいかえれば、λが有界適合過程であることは、θが42

可積分であることの十分条件 となる。

命題の主張を満たす 自己資金充足的取引戦略 θの存在性 を示すためには、そのような取引戦略のクラス

を具体的に見出せば十分である。そ こで、◎λによって、λが有界適合過程 となる取引戦略のクラスを表わ

す ことにす る。θ∈0λ が自己資金充足的な取引戦略であれば、定義3.1.1か らPt(θ)は

Pt(θ)=θ3「St,dPt(θ)・=BtdSt,Bt1=λ ホ

を満足 しなければならない。さ らに、θ∈0λ は、それぞれの証券 に常 に同額投資 され るよう投資資金が

再配分 されるような取引戦略であるとしよう。それぞれの証券に対 し常に同額投資 されるのであるか ら、

び畠=θ ゴ島,2,j=1,...,n。 したがって任意の時刻t≦Tに 対 して以下のよ うな連立方程式

翼 ÷∴1像 〕一/°ff°
が得 られ、実際、各tに おけるλの値 に対 して

・毒一疊1灘1・Pt(θ)一 為
Σ詳 亀(t)典&(t)

が解 となる。さらにdPt(θ)=BtdStか ら、次式が成 り立つ。

dPt(・)一為嬲(書 幽 書一)

=Pt(・)(去書幽 躊 躍) ・

命 題3.1.1に よ って 、上式 はPがXと 完 全相 関(す なわ ちdX/X-dP/P=-S(n)dt)し 、

Xt=(Xo/」 乾(θ))e一 δ(π)オ∫}(θ)

で あ る こ とを示 して い る。 した が って

Po(θ)一 λ・Σ 索(
・)Siz
-i .(・)-Xo

とな るよ うに λo(す なわ ち θo)を 選 べば 、Xt=e一 δ(η)オ疏(θ)を 得 る。か くして 、命題 の主張 が成 り立 つよ

うな 自己資 金充 足的 な取 引 戦略 θ∈0の 存 在性 は示 された。 □

補題3.2.1の 証 明.確 率 過程

ξ嵳`=e-7ε1ア(Xt,Yt)

79



第3章 ロシア型幾 何 平均イ ンデ ックスオ プ シ ョンの評価 と複 製 戦略

を考える。t≧0に 対 して、ξδ=F(x,y)≧E[ξ 蓉IXo=x,玲=〃1で あるか ら、(ξ夢)は優マルチ ンゲールで

ある。

任意 の停止時刻Tで 過程(ξの を停止 したときのペイオフはe-rT】 晦 である。再帰方程式

ξ;=max(e-Ttit,σ ξ芸)

に対 し、Xt=X,Yt=Y,(t,X,Y)∈ の にお いては十分小さい △tに 対 して最大値原理よ り確率過程 ξ*は

局所マルチ ンゲール、すなわち ξ芸=E[ξ 轟△JX亡=X,Yt=51と なる。(ξ蓉)のこの性質 は、鬘 の非負性 と

Fatouの 補題か ら、(ξの の優マルチンゲール性 と矛盾しない。また伊藤の補題よ り

ξ㌫… ξ蓉+{rt+°tr」e-""IF
t(網(・-8(n))Xu+1堀(岬x毳 一一)]du

+ズ ㌔ 肌 贓+ズ ㌦ 購 跏 瓦4耶 一X,Yt-Y}・

た だ し、YtはXt=ylの 場 合 に限 って 増加 す る。 と ころ で、Karatzas-Shereve[98],Liptser-Shiryaev[108]

か ら、{△t≧Ol瓦+△t=巧+△t}に お いて測度dYは0,P-a.e.と な る。(3・20)この とき、上 式 の第2積 分 は

0で あ る ことを示 す こ とが で きる 。

した が って 、上 の ことか ら次 の よ うな微 分方 程式

數F-rF=O

が 導 か れ る。

また 、xt=x,Yt=Y,(t,X,Y)¢ の にお いて はYtの 停 止 時ペ イ オ フがexp(-rt)Ytで あ る ことよ り

F(Xt,yの=}毛.

口

補 題32.2の 証 明.(3.13)か ら

F*(x,y)=Clx≪i+σ2¢ α2,

た だ しai,z,α1〈0〈1〈 α2は 与 え られ た2次 方程 式

/2

の 解 で

σ2/2-(μ 一 δ(n))±(σ2/2一 μ十 δ(n))2十2QZr
α1
,2=σ2

(3・20)彼らによって与え られている命題は以下のとお りである。

命題3.1.1(Karatzas-Shereve[98]Theorem2.9.6).μ 標準Brown運 動(Bt)に 対 して

£e{(t,W)∈[0,00)× ΩIB亡(ω)eO}

と、任 意に固定された ω∈Ω に対 してBの ゼロ集合 £ω

£ω={0≦t<..(W)=0}

を定 義する。測度Pで ほとんど至るところの ω∈Ω に対 してゼロ集合 £ωはLebesgue測 度0で ある。

Karatzas-Shereve[98,pp.104-5],Liptser-Shiryaev[108,P.32]に よれば、£ωについては命題3.1.1以 上 の ことを主

張する ことができるが、われわれの目的に照 らせば命題3.1.1の 主 張で十分である。証明の過程か らわかるように、 こ

の命題が過程(Ye‐Xt)に 対 しても適用することができる ことは明 らかで ある。
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3.A.補 論 一 定 理 ・補 題 の 証 明

で ある。smoothhit条 件(3.14)よ り

尸(x,〃)一
。、皇。、{・・(箸)-X1・ ・(詈)≪2」 ・

境界 条件(3.15)か ら(321)ξ ・=ξ(〃)とすれ ば

limξ ω=O
y→0

を境界条件とする常微分方程式

、 ξω 一。11a,灘 拿;≡審膿;

を得る。 ところで、計算 によって

← 髫 β一(1‐1/al1‐1/aZ)梱(〉 ・)

が解であることがわかる。また、先の常微分方程式の左辺をf(ξ,g)と おく。 この とき

∂f(る,L主
一(・ ・(〃/ξ)α・一 ・・(〃/ξ)α・)(一(〃/ξ)・・一α・(〃/ξ)al+(・/ξ)・ ・+・ ・ω/ξ)・Zplxa・)

2'

したが って 、〃∈(0,y]に お い て

∂f(ξ,〃)
くM,0<MくOo∂ξ

とな る実CMが 存 在す る、言 い換 え れ ば、!(ξ,〃)はLipschitz条 件 を満 たす こ とが わか る。 した が って、

Cauchy-Lipschitzの 一 意 性定 理か ら、 先の常微 分方 程式 には解が 存在 し、 しか も一意 で ある ことが わか る。

したが って 、ξ=g/β で あ る。 この とき 窺={諮1〃/β<x≦ 竕 とな る。

した が って主張 の 関数F*(x,y)を 得 る。 □

補題3.2.3の 証 明.Xo=毋,}も ニg,x≦ 〃/βの とき は明 らか にT=0で あ る。 した が ってx>〃/β の とき

P(T<oo)=1を 示 せ ば十 分 で ある。

固定 され たT(T<T)に 対 して

xt>a>a>a,o<u<t〈T.

したがって

瓮 ≧ 去 ⇔ ・・p(σ(β厂 β。)+(μ 一δ(n)-UZ2)(t-u))≧ 彦・

かくして

・(T>T)一 ・(・・p(・BT-i-(・ 一δ(n)-UZ
2)T)≧ 去)・

(3.21)この条件は この種 の問題に しば しばあらわれる境界条件である
。 この条件がなければ、アメリカ型 オプションの評

価 と圍様(た とえば、 これまでの研究をsurveyし て いるMyneni[1171参 照 のこと)、 もとの問題 は自由境界問題にな

る。Aい 換えれば、この条件を付加することによって、自由境界問題になる困難 さを回避 しようとしているわけである。

鬱 轍 雙 櫞 翼 齎 あるか否力'は別にして・この条件はH・'・・'・hera・dSt・・kb・'d・・[86]などでひろく用い
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ここで確率変数 ηε=exp(vBt一 σ2亡/2)を定義する。

E(η亡)一・・p(UZ2t)詣 鷹 ・xp(・x)・x・(-x'2
t)dx=1

であり

・t一 恥 ・・p(σ(Bt-B.)一 誓(t-・))

となるが、B厂B、 は{歹S可測な確率変h'i、 とは独立であ り、そ の分布はBt_.と 同一であるので

厄(幗 一恥E{・xp(・(Bt_S)一 咢(t-・))}一 恥,

すなわち非負マルチ ンゲールになることがわかる。そ こで、Doobの 不等式(3・22)を用 いて

P(T>T)一 ・(・・p(・BT+(μ 一δ(n)一惑)T)≧ 去)

一・(・・≧e(δ(穿'T)≦ ・(轡 ≧e禦)

≦ βe(W-b(n))TE(η)ヒ=βe(ｵ一b(n))T.

μ 一 δ(n)≦0で あれ ばT→ ∞ の とき最 右 辺 は0に 収 束す るか らP(T<oO)=1で あ る ことがわ か る。

同様 に・0<μ 一δ(n)一 σ2/2〈0の とき

・(・>T)一 ・(BT≧'°9(1/β)冖(μiδ(n)一 σ2/2)T)・

か くして(3・23)

・國 ≦・(maxBt
O<t<T≧[l°g(1/β)一(ｵ‐S(nv)碑D

v2Tく
.‐{log(1/

,6)‐(ｵ‐S(n)‐v2/2)T}2

左 辺 はT→Ooの と き0に 収 束す るか らP(T〈Oo)=1.□

命 題3.2.1の 証 明.Jensenの 不 等式 か ら1のπ1≦E[1毋 。。[1{瑚 で ある。 ゆえ に

塩1×1曜 ≦塩1×E[隊1岡 冊一塙 ×1…1皿

と こ ろ で"

1_...i
sup】P(xn>c)≦-supIE[1毋 π囗 ≦-E[1¢oQl].

πCπC

上 式 の最右 辺 はc→ooの と き一 様 に0に 収 束す る。 したが って 妬 は一 様可 積分 で あ る。 □

(3.22)(Xt)を マ ルチンゲールとすれば、任意の λ>0に 対 して

・(maxXs
s<t≧ ・)≦E(X+)t

が 成 り立つ。ただし、X+tニXtVOで あ る。

(3・23){Xt}をE(XZ
t)<◎ ◎なるマルチンゲール とすれば、任意の λ>0に 対 してDoob-Kolmogrovの 不 等式

P(騨1≧ λ)≦El蓼)

が成 り立つ。 これを:.・ 運動(Bt)に 適 用すれば評価式を得る。
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補題3.2.4の 証明.定 義よ り

一 …)十 訃 醗 鷙)㎎_ル

が成 り立 つ 。T>0と し よ う。(324)ξTニe一 γτ耳,ξTニe-TTIrT,T<Tで あ るか ら、ξ亡,t∈[0,T)は 非 負 優

マル チ ンゲー ルで あ り、dξ亡=-re-rtC・T。.

他 方 、停止 時 刻 の列0≦tl≦ ち ≦...≦ ち ≦...,ち →oo(n→Oo)と 、 確 率変 数Zπ=ξ ヵ。八.を 考 え

る。 明 らか にZπ はマ ルチ ンゲ ール で あ り、Z。 。=limπ →。。Zη は存在 して(Z。 。=yT)、Zπ=E[Z。 。1{刻

で あ る。 したが って 、(Zπ)は 閉マル チ ンゲー ルで あ る。命 題3.2.1をZ=(Zn,{歹 π)に 適 用す れ ば、 上 の こ

とよ りZη=}勾^Tは 一 様 可積 分 であ る ことが いえ

無 瓰・。ξ・。^・一 吋 蕩6。^・)-E・ ・。ξ・

で あ る ことがわか る。停止 時刻 の列T={to≧T}の と り方 は任 意で あ るか ら(任 意抽 出定理(3.25)に よ る)

IE露,尠ξτeE⑦,ySO

を得 る。[コ

定理3.2.1の 証 明.補 題3.2.4の(ξ の に対 して 、t∈[0,τ)に お いて

dot=e-rtF*x(Xt,yのXホ σ4隅

で あ るか らE詔 ,gdξt=0。 ま た 、ξo=.F*(x,y)。 し たが って

E詔 ,9(9ξ`≦0,t∈[0,00).

か く して任意 の停 止 時刻Tpに 対 し

E¢ ,ge-rr°yL。 ≦IE¢,〆-TT°F*(XTO,耳 。)(F*の 定 義 よ り)

=E。
,gξτ。(ξ 亡の定 義 よ り)

≦E。,写ξo(Ytの 優 マル チ ンゲー ル性 よ り)

=F*(Xo,yb)=F*(x,〃).

Tpに 関 してsupを とれ ば

F(x,y)<F*(x,y).(3.A.1)

逆 に 、x<y/β とす れ ば、t∈[0,00)に お いて ξ亡は優マ ルチ ンゲー ル とな るか ら、結論 の評価 式(3.A.1)は

成 り立っ 。

また、ξ±,t∈[0,T]は マ ル チ ンゲー ルで あ るか ら、任 意 のtに つ いて

E¢,ySO=Ez,歹 ξt^T.

補 題3.2.4か ら(ξ圦7)が 一 様可 積分 で あるか ら、極 限操作 と積 分 の順序 を交換 で きて

撫E磁 ・T-E・ 。(limξ 圦。t→Oo)-E・。ξ・-E・ 。ξ・

(3.24)言い換えれば、x>y/β で ある。

(3・25){x
n}は 閉マルチ ンゲールであり、Tお よび σを停止時刻 とすると

E[x。1言。1ニx。^σ

が成 り立つ。また、T,σ が有界であれば、必ず しも閉でない一般のマルチンゲールに対してもこの関係が成 り立つ。 こ

れを任意抽出定理という。
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とすることができる。 このとき

F(x,s)=supE¢ ,Ψξτ≧E¢,9ξo=F*(x,〃)
T

とな り、評価 式(3.A.1)と 反 対 の結 果

F(x,y)>F*(x,y)(3.A.2)

を 得 るか ら、 目的で あ った

F(x,y)=F*(x,y)(3.A.3)

を 得 る。 □

定 理3.3.1の 証 明.デ フ レー トされ たVtの 価 値Vt=e-rtVtは

Vt=H°+HtPt.

し た が って 、dVt=HtdPt=vHtPtdWt、 す なわ ち

ftrtV

t=Vo+」HSdPS=Vo+」vHSPsdWs.

00

これは、取引戦略φが必要な可積分条件

∬i嘸 蜘rTJHtdt<oo,OT<・

を満た しておれば、(Vt)がP*一 マルチ ンゲールであること、な らびに、φが 自己資金充足的であることを示

している。

そ こで、定義3.1.1,3.1.2に したがって、(3.19)で 与え られる取引戦略 φが許容 される取引戦略であるこ

と、必要な可積分条件を満たす ことをチェックす る。x>g/β においては(3.17)よ り

鰡 一β藷{(穿)7i-1-(axy)'Y2-11・

また 、t≦T〈Tに お いて はYt/β<Xt≦Ytで あ るか ら

0<G、 。(Xt,Yt)≦ バグ,NI≡71ツ2(β7エ ーβ72).
ツ2-71

したがってHtの 非負性は明 らかである。可積分性については

∬ 聯 イ 謬 ゆ{σ。(Xt,Yt)}2dt≦詔 ∬ 岬 吻 く・・

であるか ら保証される。さ らに、Lebesgueの 優越収束定理よ り

E魏(ノTrHtdt
O<・ ×エ

また同様に

σ剛 一α(卿 一
物 ≒ 、{y・(・-y・)(穿)71・(・ 一物)(穿)物}・

した が ってy!a<勿 く 夐を考慮 す れ ば、G(〃,y)-G記(〃,㌢ ル=0,G(〃/β,y)-G、(y/β,ω 〃/β=ッ>0。 さ

らに、 上式 の両 辺 をxで 微分 して

一卿 一緤{(1-1'i)(ax)吐(・ 一物)(ax)rye-1<o .
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かくして測度1P*の 下ではほとんど確実にe一露巧>H°t=e-rt(G(Xt,Yt)一 傷Xの>0。 また、(Yt)が 非減

少連続過程であることか ら、可積分性は

rrTfTJH°d
t<Je-"tYtdtGoO

OO

よ り導 か れ る・命題3.1.2(3.6)お よ び(3.18)よ り、(3.19)で 与 え られ る取 引戦 略 φの価 値Vtは

Vt=H°S°+HtPt

=(G(Xt,島)一 σ識)eTt+Gee一 δ(π)tPt

=σ(X亡,Yt)一 σ忽X亡 十 σ¢Xオ

=G(Xt,Yt)

で あ る。E恥(foHSdPs)2=E漏(foHsds)<OGで あ る こ とを用 いれ ば

E魏G評)__(rtIVo+JHSdPs
/o//りく・・

は ほ とん ど 自明で あるか ら、確 か に φ はロ シア型 イ ンデ ックスオ プ シ ョンの複製 戦 略で あ る。

あ る取 引戦 略 φe((H°t,Ht))が ロ シア型 イ ンデ ックス オ プ シ ョン を複 製す る もの とす る。 この とき 、

Vt・=e-TtG(X亡,y∂ で あるか ら

dVt=-re-'"tGdt十e-rtGr毋dXt十e-Tオ σ¢zd〈X,X>t

=e-Tt(2-rG+v-

2(醤+(T‐b(n))GyXtldt+・ 礒 鵡

一 ・-rt(-rG+チ 曜+(r-b(・))傷X・)dt+・ 傷 ・一・・n・tPtdWt
,

すなわち

rt/U
t=Vo+」e‐rtl‐rG

o¥¥+趣 晝+(r一 δ(n))賦)d・ イ σα ・一… 甑 ・

(Vt)がP*一 マルチ ンゲールであることよ り、右辺第1項 の積分は測度P*と 時刻t<丁 に関して ほとん どい
たるところでゼ ロでなければな らないが、これはGが 微分方程式

2し*G-7・σ=0

射 一1・ ・x・a28
x2+(r一 δ(n))瘍

の解であることか ら直ちに導かれる。 したがって、複製戦略の自然な候補として(3 .19)を 得 る。

取 引戦略 φが必要な可積分条件 を満た して いることは既 に明 らかにして いるか ら、(Vt)がP*一 マルチン

ゲールであること、な らびに、φが自己資金充足的であることが明らかになった。 したがって、定理3 。1.1
によって、この取引戦略 φは裁定でないことが主張 される。 □
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第4章 期間構造モデルのマルチンゲール価格理論

アプロ0チ

要旨
Cox-lngersol-Ross[54]の 期間構造モデル とHeath-Jarrow-Morton[85]の 期間

構造 モデルは ともに後に続 く論文の創出効果が高 く、数理フ ァイナンスの分野

では非常に大きな貢献を成 し遂げたが、単一 因子 によるCIRモ デルよ りは因子

に依存 しない 且JMモ デルのほうが理論的一般性が高いもの と見なされる傾 向

があるようである。また、ボ ラティリテ ィ係数にのみ依存するHJMモ デルは、

期間構造派生証券の理論価格 を計算する際に、きわめて強力である と考 えられ

ているようで ある。本章は、マルチンゲール価格理論アプローチか ら両モデル

を詳細 に再検討 した結果、 このような見解が支持 し得ないことを主張する。 こ

の目的のために、モデルの差異 にかかわ らず成 り立つ利子率の期間構造モデル

の一般理論を提示す る。 この議論にもとついて、前者の観点 に対しては、ゼ ロ

クーポン債の価格 をマルチ ンゲールにするような同値マルチ ンゲール測度の存

在性 ・一意性 を主張 し得るか どうか、あるいはボラティリテ ィ係数が一意であ

ることをモデルの内在的な仮定 のみか ら主張し得 るか どうか(ゼ ロクーポン債

の明示的な価格公式の導出プロセス)を 検討し、HJMモ デルはこの点に関 して

弱点 を持つ ことを見る。後者の観点に対 しては、期間構造派生証券の端的な例

としてゼロクーポ ン債に対す るヨー ロッパ型コールを取 り上げ、その明示的な

評価公式を導 出し、CIRモ デル とHJMモ デルにおけるそれぞれの計算 コス ト

の比較を行 う。結果 として得 られた評価公式の計算コス トは、HJMモ デルがは

るかに安価であることが確認されるが、コールの明示的評価公式を導出する際

の、HJMモ デルの特定化 に問題が あることを見 る。

キーワー ド
単一因子期間構造モデル、ゼ ロクーポン債 の価格、CIR期 間構造モデル、HJM期 間構造モ

デル、証券市場均衡理論、マルチ ンゲール価格理論、Feynman-Kacの 公式、Bessel2乗 過

程、Girsanovの 定理、同値マルチンゲール測度

4.1は じ め に 一 本 章 の 目 的 と 分 析 方 法 一

Keynes『 一般理論』[100]お よびHicks『 価値 と資本』[87]に よる経済理論 ・金融理論か らの流

動性選好説アプローチは、利子率の期間構造の理論的フレーム ワークに少なからず影響を与えた。

しか し少な くともファイナンス論の分野 に関して は、利子率の期間構造モデルの理論的精緻化の

流れは債券によって代表される 「定収入証券」の評価な らび にヘ ッジ化を直接の契機 としている

(たとえばRol1[126]を 参照された し)。今 日、理論的側面においては、期間構造モデルは現代ファ

イナンス論の理論モデルの中でももっとも成功 したもののひ とつであるといわれるまで に成熟 し
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てお り、他方実務の領域で は、単一債券ポー トフォリオの リスク管理か ら、担保化抵 当債務計画

とそ の評価 にまで及ぶ 日々のビジネス問題に応用 されている。

これまで に提示された代表的な期間構造モデルの分類 に関しては、さまざまなバ リエーション

の期間構造モデルが 「一因子(one-factor)」 あるいは 「単一因子(single-factor)」 期間構造モデル

と呼ばれるカテゴリーに分類 されている。単一因子 という名称は、それ らのモデルが任意の時点

における利子率の全期間構造 を、単一の状態変数である短期利子率の関数 として取 り扱っている

ことにちなんでいる。 これ に対 して、 「多因子(multi-factor)」 期間構造モデルは、利子率の期 間

構造が短期利子率だけでなく他の状態変数の関数 として与えられるものをさす。(4・1)

経済理論の分野で権威ある雑誌のひ とつであるEconometricsに 、きわめて重要な二つの論文が

相次いで掲載された。Cox-IIlgersoll-Ross[54](CIR期 間構造モデル)とHeath-Jarrow-Morton[85]

(HJM期 間構造モデル)で ある。CIR期 間構造モデル とHJM期 間構造モデルは ともに後 に続 く

論文の創出効果が高 く、数理ファイナ ンスの分野で非常に大きな貢献 を成 し遂 げた。

CIRモ デルは、連続時間設定における投資家の効用最大化問題か ら導出された ものであ り、証

券市場均衡理論の成果 を直接適用することが可能で、この意味でミクロ経済学的基礎 を有 してい

るということができる。この特徴は他の単一因子期間構造モデルにはないものであ り、・したがっ

て、CIRモ デルには経済理論の観点か らも高い評価 を与えることができる。一般 に因子 による期

間構造のモデル化においては、基本モデル として短期利子率過程がrt=R(Xt,t)の 形の因子構造

である場合が取 り扱われる。CIRモ デルでは何 らad-hocな 仮定を追加す ることなく、証券市場均

衡 と両立す る形でこの因子構造が導かれ る。 これ は、恣意的に因子構造が仮定されている他 の期

間構造モデルにはない、CIRモ デルの大 きな特徴 となっている。

HJM期 間構造フレームワークの中では、いわゆる単一因子モデル も多因子モデル もすべて、直

接的に利子率にではな く限界的な先渡 しレー トに関して考察 し得ることが示されている。いいか

えれば、HJM[85]モ デルでは、利回 り曲線の将来の時間発展が依存す る 「状態変数」は、ある特

定の有限次元状態ベク トルではな く、経常利回 り曲線全体となっているのである。HJMモ デルの

フレーム ワー クを用 いれば単一因子で あると多因子であるとを問わず経常利回 り曲線によって統
一的に解釈が可能 となる点が、且JMモ デルが果た した理論的貢献の一つである。

この意味で、数理ファイナンス論の観点か ら種種 の期間構造モデルのフ レームワーク を検討す

る場合、CIRモ デル とHJMモ デルを取 り上げれば十分である場合が少な くない。しかし、上記評

価 の観点 は必ず しも一般 に定着 しているとは言 い難いため、両期間構造モデル をこの観点か ら理

論的 に再検 討することには大 いに意味が ある。

さ らに、純粋理論上の一般的見解 として、単一因子 によるCIRモ デルよ りは、因子 に依存 しな

い 且JMモ デルのほうが理論的一般性が高いものと見 なされる傾向があるようである。 また、実

務 ・応用に関わる理論的側面か らの一般的見解 として、ボラティ リティ係数にのみ依存す るHJNI

モデルは、期間構造派生証券の理論価格 を計算する際に、きわめて強力で あると考 えられている

ようである。

本章は、マルチ ンゲール価格理論アプローチか らこのような見解が支持できるものであるか否

か を検討 した結果、 このふたつの見解 はともに支持 し得ないと主張す るものである。検 討の方法

は次のとお りである。(4・2)

(4・1)単一因子期問構造モデルを代表する例としてMerton[1151 ,H(rLee[89],Dothan[62],Brennan-Schwartz[43],
vasicek[132],Cox-lngersoll-Ross[541等をあげることができる・期間構造モデルの分類については・Duffie[66,Chp.7],

DufHe-1[69]の サーベイが参考になる。a伍ne期間構造に関してはBrown-Schaefer[491,Bj6rk[50]が参考になる。ま

た、Rogers[124]の数学者の立場からの示唆も理論的に整理する際に参考になる。
(4・2)本章は、数理ファイナンス論の観点から期間構造モデルのフレームワークを考察することを意図しているので、可

88



4.2.利 子率の期間構造に関する一般理論

前者の純粋理論上の見解 に対 しては、それぞれのモデルに対す る同値マルチンゲール測度の存

在性 ・一意性について検討することにな る。後者の実務 ・応用 に関わる理論的側面か らの見解 に

対 しては、CIRモ デル とHJMモ デルにおいて同一 の期間構造派生証券の明示的な評価公式 を導

出し、その計算 コス トを比較検討する ことになる。期間構造派生証券の計算コス トを比較する 目

的に照 らせば、数多 くの派生証券を取 り上げる ことはあま り有効 とはいえない。そ こで、本章で

は、期間構造派生証券 として最も代表的なゼ ロクーポン債 に対す るヨーロッパ型コールを中心 に

検討す ることにす る。 この二つの見解 をつな ぐ架 け橋 として、ゼ ロクーポ ン債の明示的価格公式

を取 り上げる。

この目的を遂行するために、まず第1節 において、モデルの差異にかかわらず成 り立つ利子率の

期間構造モデルの一般理論 を提示する。すなわち、マルチンゲール価格理論アプローチによって利

子率の期間構造を理論的にあとづけることか ら始める。(4.3)同時に、期間構造モデルの主要応用対

象である期間構造派生証券 としてゼ ロクーポ ン債 に対するヨーロッパ型コール と金利スワップを取

り上げ、それぞれの評価の一般論を展開する。次に第2節 において、CIRモ デルをDufFie-Zame[67]

による連続時間設定 における証券市場均衡 と状態価格デフレータの観点か ら厳密に導出するとい

うアプローチ を採る。(4濁CIRモ デル を理論的に解釈する際にはBessel2乗 過程についての言及

を避 けて とお ることができない。 この結果 と第1節 の議論を考慮すれば、ゼ ロクーポン債 の価格

をマルチ ンゲールにするような同値マルチンゲール測度の存在を仮定したとき、CIRモ デル にお

いて はゼ ロクーポ ン債の明示的な価格公式をモデル の内在的な仮定のみか ら導出し得ることが確

認される。さらに、CIR期 間構造派生証券 としてゼ ロクーポ ン債に対す るヨー ロッパ型 コール を

取 り上げ、その評価公式 を導出する。 この評価 公式 にもとつ いて理論価格 を計算する場合、計算

コス トが禁止的に高 くなる(計 算が可能であった としても、時間的 ・経済的 に計算することが見

合わない)こ とを主張する。第3節 では、先渡 しレー トに関する 且JM期 間構造モデルのクラス に

ついて取 り扱 う。(4・5)CIRモデル同様、HJMモ デル も同値マルチ ンゲール測度の存在性 ・一意性

が結論される(定 理4.4.1)が 、同時に、満期の異なるゼロクーポ ン債を必要なだけ導入 し得ると

する仮定4.2.1に 強 く依存することが指摘 され る。さ らに、CIRモ デルの場合 と同様、HJM期 間

構造派生証券 としてゼ ロクーポン債 に対するヨー ロッパ型コール を取 り上げ、単純化の仮定のも

とでその明示的な評価公式 を導出する。 この評価公式 にもとついて理論価格 を計算する場合 には、

計算コス トがBlack-Scholesオ プション評価公式の場合 と同等の レベルにあることが主張され る。

4.2利 子 率 の 期 間 構 造 に 関 す る 一 般 理 論

4.2.1定 義 と基 本 的結 果

所与 の確 率空 間(Ω,言,P)上 で定 義 され た、あ る時 間 間隔[0,T]に 制約 され た測度Pに 関す るR4一

値 標準Brown運 動B=(B1,...Bd)を 固定す る。た だ し、序,Bゴ,2≠ ゴは互 いに独 立で ある と

す る。 また、Bに 関連す る標準FiltrationF={{歹t:0≦t≦T}を 固 定す る。(4・6)

能な限 り厳密 ・自己完結的な分析 を目指す。しか し、読みやすさを考慮 して、補題 ・命題 ・系の証明は補論にまとめて

記す ことにす る。

(4.3)この一般理論の段階では、仮定1.1に 示 したように、同値マルチンゲール測度の存在性を仮定 しなければな らない。

しか し、個々の期間構造モデルにおいては、存在性 ・一意性 は仮定ではな く、証明すべき事項 となる。

(4・4)均衡 か らのアプローチではないが、Delbaen[57】 はCIRモ デルに対する理論的に厳密なアプローチとして参考にな

る。

(4'5)HJMモ デ ル以後の理論的発展については、Bjork[50]が 参 考になる。

(4・6)しか し、必ず しも 筏 がBに よって生成されるという意味ではない。
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話「1矧砒<oOと なるような適合的短期利子率過程rを 所与 とする。まずは じめに、時刻s>t
で満期 を迎えるゼ ロクーポン債を考える。定義 によって、 この債券には時刻sま で いかなる配当

も支払われず、時刻Sに おいて固定された一括支払いが提供 される。(4・7)

仮定4.2.1.各 々の満期 日sを 持つゼ ロクーポ ン債が必要なだけ存在するもの とする。

この仮定は特に、HJMモ デルにおいて同値マルチ ンゲール測度Qの 存在性 を証明する際に本質

的な役割 を果たす。利子率の期間構造モデルの関心事のひとつに、この8満 期債券の時刻tに お

ける価格Aち 、を特徴づけることがある。

裁定が存在しないという条件に関しては、同値マルチ ンゲール測度が存在するために必要ないく

つかの純粋 に技術的な条件が必要になる。そ こで、存在性 については以下のとお り仮定 してお く。

仮定4.2.2.sで 満期 をむかえるゼ ロクーポ ン債の時刻tに おける価格をfit,、で表わす。 あらゆる

実数値u∈[0,T]に 対 して

nt ,u=nt,u・xp(f
Or(・)ds)

によって定義される割 り引かれた価格過程fit,u,0≦t≦uが マルチンゲールになるような、Pと

同値な確 率測度Qが 存在する。

AがQ一 マルチ ンゲールであることより

入傭 一EQ隔)-E・(・xp-ru
Or(輔)・

したがって、Aちuは 続 可測であり、次式によって与え られることがわかる。

A知 一E・[・xp(ruJ‐rsds
t)糺(4.・)

璽と同値な確率測度Qの 下ではRadon.Nikodym導 関数dQ/(狸=LTが 存在 し、時刻sに おいて

非負確率変数Zで あらわ される有限分散ペイオフを持つ任意の証券に対 してEQ(Z)=E(ZLT)が

成 り立つ ことは容易にわかる。ペイオフZが 続 可測であれば、Lt=IE(五 丁陶)と お くことによっ

て、EQ(Z)=IE(ZLt)を 得る。このとき、Girsanovの 定理よ り

Lt-・ ・p(ズ ξ(・)蘇1ズllξ(・)112d・),F-(4.2)

となるようなR4値 適合過程ξ㈲,0≦t≦Tが 存在することがわかる。したがって、有限分散ペ

イオフZを 持つ任意の証券の時刻t≦sに おける価格は

EQ[・xp(∬-rude)Z司(4.3)

で与 え られ る ことが わか る。なぜ な ら、(4.3)で 特 にZ=1と お けば・(4.1)よ り・上式 の 値 はsで

満期 をむ か えるゼ ロクーポ ン債 の時刻tに お ける価 格Aち 、で あ る ことが わか るか らで ある。2つ の

イ ンデ ッ クス を有す る過程Aは ときに 「割 引関数」、 あるい はよ り広 義 に 「利子 率の期 間構 造 」 と

い う名 で知 られ て い る。

(4.7)性 を失うことなく、この一括支払額を1金 額単位に等しいとすることができる。このような取り扱いは必ずし

も本質的なものではない。
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定義4.2.1(利 子率の期間構造).sで 満期 をむかえ るゼ ロクーポン債の時刻tに おける価格Aち 、を

利子率 の期間構造 といい、(4.1)で 与える。期間構造 は 「利回 り曲線」で表現 される ことも多 い。

このため、時刻t+Tで 満期 をむかえるゼ ロクーポ ン債 に対す る連続複利利回りfit,Tを次式で定義

する。

lo9(Aち古+T)
㌢ち丁=一 ・

期間構造はHJMモ デルのように先渡 し利子率で表現されることもある。

以下 の命題は、期間構造に関す る一般的な結果であ り、適合過程 ξを経済的に解釈する際に有

用である。

命題4.2.1.任 意の満期sに 対 して、次式で定義 されるRd値 適合過程4,0≦ 舌≦sが 存在する。

幾 ぴ(t)一 ・2ξ(t))dt+・2眠tE[0,s]・(4.4)

証明は補論を参照された し。

注意4.2.1.Qの 存在性は仮定されているが、一意で あるとは限 らない。 したがって、適合過程 ゲ

の存在性は主張 し得 るが、必ず しも一意であるとは限 らない。Qsの 一意性 を主張 し得るか否かは、

ゼ ロクーポ ン債も含んだ背景の証券市場均衡が不確実性の源泉であるR4値 標準Brown運 動 をス

パ ンし得るか否か、すなわち完備証券市場均衡の存在性 ・一意性、を問題 にしなければな らない

(Du伍e[66,pp.105-6]あ るいは赤壁[2,第4(1)節]を 参照 されたし)が 、これは個別 の期間構造モ

デル ごとにそれぞれ検討する必要がある。

これ まで に、同値マルチ ンゲール測度Qの 下での短期利子率rの 振るまいを記述す るいくつか

の代替的なモデルが展 開されている。そのいずれ の場合 において も、多 くの場合、rは ◎の下で

のRd値 標準Brown運 動Wに 関 してモデル化 されて いる。

注意4.2.2.概 念上は、rtは 時刻tに おける 「無危険」債券に対する連続複利利子率である。債券

価格は、時刻tで なされた1金 額単位の投資をtか らsま での時間、連続的に短期利子率で再投資

した場合の時刻sに おける市場価値exp(ftrude)で あるとす ることによって定式化 される。通常

のマルチ ンゲール価格理論アプローチによる資産価格評価理論では、同値マルチンゲール測度は

同時に リスク中立確率でもあった。しか し、通常の資産価格評価理論 とは違って期間構造モデルに

おいては、rは 適合過程 とされているか ら、いわゆる 「無危険」収益率ではない(こ の意味で、「無

危険」債券の価格過程S° は無危険ではない という用語上の矛盾を生ずる)。 しかしなが ら、以下

のように解釈することができる。すなわち第一に、(4.4)の 右辺第一項は債券の(危 険)収 益率を

表わ してお り、したが って、一σ2ξ(t)は債券の平均利回 りと(危 険)収 益率の差であるか ら、ξ(t)

を一種 の リスク ・プ レミアムと解釈することができる。 これによって、利子率の期間構造に対す

るKeynes[100]・Hicks[87]の 流 動 性選好 説 との関連 が復 元 される。 また、Wt=.tBt‐fob(s)dsで

定義 され るRd値 過程Wは(Q一 標準Brown運 動で あ るか ら(Girsanovの 定 理 の結果)、(4.4)は

dAts

At ,s-r(t)dt+帆

す なわ ち

鰯 一啝(ttr(u)de+
00・ 翕肌 一1ズll姻(4.4')
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となる(満 期sに おける一括支払い額が1金 額単位に等 しいとすることができれば、Ao,,=1と な

る)。 この結果か ら、過程rの みで定義される債券の価格は相対的な意味で無危険であると見なす

ことができ、 これまでどお りQを 「リスク中立」確率 と呼んで も差 し支えない ことがわか る。 こ

のことか らさらに、「無危険」債券の価格過程S° を、一般性 を失 うことなく

母 一 個 う,s° °一・(4.5)

とすることができる。

4.2.2期 間構 造派 生証 券の例

以下で、期間構造派生証券の評価を一般的に特徴づけることにす る。 ここでいう期 間構造派生

証券 とは、ペイオフが期間構造 に依存するよ うな証券を意味する。ここでは、 このよ うな期間構

造派生証券の例 として、ゼ ロクーポン債 に対す るヨー ロッパ型コールオプ ションの評価 と金利ス

ワップを取 り上げることにする。

例4.2.1(ゼ ロクーポン債に対するヨーロッパ型コール).満 期がTで あるゼ ロクーポ ン債 に対 し

て、行使価格がKで 満期s≦Tの ヨー ロッパ型コールオプションを考える。満期8に おけるオプ

ションの価値は(A,」-K)+で 与えられる。通常のオプション評価アプローチ と同様、このコールが

無危険資産 とゼロクーポン債でヘッジ化 ・複製可能であると考える。時刻tに おける取引戦略 φは、

無危険債券の量H°tと ゼロクーポン債の保有数Htの 組 φ=偉9,Ht)∈R2に よって与え られる。

先のノーテー ションを用いれば、この取 引戦略の時刻tに おける価値Vtは 、Vt=H°S°+HtAt,T

によって与え られ る。自己資金充足的条件は

dVt=H°dS° 十HtdAe,T

となる。ただ し、積分可能条件 ∬11窄 γ(t)陟 くOO,∬1玩 σ『ll2砒く00が 課せ られる。 また、φ

が 自己 資金 充 足 的で あ り、割 引価 値Vtが す べ て のtに 対 して 非負 、か つ 、sups∈[o則 砺 がQの 下

で2乗 可積 分で あ る とす る。

よ り一般 的 に、次 の命 題が 成 り立 っ。

命 題4.2.2.す べ て のt∈[0,s],sくTに 対 して ほ とん ど確 実 にSUPo≦t<z'Ir(州 くOo、 か つ 、

σ『 ≠0が 成 り立つ もの とす る。xをxe-for(u)duがQ-2乗 可積 分 とな る よ うな あ る 言、可 測な確 率

変数 で ある とする。 この とき、 時刻8に お ける価値VSが 条件 付 き請 求権xに 等 しくな る よ うな取

引戦 略 φが存 在す る。 この取 引戦略 φは 自己資金充足 的(し たが って 、xの 複 製戦 略)で あ り、割

引価 値Vtが す べて のtに 対 して非 負、 かつ、sups∈[O,T]VtがQの 下で2乗 可積 分 とな る 。 この取

引戦 略 の時刻tに おけ る価 値Vt,t≦sは

Vt-EQ[xexp(イ 輙)司

によって与えられる。

証明は補論を参照 された し。命題4.2.2に おいてx=(A8,T-K)+と おけば(nS,Tが 鶲 可測であ

るから、xが 害、可測であることは明 らか)、 コールが 「無危険」資産 とゼ ロクーポ ン債によって複

製可能であることを結論するとともに、 コールの 「リスク中立」的な評価 を得 る。

次に、金利スワップの評価 を考察する。
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例4.2.2(金 利 ス ワップ).あ る期 間構造 派生 証券 がII8×[0,T]で 定 義 されて い る可測 な実数 値 関数

hお よびgで 定 義 された ペイ オ フを有す る もの とす る。 た だ し、任 意 の時刻t∈[0,T]に お ける配

当率 はh(rt,t)で 、 ある特 定 時刻T≦Tに お け る終 端ペ イオ フはg(rT,の で特 定化す る 。同値 マル

チ ンゲー ル測度 の定 義か ら、 この よ うな証券 の時刻tに お け る価 格 は

聯)≡EQズ 磁 ・)卿 雄9團 司

とな る。 こ こで ψち、=exp(-ftr　 dv)と す る。金 利 ス ワ ップ は このタイ プの派 生証 券で あ り、配

当h(rt,t)=r厂r*を 支 払 う財務 契約 として定義 され る。 こ こで 、r*は 時刻ゼ ロで 合意 されて

い る固定 利子 率で あ る。

この とき、次 の命 題 が成 り立つ 。

命題4.2.3.時 刻tに おける金利 スワップの価値 はvt=1-Aち7-r*ftAt,sdsで 与え られ る。vt=0

で あれ ば この ス ワップは 「ア ッ ト ・ザ ・マネー 」の状 態 にあ る。 この場合 には、経 常ス ワ ップ率が

r*-t-(1-Aち τ)/fiAt ,sdsで 与 え られ る 。

証明は補論を参照されたし。

4.3Cox-Ingersoll-Rossモ デ ル

単一因子期間構造モデルの中でも最も著名なもののひ とつに、Cox-lngersoll-Ross[54](CIR)モ

デルがある。 ここでは、まずCIRモ デルを一般均衡論の立場か ら導出することか ら始め る。
一般 に因子 による期問構造のモデル化 にお いては、基本モデル として短期利子率過程がrt=

R(Xt,t)の 形の因子構造である場合が取 り扱われる。CIRモ デルでは何 らad-hocな 仮定を追加す

ることな く、証券市場均衡 と両立する形で この因子構造が導かれる。 これ は、恣意的 に因子構造

が仮定される他の期間構造モデル にはないCIRモ デルの大きな特徴 となっている。

4.3.1証 券市 場均 衡理論 か らのCIR期 間構 造 モデル の導 出

この節では、Cox-lngersoll-Ross[54]期 間構造モデルを証券市場の一般均衡か ら正当化すること

を試みる。資本ス トック過程Kを 有す るある生産技術か らの最適な消費過程 δを含 んだ代表的市

場参加者 の確率制御問題の解 を出発点 とする。 この問題の解か ら出発 して、次に、証券市場均衡

理論(た とえばDu$ie-Zame[67]を 参照)と 共通の一般均衡論のフ レームワークで分析され、 自然

な形で短期利子率過程の因子構造rt=R(Xt,t)が(4.13)の ように導かれる。CIR期 間構造モデル

が このような経済学的アプローチか ら導出されるという特徴は、他の期間構造モデル にない、経

済理論の観点か らも高い評価 を与え得る点 となっている。

所与の割引率 ρ∈(0,0Q)に 関 して

U(c)≡E[rTJe-ptlog

O(傷)乢 ・∈L・(4.6)

とお く。 ここで 、L+は 非負適 合過 程の空 間 を表 わす。(4・8)経済 の単 一参加者 は(4.6)で 定 義 され る

(4・8)オリジナルのCIR[54]モ デルではHARA型 の効用関数

一vtret‐11
eLl

y
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効用関U:L+→ 藍を持っ。

単純化 のために、Brown運 動は1次 元であるとする。

cに よって、すべてのt≧0に 対してほとんど確実 にfoctdt〈Ooを 満 たす非負の適合消費過程

の空間を表わす ことにする。Cに 属するすべてのcに 対 して、資本ス トック過程KCは

曜=(んK餌 一c古)dt+KteYtdBt;Ko=x>0(4.7)

によって定義される。 ここで、Yは 所与の生産技術における資本ス トックの成長率 を規定す る状

態変数(適 合過程)、h,Eはh>ε2と なるような厳密に正のスカラーである。hを 適当に解釈する

ことによって、(4.7)を 、いわゆる 「資本ス トック調整原理」にもとつ くSamuelson[128]流 加速度

モデルの確率過程版 とみることができる。当面の目的は、所与の生産技術における資本ス トック

の成長率が、2b>解 であるような厳密に正のスカラー κ,b,kに 関 して

dYt-(b-・Yt)dt+kYtdBt;}b>0(4.8)

で表 され る確率微分方程式 の解である適合過程Yに よって規定されるとき、最適消費計画 δと最

適資本ス トック過程Kを 決定す ることにある。しか しこのアプローチを正当化するためには、適

合過程y卩の存在性 と非負性を示す必要がある。 しか し、 これはそれほど自明ではない。 まず これ

を示す ことにする。

補題4.3.1.過 程Yは 存在 し、非負である。

証明は補論 を参照された し。

補題4.3.2.す べてのt∈[0,T]に 対 して1婿 ≧0を 制約とする代表的市場参加者の最適消費計画

問題

V(x,y)-suplE

cEC[fTJe‐Ptlog(ctO)dt1

を考 え る。

こ の とき、最適 資本 ス トックKは

dKt=(KthYt‐St)dt十KteYtdBt;Ko>0(4.9)

によ って 定義 され る伊藤過 程 とな る。 こ こで 最適 消 費計 画 δは

δ・一 、
-pKte-p(T.t),t∈[0,T](4.・ ・)

で あ る。

証 明 は補 論 を参 照 され た し。補題4.3.1か ら、以下 の よ うに最適 資本 ス トック過 程Kの 存在 性 を

主張 す る ことが で きる。

補題4.3.3.(4.9)一(4.10)に よ って定 義 され る過 程Kの 存在 性 は保 証 され る。

を採用している。対数効用関数は、後で見るとお り稲田条件をはじめとしてその導関数に要請されている滑らかさが十

分ではないから、伝統的な確率制御モデルの技術的なフレームワークに合致しない。しかし、この点を別にすれば、目

的のCIR期 間構造モデルを直接に導けるという利点を持つ。
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証 明 は補 題 を参照 され た し。

単一参加 者 の賦 存過 程eが 、(4.10)で 定義 され る資本 ス トックの最適 「引 き出 し」率 δで ある と

仮 定す る ことか ら始 める。 この ように仮定 すれ ば、Du伍e-Zame[67,Theorem1(p.1287)]の 証 券市

場 均衡 の結果 と対応 す る結果 を構 成す る ことがで き る。(4.9)ua(x,t)=e-ntlogxで あ る単 一参 加

者(λ ニ1)の ケース に対 して 、Duffie-Zame[67]の 仕 方で定 義 され るよ う に

e-pt
pt=u・ ・(δ・・t)=オ

,,t∈[°,T)(4ユ1)

を状態価 格 デ フ レー タpに 採 用す る こと にす る.こ の とき、証券 の実物 価格 過程S=S/pは 実 物

「引き出 し」率 過程 δ=δ/pに 対 して

St一 毒E(∬ 鬲 贓)・t∈[0,T](4.・2)

で与 え られ る ことが わか る。(4.10)

この とき、状態価格 デ フ レー タ と短期利子 率 との関係(た とえば赤壁[2,p.146]を 参 照)を 用 い

れ ば、短期 利子 率過程rは 、次式で 与 え られ る 。

rt_一ｵP(t)_(h-E2)Yt.(4.13)
pt

注意4.3.1.上 の ことは、CIRモ デル で は何 らad-hocな 仮 定 を追 加 す る ことな く、証 券 市場 均衡

と両 立す る形 で 因子構 造rt=R(Xt,t)が 導 か れ る ことを示 して いる。

定理4.3.1.短 期利 子率過 程rは 次の確 率微 分方 程 式の解 で ある。

drt=κ(r*-rt)dt十 σTV砺4Bか(4.14)

た だ し、r*=b(h-e2)/κ,σ.=んv肩 で ある 。

この定 理4.3.1の(4.14)はCIR[54,eqn.(16)(P.391)]と 本 質的 に 同一 で あ る。 しか し以 下 の証 明 に

よ るそ の導 出方 法 は、CIR[54]と は異 な る こと に注 意 された い。

証 明.伊 藤 の補 題 を援 用す るこ とによ って 、(4.9),(4.10)か ら次式 を得 る。

dKt=Kt(ん 巧 一
、一,P-P(T.,))dt+Kt・ ～励 ・・

ビ ρ古e一 ρ古(1-e-P(T一 の)

pt=S
t=PKt

ptに 対 して 伊 藤 の 補 題 を 適 用 して

e-Pte-Pt(1‐e-p(T-t))dKtle-pt(1‐e-P(T-t))2222d

pt=-K
tdt‐PKtKt+2PKtKtKteYtdt(4.15)

e(E2-h)ptYtdt-pteYtdBt.

(4'9)すでに指摘 しているように、ここで述べる均衡は伝統的な確率制御モデル の技術的なフレームワークに合致しない。

というのも対数効用関数には、稲田条件をはじめとしてその導関数に要請 されている滑 らかさが十分ではないか らであ

る。それでも、技術的な諸条件が満たされなくともモデルの本質的な局面が侵害される ことはないという仮定 の下で、

議論を進めてい くことにする。

(4.10)Duf[ie-Zame[67
,eqn.(6)(p.1287)]を 参照 されたし。
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短期 利子 率 過程rは 、(4.13)で 与 え られ る。 したが って 、(4.8)か ら

drt=(h‐e2)dYt

=(h-・2)(6-・ 巧)dt+(fE-E2)kYtdBt

-・((h-e2)b-(h一 鏑)dt+(h-E2)1£YtdBt

=κ(r*-rt)dt+k(h-E2)(h-E2)YtdBt.

したがって、r*=b(tL-E2)/κ,yr=kh-e2と すれば、(4.14)を 得る。 □

rt>〆 であればrの ずれ項は負であ り、rt〈 〆 であればrの ずれ項は正 になる。それゆえ、r

はr*に 関 して反転する 「平均反転」過程 と見 ることができる。以下では、この点をよ り正確 に検

証することにする。

命題4.3.1(CIR期 間構造モデルの 「平均反転」性).rt>〆 であれ ばrの ずれ項 は負であ り、

rt<r*で あればrの ずれ項 は正になる。それゆえ、測度Pの 下で短期利子率過程rはr*に 関 して

反転する 「平均反転」過程 と見ることができる。

証明は補論 を参照された し。

い くつかのタイプの期 間構造派生証券 を評価す るためには、同値マルチ ンゲール測度の下で短

期利子率過程rを 評価できれば十分であることがある。(4・11)このためには状態価格デフ レータp

の明示的な評価が必要になる。これは以下の補題 によって与えられる。

補題4.3.4.状 態価格デフ レータpの 明示的な評価 は以下の とおりで ある。

pt-P畷 ん夛喜2倉 一流 ≒JtrSdBs
O)・(4.・6)

証明は補論を参照 された し。補題4.3.4か ら以下の命題を得る。

補題4.3.5.CIR期 間構造モデル においては、必要な積分可能性条件の下で、同値マルチ ンゲール

測度Qの 密度過程 ξは

戞 一 即(tfrsds/pt
oJpo

(4.17)

-exp(葺 ズ ゆ 一EtrsdBs
lt-E20)

で 与 え られ る。 また 、同 値 マルチ ンゲ ール 測 度Qの 下 で の標 準Brown運 動Wは 次 式 で定 義 さ

れ る。

dWt=dBt+
h_e2rtdt.(4.18)

(4・11)しかしゼロクーポン債に対するオプションの評価では、A亡,、の明示的な表現が必要になる。これは後述の期間構造
偏微分方程式で導出する。
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証 明 は補 論 を参 照 された し。 この補題 か ら、 同値 マル チ ンゲー ル測度Qの 下で 、短 期利 子率 過 程

rに 関 して次 の よ うな2乗 根 の平均 反転 的な評価 式 を得 る。

drt={b(h‐e2)‐art}dt+yrrtdBt

-{b(tL-E2)一 ・rt}蜘 而{dWt-E
lt-E2rtdt}

一{b(12-E2)一(κ+ん ・)rt}dt+Qr～ 砺 覗.

定 理4.3.2(CIR期 間構造 モデ ル).同 値 マルチ ンゲ ール測度Qの 下で 、短 期利子率過 程rに 関 し

て 次の よ うな評価 式

drt=・@-rt)dt+砺 而(覗+E
IZ-E2rtdt(4.、9)

一[b(ん 一 ・2)一(ke+κ 周d舌+QrrtdWt.

を 得 る 。 測 度Qの 下 で 短 期 利 子 率 過 程rは 以 下 で 定 義 され るr**

。**≡b(ん 一 ξ2)一 。・ κ<。 ・
鳶6+κ 齔+κ

に関 して 「平均 反転性 」を持 つ 。

証 明.測 度Qの 下 で の 「平 均反転 性」 は測度Pの 下 で の命 題 を準用 で きる。必 要な 計算 と証 明 は

上述 の とお り。 □

4.3.2CIR期 間構 造 偏 微 分 方 程 式 の 解 と して のCIRゼ ロ ク ー ポ ン債 価 格

単一 因子 モデル で あれ ば いか な る もので あって も、偏 微 分方 程式 と確率 微分 方程 式 の あいだ に

成 り立 つFeynman-Kac関 係 を利用 すれ ば、期 間 構造 を(明 示的 にで きなけれ ば数量的 に)計 算す

る ことがで きる ことが知 られ て いる。満期 日Tを 固定 す れば、(4.1)か ら期 間構造偏微 分方程 式 と

呼 ばれ る以下 の ような偏微 分方程 式 を得 る。補 論4.A.1のFeynman-Kacア プ ローチが要 求す る μ

と σに 関す る技術 的な諸 条 件の下 で は、そ の解 は存 在 して一意 で ある こ とが知 られて い る。

定理4.3.3(期 間構造 偏微 分方程 式).(4.1)の 解過 程で あるrは 非負過程 で あ り、かつｵ,σ 力勘 に

関 するLipschitz条 件 を満 た し、導 関数 侮,σ ¢,働 飢,Qx.が 連続 でxに 関 す る成 長条 件 を満 た す

もの とす る。

この とき、すべて のtに 関 して

nt,T=f(rtet)(4.20)

が 成 り立つ。た だ し、AちTは(4.1)に よ って定 義 され る価 格過 程 を、!∈02・1(R×[0,T))は 偏 微

分 方程 式

餐)!(x,t)-xf(x,t)=0,(x,t)∈R×[0,T)(4.21)

の境界 条 件

f(x,T)=1,xEll8(4.22)
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の下での一意な解を表わす。ここで微分作用素のは

の綱 一鯛+梱 μ(x,t)+1鰰)σ2(x,t)

で定 義 され る。

定 理4.3.3の 条 件 は、(4.20),(4.21),(4.22)が 首尾 一貫 した もの にな るた めの十 分 条件 で あ る。

CIR期 間構 造 モ デル はLipschitz条 件 を満た さな いた め、 この定 理 を直接 適 用す る こ とが で きな

い 。 しか し、 この諸 条件 は必ず しも必要 で はな く、た とえ ば補 論A.2の 山 田 ・渡辺 の一意 性定 理

(定 理4.A.1)を 利用 す る ことによ って、 既 に見 た よ うに(実 次元Bessel2乗 過 程 によ ってrの 存

在性 と一 意性 を主 張 した命題4.3.1の 証 明 を参 照 され た し)、 存 在性 と一意性 は保 証 され る。

μ,σ がtに 依 存 しな けれ ば、ノ(rp,t)を 債 券価 格AqT磁 とみな す ことが で き る。 この場 合 に は

単 一 の関数!が 任 意 の時刻 にお ける全期 間構 造 をあ らわす こ とにな る。

ro>0が 仮 定 され、[0,00)の 範 囲に ある短 期 利子 率xに 対 して のみ(4.21)一(4.22)を 適用 す る も

の とす る。 この とき、定理4.3.3の 系 として 、以 下 を主張 す る ことがで き る。

系4.3.1(CIR期 間構造 偏微 分方 程式 の解).CIRモ デル(4.14)に 対 す る 期 間構造 偏 微 分 方程 式

(4.21)一(4.22)の 解 は

f(x,t)=Hl(T‐t)exp[‐H2(T‐t)x](4.23)

で 与 え られ る 。 こ こで

邸)一[(7+黔+2,r,(4.24)

H2(t)一(
y+烏 鴇 十27(4.25)

で あ り、y=(κ2+26T)1/2と する。

それ ゆえ 、CIRモ デル によ る満期Tの ゼ ロク ーポ ン債 の 時刻tに お ける価 格(4.1)は

At ,T=Hl(T‐t)exp[‐H2(T‐t)rt](4.26)

のよ うに明示 的 に表現す る ことがで きる 。

証明 は補題 を参照 され た し。 この系は[54,eqn.(6)(p.393)]と 本 質的 に同 じもので ある。 しか し彼

ら自身 は証 明を与 えて いな い。

注意4.3.2.(4.26)と(2.4')と の比較 か ら明 らか な よ うに、 時刻tに お けるCIR期 間構 造 モデ ル に

お けるゼ ロクーポ ン債 の価 格AちTは 適合過 程rtの 時刻tに お け る値 とゼ ロクー ポ ン債 の満期 まで

の残 り時 間(T-t)に のみ依 存す る ことを示 して い る。 また 、補題4.3.1と(4.13)か ら、(2.4')に

お ける適 合過 程(σ 夢)の一意 性 は明 らかで あ る。

4.3.3CIR期 間構 造 派 生 証 券 と して の ヨ ー ロ ッパ 型 コ ー ル の 評 価

満 期 がTの ゼ ロクーポ ン債 に対 して書 かれ た、満期s≦Tで 行使 価格Kの ヨー ロ ッパ 型 コール

オプ シ ョンを評価 す る問題 を考 察す る。命題4.2.2の 証 明 にお いて 、 コー ル の複 製 戦略 はす で に明
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らか にされ て いる。 したが って、 明示 的な コー ル価格 を導 出す る こ とに考察 を集 中す る ことがで

き る。

コール の終 端ペイ オ フは(A、 ,T-K)+で 表わ され るか ら、時 刻0に お け るコール の価 格 は

co-EQ[(転 丁一K)・ ・xp(-psr
O(u)du)]

によ って与 え られ る。 ここでは、上 式 をさ らに展 開 して、Black-Scholes公 式 に対応 す る公 式 を導

出す る ことが 目的で ある。記号 を節 約す るた め に、CIRモ デル(4.19)を

drt=(a-(κ 十aQT)rt)dt十QT～/rtdLVt(4.27)

と書 く ことにす る。す なわ ち、α=b(h-e2),α=E/]b‐E2と す る。

結 論 を記せ ば以下 の とお りであ る。

命題4.3.2(CIR期 間構造 ヨー ロッパ 型 コール価 格).満 期がTの ゼ ロクーポ ン債 に対 して書 かれ

た 、満期s≦Tで 行 使価 格Kの ヨー ロ ッパ 型 コール オ プ シ ョンの 時刻0に お ける価格Coは

co-A・TΨ 蝋(L
1)一 岬 蚋 募南(L2)

で 与 え られ る 。 た だ し、Ψδ,ζ(・)は自由 度 δで 、非 心 母 数 ζの 非 心X2分 布 を 表 わ す。(4・12)ま た 、 非

心 母 数 ζ1,ζ2は そ れ ぞ れ

ζ、一 、.8r・y2・rys.,
σ多(e78-1)(予(eys+1)+(QTHa(T-s)+b*)(ε ツ5-1)

隻 一 鞭 一 、)(8嚼2eタ5'Y(eタ8+1)+b*(εタ3-1))

で 与 え られ る 。 た だ し、b*=κ+σ γα,予=(b*)2+2σ2で あ る 。 関 数H2は 、 系4.3.1(4.24)で

与 え られ たHZに お い て κ をb*に 、 ッを7に 置 き換 え た もの

蘭 一 タ ー2(eyt‐b*+e7t(1)+の

に よ っ て 与 え られ る 。 ま た 同様 に 、 関 数H1(・)を

Hl(t)一儲 箏器))2a/vr

によ って定義 すれ ば((4.25)を 参照 され た し)、r*は

logHl(T‐s)‐log(K)

H2(T‐s)

によ って与 え られ る。L1,L2は そ れぞ れ

L・-UZr2

ry(erys+1)+纛 ≒+が)lerys‐ 、),L・ 一 論+ens‐1、)

に よ って 与 え られ る 。

(4.12)非心xv分 布 については、たとえば竹内[21
,p.112]や 『岩波数学辞典』[32,338.B]を 参照 された し。
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証明は補論を参照されたし。この命題は[54,Sec.4(pp.396-7)】 と本質的に同 じものである。しか し

彼 らは証明を記 していない。

注意4.3.3.Black-Scholesオ プション公式との形式的対応はつ くものの、非心X2分 布に依存する

この結果 は標準正規分布関数1Vの みに依存す るBlack-Scholes公 式よ りはるか に複雑で、計算機

のコス トがほとん ど禁止的なまでに膨大になることが予想 される。(4・13)CIRモデルは、論理的 に

厳密であるにもかかわらず、HJMモ デルに比べて実務家 に利用されることが少ないように思われ

る。それ は、この公式の複雑性 ・計算コス トが原因の一つであると考え られる。

4.4Heath-Jarrow-Mortonモ デ ル

CIRモ デルはもちろん、一般 に因子 による期間構造のモデル化 においては、因子構造の基本モ

デル として短期利子率過程がrt=R(Xt,t)の 形である場合 が取 り扱われる。 ここで(あ る同値マ

ルチ ンゲール測度の下で)Xは ある所与の確率微分方程式の解である。単一 因子の場合 には、通

常、rt=Xtと される。このアプローチには有限次元 「状態空間」のみを取 り扱えばよいという利

点が ある。 この利点 を利用すれば、 この状態空間アプローチ を用いて、偏微分方程式の解 として

ある種の派生証券の価格を計算することができる。

他方、Brennan-Schwartz[43]を は じめとして、長短金利の乖離をモデル化す る多因子モデルを

開発 した研究がある。 しか し残念ながら、モデルをより複雑 にす るこの方向の研究は、ゼ ロクー

ポ ン債や派生証券の評価 において明示的な偏微分方程式の解 ・公式 を導 出す ることに成功 してい

ない。

これ に代わ り得 るアイデアとして、Ho-Lee[89]の 離散時間モデルを契機 に、全利回 り曲線を状

態変数 とする研究が現れた。 このアイデアは、連続時間設定で あるHJMモ デルの本質部分で も

ある。

HJMモ デルの際立った特徴 として、同値マルチンゲール測度Qの 下では先渡 し率の確率分布が

ボラティリティ関数 σにのみ依存するということがあげ られる。したが って、HJM期 間構造派生

証券の価格 もσにのみ依存することになる。この特徴によって、Black-Scholesオ プション評価公

式 と同様、計算機 によって期間構造派生証券の価格を計算す ることが可能 にな り、HJMモ デルが

理論家のみな らず実務家にも広 く受け入れ られ る要因となった。 しか し以下では、このような計

算可能性が理論の一般性 を犠牲 にしてはじめて得 られるものであることが確認される。

4.4.1先 渡 し率 とHJMゼ ロクーポ ン債 価 格

この節では、HJMモ デルの基本構成要素を以下の補題に要約する。

補題4.4.1.時 刻sで 満期を迎え時刻7で 引渡 しのあるゼロクーポン債の時刻tに おける(s≧ τ≧t>

先渡 し価格は、(無 裁定の状況では)Aち 、/At,T、すなわち満期 日と弓1渡し日のそれぞれ に対するゼ

ロクーポ ン債の価格比、 によって与えられる。また、先渡 し価格 に関連 した 「先渡 し率」Φを

Φ、。、≡1°9(A・・)-1°g(A・・)(4.28)
s-T

によ って定 義す る。(4・14)「瞬 間先渡 し率」!を 、各 々の時刻tと 将来 の 引渡 し 日T≧tに 関 す る Φ

(4.13)非心XZ分 布の密度関数は、x2分 布の密度関数の自由度に関する重み付き無限級数として与えられる(『岩波数学

辞典』[32,338B]を 参照されたし)。
(4・14)これは、先渡しで購入した債券の連続複利利回りとみなすことができる。
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の 極 限(存 在 す れ ば)と して

!(ちT)=1imΦ ちア,S.(4.29)
s↓T

で定義する。(4・15)sで満期をむかえるゼロクーポン債の時刻tに おける価格Aち 、は

A齢 一・xp(イ!伽)du)(4.3・)

によって与え られる。

証明は補論 を参照されたし。(4.28)一(4.29)は期間構造か ら瞬間先渡 し率が決定されることを示 し

ているのに対 して、(4.30)は 期間構造が瞬間先渡し率か ら復元されることを示 している。

短期利子率の非負性が仮定されれ ば、以下の命題が成 り立つ。

命題4.4.1.す べてのtに 対 してrt≧Ow.p.1で あれば、先渡 し率 ΦちT,、および瞬間先渡 し率f(t,T)

はともに非負である。

証明は補論 を参照 されたし。

4.4.2HJMモ デル にお ける同値 マル チ ンゲ ール測度 の存 在性 ・一意 性 とHJM期 間構

造モデ ル

先渡 し率の確率モデル!を 所与 とすれば、rt=ノ(t,t)が 短期利子率過程rを 定義す るもの と仮

定することができる。 これは、満期が限 りな くゼロに近づ くときの債権利回 りの極限 として、rt

を取 り扱 うことができるということを意味して いる。ある技術的な諸条件の下では、この仮定が

正当化される。

次の仮定はHJM期 間構造モデルにおいて、最も本質的な仮定である。

仮定4.4.1(先 渡 し率に関するHJMモ デル).先 渡 し率に関す るHJMモ デルは、各々の固定され

た満期sに 対 して

ノ(ち ・)一 綱+∠ 舌α(u,s)/'tdu+J
O(u,s)dBu,t≦ ・(4.3・)

で与 え られ る。 こ こで、{α(t,s):0≦t≦s}お よび{σ ¢,8):0≦t≦s}は 、(4.31)が 伊藤過 程 と

して 定義 され る に十分 なよ うに、それ ぞれRとRdで 値 をとる適合 過程 とす る。さ らに、d=1で

あ り、か つ、σが!(t,s)の 関数 σげ(t,8))と 見 な し得 る場合 、 これ をボ ラテ ィ リティ関数 という こ

とが ある。 ここで は、αお よび σを7『xΩ にお ける可 測 関数 で ある とみなす ことにす る。ただ し、

7『={(t,s)∈]暗:t≦s}で あ る。 また、BはPの 下 で のRd値 標 準Brown運 動 で ある。

この仮定 はHJM自 身 の 「条 件C.1」([85,P.80])と 同一で ある。この とき・以下 の定理が成 り立つ・

定 理4.4.1.仮 定4.2.1が 成 り立 つ もの とする。 この ときPに 対す る同値 マルチ ンゲ ール 測度Qが

一 意 に存在 し、(4.31)は 以下 のよ うに書 き改 め る ことが でき る。

ftrtf(
t,s)=f(0,s)+」ｵ(u,s)du+」Q(u,s)dWu,t<_s.(4.32)

00

ただ しWはQの 下で のR4値 標 準Brown運 動 で ある。

(4.15)したがって、瞬間先渡し率が存在するための必要十分条件は、すべてのtに 対して割引Aち、がsに 関して微分可

能であることである。
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この定理の証明はかな りテクニカルで ある。

証明の概略.任 意 に固定された8≧tに 対 してIRd値 過程 α2と実数値過程bstを それぞれ以下のよ

うに定義する。

・2∬ ・(t,u)du,b2-1・lll-∬ α(t,u)du.

この とき、任意に固定 されたそれぞれのsに 対 して

A一 砺+ズ 鰯 圃)du+fnu,s
O・udBu,・ ≦t≦ ・

が 成 り立つ 。 ここで仮 定4.2.1よ り、異 な る満 期s(2),2=1,_,d,S=min8(2)を 有 す るd種 の

ゼ ロクーポ ン債 の割 り引か れ た価 格 入ち5ω を考 える。す なわ ち

入㌍(の 一 ・xp(rt‐ 」rude

O)Ats(の ・

す べ ての2=1,_,dに 対 して

d入、。(の一 入、、(のbst(のdt+入1(の・t(Z)dBt

が成 り立 つ ことは容易 にわ か る。ベ ク トルat(i)の 第 ゴ要 素 を第2行 第 ゴ列 要素 とす るd×d行 列

をAt、bt(z)を 第2要 素 とす るR4値 ベ ク トル を λ古と して 、線 形 方程 式 轟η亡=λ εを考 え る。割 り

引か れ たゼ ロ クー ポ ン債価 格 ベ ク トルA=(A.,、(1),_,A、 、(d))に関 して方 程式 が可 約(方 程 式 に

解 ηが存 在す る)で あ り、ηがNovikovの 条 件 を満 たす もの とす る。 さ らに

ξ一・xp(1∬llη轟 一∫5綱

が有限分散を有するとす る。ここで

ξ・一・xp帥 窮ll・4・一∠亡η・d凡)

とすれば、(ξ議 くSは非負マルチンゲールであ り、4P/dQ=ξ をRadon-Nikodym導 関数 とす るP

と同値な確率測度Qが 存在す ることがわかる。 したがってマルチ ンゲール価格理論の結果 を利用

すれば、割 り引かれたゼ ロクーポン債価格ベク トル 入に関して、この同値確率測度QはPに 対す

る同値マルチ ンゲール測度Qで あ り、裁定が存在 しないこと、Qは 一意であることが主張 し得 る。

(4.16)さらにGirsanovの 定理 よ りWt=Bt-∬ η845はQの 下 で1Rd値 標準Brown運 動 とな る。 し

たが って 、μ(t,s)ニ α(ちs)一 σ(t,8)η舌とお け ば(4.32)を 得 る。[コ

注意4.4.1.上 の定理 はHJM[85,Prop.2]と 本質 的 に同一 であ る。 上の 証明 の流れ は概ね 彼 ら自身

の証 明(HJM[85,Appelldix])に 従 うものの、そ れよ りも直接 的で あ る。 この定理 はHJMモ デ ル

にお け る同値 マル チ ンゲー ル測 度 の存在 性 ・一意 性 を示 して い る点 で 非常 に重 要で あるが 、証 明

の 中身か ら明 らか なよ う に、仮 定4.2.1に 強 く依存 してい る。注 意4.2.1で 述 べた よ うに、Qの 存

在性 ・一意 性 を主 張 し得 るか否 か は、ゼ ロクー ポ ン債 も含 ん だ背 景 の証 券市 場均衡 が不 確 実性 の

(4.16)赤壁[2
,定理3.2,命 題1(p.155)]を 参照されたし。
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源泉であるRd値 標準Brown運 動 をスパ ンし得るか否か、すなわち完備証券市場均衡 の存在性 ・
一意 性
、を問題 にしなければな らない。HJM[85]の アイデアは、仮定4.2.1に よって、この不確実

性の源泉をスパンするに必要なだけ満期の異なるゼロクーポ ン債を導入 しようというものであ り、

きわめて卓越した着想であると評価 し得る。 しかし仮定4.2.1が 成 り立たないような状況では、再

び、ゼ ロクーポン債以外の別の証券で不確実性がスパ ンし得るか否かが問われることになる。

μおよび σがT× Ω可測な関数であるケースでは、μと σの問には、以下に示され るように、あ

る重要な定常的関係があることがわかる。

補題4.4.2.上 記モデルの設定 において

・(ちs)_・(ち ぜ ・(ちs)・du.(4.33)

なる関係が成 り立つ。

証明は補題 を参照された し。上の計算を正当化す る技術 的な諸条件 に関 しては、適宜、専門の文

献 を参照された し。

定理4.4.2(且JM期 間構造モデル).(4.33)と 短期利子率の定義rt=f(t,t)を 用いることによって

　 綱+ズ ・(v,t)f
v・(v,u)・dude+ズ 姻 鵡(4.34)

を得 る。

証明.証 明の本質的な部分 は補題4.4.2の とお り。後はほとんど自明である。 □

注意4.4.2.仮 定4.4.1、 定理4.4.2か ら明らかなように、単一因子(短 期利子率)で 表わされるCIR

モデル とは違って、全利回 りをもとにするHJMモ デルでは 「平均反転性」が問題 にされること

はほとんどない。また、ｵお よび σがT× Ω可測な関数であるHJMの 一般的設定のケースでは

(4.34)の 成立が示されることがわかったが、σを一般のボラティリティ関数 σげ(t,s))で 置き換え

た場合、必ず しも(4.34)が 成立する保証はない。これは、確率微分方程式(4.32)の 解 の存在性と一

意性 に関わる問題であり、σに対 してFeynman-Kacの 公式が要求す る諸条件(連 続性 ・微分可能

性、Lipschitz条 件 ・成長条件を満足す ること)が 課せ られ ることになるであろう。 これは、HJM

モデル によって現実 のデータか ら期間構造派生証券 を評価する実務家 にとっては、かな り厳 しい

制約 となると思われる。さらに、σがほとん どいたるところでゼロであれば、確定的な債券市場に

おいて無裁定 ということか ら期待 されるように、すべての時刻tに おいてスポッ ト利子率 物 と先

渡 し利子率 ∫(0,t)は(ほ とんど確実に)一 致す る。最後に、上記のHJMの 一般的な設定のもと

では、(2.4')あ るいはCIRの(4.26)と 比較 し得 るようなゼ ロクーポン債の明示的な価格公式 を導

くことは非常に困難で ある。ゼロクーポン債の明示的な価格公式を得るには、以下の補題4.4.3の

ように、σに関してよ り特殊化 した仮定を設定 しなければな らない。

(4.34)と 基本公式(4.3)か ら、少なくとも理論的には、任意の証券を評価することができる。Gauss

型の特殊なケースを別にすれば、HJMの 設定 に関しては、ほとんどの評価の作業を数値的に行な

うことができる。しかしなが らこのモデルに関しては、特殊なケースを除けば、状態変数の集合は

有限ではない。したがって、偏微分方程式にもとついた計算法は利用できない。その代わ りに、有

限の状態数 を持つ類似の離散時間モデルを構築す ることによって近似価格 を計算する ことになる。
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4.4.3HJMゼ ロクーポ ン債価 格 と ヨー ロ ッパ 型 コール の評価

CIRモ デル と同様、HJMモ デルにおいても、ゼ ロクーポン債 に対す るヨーロッパ型 コールの明

示的な公式を導出することを考える。しか し、ボラティリティ関数 σ(ノ(t,s))を一般形のまま扱お

うとすれば、コールの複製可能性と 「リスク中立的」評価式を与える命題4.2.2の 結論 を上回る内

容を提示す ることは難 しい。そ こで、ボ ラティリティ関数 σは正値定数(こ れは標準Brown運 動

の次元dがd=1で あることも意味する)で あると仮定す ることによって、コールの明示的な評

価公式を導くことを試みる。ただしこのような単純化は、σを7『×Ω可測な関数(あ るいは、瞬

間先渡し率の関数)と して定式化するHJMモ デル本来の理論的意義か らみれば、はなはだしい逸

脱であるといわざるを得 ない。(4・17)しか しなが ら、公式を現実 問題に適用する実務家の立場か ら

見れば、注4.4.2で 指摘 したように、たとえFeynman-Kacの 公式が要求する諸条件 を満たす よう

ななん らかの解析関数を仮定 したとして も、σの特定化 に関す るad-hoc性 は回避 し得ないと思わ

れる。(4・18)

CIRモ デルで扱った と同様、満期がTの ゼロクーポン債 に対 して書かれた、満期s〈Tで 行使

価格Kの ヨー ロッパ型コールオプションを考える。 したがって、満期sに おけるコールの価値は

(AS,T-K)+に よって与え られる。

結論を導 くために、上記仮定のもとにおけるゼロクーポン債の価格 に関する補題 を用意す る。

補題4.4.3.上 記仮定のもとでは、(4.34)よ り、短期利子率rtは

Q2
rt=f(0,t)+2t2+QWt

で与えられる。また、時刻Tを 満期 とするゼ ロクーポン債の時刻tに おける価格は

nt,T一 篶 即 ←(T-t)Wt-Q2sT(T2-t))

(4.35)

一 篶 矧 一(T-t)Crt-♂ オ(T
2-t)-f(o,t))]

によ って 明示 的 に与 え られ る。

証 明 は補論 を参 照 された し。

注意4.4.3.HJMゼ ロクー ポ ン債価 格(4.35)と 、最 も一般 的 な(2.4')あ るいはCIRゼ ロ クーポ ン

債価 格(4.26)を 比較す る ことは容 易で ある。(4.26)と(4.35)を 比較 す れ ば・ いず れ も適 合過程rt

の現 在時刻tの 値 とゼ ロクー ポ ン債 の満期 まで の残 り時 間(T-t)に 依 存す る点 が共 通で ある。た

だ しこの共通 点 は σを定数 とす る特 殊 な仮 定 の も とで得 られ た もの で、必 ず しも一般 に は妥 当 し

ない こ とに注 意す る必 要が あ る。

補 題4.4.3を 用 いれ ば以下 の結 果 を得 る。

(4.17)Bjork[50,Sec.5.3]は σ¢,S)を2乗 可積分な確定関数としてコールの明示的な評価公式を導いている。しかし残念
ながら、この意味で、Bjork[50]の アプローチも一般的というには程遠い。
(4'18)明示的な価格公式を得るという観点から見れば、σをRd値 適合過程(あ るいはTXΩ 可測な関数)で あるとする

ことを断念 して、Gauss型HJMモ デルを検討するほうが有益であるようである。Musiela-Rutkowski[1161はGauss

型HJMモ デルに基づいた様々な期間構造派生証券の評価を試みている。ただしこの場合でも、オリジナルHJM理 論

から見れば、理論的には大きな後退であることは否めないし、σの特定化に関するad-hoc性 を回避し得ているとは思

われない。
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命題4.4.2(HJM期 間構造 ヨー ロ ッパ型 コール価 格).時 刻0に お ける コールの 価格 は

0・=A・TN(d)-KA・ ,SN(4一 σ～唐(T-s))

によって与え られる。ただし、Nは 標準正規分布関数であ り、dは

d-・ 調(T-・)-1・9(KA・ ・/A・,T)2
σ調(T-s)

によって与え られるパ ラメータである。

証明は補論 を参照されたし。 この命題の結論はHJM[85,Sec.6(pp.90-2)],Jamshidian[96]と 本質

的に同じである。 しか しHJM[85]自 身は証明を与えていない。

注意4.4.4.得 られた評価公式 とBlack-Scholes公 式 との対応関係 は明 らかであろう。ボ ラティリ

ティ関数が正値定数であるという単純化がなされて いるものの、この評価公式はBlack-Scholes公

式の場合 と同様標準正規分布関Nの みで表わされてお り、正値定数 σの計測にのみ計算機 コス

トを支払えばよいということになる。

4.5結 び

本章は、CIR期 間構造モデル とHJM期 間構造モデルの理論的 フレームワー クを検証 し、数理

ファイナンス論の観点か ら再検討 した ものである。

CIRモ デルは、連続時間設定 にお ける投資家の効用最大化問題か ら導出されたものであ り、証

券市場均衡理論の成果を直接適用す ることが可能で、この意味でミクロ経済学的基礎を有 して い

る期間構造モデルであることが再確認 された。

HJMモ デルでは、利回り曲線の将来の時間発展が依存する 「状態変数」は、ある特定の有限次

元状態ベク トルではな く、経常利回 り曲線全体 となっている。HJMモ デルの際立った特徴 として、

同値マルチ ンゲール測度Qの 下では先渡 し率!α,s)の 確率分布がボラティリティ関数 σにのみ依

存 し、したがって、HJM期 間構造派生証券の価格 もσにのみ依存する と期待 してよいことが再確

認 された。この特徴は、Black-Scholes公 式と同等の計算コス トで、期間構造派生証券の価格を計

算することができるということを期待させる。

それぞれのモデル について、期間構造派生証券の代表例 として、ゼロクーポン債に対 して書かれ

たヨーロッパ型コールオプションの評価問題 を検討 した。「リスク中立」的評価 と複製可能性 につい

ては命題4.2.2に よって論理的に解決されるが、明示的な公式を得るためにはゼロクーポン債の価

格ntSそ のものを明示的に表わす必要がある。 これはいずれのモデルにおいて も、Feynman-Kac

アプローチによって解 を得ることになる。Feynman-Kacア プローチは、一定の技術的な諸条件 を

満た していれば解の存在性 と一意性 まで保証 して くれるため、応用上 まことに都合がよい。特に、

期間構造モデルは無裁定状態における(「 リスク中立化」 「市場均衡」 「同値マルチ ンゲール測度」

の下での)評 価でなけれ ば意味を成 さない。 この状態での期間構造モデルの解の一意性が保証 さ

れていることは、理論上きわめて都合がよい。

しかし、Feynman-Kacア プローチを採用するために引き起 こされる問題点があることも事実で

ある。本章では考察す ることができなかったが、「破産のリスク」の処理がある。Cauchy問 題(境

界条件を持つ微分方程式)を 解 くための手法 としてFeynman-Kacア プローチが採用できることを

保証するよ うに、破産の リスクをモデルに導入す ることは非常 に困難である。なぜな らば、多 く
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の場合、破産によって値関数あるいは終端ペイオフ関数の連続微分可能性が満足されな くなると

考え られるからである。そのような場合 には、Feynman-Kacア プローチによる解 の存在性 と一意

性が主張 し得ない。したがって、場当た り的にCauchy問 題を解き(解 ければ存在性は示される)、

まったく別の手法で一意性 を示 さなければな らなくなる。「破産のリスク」の問題は、稿を改めて

論ずることにしたい。

また、注4.4.2の なかで も指摘したように、Feynman-Kacア プローチが要求する技術的な諸条

件はきわめて厳 しいものである。CIRモ デル の場合は幸いにして、追加的な強 い仮定をお くこと

な しに明示的な表現(4.26)を 得 ることができた。他方、HJMモ デルの場合は、σをT× Ω可測

な関数(あ るいは、瞬間先渡 し率の関数)と して定式化するHJMモ デル本来の理論的意義か らみ

れば、ゼ ロクーポン債の価格A如 を得 るためになされるボラティリティ関数 σの特定化 はすべて

ad-hocで あるという批判 を免れ得ないであろう。少な くとも実務家の立場か らすれ ば、特定化の

ad-hoc性 を回避 し得ない現状は決 して満足すべき状況であるとはいえないであろう。

単一因子 によるCIRモ デルよりは、因子 に依存 しないHJMモ デルのほうが理論的一般性が高

いものと見なされる傾向があるようである。CIRモ デルでは同値マルチ ンゲール測度Qを 与える

密度 ξが一意に決定される((4.17)を 参照された し)。 これは、CIRモ デルが証券市場均衡理論 と

両立 し得るものであるか ら当然であるといえる。他方、且JMモ デル も定理4.4.1に よってQの 存

在性 ・一意性が証明されるが、注意4.4.1で 指摘 したように、 この結論は仮定4.2.1に 強 く依存 し

ている。 したがって仮定4.2.1が 成 り立たないような状況では、HJMモ デルが証券市場均衡 と両

立 し得るか否かは他の本源的証券の価格 モデル に依存する ことになる。現実の証券市場では、満

期 の異なるゼ ロクーポ ン債 を必要なだけ導入 し得 るとは考えがたいか ら、この点は実務 家にとっ

ても厄介な問題 となるであろう。

CIRモ デルでは、ゼロクーポン債 に対するコールの明示的な評価公式は リーズナブルな計算 コ

ス トを保証するものではなかった。HJMモ デルでは、Black-Scholes公 式 と同等の計算コス トを保

証 して くれるものの、明示的なゼ ロクーポ ン債価格を得るため σを正値定数 とするとい う強い仮

定に依存することとなった。したがって、本章が考察するゼ ロクーポン債 に対する期間構造 ヨー

ロッパ型コールの評価に関する限 り、 この二つの優れた期間構造モデルの間に優劣はつけがたい。
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4.A補 論 一 本 章 で 必 要 な 確 率 論 の 結 果 一

4.A.1Feynman-Kacの 公 式

所 与 のT>0に 対 してCauchy問 題 を考 え る。す なわ ち

区)ノ(x,t)-r(x,t)ノ(x,t)十h(∬,t)=0,(x,t)∈RNx[0,T)(4.A.1)

の 境 界 条件

f(x,T)=g(毋),x∈RN(4.A.2)

の 下 で の解 ノ∈02・1(RNx[0,T))を 見 出す こ とで あ る・ こ こでr:RN×[0,T]→R,h:RN×[0,T]→

1[8,9:RN×[0,T]→RN,σ:RN×[0,T]→RNx4と す る・た だ し微 分作用 素 の は次 のよ うに定義 され る・

の綱 一 綱+綱 ・(瞭1・ ・[・(x,t)・(x,t)T撫 圃 ・(4.A.3)

(4.A.1)一(4.A2)に 対 す るFeynman-Kacの 解 は 、存在 す る とす れ ば

綱 一 ∬ 轟,蜘 一(XT)](　 ・)

で与えられる。ただし

・齢 一・・p卜fr(XT,T)dT
t]

とす る。以下 の条件

(a).r,g,h,μ,σ,fは す べ て 少な くとも2階 連続 微 分可 能 で ¢に関 してLipschitz条 件 を満 たす

(b).Tは 非 負 で ない

(c).r,g,h,μ,σ,fと そ の導 関数 はxに 関 して 成長条 件 を満 たす

が 満 た されて い るもの とす れ ば 、(4.A.1)一(4.A.2)に 対 す るFeynman‐Kacの 解 は一意 に存 在 し、(4.A.4)で

与 え られ る ことが知 られ て い る。 この条 件 は さ らに緩 め る こ とが 可能 で あ るが、 この点 に関 して は専 門 の

数 学 書 に譲 る ことにす る。

4.A.2山 田 ・渡 辺 の 一 意 性 定 理

定 理4.A.1(Yamada-Watanabe[134D.1次 元 確 率微 分 方程 式

dXt=b(Xt)dt十 σ(Xt)dBt,Xo=勿(4・A・5)

を 考 える。σ,bは 可測 、 かつ 、以 下の 条件 を満 たす もの とす る。

(a).条 件

4・(u)-1⑭

(σ(x)m(写))2≦P(i¢ 一 〃1),す べ てのx,y∈IRに 対 して

を満 たす 増加 関数 ρ:R+→R+が 存 在す る。

(b).bはLipschi七z条 件 を満 たす。

この とき、(4.A.5)の 解 過 程 に は道 ごとの 一意性 が成 り立 つ。

証 明 はRogers-WiUiams[125,V.40(PP.265-6)1を 参 照 された し・
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4.A.3Bessel過 程 とBessel2乗 過 程

補題4.A.1.α>0と して、α次元Bessel過 程Tは 確率微分方程式

a-1d
rt=^2

rtdt+dBt,ro=a>0

を満たす。Bessel過 程の推移密度は

・(t,x,y)-exp轟 蕩!/2司 广 ・1(≪-a)/・(xyt)

で明示的 に与え られる。ただ し、Iv(x)は 修正Bessel関 数

んα)一 譱 、,誰 警 、)(4.A.6)

であ る。

Bessel過 程 に関す る以 上 の事 実 はKarlin-Taylor[99,p.238」 に よ る。a=n,nは 整 数 の とき

rtニ(wlt)2+…+(ω 尹)2

とな る。 ただ し、wk,k=1,2,...,nは 独 立な 標準Brown運 動 過 程 で ある 。

補題4.A.2.Z=r2に 関 して伊 藤の 補 題 を適 用 す る こ とによ り、Besse12乗 過 程Zの 確 率微 分 方 程 式 を

得 る。

dZt=2rtdrt十dt

=adt十2rtdBt

=adt+2ZtdBt,Zo=ro=zo>0

山田 ・渡辺の一意性定理4.A.1よ り、上の確率微分方程式 には道ごとに一意な解が存在する。また、α>2

のとき、t>0に おいてZは 決 してゼロになることはない。

最後の主張はRogers-Williams[125,V.35(PP.69-70)]を 参照された し・

4.B命 題 ・補 題 の 証 明

命 題4.2.1の 証 明.適 合 過 程At,s,0≦t≦SはQ一 マ ル チ ンゲー ル で あ るか ら、At,sLt,0≦t≦sはFマ

ル チ ンゲ ー ルで あ る。 また 、すべ て のt∈[0,8]に 対 して ほ とん ど確 実 にAt ,SLt>0で あ る こと は明 らか 。

この とき、(4.2)と 同 じよ うに、Girsanovの 定 理か ら

At,sLt-Ao,s・xp(ズ θ名砥 一1ズIIθ 名IPdり ・

かつ、∬llθ訓2伽 くOQを 満たすある適合過程 θ2,0≦t≦sが 存在することがわか る。 したがって、(4.2)

より

曝 一Aa,s・ ・p(rtrt」r(u)de+」
00(θ 茜)dBu-2ftJO(Hθ 名IP-ilξ(u)12)dul・

この 結果 を確 率 的 に微分す れ ば

dAt,s

Ae ,3-(r(t)+llξ(t)II'‐eta(t))dt+(θ 卜 ξ(t))鵡

を得 る。 こ こで 、σぎ=BSt一 ξ㊨ とお け ば所 望 の結 果 を得 る。 □
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命題4.2.2の 証明.取 引戦略 φは自己資金充足的であ り、割 引価値Vtが すべてのtに 対 して非負、かっ、

sups∈[O,T]VtがQの 下で2乗 可積分 となるものとす る。 このとき

dVt=HtdAt ,T=編 ちTσ『覗

が成 り立つ。sups∈[o岡 薩 はQ-2乗 可積分であるか ら、割引価値過程Vは(Q一 マルチンゲール、すなわ ち

薩=EQ(亀1働,∀t≦s

である。 ここで、VS=xと すれば

Vt=・xp(rt」r(u)du
O)E・[x・xp(-」srO(・ 小 ・

逆 を証明するために、割引価値Vtが すべてのtに 対して非負、かつ、sups∈[o,T]UtがQの 下で2乗 可積分と

なるような自己資金充足的取引戦略を見出す ことにす る。マルチンゲール表現定理によって、∬ ψ多砒 くOo、

かつ

x・・p(-fr
O(u)du)-E・ 一 ・p(TO(u)du)+ズ 岨

を満たす適合過程 ψが存在することがわかる。このとき、すべてのt≦sに 対 して

Ht一 轟rか つ 蜘Q[xexp(-」Sr
O(u)・ 粥 遷

を満たすよ うに取 引戦略 φを定めれば、このコールを複製す ることができる。すなわち、時刻sに お ける

この取引戦略の価値VSは ¢であることがわかる。 □ 、

命題4.2.3の 証明.「 変動率手形」と呼ばれる以下のような証券を考 える。ある満期Tま では短期利子率T

それ 自体 、それ以後 は1で あるような配当率が支払われるものとする。 このような変動率手形の価 値をf

で表わす ことにすれば

糊 一蜥 卿 ・列 一E2[」Trsex
t・(-vvdvt)ds+・ ・p(-」Tr　 dvt)]

-E禦[・ 一・・p(-」Tr　 dv
t)+・xp(-rTJTvdvt)]

=1.

問題 の配当率スワップの時刻tに おける価値をvtで 表わす ことにすれば

・・-E曾[ズ 鴨(rs-〆)ds

-E2ズ 卿 嚇 一E穿 卜 ∬ 伽4嚇

一剏)一 〆ズE票(ψ ち3)ds-Ae ,T(F・b… の定理より)

一・一〆 ズA睡A　

この結果よ り、主張 の後半部分は明 らか。 □

補題4.3.1の 証明の概略.次 のような実数次元Bessel2乗 過程Zを 考える(Besse1過 程 とBessel2乗 過程

につ いては補論A.3を 参照 された し)。

dZt=2kbdt+2ZtdBt,Za=zo
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補論A.2の 山田 ・渡辺の一意性定理(定 理4.A.1)に よって、2b/k2>1の とき上の確率微分方程式は道 ご

とに一意で非負な解過程Zが 存在することが知 られている。 このとき、Delbaen[57]に よれば、(4.8)で 定

義 される確率過程 は4b/解 次元Besse12乗 過程Zで 表す ことができる。

巧=exp(‐mot)Z(k2/4κ)(eiA‐1)・

厳密な証 明はPitman-Ybr[121]を 参照されたし。 この結果か ら、Yの 存在性 と道 ごとの一意性 、および非

負性は、上の実数次元Bessel2乗 過程Zが 道 ごとに一意 に存在す ることか ら明 らか。ここでは、この結果

を伊藤の補題 を用 いて計算によって確かめる。

Tニ(k2/4κ)(ewc-1)と おいて

・B・ 一 譬 ・・tdBt一 書♂・/・dBt

であることを考慮して

dZT-・ 餮d・+・ZTdBT

e・ 欝 餅 ・ZTdBT

=う εκεdカ+鳶 εκオ/2丶/ZTdBt.

し た が っ て

d}t=一 κε一 κ古z。dオ+e-"tdZ。

=一 κ}耄(泥+bdt+ke-kt/2～/ZTdBt

=(b一 κyの(泥 十kexp(‐mot)ZTdBt

=(b一 κyl)dt+k～ 屏dB虚 。

口

補 題4.3.2の 証 明.

'

V(x,zノ)=:」(x,〃,0),」(x,〃,T)=0カ 》つ

J(x,y,t)=Al(t)log(x)十AZ(t)y十A3(t),(x,y,t)E][8+xlibx[0,T)

な る 関 数 」 を 考 え る 。HJB方 程 式 は

sup
cEC{Al(t)1・9(・)+蓋 ・(t)〃+A・(t)+A・(t)(吻 一 ・)+A・(t)(b一 吻

2

‐Al(t)e4+e‐ °tlog(c)}=0 .

上 式 をcで 微 分 して

二A・(t)+・-pt-。 .
xc

この 関係 を元 の方 程 式 に代 入 して 、log(C)の 係 数 を見れ ば

A、(t)+・ 一ρ㌔0,A、(T)=0

な る 微 分 方程 式 を得 る。 したが ってAl(t)=e‐Pc(1-e一 ρ(T-t))/ρ。 か くして

pxc
=
1-e一 ρ(T-t)'

これ よ り最 適 消費 計 画 δと最適 資 本 ス トックKが それ ぞ れ(4.10)と(4.9)で 与 え られ る ことが わ か る。

(4.19)

(4°19)HJB方 程 式の解が値関V(x
,〃)に 一致することは別に主張する必要があるが、この最適性のチェックは割愛する。

この点 に関 しては、AZ(t),A3(t)に 関す る常微分方程式 を解 くことによってJ(x,〃,t)を 明示的に表 し、横断性条件を

考慮す ることによってなし得るということを指摘するにとどめる。
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補題4.3.3の 証明.(4.9)一(4.10)に よって定義される過程Kの 存在性は、KtをYで 表すことによって得 ら

れる。 これは伊藤の補題 を援用 してlog(Kt)を 展開することによって得 られる。

隅+∠ 志(b一 鳶鶏)ftds+」lsYSdBs,
0・b>k・

であるか ら、上の補題の証明か ら積分foYsdsは 存在 し、確率積分fokYSdB.は 定義 され ることがわか

る。 ここでIog(Kt)に 伊藤の補題を適用すれば

dlog(Kt)=K
tdKt‐K2Kte2Ytdtt

=1(h‐e2)Yt‐pIdt+eYtdBt

=1‐P‐icYtldt+eYtdBt.

し た が っ てlog(Kt)は

1・g(Kt)-1・9(/'tKo)+」

0(一 、一,P-P、 。一 、一 ・鶏)ds+」teYSdBsO

とな るか ら、確 率過 程log(K)は 存 在す る。log(・)は 単調 変換 で あ るか ら、Kの 存 在性 は示 され た 。 □

命 題4.3.1の 証 明.Tt≡ 臥 丁∂ は有限 かつtに 関 して連 続 で ある。 なぜ な らば、上 述 の とお り、rは 実 数次

元Besse12乗 過 程

Tt=exp(一 κ亡)Z(σ曇/4κ)(eKt-1)

で あ らわ す ことが で きる 。 した が ってE(T∂ の連 続性 は保 証 され る。Bessel2乗 過 程 の定義 よ り

E(Z(σ 鼻/4κ)(ewt-1))eZo十(62r/4κ)(eat-1)

で あ るか ら、適 当な正 の数0,D,D≧0に 対 して

E(Tt)=・xp(‐rat)E(Z(Q2/
r・ 。)(6Kf_・))

≦e-"t(C(eκL1)+D)

=0十(D-0)ε 冖κt

〈D.

よ っ て

rt=IE(rt)≦D.

か く して 有界 性が 示 され た。

Z)≧E(rt)>oで あ る か らFubiniの 定 理が使 え て

rTfTrT

]EJrtdt=」]E(rt)dt=Jrtdt< _DT<oo.
000

それゆえ、確率積分 .fo6TrtdBtの 期待値はゼ ロであることがわかる。
か くして

t11

0
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再びFubiniの 定理 を用いて、(4。14)か ら

/'t/'t!
rt=IE(rt)=IE(ro+Jrc(r*‐rs)ds+JQTrtdBt

/00

/ft¥

o

-《 ズE(κ(r*‐rs))d・)眦 ・の定理}・よる

t

o///

こ れ は 、Ttニr*+(ro-r*)e一 碗 を解 とす る以下 の常微 分方 程式 と同値 で あ る。(4・20)

drt

dt一 κ(〆・-rt)・ 残・-ro.

か く してtに 関 して指 数 的 にE(rt)→r*と な り、广 は短 期利子 率 の 「長 期 平均 」水 準 とな る。条 件 付 き期

待値 にFubiniの 定 理 を用 いる ことによ って 、任意 の時刻tお よびs>tに 関 して

E亡(rs)=〆+(rt-r)e一 κ(3一亡 ほ とん ど確 実 に

が 成 り立つ こ とを同様 に示 す こ とがで き る。(421)□

補 題4.3.4の 証 明.(4.15),(4.13)か ら

dpt-‐ptrtdt-・ ▽ 喬 而4B・

log(pt)に 伊 藤 の補 題 を適用 して

dlog(pt)=dpt_1e'ptrtdt

pe2h‐e2pt

-　 (・+EZ
h-≡ 、)dt‐ ≒rtdBt

-h‐e2/2

e2‐hrtdt‐ ≒rtdBt.

したがって

1・g(pt)-1・9@・)一㌻ ≦鉢d・ 一壽 ズ ・瓢

よ って(4.16)を 得 る。 □

補題4.3.5の 証 明.確 率 過程 θを

et-≠ 評

(4.20)xt=r`-rtと お け ば 、 常 微 分 方 程 式 は

dxt

dt一 κ銑;xo=r‐ro

と な る 。 し た が っ てxt=(r*‐ro)E‐wtoし た が っ て 、 所 望 の 解 を得 る 。

(4・21)rs=E亡(rs),s≧tと お け ば 、s=tを 初 期 時 点 と して 上 の 議 論 が そ の ま ま 成 り立 つ 。
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とおく。指数関数は凸関数であるから

IEex・(fTJBtdt

O-IEex・(E2Trtdth‐e'o]

..<exp]EEz,/'TrEdttL-E"JOJensenの 不 等 式 よ り

ee'IE=xPh
‐e2(rTJrtdtO]

..E(rTJrtdt

Oく ・・よ り

これ は θがNovikovの 条件を満たす ことを示 して いる。 したがって、ξはNovikovの 定理より非負マルチ

ンゲール になる。このときGirsanovの 定理か ら

匚
dWt=dBt十Btdt

,:+e・ 励

で定 義 され る確率 過 程Wは 、 密度過 程 を ξとす る 同値確 率測 度Qの 下 で標 準Brown運 動 とな る。 口

系4.3.1の 証 明.f(x,t)=H1(T-t)exp[-H2(T-t)毋]が 境 界 条件f(x,T)=1を 満 たす こ とは 明 らか 。

次 に

・(¢,オ)-1・gf(x,t)-2誓チ1・9[(
7+寄 諾 ≡'1;+、。]一('Y+縞 鴇 ≡培 ÷,-xry

とする。 このとき

9x=一 偽(T-t)一 一(什 為誰 十 、ゲ

9xx-o,・t-2窪 チ ト ツ吉κ+(識 藹 讐害+、=,1+[(7+κ)4y2e7(T‐t)(e7(T‐t)、)+、。】、x.

また

9t-ftf,偽 二 ケ ・ 飯 一fxxf-(fxf)2・

したがって、期間構造偏微分方程式(4.21)か ら

1

先 に定義 したg(x,t)が この方程式 を満たす ことを示せばよい。上式 において、毋の係数は

(,+。)(。.(1T-t,一 、)+、,{・ ・2・・(T-t)+・ ・{(・+・)…T-t)+ry-・}

+・ ・彜(e7(T-t)_1)2-{(・+・)・ ・(T一の+7-・}2}-o.

xに 関わらない部分は

21チ[
一 ・+・+恤+・)e7(T-t).・2r(・y(T-t)一 ・

2(7十 κ)(eγ(T-t)-1)十2!γ(7十 κ)(e7(T-t)-1)1)+27]-o.

したがって、与えられた関係は確かに解である。 □
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命題4.3.2の 証明.xか らスター トする(4.27)の 解過程を(X3)で 表わす ことにし・Ikeda-Watanabe[93,

PP.235-40]の 結果 を用いれば・X♂ のLaplace変 換(積 率母関数)が

E(e一λx3)e(,λ 五'、)2 a/ter・xp(一,語 、)
丶

によって与え られ ることがわかる。ただ し

L-、(
。+。Qr)(盛,._)・ 〈一(。轟 弩貍 、))

とす る・ この 記号 を用 い れ ば・XJ/LのLaplace変 換(積 率母 関数)が94。/σ 彜,ζ・ ただ し

・b,・(・)一(,λ'、)、/、exp(一 、潟

によって与 えられ ることがわかる。これは自由度 δ、非心母数 ζの非心XZ分 布のLaplace変 換(積 率母 関

数)で ある。Laplace変 換を反転することによって、この分布 の密度が

菰 ・(x)一 、e-C/2rb/4-1/,・噸 ・一・/・la/・一・(仮 い 〉 ・

によ って 与 え られ る ことが知 られて い る・Is/a_1は 自 由度 δ/2-1の 修 正Bessel関 数((4・A・6)を 参 照 され

た し)で あ る。

と ころ で、命 題4.3.1よ り

Co-E・(nS,T-x)・ ・xp(-」sr(u

O)du)

-E・(H・(T-・)・xp(HZ(T-・)rs)-K)・ ・xp(-」Sr(u)du

O)]

-E・ 転 ・・一 ・・p(-」Sr

O(u)du)-K]E・[・{Ty<T*}・xp(-frO(u)duI

で あ る 。 割 引 か れ た 価 格 のQ一 マ ル チ ン ゲ ー ル 性 よ り 、EQ(As ,Te-fsTO(u)du)=Ao,Tを 得 る 。 同 様 に

EQ(・-f'rO(u)du)=A。 ,。.

した が って 、第1式 最右 辺 を書 き改 めて

σo=Ao,TIP1(TS(ω)<r*)一 κAo,5P2(r5(ω)<r*).

た だ し、P1,P2は そ れ ぞれ

細 、
-A。,T・-f'TO(肋 跚 、:・-」Or(u)伽

4QAo ,T,(9QAo,5

によって与え られる(Qに 関する)密 度を有する確率である。P1の 下でのT、/L1、 および]P2の 下でのrs/五2

が ともに自由度4α/UZrの 非心XZ分 布に従 い、その非心母数がそれぞれS1,r2で 与え られる ことは上述 の

とお りで ある。 したがって、主張の結果 を得る。 □

補題4.4.1の 証明.引 渡 し日T≧tに おけるゼロクーポ ン債の価格はA。 ,、であるから、無裁定の状況では、
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時 刻tに お け る先渡 し価 格pち7,,はE2(nr,s)と な る。 と ころで 、 「繰返 し期 待値 の法 則」 か ら

Aち。Pち。,。=Aち 。Eタ(A。,、)

-E駐[・xp(一 ∬ ゆ)婦1

-E勲[…(-」Trude
t)E掌[・xp(-fsrudeT)]]

-E叫xp(-」Trude
t)・xp(一 ズ 瞬)]

一嚠 ・・p(‐」Srude
t)]

一厄穿[…C∬ ・諏)1

=nts・

し たが って

pt,T,s-At,sA
t,T

を 得 る。

Aち 、が すべ て のtに 対 してsに 関 して 微分 可能 で あ る とす れ ば

f(ち τ)一 贈1°g(Aち 弓 ≡笋9(A齢)-ddT(-1・gAt,T),・ ≧T≧t.

し た が っ て

/rS

At ,s=expl‐/f(t,u)du
t

口

命 題4.4,1の 証 明.仮 定 よ り

一frude

t≦ 一ズ ・画 ・≧・≧ち 叩 ・・

したがって

At,T-Eタ[…(‐ 」Trude
t)]≧E曾[・xp(-」srudet)]-nt,s

つ ま りiognt
,T≧logAち 、とな る。 したが ってs>Tに 対 して

Φ、。。≡1°9(A・ ・)-1°9(A・ ・)≧ ・,f(ち 。)-limΦ,僻 ≧ ・.
8-TS↓T

口

補題4.4.2の 証明.固 定 された満期sに 対して、次式で定義されるQ可 測なマルチンゲールMを 考える。

Nlt-E曾[・ ・p(‐ 」Srude

o]

一 ・xp(-rt」rude

O)nt,s(4.B.7)

=Moen(t).
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ここで・(4.30)を用いて

'

ト1・g輪 イ 顧 一rS」f(t,u)du.
t(::)

Girsanovの 定理の系であるマルチンゲール表現定理によって、MがQ一 マルチンゲールであるか ら、G(B)

に属するあるR4値 過程 η.に対 して次のように表現す ることがで きる。

Mt-Nlo+か(u)砥(燗

(添字に表わされているように、満期 日sに おける全過程 η、に依存することに注意せよ。)Mは 厳密に正で

あるか ら、伊藤の補題を用いて、次の とお りに(4.B.9)を 再表現することができる。

Mt=Moex=.(4.B.10)

ここで、H(u,s)=η 。(u)/Muに 対 して

Ktf
OH(鵡 一1∠`恥)恥)・du.(4B・ ・)

(4.B.7)と(4.B.10)か らJ=Kを 得 る。 な ぜな らば、(4.B.9)よ り

dlllt=η5(t)dBか

ま た、(4.B.10)よ り

Kt=logMt‐logMo,Ko=0

で あ るか ら

dKt一 η鏤)dBt一 許(t)・ η。(tMZ

t)dt.

し た が ってR♂ 値 ベ ク トルH(u,8)をH(u,s)=η 、(u)/.Mμ で 定義 す れ ば

oMu20(u)・ η。(uMZu)du

rt
=JH(u,s

O)d瓦 一1ズ 恥)H(u,s)・du.

」を伊藤過程 として表現 し、そのずれ項 と拡散項 を計算す る必要がある。伊藤過程の一意分解性を用 い

れば・」のずれ項 と拡散項がKの それにそれぞれ一致 し、したがって、望ましい関係(4.33)が 得 られると

してよい。

(4.B.8)の 項fsft(t,u)duは 伊藤過程の積分(uに 関する 「無限和」)と みなす ことができる。伊藤過程 の
有限和の拡散項は個々の拡散項の和であるか ら、少な くともある技術的な正則条件の下では、伊藤過程の無

限和 につ いても同 じ線形性が適用できるものと期待 してよい。 この場合 には、f(t,u)の 拡散項は σα,u)で

あったか ら、」の拡散項 は単 に ∬ σ¢,u)duと なる(こ の事実 は確率積分 に対するFubiniの 定理 として知

られている)。これとKの 拡散項が一致することから

H(t,s)一 ∬ ・(t,u)du(一)

を得る。同様 に、ftf(t,u)duの ずれ項をf(t,u)の ずれ項の積分(uに 関する和)と して表わ し得 るための

十分な技術的正則条件を仮定すれば、(4.B.8)か ら、JとKの ずれ項は以下の場合に等 しくなる。(422)

‐2H(t
,s)恥)T-一 ∬ ・(t,u)du.(4.B・ ・3)

(4.22)(4 .32)か ら 、 ノ(t,u)の ず れ 項 は μ¢,u)と な る 。 した が っ て 、Jtの ず れ 項 は ‐rc-∬ μ¢,u)duと な る 。
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(4.B.12)(4。B.13)を 所 与 とす れ ば、sに 関す る偏 微 分方 程 式 を定義 す る に十分 な条 件が満 足 され、そ れ ぞれ

以 下 のよ うにな る。

∂H(t,s

8s)一 ・(t,s)・(4.B・ ・2)よ り(4.B・ ・4)

H(ち ・)・∂H(t,s8
s)一 ・(ち・)・(4B・3)よ り(4.B・ ・5)

な ぜ な らば、(4.B.12)の 両 辺 をsに 関 して微 分す れ ば

8H(t,s)
_T‐v(t,s),

ors

(4B.13)の 両 辺 をsに 関 して微 分 すれ ば

18
一μ(ち・)ニ ー瓶 毋(ち ・)°H(ち ・))

一 一18
28s(H(t,s)H(ち ・)・)

一 一1∂讐 のH(ち ガ ー1H
2(t,s)(∂H(t,s)8s)T

aH(t,s)H(t
,s)T8

s

8H(t,s)
=-H(t,s)・

8s

を 得 る。

最 後 に 、(4.B.12)(4.B.14)(4.B.15)を 組 み合 わせ る こと によ って

・(ち・)一 ∂H(t,s8s)H(ち ・)・

e・(t,s)(∬ ・(t,u)du)T

-・(ち ・)∬ ・(t,u)Tdu.

を 得 る。 これ は所 望 の基本 的な 結論(4.33)で あ る。 □

補 題4.4.3の 証 明.仮 定 よ り、(4.32)は

df(t,s)=Q2(s‐t)dt+vdWt

とな るか ら、伊藤 の補題 よ り

f(t,s)=f(0,s)十 σ2オ(5-t/2)十 σ晩.

した が って ・rt=f(ちt)=ノ(0,s)十U2t2/2+σ 隅 。 した が って

・xp(-」srude
O)-no,s・ ・pイ(σ 咢2+・ 肌)du]・
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同様に、満期Tの ゼロクーポン債の時刻tに おける価格AちTは

短 一exp(∬ 一ノ(t,s)ds

-exp[∬-f(0,s)ds-∬^←-1)ds-∬ 祠

=expJT‐f(0,s)ds‐Jt‐f(0,s)ds‐2tT(T‐t)‐vWt(T‐s)1

00f

一 篶 ・xp(一 ・(T-v2tT(T-tt)Wt-
2))・

Ttに 関す る上の結果 を用いれば、(4.35)の 最右辺の等式が成 り立つ ことはほとんど自明である。 □

命題4.4.2の 証明.コ ールの時刻0に おける価格Ooは

佃 ・ ・xp(_fTudu
O)(As,T-K)・

で与えられるから

研 、_・xp(一 黛 調A。,T澀,_・ ・p(一 ∬ ・調
dQAo ,T,(オQAo,S

に よ って 、確 率測度P1,IP2を 定 めれ ば(4.23)

σo=Ao,TEP1(1A)-KEP2(IA)

と 表 わす こ とがで き る。 こ こで 、事 象Aは 、4={ωIA。 ,T-K≧0}を 表 わす 。

Q一標準Brown運 動Wの 測度P1,]P2の 下 での 分布 を得 るた め に、それぞ れ の測度 の下 で のLaplace変 換

(積 率母 関 数)を 計 算す れ ば

曲e　 )一 ・xp(mss'-QST十2)・+蹇 ・・,E恥(eaw,)一 ・・p(-622・+蹇 ・・)・

これは、Wが 測度IP1の 下では平均 一vsT+Qs2/2、 分散8の 、測度IP2の 下では平均 一Qs2/2、 分散sの

正規分布 に従 うことを示す。したがってX,Yを それぞれ測度P1,P2に 対す る標準正規確率変数 として

co-A・ ・P・(X<・ 凋 丁一s)1・g(A…K/A…-2
σV億(T-8)))

-KA恥 ・・(Y≦ 一σ調(T
2-s)-1° 響器 傷 丁))・(4.B・ ・6)

よ って 目的 の評価 公式 を得 た。 □

(4・23)1PIP2が 確 率測度の要件を満たす ことをチェックするのは容易である
。
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