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荷電粒子多体系におけるリアプノフ指数と巨視現象

に関する理論的研究

平成 9 年 1 月

上島 豊
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内容梗概

本論文は、著者が大阪大学大学院工学研究科電磁エネルギー工学専攻博士課程にお

いて行った荷電粒子多体系におけるリアプノフ指数と巨視現象に関する理論的研究

成果をまとめたものである 。

最近、 6N次元 (N個の粒子からなる系の各粒子の 3 次元運動量と 3 次元座標)

位相空間の軌道不安定性と巨視現象との関係について興味が持たれている 。 この位

相空間上の軌道不安定性が、統計力学における非可逆過程を決定していると考えら

れている 。 従来の統計力学的手法では、強い非平衡系に適用することが非常に困難

であり、そのような系の振る舞いを予測することは非常に難しい。しかし、軌道不

安定性の指標であるリアプノフ指数は力学量なので、強い非平衡系においてもその

量を定義することが可能である 。 したがって、軌道不安定性と巨視的物理量の関係

を明らかにすることにより、強い非平衡系の巨視現象の理解が深まることが期待さ

れる 。

本論文は、力学特性量(リアプノフ指数)と巨視的物理量との関係に関する理論的

研究をまとめたものである。著者は、相互作用が長距離に及ぶため本質的に多体問

題である荷電粒子多体系を研究対象として選らび、高精度高速強結合プラズ、マ粒 子

シミュレーションコード"SCOPE" を使用し、荷電粒子多体系の力学過程を観測した。

粒子数が非常に大きいシミュレーションに よ り、粒子の力学過程が問題となる極め

てミクロな勢断流非平衡系のダイナ ミ クスを調べた。 ま た、巨視的には同一状態で

微視的に初期値が微少に異なる 2 つの系のシミュレー ションを行うことにより、 古

典 1 成分プラズマのリアプノフ指数を求め、そのクーロン結合定数依存性が希薄プ

ラズマ、強結合プラズマ(液相) 、 固体プラズマの各状態、で異なること、リアプノ

フ指数と拡散係数の関係などについて明らかにした。また 、 希薄プラズマに対して

リアプノフ指数を第一原理にもとずいて理論モデルを構築し 、 リアプノフ指数とマ

クロな誘電応答関数とが関係していることを明らかにした。以下、各章ごとに主要

な結果を総括する。

本論文は、 6 章から構成されており 、 以下に 、 本論文の構成と概要について述べ

る。

第 l 章は、緒論であり、リアプノフ指数と巨視的物理量との関係に関する研究の歴

史的経緯や現在の研究状況を述べた。 さらに、この研究領域の将来展望とその可能

性、また、その中での本論文の位置づけも述べた。

第 2 章では 、 木研究における研究対象である荷電粒子多体系の一般的性質について

記し、プラズマを特徴づける無次元量を定義した。 また 、 荷電粒子多体系の粒子シ
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ミュレーションで使用した高密度プラズマ粒子コ ー ド "SCOPE"について説明し、そ

のコードがクーロン相互作用の長距離性と粒子問相関を正しく取り扱えていること

を示した。

第 3 章は、レーザー核融合で生成される極めて強い非干衡状態のプラズ、マのミクロ

レベルでの巨視現象の粒子シミュレーションを行ない、粒子のミクロな状態が直媛

的に巨視現象に及ぼす影響を考察した 。 本論文では、その対象を勢断流不安定性に

絞り、流体力学的な不安定性が粒子レベルでも生じ、この現象が粒子の軌道不安定

性とつながりがあることを示唆した。

第 4 章では、エルゴード論的観点から、軌道不安定性と統計力学の成立条件の関係

について述べ、その指標であるリアプノフ指数とその瞬時値である局所リアプノフ

指数の定義を記した。 また、粒子シミュレーションにおけるリアプノフ指数と局所

リアプノフ指数の観測方法を述べた。 粒子コード"SCOPE" を用いてリアプノフ指数

を計測するために必要な摂動の大きさと粒子数について数値誤差の観点から検討を

行った。最後に、粒子シミュレーションにより荷電粒子多体系の局所リアプノフ指

数を観測し、その特徴について述べた。

第 5 章では、粒子シミュレーションの大規模パラメーターランにより荷電粒子多体

系のリアプノフ指数のクーロン結合定数依存性を調べ、その結果について考察した。

古典 1 成分プラズ、マの結果について、それぞれの領域のクーロン結合定数依存性を

説明できる理論モデルを構築した。また、希薄な l 成分プラズマの領域では、第

原理に基づいてリアプノフ指数を解析的に求める公式を構築し、その結果と粒子シ

ミュレーションの結果を比較した。さらに、その関係を一般化することで、リアプ

ノフ指数と誘電応答関数とが関係していることを明らかにした。

第 6 章は、結論であり、本研究の結果をまとめて総括を行なった。
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第 1 章緒論

S 1-1 はじめに

最近、多粒子系の 6N次元位相空間 (N個の粒子からなる系の各粒子の 3 次元運

動量、 3 次元座標からなる位相空間)の軌道不安定性と巨視的物理量との関係につ

いて興味が持たれている [1 --- ]5]。一般的に多粒子系では、 6N次元位相空間の軌道

が不安定であるために、可逆な大自由度系を非可逆な少自由度系(熱力学的な系)

として扱うことができるようになる。そして 、 この位相空間上の軌道不安定性が、

マクロな非可逆過程の性質を決定づけてい る と考えられている。したがって、この

ようなミクロな力学量とマクロな統計力学量との関係は、力学と統計力学の本質に

迫る問題であり、その関係を解明することは重要な研究課題である。下の図は、本

論文の研究の位置づけを模式的に表したもので、以下の節で詳 し く述べる。

|応用|

く21クロ流体不安定互〉

強制振動液体

d豆〉 ↑~ 
..................................................•...........................................•.............. ... 

微視(力学)的法則と巨視法則の関係

熱力学状態| 本論文の研究| 位相空間上の軌道不安定性I I拡散係数とリアプノフ指数
相転移

-・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・ a ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・..........

度 / " IJ 自由度
i 基盤 l 統計力学系 |FPU問題 | 一理論 叶 3体問題| 非線形現象

エルゴード性(混合性) カオス

Fig.l-l 木論文の研究の位置づけを模式的に表した図。



~ 1-2 位相空間上の軌道の不安定性 -FPU問題と 3 体問題-

位相空間上の軌道の不安定性に関する研究は、エルゴード仮説[16 ， 17] などの現布

の統計物理の基礎と深く結びついている歴史的問題である 。 そして、その問題は、

コンピューターを使った研究が現代物理学にインパクトを与えた最初の問題(いわ

ゆる FennトPぉta-Ulam (FPU) 問題[18-21]) になったことは有名な話である 。 FPU問

題とは、次のような問題である。連成調和振動子(完全可積分系)に摂動としてイ

さな非線形性を加えた連成非線形振動子において再帰現象が起こる、 言い換えれば、

エネルギーの等分配が起こらないことが観測された。すなわち、 FPU問題は、多く

の人々の予想に反して、完全可積分系に摂動として小さな非線形性を加えた系にお

いて、エネルギーの等分配が起こらないことを提起した。それから多くの研究者が、

この衝撃的な結果に対して研究[22 ，23] を続け、非可積分系は、その非線形度の大き

さによって、位相空間上の軌道が安定な運動をするエネルギーの等分配が生じない

系(近似的可積分な系)と軌道が不安定な運動をしてエネルギーの等分配が生じる

系に分けられることが明らかになった。

一方、統計物理(熱力学系)が対象としないような少数自由度系、すなわち力学系

において最も有名で歴史的問題である 3 体問題[21 ， 23] は位相空間上の軌道の不安定

性と密接なつながりを持っている。 一般的に、 f3 体問題は解くことができない」

ということは、ずいぶん昔に知られていたことであり、 3 体問題は 2 体問題の摂動

問題として近似的に解くしかなかった。しかし、近年になって、このような 3 体問

題には、周期解や準周期解のような性質のよい解ばかりでなく、摂動論的には扱う

ことができない非常にストカスティックな解、すなわち、初期値に鋭敏に影響する

不安定な軌道[24-27]が含まれることがわかってきた。少数自由度の決定論的方程式

から、このような非常にストカスティックな軌道が現れることは、研究者に大きな

衝撃を与えた。例えば、現在まで原因不明であったアステロイドベルトや土星、木

星リングの間隙[28 ， 29]は、このストカスティックな軌道が現れる位置に相当してお

り、そこでは安定な軌道が描けないことが原因であることが分かった。現在、この

ストカスティックな運動状態はカオス [26， 30-33] と呼ばれて、位相空間上の軌道不

安定性と密接に関係していることが知られている。

このように位相空間上の軌道不安定性は、統計力学系、および、力学系において重

要な役割を果たしていることが分かる。本論文は、この軌道不安定性の新たな可能

性について模索した研究である。
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~ 1-3 リア プノフ指数と強皮非平衡系

最近、分子動力学の手法を用いてマイクロクラスター [34]やミクロスケールの非定

常流れ[35 ， 36]や強制振動コロイド[37 ， 38] の分子動力学シミュレーションが盛んに行

われている 。 そのよつな系の 巨侃現象の法則を発見することは非常に難しい問題で

ある 。 なぜ、なら、従来の統計力学的手法はこのよつな強度非平衡系に適用すること

が非常に困難なためである 。 そして、極めて強い非平衡状態でのミクロ輸送過程の

解明は、新しいエネルギー源として有望視されているレーザー核融合[39 ， 40]や産業、

理工学上大きな革命を起こす可能性のあるX線レーザー [41]、レーザー加速[42 ， 43] な

どの進展に不可欠である 。 このようなミクロ輸送過程は、それ自体重要な問題であ

るとともに力学過程と巨視現象との関係を理解するための興味深い問題でもある 。

般的に、軌道不安定性が十分大きい場合統計力学的な扱いが可能となる 。 また、

軌道不安定性はこのような性質だけではなく、更に大きな潜在能力を秘めている 。

まず、第一に軌道不安定性の指標であるリアプノフ指数[31 ， 32] は力学量であるので、

従来の統計力学的手法の限界(局所熱平衡など)を越えてその量を定義することが

できる 。 また、局所リアプノフ指数[31 ， 33]は、さらに微視的な力学量であり、軌道

不安定性の構造や平均から大きくはずれる稀な現象についての力学情報を含む重要

な特性量である 。 第二に、軌道不安定性が大きい系では、初期値を粗視化量が非平

衡状態に対応するように選ぶと、有限の時間で粗視化量が平衡状態(粗視化した確

率密度の最大値)へ緩和する 。 すなわち、軌道不安定性の強さ、すなわちリアプノ

フ指数は、ある意味で非平衡状態から平衡状態への緩和の速さ意味するのである 。

したがって、軌道不安定性と巨視現象の関係を明らかにすることにより、従来の統

計力学的手法が適用困難な系における巨視現象の理解が深まることが期待される 。

現在、リアプノフ指数と巨視的な緩和量である輸送係数に大きな相関があることが

予想され、リアプノフ指数とマクロな統計量の関係を見出すために熱心な研究が続

けられている [1---15] 。これまでの研究で、リアプノフ指数に対する多くの公式が提

案されている 。 例えば、 Chaudhuri [2]は、外力が加えられている非線形振動子につい

てリアプノフ指数の公式を見出し、リアプノフ指数とポテンシャルの 2 階空間微分

の時間相関を関係づけたo Krylov [3] は、剛体球系でリアプノフ指数が衝突周波数に

比例することを見出した。 Gaspard と Nicolis[4] は、 2 次元のローレンツ気体の拡散係

数と正のリアプノフ指数、 Kolmogorovエントロビーを関係づけた。 Seki [5] , Nishihara 

[9 ], Barnett [10] は、拡散係数とリアプノフ指数の関係を提示した。これら多くの研究

は[1-旬、短距離力によって決定されている系か少数自由度の系を対象とし、長距離

力を持つ系は扱いが困難なためほとんど調べられていない。 本論文では、長距離力

を持ち非常に興味深い非平衡巨視現象が生じる荷電粒子多体系について調べた。
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9 1-4 本論文の目的と構成

本論文は、力学特性量(リアプノフ指数)と巨視的物理量との関係に関する理論的

研究をまとめたものである。著者は、その相互作用が長距離に及ぶため、本質的に

多体問題である荷電粒子多体系を研究対象として選らぴ、荷電粒子多体系の力学過

程を観測するために、高精度高速強結合プラズマ粒子コードによるシミュレーショ

ンを行う。本論文の目的は、シミュレーションを通して粒子の力学過程が問題とな

る極めてミクロな勇断流非平衡系のダイナミクスを調べ、また、古典 1 成分プラズ

マの希薄プラズ、マ、強結合プラズマ(液相)、固体プラズ、マの各状態におけるリア

プノフ指数のクーロン結合定数依存性やリアプノフ指数と拡散係数や誘電応答関数

の関係などについて明らかにすることである。以下、各章の構成と概要について説

明する。

第 2 章では、本研究における研究対象である荷電粒子多体系の一般的性質について

記し、プラズマを特徴づける無次元量を定義する。また、本研究の荷電粒子多体系

の粒子シミュレーションで使用した高密度プラズマ粒子コード"SCOPE" [46-50] につ

いて説明し、さらに、そのコードの正当性を評価する。

第 3 章は、レーザー慣性核融合で生成される極めて強い非平衡状態のプラズマのミ

クロレベルの巨視現象の粒子シミュレーションに関する研究であり、粒子のミクロ

な状態が直接的に巨視現象に影響する問題について考察する。本章では、その対象

を勇断流不安定性に絞り、粒子レベルの流体力学的な不安定性の特徴とこの現象と

粒子の軌道不安定性とつながりについて考察する。

第 4 章では、エルゴード論的観点から、軌道不安定性と統計力学の成立条件の関係

について述べ、その指標であるリアプノフ指数とその瞬時値である局所リアプノフ

指数の定義と観測方法を示す。また、粒子シミュレーションにより荷電粒子多体系

の局所リアプノフ指数を観測し、その特徴について調べる。

第 5 章では、粒子シミュレーションの大規模パラメーターランにより荷電粒子多体

系のリアプノフ指数を計測し、そのクーロン結合定数依存性を明らかにする。また、

その結果を説明するために理論的考察をする。希薄な l 成分プラズマの領域におい

て、第一原理に基づいてリアプノフ指数を解析的に求める公式を導き出し、その結

果と粒子シミュレーションの結果を比較する。さらに、その関係を一般化すること

で、リアプノフ指数と誘電応答関数とが関係あることを明らかする。

第 6 章は、結論であり、本論文の結果をまとめて総括を行なう。
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第 2 章

3 次元高密度プラズマ粒子シミュレーション
ω同三JF9川[会ys~l (2.3) 

S 2-1 はじめに

ここで、 meは、粒子の質量を表している。デバイ長より長く、プラズマ周波数より

遅い現象では、希薄なプラズマは集団的振る舞いをする理想的な準中性気体と見な

すことができる。しかし、高密度プラズマでは、集団運動の特徴的な距離や周波数

以外に、個々の粒 rr日j の衝突が頻繁になってくるので、その特徴的な距離(平均自

由行程)や周波数(衝突周波数)も重要になってくる。このような高密度状態では、

さらに量子効果が重要になってくる場合もある。この高密度プラズマの特徴につい

ては、次節で詳しく述べることにする。以下に、本章の構成を述べておく。
荷電粒子多体系(例えば、プラズマ)は、その相互作用が典型的な長距離力(距離

の逆 2 乗に比例したクーロン力)であるため、粒子の運動が多くの粒子との相互作

用により決定される多体系である [1]。また、プラズマの空間的不均ーやプラズマ中

の電流は、電磁場を励起するだけでなく、外部電磁場と結合し、自己無撞着な場を

形成して多様な電磁現象を起こす原因となっている。

プラズマの大きな特徴の 1 つは、電気的な相互作用を遮蔽する能力があることであ

る。この遮蔽能力の存在のため実効的な相互作用長(遮蔽長)が決定される。この

遮蔽長はデバイ長として知られており、次のように評価される。

第 2 節では、荷電粒子多体系の特徴的な無次元量であるクーロン結合定数と電子縮

退度を定義し、その物理的な意味を説明する。

第 3 節では、量子力学的効果が無視できない高密度プラズマの粒子シミュレーシヨ

ンの方法について説明する。

第 4 節では、荷電粒子多体系の粒子シミュレーションで使用した高精度高速強結合

プラズマ粒子コード川SCOPE" について説明する。

第 5 節では、 "SCOPE"の正当性を示す。

m
 

c
 

h
F
 

T

一
附

Q
J
 

ぷ
U

一

一

e

一T

一
九

一
一

π

一
一

A

『
D
 

《
人 (2.1) 

ここで、 T、 ne 、 eは、それぞれエネルギー単位での温度、数密度、電荷素量であり、

下付きの添字eは、電子に対する量であることを意味している。このデパイ長を半径

とする球を考えると、その球内の電子の数は、次のように表される 。

NDE4(nM (2.2) 

この量が、直接粒子一粒子問で相互作用する数、すなわち集団的に振る舞う粒子群

の大きさの目安になる。それゆえ、 NDeが十分大きいプラズマにおいては、集団運動

が重要になる。そして、この粒子群の集団的な振動周波数は、プラズマ周波数と呼
ばれ、密度だけの関数になる。
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S 2-2 プラズマと無次元量

プラズマの特徴を系統的に見通しの良い形で整理するために、いくつかの無次冗亙

[2-----4] を導入する。電子・イオンの 2 成分プラズマでは、 一般的に質量比R、イオン

の価数Zの他に次の 2 つの無次元量によって状態が決定される。そのひとつは、クー

ロン結合定数r と呼ばれ、イオン球半径 aj の距離でのポテンシャルエネルギー Z2 e2 /

ai とイオンの平均的な運動エネルギー T との比である。もう一方は、電子縮退度。と

呼ばれ、電子のフェルミエ不ルギ- êf と電子の平均的な運動エネルギー Tとの比であ

る。クーロン結合定数は、イオン問の相関の強さを表すものであり、次式で定義さ

れる

この式から、 Zがl の時、 leVのプラズマを考えると結合定数がl程度になるためには、

密度は 102ocm-3 ぐらいなければならないことが分かる。 一般に高密度プラズマは、
強結合プラズ、マになる。例えば、 Fig.2-1 から了----- 10の状態は、十分に高密度(固体密
度の 100---1000倍)であれば温度が高い状態 (IOeV程度)、すなわち、完全電離プラ

ズマ状態において達成されることを示している。

電子縮退度は電子の分布関数のフェルミ縮退状態、を表すパラメータであり、次式で

定義される。

6 三 : Ef 三 王￡￡か;ゴア(わ3均仙叫πd仇内川2弘弘n叫巴 一冒 一 . 

(2.7) 

9
u
 

π
 

4

一3

2
e
一T

ど
一
a

一一一r
 

(2.4) 
ここで、 h は、プランク定数hを 2πで割った量である。また、 êfは零温度でのフェル
ミエネルギーであり、単位体積で許される量子状態の低いエネルギー準位から }II買に

電子を埋めていった場合に、最後の電子がもっエネルギーに相当する。ところで、

量子力学的な効果として代表的な量であるド・ブロイ波長[5] は、電子の代表的な温

度を用いて次のように書くことができる。

n
 

また、 (2 .1 )に llj = lle/Z , T = me(入民ωpef 'ωL=4πllee2 /me の関係式を )11買に代入し
て整理すると、クーロン結合定数は次のようにも書くことができる。

一 一

3 
(2.5) 

入巴三市= 1.5a.[ωんJ'[長]>=1.5叫ん]国 2 (2.8) 

式(2.5)から、クーロン結合定数は NDeーか比例すること粉、かる。これらのことから、
イオン聞の相関の強さとデパイ遮蔽効果、すなわちプラズ、マの集団運動とは密接に

結びついていることがわかる。

r<<1 のプラズマでは、粒子聞のクーロン相互作用エネルギーが粒子の運動エネル

ギーに比べて十分小さいので、個々の粒子聞のクーロン相互作用が無視できる。ま

た、この時NDe >>1 、つまり、デパイ球内に多くの粒子があることになり、デバイ長
で実効的にクーロンカが遮蔽され、いわゆる理想プラズ、マとなる。逆に r>1 のプラ

スマでは、デバイ球内にほとんど電子がないため、デバイ遮蔽の効果がなくなり、

イオン聞の相関が強くなることになる。このようなプラズ、マを強結合プラズ、マとよ

~o 電荷素量の値を代入して温度、密度についてまとめると次のような関係が得ら
れる。

leV 、 1022 cm-3のフラズマを考えるとド・ブロイ波長がai程度になることが分かる。
すなわち、この温度密度領域での近接相互作用において量子力学的な効果が現れて

くるので、プラズマの運動の正確な描像を得るためには、量子力学的な効果を考慮

しなければならないことが分かる。また、この結果を使って電子縮退度を書き直す

と、次のような関係が得られる。

。 =lt)J=059z-11ん (2.9) 
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(2.6) 

すなわち、 Zがl の時、 leVのプラズマを考えると電子縮退度が1程度になるのは、密
度は 1021 cm-3 、すなわち同体密度ぐらいであることが分かる。一般に高密度プラズ
マは、電子縮退フ。ラズ、マになる。 Fig.2-1 は、十分に高密度(固体密度の100---1000倍)
であれば、温度が高い状態( l OeV程度)、すなわち、完全電離プラズマ状態で e---
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0.01程度になることを示 している 。

以上をまとめると、密度・温度とク ー ロン結合定数・電子縮退度の関係は、次のグ

ラフや式を満たすことになる 。
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また、クーロン結合定数や電子縮退度以外でも、よく使われる(しかし、クーロン

結合定数や電子縮退度と独立ではない)無次元量がある 。 クーロン結合定数と 電子

縮退度の積を使って新たに定義された無次元量fsは、高密度プラズマでよく使われる 。

この無次元量 は、 電子についての半径a をボア一半径aB [5] で割った量であり、 熱エ

ネルギーがフェルミエネルギーより十分小さい縮退した電子系における電子のク ー

ロン結合定数に対応する 。
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この式から、 Zがl の時、 1023 cm-3 のプラズ、マを考えるとボア一半径 aB と電子につい
ての半径 aeが同じ大きさになることが分かる 。

クーロン結合定数と電子縮退度の 2 乗根の積を使って新たに定義された無次元量は、

希薄なプラズマのクーロン対数の評価に使われる 。 この無次元量は、 ド・ブロイ長

と古典的な粒子の最接近距離であるランダウ長九三 e2 /T = arの比、別の言い方をす
ると量子力学的不確定性からくる散乱角の不確定の大きさ~<pと古典的ラザフォード

散乱(小角度散乱)の散乱角の大きさφについての比であり、荷電粒子の小角度散乱

が古典的に扱えるか、 量子論的に扱わなければならないかを決定する量[5]である 。

1 028 1 026 

number density [cm-3] 

1 024 1 022 1 020 

1 0・ 2

1 01 8 

Fig.2・ 1 温度・密度とクーロン結合定数・電子縮退度の関係。 実線は、クーロン結合定数が一定の

状態を示しており、それぞれのクーロン結合定数の大きさは、グラフの外側に記している 。 破線は、

電子縮退度が一定の状態を示しており、それぞれの電子縮退度の大きさは、グラフの中央部に記して

いる 。 左上方が理想プラズマ、右上方が量子論的プラズマ、右下方が量子論的強結合プラズマ、左下
方が古典的強結合プラズマの領域である 。

(2.11 ) SE古=去二日ldF=54[す

-13--12-



この式から、 Zがlの時、イオンは50keV以上の温度のプラズマの小角度散乱(クーロ

ン対数)の評価は、量子論的に扱わなければならないことが分かる。ちなみに、電

子の場合は、 25eV以上の温度のプラズマは、量子論的に扱わなければならないが、

クーロン対数は、古典的に扱っても量子論的に扱ってもオーダーは同じであるので

定性的な議論では、特にこだわる必要はない。
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S 2-3 高密度プラズ、マの量子効果と粒子シミュレーション

本研究では、 2 つのタイプ(古典的な荷電粒子系と量子効果のある荷電粒子系)の

粒子シミュレーションを実行した。 1 つは、粒子を古典的な点電荷と考える l 成分

プラズ、マシミュレーションである。このシミュレーションは、実際の荷電中性が破

れた 1 成分のプラズマだけでなく、電子が完全縮退して(電子縮退度が0) 、電子が

様な中和電街として扱うことができる高密度プラズマとも対応している(この場

合、電子は一様であり、イオンを遮蔽するようには運動しない)。この l 成分プラ

ズマでは、もちろん、完全縮退した電子のダイナミクスは追うことはできないが、

高密度プラズマのイオンに関与する物性(粘性、質量拡散)などを評価する良いモ

デルとして、多くの理論的解析や粒子シミュレーションに用いられている [2， 6--10] 。

そして、モンテカルロシミュレーションや分子動力学シミュレーションなどでクー

ロン結合定数が170を越えた辺りで相転移を起こし、結晶化することが予想されてい

る [2 ， 6--10]。最近では、実験により 1 成分結晶プラズマが確認されている [11]0 

もう 一方の量子効果のある荷電粒子系は、電子縮退度が l 程度、もしくは、 1 より

小さい系のことであり、前段落に述べた特殊な極限を除いて通常の粒子コードでは

扱うことができない。このような状態の粒子シミュレーションを実行するためには、

何らかの方法で量子効果を考慮しなければならない。大きく分けて 2 つの方法が考

えられる。 1 つは、量子効果の源である電子の運動を何らかの方法(量子超網鎖近

似など)で統計的に処理して、電子をまとったイオンの実効的なポテンシャルを求め

て、そのポテンシャルを使ってイオンの平均的なダイナミクスのみを粒子シミュレー

ションで計算する [12]。この方法では、統計処理をするモデルの適用範囲内では、量

子効果の大小にかわらず粒子シミュレーションは実行できる。しかし電磁場のない

電荷中性状態でのイオンのダイナミクス(粘性散逸や拡散現象)は記述できるが、

プラズマ特有の電磁場との相互作用や電子のダイナミクスを記述できない。もう l

つの方法は、電子一電子、電子ーイオン聞の 2 体の相互作用自体に量子効果を導入

する方法である[13--16]。例えば、トンネル効果とパウリの排他効果などを古典的な

ポテンシャルに繰り込むことで、粒子シミュレーションに実効的に量子効果が加味

されることになる。この方法では、プラズマ特有の電磁場との相互作用や電子のダ

イナミクスを記述できる利点はあるものの、量子力学的効果を古典的なポテンシャ

ルに繰り込むという無理をしているため粒子シミュレーションの適用範囲は小さい

領域に限られる。本研究では、後者の方法をとり、トンネル効果とパウリの排他効

果を古典的なポテンシャルに繰り込んだC.Deutschによって提唱された準量子論的ポ

テンシャル[14--16] を使って量子効果を考慮した粒子シミュレーションを実行する。

準量子論的ポテンシヤルとは、粒子の量子力学的効果の重要となる距離であるド・

-15-



ブロイ波長に対応する半径(入d/ 2π) の関数としてトンネル効果とパウリの排他効

果を次のように繰り込んだポテンシャルである。 55dJpZ3rJ5+078ゅの値をとることが分かる 。 r-J8が十分小さい場合、温度密度

によらず0.7Tがポテンシャルの最大値である 。

,....., 

Lト司 15 

句、 t I pure Coulomb : ~/ rT = aJr 
モωシ 12 
』圃~

v 目
帽
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o 
a 

曲 9 

6 
3 
0 
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国
E 』
O 
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te = 0.2 
。

。 0.2 0.4 0.6 0.8 1 
distance [ r/a ] 

Fig.2・2 準量子論的ポテンシャルの距離依存性。 横軸は、平均粒子半径で規格化した 2 粒子間の粒

子間距離であり、縦軸は、クーロン結合定数と熱エネルギーで規格化した 2 粒子聞の相互作用ポテ ン

シャルエネルギーである(純粋なクーロンポテンシャルで、距離aで、のポテンシャルが常に l になる規格

化) 。 図の太い実線は、純粋なク ー ロンポテンシャルを、細い実線と破線は、それぞれ電子縮退度が

等しい場合の同種粒子聞と異種粒子問での準量子論的ポテンシャルを表している 。 ただし、実線は、

クーロン結合定数がl の時のものを書いた口 クーロン結合定数が小さくなればなるほど、実線は破線

からはずれて大きくなってくる 。
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そして、 q 、 r は、それぞれ電荷、 2 粒子聞の距離であり、下付きの添字α 、 9 は、

粒子種(イオンまたは電子)を表している。 8αp は、パウリの排他効果の有無を表し
ており、同種粒子の場合は l 、異種粒子の場合は O の値をとる。右辺の第 1 項日は、

古典的なクーロンポテンシャル、第 2 項目は、量子効果であるトンネル効果によっ

てポテンシャル壁の透過率が増大することからくる寄与を表している。第 3 項目は、

パウリの排他効果による粒子の実効的な反発を表している。ただし、このポテンシャ

ルはド・ブロイ半径(入d/ 2π) が粒子球半径より十分小さい時に有効であるが、強
い縮退状態は記述できない。ちなみに、ド・ブロイ半径は、電子縮退度と次のよう

な関係があり、

。=蒜(そJz- (2.13) 

ド・ブロイ半径とイオン球半径とが等しくなるときの電子縮退度は 0.033である。

したがって、この近似モデルは、電子縮退度がおよそ 0.1以上の範閉で有効であると

考えることができる。また、それぞれの項の大小関係をわかりやすくするために無

次元量で規格化すると、準量子論的ポテンシャルは次のように書くことができる。

Fig.2-2が示すように、電子縮退度が小さくなるにつれて原点近傍でのポテンシャル

の低減化が見られ、熱速度の数倍の速度を持つ粒子は、正面衝突で粒子の中心をす

り抜けることができるようになる 。 これは、量子力学的なトンネル効果を現したも

のである 。 また、パウリの排他効果のため、常に、破線より実線の方がポテンシャ

ルは高くなっている 。キ三叫1叶5日j}+oい
(2.14) 

この式から、距離がO での規格化されたポテンシャルは、発散しないで
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S 2-4 3 次元高密度プラズマ粒子コード"SCOPE"

プラズマは、その相互作用の長距離性のため本質的に多体問題であり、粒子(ミク

ロ)と電場や磁場(マクロ)が密接に結びつき、非常に複雑な状態が実現される興

味深い系である 。 しかし、それがゆえにプラズマの粒子シミュレーションは、克服

すべき困難な点がある。まず、強結合プラズマでは近接粒子間の相互作用を無視で

きないので、プラズマのダイナミクスを明らかにするためには、理怨プラズマのよ

うに近接粒子との相互作用を無視する粒子シミュレーション (PIC法) [17 ， 18] は適当

ではない。また、中性粒子系と異なり、クーロンポテンシャルは距離に逆比例する

遠距離力をもつので、遠くの粒子との相互作用についても考慮しなければ、正確な

ダイナミクスを得ることができない。さらに、強結合プラズマでは、粒子相関が強

く遠くまで届くので粒子シミュレーションで有為な情報を得るためには、数百~数

千個に及ぶ粒子数が必要である。また、空間的に非一様なプラズ、マを扱うには、数

万~十数万個に及ぶ粒子数が必要であるが。しかし、これは現在のスーパーコンピュー

ターをもってしても直接粒子聞の相互作用を計算 (Ewald法) [19]するには、非常に

長い時間を要する粒子数であり、全くの非現実的問題となる。そこで、近接および

遠隔のクーロン相互作用を高速高精度に計算するために、近くの粒子同士の相互作

用は粒子一粒子間で、遠くの粒子との相互作用は粒子一格子問でで、言計十算する

Pa制口icle-Pa制r口ticle Par凶tic必le

て 3 次元粒子シミユレ一シヨンを行う。

PPPM法では、 2 種類の 3 次元空間格子が使われる。 Fig .2-3は、その 2 次元イメー

ジであり、 2 種類の空間格子を実線と破線で、、シミュレーションの基本セルを太い

実線で、また、粒子を白丸と黒丸で表している。実線と破線の空間格子は、それぞ、

れPP格子、 PM格子と呼ぶことにする。それらの 2 種類の格子の役割の説明は後です

る。全ての粒子は、各々対応するPP格子に登録される。すなわち、全ての粒子は、

格子の番地を持っていて、その番地登録は、シミュレーションステップ毎に更新さ

れる。 PPPM法では、粒子の位置は格子の大きさで規格化されているので、粒子は、

位置の整数部をとることにより簡単に格子へ番地登録される。これも PPPM法の利点

の一つである。
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Fig.2-3 2 次元メ ッ シュと粒子位置(白丸と黒丸で示している o )の模式図。 薄い実線と破線は、

それぞ、れ、粗い(PP) メッシュと細かい(PM)メッシュを示している 。 濃い実線は、 2 次元の単位システ

ムを表している 。 斜線と灰色の領域は、 i粒子 (黒丸) の力の計算をするときに用いる PP領域である 。

周期境界条件を採用しているので、例えば、 j4は、 j2 と等価な粒子である 。

PPPM法は、システムの全ての粒子の問に働く力を近接粒子と遠隔粒子に対して一

つの異なった手法(PP 法と PM 法)を用いて計算している。 PP 法では、 i粒子に働く力

を、その粒子の位置する格子(斜線の格子)とその最近接の26個の格子(灰色の格

子)のなかに位置する粒子 (j 1 やj2) からの力を直接足し挙げることで計算する 。 こ

の27個の格子の領域をPP領域という 。 灰色の格子の外側にある粒子 (j3やj4) からの

力は、次に述べる PM法によって計算される。 PM 法は、理想、プラズマの粒子シミュ

レーションで使われているPIC法[1] と同じものである 。 すなわち、粒子の電荷を格子

点へ割り付け、得られた格子点での電荷密度を使って、差分化したポアソン方程式

を解いて格子点での電場を求める。その格子点での電場から粒子に掛かる力を内挿

して求める。 i粒子に働く力は、形式的に次のように書くことができる。
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れるべきである 。 PM法では、格子点での電荷密度を用いて、ポアソン差分方程式を

解いて格千点での電場を求める 。 4 次の差分スキームでは、(1'， m' ， n')格子点での電

荷密度 PI' ， m ' ， n ' は、(1， m ， n)格子点に次のような電場 E{l， m， n) を誘起する 。

ここで qj 、 qj は、それぞれi、 j粒子の位置を表し、。ij は、 j粒子がi粒子上につくるポ

テンシャルである 。 最初の項は、 PP領域中の粒子からの直接粒子一粒子間力を表し

ている 。 第 2 項は、 PP領域外の粒子が 3 次元格子点(l，m， n) につくる電場から i粒子に

かかる力を補間して求めたものである 。 E 1. m.n (qi)は、システム内の全ての粒子によっ

てつくられたi粒子上の電場であり、 E' l.m.n (qj) は、 PP領域中の全ての粒子によって

つくられたi粒子上の電場である 。 PP法と PM法でのPP領域電荷の二重加算を防ぐた

めには、原理的には 2 通りのPM計算方法 (pp領域の電荷密度または電場の除去) が

考えられるが、周期境界条件では E' l.m.n (qi) を E 1. m.n (qi)から取り除く方法が、全粒子

でのフーリエ変換が 1 回で済み計算コストをヲ|くおさえることができる 。 この手法

の詳細は後に述べる 。

PPPM法では、 PM法から力の計算に誤差が生じる 。 PM (PIC) 法の特徴は、理想、

(無衝突)プラズマを超粒子でシミュレートするために近接粒子聞の力を過小評価

していることである 。 それは、近接実粒子間の力の計算では、大きな誤差を作り出

す原因になる。この誤差の絶対値は、 PM格子によって規格化された 2 粒子聞の距離

によって決定される 。 我々は、オリジナルのPPPM法 [20] を以下のように改良したo

11 SCOPEII [20 ----23] では、 PP格子につけ加えてPM法の精度を上げるためにより小さい

格子、 PM格子を使用し、格子点への電荷の割り付けと格子点電場から粒子上の電場

への補間に 3 次のスプライン関数を使った。 差分式での誤差を低減させるために、

ポアソン方程式には 4 次の差分方程式を採用した。 さらに、式(2.15)に書いたように

PP領域の電荷の二重加算を防ぐためPP領域からの電場 E' l.m.n (qi) の除去を行った。

3 次のスプライン関数と 4 次の差分スキームを使うことで、誤差はPM格子によって

規格化された 2粒子問の距離の逆数の 4 乗に比例することが知られている[4， 22 , 24]0 

このようにして、 PM法に PM格子の導入が要求されるのである。一方、 PP格子の大

きさAは、直接粒子一粒子問力を計算する粒子数を決定しており、粒子相関の距離

(強結合プラズ、マで、は、イオン球半径の数倍)よりも大きくとることが望ましい。

本研究では、 PM格子の大きさの企fは、 PP格子の半分にした。 その時、 PM法で扱う最

接近粒子のPM格子によって規格化された粒子間距離は、 2 より大きくなる 。 この細

かいPM格子を導入することによって、粒子に働く力の誤差の 2 乗平均 (RMS) は

0.02%より小さくなる。この誤差は、 Ewald法 [19] (周期境界条件で全ての粒子聞の

力をPPi法、すなわち粒子一粒子問で計算する方法。 )との比較によって計測した。

前に述べたように、 PP領域の粒子からの電場 E' l.m.n (qj )は、 E 1. m.n(qj)から差し引か

2π.ð. rPl' E(l, m,n) =一i -'--rn 

L' 恥1'N'

ih15M乍(…)ヤ川)
L・一1M ' ー 1 N ・ - 1 e ¥ L jVj j"< J 

x I I I _'-/ _'-'¥ _. / _. '¥ _. / _, '¥ 
( _ • ') 1tレ ì . _'. 2πk m (') I ~; _ 2 1tk m 1 I ~; _ 2 1tk n (') • ~; _ 2 1tk n 1 日m叫~n2213+sin2」|+S1n 」13+SIn --|+m2E|3+SIn-1

L' ¥. L' J M' \.恥fJ N'¥. N') 

1 ( . 1tk ， πk.πk_πk_πk_πk_ 1 
×一<sm--' cos--' sm-ー_'-" cos-ー.....!!!..sm-ー.....!!...cos-ー.....!!... > 
3 l L' L' M' M' N' N' J 

(2.] 6) 

E' I,m,n (qi) は、 PP領域内の電荷密度によって誘起された電場なので、 PP領域内の電

荷密度のすべてが足し挙げられるべきである 。 原理的には、 L' ， M' 、 N' は、無限大

でなければならないが、数値計算上の収束状態から十分大きいと見なせるよう にPP

領域の大きさの2563倍にして計算した。

実際に粒子シミュレーションを行うためには、上記のPPPM法で求めた粒子の加速

度αを使って、運動方程式を解くことが必要である 。 "SCOPE"[21 ~24]では、粒子の

位置と速度の定義する時間を企ザ2 (企tは、シミュレーションの時間刻み幅) ずらして

定義して、この運動方程式を leap仕og法で、解いたo leapfrog法とは、 Fig.2-4 のような時

間発展差分法である。

-20- -21-



位置 q l/ 2 は、次のようにして求めることができる 。

� �2 

ql/2 = qo +--:-VO +一一α0
. ， ゐ v 2 v 8 v 

(2.18) 

Fig.2-4 leap合og法の模式図O 白丸が、 l回pfrog法で、定義される粒子の位置と速度であり、黒丸が、そ

の時間の粒子位置座標からPPPM法によって求められた加速度を表す。 ここで、 添字は、 ðtを 1 ステ ッ

プと考えた時間ステ ッ プ数を表す。

シミュレーションの中では、粒子の加速度を計算すると同時に ðtl2遅らせた粒子の

位置座標を計算して、常に速度と同時刻の位置のデータを持つようにしている 。

"SCOPE"では、通常、プラズマの集団現象を追いかけるために、 ðt -土ωJ程度
20 }' 

の時間刻み幅を使用している 。 しかし、 電子一イオンの 2 成分プラズマ、薄いプラ

ズマは、非常に近くに他の粒子が存在することがあるので ( 1 成分強結合プラズマ

は、排除体積が十分大きいのでこのようなことは起こらない。) 、 ðtの聞に受ける

力が大きく変化し、この時間刻み幅では、粒子の軌道を正しく計算できなくなる o

"SCOPE"では、このような場合、そのような粒子の軌道を正しく計算するために、

その粒子とその周囲の粒子を 一つのグループにして、そのグループのみ時間刻み幅

をより細かくして計算する手法 (局所可変時間ステップ法) [22, 24] を使っている 。

例えば、ある粒子グループについての時開発展を行うときは、その粒子グルー プ内

の粒子の位置 と速度は、 Figユ5(a) 、 (b)のようにして更新される 。 この時、このグルー

プ以外の粒子からの力やPM領域からの力は、細かい時間刻みの間一定と扱う 。時間

刻み幅の縮小率が偶数と奇数で異なるので、時間刻み幅を ðft = ðtl2 にした(a)場合と

�t = ðtl3 にした(b)場合ついて説明する 。
具体的には、 v。、 q l/ 2 を初期値として与え、 q l/ 2 から PPPM法により加速度α1/2 を

求めて V1 を計算し、得られた V1 を使って q3/2 を計算するのである 。 このように

leap合og法は、位置と速度の定義時間をずらしているため時間微分が中心対象差分と

なるので、新しい時刻の位置と速度を求める時に直前の位置と速度しか必要としな

いにも関わらず、時間に対して 2 次のオーダーの精度が保証されている 。 しかしな

がら、 leapfrog法で、は、位置と速度の定義時間がずれているため同時刻の情報を得る

場合には、何らかの補間をしなければならない。 例えば、速度 v。と同時刻の位置 qo

を求める場合、粒子の速度 v。と位置 qll2 だけからでは、時間に対して 2 次のオーダー

の精度をもっ位置 q。を求めることはできない 。 位置 ql/2 での粒子聞の力から得られ

る加速度α1/2 を使うことで、時間に対して 2 次のオーダーの精度をもっ ðtl2遅らせ

た位置 q。を求めることができる。

(a) �t = �l2 

� �2 

qO= q1/2 一 一一円一一一α1 I ヲ
'v  -/1'ゐ 2 v 8 L/ゐ

(2.17) 速度。

恥2 = q714 -(~引叫す(日) 創2α川q ，げ = qn +~L\ tvn -~ (~ f邸、
"L -v 2 υ 2 ¥.2J u 

度

7

速

'w

円H
H

・
・'
F
L

令
H
H

・
・F
E
--，
.

券
時間

この時、加速度 α1/2 は、本来α1/4であるべきだが、時間に対して 2 次のオーダーの

精度では、それらに差はない。 同様にして、粒子の速度 v。と位置 qoから ðtl2進めた



(b)ilft = ilt/3 

l 己)qlJ3 =qo +zavo+2a12α。

一
加速度

マハ ' . 
:α112 

. . . . . . . . . . 
。

. 
位置+一心q 。 。 c 

116 ~:、 ql /2 -* ¥QSI6 : ..t ¥Q716 ~ 4 Q312 

速度ベコ 。 。 む 。

: Vo : V2 16 : V 416 : V1 : V 816 時間
a . . . . 

ここで、添字の加叫と offは、それぞれ解析解および粒子からの力を一定にした場合

の呈を表す。 また、ここでは、全て重心系で考えており、 q。と v。は、それぞれ、粒

子問距離と速度差の大きさである 。 まず、許容できる最大誤差Eから、第 3 式から粒

子グループを決定する半径 q。を次のようにして決める。

qc= Llt 2 2竺立.
ε 

(2.20) 

Fig.2-5 局所可変時間ステップ法において時間刻み帽を細かくした場合の時間発展の模式図。 (めは

Llft= Llt/2 、(b)は企ft = ilt/ 3 の場合を示す。 白丸が、 ilt の時間刻みでleapfrogl法 +2 次精度の時間

前進と後退で定義される粒子の位置と速度と速度と同時刻の位置であり、灰色の丸が、時間刻みを

ilft にしたときに、対象となる粒子グループのみに定義される位置と速度である 。 ここで、添字は、

本来の時間刻みiltを 1 ステップと考えた時間ステップ数を表す。 初期と最終の位置座標は、前段落で

述べた時間後退の手法を使っている 。

粒子グループは、本来3 ilt/2時間ステップ( ilft で時刻を進める時間)に半径q。内

に入る全て粒子であるべきである。そのことを近似的に考慮するために、 3 ilt/2時間

後の粒子位置を ilt の時間刻み幅で予想して ilt のどちらか一方でも半径企t内にはいる

粒子全てを粒子グループとして考えることにしている。 Fig.2-6のように模式的に書

くと、 i粒子とペアを組む粒子グループに入るのは、 jl 、 j2、 j3 、 j4である。

ノ
戸

4
¥
 

j

③
 

o , 
③ 

局所可変時間ステップ法において、時間刻みを細かくする粒子グループ、および、

時間刻み幅 ilft は、次のようにして評価している。時間刻み幅を小さくしたときの誤

差は、 leapfrog法や 2 次精度の時間前進と後退などの差分上生じる誤差と細かい時間

刻みの間一定の力(このグループ以外の粒子からの力やPM領域からの力)と扱うこ

とによる誤差に分けられる。純粋な 2 体問題は、解析解が得られるので、解析解と

差分による数値解の差を評価することができる 。 このとき、細かい時間刻みの粒子

ペアの速度、位置およびこのグループ以外の粒子からの力を一定としたことによる

速度の誤差率は次のようになる。

l-v，叫=ムt3土2L
v1 I 

. 
12qovo 

q I -q I anal I .. < 3 J 町内向i 畑出|ニムt.J二一ーとチ.
ql I 

. 
24 qoL. 

ノ

。

(2.19) 

Fig.2-6 i粒子とペアを組む粒子グループの決定方法の模式図。太い実線の円および、黒丸、斜線の

丸は、それぞれ、時刻t=Oの時のi粒子に対する粒子グループ決定半径および、 i粒子とその近傍の粒子
(j l ~j6) である。太い灰色の円 、 白丸、灰色丸は、それぞれ、時刻t=3/2 ilt の時のi粒子に対する粒子
グルー プ決定半径および、 i粒子とその近傍の粒子 Gl ~j6) である 。
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次に、上で決められた粒子グループ内のすべての粒子ペアに対して、時間刻み幅企rt

を次のようにして決める、グループ内粒子ペアの中の最小値を採用し、 Fig.2-5の万

法で時間発展させる。

J 12EQoVo 12εQ3/2 V 31 2 24εQo 24EQ312 1 
ムt = min~ 弓 , 勺 ，一一一， ト

ー |αo-α3/2-α。v。 α3/2V3/2 J 
(2.21 ) 

すなわち、時刻0、 3 ð.t/2のそれぞれの位置及び速度の誤差がεを越えないように決め

るのである。

このような局所可変時間ステップ法による粒子の追跡方法は、局所的に高密度な場

合や非常に速度の大きい粒子が生成するような、強度非平衡状態のシミュレーショ

ンの計算時間を節約することにもなる。実際、第 3 章の勢断流(強度非平衡状態)

の大規模粒子シミュレーションでは、この能力を十分生かすことで、短い計算時間

で正確にシミュレーションすることができた。
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S 2-5 SCOPEの初期値作成と正当性

物理的に妥当な初期値から粒子シミュレーションを始めるために、熱平衡状態の粒

fの位置と速度を作らなければならない。特に、強結合プラズマの粒子シミュレー

ションでは粒チ相関が大きいので、いかに物理的に妥当な初期値を使うかがシミュ

レーションに大きく影響する。熱平衡状態に近い仮の初期値を人工的にっくり、そ

の初期値から粒子シミュレーションを時間発展させることによってより熱平衡状態

に近づけて物理的に妥当な初期値を作る。最終的な初期値を作るためのシミュレー

ション時間は、運動量と動経分布関数が十分定常と見なせる程度、すなわち、衝突

周波数の数倍から十数倍計算すればよい。仮の初期値は、粒子を最密六方格子の格

子点に配置し、速度をエネルギー空間でのマックスウェル分布を各群の粒子数が同

じになるように 6 群に分けて、それぞれの群に対して正 2 0 面体の面心方向に与え

る。この配置は、温度ゼロ極限のエネルギーの最低状態であり、この状態に速度を

与えて、シミュレーションの時間発展を行うことは、結晶から融解しながら平衡状

態に達する過程を模擬していると考えることができる。 4000シミ ュレーションステッ

プ (200ωp'l) 後、運動量と動経分布関数は定常状態になった。運動量分布関数は、
熱平衡状態を示すマックスウェル分布であり、動経分布関数は、 Fig.2-7のようにモ

ンテカルロシミュレーション [6----8]の値を極めて良い一致を示した。

3 

2 

百咽回』

r= 100 

123  
distance [r/a] 

Fig.2-7 SCOPEによ って計算された動経分布関数。横軸は、粒子球半径によって規格化された粒

子問距離である。丸、三角、四角は、それぞれ、 r= l.lO.lOOのSCOPEによるシミュレーションの結果

を表し、実線は、モンテカルロシミュレーション [6-8] の結果を表す。
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これらの結果は、十分熱平衡に近い初期値が得られたということだけでなく、シミュ

レーションコードが十分適正に動作することを保証するものでもある。

粒子シミュレーションの最大の特徴は、これらのような静的な量だけでなく動的な

量を観測できる点である 。 粒子の衝突現象と直接つながりを持つ動的な量である速

度自己相関を計測した。 Fig.2-8 に見られるょっに速度自己相関関数は、薄いプラズ

マでは、一様に指数関数的に減衰していくが、強結合プラズ、マでは、減衰の途中で

何度か極大値を持つ[2 --4]。この振る舞いは、衝突散逸過程とプラズマの集団協調現

象の競合状態を示し、強結合プラズマ独特の現象である。

一一一-r = 10 

..... r = 100 

0.6 

0.4 

.』404 3 0.2 

-0.2 
。 10 20 30 40 

time [ωt] 
p 

Fig.2-8 SCOPEによって計算された速度自己相関関数。横軸は、プラズマ振動数によって規格化

された時間である。太い実線、細い実線、破線は、それぞれ、 r= 1. 10.100のSCOPEによるシミュレー

ションの結果を表すD

速度自己相関関数は、その周波数成分は粒子の移動に関する線形応答関数とつなが

りがある。周波数ゼロ極限の粒子の拡散速度を示す拡散係数は、速度自己相関関数

の長時間積分を使って次のように得られる。

D=甘い(0) 州 (2.22) 
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ここで v は、粒子の速度を表し、ス>"は、アンサンプル平均を意味している。ちな

みに、衝突周波数 v と平均自由行程 fは、拡散係数と次のような関係がある。

v=キ 1.=手守 (v戸田 (2.23) 
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~ 2-6 まとめ

本章では、粒子シミュレーションで使用した高密度プラズマ粒子コ}ド"SCOPE" に

ついて説明し、さらにその正当性を示した。 以下に、各節ごとの内容と結論につい

てまとめる 。

第 2 節では、本論文における研究対象である荷電粒子多体系の一般的性質について

記し、特徴的な無次元量としてクーロン結合定数r と電子縮退度0 を導入した。

第 3 節では、量子力学的効果が無視できない高密度プラズマの粒子シミュレーショ

ンを実行する時に採用したC.Deutschが提唱した半量子論的(量子力学的なトンネル

効果とパウリの排他効果を考慮した) 2 体ポテンシャルについて説明した。

第 4 節では、荷電粒子多体系の粒子シミュレーションで使用した高精度高速強結合

プラズマ粒子コード "SCOPE"について説明した。特に、クーロン力を近接粒子問は

粒子一粒子問で力を直接計算し、離れた粒子問は粒子一格子間の相互作用として扱

う高精度高速計算手法 (PPPM法)と近接粒子の相互作用を高精度で計算する局所可

変時間ステップ法について、その原理と計算精度を述べた。

第 5 節では、 "SCOPE"がクーロン相互作用の長距離性と粒子間相関を正しく取り扱

えていることを動径分布関数と速度自己相関関数を計測することにより確認した。
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第 3 章
l 成分高密度プラズマ中の微視的勇断流不安定性

S 3-1 はじめに

慣性閉じ込め核融合[1 ， 2]の現在の実験[3]では、国体密度の 600 倍、数千万度の

祖度が達成されており、このような条件下のプラズ、マは、粒子間の相関が強く、理

想プラズマとして扱うことができない。このようなプラズ、マは液体的描像を示し、

強結合プラズマ [4] と呼ばれている。慣性閉じ込め核融合では、温度の比較的低い

(電子がフェルミ縮退した)高密度プラズ、マが燃料とプッシャーとの境界面付近で

生じる。この領域では、スタグネーション ・フェーズに密度の低い燃料が密度の高

いプッシャーを支えることになるのでレーリー・テーラー不安定性が起こる [5 ， 6] 。

レーリー・テーラー不安定性とは、軽い流体で重い流体を支えようとするときに生

じる不安定性であり、わずかな不均一性があると、重い流体は下に沈もうとし軽い

流体は上に浮かぼうとする。スタグネーション・フェーズの後半になってレーリー・

テーラー不安定性の非線形成長が進むと境界面の変形が増大してくる。それに伴っ

て、境界面の両側で超音速の勢断流が生じ、ケルビン・ヘルムホルツ不安定性(勇

断流不安定性) [6~9]が起こる。ケルピン・ヘルムホルツ不安定性とは、この様に流

体が境界に平行な相対運動をすることにより生じる不安定性である。

この流体的に不安定な領域での燃料とプッシャーとのミキシングの量や、粘性によ

る流体運動エネルギーから熱エネルギーへの変換率は、燃料の燃焼率に大きな影響

を及ぼす。例えば、粒子の拡散係数や流体的ミキシングが非常に大きい場合は燃料

のほとんどが燃焼しないことになる。また逆に、粘性係数が十分大きく流体の運動

エネルギーが効率良く熱エネルギーへ変換されると燃料の燃焼効率の向上に寄与す

ることになる。

高密度プラズマは中性流体や理想プラズ、マとは異なり、イオン間に(熱エネルギー

と比較して)非常に大きなクーロンエネルギーを蓄積している。その結果、高密度

プラズ、マは、中性流体や理想プラズマに対して静的にも動的にも大きく性質が変わ

る可能性がある。実イオンシミュレーションは、ミクロスコピックで複雑な系にお

ける動的な現象の解析に極めて有効である。高密度プラズ、マで、は、流体現象がミク

ロなスケール(平均イオン間距離の数十倍)で生じる [10-----13]0 このようなスケール

では、粒子の離散性に起因する揺らぎが流体運動に関して有限の大きさを持つよう
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になる。このようなスケールにおいて系が流体)j学的に不安定になると、単純に流

体力学的な効果のみで現象が決定されるとは限らない。通常、流体系では、離散性

を起源とする揺らぎは存在しないと考えている。したがって、流体力学では、粒子

の揺らぎによって不安定性が成長することは考えていない。 しかし、現実の系では、

粒子の揺らぎによって不安定性が成長する可能性がある 。 ここに、流体えJ学的な不

安定性を実イオンシミュレ-ションによって解析を行う意義と必要性がある 。 この

ようなスケールで高密度プラズマ中での流体力学的不安定性を調べた例は過去にな

く、このようなアプローチは重要であると考えることができる。流体運動を実イオ

ンシミュレ-ションによって解析するためには、多数の粒子と大きな時間ステップ

数が必要であり、使用する粒子コードには高精度高速スキームが必要とされる。本

研究では、高密度プラズマ中におけるミクロスケールのケルビン・ヘルムホルツ不

安定性を評価するために、第 2 章で述べた高精度高速スキーム (PPPM法)を使った

実イオン 1 成分プラズマ粒子シミュレーションを行っ t:.. o 以下に、本章の構成と概

要を述べておく。

第 2 節では、 1 成分プラズマ流体の流体方程式を線形化して、有限速度遷移幅をも

っ勇断流に対してケルビン・ヘルムホルツ不安定性の線形成長率を示す。また、遷

移幅が粘性によって時間的に大きくなっていく場合における不安定性の線形成長過

程を準静的仮定を使って評価する。

第 3 節では、分子動力学的手法により高密度 1 成分プラズマ中の速度自己相関関数、

平均2乗変位を観測し、熱力学的平衡状態での輸送係数を評価する。次に、熱エネル

ギーに比べて大きな流れのエネルギーを持つ速度の勇断流の粒子シミュレーション

を行ない、 l成分高密度プラズマの緩和過程と輸送過程について議論する。その結果

を使って緩和時間、輸送係数の大きさを評価する。また、粒子の初期値のアンサン

プルの差異に対する不安定性の成長の鋭敏性に関して考察する。

第 4 節では、不安定境界面に微少な擾乱を人工的に入れた初期値を使って粒子シミュ

レーションを行う。ミクロスケールのケルビン・ヘルムホルツ不安定性の線形成長、

非線形成長、渦生成とそれに伴うポテンシャル井戸の構造について観測し、その結

果について考察する。
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S 3-2 1 成分プラズマ流体の努断流不安定性の線形解析

S 3-2・ l 有限遷移幅の勇断流不安定性の線形成長率

この節では、 l 成分プラズマ流体の有限遷移幅を持つ努断流におけるケルビン・ヘ

ルムホルツ不安定性の線形成長率について考察する 。 xは主流の方向、 Yは努断流の

勾配の )J向である 2 次元流を考える 。 Fig.3-1 のように主流速度のY方向の空間プロファ

イルが誤差関数型、 vx(y) = ~主立 jq(y)e-52dsで、ある勢断流を考える o Fig.3-1 のプロフア
J五。

イルは、実際の勇断流において形成される主流速度のプロファイルに非常に近いも

のである(初期に接線方向の速度の不連続があるとき、粘性によって遷移幅が広が

る場合の解析解である) 。 この主流速度プロファイルにおいて線形固有方程式を解

析的に解くことはできないので数値計算により固有値を求める。 Appendix 3-Aに l 成

分プラズマ流体の基礎方程式とその線形固有方程式について記した。また、以下の

節では、主流速度の遷移幅 Lo は、 q(Lo) = 1 で定義した。

Y 

2Ld Vx 

v 

-Vx。

Fig.3 ・ l 粘性流体で初期に接線方向の速度の不連続があるときの主流速度VxのY軸方向断面の空間
プロファイ Jレ 。 縦軸方向は努断流の方向 (y軸)、縦軸方向は、主流速度の大きさを示している 。 Ld

は、遷移幅を表す。

l 成分プラズマ (ocp) 流体では、静電場が関与することにより系を決定する重要

な無次元パラメーターが存在する。それは、遷移幅とデパイ長の比で表され、遷移

~J~がデパイ長に比べてどの程度の長さを持っかを示す指標になる。また、 l 成分プ
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ラズマ流体では、中性流体の流体マッハ数に対応する無次元量としての主流速度と

プラズマ波の位相速度との比がある 。 この量をこの節ではOCP-マッハ数と呼ぶこと

にする。プラズマ波の位相速度と OCP-マッハ数の定義式は次の通りである。

wf帯叱(kJ ==を (3.1) 

プラズマ波の位相速度は、形式的には圧縮性流体の音速に対応するものであるが、

波数に対する分散性を持っているところが大きな違いである。もし、 OCP-マッハ数

が圧縮性流体のマッハ数と物理的にも対応しているならば、完全に安定化する波数

と OCP-マッハ数の間に中性圧縮性流体における遷移幅と不安定性の線形成長率の関

係 (Appendix 3-BのFig.3-B-l) があるはずである。この小節では、 l 成分プラズマ流

体の不安定性の線形成長率を数値計算で求め、 OCP-マッハ数がケルビン・ヘルムホ

ルツ不安定性にどのような影響を及ぼすのかを調べた。具体的には、第 4 節の粒子

シミュレーションの結果と比較するために、流体の主流速度を熱速度の2倍に固定し

て、遷移領域の幅をデパイ長の 1 、 2、 5 、 10倍にして成長率の波数依存性を調べた。

Fig.3-2は、主流速度と遷移幅によって規格化された線形成長率の波数依存性であり、

遷移幅をデパイ長にした場合、 K~dが0.5の所で、幅をデパイ長の2倍にした場合、

K~dが0.7の所で完全に安定化し、この時の OCP-マ ッハ数は、 0.84、 0.64になること

がわかる。 Appendix 3-BのFig.3-B-1 から中性圧縮性流体がK~dが0.5 ， 0.7で安定化す

るマッハ数は、およそ0.8--0.85 、 0.6--0.7であることが分かり、非常に良い対応関係

がある。また、 K~dが小さいところは、イオンプラズマ波の位相速度の分散性のため

中性圧縮性流体のマッハ数に比べてOCP-マッハ数が非常に小さくなる。この結果、

全ての線種が重なる、すなわち、広い範囲で非圧縮性流体に似た振る舞いをするこ

とになる。また、遷移領域の幅がデパイ長に比べて小さくなると OCP-マッハ数は中

性圧縮性流体のマッハ数とほぼ等しくなるため中性圧縮性流体と同じように不安定

性は低減化(安定化)される。
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Fig.3-2 1 成分プラズマ流体の主流速度が有限遷移幅を持つ場合のケルビン・ヘルムホルツ不安定

性の線形成長率の波数依存性。 縦軸と横軸は、それぞれ、主流速度と遷移幅で規格化された成長率と

擾乱の波数である 。 また、線種は、遷移領域の幅とデパイ長の比を示している 。

~ 3-2-2 速度遷移幅の時間変化を準静的に扱った擾乱の線形成長

粘性が存在するとき、一般的に流体の0次の構造は定常状態にならない(開放系で

の散逸構造を形成する場合は別である)。例えば、線形成長過程の聞に遷移幅が10

倍近くも変化する場合などは、前節の議論でもわかるように多くの高波数の擾乱が

安定化されていく 。 逆に非常に低波数の擾乱は、成長率は小さいがほとんど安定化

されずに初期の成長率のまま線形成長を続けることになる。このような場合、低波

数の擾乱、高波数の擾乱、中間の波数の擾乱のどの波数が時間平均的にみて最も成

長するかを評価することは重要である。ここで、 0次の非定常過程を簡単に扱うため

にいくつかの仮定を設ける。

女初期の速度プロファイルはステップ状と考え、粘性は遷移幅を広げる効果のみで

各時間の成長率は非粘性非圧縮極限の線形成長率を使う。(粘性非圧縮極限の

線形成長率をAppendix 3-CのFig.3-C-l に示しておく。)

貴0次は、時間発展するが、 l次 (擾乱)への寄与は無視できる。すなわち、時開発
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(3.6) 

Fig.3-3(a)から粘性による遷移幅増大による不安定性の安定化効果は、完全に安定化

する時間の約15%の時間で成長率を半減させることがわかる。

(a) 

dependence 01 reduction coefficient 
on time 

(b) 

total a~plit';Jde 01 pe同urbation
01 1ixed wave number 

え;ニ~(t -3,!t + 2 ) 
リ
/

カト
h
lモ

初期に接線方向速度の一様な不連続があるとき、粘性により形成される速度遷移領

域の空間プロファイルは、次式で表される(ただし、密度や温度の変化を無視でき

ると考える必要がある。)。

よって、

展のオーダーが2次以上のオーダーである 。

*1次の線形成長過程は単一モードについてのみ解析を行う。

プリングの効果は入らない。

0 
o 0.2 0.4 0.6 0.8 1 

normalized time [ t I tcut ] 

Figs.3-3 (司、擾乱のある波数に関する線形成長率の減衰係数(無限小遷移幅からの)の時間依存性。

(b) 、ある波数に関する積分成長の時間依存性。 全て横軸は、 t凹tで、規格化された時間を表す。

1 
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cUI

] 

このとき、 vは動粘性係数。遷移幅を q(LD ) = 1 と定義しているので、遷移幅の時間

的な広がりは Ld(t) = a-J石{， a=0.8315 になる。このとき、成長率が0になるまでに

かかる時間は、次のように見積もられる。すなわち、遷移幅の効果により安定化が

期待されるのに要する時間は、動粘性係数に反比例し、波数の 2 乗に反比例するこ

とカ宝わかる。

(3.3) 

時間と擾乱の波数は、以下の式の展開を簡単に表記するため次のように規格化して

おく。
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式(3.6) を時刻に関してt5から te まで積分すると、時刻 t5から teまでの時間に擾乱がど

れくらい成長するか与える。

(3.7) 

(3.8) 

安定化するまでの積算成長は、動粘性係数と波数に反比例し、主流速度の大きさに

比例することがわかる。すなわち、長波長の擾乱は、成長率自体は小さいが安定化

するまでの時間が長いので、積算成長としては大きくなるのである。式(3.7) に t5=0 を
代入し、両辺KUtcllt で、割ると、ある波数に関する積分成長の時間依存性を表す式がで
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式(3.7) に ts=O 、 te=tαHを代入すると、ある波数に関する総積分成長を表す式ができる。

~主判=与単位(Ie2-Is2)ーが -13 ) + 2(ï, -1 

A~..・{"\ = 0.09 
Vx旦

…, V 

vk 

(3.4) 

主流速度が有限遷移幅を持つ非粘性非圧縮性流体の線形成長率 (Fig.3-2の一番外側

の線とほぼ等しい)はよい近似で次式で表される。

式(3.5)の両辺を長で割ると、擾乱のある波数に関する線形成長率の減衰係数(無限小

選移幅からの)の時間依存性を表す式ができる。 Fig.3-3(a) は、その式を表したもの
である。
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(3.5) 

i(2 k = kLD • t = 

ミヶ ~(k2_3k+2)

tcut 



きる o Fig.3-3(b) は、その式を図で表したものである。 微視的勇断流の輸送過程の粒子シミュレーション

この節では、 "SCOPE"を使って、高密度プラズマの微視的輸送過程のシミュレーショ

ンを行い、分子動力学的手法により高密度 1 成分プラズ、マ中の速度自己相関関数、

、F均2乗変位を観測し、熱力学的平衡状態での輸送係数を評価する。次に、熱エネル

ギーに比べて大きな流れのエネルギーを持つ速度(人工的には擾乱は入れない。)

の努断流の粒子シミュレ-ションを行ない、 1成分高密度プラズマの緩和過程と輸送

過程について観測し、緩和時間、輸送係数の大きさを評価する。また、粒子の初期

値のアンサンプルの差異に対する不安定性の成長の鋭敏性に関して考察する。

(3.9) 

Fig.3-3(b)から完全に安定化する時間の約15%の時間で積分成長の約50%の成長をし

ていることがわかる。

式(3.7) にヤtCUI を代入し、両辺KUtCUIで、割ると、ある波数に関する積分成長の初期時
間依存性を表す式ができる。 Fig.3-3(c) は、その式を表したものである。
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速度自己相関関数の観測

高密度 l 成分プラズマの粒子シミュレーションを行い、分子動力学的手法により高

密度 1 成分プラズマ中の速度自己相関関数、平均2乗変位を観測し、熱力学的平衡状

態での拡散係数を評価する。シミュレーション条件は以下の通りである。

と定義される。 r=10での速度自己相関関数は、一度極大値をとり、時間と共に零に

漸近していくことが知られている。また、遠距離相互作用するプラズマ特有の特性

時間としてイオンプラズマ振動周期が挙げられる。この振動は、集団協調現象の存

住を示しており、その時間では相関が相対的に強くなる。シミュレーションの結果、

Fig.3-4は、この特性を反映してイオンプラズマ振動周期の基本周期、 2 倍周期、 3
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(3.11 ) 

クーロン結合係数(r) 1 0 

粒子数 4 6 720 個(マックスウェル分布)

時間刻み O. 0 4 6 6 ω戸ー It

境界条件 全方向周期境界条件

ボックスサイズ Lx=Ly= 4 Lz= 5 0 5 入D1= 92ai

PP格子 16X16X4 

PM格子 32X32X8 

( t )は、

く V i ( t ) ・ V i (0)> 
Z(t) =勺

くIv;(O)I L >

速度自己相関関数 Z

9 3-3-1 

Fig.3-3(c)から擾乱のはいる前からあらかじめ遷移幅を持っている場合は極めて大き

な安定化が期待できることを表わしている。実際、遷移幅が小さいときレイノルズ

数は十分大きな数と見なせなく、ここでの評価より成長率は減少する (Appendix 3-C 

のFig.3-C-l) 。すなわち、粘性も実効的に初期遷移幅を持たせるのと同じ効果を持っ

ている。また、遷移幅が小さいときには、遷移幅の時間変化が大きく準静的に取り

扱えないことは注意しておく必要がある。

全て横軸は、 t叫で規格化

ぺ 0 . 4
= u 

.圃.

コ
~ 

- 0.3 
、、‘ ., 

3 
0 

三 0.2
0 
刀

コ
・d
z孟 0 . 1

E 
何

冊-0 
・4

Fig.3-3(c) ある波数に関する積分成長の初期時間(初期遷移幅)依存性。

された時間を表す。
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(c) 

total amplitude 01 perturbation 
1rom t to t 
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normalized time [ts I tc:ut] 



よりよい精度で拡さらに、 Fig.3-5に示す粒子の平均 2 乗変位によって評価すると、

散係数が求められ、ほぼ同じ値となった。

プラトーをもつこと倍周期の時間において速度自己相関関数が極大点、もしくは、

がわかる。

E 
O 

否 0.8
0 
晶圃... 
8 0.6 
0 

コ
悶 0 . 4
h 
喝-

0 
.Q 0.2 
ω 
>

(3.14) 

D 
I ー=0.125::t 8.3 x 10-3 

ω iai -

初等輸送理論によれば拡散係数と平均自由行程fは、イオンの熱速度VTi，イオンーイオ
ン衝突周波数v もちいて、

(3.15) 

と表される。これらの関係式から平均自由行程を求めることができ、 r=10での平均

自由行程は f 二 2.1a j と評価できる。

20 

25 

プラズマ振動数で規格化された時間を表す。縦
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10 15 20 

time [ωPit ] 

5 

Fig.3-5 1=10での粒子の平均 2 乗変位。横軸は 、

軸は、デパイ長によ って規格化されている。
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Vjj 
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プラズマ振動数で規格化された時間を表す。

一般的にある力学量 X (t) とそれに伴う流れX'(t)の間には次の関係が成立する 。

(3.12) 

また、久保の線形応答理論によれば、系が平衡から余り離れていないとき輸送係数

は、揺らぎX(t) に伴う流れX'(t)の時間相関関数の積分に比例した量として表わされ

る。拡散係数の場合は、 X(t)が粒子の位置であり、 X'(t)が粒子の速度、比例係数が
1/3である 。 クーロン結合定数が 1 0 の時の速度自己相関関数をFig.3-4に示す。 求め
られた速度自己相関関数から拡散係数を評価すると、次のようになる 。

D 
-ーム-;-= 0.13 士1.5 X 10-2 

ω pja j - (3.13) 

!吋(IX(山川=fo
oo 

(X' (t) . x' (0)知t
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0 
0.0 

1=10で速度自己相関。 横軸は、

自己拡散係数の評価

Fig.3-4 



システムエネルギーの変換過程~3ふ4シミュレーションの条イ牛

シミュレーションはNVE (粒子数、体積、全エネルギー)一定のシミュレーション

であるので、常に、流れのエネルギーと内部エネルギーと荷電中性の破れから生じ

るポテンシャルエ不ルギーの和は一定となる。 Fig . 3-7に、流れのエネルギ一、熱エ

ネルギ一、粒チ聞のポテンシャルエネルギーの初期値に対する差の 3 つの成分に分

けて、それぞれのエネルギー密度の時開発展を示した。温度の空間分布の時間発展

をFig.3-8 に、粒子の平均運動エネルギーの空間分布の時開発展を Fig.3-9に示す。

Fig.3-8 と Fi g . 3-9 をみると、温度のあがっているところで粒子の全運動エネルギーが

急激に減少しているのがわかる。温度が1.7倍になっている ところで、粒子の運動エ

ネルギーが1.5 ----1.6 T/2 も減少している。すなわち、1.5 ---- 1.6 T/2のエネルギーが粒子

の運動エネルギーから粒子問のポテンシャルエネルギーに変換されたことになる。

熱速度程度の巨視的な速度差を持つ高密度プラズ、マの非平衡過程では、このように

熱エネルギーと巨視的な運動エネルギーと場のエネルギーの変動量が全て同じオー

ダーになる。特に、過剰内部エネルギーは理想気体では存在しない量で、高密度プ

ラズマ独特のエネルギーであり、このような系のダイナミクスは、理想気体に比べ

て極めて複雑な競合過程によって決定されることになる。

~ 3-3-3 

熱エネルギーに比べて大きな流れのエネルギーを持つ速度(人工的には擾乱は入れ

ない)の努断流の粒子シミュレーションを以下の条件で行った。

Z 方向は平均する)

VxO= 2 V t h 

Y=üにおいてステップ的に変化 (Fig.3-6参照)

, , , , , 

(x、Y方向はPM格子と同じ、

v xO 

3 2 x 3 2 流体量観測格子

最大主流速度

速度プロファイル

LY 

Y 

LY/Z 

。

Fig.3-8 

temprature profile to shear direction 

2 
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Fig.3 ・7 システムの熱エネルギー(ム)、流体運動エネルギー(・)、過剰内部エネルギー((>)

の時間変化。 横軸は 、 プラズマ振動数で、規格化された時間を表し、縦軸は、熱平衡下での 1 自由度当

たりの熱エネルギーによって規格化されている 。

Fi g . 3 ・ 8 流体温度の空間プロファイル。 横軸は、デパイ長によって規格化された境界面からの相対

位置を表してる 。 線種は、それぞれ、 異なる時間を表している 。

1 
・ 250
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シミ ュレーションBOXの概略図。 x軸方向のグレーの矢印は、主流を表す。Fig.3・6

本研究では粒子コードによってシミュ レーシ ョン を行な っているので直接得られる

情報は、すべてのイ オンについての位置 と速度であ る。 必要な物理量の空間分布は、

空間的に固定されたメッシュに その物理量を CIC法(線形補間) [10, 11] を使って割

り振ることに よ り求め ている。この方法は粒子の位置とメッシュの位置の相対距離

により線形補間で割り振る方法である。 また 、 流れは、基本的に 2 次元流であるの

で、以下の観測では、常にZ方向については平均してX-Y平面の構造のみを考える。



Fig.3-10 からシミュレーションから求めた過剰内部エネルギー密度の実測値と、統計

理論モデルの値が良い一致を示すことが分かる。この結果は、この非平衡シミュレー

ションの正しさを保証するものでもある 。

Fig.3-10 

equation of state 

Fig.3-9 

reduction of knetic energy 

93僧3-5

擾乱が全く存在しない場合、ケルビン・ヘルムホルツ不安定性は成長せずに拡散過

程のみがダイナミクスを支配する。粒子シミュレーションでは、完全に揺らぎを取

り除くことは原理的にできないので、できる限り一様な初期値を用いた。ケルピン・

ヘルムホルツ不安定性が成長しない場合、明らかに主流方向には速度及び数密度プ

ロファイルは常に一様と見なせる、また、主流と垂直方向の速度が無視できれば、

流体力学の方程式は拡散方程式に帰着される。実際のシミュレーションでも主流と

垂直方向の速度や密度勾配は拡散過程に比べると無視できるほどのものであった。

接触面で速度が不連続に変化している初期状態で、動粘性係数をv、拡散係数を D と

おいて拡散方程式を解析的に解くと、速度及び初期に下半面にあった粒子の数密度

プロファイルの時開発展を記述できる。

流体力学手法による輸送係数の評価

E T 

Fig.3-9 粒子の全運動エネルギーの空間プロファイ Jレ。横軸は、デパイ長によって規格化された境

界面からの相対位置を表してる。線種は、それぞれ、異なる時間を表している。

Fig.3-10 内部エネルギー密度のクーロン結合定数依存性、すなわち、状態方程式 。 横軸は、クー

ロン結合定数を表す。縦軸は、数密度と温度の積で規格化された内部エネルギー密度線を表す。実線

は、統計理論[4]の期待値を表し、黒丸はシミュレーションの結果を示す。
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最大地点で、荷電中性の破れから生じるポテンシャルエネルギー密度は、

Epot=J-je(I1i-ne)OdV=0.07ncT. 
yv. i1V 

シミュレーションでは、初期に下半面にあった粒子の数密度n、速度Vxの空間分布の
時間変化は実測できる。シミュレーションの結果をv 、 Dをフイツテイング・パラメー

ターとして上記の解析解でフイツテイングすると実効的な動粘性係数と拡散係数が

評価できる。

主流速度が熱速度に比べて十分小さい場合のシミュレ-ションにおける動粘性係数

は、統計理論モデル [4]の期待値と良く一致していた。しかし、主流速度が熱速度の

2倍のシミュレーションでは、その約l.3倍の値を示した。この差異が生じる原因は、

シアー領域が粘性により温度が高くなっているため、粘性係数自体が温度上昇によ

り値が変化した為と思われる。統計理論モデルによれば、粘性係数は温度が上昇す

れば、大きくなる傾向を持っている。そして、シミュレーションの最大温度 (r) で

の動粘性係数は、 2 倍にも達する。

(3.16) 

となり、全空間で平均すると更に l 桁以上小さくなる 。 よって、この項はエネルギー

的には無視できる。過剰内部エネルギー密度は、動径分布関数を使って次式により

定義される。
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s(r) 

=-j∞e<þ(r) {g(r, r) 一 1}4πr2dr
nT 2υ 

また、統計理論モデルでは次式により評価できる [4] 0
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(3.18) 
εexcess (r) 
ex∞~'- / = -0.8974r+0.9504r4 +0.1896r 4 -0.8148. 

nl 
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v(r = 5.7) 

T…= 1.75TI"Iコ今= 0.2 
一一ー a-(�p 

工コ v(干川= 0.1 
a-ωP 

主流速度が熱速度の 2 倍のシミュレーションにおける拡散係数は 、 9 3-3-2節にお

いて求めた自己拡散係数の約1.8 倍を示した。 この原因も、粘性散逸によりシアー領
域の温度が高くなり、粘性係数と同様、自己拡散係数も温度上昇により値が大きく
なった為と思われる。確かに、シアー境界面において温度が上昇したときに平均 2

乗変位法により拡散係数を評価すると、 2 倍程度の拡散係数値の増大が見られた。

主流速度の熱への緩和過程
Figs.3-11 境界近傍の速度分布関数の時間変化。 (a)、初期に境界の下半面にいた粒子における境界

から :t 1.5a，の位置の速度分布関数の時間変化。 (旬、初期に境界の下半面にいた粒子における境界から

-1.5a, ~ -4.5a，の位置の速度分布関数の時間変化。 横軸は、熱速度で規格化された粒子の速度を表す。

Fig.3-11 (c) よりプラズマ振動周期の時間で急速な緩和のあとゆっくりとマックスウ エ

ル・ボボ、ルツマン分布へ近イ付寸き 2幻3ω叫P日j九'

ることがわカか、る 。 この時間で、Fig.3-4で、示したように、速度自己相関関数が緩やかに0

に収束している 。 高密度プラズマでは理想、プラズマとも中性粒子系とも異なり衝突

による緩和と集団的な場との相互作用による緩和が競合していることがわかる 。

0.1 

4 

Fig.3-11 (c) 、 全粒子における境界から:::!: 1. 5a，の位置の速度分布関数の時間変化。 横軸は、熱速度で

規格化された粒子の速度を表す。
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9 3-3-6 

シミュレ-ションのパラメーター領域とシステムサイズで、どの程度の粘性散逸現

象が起こるかは、前小節の流体力学的議論で予測ができる。しかし、シアーの境界
での熱速度程度の主流速度の熱化 (緩和)現象は流体力学的議論で予測ができない。
どの程度の時間で流体力学的な扱いができるのか、すなわち熱力学的に準静的な扱
いができるのかを明らかにするために、初期の時間にシアー境界付近の速度の分布
関数の時開発展を観測した。 Fig.3-11 (a)は、初期に境界の下半面にいた粒子における

境界から +1.5ajの位置の速度分布関数で、ある o F i g. 3 -11 (b)は、初期に境界の下半面に
いた粒子における境界から-1.5aj ----4.5a の位置の速度分布関数である。 Fig.3-11(c) は、

全粒子における境界から +1 . 5a の位置の速度分布関数である 。 Fig.3-11 (a)から境界で
は反対方向の速度方向へ急速に分布関数が広がることが観測される 。 動画で個々の

粒子の動きを観測すると境界を越えて上面へ拡散した粒子は、速やかに反対方向に
加速され周りの場に引きずられるように上面の粒子と同化していく 。高密度プラズ

マは、粒子間の相関が強いため気体的ではなく液体的描像を示すのである 。

Fig.3-11 (b)から明らかなように、境界から平均イオン問距離程度しか離れていない

ところであっても、この観測時間程度ではほとんど分布関数は変化しない。 すなわ
ち、この時間では熱緩和が起こっている領域が極めて小さいことを示している。そ

れゆえ、この程度の時間での熱化現象や不安定性の成長などは明らかに流体力学的

な扱いができない。
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S 3-3-7 シミュレーションの初期値に関する鋭敏性

次節でも議論するが、粒子の初期値(熱力学的には同じアンサンプル)によってケ

ルビン・ヘルムホルツ不安定性が成長する場合と、ほとんど成長しない場合が現れ

た。不安定性が成長する場合は、不連続面に対して平行な主流速度のエネルギーが

垂直方向のエネルギーに転換して逆カスケード過程により小さな渦から大きな渦を

形成する 。 しかし、不安定性がほとんど成長しない場合は、単に粘性による運動量

の拡散現象が起こるのみであったO この結果は、マクロな流体力学現象がミクロな

粒子の初期値の揺らぎに強く影響されたため生じたものである 。 通常の流体力学的

不安定性では、粒子の離散性による揺らぎは考慮しない。しかし、実粒子シミュレー

ションのような極めてミクロスコッピックな系では、実際に粒子の離散性からくる

揺らぎが大きく、流体現象に大きく影響してくる場合がある。ミクロスコッピック

な系での自発的不安定現象の確率分布を評価するためには、不安定性の種となる揺

らぎの時空間確率分布を正確に扱う必要がある。揺らぎの時空間確率分布は位相空

間上の軌道不安定性とも密接に関係しているはずであり、非常に興味深い問題であ

る。位相空間上の軌道不安定性と巨視的物理量の関係が十分明らかになっていない

現状では、この関係を定量的に理解することは困難で、あるので、本章ではこの関係

を示唆するだけにとどめる。次章で、この関係を理解するための基礎として荷電粒

子系の位相空間上の軌道不安定性についての特徴を明らかにする。
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3-4 微祝的勇断流不安定性の粒子シミュレーション

S 3-4-1 線形成長

ンミュレーション条件は、 S 3-3-3 の場合と同様である 。 前節で議論したように、

マクロには同一で も、背長の揺らぎのみの自然擾乱 (---10・ 3 V"Q ) が種となって、不

安定性が成長する場合がある 。 Fig.3-12は、不安定性が成長するある初期値の場合に

おいて、それぞれの波数の自然擾乱がどのように成長、減衰していくかを示したも

のである 。 プロットは、粒子シミュレーションの結果を表し、線は、非圧縮性粘性
流体シミュレーションの結果 (粘性係数は、第 2 節で粒子シミュレーションから求
めた実効的な値に設定している 。) を表す。 この図を見て分かるとおり、初期の時

間 (t<50ωp) の擾乱成長は、各モードともに流体シミュレーションより速く成長し、

それ以降は流体シミュレーションと同様の成長を示している。また、擾乱の成長が

止まる時間は、粒子シミュレーション、流体シミュレーションともに、遷移幅と擾

乱の波数の積が l となる時刻であることが確認できた。
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Fig.3-12 背景の揺らぎである自然擾乱のそれぞ、れの波数成分の時間変化。 各プロットは、 シミュ

レーションのシステムサイズで、のmodel (0) 、 mode2 (ム)、 mode3 (x) の時間変化(プラズマ振

動周期で平均している)を表す。 また、それぞれの線は、粘性係数を等しくした 2 次元中性粘性流体

ンミュレーションの結果である。横軸は、 プラズマ振動数で規格化された時間を表し、縦軸は、主流

速度の大きさによって規格化されている 。
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このように、非常に微視的な勢断流における不安定性が粘性非圧縮性流体の振る舞

いと似ていることは興味深い結果である。しかし、微視的な勢断流では粒子の離散

性に起因する自然擾乱が存在し、その擾乱が成長するかしないか、すなわち、同有

モードになるかどうかが問題となる。このような粒子の離散性に起因する擾乱の振

る舞いは、粒子シミュレーションによって明らかにされるべき問題である。 Fig.3-12

の擾乱の成長過程が粘性非圧縮性流体の振る舞いと似ているのは、自然擾乱が流体

力学的な固有モードになったためと考えられる。また、熱速度の 2 倍にもなる主流

速度でも通常のプラズマ流体に見られるような安定化が起こらないのは、高密度プ

ラズマ中におけるケルビン・ヘルムホルツ不安定性の固有関数が非圧縮性流体の固

有関数に非常に近いためであると思われる。なぜなら、電子が背景に一様に存在す

るプラズマでは、イオン流体の圧縮性は荷電中性の破れを意味する。電荷分離を起

こすために必要なエネルギーは中性流体の圧縮に比べて非常に大きなエネルギーが

必要となる。したがって、フェルミ縮退した高密度プラズマは、実効的に非圧縮性

流体に近い振る舞いをする。

次に自然擾乱より十分大きな人工的な擾乱2.5 X 10・ 2 VxO を加えたシミュレーション
を行った。第 3 章の流体力学の不安定性の線形解析と Fig.3-12の結果から、粘性によ

り遷移幅が広がると短波長の擾乱は安定化される事が分かっているので、人工的な

擾乱の波長は、シミュレーションボックスでとることのできる最大波長 5 0 5 ^'Oi と

した。また、擾乱を最大成長させるために、擾乱の形状はシヤ)プな接触面を持つ

OCP流体の固有関数で与えた。 Fig.3 ・ 13 は、同一波長で人工的な擾乱と自然擾乱の成

長を比較したものである。人工的な擾乱の成長は、自然擾乱の成長とほとんど相似

である。この結果は、不安定性が生じて成長する自然擾乱の空間分布は固有関数に

非常に近いことを示している。人工的な擾乱は平均振幅と同程度のプラズマ振動を

伴い成長し、振幅が最大主流速度の0.07 倍程度になると自然擾乱より成長が鈍り始

める 。 これは、振幅が大きくなり非線形成長領域に入ったからである 。また、初期

の時間 (t<50ωp) の擾乱成長は、自然擾乱と同様に粘性流体シミュレーションより速

く成長し、プラズマ振動の振幅も大きくなっていることがわかる。これらの結果よ

り、初期の時間 (t<50ωp) では、流体不安定性とともに運動論的な不安定性も生じて

いるものと考えられる。第 3 節で示したように、初期の時間 (t<50ωp) の勇断流境界

領域は、速度の分布関数は、 2 つのシフトマックスウェル分布から、熱平衡状態へ

緩和していく。この時、勇断流境界領域において、 2 流体不安定性が生じているは

ずである。プラズマ振動の振幅が大きくなっているのは、この 2 流体不安定性が原

因であると考えられる。
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Fig.3・ 13 自然擾乱(・)のmodel と人工擾乱 (0) のmode1の時間変化口ただし、自然擾乱は、プ

ラズマ振動周期で平均している 。 また、それぞれの線は、粘性係数を等しくした 2 次元中性粘性流体

シミュレーションの結果である 。 横軸は、 プラズマ振動数で規格化された時間を表し、縦軸は、主流

速度の大ききによって規格化されている 。

9 3-4-2 非線形成長

境界面での主流と垂直成分の擾乱が最大主流速度の0.07程度まで成長すると線形成

長段階は終わり、そこからは非線形成長段階に入る。流体力学で知られているよう

に線形成長によって生じた主流に対する垂直方向成分の速度が大きくなると勢断流

に対して実効的に制動力となる勢断応力が発生する。非線形成長段階は、この制動

力が無視できなくなる時点から始まる。この制動力によって、非線形成長は、今ま

での時間に関して指数関数的な成長から時間に関して比例した緩やかな成長になる。

本研究の粒子シミュレーションにおいてもこれらの傾向は非常に類似している o

Fig.3-14 (a)は境界面で、の初期擾乱の大きさが2.5XI0. 2 Vxo の擾乱の成長過程の結果で
あり、 Fig.3-14(b)は初期擾乱の大きさが 1.0 × 10-lvxo の結果である。時間に関して比

例的に成長する非線形成長もやがて終わり、次に成長がほとんど止まる飽和領域に

入る。 Figs.3-14(a) と (b) を比べてみると、明らかに飽和領域に入る時刻と飽和領域で

の擾乱の大きさに違いが認められる。不安定性の成長率は、主流速度の遷移幅に鋭
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Figs.3-15 粒子コ ー ドによる渦の成長を示す速度ベクトル場。 (a) 、(b)、 (c)は、それぞれ、時刻91 、

187 , 332ωJの状態を示している 。
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(a) 

敏に影響することは 2 節で述べた。 非粘性流体では、十分時間が経過すると初期値

に依存しない準安定構造が形成されるが、粘性流体では時間と共に遷移領域の隔が

増大するため、初期の擾乱の大きさによって最終状態が大きく異なる 。 この初期依

存性効果は、非粘性流体では見られない効果であり粘性流体の重要な性質の l つで

ある 。
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Figs.3-14 (a)は初期擾乱の大きさが2.5 X 10-2 V泌の擾乱の時間変化。 (b)は初期擾乱の大きさが1.0X

10・ 1 VxO の時間変化。各プロットは、 シミュレーションのシステムサイズでの model (0) 、 mode2

(ム)、 mode3 (X) の時間変化(プラズマ振動周期で平均している)を表す 。 横軸は、 プラズマ振

動数で規格化された時間を表し、縦軸は、主流速度の大きさによって規格化されている 。

(c) 

そして前節でも述べたように、流体力学的な揺らぎだけではなく常に存在する粒子

の離散性が起源の揺らぎでも不安定性が成長するならば、任意の自然擾乱の初期値

と最終状態の相関を調べることは一般的に非常に困難である。 Figs.3-14(a) と (b)のシ

ミュレーション結果は、自然擾乱より十分大きい人工擾乱を初期値にしているので、

シミュレーションの結果は人工的な擾乱の成長と考えてよい。

シミュレーションの線形成長段階ではクーロンポテンシャルは非圧縮性効果には寄

与したが、その効果はダイナミクスには陽に現われてこなかった。それゆえ、高密

度プラズマは中性非圧縮性粘性流体と相似な振る舞いをしていた。非線形成長段階

では、 Figs.3-15(a)---(c)のように境界面に渦が成長し始め、その渦の成長に伴ってクー

ロンポテンシャル井戸が構造化することが明らかになった。また、不安定性の成長

による微視的な渦の形成により粒子の移流の増大が確認された。この渦による移流

の増大は、巨視的な拡散係数の増大、すなわち、乱流拡散につながるものである。



ポテンシャルの空間形状をFig.3-16に示した。構造化されたクーロンポテンシヤル井

戸は、その中心が渦中心と 一致していて、井戸の深さは7kBTにもなっているのでダ
イナミクスに大きな影響を与えている。このような熱エネルギーに比して無視でき

ない大きなクーロンポテンシャルは高密度プラズマで、なければ外場なしでは安定に

は存在し得ない。 また、飽和領域では、外向きの慣性力(遠心力)と内向きの電場

の力がほぼ釣り合って安定構造を形成していることがFigs.3-17(a)--- (c) と Figs.3-18(a)

---(c) によってわかる 。
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Fig.3-16 渦の成長とともに構造化されたポテンシャル井戸。 時刻256ωptの状態を示している 。
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Figs.3-17 渦の成長とともに大きくなる渦中心から外側に向かう流体運動による遠心力 。 (司、 (b) 、

(c)は、それぞれ、時刻91 、 187 、 332ωptの状態を示している 。

Figs.3-18 渦の成長とともに大きくなる渦中心に向かう静電場。 (a)、(b)、 (c)は、それぞれ、時刻91 、

187 , 332ω Ji tの状態を示している 口
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S 3-5 まとめ

本章では、強い非平衡状態の l 成分プラズマの粒子レベルの巨視現象の粒子シミュ

レーションについて述べた。 以下に、各節ごとの内容と結論についてまとめる。

第 2 節では、中性流体、 l 成分プラズマ流体の流体方程式を線形化して、有限速度

遷移幅をもっ勇断流に対してケルビン・ヘルムホルツ不安定性の線形成長率を示し、

長波長極限では、中性非圧縮性流体の線形成長率に等しいことを示した。また、遷

移幅が粘性によって時間的に大きくなっていく時の不安定性の成長過程を準静的仮

定を使って評価し、安定化するまでの積算成長は、動粘性係数と波数に反比例し、

主流速度に比例することを見出した。

第 3 節では、分子動力学的手法により r=10の高密度 l 成分プラズ、マ中の速度自己

相関関数、平均2乗変位を観測し、熱力学的平衡状態での拡散係数Dが0.125ωPIafで、あ
ることを示した。次に、熱エネルギーに比べて大きな流れのエネルギーを持つ速度

の勇断流の粒子シミュレーションを行ない、ミクロな高速努断流中では、境界近傍

での温度上昇のため粘性係数や拡散係数が熱力学的平衡状態のものより大きくなる

ことが観測された。初期値のアンサンプルの差異に対する不安定性の成長の鋭敏性

に関して考察し、この現象が粒子の軌道不安定性とつながりがあるこも示唆した。

第 4 節では、ミクロな勢断流プラズマの粒子シミュレーションを行い、粒子スケー

ルにおいて流体力学的な不安定性が生じることを発見した。また、本シミュレーシヨ

ンの勇断流スケールは非常に小さいので、粒子の乱流拡散現象は直接的に観測はで

きなかったが、不安定性の成長により微視的な渦の形成され、渦による粒子の移流

の増大が確認された。この渦による移流の増大が巨視的な拡散係数の増大、すなわ

ち、乱流拡散の原因である。不安定性の線形成長、及び、非線形性成長の速さは、

主流速度が有限遷移幅を持つ中性非圧縮性流体のものとほぼ同じであるが、プラズ

マ振動を伴いながら発展することを見出した。長波長の擾乱は非線形成長が進み、

大規模な渦を形成するが、その渦は通常のプラズマとは異なり、電荷分離による静

電ポテンシャルを伴い、その静電場と流体の遠心力で保持されていることを発見し

た。
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Appendix 3-A. 1 成分プラズマ流体の線形方程式

イオン流体が理惣、気体の状態庁程式に従うとし、静電場による力と粘性を考慮した

流イ本店程式は以下の通りになる 。 ここで、簡単のためイオンの電荷をeとする 。 また、

nはイオンの数密度、 n。は平均数密度 (一様な電子の数密度)、 v はi方向の速度、 P は

圧力、。はポテンシャル、 y は比熱比、 η 、 υま第 1 種、第 2 種粘性係数、 eは電荷素

量、 mはイオンの質量を表す。

dn I d(nvJ ーハ一一-

dt dXj 

dVj 0 •• 
dVj _ 1 � 1 Òσ0・， e Òゅ

一一一 +V ， _-_I =一一一一一一一+一一一一一...!..!S..+一一一一-
dt IC dxk. nm �j mn ﾒXk. m �j 

• 

dP � _ dv 
一一 +V : 一一 =yPーよ +(y-l)σIk.ニーL
at laxl axl K aXl. 

( 今J= -4引却吋叩批刷附e(何n
( dv: dvo. 2 ~ �;) 

jk. =η|-」+」--8 」 |+58 斗

l dxk. 

0 

dX
j 

3 
"'jk. �J ) 

0 _''''jk. �j 
• 

(3A.l) 

(3A.2) 

(3A.3) 

(3A.4) 

(3A.5) 

式(3A.l) ----(3A.5)は一般的な表式であり複雑なので、第 2 種粘性係数を0とし、第 l

種粘性係数を定数として簡略化を行う。第 l 種粘性係数を質量密度で、割ったものを

動粘性係数v と書くことにする。また、ケルビン ・ヘルムホルツ不安定性は、基本的

に 2 次元流であるので、方向はx、 yの 2 つに限定する。

dn dnv_ �vv 
_ 

-一+一一ーム+ーーーニー =u
dt ﾒX dy 
dv X I •• 

ﾒV X 0 •• 
ﾒV X _ 1 dP e d<j> 

一一一一一一一一一-

� 
. . 

X dx 
. . 

Y dy rnn ﾒX m dx 

v(a2a2 み2v a2v 

j {(::2叶ー+-j�2 0 

�2 r X ' �2 . 
�2 I 

� 
Y 0 •• 

dv y 
0 

__  � y 1 dP e �<j> 
一割』引一一一一一一一-

dt 
. . 

X dx 
. 
Y � mn ﾒX m dy 

+V{(::2 +手)VY4制
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(3A.6) 

(3A.7) 

(3A.8) 



子vx Z+Vy Z=刊号剖

+川主Ü(ま剖2+(号剖'}
(手+刻。=-4πe2 ( 一 0)

(3A.9) 

(3A.I0) 

全ての物理量を0次と 1次の項の和として展開し、 0次のX方向偏微分を全てO~こして0

次に関する式を作る 。

n = no + n) 、 V x = Vxo +Vx1 、 VY = V yl 、

P = Po +P) 、。=中。+中1 ・

0次のx方向微分を全て0にして 1次について次の式ができる 。

dn , dn , r dV.. dV vl 1 dn. dn" 
-ーム+ V_" 一ーム= -n，，~-^-' +一ーニニー?-V ̂ーーム +V. __ v_ 
dt ~V dX --V l dX dy J yu dy YI dy 

dV xl I "¥T dV xl .. dVxO 1 dP1 e d<1>l 
一一一一+ v.." 一一一一 =-V... 一一一一一一一一一一一一一一一一ーム
批 λV dX yl dy mno dX m dX 

r d2 d2 1 v r d2
V_. d

2
vv11 

+v~--^ +--̂  ?V... +ー〈一一ーさム+一一ーヰム〉
l dXL. dyL. J A1 3 I dXL. dXdy I 

dVyl 1" dVyl _ 1 dP1 e d<1>l 
一一 -一一一一一-dt . x U dy mn 0 dy m dy 

ぺ￡+出Vy1 づ(字+詰j
dP, ~. dP1 ~. dP1 _fdVv1 dvY111 
dt' + vxo d~ = -Vxo d; -YPoíす+可ム「

~ . __ v (dVvl dVv1 � dV 円
+川-l)E137+すjず

(3A.l1 ) 

(3A.12) 

(3A.13) 

(3A.14) 

(3A.15) 

(3A.16) 

粘性を無視すると (v = 0) 、。 I . ， n ぃ PJ ， vxJ' 
v y1 民 exp(ikxx -iωt) ・ f(y) の形に書けると

すると、上式は、次のようにまとめることができる 。
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[{ kx(立す)吋jt(2tttp)+((EザJð-: k,' }}, = 0 

(3A.17) 

I -k_ 2 +ζ) 
ここで、 D 三 i(k九o 一 ω) 、 ð==~ ^ dyt;)とした 。

4π 

主流速度の空間プロファイルが、境界でステップ関数的に変化すると仮定すると、

式(3A.17)の固有値は、解析的に求められる。 境界の変位と= Vy1/Dの逸続性を使うと、

固有値は、次のようになる 。

ω2=kfCp2(Mp2-J叫2+1+1)

fl_ ¥2 _ yPo I 4nnoe
2 

ここで、 Co(kxr ==一一+ーで7 、
n立1" mK..-o lH゚.X 

(3A.18) 

Mp(kx) ==をとしたo

この固有値は、形式的には中性流体のものと同じである。それらが異なる点は、こ

こで使われている無次元量叫(中性流体のマッハ数に対応)が分散性の無い音速で

はなく、分散性を持つプラズマ波の位相速度を使って定義されていることである 。

代表的な擾乱の波長がデパイ長より大きいとき (kxÀo < 1) は、擾乱がつくる静電場

が圧力勾配の力より大きくなる 。 その時、叫は、中性流体のマッハ数と比較して小

さくなる 。 例えば、擾乱の波数がkxÀo << 1 で、熱速度と向程度の勇断流の場合、叫

は、 kxÀo と同じオーダーになり、マッハ数は、 1程度になる。また、叫が十分小さ

いとき、線形成長率は中'性の非圧縮性流体の値 Im[ωJ = kx Vxo に近づく 。
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Appendix 3-B. 非粘性・圧縮流体の線形成長率[8] Appendix 3 -C. 粘性・非圧縮流体の線形成長率

圧縮性流体では、流体の特徴的な速度(主流速度の最大値VxO ) と音速Csとの比で
定義されるマッハ数Mが、系の特徴を決める重要な無次元パラメーターである。

v 
M=2三

Cs 
(3B.l ) 

粘性流体では、レイノルズ数が系を決定する重要な無次元パラメーターである。レ

イノルズ数とは慣性力と粘性による摩擦力の比をとったものであり。ケルビン・ヘ

ルムホルツ不安定性では、次のように定義する 。 ここで、 p 、 η 、 VxO 、 Ldはそれぞれ

密度、粘性係数、主流速度、遷移幅である。

この節では、圧縮性流体の線形方程式の固有値、すなわち、不安定性の線形成長率

を数値計算で求め、マッハ数がケルビン・ヘルムホルツ不安定性にどのような影響

を及ぼすのかを調べた。線種は 、 それぞれマッハ数を表している。 Fig.3-B - l は、主

流速度と遷移幅によって規格化された線形成長率の波数依存性であり、圧縮流体の

ケルピン ・ ヘルムホルツ不安定性は、マッハ数が小さい極限では、非圧縮性流体の

線形成長率に近づき、マッハ数が大きくなると線形成長率の低減化が見られるよう

になってくることが分かる。(新たな音波モードの発生により不安定になる波数も

出現するが、それについては、参考文献[8]参照)。

A
U
一

L

一
九
一η

一
一
一

R
 

(3C.l) 

0.2 

擾乱の波長と遷移幅の比、すなわち、遷移幅で規格化された擾乱の波数を一定にし

て考えると、レイノルズ数が小さくなると一般に安定した流れになり、線形成長率

の低減化が見られるようになってくる。また、レイノルズ数が大きい極限では非粘

性流体の被圧縮性極限の振舞いに近づく。ここで、注意しなければならないことは、

上記の主張は、遷移幅が大きくなると擾乱がより不安定になると言う意味ではない

と言うことである。この小節では、圧縮性流体の線形方程式の固有値、すなわち、

不安定性の線形成長率を数値計算で求め、レイノルズ数がケルビン・ヘルムホルツ

不安定性にどのような影響を及ぼすのかを調べた。 Fig.3-C - l は、主流速度と遷移幅

とで規格化した擾乱の波数に対する線形成長率である。線種は、それぞれレイノル

ズ数を表している。この図から小さい波数では、レイノルズ数が33付近でほぼ非粘

性流体的な成長率になっていることがわかる。

linear growth rate in compressive fluid 
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Fig .子B・ 1 中性圧縮性流体の主流速度が有限選移幅を持つ場合のケルビン・ヘルムホルツ不安定性

の線形成長率の波数依存性。 縦軸と横軸は、それぞれ、主流速度と遷移幅で規格化された成長率と擾

乱の波数である。また、線種は、マッハ数を示している 。
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第 4 章

荷電粒子多体系におけるリアプノフ指数の

粒子シミュレーション

~ 4-1 はじめに

第 1 章でも述べた通り、位相空間上の軌道の不安定性に関する研究は、エルゴード

仮説や 3 体問題など、現在の統計物理の基礎と深く結びついている歴史的問題であ

る。そして、 FPU問題では、完全可積分系に非線形性を加えた系が無条件にエルゴー

ドな系であり統計力学的な扱いができるとは限らないことが示され[1----5] 、 3 体問題

では、周期解や準周期解のような性質のよい解ばかりでなく非常にストカスクティッ

クな解[6----16] (現在、カオスと呼ばれる運動状態)が含まれることが分っている。

このような統計力学と力学に関する重要な基礎問題において、位相空間上の軌道不

安定性とそれらの問題の関係を理解することが重要である。軌道不安定性が十分大

きいところで、統計力学的な扱いが可能となり、また、その時に 3 体問題において

ストカスクティックな振る舞いが現れるのである。これらの問題は、定性的には自

明であるが、現在でもその定量的な議論は十分にされていない。さらに、この軌道

不安定性についての知識を深めることで、統計力学と力学との関係に新たなつなが

りが生まれることが期待される。本章では、位相空間上の軌道の不安定性の指標で

あるリアプノフ指数がエルゴード性や巨視現象とどのような関わりを持つ量であり、

可能性を秘めているのかを説明し、粒子シミュレーションにより具体的にどのよう

にリアプノフ指数が計算されるのかを示す。以下に、本章の構成と概要を述べてお

く。

第 2 節では、 統計力学の成立条件の観点からみた位相空間上の軌道不安定性の性

質について説明する。ハミルトン方程式を線形化することによって、軌道不安定性

の強さの特性指数としてのH リアプノフ指数"を定義する。最後に、統計力学の限界

とリアプノフ指数の可能性について論じる。

第 3 節では、粒子シミュレーションにおけるリアプノフ指数の評価方法の問題点を
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明らかにし、有効な数値計算方法であるリスケール法について説明する 。 また、そ

の時に必要となる局所リアプノフ指数を定義する。

第 4 節では、リアプノフ指数の粒子数依存性と数値計算におけるSCOPEの計算誤
差について、実際の粒子シミュレーションの結果から評価する 。

第 5 節では、極めて近接した 2 セットの初期値から出発した軌道について、その分

離距離が時間とともにどのように広がっていくかを粒子シミュレーションで直接観
測し、その結果について考察する 。

第 6 節では、リスケール法を使った粒子シミュレーションを行い、その結果得られ
た荷電粒子多体系の局所リアプノフ指数の特徴を示す。
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~ 4-2 6N次元位相空間上の軌道不安定性

~ 4-2-1 統計力学の成立条件と軌道不安定性

'いかにして可逆な運動方程式に従う粒子集団が熱力学的振る舞いを示し、少数自

由度系で記述されるのか? "は、統計力学史上最大の問題の一つであった。 これに

対して、エルゴード仮説を設けることで、直接的な回答を避ける形で、この問題は

解消した[4 ， 6] 。 エルゴード仮説とは、ある物理量fに対して、系の観測量、すなわち

長時間平均 fが、位相平均 (f) に等しいという仮定で、数学的には次のように書くこ

とカぎできる。

j 三百:jU(Xτ)dτ = ff榊)dx 三 (f) (4.1 ) 

ここで、 p(x)は、位相空間体積に比例した確率密度分布関数である。言い換えれば、

* 1 í任意の初期状態から出発した軌道は、長時間の聞には、ほとんど全ての状態

へ任意の精度で接近することができる。」ということである。つまり、初期状態は、

単に時間軸の原点を決めているだけなので、長時間平均量は位相平均量に等しくな

るのである。しかし、現実の系における巨視的な(粗視化した)観測量の振る舞い

は、大自由度な系のエルゴード的な性質だけで説明できない。たとえば、位相空間

において一般的に * 1 の主張が一様に成立する時間は、現実での観測量の時間平均

の時間長に比べて非常に長い。しかし、実際に短い観測時間で現実の系の粗視化観

測量は、位相平均量とほぼ等しい。この粗視化観測量の収束性の速さを説明するに

は、エルゴード性よりもう少し強い拘束条件の仮説を課す必要がある。この条件は、

混合性と呼ばれ、時間無限大の極限で物理量の相関が消滅するという条件であり、

一種の緩和の性質を示している。この混合性は、数学的には次のように書くことが

できる。

llJLtj;l刊 (4.2) 

ここで、 gは任意の物理量である 。 この条件は、別の観点から見ると、軌道の位相空

間の埋め尽くす仕方に関連していて、 「軌道は、非常に短い時間で位相空間全体を

粗く埋め尽くし、時間に比例してその粗さをほぼ一様に細かくしていく。」という

性質に対応している。
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t=t 1 の軌道の軌跡 t=t2=2t I の軌道の軌跡、 t=t 3=2t 2 の軌道の軌跡、

混合性無し
一歩 ー.

混合性有り
一~ 一歩

Fig.4-1 エルゴード的な系の軌道がどのように位相空間を埋め尽《すかを混合性のある場合とない

場合の模式図。 太い実線で書かれた丸は、対象となる位相空間の全領域を表しており、その中の細い

実線は、軌道を表している 。 矢印は、時間の発展の方向を示している。

エルゴード的な系の場合、時間無限大の極限では、軌道の軌跡はほとんど位相空間

を埋め尽くすが、系の混合性の有無によりその埋め尽くし方が大きく異なる o

Fig .4-1 を見て分かるとおり、混合性が無い場合は、軌道が初期値の近傍の位相空間

を繰り返し通過するため、軌道が位相空間全体に広がるのに時間がかかるため、粗

視化量がエルゴード的に振る舞うように見えるのに非常に長い時間平均が必要とな

る 。 混合性が有る場合は、軌道はすばやく位相空間全体に広がり、その後、軌道は

位相空間を時間とともにより細かく覆ってくるので、非常に短い時間平均で粗視化

量がエルゴード的に振る舞うように見える。別の言い方をすると、 Fig .4-2に示すよ

うに、局所的に存在した初期集団は、混合性がない場合、常にほとんどの軌道が近

くに存在し続けるが、混合性が有る場合には、すぐに系全体に広がるので、粗視化

された物理量では、極めて早く位相平均値に近づくのである 。
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S 4-2-2 軌道不安定性の特性指数"リアプノフ指数H

混合性無し 当ー

口典的な 3 次元のN粒子系は、 3N個の運動量 と座標の成分を持っ て い る 。 p ， q ， A 

は、それぞれ、 3N次元運動量、座標と 6N次元の位相空間代表点を表す。 その時、 粒

子の運動は、ハ ミ ルトニアンHを使って次のように表される 。

t=Oの初期値の集合 t=t 3 の初期値の集合

>
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(4.3) 

黒丸の離れていく指数関数的な速
さが、リアプノフ指数である。

混合性有り
φは、系内のポテンシャルエネルギーである 。 ここで、すべての粒子の質量が等し

く、 ポテンシャルエネルギーが座標だけの関数である (荷電粒子系であれば、磁場

を考えない系) と仮定すると、式(4.3)の右辺は、次のように変形することができる 。

p

一m
y--

H
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i
v

「
.
0
一
「C
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日
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V
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「
ぴ
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「
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(4.4) 

Fig.4-2 エルゴード的な系の軌道集団がどのように位相空間上を運動するかを混合性のある場合と

ない場合の模式図。 濃い灰色で書かれた領域は、対象となる軌道集団を表 しており、その中の 2 つの

点は代表的な 2 つの軌道を表している 。 矢印は、時間の発展の方向を示している 。 保存系 (ハ ミ ルト

ン系) では、 Liouvilleの定理が成立するため濃い灰色で書かれた領域の体積はどちらの場合も保存す
る 。

そして、この"位相空間上での軌道の混合性の成立"という条件が、最初の大きな

問い"いかにして可逆な運動方程式に従う粒子集団が熱力学的振る舞いを示し、少

数自由度で系の記述ができるのか? "の答えである 。

この混合性は、位相空間上の軌道不安定性に起因するものである 。 軌道不安定性と

いうのは、軌道の摂動の時開発展にたいする安定性に関する問題であり、位相空間

上で二つの接近した独立な軌道が、時間がたつにつれて指数関数的に離れていくこ

とである 。 この不安定性の指標は、リアプノフ指数[14---16] と呼ばれている 。 また、
この軌道不安定性は、輸送方程式における衝突積分の定式化のために使われる分子

カオスの仮定を満たすための重要な条件である 。 すなわち、衝突前後で位相空間

の軌道が非常に不安定になるため、輸送方程式を定式化するときの時空間精度 (衝

突の相互作用時間と距離の有限性の無視)で現象を観測すると、衝突の前後の状態
については、確率論的なことしか言えなくなるのである 。

リアプノフ指数は、 6N次元の位相空間における軌道不安定性の指標として次の よ

うな手続きで定義される 。 まず、 6N次元の位相空間上の軌道の摂動を考える 。 この
摂動は、位相空間上の基準軌道 Ar(t) とその軌道と近接した変位軌道 Ad(t)の差で定義

される変位とみなすことができる 。 すなわち、摂動 δ(t) 三 Ad(t)-Ar(t) は、次のよう

に書くことができる 。 式 (4.3) を線形化することによって摂動に関する運動方程式を

得る 。

叶J= T川 (4.5) 

この式は、形式的に解くことができて、解は式(4.6)のような形になる。一般的には、

リアプノフ指数入は基準軌道の初期値A(O) と変位の方向eの関数となる分離距離の平

均指数発散で式(4.7)のように定義される 。

δ(t)=X(t)δ(0)， X(t) == exp[ J~ d汀(A(τ)) ]. (4.6) 
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ゆ(O)， e) 三 lim ~ lnlll~~t}elll ， e 三盟
→∞ t"l Ilell J' -11δ(0)11 

(4.7) 

Fig .4-3は、軌道不安定性の指標であるリアプノフ指数がどのよ う 定義されるかにつ

いて模式的に書いたものである 。

δ(0) 

6N次元位相空間の基準軌道

。ノフ指数 :λ ニ lim] Inf _1 ﾕ(t) 1_ 1 
げ;二 t …U �(O) 1) 

Fig.4-3 軌道不安定性の指標であるリアプノフ指数がどのよう定義されるかについて書いた模式的

図。 太い黒実線と灰実線は、それぞれ、 6N次元位相空間上の基準軌道とそれに近接した変位軌道を 示

しており、 8は、それら 2 つの軌道聞の分離距離を表している 。

例えば、 FPU問題で考察された再帰性のある弱い非調和振動子を考えると、リアプ

ノフ指数は、初期値(軌道)に強く依存したものとなる 。 しかし、もしリアプノフ

指数が大きな正の数ならば軌道は十分不安定になり、系は混合性を持つことになる

のでリアプノフ指数の基準軌道の初期値A(O)依存性は失われ、変位の方向eのみによ っ

て決定される 。 すなわち、系がエルゴード的になり、長時間平均と位相平均が等 し

くなるのである 。一般的に変位の方向eは、 6N個の固有ベクトルの線形結合によ っ

て構成される[14 ， 15] 0 原理的には、リアプノフ指数は、 T(A) に対する 6N個の固有ベ

クトルに対応した6N個の固有値のあるひとつの値になる 。 しかしながら、初期の変

位の方向eをランダムに選べば、時間とともに最大リアプノフ指数の方向に対応する

変位の方向eが優勢になり、長時間後には、変位 õ(t) は、最大リアプノフ指数の間有

ベクトルになる 。

次に、近接した 2 つの軌道の瞬間的な発散量 を表す新しい物理量 を導入する 。
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IIX(t)ell 

st (A(t)， e) 三 Lー」
IIX(t)ell 

(4.8) 

以下この量を、局所リアプノフ指数と呼ぶことにする 。 局所リアプノフ指数の時間

変化は、位相空間上の軌道の混合性や微視的な過程の均一性について詳細な情報を

含み、位相空間上の運動に関する非常に重要な量である 。 また、系がエルゴード的

ならばこの局所リアプノフ指数を使ってリアプノフ指数は、次のように書くことも

できる 。

λ=< 入inst >三 lim ~ f~ dtAinst (A(収)
t-今回 I

(4.9) 

すなわち、リアプノフ指数は、局所リアプノフ指数の長時間(=位相)平均である 。

~ 4-2-3 統計力学の限界とリアプノフ指数

エルゴード仮説などのいくつかの大きな仮定をおきながらも統計力学は、世の中の

物理現象を説明し予言するための大きな武器であり続け、今まで数多くのことに適

用され、これからも使われ続けるだろう。そして、統計力学の最大の功績の l つに

非平衡状態から平衡状態への緩和を表す尺度となる輸送係数の決定問題がある 。そ

れは、 Onsagerが"平均崩壊仮説"を設けることで現象論的に基礎づけ、久保によか'

局所平衡仮説"を設けることで粒子レベルの力学法則から具体的に輸送係数を導出

する方法が確立された[17] 0 しかし、強い非平衡系では、このような仮説が破錠して

統計力学的手法が使えなくなる 。 現在、この強い非平衡系の解析が様々な方法で試

されているが、決め手となる方法は未だ無い状態である。

軌道不安定性は、統計力学的記述の可能性の是非を決定する能力を持つだけでなく、

更に大きな潜在能力を秘めている 。 まず、第一にリアプノフ指数は、統計力学量で

なく力学量であり、今までの統計力学的手法にあるような仮説の成立を必要とせず、

定義できる点である 。 また、局所リアプノフ指数は、さらに微視的な力学量であり、

軌道不安定性の構造や平均から大きくはずれる稀な現象についての力学情報を含む

重要な特性量である 。 ところで、局所軌道不安定性が大きい系では、初期値を粗視

化量が非平衡状態に対応するように選ぶと、有限の時間で粗視化量が平衡状態 (粗

視化した p(x)の最大値)へ緩和する 。 すなわち、軌道不安定性の強さ、すなわちリ

アプノフ指数は、ある意味で非平衡状態から平衡状態への緩和の速さ意味するので

ある 。 これらのことから、軌道不安定性の強さと巨視的な緩和量である輸送係数に
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大きな相関があることが予想されるのだが、現在まで、これらの間の関係は、殆ど

理解されていない。

我々は、リアプノフ指数が強い非平衡系の解析の武器となることに大きな期待をか

けて、そのあいだの関係を見出すために以下の章の研究を行った。
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S 4-3 軌道不安定性のH リアプノフ指数Hの数値計算方法

前章の式(4.7)で定義されたリアプノフ指数は、十分長い観測時間と十分小さな初期

変位の大きさ(変位を基準軌道からの摂動と見なせる)をもっ基準一摂動軌道の時

開発展を用いて、次のように計算される。

(4.10) 

後で示すが近接した 2 つの軌道は時間に対して指数関数的に離れていくので、ある

程度時間がたつとこの指数的な発散のため近接した 2 つの軌道が完全に分離してし

まい、変位が基準軌道上の摂動とは考えられなくなる、すなわち、変位の運動が非

線形となり式(4.5) を満たさなくなる(=変位の大きさが線形限界より大きくなる)。

さらに、指数発散になるまで初期に遷移的な時間が存在するので、指数発散を観測

できる部分が非常に限られ、長時間平均発散量であるリアプノフ指数を定量的に評

価するためには、観測時間が短すぎる。初期の変位の大きさを小さくすれば、この

ような問題は原理的には解決するが、その場合数値計算の誤差が問題となってくる 。

このような困難を解決するために、新しいリアプノフ指数の計測方法が必要となっ

てくる。

変位の運動が式(4.5) を満たす限り、すなわち、変位の大きさに対して線形である限

りリアプノフ指数は、変位の方向だけに依り大きさに依らない。シミュレーション

の実行中に、変位の方向を保持して大きさをリスケールしでも良いことになる。シ

ミュレーション時間ステップ毎に変位の大きさをリスケールし、局所リアプノフ指

数を求めれば、シミュレーションの問中、変位の大きさをほぼ一定値にしておくこ

とができる。その時、リアプノフ指数は、式(4 . 9) の関係式から局所リアプノフ指数

の長時間平均として求めることができる。また、このようにして求められた局所リ

アプノフ指数は、リアプノフ指数を求めるための単なる経由量というだけでなく、

軌道不安定性に関して、それ以上の局所情報(不安定性の均一性や時開発展)を含

む重要な量でもある。

Fig.4-4は、リスケールした変位軌道を用いた局所リアプノフ指数[14， 16 ， 18 ， 19]の計

算の方法の模式的説明である。細い破線と実線は、それぞれ基準軌道と変位軌道、

または、連続的にリスケールした摂動軌道との聞の変位ベクトルである。 Fig.4-4 の

ように常に万向を保存するようにリスケールしなければならない。また、変位ベク

トルが小さいとき(初期の時間)は、これらのベクトルは平行であるこの 2 つの線

は重なり合っているが、変位ベクトルが大きいとき(時間が十分たったとき Fig.4-4
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のt=5ðt) は、それらは、平行でなくなる。すなわち、これより先の時間では、リス

ケールをしない変位軌道から局所リアプノフ指数を求めることはできなくなる 。

t=5� t 

されているため、ノルムを定義するときに任意の重み付けが必要となってくる、し

かし、リアプノフ指数に対してその重み付けは本質的ではない[14] (リアプノフ指数

は、計量普遍量である 。 )。本論文では、運動量空間と座標空間をそれぞれ mVth 、 a
で規格化し、変位ベクトルのノルムは無次元運動量と座標を使った無次元量として

定義した。リスケールされた新しい変位軌道 Ad{t)の出発点は、次のように決定され

る。

t=企 t

変位の大きさ示、持(ωI ~こ re-sc山された変位軌道
B( 4.:1t) 

変位軌道

6N次元位相空間の基準軌道

、

、

、

Ad(n企t) = Ar(n企t) + f(n)scaleﾒ(n�). (4.12) 

そして、この時局所リアプノフ指数は次のように計算される。
、

‘ 

局所リアプノフ指数

仙)=土ln( J伽~ì
t ---l 1叡0)1 ) 

(4.13) 

B(O) 

先にも述べたように、この手続きは、長時間の軌道発散の計算を可能にし、どんな

初期変位方向でも最大リアプノフ指数に対応する最大発散方向へ向くことを保証す

る [14]0 最終的に、最大リアプノフ指数は、次のょっに求められる。

t=O 

Fig.4-4 リスケール法を用いて局所的な軌道不安定性の指標である局所リアプノフ指数がどのよ

う定義きれるかについて書いた模式的図。 太い黒実線と濃灰実線と薄灰実線は、それぞれ、 6N次元位

相空間上の基準軌道とそれに近接したリスケール軌道と変位軌道を示しており、 6は、それら 2 つの

軌道間の分離距離を表している 。

入三 lim -土J芝\inst (nðt) ・
"max →∞ nmaxðt n=1 

(4.14) 

変位の運動が十分線形的であり、数値計算誤差が小さくなるように、この変位の大

きさを設定すると、長時間の軌道発散データを得ることができる。

実際のシミュレーションでは、次のように変位の大きさをリスケールする。数値計

算では、基準軌道 Ar{t) と変位軌道 Ad (t) は有限の時間ステッフ。ðt で離散的にしか定

義されていない。 n時間ステップのとき、変位をリスケールするためのn番目のリス

ケーリング係数は次のようにして計算される。

A

古
川

一
一
凶

作
-
札
副

知
町
一

一
一E

 
a
 

n
 

F十
A (4.1 1) 

この時、変位のノルムを定義するときにいくらかの不確定性がある 。 それは、 6N次

元位相空間上の変位ベクトルは、異なる 2 つの次元(運動量と座標)の量から構成
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~ 4-4 リアプノフ指数の粒子数依存性と数値計算における計算誤差

前節で述べたように、 2 つの近接軌道の分離距離から(最大)リアプノフ指数を求

めるときには、リスケール法を使う必要がある。数値計算でリスケール法を使うと

きに注意しなければならないことが 2 つある。一つは、分離距離の発散率の平均を

取るシミュレーションの閉じゅつ、分離距離が基準軌道に対して微少量として取り

扱える大きさでなければならない。この条件については、次の節で詳しく述べる。

もう一つは、数値計算の精度からくるもので、微少な分離距離が十分計算誤差より

大きくなければならない。これらの条件を満たして初めて、リアプノフ指数を求め

ることができるのである。この節では、後者の計算誤差からくる分離距離の下限に

ついて明らかにする。

軌道の計算誤差は、大きく分けて 2 種類のものがある。 1 つは、時開発展差分

(leapfrog法)から生じる時間刻み企tに対して 3 次のオーダーの誤差であり、もう l

つは、 PPPM法によって計算される粒子に掛かる力の誤差である。 leapfrog法から生じ

る誤差は、時間刻みを小さくすることで、小さく抑えることができ、 PPPM法から生

じる誤差は、 PM格子を小さくすることで小さく抑えることができる。しかし実際の

計算では、計算時間の節約のためこの 2 つはできるだけ大きくすることが望ましい。

まず、 leap仕og法から生じる誤差について考察する 。第 2 章で述べたように、

"SCOPE"は、局所可変時間ステップ法を使うことで、精度よく粒子軌道を解くこと

と時間刻み仰が大きくとれること(計算の高速化)を両立させることができる 。し

かしながら、このようなシミュレーションでは、たとえ正確な軌道を計算できたと

しても、時間刻みL1tの聞に分離距離が基準軌道に対して微少量として取り扱える大

きさを越えてしまう可能性がある。したがって、可変局所時間ステップ法を使用す

る場合には注意を要する。リスケール法によるリアプノフ指数の評価のときは、時

間刻み却を十分小さくとっておき、時間刻み企t聞に分離距離が大きくならないように

する必要がある。本研究のシミュレーションでは、時間刻みL1t は、 プラズマ振動周

期2π/ωPの1/4Ü1tの時間と平均粒子球半径の 1 /1 0を熱速度の 6倍の速度6vthで、進むのにか
かる時間のどちらか小さい方を採用した。この条件では、 r<l の時、後者を採用し、

r>lの時、前者を採用することになる。また、この時間ステップが十分小さいかどう

かは、次のテストやパラメータ)ランで確認した。

次に、 PPPM法から生じる誤差について考察する。 PPPM法から生じる誤差は、 PP

法と PM法の境界の粒子からの力で一番大きくなる、すなわち、粒子問距離が1.5企の

粒子の相互作用の誤差が一番重要なのである。改良されたPPPM法では、力の誤差は

PM格子の大きさの 4 乗に比例するので、 PP格子A と PM格子L1fの大きさの比L1f/L1 に対

して、力の最大誤差を次のように見積もることができる。

-78-

(合r = O.2(士) ( 4.15) 

PM格子L1fを PP格子Aの半分の大きさにしたとき、 2 粒子間の力の最大誤差は 1%以

下になる。実際には全ての粒子からの力の和をとるので、上式よりもう少し誤差は

小さくなり、ある一つの粒子に働く力の誤差の 2 乗平均 (RMS) は、 0.02% より小さ

くなる。また、比/j./企を 1/4にすると誤差は、さらに 1/5倍減少するが、総PM格子数が

8倍に増大し、計算機のメモリーと計算時間を圧迫するようになる。特に、時間刻み

が大きく取れないリアプノフ指数の評価では、リアプノフ指数を計算誤差に埋まる

ことない程度の精度を保持して、 l シミュレーションステップの計算時間をできる

だけ短くする必要がある。

本格的にシミュレーションを行つ前に、 l 成分プラズマで実際に簡単なテストシミュ

レーションを行い、リスケール法に使用する分離距離ふ時間刻み/j.t と PP格子とPM

格子の大きさの比A件の最適化を数値計算誤差の観点から行った。テストとこれから

行なうパラメーターランのシミュレーション条件は、以下の表に示したとおりであ

る。パラメーターランのシミュレーション条件は、時間刻み企t と PP格子とPM格子の

大きさの比L1/L1 を十分小さくした高精度シミュレーションとほぼ等しい局所リアプノ

フ抱数を与えることをテストランを通して確認している。

\下\一一一 ノてラメーターラン テスト

プラズマの種類 OCP, QOCP, TCP OCP 

クーロン結合定数 r 0.001 ---200 10 

粒子数 N 500 (TCPのみ+500) 256, 500, 1024, 2920 

PP格子の大きさ A 4X4X4 4X4X4 

時間刻み幅L1t min(ωp-l/20 ， a/6仇f出) ωp-l/l 0 ---ωp-l/200 

PM格子の大きさ ð/ð 1/2 1/2, 1/4 

二つの軌道の分離距離 8 5.0X10-3 (v由加d a) 1.0X 10-2
---l.OX 10・3 (九 and a) 

Fig.4-5は、時間刻み|幅ωp-l/20 、 PM格子の大きさAβ、分離距離5.0X 10-
3 

(vth and a) 

の局所リアプノフ指数(真値と考えて良い)とその条件から分離距離だけを小さく
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に対して通常なめらかな誤差を生むだけであり、 leapfrog法から生じる誤差と同様の

性質である。しかしながら、次のような場合、大きな誤差が間欠的に発生する。そ

れは、 2 つの軌道のうち l つの軌道では粒子がPP領域に存在し、もう l つの軌道で

は対応する粒子がPM領域に存在するような場合である。このような状況は、間欠的

に起こり、 PPPM法から生じる誤差が最も分離距離の時間変化に影響する。したがっ

て、間欠的に大きな値や小さな値をとる現象は、 PPPM法から生じる誤差が原因であ

ると考えられる。

Fig.4・6は、以上の推論が正しいことを示すシミュレーション結果である。この図の

プロットは、分離距離をFig.4-5で、誤差が生じている1.0X 10-3 
V th and a の値に設定して、

時間刻み幅のみを小さく (ωp-l/2∞)した場合(・で示した。) と、 PM格子の大きさ

のみを小さく (11/4 ) した場合(+で、示 した。) の局所リアプノフ指数である 。

(1.0 X 10-3 v
th 
and a) したシミュレーションによる局所リアプノフ指数である。関か

ら明らかなように、分離距離を小さくしたシミュレーション(点で表している)は、

全体に値が大きくなり、そのうえ、間欠的に大きな値や小さな値をとり時間的にな

めらかに変化していない。これら 2 つの現象は、上で述べた誤差が原因となってい

ると思われる 。
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Fig.4-5 局所リアプノフ指数の時間変化。 クーロン結合定数10、時間刻み幅ωp-I/20、 PM格子の大

きさ ð./2、分離距離5.0X 10-3 
(V *, and めの局所リアプノフ指数(真値と考えて良い ) を実線で表してい

る 。 また、その条件から分離距離だけを小さく(1.0X10・3 V1h and a) したシミュレーションによる局

所リアプノフ指数は、黒丸で表している 。

Fig.4-6 leapfrog法 と PPPM法のそれぞれの精度を向上させた局所リアプノフ指数の時間変化。クー
ロン結合定数10、分離距離1.0X 10.3 (V ., and 的に固定 しておいて、時間刻み幅のみを小さく (ωp- I/200)

した場合(・で示した 。 )と、 PM格子の大きさのみを小さく (ð./4 ) した場合(+で、示した。)の局

所リアプノフ指数である。

なめらかな過剰評価を生み、 PPPMこの図から、確かにleap仕og法から生じる誤差は、

-81-

上で述べた 2 つの現象(平均値の増大と間欠的な振る舞い)と 2 つの誤差

(leap台og法から生じる誤差と PPPM法から生じる誤差)には、それぞれ密接な関係が

ある。 leapfrog法から生じる誤差は、粒子の運動が連続的であるため、なめらかな誤

差を生むはずである。分離距離が小さいとその時間変化も小さくなり、時間刻み幅

を小さくしなければ、 leapfrog法から生じる誤差が無視できない。 したがって、局所

リアプノフ指数の評価が純粋に分離距離の時間変化だけでなく、 leapfrog法から生じ

る誤差の二乗平均を上乗せして評価することになってしまうのである 。 PPPM法から

生じる誤差は、 PM領域の粒子からの力の誤差によって生じるのだが、それは、時間

-80-



近接した 2 つの軌道の発散94-5 

連続的リスケール法でリアプノフ指数を計算する前に、実際に変位が時間的に指数
発散するかどうかを確かめなければならない(連続的リスケール法では、指数発散
しない場合でも強制的に指数を求めてしまう)。そのために、色々な大きさのクー

ロン結合定数において、リスケール法を使わずに基準軌道と変位軌道の分離距離、
すなわち変位の時間発展を計算する。

6 次元位相空間 (Px' Py, Pz' q~， qy' q) において、初期分離距離の大きさを標準偏差
が運動量空間で5.0X10.3 mv曲、座標空間で5.0X 10.3 aとなる正規分布で与えた。これ

らの値は近接軌道の発散を計算する時に、前節で議論したシミュレーションコード

の計算精度より十分大きな値になるように選んでいる o Figs .4-8 は、 3N次元の運動量
(a) と座標(b)の 2 乗平均変位の時間発展を示したものである。分離距離は、初期値に

与えた非常に小さな値から出発し、時間に対して指数的に発散するまでは不規則に
変化する。この不規則な遷移時間は、 リアプノフ遷移時間と呼ばれている。この遷

移時間内で、変位は位相空間上において最大固有値に対応する固有ベクトルの方向
を探し出す。系が、軌道不安定性を有するなら、その固有ベクトルの方向は、初期

の変位の方向には依らない。この遷移時間については、後で詳しく議論する。

Figs .4-8 において、 リアプノフ遷移時間の後で、すべてのクーロン結合定数におい

て、変位は時間に対して明らかに指数関数的に発散することが見られる。この結果
は、選んだ、初期変位が十分小さく無限小量と見なすことができると言うことを意味

している。言い換えれば、この変位の大きさでは、変位の運動が線形化された式

(4.5)によって記述されるということである。指数発散している領域では、運動量空

間の発散率と座標空間の発散率は、ほとんど等しい。また、 クーロン結合定数の増

加に伴い平均発散率は減少している。後で示すように、この平均発散率とリスケー
ル法で求めたリアプノフ指数は、同じような依存性を持ち、その絶対値も同じオー

ダーである。これらの結果は、この分離距離の大きさでのリスケール法の適応は適
切であるということを示している。

法から生じる誤差は、間欠的な時間変化を生んで、いることが分かる。

以上の結果から、分離距離をあまり小さく設定すると局所リアプノフ指数を観測す

るときに、時間刻み!幅とPM格子の大きさの両方を小さくした高精度のシミュレーショ

ンをしなければならなくなることがわかった。したがって、計算の経済性のために

は、基準軌道を解くときに要求される精度、すなわち、エネルギ一保存などの巨規

的な統計量を観測するのに必要な時間刻み幅とPM格子の大きさで、局所リアプノフ

指数の精度が十分あるように分離距離を大きさの下限を決めるべきである。ただし、

分離距離の大きさの上限は、このような誤差論からは決定できない。 上限は、次の

節で述べる分離距離の運動が線形から非線形に遷移する大きさから決まる。

最後に、リアプノフ指数の粒子数依存性に関して調べた結果をFig.4-7 に示すO 図の

プロットは、分離距離を5.0X 10.3 vth and a、時間刻み幅ωp-I/20 、 PM格子の大きさ企/2

に固定して、粒子数を256， 500, 1024, 2920 と変化させた場合の局所リアプノフ指数の

長時間平均としてのリアプノフ指数である。この図からリアプノフ指数は、粒子数

が増加するとともに若干大きくなっていくが、その粒子数依存性は小さく、粒子数

500の値を漸近値と見なしでもほとんど問題ないと結論づけることができる 。
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particle number [N] 

Fig.4-7 リアプノフ指数の粒子数依存性。図のプロットは、分離距離を5.0X 10-3 
VdJ and a、時間刻

み幅ωp-l/20 、 PM格子の大きさð./2 に固定して、粒子数を256 ， 500, 1024, 2920と変化させた場合の局所
リアプノフ指数の長時間平均としてのリアプノフ指数である。
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後で詳しく述べるが、運動量空間は、 0次の分布がマックスウェル分布であり、有

限領域に拘束されているので、どこまでも発散し続けることはできない。線形限界

点の大きさがmVthのオーダーという結果は非常に大きな値であり、軌道が完全分離す
る直前まで指数発散するということである。また、座標空間の線形限界点が強結合

プラズマにおいてデパイ長によって決まるということは、興味深い結果である。

長い時間分離距離を観測すると、全てのクーロン結合定数において運動量空間の 2
乗平均変位は、 lõpl- .J6mV th' で飽和し、座標空間の 2 乗平均変位は、 lõql -t 1!2で発

散していく 。後で示すように、この分離距離の漸近的な振る舞いは、基準軌道と変

位軌道がもはや無相関になっていることを意味している。言い換えると、微少変位

に対して不安定なだけでなく大域的にも軌道を混合させる性質を備えている、すな

わち、系がエルゴデイクとみなせることを示唆している [4-6] 0 ちなみに、 FPU問題

のように微少変位に対して不安定でも、大域的に安定であれば系の振る舞いはエル

ゴデイクではない。 2 つの軌道がともに、運動量分布関数が同じ温度を持つマック

スウェル分布， fM(p)，であると仮定すると、運動量空間の分離距離の 2 乗は次のよう

に書くことができる。
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Figs.4-8 r=1 ，1O， 100 ， 150 ， 180における 2 つの近接軌道の分離距離の時間変化。 (吋は運動量空間、(b)

は位置座標空間に関しての分離距離の時間変化である 。 時間、運動量、位置座標はそれぞれプラズマ

振動数、粒子の質量と熱速度の積、粒子球半径によ って規格化されている 。

( 4.16) 

2 1 ~ 
Õp2 三 -Z(Pdl- Ri)=-Z(Pdi2-2Pri Pdi+ pJ , 

:-1 ¥ -~ I -.  I I N i-=-I 

ヴ N

= 6mVth 2 - 云 エPri . Pdi' 
1"'1 i=1 

Figs .4-8 が示すように、変位の大きさがある一定値に達すると、発散の速さが指数

成長からずれてくる 。 Figs .4-9 は、指数成長からのずれる分離距離 (線形限界点)を

示しており、全てのクーロン結合定数において運動量空間で、mV曲、座標空間で31h

の分離距離が線形限界点であることがわかる 。

( 4.17) 

ここで、次の関係を使った。

かPi2=i〆fM句)dp = 3mv出

、
、
，

/

'h
U
 

〆
，
.
1

101 

添字の "r" と "d" は 、 それぞれ基準システムと変位システムを表し、添字 "i"は、対

応するシステムのi番目の粒子を示す。与えられた初期の運動量空間の変位は、 mVth
に比べて非常に小さいので、 基準システムの3N次元のベクトルは、変位システムの

ベクトルとほとんど平行である 。 運動量空間の 2 乗平均変位は、指数的に発散する
につれて、 6N次元の初期状態の情報を失っていく 。 初期状態の情報を完全に失って

しまったとき、つまり、 2 つのシステムがそれぞれ無相関である時、基準システム

と変位システムの問の各粒子( 3 次元空間上)の角度は 、 ランダムになる。このこ

とは、基準システムの3N次元のベクトルが変位システムのベクトルと直交している

ことを表している。その時、運動量空間の 2 乗平均変位は.J6mvth ~こなる。この値は、

シミュレーションと 一致する。
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Figs.4-9 2 つの近接軌道の分離速度が指数関数的な振る舞いからずれ始めるときの変位の大き さ 。

(めは運動量空間、(b)は位置座標空間に関してである 。である 。運動量、位置座標はそれぞれプラズマ

振動数、粒子の質量と熱速度の積、デパイ長によって規格化されている。
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一方、座標空間の分離距離の 2 乗は、次のように書くことができる 。

局所リアプノフ指数[14， 16] をリスケール法で計算する場合、 ~4・3 ， 4-4で示したよ

うに、初期変位の大きさは、計算誤差と線形限界から決まる範囲 ( 1.0X 10-3 -1 mV
1h 

または入D ) に設定されなければならない。 ここでは、初期変位は、正規分布で、そ

の標準偏差は，運動量空間で5.0 X 10・3 mv也、座標空間で5.0X10・3 aとした。 局所リアプ

ノフ指数は、リアプノフ指数を与えるだけでなく、軌道不安定性の局所構造と大域

構造に関する情報を持っている 。 Fig .4-10 は、 r=10に対する局所リアプノフ指数で

ある 。 典型的にそれは、小さな値から出発して大きなピーク値まで急激に増大し、

ゆっくりと漸近的な値に収束していく [18~21] 。 この漸近値に収束するまでの領域を

リアプノフ遷移領域と呼び、この領域で初期変位は、最大固有値、すなわち、最大

リアプノフ指数に対応する固有方向を探し出す。

局所 リ アプノフ指数~ 4-6 

(4.18) 

一一τ 1 N , 、 つ
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ここで、 q i (t) 三 q i (0) + dqi (t) とした 。

2 つのシステムの速度がそれぞれ無相関である時、

(dq山崎ri 2 ) は、座標空間の変位の大きさの主要項になる 。 そのとき、変位の運動
はランダムウオーク過程となる、すなわち、座標空間変位の 2 乗の平均は、粒子の

平均 2 乗偏差のちょうど 2 倍に相当することになる 。 結果として、気体、液体状態

では、座標空間の 2 乗平均変位は、 Iõql -e!2で発散していく。良く知られていると

おり固体状態では、拡散係数がゼロでありそれぞれの粒子の位置は格子点近傍に拘

束されている。そのため、 2 つのシステムの対応した粒子の分離距離も拘束される

ので、座標空間の 2 乗平均変位は格子振動で決まる一定値に落ちつく 。

式(4.18) の第 1 項，

8 7 2 3 456  
time [ωpt] 

1 
圃 1

0 

Fig.4-10 r=lOでの選移領域における局所リアプノフ指数の時開発展。 横軸の時間、縦軸の局所リ

アプノフ指数は 、 それぞれ、プラズマ振動数で規格化されている 。

5.0 . __, 
Fig.4-11 は、初期変位が全ての方向について運動量空間で士マZ × 10-Jmh、例えば、

座標空間で、±22 × 10-3aの 2 つのピークをもつの場合の l 体分布関数の時間変化であ
-J3 
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る 。 2 ピークの分布関数は、 Fig.4-10のリアプノフ遷移時間の聞に正規分布へ緩和

していることが分かる 。 どんな初期変位か ら 始めても遷移時間の後、 小さな揺 らぎ

を除いて分布関数は変化しない、 すなわち 、 定常な正規分布になる 。 この結呆は、

リアプノフ遷移時間に初期状態の情報が失われることを示している 。
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Fig. 4-12 プラズマ振動に よ って規格化された運動量変位と位置座標変位の大きさ比のク ー ロン結

合定数依存性。 実線は、 r=I-1 60 について最小 2 乗法で最適化してヲ|いた直線。Fig.4-11 r=lOでの選移領域における運動量空間変位の一体分布関数の時間変化。 実線は、初期分

布 ( ô 関数) を表し、破線は、 2.4 ω pt時間経過した (選移領域)後の分布を表す。 ここで、必J は 、

運動量がp-p+ � (�/ =10・3) 内に存在する粒子数を表す。

また、 遷移時間の後では、運動量の変位の大きさと位置座標の変位の大きさの比は、

初期変位に依らず一定になる 。 Fig .4-12は、プラズマ振動数で規格化 したよじが、 r<

l の範囲で了l{2.に比例 し 、 1 <r< 170の範囲で了lβ に比例し、 r> 170では 、 クーロン

結合定数に依らず一定になる ことを示している 。

-.I. -"~-I -I寸t73iTJ?と:
-2 10・ 2 0 100 2 10・ 2

rnomeIY1Mm displacement[8plmvth] 

。

Appendix 4-Aで 、 「運動量の変位の大 き さと位置座標の変位の大 き さの比が国体領

域 (r > 170 ) でなぜクーロン結合定数に依存し ないのか、 r< 170において何故大き

な値を持つのか。 J を簡単な モデルで説明す る 。 この比は、最大リアプノフ指数に

対応する固有方向の情報の一部を持っている 。 ま た 、 この結果は 、 どんな初期変位

の方向でも 、 遷移時間の聞に最大リアプノフ指数に対応する固有方向に向くという

ことの証拠の一つでもある 。

Fig .4- 1 3は、 r= 1 ， 10 ， 50 ，200のついての局所リアプノフ指数の時間変化である。クー

ロン結合定数の増大とともに局所リアプノフ指数の漸近値、 すなわち、リアプノフ

指数は小さくなり 、 遷移時間は長くなっていっていることが分かる 。 言い換えれば、

遷移時聞が長くなると、リアプノフ指数は小さくなっていくのである 。 また、

Fig.4- 1 3から明らかなように 、 局所リアプノフ指数は、大きな揺らぎを持っていて、

その揺らぎは時間的にカオティ ッ クに振る舞 っ ている 。 局所リアプノフ指数のパー

ス ト (その平均値より十分大きい揺らぎ)がr< lで観測された 。 これは 、 薄いプラ

ズマでは 、 軌道不安定性の原因である粒子聞の衝突が極めて狭い領域で強く起こっ

ていることを示している 。 r> l の領域でも 、 局所リアプノフ指数の揺らぎは、 平均
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値と同じ程度の大きさを持っ ている 。 このような振る舞いは、軌道不安定性が位相

空間で非常に非一様に生じていることを示している 。 この漸近領域の局所リアプノ

フ指数は、位相空間上の混合性の情報を含むので、より詳細なミクロ過程について

の探針になりうるものである。
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Fig .4-15 は、 Fニ 1 ，2 ， 10 ， 50 ， 200について局所リアプノフ指数を周波数分解し周波数

依存性を示したものである 。 局所リアプノフ指数が時間的にカオティックに揺ら ぐ

のに対応して、全てのクーロン結合定数においてそのスペクトルは、広い帯域を持

ち、 3 つの異なるスペクトルから成っている。周波数の低い順に，最初は、プラズマ

周波数あたりのホワイト ノイズ領域、次に[2で減衰する領域、 それより高周波領域で

[1で減衰する。
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r=1-150 でのリアプノフ指数とリアプノフ遷移時間の積。Fig.4-14 

100 

Fig.4-14 は、 r=r150 の範囲でリアプノフ指数とリアプノフ遷移時間の積をプロッ

トしたものである 。 この積は無次元量であり 、 全て の領域で1.5 ----- 2.0の一定値を と

ることが分かる 。 すなわち、リアプノフ遷移時間はリアプノフ指数と反比例の関係

にある。
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本章では、粒子シミュレーションにおけるリアプノフ指数とその瞬時値である局所

リアプノフ指数の観測方法や問題点を述べた 。 以下に、各節ごとの内容と結論につ

いてまとめる 。1 00 

第 2 節では、エルゴード論的観点から、軌道不安定性と統計力学の成立条件の関係

について述べ、その指標であるリアプノフ指数の定義を記した 。 また、強度非平衡

系では従来の統計力学の方法適用が困難であり、強度非平衡系の解明に力学量であ

るリアプノフ指数が有効であることを説明した。

第 3 節では、粒子シミュレーションにおいて 2 つの近接軌道の分離距離の発散を観
測してリアプノフ指数を評価方法すると、軌道間分離距離の下限(数値誤差)と上

限(摂動変位の線形性 ) が問題となり、十分な長時間振る舞いが観測されなくなる

ことを指摘した。 そして、それらの問題点を克服する有効な数値計算方法であるリ

スケール法について説明した。

第 4 節では、リアプノフ指数の数値計算における SCOPEの計算誤差について、 実

際の粒子シミュレーションの結果から評価し、 leap仕og法(時開発展の計算) から生

じる誤差は、なめらかな局所リアプノフ指数の過剰評価を生み、 PPPM法(加速度の

計算)から生じる誤差は、間欠的な局所リアプノフ指数の時間変化を生んでいるこ

とが分かつた 。 また、粒子数を増やすとリアプノフ指数は若干大きくなるが、依存

性は非常に弱く、粒子数500でのシミュレーションで妥当であると結論づけた。

第 5 節では、リスケール法を使わない粒子シミュレーションにより近接軌道が指数

関数的に発散することを観測し、 また 、 その指数発散の限界点(摂動の非線形成長

開始点)を決定した。さらに、長時間経過後、 2 つの軌道(系)が無相関になって

いること、すなわち 、 系がエルゴデイツクになっていることを示した。

第 6 節では、リスケール法を使ったシミュレーションにより局所リアプノフ指数を

観測し、任意の初期摂動から出発しても同一のリアプノフ指数に漸近すること、ま

た、漸近するまでの遷移時間とリアプノフ指数の関係を明らかにした。その振る舞

いから、位相空間の軌道不安定性が空間的にも時間的にも非一様であることを明ら

かにし、そのスペクトルが広い帯域を持ち、周波数の低い順にプラズ、マ周波数近傍

の白色ノイズ領域、次にr 2で減衰し、それより高周波領域で ["1 を持つことを示した。
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Appendix 4-A. 運動量変位と位置座標変位の大きさ比

Fig.4-12に示したように、プラズマ振動数で規格化された運動量変位と位置座標変

位の大きさ比は、 r>170で、は、クーロン結合定数によらず一定値をとっている。古典

一成分分プラズ、マは、 r----170において、液体状態から国体状態 (bcc格子)に相転移

することは モンテカルロや分子動力学シミュレーションによりよく知られている 。

次の章で示すが、本シミュレーションにおいても、この相転移は確認された。すな

わち、 ['>170の領域は固体領域で、あり、熱運動は存在するものの、構造の大きな変化

は見られないので運動量変位と位置座標変位の大きさの比が一定になるものと考え

られる。具体的に簡単なモデルで、この比がどのようにして決まるか説明できる。

変位に関する運動方程式の時間微分は、次のように書くことができる。
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(4A.l ) 

ここで、格子振動が十分小さいと考えると、ポテンシャルの時間微分が小さいので

右辺第 l 項が無視できる。格子点は、 q =0，士 d ， :t 2d，・・・とする。ここで、 d----2aであ

る。最近接格子点によってつくられるポテンシャルを q=O近傍で、格子振動の大きさの

2 次のオーダーまで展開すると次のように書くことができる 。

.、 2

8p= ーこそτ8p.
ma 

(4A.2) 

この時、一次元格子を考えると、比 18pl! 18ql は、次のように見積もることができる 。

間=長=ωpJt)3 (4A.3) 

シミュレーションの結果は、比 18pl! 18ql は、 r>170 の領域でおよそ0.3刊で、あった 。

実際の l 成分プラズマは、 r>170 の領域で、bcc型の結晶になるので、式(4A.3)におい

て d----1. 8a とすることができる。この時、比 18pl/18QI は、 0.29ωp になる。このように

簡単なモデルで、固体状態の比 18PI/18QI の特徴(クーロン結合定数によらずおよそ
0.3ωp) が説明できた。もし、液体状態においで'd" を実効的な最近接粒子間距離と

考えると、 クーロン結合定数の減少とともに比 18pl/18QI が増大することになる。この
ような解釈により、シミュレーションの結果は定性的に説明することができる 。

-94-

参考文献

'
E

ヴ
-
1

】

E.Fenni , J.Pasta and S.Ulam, Los Alamos Scientific Report LA-1940 (1955). 

下僚 隆嗣、 「カオス力学入門J 、 (近代科学社、 1992) . 

F.M .lzrailev , A.I.Khisaamutdinov and B.V.Chiricov , Rept.町F 252 , 

Novosibirsk (1968). 

A.N.Kolmogorov , DAN SSSR 98 , 527 (1954) 

V.I.Arnold, Russ. Math. Surveys , 18 (5), 9 (1963) 

G.M.ザフラフスキー著、三島信彦、斉藤徹也、新藤茂訳、

「カオスー古典および量子力学系一J 、 (現代工学社、 1989) . 

D.Ruelle and F.Takens , Comm.Math.Phys. 20 , 167 (1971). 

-95-



第 5 章

リアプノフ指数と熱力学量との関係

~ 5-1 はじめに

最近、リアプノフ指数とマクロな統計量の関係を見出すために熱心な研究が続けら

れている [1----14]。リアプノフ指数は、位相空間上の初期条件の情報を失う速さであ

る。そしてリアプノフ指数は力学量であり、熱力学量が厳密に定義できないような

強度非平衡状態に対しても厳密に定義できる。このような力学量の特性を生かせば、

リアプノフ指数は非平衡状態を探る新しいツールになる可能性がある。これまでの

研究で、リアプノフ指数に対する多くの公式が提案されている。例えば、 Krylov [1] 

は、剛体球系でリアプノフ指数が衝突周波数に比例することを見出した。 Gaspard と

Nicolis[5] は、 2 次元のローレンツ気体の拡散係数と正のリアプノフ指数とコルモゴ

ルフエントロピーを関係づけた。 Chaudhuri [8]は、外力が加えられている非線形振動

子についてリアプノフ指数の公式を見出し、リアプノフ指数とポテンシャルの 2 階

空間微分の時間相関を関係づけた。 Seki [9 ], Nishihara[10] , Barnett[l 1] は、拡散係数と

リアプノフ指数の関係を提示した。しかし、これらの研究は [1 ----旬、短距離力によっ

て決定されている系か、少数自由度の系を対象としている。

本章では、長距離力によってダイナミクスが決定されている荷電粒子多体系、すな

わち、プラズマについて、粒子シミュレーションを通してリアプノフ指数と熱カー学

量(拡散係数、熱力学状態)の関係を明らかにする。クーロン多体系は長距離力で

あり、そのダイナミクスは短距離力系とは異なり本質的に多体問題である。そのリ

アプノフ指数は、短距離力系とは極めて異なることが期待される。また、希薄プラ

ズ、マにおいてリアプノフ指数と誘電応答関数[15]の直接的な関係を第一原理から導出

する。以下に、本章の構成と概要を述べておく。

第 2 節では、前節で説明したリスケール法を用いて、古典的 l 成分プラズマ、準量

子的 l 成分プラズ、マ、準量子的 2 成分プラズ、マの 3 種類について、そのリアプノブ

指数のクーロン結合定数依存性を示す。特に、古典的 l 成分プラズマにおいて広範

囲(気体、液体、国体状態)のクーロン結合定数依存性を示す。

第 3 節では、簡単なモデル(岡IJ体球粒子モデル) [1] におけるリアプノフ指数を解
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析的に求めて、第 2 節のシミュレーション得られたそれぞれの熱力学状態のクーロ

ン結合定数依存性との比較をする 。

第 4 節では、希薄プラズマと強結合液体プラズ、マにおいて、衝突周波数及び、拡散

係数とリアプノフ指数の関係について考察する 。

第 5 節では、 l 成分希薄プラズマにおけるリアプノフ指数を線形化されたハミルト

ン万程式から第一原理的[ 16] に求め、誘電応答関数の関数としてのリアプノフ指数の

公式を導出する。この公式において、熱平衡 l 成分希薄プラズマのリアプノフ指数

を解析的に評価する。
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この図から、古典的 l 成分プラズ、マのリアプノフ指数は、クーロン結合定数の大き

さによって 3 つの領域があることが分かる 。 理惣プラズマに近い、非常に粒子相関

の弱い状態 (r<O.l) では、リアプノフ指数は、クーロン結合定数によらず、プラズ

マ周波数と同じオーダーでほぼ一定値である 。 次に、粒子相関が無視できなくプラ

ズマが液体的に振る舞う状態 (1<r <150) では、リアプノフ指数は、ドβに比例して

いる。最後に、より強結合な状態、 (了>170) では、 rωに比例している。また、 r----

170付近のリアプノフ指数の大きな跳ぴは、液体状態から同体状態の相転移[18 ， 21----

23] に対応している 。 Fig.5-2に示すように、粒子の 2 乗変位(この傾きの 1/6倍が拡散

係数に対応する)は、 r<170で、は時間に比例して増大する、すなわち、有限の拡散係

数を持つが、 r=200では増大せず、一定の領域で振動するのみ(拡散係数がゼロとな

る)となる。この事実からも r>170において、強結合プラズマが国体になっているこ

とが分かる。また、この振動振幅の大きさは、 0.5a程度で、あることが分かる。

荷電粒子多体系のリアプノフ指数
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ここでは、基準軌道とリスケール軌道間の初期変位は、正規分布で運動量空間と位

5.0 _~_1 
置座標空間のそれぞれ 3 方向の標準偏差を一一 X 10-J mvth と aに設定して、

-J3 
法を使い、様々な荷電粒子多体系のリアプノフ指数を計算した。対象とした、 1'Þ'i電

粒子多体系は、古典的 l 成分プラズマ(OCP; e ->∞，電子は点電荷で、イオンは用想
的な一様背景)、準量子的 1 成分プラズマ (QOCP; e -> l. m.t，電子は点電荷で、イオ
ンは理想的な一様背景)、準量子的 2 成分プラズ、マ σCP; e -> l. m.t，イオン、電子と

もに点電荷)の 3 種類[17----20] を考えた。ここで、古典的プラズ、マとは、距離に反比

例した純粋なクーロンポテンシャルを持つプラズ、マを意味し、準量子的プラズマと

は、第 2 章の 9 2-3で述べた準量子論的ポテンシャルをもっプラズ、マを意味する。

まず、 最初に古典的 l 成分プラズ、マについて述べる。古典的 1 成分プラズマについ

ては、ほ と んど理想プラズマの状態から非常に強結合状態までリアプノフ指数を求

めたo Fig.5 - 1 は、プラズマ振動数で規格化したリアプノフ指数のクーロン結合定数

依存性を示した図である 。

リスケール

Fig.5-2 古典的 l 成分プラズ、マの粒子の二乗変位の時開発展。縦軸の二乗変位は、粒子球半径の二乗

で規格化している 。 実線、破線、 一点鎖線は、それぞれのr=IO、 150 、 200のシミュレーションの結果を

示している 。
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このように、熱力学的な状態や相リアプノフ指数は、力学量であるにも関わらず、
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Fig.5-1 古典的 1 成分プラズマのリアプノフ指数のクーロン結合定数依存性 。 縦軸のリアプノフ指

数は、プラズマ振動数で規格化している 。 クーロン結合定数の「くくl 、 1<了<170 、 170く下の領域は、希薄プ

ラズマ(気体)、強結合プラズマ(液体)、固体プラズマ(固体)に対応している 。 白丸は、シミュ

レーションの結果を示しており、実線、破線、点線は、それぞれの領域のシミュレーションの結呆か

ら最小 2 乗法によってヲ|いた線である 。
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ルは、 0.5a以上は、純粋なクーロンポテンシャルとほとんど変わらないので、 í>1 の

領域でのリアプノフ指数のクーロン結合定数依存性は等しくなるのである。また、

r<1 において準量子的 l 成分プラズマでは、リアプノフ指数はr-Iβに比例し、その依
存性が古典的 l 成分プラズマと著しく異なる。この原因は以下の通りである。クー

ロン結合定数が小さいとき、粒子球半径より内側の粒子間距離では、 Deutchポテンシャ
ルはPauliの排他効果から生じる項が主要項となる。第 2 章で述べたように、このと

き熱エネルギーで規格化された準量子論的ポテンシャルはクーロン結合定数によら

ず同ーの距離依存性(粒子球半径で規格化した場合)を与える。すなわち、粒子球

半径と熱速度で規格化したリアプノフ指数はクーロン結合定数に依存しないはずで

ある。プラズマ振動数は r lρvJaに比例することを用いると、準量子的 l 成分プラズ

マでのプラズマ振動数で規格化したリアプノフ指数は了lβに比例することが説明でき

転移に対して鋭敏に応答することが分かる。この結果は、リアプノフ指数が輸送過

程などのマクロな性質の探針になる可能性を示唆している。

次に、古典的 1 成分、準量子的 l 成分プラズ、マ (e= 1 )の 2 種類についてそれら

のリアプノフ指数について比較する o Fig.5-3 は、プラズマ振動数で規格化されたリ

アプノフ指数のクーロン結合定数依存性を示した図である。

1 ぴ

る。

最後に、準量子的 2 成分プラズ、マのリアプノフ指数について考察する。 Fig.5-4 は、

0.1<r<10において、比較のため 3 種類のプラズマについて規格化されたリアプノフ

指数のクーロン結合定数依存性を示した図である。ただし、電子縮退度は 1 に固定し

ている。
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Fig.5-4 準量子的 2 成分プラズマ、準量子的 l 成分プラズマ、古典的 l 成分プラズマのリアプノフ

指数のクーロン結合定数依存性。 縦軸のリアプノフ指数は、プラズマ振動数で、規格化している。クー

ロン結合定数の1<<1 、1<下<10の領域は、希薄プラズマ(気体)、強結合プラズマ(液体)に対応し
ている 。 四角と黒丸と白丸は、それぞれ、 2 成分、準量子的 i 成分と古典的 l 成分プラズマのシミュ

レーションの結果を示している 。
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Fig.5-3 準量子的 l 成分プラズマと古典的 1 成分プラズマのリアプノフ指数のクーロン結合定数依

存性。縦軸のリアプノフ指数は、プラズマ振動数で規格化している。クーロン結合定数の「くく 1 、

1 く1<10の領域は、希薄プラズマ(気体)、強結合プラズマ(液体)に対応している。白丸と黒丸は、

それぞれ、古典的 1 成分プラズマと準量子的 1 成分プラズマのシミュレーションの結果を示しており、

破線、実線は、それぞれ準量子論的と古典的 l 成分プラズマのそれぞれの領域のシミュレーションの

結果から最小 2 乗法によってヲ|いた線である。

これら 2 種類のプラズ、マのリアプノフ指数は、それぞれ、 r>l の領域では、

ン結合定数に関して同じ依存性を持つが、 r<1 において異なる依存性を持っている

ことがわかる。この結果は、次のように説明できる。 r>l の領域では、クーロン反発

力が大きく、粒子間距離が0.5a以下になる粒子はほとんど存在しないため、 0.5a以上

の距離におけるポテンシャルの距離依存性が粒子のダイナッミクスを決定している

と考えられる。第 2章のFig.2-2をから明らかなようにe> 1 での準量子論的ポテンシャ

クーロ
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r<1 の領域では、準量子的 2 成分プラズマのリアプノフ指数は、準量子的 l 成分

プラズマのものとほとんど一致している。これは、クーロン結合定数の小さなとこ

ろでは、パウリの排他効果の無い電子一イオン問の相互作用ポテンシャルが小さく

なり、実質的に電子の 1 成分プラズマと同様に振る舞うことになるためである。 r>1

の領域では、イオンと電子の相互作用を無視できなくなる。その結果、イオンと電

子の相互作用のためリアプノフ指数は、 l 成分プラズ、マに比べて大きくなる。また、

イオンと電子の相互作用は、本質的に引力であり 1 成分プラズマのように排除体積

は存在しなく、極めて接近した散乱が生じるので、 1 成分プラズマのものと異なる

リアプノフ指数のクーロン結合定数依存性を持つことになる。次の章で詳しく述べ

るが、ちなみに 、 r> 1 の状態での l 成分強結合プラズマのリアプノフ指数のクーロン

結合定数依存性は、排除体積、すなわち粒子球半径で決定されている。

9 5-3 リアプノフ抱数のク ー ロン結合定数依存性に関する考察

前節で、リアプノフ指数が熱力学状態によって、大きくその特徴を変化させること

を見出したO 前節の考察より、占典 1 成分プラス、マについての理解が本質的に重要

であると考えられるため、本節では、古典 1 成分プラズマのリアプノフ指数のクー

ロン結合定数依存性についてさらに考察を深める 。 初期情報の喪失速度の力学量で

あるリアプノフ指数とマクロな情報の喪失に関する統計力学量(衝突周波数、拡散

係数など)との関係についても議論する 。

最初に、シミュレーションの結果との比較対象として、単純な系である剛体粒子系

(単に、粒子の半径でステップ関数的に発散するポテンシャルを持つ粒子、したがっ

て、慣性モーメントなどはない。)のリアプノフ指数[1] を考える。この系で、粒子

の衝突は常に 2 体問でしか起こらないと仮定すると、リアプノフ指数は、次のよう

にして簡単に評価することができる。 Fig.5 ・5 は、 2 粒子が衝突する状況を模式的に

書いたものである 。
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Fig.5-5 2 つの剛体球粒子が衝突する状況の模式図。下方の灰色の粒子は、上方に進んでいき、白
丸の粒子と衝突して右斜め上方へ散乱きれる 。 ただし、衝突前は、白い粒子は止まっている座標系で
記述している 。
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剛体粒子の 2 体衝突でのリアプノフ指数を計算するためには、わずかな初期値のず

れ (~o )に対応して l 回の衝突で散乱後の軌道がどの程度ずれるか(~)を評価しな

ければならない。 衝突によって、初期情報が完全に喪失してしまうので、衝突時間

を τc (平均的な粒子の相対速度 V。で平均自由行程 f を進むのに要する時間)とすれ

ば、平均的な軌道発散量としてのリアプノフ指数は、次のように評価することがで

きる 。

=州入'tc) →寸ln[三] (5.1 ) 

重要な結論は、リアプノフ指数が衝突聞の時間 τc に反比例する、すなわち、衝突周

波数に比例することである。ただし、一般的に対数項は、 1 より大きいので、リア

プノフ指数は衝突周波数より大きい。ここで、対数の中身を評価するために、入射

角。1から微小にずれた一回の衝突で散乱角。2がどのようにずれるかを考える。衝突

前後での位置座標のずれの拡大率は、次のように書くことができる。

え =1詰1=1者 (5.2) 

ここで、入射角と散乱角は、それぞれ、絶対座標系で計測したものである(絶対的

なずれを評価するためには、微小にずれた二つの衝突を同一の座標で記述しなけれ

ばならない)。白丸の粒子の中心を原点にして、粒子の半径をRとすると、衝突する

ときの灰色粒子の中心の座標は次のようになる。

このとき、中2は次のように計算される。

J4R2 一 (.e tan 中1)2
<�2 = Arc tan _! 

.e tan <�1 

したがって、衝突前後での位置座標のずれの拡大率は、
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(5.3) 

(5.4) 

�<�2 

�<�1 

ベ1 + tan 中 1 2 ) 

~4R2 一(R tan <þ1) 
(5.5) 

になる 。 また、入射角。l にたいして、位相平均 (.etan <þ 1 を O----R まで平均する 。)

を取ると、平均的な拡大率が求められる。

ま:ト?千= :(日 (5.6) 

剛体粒子系の数密度は n = (4πa3 /3fl 、 断面積はσ=πR2 ，で与えられるので、平
均自由行程は、 f 三 (nσ)一 1 = 4a3 /3R2 と書くことができる。粒子の大きさを

R -0.5 x 10-10m (原子半径)であるとすると、これらの値を代入して、剛体粒子系

のリアプノフ指数は、次のように評価することができる。

λ~ 子ln[:(日)]=~白色)2ln[:阿部:J]

-10 13厚長[ïん (5.7) 

ここで、粒子の速度分布は Maxwell分布を仮定し、相対速度と熱速度の聞には、

VO =2~訂正Vthのような関係があるとした。例えば、室温 (300K) 、一気圧、または、

数密度 3 x 10 19 cm-3 での窒素(空気)を剛体粒子系と考えると、 Vth -350m/s 、

a = 2.1 x 10-9 m となり、リアプノフ指数は、 λ ー1.2 xぽ×咋 8x1什- 1.3 xぽ S-l
となる。最後に、クーロン系におけるリアプノフ指数と比較しやすくするために、

リアプノフ指数を Vth と aで、規格化しておく。

市-71n[:(日)] (5.8) 

前節で述べた古典 l 成分プラズ、マのリアプノフ指数について、上述の剛体粒子系

のリアプノフ指数と比較するために、 Fig.5-1 のリアプノフ指数の規格化を vth/aの規

格化に変更する。その結果、リアプノフ指数のクーロン結合定数依存性はFig.5-6 の

ようになる。
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これらの値を式(5.8)に代入すると、対数の項をのぞいてリアプノフ指数のクーロン

結合定数依存性は、次のように評価できる 。

(5.10) 
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この値は、古典 l 成分プラズマのシミュレーションの結果と大きく食い違っている

(クーロン結合定数の小さいところで極めて過少評価となる)。この食い違いの原

因は、プラズマの場合、剛体粒子系とは異なり粒子の散乱は小角散乱により決定さ

れ、 Fig.5-5のような散乱の単なる平均の評価方法は妥当でないことからきている 。

粒子相関が弱い状態でのリアプノフ指数についての説明は、次の節でのより厳密な

取り扱いを待たなければならない。

次に、粒子相関が強い液体状態 (1 <['<150) について考察する。このような状態で

は、粒子聞の反発力が非常に大きく、粒子はお互い相手の粒子球半径 (a) 内にほと

んど入ることができないので、古典 l 成分プラズ、マの平均自由行程と剛体的粒子半

径は、 f-a. R-aのように評価される。実際、シミュレーションでも 1<了<150 の

範囲では 2 粒子間の再接近距離は、 0.5aから 0.9a程度しか変動しないことが動径分布

関数から観測されているO この値f-a. R-aを岡j体粒子系の式(5.8) に代入すると、

リアプノフ指数は、次のように評価できる。

も
e 

10・ 2

10・ 310・ 210・ 1 1 00 1 01 1 02 1 03 

Coulomb coupling constant [r] 

Fig.5-6 古典的 l 成分プラズマのリアプノフ指数のクーロン結合定数依存性。 縦軸のリアプノフ指

数は、熱速度で粒子球半径を横切る時間の逆数( V出 /a) で規格化している 。 クーロン結合定数のr<<l 、

l くrく 170、 170くrの領域は、希薄プラズマ(気体)、強結合プラズマ(液体)、団体プラズマ(固体)

に対応している。白丸は、シミュレーションの結果を示しており、実線、破線、点線は、それぞれの

領域のシミュレーションの結果から最小 2 乗法によってヲ|いた線である 。

(5.11) 

この値は、クーロン結合定数によらず一定値であり、古典 1 成分プラズマのシミュ

レーションの結果と定性的には、よい一致を示す。また、定量的には 2 から 3 倍ほ

ど小さな値を示すが、このような粗いアナロジーであることを考えると、物理内容

は十分とらえていると思われる。ちなみに、この食い違いの原因は、 1<['<150の範囲

のプラズ、マで、は、粒子の散乱は 2 体衝突だけでなく、このアナロジーで取り扱えて

いない多体衝突が起こっているためであると思われる。

最後に、固体状態(170<r) について考察する。国体状態では、粒子は、格子点に

束縛されてしまい、格子点を中心に振動するだけになるので、剛体粒子の衝突のア

ナロジーは、もはや適用できない。このような状況では、粒子モデルより非線形格

子モデルの方が現象をより良く説明するはずである。この国体状態の系は、熱エネ
ルギーを持つため有限の格子振動振幅を持つ非線形格子とみなすことができる。対

-Ah』ー← 一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一ー'

司・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・."
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^一- 0.5 Vth /a 理想プラズマに近い、非常に粒子相関の弱い状態 (r<0.1) では、リアプノフ指数

は、了lβ に比例している。次に、粒子相関が無視できなくプラズマが液体的に振る舞

う状態 (1<[' <150) では、リアプノフ指数は、ほとんど一定 (['1/1 0に比例している。)

で lのオーダーである。最後に、固体状態 (r>170) ではr.7/ 10に比例している。

Appendix 5・Aより粒子相関の非常に弱い状態 (r<O.I) では、古典 1 成分プラズ、マ

の平均自由行程と剛体的粒子半径は、次のように評価される。

(5.9) 
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称性を考慮すると格子点の近傍でポテンシャルは、次のように展開できる。 ~ 5-4 衝突周波数、および拡散係数とリアプノフ指数の関係

出=:-1+(守J +(子)
(5.12) 

リアプノフ指数(軌道不安定性の強さ)は、ある意味で非平衡状態から平衡状態へ

の緩和の速さ 意味するので、軌道不安定性の強さと 巨視的な緩和の速さを示す量で

ある衝突周波数や輸送係数との聞に大きな相関があることが予想される。しかし、

現在まで、これらの量の関係は、殆ど理解されていない。この節では、古典的 l 成

分プラズマに対象を絞り、リアプノフ指数と衝突周波数、もしくは拡散係数との関
係を明らかにする。

Appendix 5-Aから、粒子相関が非常に小さい、すなわち、 r<<1 の領域では衝突周波

数は解析的[15] に計算でき、 次のように評価される 。

ここで、 dは格子間距離を示す。第 1 項目は、定数項でポテンシャルの原点を決める

だけである。第 2 項目が、調和振動の項であり、最後の項が最初に現れる非線形項

である。第 2 項目の係数に対する第 3 項目の係数の比日は、非線形度と呼ばれ、非線

形格子の非線形性の強さを表す。 FPU問題の時の弱非線形格子 (ß<<I) と異なり、

l 成分プラズマ結晶格子自体は、ト1であり、非常に強い非線形性を持ってることが

分かる。この展開されたポテンシャルから、格子振動振幅 8q は、次のように見積も

ることができる。

3 

v~f13pFE ln AD ~主主 r2 1nAD .
a 

(5.14) 

8q2 引を-(刊
また、衝突周波数から拡散係数は、次のように評価できる。

(5.13) 

前節で述べたように、 1 成分プラズマは r.......170 の領域で、 bcc型の結晶になるので

d-l.8a とすることができ、上式から格子振動の大きさ 8q2が1.0 X 10-2 a と見積もられる 。

ちなみに、最近の研究[4]で、非線形格子の非線形度9 と規格化された格子振動エネル

ギー ( 8q /d) 2 との積が一定であれば、その系の軌道不安定性、すなわち、リアプノ

フ指数は、等しいことが明らかにされている 。 1 成分プラズ、マ結晶は、非常に強い

非線形性を持ってるにもかかわらず、このように振幅が十分小さいので、弱い非線

形格子と見なすことができるのである。最近の研究で、この様々な非線形格子にお

いて、積ß (8q 川) 2 がある程度大きい領域で、リアプノフ指数が、格子振動エネル

ギ~8q 2の 2/3乗に比例することが見出されている [4]0 本研究において、系の軌道不

安定性、すなわち、リアプノフ指数が、結晶状態で 8q 2の7/1 0乗に比例していること

は、広く非線形格子一般に認められる傾向の現れであると思われる 。
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(5.15) 

r<<1 の領域でのシミュレーションの結果から、リアプノフ指数と衝突周波数、ま

た、リアプノフ指数と拡散係数の関係は次のようになる 。

寺区(ホ)Z73γ(~th万ω~J一民(五~r (5.16) 

つぎに、強結合プラズ、マ、すなわち、 r>1の範囲では、多体衝突などの高密度効果

があるため衝突周波数は、モデルを用いなければ計算できない。粒子シミュレーショ

ンでは、速度自己相関関数や粒子の平均二乗変位から比較的簡単に拡散係数が求め

られる。 Fig.5-7は、このように粒子シミュレーションから求めた拡散係数のクーロ

ン結合定数依存性である。速度自己相関関数を時間積分から評価した拡散係数と粒

子の平均 2 乗変位の時間勾配から評価される拡散係数は、誤差数%範囲で一致して

いることを確認している。
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Fig.5-7 古典的 l 成分プラズマの拡散係数のクーロン結合定数依存性。 縦軸の拡散係数は、プラズ

マ振動数と粒子球半径の二乗 (ωpi) で規格化している 。 白丸は、シミュレーシヨンの結果を示して

いる 。 実線は、シミュレーションの結果から最小 2 乗法によってヲ|いた線である 。

Fig.5 ・8 準量子的 2 成分プラズマと準量子的 1 成分プラズ、マと古典的 l 成分プラズマの拡散係数の

クーロン結合定数依存性。 準量子的プラズマの電子縮退度は l にしている 。 縦軸の拡散係数は、粒子

の平均 2 乗変位の時間勾配から求め、プラズマ振動数と粒子球半径の二乗 (ωpa2 ) で規格化している 。

四角と黒丸と白丸は、それぞれ、 2 成分、準量子的 1 成分と古典的 I 成分プラズマのシミュレーショ

ンの結果を示している 。 実線は、シミュレーションの結果から最小 2 乗法によってヲ|いた線である 。

Fig.5 -7から見てわかる通り、液体領域1 <r< 150において、 ( v th /a2) で規格化され

た拡散係数はr切に比例している 。 この結果から、この領域におけるリアプノフ指数

と拡散係数の関係は次の よ うになる 。

た (えr (5.17) 

すなわち、 リ アプノフ指数は、 拡散係数の 3 乗根に比例 している のである。

ち な みに、前にも述べたが、 r> 170の領域では、プラズマは固体になっており、

速度自己相関関数は、長時間振動を続けてその時間積分は収束せず、粒子の平均 2

乗変位は、時間に対して一定値にとどま る、すなわち、拡散係数がゼロとなる 。

最後に準量子的 2 成分プラズマと準量子的 l 成分プラス、マと古典的 l 成分プラズ、マ

について、リアプノフ指数と拡散係数の依存性についてFig.5 -8 にまとめた。この図

より、強結合液体状態において、プラズマの種類によらずリアプノフ指数は、拡散

A
U
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告 1 1 1 -



95-5 1 成分希薄プラズ、マにおけるリアプノフ指数と誘電応答関数の関係

3 節で考察したように、希薄な(粒子相関が弱い状態)古典 1 成分プラズ、マにおけ

るリアプノフ指数のクーロン結合定数依存性は、剛体粒子系などの簡単なモデルで

は、説明できない。 この節では、第 4 章で求めた軌道の摂動に関する運動)j程式か

ら、第一原理的に希薄極限の古典的 l 成分プラズ、マにおけるリアプノフ指数を評価

する 。 さらに、この導出過程を一般的に拡張することにより、リアプノフ指数と誘

電応答関数の関係を明らかにする 。

古典的 1 成分プラズマでは、軌道の摂動に関する運動方程式、式(4.5)は、次のよう

に書くことができる 。

ここで川-Zdt)2(bNサ吋21Vq; (O附tり
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(5.18) 

ブラケット<>は、アンサンプル平均を表す。一般的に、行列の成分の主要項は、

汽jq f の時間相関関数の時間積分、すなわち、 J;咋Vqiq p仰qpqj 同)で、ある O しか
しながら、重力やクーロンポテンシャルのように、ポテンシャルが Iqi -qjl一l に比例

するような系では、時間中目関関数の時間積分、すなわち、時間についてゼロ次のモー

メントの項はなくなり、時間に対して l 次のモーメントの項が主要項となる 。

次に、 行列作i) の階数山くするために 以下の仮定をもうける o j 引の場
合の Vqiq e (0) と Vq eqj (-'t)の相関時間が、 J=Iの場合の相関時間より短いと仮定すると、

交差可i例(い
ここで、

N a2e2  

Vqjqj (t) 三 σupdo-(14u)川 (t) 、 'V i t (t) ==瓦石 1q i ( t ) -q t ( t )1 である O
ズマ(希薄なプ問) では、正当化される o その結果、 (ji)= 刑制の計算は、

(ji)=例(δi) に近似できる 。 ここで、階数山くした行列は、次のよう暗くこ
とができる 。

式(5 .1 8) において、 σij' m - I, 0 は、それぞれクロネッカーのデル夕、 m- 1 の成分を

持つ対角テンソル、ゼロテンソルを表している。 'Vil は、 f番目の粒子によってつく

られるクーロンポテンシャルの空間 2 階微分を表している 。 すなわち、 2iV128qi は、
i番目の粒子とその粒子から微少量 oqiず、れた位置にある仮想的な粒子にかかる力の差

を表している 。 この力の差が近接軌道間距離の発散速度を決めているのである 。

最大リアプノフ指数は、式(5.18)の軌道の関数である行列T(A)の最大固有値とし

て定義される。しかしながら、その行列の成分が時間の関数であるので、最大リア

プノフ指数を式(5.18)から直接計算することはできない 。 そこで、式(5.18) を解くと

きにストカスティックな微分方程式に対するVan Kampen [16] の方法を採用した。 こ

の方法についてAppendix 5-Bに詳しく述べるが、ここで簡単にその方法について説明

する。 Vqq が有限の相関時間 'tc をもつことを仮定する 。 すなわち、 It2 -tll >τc を満た

す 2 つの時刻 t l と t2 において、 Vqq(t l ) が統計的に Vqq (t 2 ) と無相関であると仮定する 。

0次の軌道Aに対して平均された摂動8 を考ると、式(5.18)を統計平均した摂動の運動

方程式は次のように書くことができる 。

(作川t列千叶叶;)←川)ト川=イ(一 :台抑抑川同肝刊吋吋d白ベτT(:伝i己ゴ訓)'戸μ川2V}刊叩Tr可r(守(守?i河q町川川川f〆川川川川(ρ側州叫O的川叫)川凡汽九f川川J山川qi(止れ山(←何同寸一寸叫サt。→)ウ) ~か抑hUm刊d白τ十主剖吋〈恰叫i町汗汗片ν:??γγγq町μqe (0)川川e (川川川(ゆ仰州0的川)川只

=イ(印cιl2引) 
(5.20) 
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行列の成分の係数1/3は、空間の等方性の仮定からくるものである 。 行列の要素の CIl
と C 12 は、 それぞれ、時間に対して 2 次と l 次のモーメントである 。 相関時間 τc は、
希薄なプラズ、マで、は短いので、後で確認されるように、 CIlは、長12/ r五よ り 小さい。

その時、 最大リアプノフ指数は、近似的に入~ぷ万五のように評価できる 。 この計

算の利便性により、要素C1 2 を 2 つの項 C I2 = CI21 + C I22 に分けておく 。 この時、

(5.19) 

ー 112- -113-



す三ぽdτ3tTTr(ivit(O)糾i (一 (5.21) 三子!.= 主干;1 f;わ刊仰川;打川同川τ吋巾州d白州t吋j仰jμ凶凶ぷ匂州3ヤ也p眠川1

×パ(同旦叫叫)2νqげd3 白三d笠叫}工L\:jμjμd 3kAd3k_~k_ (ko'k民川吋1:)22 eぶ汁i刊恥(作川k
kυ\NトN、呼υJリ) JJ a-qia-qf (2何川π川)y6 O t 

k λ tf 2 

(5.24) 
す三ぽdt3tTTφぺ'Vifべ (5.22) 

と定義している。

前に考察したように、 'Vil の定義から、式(5.21 ， 22) は、リアプノフ指数が、加速度

の差に関する相関関数の時間に対する 1 次モーメントでの 2 乗根によって評価でき

ることを示している。 2 つの項Cl21 と CI22は、非常に似た形をしているが、 'V ie = 'V fi で

あること加と CJ  Eh(O)VtI山 5iいl(O)2lVit2(-t))の項から構
成されていることがわかる。最初の項は、 Cl21 と全く同じであり、後の項は、 i番目の

粒子に関してt=Oで f 1番目の粒子が与える加速度の差と t=-τ で、ι番目の粒子が与える加

速度の差の時間相関を含んでいる。この相関は、希薄なプラズマでさえ無視するこ

とはできない。後で示すが、少なくとも熱平衡下ではC122 = 2 c 121 である。アンサンプ
ル平均を 1 体の分布関数による平均に置き換えることと、 0次の軌道に弾道(直線軌
道)近似 [15]qj(-1) = qj(0)-pj(0)1/m を用いて、 C122 と C 121 の時間相関を計算する 。

この近似は、粒子聞の衝突が非常に希にしか起こらないときに有効で妥当な仮定で

あり、希薄なプラズ、マではよく使われる仮定である 。

c121 と Cl22の項を実際に計算する場合、それぞれ粒子和の取り方が異なるので異なっ
た方法で評価することになる。まず、 l 体の分布関数による平均ではそれぞれのr番

∞ 3 .c 1_" (4πe2 )2 ∞ {k.~-W J 
コ2Z=-j∞τd1f:' dpjf (p)ーーでf:' dk3 J∞ droS (k ， ω)e-~- m F 
m 3 JU J_'"  ~ ， ~ ， (2πy 一∞ー∞

(5.25) 

C 121 の計算の時に、直線軌道で粒子位置に関する Fourier 変換を使って 'V il(一τ)=

(2π)吋41te2 )H d 3kτ(k九 /kf)eih(Mt)e-ikt(hf)τ 1m の関係を使った。また、

S(k,co) 呈 ヰにω勾吋附qぜ仰仰3勺切愉d出t
る量である O ここで、 f(p) は l 体の運動量分布関数である。式(5.24 ， 25)は、一般的

な式であり、定常な(強度非平衡でも良い)希薄プラズマ中でのリアプノフ指数の

値を与える。

式(5.24 ， 25) を使って、熱平衡下で、のc121 と c122の項を計算する。熱平衡下のc121 は、
運動量分布関数 f(p) に、マックスウェル分布を仮定して、次の順番 (qi->qt-> kt -> 

Pi-> Pr> 1) で積分を実行すると、次のようになる。
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日粒子が区別できないので、 Cロ2 のfに関する粒子和エは、 (N-1)に置き換えられる。
t手1

また、ポアッソン方程式を通して、ポテンシャルの空間 2 階微分が電荷密度の揺ら

ぎ Õn(q， t) 三 L�( q -q i ( t )) -n と結び、ついていることを利用すると、 c122 では、 ZVit の
相関は、次のように、電荷密度揺らぎ相関に置き換えることができる 。

τo 三 (k布市r
l ，土、波数に依存する相関時間であり、式(5.26)の積分で次の関係式を

イ吏った。

TrGiVit(O)ト(-十(叫(õn(q(山叶1)，-叫

山内reiM)(qi-qt)=州予3(い1:)
j附jμ阿附d匂匂3ヤ也Pi叫i ζ 

(υ乙川πTy>

~ mT)  
~ 

~ m)  

(5.27) 

(5.28) 

一 (4πe2)2i(k E-ω)< 1 ∞ 一一一γj∞ dk3dωe'~" m -F -:!-f:. dq3dτ(õn(O， O)õn(q ， t))e -i(k'Qーω)1
(2πy 

,_,., 
2π 一∞

(5.23) 
次に、 cロ2に関しては、熱平衡下では揺動散逸定理[15 ， 24]が成り立つので、動的構

造因子 S(k， ω) は、運動量のマックスウェル分布 fM(p) を使って次のように書くことが
できる。

これらの結果を使うと、 C121 と c 122は、次のように書くことができる。
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2 1ml1 + (kﾀDr2W(z)1 
S(k， ω)= 一一一一ーす . L  • 』

πω4πe" 11 + (kﾀD r2 W(z)1 

W(Z) 三壬!こdp ぃ kp - fM(p);η →ゆ
ーπ 士主 -ω-1η

m 

=1吋(-与)s;吋三)+i長以P(_ ~2) 
(5.29) 

ここで、 W関数は、プラズマ分散関数 [15] と呼ばれており、その引数は、

Z=_lω 
三五;可である。したがって、 bは、次のように書くことができる O

T4(子)'J;(ka)4 d (5.30) 

このW関数に関する積分において、その引数Zが大きいところと小さいところの近似

式 [15] を使うと、主要項は小さいZからくる項であることがわかる。この結果を使う

と、 cωは次のようになる。詳細は、 Appendix 5-C参照。

す- 4(まJ(与)'J;(ka)4 d (5.31) 

式(5.26 ， 3 1)において、非物理的な積分の発散を防ぐために、波数に関する最後の

積分の上限をある有限の値kmax にすべきである。この発散は、近接粒子間の粒子相関

を無視したために起こったものである 。一般的に、希薄なプラズマでは、ほとんど

の粒子の粒子間ポテンシャルは粒子の運動エネルギーに比べて小さいので無視でき

る。しかし、極めて接近した粒子問のポテンシャルは大きく、その粒子相関は無視

できない。ここで、粒子相関を第一近似で取り入れて波数に関する積分の上限値を

に取とすると積分の発散は除去できる。この積分の上限値は、 2 粒子の最接近距離で

あるランダウ長 e2{f=af に対応する波数2π/af にすべきである [15] 0 この上限値

~ax=2π/af を式(5.26 ， 3 1)に代入すると、
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CI21 2" 2 CI22 4 __ 2 
一~ー…一~ー…m 3 wp , m 3 山 p . (5.32) 

となる。最初の評価で無視した行列の成分 C11 を C12 と同様にして計算すると、

告白が昨 (5.33) 

となり、クーロン結合定数の小さい領域、すなわち、希薄なプラズ、マでは、 CIlは十
分小さく、無視できることが確認される。したがって、希薄なプラズマのリアプノ
フ指数は、入 =-J2ωp と評価できる。この結果は、希薄なプラズマ(r<o.l)のシミュレー
ション結果と良い一致を示し、リアプノフ指数がプラズマ振動数と同じオーダーで

あることを示している。

最後に、希薄プラズ、マのリアプノフ指数と誘電応答関数の一般的な関係を導出する。

定常な運動量分布関数 f(p) を与えれば、誘電応答関数E(k， ω) は次のように定義できで

きる。

「∞ kp
ε(k，ω)=l+j dp f(p)1 •+0 

2π(k入D)2 J-<x> ~ì' kp _ω 一 iη (5.34) 
ロ1

さらに、揺動散逸定理が成り立つ程度の非平衡系であれば、動的構造因子S(k， ω)は、

誘電応答関数E(k， ω) と次のような関係がある。

T k2 Im[E(k ， ω)] 
S(k， ω) 一 一一一一τ ヲ

πω4πeL IE(k ，ωf 
(5.35) 

これらの関係を用いると、 C山と CI22の項は、誘電応答関数E(k， ω) を使って、それぞ

れ、次のように書くことができる。

す=(まJ門川
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この式(5.36 ， 37)から、誘電応答関数 t(k， ω) の関数としてのリアプノフ指数の一般f

が得られる。この一般式は、揺動散逸定理が成り立つ範囲で、非平衡状態の系にも

適用できるものである。

結論として，第一原理的アプローチにより l 成分希薄プラズマにおけるリアプノフ

指数を解析的に評価し、リアプノフ指数がプラズマ振動数と同じオーダーであるこ

とを明らかにした。この結果は、希薄なプラズマ(r<0.1)のシミュレーション結果と

良い一致を示している。また、式(5.36 ， 37)でリアプノフ指数の一般式を見出し、さ

らに、揺動散逸定理が成り立つことを仮定して、誘電応答関数 ε(k ， ω) の関数として

のリアプノフ指数の一般式得た。この式は、系のミクロな力学量とマクロな統計力

学量を結びつける重要な関係であり、それは、非平衡状態の系にも適用できるもの

である。
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S 5-6 まとめ

本章では、粒子シミュレーションの結果を使って、リアプノフ指数と熱力学量との

関係について議論したO 以下に、各節ごとの内容と結論についてまとめる。

第 2 節では、粒子シミュレーションにより荷電粒子多体系のリアプノフ指数のクー

ロン結合定数依存性が次のようになることを見出した。理想プラズ、マに近い、非常

に粒子相関の弱い状態(了<0.1 )では、リアプノフ指数は、クーロン結合定数によら

ず、プラズマ周波数と同じオーダーでほぼ一定値である。次に、粒子相関が無視で

きなくプラズ、マが液体的に振る舞う状態 (1<1<150) では、リアプノフ指数は、了初

に比例している。最後に、より強結合な固体状態(了>170) では、 r“に比例してい

る。また、了-----170付近のリアプノフ指数の大きな跳びは、液体状態から固体状態の

相転移に対応している。

第 3 節では、強結合液体プラズマのリアプノフ指数を剛体球粒子モデルによって説

明した。また、強結合固体プラズマのリアプノフ指数は、非線形格子のリアプノフ

指数と非常に良く似た振る舞いをすることを指摘した。また、剛体球粒子モデルで

は、 l 成分希薄プラズマにおけるリアプノフ指数のクーロン結合定数依存性を説明

できないことを示した。

第 4 節では、希薄プラズマと強結合液体プラズマにおいて、拡散係数とリアプノフ

指数の関係について考察し、以下の結果を得た。希薄プラズマでは、

入 I D 1 I D 1 

V th / a l V th 
2 /ωp) l a

2 /ωp) 
強結合液体プラズマでは、

λI D 13 

ωp l a
2 /ωp ) 

である。この結果より、拡散係数とリアプノフ指数は密接に関係していることが示

された。

第 5 節では、 1 成分希薄プラズマにおけるリアプノフ指数を線形化されたハミルト

ン方程式から第一原理的に求め、誘電応答関数の関数としてのリアプノフ指数の公

式を導出した。この公式は、熱平衡下で粒子シミュレーションの結果と良い一致を

示すことを示した。
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Appendix 5-A. 希薄プラズマにおける衝突周波数と拡散係数[15 ， 25]

距離に逆比例するポテンシャルを持つ 2 体の粒子散乱は、ラザフォード散乱と呼ば

れ、プラズマや天体などの適用範囲の広い重要な素過程である。まず、一般的な万

法に従って、 2 体の粒子散乱と等価な固定点o (2 粒子系の重心に対応する。)を中

心とするポテンシヤル場φ(q) によるインパクトパラメーターb、換算質量meffの粒子

の散乱を考える。

。 =C

dq 

占Eー φ(q)]一帯
pdq 

2meff [E ー φ(q)ト手

(5A.3) 

(5A.4) 

A/ 

と\下、

/_~~と…・
。

Fig.5 ・A-l 2 体の粒子散乱と等価な固定点o (2 粒子系の重心に対応する。)を中心とするポテン

シヤル場 φ(q) によるインパクトパラメーターb、換算質量ffieffの粒子の散乱。 χは、重心系での散乱角

を与える。

この式から見ても分かるとおり、運動の時間可逆性より中心力場における粒子の軌

跡は、散乱中心oとそれに対する最接近位置Aとを結ぶ直線に関して対称であり、角
度中。は、次のように書くことができる。

φo = J;min 
pdq 

叫一例q)ト手 (5A.5) 

このとき、散乱角χは、角度φ と χ=π-2φの関係がある。無限遠で、の粒子の運動エネ

ルギーと角運動量から E = meffv002 /2 , M = meffbv∞が決められる。これを上式に代
入すると、

この系のエネルギー(E)保存と角運動量(M)保存の法則は、次のように書くことができ

る。

。o = J;min 
九
円
一V∞

φ
一
d

句

2

一
m

b

一2q
一
一2
一2

-
h
U一
n
y

(5A.6) 

m 一一円 恥12E = ~Ueff '1 +一一ーす+φ(q) , 
2 2meffqo!.. 

(5A.l ) 

となる。また、距離に逆比例するポテンシャル φ(q) =α/q を仮定すると、

M=meffq2φ ・ (5A.2) 
α 

この保存法則だけから運動の軌跡、を次のようにして求めることができる。 。o = Cos-I 

1 + (mef~V_b J 

_.2 _. 

• b2 = ~ . cot2 A 
2_. 4 --- '"' 

meff-v∞ L (5A.7) 

希薄なプラズマでは、微分散乱断面積dσは、上の関係を使い次のように書ける。
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そして、 Fig.5-A-2を見て分かるように、全断面積への寄与は、この散乱角の小さい

ところが大きいので、散乱の単純な平均であれば、この簡易積分核を使っても問題

はない。特に、二つの粒子の質量が等しいときには、 O.旬以上の大き な散乱断面積

はゼロになるので、散乱角の上限を l とする 。実際にこの簡易積分核と散乱角の下

限χmm を使って全運動量輸送断面積σml，2 を求めると、

(5A.13) 
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(5A.8) 

この微分散乱断面積は、重心系から見たものであるので、実用的には、実験室系に

戻す必要がある。この変換は、一般に面倒な式になるので、式が簡単になる特別な

2 つの場合についてだけ考える。散乱する(対象)粒子の質量m2が散乱を受ける
(入射)粒子の質量 m1 に比べて十分大きいときには、 χ=χ， ' ffieff -Z ffi，となり、し

たカまって 、

…b(岬

となる 。 しかし、このような近似ができる散乱角は0.1π程度までであり、それより

散乱角の大きいところでは、簡易積分核は過剰評価になる 。

Fig.5-A-2 運動量輸送微分散乱断面積の角度依存性白太い実線、破線、実線は、それぞれ、式

(5A.9)、式(5A.IO)、式(5A. 12)の微分散乱断面積を示している 。

熱平衡状態にある希薄なプラズマでは、粒子 1 が粒子 2 に散乱される平均衝突周波

数は、次のようにして求められる 。
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(5A.9) 

(5A.I0) 

(5A.ll) 

と書くことができる。散乱角の下限 χmin は、インパクトパラメーターbがデパイ半径

λDの時の散乱角、すなわち、 1/χmin λDffi ， V oo2 /，α とすると良い。なぜ、なら、インパク

トパラメーターが入D以上では、粒子のポテンシャルはプラズマに遮蔽されて、急速
に減衰するからである。また、プラズマの散乱角の小さいところでは、上のどちら

の場合でも積分核は、次のように書くことができる 。

(1-cosχ ， )す π(討す (5A.12) 

したカすって、

となる。希薄なプラズマでは、全運動量輸送断面積σm12 は、散乱角が小さいところ

の積分で発散するので、下限χmin を設けて、

σm11=C n(1 一 cosχI)竺!2 dχl
λ dχ l 

χ -Z 2χ ， ' meff -z mJ /2 となり、
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V) v2 

D, = (3n，ムト 2.8 � 2 半
枠三)ωp (5A.18) 

ll2 f fd3V)d3V2fM(Vt)fM(V2)σml，日r2
H2(σm).2V rV r )_ 

(V t•2) == 
f f d

3
v) d3vん (V) )ら (η)Vr

Mtvr4σm1・2(v r)eーヰ三dVr n2 (ffi) �
2 
("".. 4 一虫記 (5A.14) 

U 2  rT21zl ーと J f;Vrσm).2(η)e 2T 

ー
V ，.. \

一一一
l

j;vr3e 2T dVr 
・山 、 _.. 

" 

ただし、クーロン結合定数に関する依存性だけの議論であれば、上で求めた平均衝

突周波数を用いると簡単に評価できる。しかし、拡散係数の絶対値は、 2 桁程度過
小評価されてしまうことに気を付けておく必要がある。

仲号(;J叶 (5A.15) 

D, -五乙- 2.7 X 10-2 〆 ~斗ζT『 2 v L. 

I 3(v) (λ-~ )ωn 
llll ニニr 2 I 

ド

通常、希薄な気体は、速度の分布関数の積分などせずに系の代表速度で拡散係数や

平均衝突周波数を評価しても定量的に良い結果を得る。しかし、希薄なプラズマで

は、正確な拡散係数や平均衝突周波数を求めるときに速度の分布関数によって積分

平均をしなければならないのは、ポテンシャルが遠距離まで到達する柔らかいポテ

ンシャルなので、断面積が速度(速度の 4 乗の逆数に比例)に強く依存しているこ

とが原因である。また、これが、リアプノフ指数の振る舞いが中性の希薄な気体の

ものと異なる(衝突周波数に比例しない)原因でもある。

(5A.19) 

ここで、 Vrは衝突する 2 粒子の相対速度、 ll2 は対象粒子(ターゲット)の数密度、

fM は、マックスウェル分布、 V)th は粒子 l の熱速度を表す。荷電数 l の 1 成分プラズ

マ(同種粒子)の散乱すなわち、 ll) = ll2' ffieff = ffi) /2 を考えて、式(5A.I0)で求めた

全運動量輸送断面積 σml2 を代入して積分すると、

を得る。クーロン結合定数に関する依存性だけの議論であれば、マックスウェル分

布に関する積分は必要なく、平均衝突周波数は、次のようにしてより簡単に評価で

きる。しかし、絶対値は、 l 桁程度 (4-'/五)過小評価されてしまうことに気を付け

ておく必要がある。
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(5A.16) 

また、粒子 l の拡散係数は、 一般的に次のように評価できる 。

/ V ,2 
¥ 

D, = ( J 
) 

J 

\3I. ll iσm) ， i V仙 (5A.17) 

荷電数 l の l 成分プラズマ(同種粒子)の散乱すなわち、 ll ， =n2 ， ffieff =m)/2 を
考えて、式(5A.I0)で求めた全運動量輸送断面積σml2 を代入してマックスウェル分布

で積分平均すると、
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Appendix 5-B. ストカスティックな微分方程式に対する Van Kampenの

摂動展開方法[16] φ(t) == e一向 Ô，

φ(t) = e -tTOT1 (t )etTOφ(t) 三日(t)φ(t). 
(5B.5) 

次のような線形微分方程式を考える。

この方程式の解を rr(t) の 2 次のオーダーまで展開して求めると

ﾔ = T(t)δ= {To +司 (t)}δ. (5B.l) 

φ(t) = <P(O) + J~dτI rr(τ1 )φ(0) + J~ d't 1 f;1 d't2rr( 't I)II( 't2 )<p( 0) + (5B.6) 

ここで、 δはベクトル、 T。は時間に依存しない定数行列、 T1 (t)は長時間平均が0のス

トカスティックな行列である。すなわち、 T(t) の時間平均値を T。にするということ

である。これから述べるVanKampenの方法は、基本的には T1 (t) に対してべき乗展開
する近似方法である 。 ちなみに、本文の T。と T1 (t) は、

となる。ここで、 φ(0) を固定したまま平均をとる、すなわち、 0次の軌道に対してア

ンサンブル平均をとると、上の式は次のように変形される。

(似t)) = <p(0) + J~dτIJ;I dτ2(rr(τl)rr( 't2 )沖(0) (5B.7) 
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(5B.2) 't 2 ニ 't 1 -τ とおくと、上の式は次のようになる。

となる。上のように分離できる理由は以下の通りである。長時間平均の空間の対称

性から行列 Vqq(t) の平均の各々の 3X3 小行列は、

(帆t)) =φ(O)+J~dτ1 J;I d't(n(τl)rr(て1- 't))φ(0)

ここで、この式を両辺、時間に対して微分する。

(5B.8) 

Tr[ Vqiqj (t)]( ~ ? ~ì _ Tい L'V il(t)-内j川叩。 ~ì (~ ~ ~ì 
(Vqi川 = ~'l.~qj"/JI~ 1 01= L 'J i;i"~"3 ' 'J"'J"Jlo 1 01=10 0 01 (φ(t)) =日d't(ll(t)ll(t -'t))φ(0) = I~d't(ll(t)rr(t-τ))(中(t)). (5B.9) 

となる。なぜ、なら、クーロン系では恒等的に

最後の等式は、 ll(t) の 2 次のオーダーの精度で φ(0) ~ (中(t))が成り立つことを利用し

た。この式を最初の δに関する式に戻すと最終的に 8に関する定係数常微分方程式が

得られる。

UNitMLe2| 
ldqjC1qj Iqj(t) ーも (t)11 (5B.4) (δ( t )) = [ TO + J~吋~ (t)e汀OT1(t 一巾一汀'0)](δ(t)) (5B.I0) 

が成り立つからである。 Van Kampenの方法で式(5B.l) を近似するために、 T1 (t)が有
限の相関時間'tc をもつことを仮定する、すなわち、 It2 -t11 > 't c を満たす 2 つの時刻 t l
とらにおいて、司 (tl)が統計的に司 (t2)と無相関であることを仮定する 。

まず最初に次のような変数変換(相互作用表示)をして、式(5B . 1) を書き 換える 。

最後に、 T1 ( t )e 't:T0 T1 ( t -τ)e一向の計算を実行すると、
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となり、本文の式
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Appendix 5-C. 式(5.30)のC 122の積分について
(5B.12) 

が得られる。ここで、

第 5 節の式(5.30)は、プラズマ分散関数[15] を含んだ関数の波数とZ空間積分となっ
ている。

(同=(吋 (ﾂ.o �2 
f <X> flT ,.. \4

rl
flTnH <X> Re[(k入of2W(Z)]叶1 + (kﾂ.of2W(Z)1 

半=土法I '''_0 I J;'(ka)4 d(ka)ん I l j 
¥ a ) JO ,---, -'---/)0 ZI1+(kﾂ.of2W(Zf ~ (5C.1) 

熱平衡状態の誘電応答関数はプラズマ分散関数と次のような関係がある。

Eth (k ， ω) = 1 + (kﾂ.of2W(Z) (5C.2) 

式を簡単に表記するために

Re[E以k ， ω)-l]Im[Eth (k ， ω)] 
g(k,Z) == 

ZIEth(k， ω)1 
(5C.3) 

とおくと、式 (5C.1)は、次のように書ける。

c・… 4ωn2 ( Â.r-. ，2.~ ， _A 

-ILL = 万台|ここ旦 I J;(kay+ d(ka )J;'g(k,Z)dZ 
口1 j-n-¥. a ) 

(5C.4) 

W関数は、 Zの絶対値が l より大きいところと小さいところでそれぞれ次のように展

開できる。

JE-Z二 Z4 , (_1)n+1 Z2n+2 
IZI < 1• W(Z) =人 f ~ Ze -2 + 1 -Z 2 +一一 + 
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(5C.5) 

この性質を利用して、 g(k， Z) をZの領域別に展開する。
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IZI > 1 :ι川4J f;D一 1 dk f; g(k, Z)dZ 民入D-4 f九一1 dk- 入D4j:;吋k=λD-4 (k max 一入D一 1) , 

jp-ldkjrg(k， Z)dZ 氏。D-1 k4dk 民 入D寸
(5C.6) (5C.I0) 

IZI < 1 長 2
{l + (kﾀD)2f 

(5C.7) 

最初の積分項が、薄いプラズマでの主要項とな る 。本文で書いたように、

kmax = 2π/ar を代入すると、クーロン結合定数の小さいところでは、積分は次のよ

うに評価される。

ただし、 IZI > 1 の領域において、これらの展開が破綻する小さい領域が l つある。そ

の領域は Re[ε(k， ω)] = 0 の近傍で、ある。この領域は、 必ず、 k <<入D-l を満たしていて 、

その近傍では、 g(k， Z) は、次のように評価される 。

r<< 1 ー > f; dkf; g(k, Z)dZ -f~m以 dkf; g(k， Z)dZ 民入D-4kmax (5C.ll ) 

これらの結果を元の式に代入すると、最終的な値
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(5C.8) 

を得る。
また、展開が破綻するこの小さい領域の幅は、 Re[ε(k， ω)] ~ Im[ E(k， ω)]の領域の幅で

決まるので、 Zp Im[E(k ，ω)]の幅を持つことになる。

これらの結果を使って、 g(k， Z) のZ に対する積分を実行すると次のようになる 。

f; g(k,Z)dZ = f~g(k， Z)dZ + fI
ZP-g(k,Z)dZ + f;p+ g(k,Z)dZ + g(k,Zp )�.Zp 

l ヲ汁川? ,2 fl刊12fl2 f~~)店I~三dαZ 一 1い-c∞on附sta制n凶1t (ドk<< λhνjJ一l 

1 +(k臥入h川D叫Dr~ μ 

1a4Jι 体Dγ
(5C.9) 

(k >入D斗

上の結果を考慮すると、積分 I;dk I; g(k, Z)dZ は k空間の積分は 二つ の領域

( k く λD-l or k >入D-1) に分けて考えられるべきである。この二つの領域の積分は次

のように評価できる 。
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第 6 章結論

本論文は、荷電粒子多体系におけるリアプノフ指数と巨祝現象に関する理論的研究

成果をまとめたものである。著者は、その相互作用が長距離に及ぶため、本質的に

多体問題である荷電粒子多体系を研究対象として選らび、高精度高速強結合プラズ

マ粒子シミュレーションコードを使用し、荷電粒子多体系の力学過程を観測した。

シミュレーションを通して、粒子の力学過程が問題となる極めてミクロな努断流非

平衡系のダイナミクスと力学特性量であるリアプノフ指数と熱力学状態、や熱力学特

性量との関係について調べた。以下に、各章ごとに主要な結果を総括する。

第 l 章緒論

リアプノフ指数と巨視現象との関係に関する研究の重要性について述べた。 また、

軌道不安定性と巨視現象の関係を明らかにすることにより、現在、十分に理解され

ているとは言えない強度非平衡系などの複雑な系の巨視現象の理解が深まる可能性

があることを論じた。

第 2 章 3 次元高密度プラズマ粒子シミュレーション

本論文における研究対象である荷電粒子多体系の一般的性質について記した。また、

荷電粒子多体系の粒子シミュレーションで使用した高精度高速強結合プラズ、マ粒子

コード"SCOPE"について説明し、動径分布関数などを観測することにより、そのコー

ドがクーロン相互作用の長距離性と粒子間相関を正しく取り扱えていることを示し

た。

第 3 章 1 成分高密度プラズ、マ中の微視的弱断流不安定性

ミクロな勇断流非平衡系プラズマの粒子シミュレーションを行い、粒子スケールの

現象を明らかにした。流体力学的な不安定性が粒子レベルでも生じ、不安定性の線

形成長、および、非線形性成長の速さは主流速度が有限遷移幅を持つ中性非圧縮性

流体のものとほぼ同じであるが、プラズマ振動を伴いながら成長することを見出し

た。

非線形過程では逆カスケードにより、大規模な渦が自己組織化されることを明らか

にした。また、渦は通常のプラズマとは異なり、電荷分離により熱エネルギーの数

倍になる非常に大きな静電ポテンシャルを伴い、その静電場と流体の遠心力で保持
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した準定常状態が存在することを発見した。また、この現象が粒子の軌道不安定性
とつながりがあることも示唆した。

第 4 章 荷電粒子多体系におけるリアプノフ指数の粒子シミュレーション

エルゴード論的観点から軌道不安定性と統計力学の成立条件の関係について述べ、

軌道不安定性の指標であるリアプノフ指数とその瞬時値である局所リアプノフ指数
の定義を記した。

粒子シミュレーシヨンにおいて、摂動の大きさを一定に保ってリアプノフ指数と局

所リアプノフ指数を観測するリスケール法について説明した。粒子コードSCOPE を
用いてリアプノフ指数を計測するために必要な摂動の大きさと粒子数について数値

誤差の観点から検討を行い、 2 つの近接軌道の変位の下限と粒子数を決めた。リス
ケール法を使わない粒子シミュレーションにより近接軌道が指数関数的に発散する

ことを観測し、また、その指数発散の限界点(摂動の非線形成長開始点)を決定し
た。さらに、長時間シミュレーションを行って完全にそれらの軌道が無相関になる

ことを確認した。

リスケール法を使った粒子シミュレーションにより荷電粒子多体系の局所リアプノ

フ指数を観測し、任意の初期摂動から出発しても同一のリアプノフ指数に漸近する

こと、また、漸近するまでの遷移時間とリアプノフ指数の関係を明らかにした。そ

の振る舞いから、位相空間の軌道不安定性が空間的にも時間的にも非一様であるこ

とを明らかにした。また、局所リアプノフ指数のスペクトルは、全てのクーロン結

合定数において、広い帯域を持ち、 3 つの異なるスペクトルから成っている。周波

数の低い順に、最初は、プラズマ周波数あたりの白色ノイズ領域、次にc2で減衰す
る領域、それより高周波領域で c)で減衰ことを示した。

第 5 章 リアプノフ指数と熱力学量との関係

粒子シミュレーションにより古典 l 成分プラズマのリアプノフ指数のクーロン結合

定数依存性が希薄プラズ、マ、強結合プラズ、マ(液相)、固体プラズマの各状態で異

なることを見出した。理想プラズ、マに近い、希薄プラズ、マ (rく0 . 1) では、リアプノ

フ指数は、クーロン結合定数によらず、プラズマ周波数と同じオーダーでほぼ一定

値である。次に、粒子相関が無視できなくプラズマが液体的に振る舞う状態

(l<rく150) では、リアプノフ指数は、 r-2 /5に比例している。最後に、より強結合な
固体状態 (r> 170) では、了仰に比例している。また、 r---170付近のリアプノフ指数

の大きな跳びは、液体状態から固体状態の相転移に対応している。さらに、 l 成分、

2 成分準量子論的プラズ、マのリアプノフ指数のクーロン結合定数依存性を計測して

古典 l 成分プラズマの結果との違いについて考察した。
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古典 1 成分プラズマの結果について、それぞれの領域のクーロン結合定数依存性を

説明できる理論モデルを構築した。 すなわち、国体プラズマでは、格子振動エネル

ギーがリアプノフ指数に関係していること、液体プラズマでは、 平均粒子間距離の

半分の半径を持つ剛体粒子の散乱によ っ てリアプノフ指数が決定されていることを

示した。また 、 希薄な l 成分プラズマの領域では、第一原理に基づいてリアプノ フ

指数を解析的に求め、リアプノフ指数がマクロな誘電応答関数と関係していること

を見出し、その関係を与えた 。 熱平衡下でその結果と粒子シミュレーションの結果

が良い一致を示すことを確認した。

以上のように、荷電粒子多体系におけるリアプノフ指数と巨視現象に関する研究を

行なった。特に、粒子の力学過程が問題となる極めてミクロな勢断流非平衡系のダ

イナミクスと力学特性量であるリアプノフ指数の熱力学状態(気体、液体、固体)

に対する依存性、リアプノフ指数と拡散係数の関係などについて明らかにした 。 ま

た、希薄プラズマに対してリアプノフ指数を第一原理から求める理論モデルを構築

し、ミクロなリアプノフ指数とマクロな誘電応答関数とが関係していることを明 ら

かにした。

本研究で熱力学平衡下、 もしくは 、 弱い非平衡下での軌道不安定性と巨視現象の基

礎的な関係が明らかになり、巨視現象を新たな視点で見ることができるようになっ

た。 また、この関係の拡張することに よ り、強い非平衡系などの従来の統計力学的

手法が適用困難な系の巨視現象の理解に大きな進歩が期待される 。
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