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線形・離散時間システムの

最短時・間＝制御に関する研究

西  村  卓  也

昭和54年1ユ月



序      文

 この論文は，これまでに著者が行なってきた線形離散時間システムの最短時

間制御システム券よび最短時間観測システムの設計に関する理論的研究の成果

をまとめたものである。線形離散時間システムに拾いては制御偏差拾よび観測

誤差を有限時間内に零に整定することができると言う特長がふるが，著者は本

論文に呑いてとの特長に着目し，最短時聞で制御または観測を行なうシステム

に関する性質を考察し，それらの設計方法を明らかにする。更にそれらの結果

を集成して，．．終局的には出力フィードバックによる最短時間制御システムの設

計を意図している。

 この論文は次に述べるような六つの章で全体を構成している。

 第1章は本論文の序論であり，最短時間制御問題拾よび最短時間観測問題に

ついて説明するとともに，その工学的意義拾よび研究の歴史に・ついて述べる。

それによって本論文のこの分野に倉ける位置を明らかにする。

 第2章では本論文を通して考察の対象と．する線形離散時間システムの数学モ

デルを記述するとともに，その制御春よび観測に対する可能性と最短時間性に

ついて考察する。

 第3章では状態フィードバックが可能宏場合の最短時間制御システムの設計

を対象とする最短時間制御問題について考察する。前章で求めた制御に釦ける

最短時間性を満足するよう在状態フィードバック最短時間制御システムが構成

可能であるための必要十分条件，拾よびそのような最短時間制御システムを構

成するためのすべての状態フィードバック最短時間制御ゲインを設計する方法

を明らかにする。さらに，この論文を通して制御量であるシステムの出力を直

接対象とした設計を行なうから，得られた最短時間制御システムの安定性につ

いてもくわしく考察する。

 第4章では観測対象であるシステムの状態（または状態の線形関数）を最短

時間で観測する最短時間オブザーバ（拾よび線形関数最短時間オブザーバ）の

設計方法について考察するカミ第2章で求めた観測に拾ける最短時間性を満足

するだけでなく任意な時点における観測誤差空間を最小にするような最短時間

オブザーバを設計する。その結果として、この章で得られた最短時間オブザー

バが第5章の出力フィードバック最短時間制御システムの構成に有効となる。



 第5章てば，出力フィードバック最短時間制御問題について考察する。’まず

状態フィードバックが可能でないと言う状況下に呑ける制御の最短時間性を明

確にし、次にそれを満足するような出力フィードバック最短時間制御システム

の設計を第3章拾よび第4章の結果を集成した形で行なう。すなわち，第3章

で求めた状態フィー一ドバック最短時間制御ゲーインと第4章で求めた一最短時間オ

ブザーバとを縦続結合したものが出力フィードバック最短時間制御システ今を

構成する最短時間制御器となることを示し，この問題に白いて制御と観測との

分離性が成立すると言うシステムの設計上極めて有用な結果を明らかにする。

さらに得られた最短時間制御システムの安定性についても考察する。

 第6章は本論文の結論であり，得られた結果を総括するとともに，他の制御

理論の分野で得られている結果との比較検討を行なう。最後にこの分野に拾け

る研究の発展方向について簡単に述べる。

 以上がこの論文の構成と内容の概略である。
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第1章  序

 制御工学に拾ける最も基本的た問題は制御偏差を零に整定するようなフィー

ドバックシステムを構成する問題であるが，このとき定常偏差を零に整定する

だけでたく偏差が零に整定するまでの過渡特性をも最適となるようにフ．イード

バックシステムを設計するのが最適制御問題であり，衰代制御理論はこの問題

を中心として発展してきたと言える。この最適制御問題に拾いては制御の良さ

（最適性）を偏差量拾よび操作量の2次形式の積分を評価関数とする最適レギ

ュレータ甲揮が代表的であるが，他の一つとして偏差を零に整定するのに必要

とする時間を評価関数とし，これを最小にしようとする最短時間制御問題も制

御理論に拾ける基本的な問題として挙げることができる。最短時間制御問題は

操作量に振巾制限がある場合と左い場合とでは問題の性質が基本的に異なり，

その取扱い方も全く違ってくる。前者は非線形な問題であり1λ2），後者は線形

な問題であるが離散時間システムに拾いてのみ意味がある3）。前者の場合でも

                             4）離散時間システムの方が最適解の計算拾よび実現が容易である 。このように

最短時間制御問題は離散時間システムに適合した特有の問題であり，制御対象

が線形離散時間システムであるとき，これを最短時間制御システムとして設計

することば有用で興味ある問題であると考えられる。本論文では線形離散時間

システムに歩ける操作量に振巾制限の往い最短時間制御問題を理論的に考察し，

一般的な最短時間制御システムの設計方法を明らかにする。その結果として，

連続時間システムに’ ﾎしてもこれを離散時間システムに変換し，最短時間制御

システムとして構成する設計方法が有用であることをも示唆しようとしている。

 線形離散時間システムの最短時間制御問題に対する研究の歴史は古く，その

発祥となる論文は定かでないが，古典制御理論の時代に拾いではパルス伝達関

数で記述された1入力1出力線形サンプル値制御システムを対象に有限時間で

制御偏差を零に整定する応答（有限時間整定応答）を得るような設計方法が知

られていた5）～7）。 1959年，R．E．K五1m㎜，J．E．Ber［ram8）I白）ぱ1これ

に現代制御理論の光を当て，最短時間制御問題と言う新しい問題を導入した。

すなわち，1入力1出力線形サンプル値制御システムを状態変数を用いたシス

テム方程式で記述し，制御偏差を零に整定するのに必要な最短時間性を明確に

することによって最短時間制御と言う新しい概念を導入した。さらに、この最

一1一



短時間制御を実現する状態フィードバック最短時間制御システムの設計方法を

明らかにした。これが現代制御理論に拾ける線形離散時間システムの最短時間

制御問題の始まりであり，この問題はその後二つの方向にわかれて発展して行

った。一っば操作量や状態などに拘東条件が課せられた非線形な問題として考

           10）～］畠）えようとする方向であり   ，もう一っば非線形な問題となるよう浸」拘東条

件を設けないで線形な問題として発展させて行こうとする方向である。前者の

方向への発展の歴史については文献（ll）に詳しいので省略することにし，こ

こでは本論文が従かう後者の方向について，R．E．Ka1man， J．E．Be〔tram8）’9）

以後の研究の発展の跡を追うことにする（ただし，以下に述べるのは大筋の歴

史であり，詳細につ」いでは各章のまえがきにゆずることにする）。まず，著者

等14）がR．E．Kalman等8）の結果を多入力多出力線形サンプ．1レ値システムの場

合に拡張」した。線形サンプル値システムの状態遷移行列は常に正則であるが，

順序回路やオートマン底どの・ように内部に離散時間信号を含むシステムや大規模シ

ステム庄どのより一般的な線形離散時間システムの状態遷移行列は必らずしも正

則とは限らない17）～22）。このような一般的な線形錐散時間システムを対象に

状態遷移行列が正則で潅い場合の最短時間制御問題は著者等一5）釦よびT．Mu－

lliS16）によ一って解決され走。この段階で制御対象はほぼ完全に一般化された

と言えるが，・最短時間制御システムを構成するのに状態フィードバックを仮定

している点では不十分であった。す在わち，システムの内部量である状態は直

接観測またはフィードバックできない一場合が多く，状態フィードバックを仮定

することば工学的実現性に欠ける面が’あった。これば当時あ最適制御理論に共

通の欠点であり，状態フィードバックによらない最適制御システムの設計が次

の大き在課題であっ．た。

 R．E．Ka1man44）はシステムの外部量で挙る入出力列を適当在期間，観測する

ことによって，システムの内部量である状態が決定可能であることを既に可観

測性の概念として明らかにしていたから，これを実現するよう浸観測システム

を構成しようとするのが自然な方向である。D．G．Luenberger23）ぱ1入力I出

力の線形連続時間システムを観測対象にしてそのような観測システムの設計方

法を明らかにし，これをオブザーバ（ob冒erver）と呼んだ。彼はさらにこれを観測

対象が多入力多幸カシステムである場合にも拡張した24）。線形システムに拾いで

は制御問題と観測問題とは双対宏関係にあるから44），有限時間で制御偏差を零

に整定することができる離散時間システムを観測対象とする場合には，有限時

一2一



間で観測誤差を零に整定することが可能である一46）’47）。したが一 ﾁて，線形離散

時間システムのオブザーバとしては最短時間で観測誤差を零に整定する最短時

間オブザーバの設計が試みられた。まず，著者等25）が，続いて井上 昭等26）’27）

がこの最短時間オブザーバの設計方法を明らかにした。

 このような最短時間オブザーバと言う観測システムの存在は状態フィードバ

ックによらない最短時間制御システムの構成が可能であることを示唆している

と考えられた。しかし，状態フィードバックが可能で友いと言う状況下での最

短時間制御問題（これを以下出カフ4一ドバック最短時間制御問題と呼ぶ）に

おいては、制御の問題と観測の問題とを同時に同じ場で考え在ければならず，

しかも両者g相互作用が複雑であることが，出力フィードバック最短時間制御

問題の解決を困難在ものとした。この問題に対しても，まず著者等28）が状態フ

ィードバック最短時間制御ゲインと最短時間オブザーバとを縦扁結合した制御

器を用いて構成したフィードバックシステムの動作を考察し，観測に要する時

間と制御に要する時間との和よりも短い時間で全体としての制御が完了する場

                          29）合のあることを明らかにした。B．Porter，A．Bradshaw  も同じよう浸試み

をしているが，単にオブザーバを用いて有限時間で制御偏差を零に整定するよ

う在フィードバックシステムが構成可能であることを示しているに過ぎない。

次に著者等30）拾よび明石 一，足立正雄31）’32）ぱ時変色制御法則によって状

態フィードバックが可能てたいと言う状況下での最短時間性を保証しようと試

みたが，時不変なシステムを時変な制御器を用いて制御するのは如何にも不自

然であり，不十分であると言える。

 このように出力フィードバック最短時間制御問題の解決が遅れている間，状

態フイ・一ドバック最短時間制御問題および最短時間観測問題に拾いてさらにそ

れぞれの最短時間性を追求した次のような進展があった。す在わち，それまで

はシステムの状態を最短時間で制御することにより，間接的に制御量であるシ

ステムの出力を制御しようとする設計方法が採用されてきたが，これでは制御

量そのものに対する最短時間性は必らずしも保証されないから，制御量である

出力を直接対象とした設計方法の確立されるととがより望ましい。一このような出力

に対する最短時間性を満足する状態フィードバック最短時間制御システムめ設計方法

を著者等33如明らかにした。B．Leden34）もが在り遅れて同じ問題を考察しているが，著

者等の場合よりも厳しい条件のもとで解いて妊り不十分である。こめよう圧制御

量である出力を直接対象として設計されたシステムに対してはその安定性が問
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題と宏ることが良く矢口られている58）’59）。制御量の出力に対する最短時間性を

満足する安定浸最短時間制御システムの設計方法については著者等35）がこれ

を明らかにしている。観測の問題についても上と同じような最短時間性の改善

が試みられた。制御法則を実現するために観測する必要があるのは状態そのも

のでぱ注くその線形関・数であるから，この状態の線形関数の観測に対する最短

時間性を満足する線形関数最短時間オブザーバの設計が望まれた。これについ

ては，状態遷移行列が正則浸場合に対して池田雅夫，富田義教ヨ6）が，一般的宏

場合に対して著者等37）がその設計方法を明らかにしている。

 これらの結果の集成として，出力フィードバック最短時間制御問題が著者等

38）’39）拾よび明石 一，足立正雄40）によ．って独立．してほぼ同．時に解決され，制

御と観測との分離性が成立すると言う，システムの設計上極めて有用な結果が

明らかにされた。すなわち，制御については状態フィードバック最短時間制御

問題の解である最短時間制御ゲインを，観測については最短時間観測問題の解

である最短時間オブザーバを，用いることにし，これらを縦続結合したものが出

力フィードバック最短時間制御システムを構成するための最短時間制御器とな

ることを明らかにしている。

 以上が線形離散時間システムの最短時間制御問題の研究に関する現在までの歴

史の概要であり，この問題に関する研究は理論の上てば本質的た点で完全に解

かれたものと考える。

  本論文てば，線形離散時間システムの最短時間制御問題を，

r問題1」 線形離散時間システムの制御拾よび観測に対する可能性と最短時

      間性（第2章）

「問・題2」 状態フィードバック最短時間制御問題（第3章）

「問題3」 最短時間観測問題（第4章）

r問題4」 出力フィードバック最短時間制御問題（第5章）

で表わされるよう庄四つの問題にわけて理論的に考察し，この問題に関する研

究を完成させるとともに，最短時間制御問題を応用した最適制御システムの設

計方法の基礎を確立することを意図している。一般に制御対象としては，順序

回路在との少数の例外を除いでは，ほとんどが連続時間システムであると言え

るが，それにもかかわらず離散時間システムとして制御システムを構成するこ

とが多く宏っている。その基本的在理由は離散時間データの方が連続時間デー

タよりもデータ処理の面で質．，量ともにはるかに有利であると言えるからであ
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り，驚異的衣発達を遂げつつあるディジタルコンピュータがこれを支えている。し

たがって，この離散時間システムの役割が重要祝されると言う傾向は今後も続

くものと考えられ，線形離散時間システムの設計理論の確立が急がれる現状で

ある。本論文は最短時間制御システムの設計理論がこれに応え得るものである

ことを示そうとしている。本論文は先に述べたように，本論を形成する四つの

問題を考察する四つの章の他に，「第1章 序論」と「第6章 結論」とを付

け加えて六つの章で全体を構成する。第2章てば「問題・1」の線形離散時間シ

ステムの制御拾よび観測に対する可能性と最短時間性について考察する。特に，

線形離散時間システムの最大の特長である各時点毎に定まる制御可能浸空間呑

よび観測不可能な、空間を用いて制御拾よび観測の可能性の幾何学的在条件を求

め，次にそれをもとに制御拾よび観測の最短時間性を明確にす乱舞3章てば

「問題2」の状態フィードバック最短時間制御問題について考察し，前章で定め

た最短時間性を満足する状態フィードバック最短時間制御システムの設計方法を明

らかにする。本論文全体を通して制御量であるシステムの出力を直接対象とす

る設計を行衣うから，設計され先システムの安定性が問題と混るが，この章で

は制御量に対する最短時間性を満足するとともに，安定性をも保証された状態

フィードバック最短時間制御システムの設計方法を明らかにする。第4章てば「

問題3」の最短時間観測問題について考察し，第2章で求めた観測の最短時間

性を満足するだけで安く，次章の出力フィードバック最短時間制御システムの構

成に使用することを考慮して，任意な時点での観測誤差空間を最小とするよう浸

最短時間オブザーバの設計方法を明らかにする。第5章てば「問題4」の出力

ブトトバック最短時間制御問題について考察し帝以上の章の結果を集成した形で

出力フィードバック最短時間制御システムの設計方法を明らかにする。・まず，状態

フィードバックが可能でないと言う状況下に呑ける制御に対する最短時間性を明

確にし，観測に要する時間と制御に要する時間との和よりも短い時間で制御が

完了する場合のあることを示す。次に，第3章で求めた「問題2」の解である

最短時間制御ゲインと，第4章で求めたr問題3」の解である最短時間オブザ

ーバとを縦続結合したものが出力フグドバック最短時間制御システムを構成す

るための最短時間制御器となることを示し，との問題に拾いて制御と観測との

分離性が成立することを明らかにする。第6章ば本論文の結論であり，得られ

た結果を総括するとともに，他の分野で得られている結果と比較検討する。最

後に、この問題に関する研究の今後の発展方向について簡単に述べる。
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第2章 線形離散時間システムの制御および

観測に対する可能性と最短時間性について

第2．1節 まえがき

 この章では本論文を通して考察の対象とする線形離散時間システムの数学モ

デルを記述するとともに，r問題1」であるその制御券よび観測に対する可能

性と最短時間性について考察する。

 R．E．Ka1man42）～44）たよって導入された線形システムの可制御世捨よび可

観測性の概念は制御理論のあらゆる問題に深く関係しているが，最短時間制御

問題拾よび最短時間観測問題もその例外ではなく，最大限可能在制御拾よび観

測を行なう必要があると言う問題の性質上、他の問題よりもさらに深く直接的

にこれらの性質に関係していると言える。線形離散時間システムの制御拾よび

観測の可能性が線形連続時間システムのそれと異なり，区別して考えなければ

ならない点は，（i）一般的な線形離散時間システムにおいては状態遷移行列の

正則性が必らずしも保証されず17）～22～ 目標値が零か非零かによって制御可

能性の条件に違いが生じ，さらに観測時点の違いによって観測可能性の条件に

も違いが生じる。，拾よび（11）線形離散時間システムに拾いては各時点毎の制

御可能な空間拾よび観測不可能な空聞が定’まり，有限時間で制御偏差呑よび観

測誤差を零に整定することができる。，の以上2点である。（1）については児

玉慎三45）拾よびL．Weiss46）が初めてこれを示し，遅れて著者等47）も制御拾

よび観測の最短時間性と関連づけて明らかにしている。（ii）については，R．E．

Ka1醐an8）が初めて各時点毎の制御可能な空間を導入し，L，Weiss46…C．T．

Mu川Si6、明石一等40）・41）歩よび・著者等38）・39）がこれを一般化している。各時

点毎の観測不可能な空間については丼」二 昭27）が初めて状態空間の双対空間

                63）        39）に拾いてこれを導入し，明石 一等  拾よび著者等 がこれを状態空間に直

し一般化している。

 本章ではこの線形離散時間システムの特長である各時点毎の御制可能な空間

巷よび観測不可能な空間を最大限に生かした形で，「問題1」の制御春よび観測

の可能性と最短時間性を考察する。さらに，本論文では制御量であるシステム

の出力を直接対象とした設計を行な持うとしているから，出力に対する制御可

能性の概念を（・1）の点に留意して導入し，それらについての制御可能性と最短

時間性について考察する。観測についても状態そのものではなくその線形関数
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に対する観測可能性の概念を同じく（1）の点に留意して導入し，それらの観測

可能性と最短時間性を考察する。

 本章の構成は次の通りである。まず，第2．2節では考察の対象とする線形離

散時間システムの数学モデルを記述する。次に、第2．3節では制御に対する可

能性と最短時間性について，第2．4節てば観測に封ずる可能性と最短時間性に

ついて考察する。

（本章の内容はr公表文献表」（p皿111）中の（5），（’ W）拾よび（9）に依っ

ている。）

第2．2節 システムの記述

 本論文全・体を通して考察の対象とする一般的宏線・形時不変離散時間システム

Jの数学モデルを次のようなシステム方程式で記茸する。

必∫ll∵1）二、A；㌻D，ll〕）；竈警幾1 ：：lll

    ／ 、畠。，、，．．．

 ここで，エ（k）∈アn ：時点kでめωの状態，

     u（k）∈ブ ：時点kでの心への入力（操作量），

     y（k）∈アm 時点kでの必の出力（制御墨），

     A∈ブ×n：Jの状態遷移行列， B∈女n×「：Jの駆動行列，

     C∈〆×n：ωの観測行列，   （D＝O皿×、∈〃×。）、

（ただし，戸ば任意な体アを基礎とするn次元ベクトル空聞であり，クn×「は

アnとブとの直積空間である。）

 考察の対象とする線形離散時間システムJに一般性をもたせるために状態遷

移行列Aの正則性は仮定し在いことにする。ベクトル空間の基礎となる体は任

意として拾き，サンプル値制御システムなどを対象とするときは〃…刃，アn

…λn（・ス：実数体，スn：n次元実ユークリッド空間）とし，順序回路在とを

対象とするときはア…9ク（p），”n…9（p）n、（豚（p）：素数pを法

とする有限体（Galois Field），9〔p）n：有限体上のn次ベクトル空間）と

すれば良い。このようにできるだけ一般的なシステムを考察の対象としようと

する一方で，出力方程式に赤いてD：O皿×、と仮定する。 これは以下での考

察を簡単化するためのもので本質的な仮定では在い。さらに，1二の仮定のもと

で得られた結果は仮定が成立しない場合にも容易に拡張できる。
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 このような数学モデルで記述できる離散時間システムとしては，順序回路（

抽象的にはオートマトン）に代表される基本的に離散時間動作一をするシステムや，

サンプル値制御システムに代表されるような連続時間システムの入力を離散時

間化することによって得られるシステム，などがある。さらに，任意な有限長

の離散時間・形入出力データから（2．1）式および（2．2）式の形の数学モデル

が実現できる48）’49）ことを考慮すると，この数学モデルで非常に広範囲のシ

ステムを記述することができると言えるb時点間の間隔はサンプル値制御シス

テムなどでは一定であるが，煩序回路などでは必らずしもそうとは限ら安い。

したがって，離散時間システムにおいては時間の長さを時点の個数で評価し，

これをステップ数と呼ぶことにする。最後に，以下ではシステムとぞρ数学モ

デルとを特に区別しないことにする。一

 以下で使用する特殊な記号の用法をここで整理してまとめて巻く。。．．

く記号の用法＞

（1）行列Aの値域空間（range space」）をra㎎e／A〕で表わ．す。注

  行列Aの零空間（null spa㏄）をnu11〔A／で表わす。

  特に，”全「a㎎e〔B〕，ノ会m川C〕と．する。

（n）有限在長さαの入力列および出力列一をそれぞれ次のように表わす。

｛、・・）／言’’全／・（1）・・（1）・・・…（卜1）／

｛・1・〕｝言一’会｛・（一1），・（1），…、・（α一1）｝

（m）zを状態空間ブの部分空間とし，行列Aとその表わす線形写像とを特に

  区別し．在いで・混一用するとき，Zの写像A一に一関する逆．像空聞（inverse im－

  age space）一を逆行列バ1の存在の有無とは無関係に一A‘lZで表わす。

  すなわち；

   。A二1又全｛工1・工㍑，エテn｝。

  ただし，逆行列’A■1が存在するとき，A■1κはA■1に・よる左の像である。

（1V）状態空間女nの部分空間・κの基底列ベクトルで構成される行列をbase円

  で表わす。すなわち，base円は次の関係を満足する行列である。

「脚注」ただし，例題の節（§客4，。§4．4および§5．4）においては言己述を簡略化するために

   ｛A｝で行列Aの値域空間を表わすことにする。
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ルm・・〔b干・ψ〕・b竃・・円：f・11・・此

（V）非負整数αに対して，

  土全｛O，1，…，α｝，

  とする。

迎合｛1，2，…，α｝

第2．3節 制御に対する可能性と最短時間性

 この節では，線形離散時間システムJの状態またはその線形関数で与えられ

る制御量であ名出力の制御可能性とその最短時間性について考察する。まず，

線形離散時間システムJの制御可能性を評価する定義を与えるが，このとき次

の点に注意する必要がある。（i）’まえがきで述べたごとく，状態遷移行列Aの

正則性を仮定していないから，目標値が零の場合とそうで往い場合とを区別し

たければ在らない。（11）目標値へ制御する場合ξ整定する場合とを区別しなけ

ればならない。以上め2点が明確に在るように，従来から知られているものに

若干新しいものを加えてシステムJの制御可能性の定義を次のように与える。

く定義2，1＞線形離散時間システムJの制御可能性

 システムJに拾いて，初期状態工（0）＝㍉から有限ステップω（＜。。）で

目標状態工（⑰）＝工fへ制御する入力列。

｛州｝ガ会｛・（0），・（1），…，・（ω一）｝， （2．3）

が存在することを，次のように略記する。

・／・州■’ト（・）一工。一川一工f，ω⑭ （・．・）

（1A）r批可制御（。。。t、。ll、・le）である」｛

・｛州カト（・）一工。刊（ω）一・，ω⑭・工。∈・n

（1B）rJは可望定（、、gul，t，b－e）である」 ｛

   亘／州ザエ（・）∴。刊（1・α）一い⑭，

                      V工。∈ブ， α≧0
（1iA）「Jは可到達（、、、、h，b1、）である」  φ今

亘／・州一ト（・）一・刊（1）一エパヘ・エf∈ブ

（1iB）「Jは非零可望定（non－ze，o、、剛、tabl、）セある」 占

・／州1 ¥（・）一・一心・α）一五パヘ
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（1i1・）r坤完全可制御（・…1…1・・・・・・・…1・）である」｛・

   亘｛・←）｝冨一11工（0）一工。→工（ω）一工f，⑫⑭，

                  Vz∈〃n 工∈戸n
                    O   ’  f
（1i1B）「Jは完全町整定（comp1ete収regulatab1、）である」 占

亘｛・1州■工（・）一工。一工（ω十α）一工f・ω⑭

                  V㍉∈アn・工f∈クn，α≧O
（1VA）「Jは出力可制御（output、。、tro11ab1e）である」 ≠⇒

・｛・州■’1工（・）一工。一・（ω）一・・ωφ・・工。∈戸n

（1vB）「Jは出力可整定（outp，t re剛atable）である」 4⇒

互｛・州一’ト（・）｝。→・（ω十α）一・，ゆ。・工。∈（α≧・

（VA，「Jは出力可到達（outp，t r、、、h，bl、）である」 ≠⇒

   ・｛・州一’ト（・）一・一・（ω）一・f。市，・・f∈女皿

（VB）「Jは出力非零可望定（o，tput non一、e，o，eg，1，tabl、）である」｛

｛州一1ト（・）一・一・（1＋α）一・パヘ・斗∈ぺα・・

（V岨）「Jは出力完全可制御（output completely c㎝t，011able）である」占

亘｛・州■ ¥（・）一工。一・（ω）一・f・ωφ・・工。∈アn・・f∈戸m

（ViB）「能は出力完全町整定（。utput comp1，t，ly、、g，lat，bl、）である」4⇒

   亘／・・）／li＋（・）一㍉一・（1・α）一・1，ωφ

                  V工。∈女n・・f∈ア㎜・α≧0

（注意：この定義に拾ける語句の用法は普通良く用いるR．E．Kalman42）拾よ

      46） びL．Weiss  の定義に拾ける語句の用法と少し異なっている。この定義に

拾ける語句の用法を彼等のそれと照合すると，（1A）は「complete1y control－

 lability」と，（11A）は「completely．reachabi1ity」と呼ばれているものに

相当している。ここでの定義のように（1A）拾よび（1iA）の場合に「comp一

 一etely」と言う語句をつけ哀い方がより自然であると考えられること，拾よ

び（1iiA）の条件が線形連続時間システムの完全可制御性の条件に一致するこ

 と、などの理由で」＝のように定義する47し システムの出力に対する制御可

能性の定義（1V）～一（V1）はS．P．Bhattacbar㎜等50～51）が線形連続時間システ
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ムに対して与えた定義に対応するように著者等38）が導入したものである。）

上の定義を初期状態と目標値に関して整理すると表2．1のように在る。

       表2．1 初期状態と目標値による制御一可能性の分類

初期状態工。 目標値（ω＜。。，α≧0）

可制御性 ナn任意 工（ω）＝0

可望定性 〃 工（ω十α）二〇

可到達性 0 工（ω）一工f V工f∈アn

非零可望定性  ’ O 中・α）一工fV工f∈女n

．完全可制御性 ブ任意 ψ）㍉ V工f∈アn

完全町整定性 〃 ψ・α）一工fWf∈アn

出力可制御性 〃 y（ω）＝0

出力可整定性 〃 y（ω十α）端O

出力可到達性 O ・（ω）一・f V・f∈ブ

出力非零可望定性 0 ・（ω・α）一・fV・f∈戸

出力完全可制御性
nア 任意 ・（ω）一・f Vyf∈”m

出力完全町整定性 〃 ・（ω十α）一・fV・f∈ク皿

 次に，システムJがこれらの性質をもつための必要十分条件を求めようとす

るが，その準備として離散時間システムの特長である各時点毎の制御可能な空

間を定義するとともに，それらがシステムJにおいて容易に求められることを

明らかにする。それを与えるのが次の補題であるが，これはシステムJの動特

性に関する基本的結果の一つである。

＜補題2，1〉

（1） （k，ク）可制御生問

  「状態空間女nの部分空間クベkステップで制御可能在すべての初期状態

 の集合をκk（ク）で表わし，これを（k，ク）可制御空間と呼ぶことにする。

 すなわち，

々ク）全／㍉1亘／州ガい（・）㍉一工（k）ベエパn｝」
（2．5）
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 （k・ク）可制御空間兇k（ク）は部分空間を形成し・次の繰返し形式で一与

え、られる。

  ｛    Z、十、（ク）一・一1｛尤、（ク）十刈

                              〔2．6）
    κ。（ク）一ク， k－0…・…

 ここで，能はJの駆動行列Bの値域空間（rmge space）であり，A－1｛・｝は

部分空間｛・｝の線形写像Aに関する逆像空間（inverse image space）であ

 る。すなわち，

   能全・・㎎・／阜／

                               （2．7）
   ・一｛κ、（ク）十列全｛刈・工∈石（ク）十4工∈戸・｝

 状聾遷移行列Aが正則をときは繰返し形式によらないでも次のように簡単に

求めることができる。

  κ、（ク）一バ1糾A■2科…十・一㎏十Aヤ
                               （2．8）
      一…g・／ダ1B，Ai2B，…、A■kB，A間kT〕

 ここで，行列丁は部分空間クの基底で構成される行列base調である。

（i1） し7可制御性指数

  （k，ク）可制御空間κk（のに拾いて。

  κ。（の一κ。十1（のI→κ。十α（の・一κ。（のα一〇一，… （2・9）

が成立する。この関係を満足する最小の整数，す在わち，

   μ（の全mi・｛k；κ。（の4。十1（ク）｝，0≦μ（ク）≦・（2・10）

をJのク可制御性指数と呼ぶことにする。

（111） 「状態空間次nの部分空間・7＊に拾いて，

  a・（k）一・＊1工（k）｝＊→工（k＋1）一A工＊十B・＊∈ク＊，v工＊∈グ

が成立するとき，ク＊は（A，B）不変部分空間であると言う。 部分空間ク＊

が（A，B）不変であるための必要十分条件は，

   Aク＊ ⊂ し7＊十 沼                              （2，11）

が成立することである。」52）’53）

  （A，B）不変部分空間ク＊に対する（k，ク＊）可制御空間尤、（ク＊）は次
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の包含関係を満足する。

  ク＊一方。（ク＊）早κ1（プ）早κ。（ク＊）享…

            皐κメ（バ（プ）一Zメ（ク・）。、（グ）一…（2・12）

（iV） k可到達空間

  r零状態の初期状態からkステップで到達可能広すべての状態の集合をZk

で表わし，これをk可到達空間と口乎ぶことにする。す凌わち，

Z。全／工fい／・1・〕／li1工1・〕一・一工（・）一エバf∈戸n／」（・・1・）

  k可到達空間Zは部分空間を形成し，次式で与えられる。         k

   Z、一月十M＋…十A卜13      （2．14）
                     k＝1， 2， …

     二range〔B，AB，…，Ak－B〕      （2．15）

   Z＝ ｛O｝    0

（V） 可到達性指数

  k可到達空間Zは次の包含関係を満足する。         k

  Z  ⊂ Z  ⊂ Z  ⊂…  ⊂ Z  － Z   二  …                （ 2．16 ）
   O＋  1＋  2＋  ＋  δ■ δ十1

 この関係を満足するδ をJの可到達性指数と呼ぶ。

（証明） （i）数学的帰納法を用いて証明する。k＝0のとき，κk（のの定

義まり，κo（乃＝クであり，この集合が部分空間を形成するととは明らか

である。次に。κk（のが部分空間として定められていると仮定して、κk＋1

 （しク）が（2．6）式の形で与えられることを示す。κk（刀の定義（2－5）式より，

 エ。∈κk＋1（り）であるためには，A工。＋BuO∈κk（；7）と看るような入力

 uO∈プの存在することが必要十分であ瓦仮定より・κk（1ク）ば部分空間

 であるから，そのような入力uoが存在するためには，Aエ。∈”十κk（の

 となること，すなわち，工。∈Ail｛能十κ、（の｝となることが必要十分で

 ある。したがって，κk＋1（のは（2．6）式で定まり，さらにこれが部分空間

を形成することは明らかである。以上で（2．6）式が任意なkについて成立

することが言えた。

  状態遷移行列Aが正則ならば，任意在部分生問ク1，ク2に対して次の関係，
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   ・一’（ク1＋ク。）一・A－1ク1＋・■1ク。，・■’（・ヤ）一・．kヤ

が明らかに成立する。ごの関係を用いると，Aが正則のとき（2，8）式が成

立することを次のように示すことができる。

  尤、（の一・一｛糾㌃、（剛一・■1科・■K．、（巧

     一・一1科・一1｛パ1（科4一．。（ク））｝一・一㎏十バ料・サ、．1（の

     ＝A一㎏十A一拓十＿ 十A■㎏十A，を7           ： ．’

     一、、㎎、〔パ1・，・一2・，…，一バ㌔，ズk・〕

                        ・．・Aセー。。。g。〔パiB〕

（11）Zk（の＝κk＋1（のならば、（。2．6）式より，

  κ、十。（の一・1一｛糾κ、十1（ク）｝一A■1｛糾κ、（巧｝一κ、。1（の4、（の

 となるから，以下全く同様にして（2．9）式の関係を得る。さらに，行列A

のサイズがnであることから，O≦μ（1ク）≦nなる関係は明らかである。

（m）ク＊が（A，B）不変であるための必要十分条件が（2．l I）で与えられる

 ことについては文献（52）拾よび（53）にゆずる。

 κ、（ク＊）⊂尤、十1（ク＊） が成立することを数学的帰納法を用いて示す。

ク＊が（A，B）不変であること拾よびκO（ク＊）：ク＊であることより、

A尤。（グ）⊂糾Z。（グ）←μ。（ク＊）⊂・一1｛糾尤。（プ）トZ、（グ）

 となり，k：0について成立する。k鶯βについてろ（ク＊）⊂㍉斗1（ク＊）

であると仮定すると，k：β十1について上の関係が成立することを次のよ

 うに示せる。

  ㍉十。（グ）一バ1（糾㍉十、（ク＊））⊃バ1（糾㍉（ク＊））一㌔。、（ク＊）

                               ’．．（2．6）

 したがって，任意なkについて，4（ク＊）⊂κk＋1（ク＊）が成立する。これに，

 （i1）の関係を適用すれば（2．12）式の包含関係が成立する。

（1V） Jの状態方程式（2．1）より，初期状態が零状態のときの時点kに拾け

るJの状態工（k）は次のように一与えられる。

      k      k－1      ki2  工（k）＝Aエ（0）十A Bu（0）十A  Bu（1）十… 十Bu（k－1）

                    k－1    ＝Bu（k－1）十ABu（k－2）十…十A   Bu（O）

 したがって，（2．13）式のZkの定義より，（2－14）式または（2－15）式

のようにzkは与えられ糺これが部分空間を形成する1二どは明らかである。
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（V） （2－14）式より，Zkに関する（2－15）式の包含関係は明らかである。

 さらに，行列Aのサイズがnであることから、0≦δ≦nの関係が成立する。

                               （証明終）

 このように，各時点毎の制御可能哀空間κk（の持よびZkが明確に定まるこ

とが線形離散時間システムの最大の特長であり，有限時間整定応答が可能であ

ると言う事実に対応している。本章ではこの特長を最大限に生かした形で制御

に対する可能性と最短時間性について考察するが，これ一らの空間’ば状態空間に

拾いて定’まる毛のであるから，出力の制御を考えるときは，出力の制御を等価

在状態の制御に変換して拾く必要がある。これを次に示す。

く補題2．2一＞

（i）  y（ω）＝ 0  く＝＝李   エ（ω） ∈。”  鶯 nω旦〔C］           （ 2．玉7 ）

（11） y（ω十α）＝0 Vα〉O く＝＝⇒ エ（ω十α）∈，〃＊Vα〉0   （2．玉8）

         ＊ここで，部分空間〃ば観測行列Cの零空間〃に含まれる最大の（A，B）不変

部分空間である。すたわち，次の関係、

   ノ＊ ⊂〕〃，    A〕〃＊ ⊂ 〕〃＊ 十 酒                 （ 2．1－9 ）

を満足する最大の部分空間であり，これを求めるアルゴリズムはW．M．W0曲m

によって文献（52）拾よび（53）で与えられている。

（iii）・（ω）一・f←幸工（ω）∈C一㌧f     （2－20）

（iV）・（ω十α）一・f Vα≧0←今工（ω十α）・∈｛工、｝Vα≧O （2・21）

ここで，目標と在る状態工は次の関係を満足するものである。            e

   工、∈・、， （1一・）工e∈”十ノ    （2－22）

（証明） （i）システムJの出力方程式（2，2）式呑よび〃＝nu11［C〕より，

 C」”＝｛0｝となることから明らかである。

 （i1）出力を零に整定するためには状態を観測行列Cの零空間 一にとどめて春

  か在ければならないから，補題2．Iの（ii1）より，”に含まれる最大の（A，

  B）不変部分空間”＊に制御しなければ在らないことは明らかである。 こ

  の〃＊を求める方法は文献（52）を参照のこと。

 （印i）出力方程式（2．2）より明らかである。

（lV）出力を・fに整定するためには状態去集合・一i・fにとどめ浸ければなら

   ないから，（2－22）式を満足する状態工eへ制御することが必要十分で

   ある。                     （証明終）

                一15一



 本論文では主として状態または制御量である出力を零に整定する問題を考え

るから，これに関係した空間に適当な名称と略記号を用意して拾くと便利であ

る。、さらに，制御に拾け亭最短時間性を考察するための記号も用・煮して拾く。

く定義2，2＞

（i） κk（｛O｝）をk可制御空間と言い、ろ．kで表わす。 μ（｛O｝）を可制御

 性指数と言い、μ で表わす。
         工
（i1）κk（〃＊）をk出力可整定空間と言い，尤kで表わす。μ（〃＊）を出力可

 整定性指数と言い，μで表わす。

（i11）Z をk可到達空間と言い、δを可到達性指数一と言う。
    k
（iV） 初期状態工。一∈次nから目標状態工f∈女nへ制御するのに必要浸最二」・ス

 テップ数をt（工O、工f）で表わす。目標が部分空間クのときはt（工。，ク）

 で表わす。

 以上の準備により，線形離散時間システム数の制御可能性の幾何学的衣条件

拾よびその制御に拾ける最短時間性を次のように明らかにすることができる。

＜定理2．1＞

（1） 一Jが可制御であるための必要十分条件は次の関係が成立することである。

     κ  ＝アn            （2，23）      工．μτ

 Jが可制御であるとき，零状態への制御の最短時間性は次の通りである。

     t（工。・0）一mi・｛・1工。∈ろ．、｝くμ工 ． （2・24）

     ・・p｛t（午O）｝一μ工        （2・25）
     工。∈戸n

（i1）Jが可望定であるための必要十分条件は，Jが可制御と凌ることであり，

 Jが可望定であるとき，その最短時間性は可制御性のそれと全く同じである。

（m） Jが可到達であるための必要十分条件は次の関係が成立することである。

     Zδ一ブ       ・   （2．26）
 越が可到達であるとき，零状態からの制御の最短時間性は次の通りである。

     t（o・工f）一mi・｛kl工f∈z。｝≦δ   （2－27）

     ・・p／t（いf）｝一δ       （2．28）
    工∈〃n     f
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（iV） Jが非零可望定であるための必要十分条件は次の関係が成立することで

 ある。

     Z ＝アn              （2．29）
     δ
     range〔（In－A）〕 ⊂ 沼            （2．30）

 越が非零可望定であるとき，零状態からの整定に拾ける最短時間性は可到

達性のそれと全く同じである。

（V） Jが完全可制御であるための必要十分条件は，Jか可到達となることで

 ある。Jが完全可制御であるとき，その最短時間性は次の通りである。

     t（工。，工f）一・i・｛．・」ザ・㌦。∈ろ｝  （・・31）

     ・・ヅ｛t（工・・工f）｝一δ      （干・32）
    工。咋戸

（V1） Jが完全町整定であ予ための必要十分条件は，Jが非零可望定となるこ

 とである。Jが完全町整定であるとき，その最短時間性は完全可制御性のそ

れと全く同じである。

（w） Jが出力可制御であるための必要十分条件は次の関係が成立することで

 ある。

    κ～）（ノ）一女n        （2・33）
 Jが出力可制御であるとき、出力を零に制御するための最短時間性は次の

通りである。

     ・（工。ノ）一mi・｛kl工。∈κ、（刈｝≦μ（刈 （2－34）

     ・・p｛t（㍉ノ）｝一μ（刈       （2．35）
    工∈女n
    o

（棚 Jが出力可整定であるための必要十分条件は次の関係が成立することで

 ある。

    κ 一女n            （2．36）
     メ
 Jが出力可整定であるとき，出力を零へ整定するための最短時間性は次の

通りである。

     t（工。，”＊）一mi・｛k！工。∈又、｝≦μ   （2－37）

     …｛・（工。，パ）｝一μ      （2．38）
    工∈アn
     o

（1X） Jが出力可到達であるための必要十分条件は次の関係が成立することで

 ある。
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      Cろ…戸          （2－39）
    （または，・…C－m，C－1戸⊂Zδ） 一 （2．40）

 ”が出力可到達であるとき・出力を目標値yfへ制御するための最短時間

性は次の通りである。

    t（o，c－1・f）一mi・｛・1・f∈・z、｝   （2．41）

   y；ツt（0・一C一’yf）トδ・（縦し・δ・全min｛k－C㍍1｝）

（X） Jが出力非零可望定であるための必要十分条件は次の関係が成立するこ

 とである。

     泌：出力可到達（しe．CZδ＝女m）        （2．43）

     C（1、一A）Ci1ブ⊂C態    ・  （2，44）

  越が出力非零可望定であるとき・出力を目標値yf∈戸 に整定するため

 の最短時間性は出力可到達性のそれと全く同じで．ある。

（Xi） Jが出力完全可制御であるための必要十分条件は，Jが出力可到達とな

 ることであり，その最短時間性は次の通りである。

     t（工。，・■1・f）一・i・｛・1・f一・・㌧。∈・Z、｝  （・．・5）

     ・叩／・（ごザ・一1・f）／－1、    （・…）
    yf∈ア・工戸

（X1） 数が出力完全町整定であるための必要十分条件は，μが出力非零可望定

 となることであり，その最短時間性は出力完全可制御性のそれと全く同じで

 ある。

（証明） （i）補題2．iの（i）および定義2．2より，ろ．k全力k（｛O｝）はk

 ステップで零状態へ制御可能在すべての初期状態の集合であるから，この結

果は明らかである。

（i1） 可制御性の定義に拾ける目標の空間｛O｝は，補題2．1の（m）で一与えられ

 た（A，B）不変部分空間としての’条件を満足していることは明らかであるか

 ら，可制御性と可望定性とは等価である。

（m） 補題2－1の（1v）のZkの定義より，κ（0）二〇 からkステップで到達

可能なすべての目標状態の集合がZkであるから，この結果は明らかである。

（1V） 目標状態エfへの制御については可到達性の場合と全く同じであるから。

 目標状態へ到達した後の整定の条件のみを考えれば良い。Jの状態方程式

 （2，1）より，状態エfへ整定可能であるための必要十分条件は，
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     工f茱A工f．十Buf  i・e・（In－A）工f＝Buf  （2・47）

 を満足する入力uf∈ブが存在することである・ したがって，任意な目標

状態に対しては，r鋤ge〔（In－A）〕⊂態とたることが必要十分である。

（V） 初期状態工（O）＝工O拾よび目標状態工fに対して，工（k）＝工f とす

 ることができるためには，Jの状態方程式（2．1）より，

   エドA㌦。一・・（ト1）十…（・一2）十…十・ki’・・10〕（2．48）

 を満足する入力列｛u（・つ｝ポ1が存在すること，す差わち，

     叫一Ak工。∈Z、        （2－49）
 と混ることが必要十分である。初期状態工。拾よび目標状態工fを任意とし

たとき，一五f－Ak工。は状態空間全体を張るか・ら，Z、業アn @が必要十分条

件である。その最短時間性を与える関係式は上．の（2．49）式より明らかであ

 る。

（V1） （1V）の証明と同じく制御の条件と整定の条件とを分離して考えれば良い

から，完全可制御性の条件と可望定性の条件とを組合せたものが完全町整定

．性の条件となる。最短時間性については制御の最短時間性のみを考えれば良

 いから，完全可制御性のそれと同じである。

（W）春よ一び（》iD：補題2．2の（i）および（ii）より，y（k）＝0 または

 y（k＋α）＝O とすることは，それぞれエ（k）∈〃 または エ（k＋α）∈〃＊

 とすることと等価であるから，これらの条件は明らかである。

（iX） エ（0）＝O からy（k）＝yf とすることができるためには・次の関係・

  yry（k）一C工（k）

         k                              k－1       ・＝CA工（0）十CBu（k一一一I）十CABu（k－2）十…十CA  Bu（O）

      一C｛B・（k二1）十AB・（k－2）十…十Ak■1B・（O）｝ （2．50）

      ・・f∈・Z、 または・一1・f∈ろ   （2、・51）

の成立することが必要十分であり，目標値yf∈戸を任意としたときは

 Cろ＝女皿たる関係の成立することが必要十分である。これが（2－40）式と

等価であること，拾よび最短時間性については明らかである。

（X） 制御と整定とは分離して考えることが可能であるから，整定の条件を求

めて（iX）の結果と組合せれば良い。出力を目標値yfへ整定するためには，

     ・ド・工。三C．4        （2・52）
     yf コ g工’e ：＝CA工e＋CBu e                   〔 2・53 ）

を満足する状態工 および入力u の存在することが必要十分である。         e           e
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 したがって，・任意な目標値yf∈ア皿に対しては（2．44）式の関係が得られる。

（X1） 初期状態工。および目標値yfに対して，y（k）＝yfとすることができ

 るためには，（1X）の証明の（2．．5I）式により，

     ・ドCAk工。∈Cろ   ．    （2．54）
 なる関係の成立することが必要十分である。したがって，エ。疹よびyfを

任意とすれば，yf－CA㌧oは戸全体を張るから，Jが出力可到達である

 ことが求める必要十分条件と在る。さらに，その最短時間性については（2．

 54）式の関係より明らかである。

（苅） この条件は（X）翁よび（Xi）の証明より明らかである。

                              （証明終）

可望定性
 ココニ

可制御性
 ／／＼

可到達性
／□＼

非零可望定性
↑

完全町整定性
↓

完全可制御性

C   fu1王  rar敗

「
C：fullrank

C：fullrank

C ： fuH  rarゴk

 ＿二；〉

出力可整定性
   」」。

出力可制御性
   ／／＼

出力可到達性
／不

出力非零可望定性
ココニ

出力完全町整定性
↓

出力完全可制御性

図2．1 制御可能性の条件の関係

 この定理の結果を総括すると次のように混る。（i）拾よび（口）より可制御性

と可望定性とは全く等価であることがわかるが，これは目標となる空間｛0｝が

それ自身補題2．1の（m）の整定条件を満足する整定空間と在っているからで

ある。したがって，可制御性と可望定性とを特に区別する必要はなく．これま

でにも区別されたことはなかった。ここでは，単に出力の制御可能性と対応さ
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せるために可望定性と言う概念を導入しているに過ぎたい。（iV）の非零可望定

性の条件は極めて厳しい条件であると言わねばならない。実際に整定する必要

があるのは制御量である出力であり，このようにすべての状態について整定す

る必要があると言う状況は生じたいと考えて良い。（〉i）の出力可制御性と一 iM而）

の出力可整定性との違いは目標の空間”と”＊との違いによる。もちろん，工

学的・に有用なのは出力可整定性の方であり，この〃＊の大きさが状態を制御する

一のと出力を制御」するのとの差と在って表われる。本論文では制御量である出力

を直接対象とした設計を行潅うことによって，制御量に対する最短時間性を満

足させようとする。

 以上の結果を整理すると図2．1のように在る。

第2．4節 観測に対する可能性と最短時間性

 この節てば線形離散時間システムJの状態またはその線形関数の観測に対す

る可能性と最短時間性について考察する。まず，観測可能性を評価する定一義を

与えるが，制御に対する可能性の場合と同じく次の点に注意する一 K要がある。

一般的な線形離散時間システムを観測対象としているから，その状態遷移行列

の正則性は保証されて倉らず，現時点の状態を観測する場合と過去の時点のそれ

を観測する場合とを区別しなければならない。この点と有限た長さの入出力列

によって観測を行なう点を考慮して，システムJの観測可能性を評価する定義

を次のように一与える。

＜定義2．3＞ Jの観測可能性

長さωの入出力列（｛ul・〕｝ガ， ｛yl・〕｝ぎ）により，時点kの状態エ（k）

（または線形関数H琳））が決定可能であることを次のように表わす。

   （｛・1・）｝音一’，｛・（・）｝言）→エ（・）（または，・州） （2．55）

（i） 「Jは可決定（d，temimble）である」 ■⇒

   （｛・州一’，｛・州）→工（ω），ω＜。。

（緕） 「Jは可観測（ぬ、、v，bl、）である」  ｛

   （｛・州一］，｛・（州→工（0）

（m） r”は完全寸観測（、。mpl，t，ly dbse町、b1、）である」 ｛

   （｛・（・）｝言■1、｛州言）→工（・），・一〇・1・…・ω
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（1・）r中ト可決定（ト出t…i・曲1・）である（・∈ア1xn）。」｛

   （｛・（・〕｝r㌧｛用意）→・工（ω）

（V） 「JはH一可観測（H－obs帥abl、）である」 ≠⇒

   （｛・州i’，｛・（・）｝音）I→肋（・）

（V1）r雌ト完全可観測（・一、。。。le・。。。・。e，v、・1。）である」｛

   （｛・（・〕｝τ］，｛・（州）→・工（・） k－0，1，…，ω

（注意：線形離散時間システムの観測可能性に対する語句の用法はまだ確定し

 ているとは言えない。L．weiss46）は（1）の場合を‘‘completely determi一

 誠bility’’，（而）の場合を“comp1etely obsembility”と呼び，R．E．Kal－

 man17）’44）は（1・）の場合を“comp1etely reconstructabi1iポ’， （n）拾よび

 （m）の場合を“complete1y o㎏ervabi1ity”と呼んでいる。 ここでは制御可

 能性の定義に対応させた形で，（m）の場合にのみ“complete1y”という語を

 付けている47主 線形関数の観測に対する語句め用法は池田雅夫等36）拾よ

び著者等37）が状態の場合に対応させて導入した申のである・）

 観測の問題においては観測誤差を零に整定する問題だけを考えれば良いから，

観測可能性の定義は制御の場合よりも簡単に在る。これらの定義を観測量と時

点に関して整理すると表2，2のようになる。

表2．2観測時点による観測可能性の分類

名 称 観測量と時点

 可決定性    エ（ω）

 可観測性    工（0）

完全可観測性一 @工（k），k∈旦

名 称 観測量と時点

 H可決定性   帥（ω）

 H可観測性   H工（O）

H完全可観測性 H工（k），k∈旦

 観測問題は制御問題の双対問題であるから4㍗制御問題に拾ける各時点毎の

制御可能な空間（k可制御空間，k出力可整定空間など）ぱ，観測問題に拾い

では各時点に沓ける観測不可能た空間に対応する27）。 この観測不可能な空間

を観測可能性の定義に対応させて次のように導入する。

く定義2．4＞

 時点kに拾けるシステムの状態工（k）を次のように表わす。

二（二）、∴1㌦；1工1畿〕，ブ、巧、ち！
（2，56）
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（i）．（｛川ざi’，｛・州）米・、（・1注

 を満足する最小の部分空間をk非可決定空間と言い，・”kで表わす。

（1）（｛州苫一三，｛用言）米㍉（O）注

 を満足する最小の部分生問をk非可観測空間と言い，ノkで表わす。

 重えがきに食いて述べたように線形離散時間システムの最大の特長はこれら

の各時点毎の観測不可能宏空間が容易に求められることにある。このことを次

の補題で示すか，これはシステムJの観測可能性に対する基本的浸結果である。

＜補題2．3〉

（1） システムJに対する量非可決定空間4は次の繰返し関係で与えられる。

     i       ”k＋丑＝A4∩”
                               （2．57）
       ”。一”一・・l1／C／  ト〇一，…

 または舌繰返し関係によら注いで次式で求めることもできる。

            「lA

    〃、一Ak…11     ・一0，1，・ （2．58）
            1、ぺ

特に，状態遷移行列Aが正則のときは次式で求めることもできる。

            一。．、1

     ザー∴十一一（州

（引） k非可決定空間一”は次の包含関係を満足する。           k

    ト｛早イ手4軍．’．早4＝4・ド．’‘  （2・60）
 ごの関係を満足する〃（≦n）拾よび4をそれぞれ必の可決定性指数拾よ

一ひ非可決定空間と呼ぶ。

非可決定空間〃ぱ次の関係を満足する。
       〃
    A””＝し””                      （2．61）

脚注：入出力列（一 o川・〕｝，｛y l・〕｝）によってk時点の状態κωの（2．76）式を満足する

  部分空間（に関する成分工j／k）が決定不可能であるこ一とをこのように表わす。
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（1m） シス7ム”に対するk可観測空間4は次式で与えられる。

、二、、、二・1

       ．CA一
k二0，1，・ （2，62）

（iV） k非可観測空間〃kは次の包含関係を満足する。

     ル”。早”1字”。早…びγ一”γ。r∴・  （2・63）

この関係を満足するγ（≦n）拾よび”γをそれぞれJの可観測性指数券よび

非可観測空間と呼ぶ。非観測空間”γば次の関係を満足する。

     A咋＝”γ          （2・64）
（証明） （i）拾よび（i1）数学的帰納法を用いて証明する。k＝Oについて，

 二〃O㍉〃拾よび〃ら⊃Aイ，∩〃 が成立することを示す。〃を含む任意な

 部分生問を女1・とし・その任意な補空間を女2とすると・工（0）ぱ・

    ド（O）：Vパ1・・（0）十Vl・・㌦（0）十V・ル（0）

て          ～                                          ～

 フー女1㊥女。㍉〃㊥㍉I。㊥夕。．。，巧ド〃㊥㍉．。

           ～                      ～
。V1．o全 b a s e〔ノ〕， Vl．o 全b a s e⊂女i．o〕、 V2．o全 b a s e〔戸2．o〕

と書ける。システムJの出力方程式（2．2）春よび”全nu川C〕より，

    ／・（6）／米工，．。（・）・（！・（・）／）一『．。（・）・工、．。（・）

と混ることは明白である。したがって，ノを含む任意な部分空間はすべて

定義2．4の（i）の性質を満足する空間と在り，その最小のものは〃自身，

すなわち，”o＝”である。この結果より一”o⊃A4∩” は明らかに

成立する。k＝βについて成立する。すなわち，〃βが定重り・〃β⊃Aノβ

∩”が成立すると仮定して，k＝β斗1について，”β十1＝A”β∩”

春よびし”β十1⊃Aへ十÷∩”が成立することを示す。状態工（β）は，

㌻1二∵㌻；、二続1工、川

と書ける。β十1時点に拾いでは新たに，（u峰），y（β斗1））が入出力デー

タとして加わるが，この新らしいデー一夕を用いて決定可能な状態の成分を求
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める。

 システムJのシステム方程式より，工（β十i）は次のように混る。

  エ（β十1）＝AVl。β工1．β㈲十A㌔．β土2．β停）十Bu㈹

さらに，次のようだ部分空間とその基底列ベクトルで構成される行列，

  閉・g・〔AVl．β〕一A”β一ア1．（β十1）帥1．（β。1）・ア1．（β十1）全Aノβ∩”

  V1、（β刊）全b…〔ア1．（β。1）〕・V1．（β十1）全b…〔戸1．（β。1）〕

を用意すると，AV］．β㍉．β停）は次のように書ける。

  AV1．β工1ψ停）＝Vl．（β十1）工1．（β十1）（β十1）十Vl．（β十1）工1一（β十1）（β十1）

したがって，range〔V一、（β十1）〕⊂ノ 浸る関係を考慮すると，

  ・（β十1）一C工（β十1）一CV一．（β。1）、．（β。1）（β十1）十CA篶，β偵）十CB・㈲

となる。β時点で既に兀2．β例は決定されているから，結局新しい入出力デー

タ （u倒，y（β十1））が加わったことにより，工1、（β十1）（β十1）は決定できる

が，工一．（β十1）（β十1）は決定不可能である。したがって，A〃β∩〃 を含む

すべての空間は定義2．4の（i）の性質を満足する時点（β十1）で決定不可能

在部分生問であり，その最小のものはA〃β∩ノ 自身である。以上で〃β十1

＝Aノ ∩ノ が示された。次に，k＝β についての仮定拾よびこの結果よ   β

より・〃β⊃Mβ∩〃貨4．1となるから・”β。1－Mβ∩〃⊃Mβ。1

∩〃が成立する。

 したがって，任意たkについて，”k＋1＝A〃k∩〃，〃O＝〃  および

ノ㌧⊃4＋1 が成立する。もし、〃k＝〃k＋1 左らば，ノk＋2＝A〃k＋1

∩ノニA／k∩〃坦〃k となり，以下同様にして〃k＋α㍉久  α≧O

が言えるから，（n）の（2－60）式の包含関係が成立する。さらに，””十1

＝A”∩”’＝”  より，（2．6I）式の関係が成立する。行列Aのサイズ
   〃         〃

がnであることより，〃＜n は明らかである。

 次に，（2．57）で与えられる”kが（2．58）で与えられるものに等しい

ことを示す。数学的帰納法を用いる。k＝0について両者は明らかに等しい。
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k＝βについて成立すると仮定すると，k＝β十1について、

咋。、一・咋∩〃一…β・・㎡・

C           C

CA          CA

CAβ

∩ノーAβ十！・・l11

C疋十1

（2．65）

 と衣り，成立することが示される。したが二て，任意たkについて両者は等

 しい。最後に行列Aが正則浸らば，任意流行列X∈プ×nに対して次の関係，

     Aαn u l l〔X〕：n u ll〔X A‘α〕                 （2．66）

が成立することから，（2．62）式の関係が成立する。

（m）翁よび（iV）：一Jのシステム方程式より，

y（O）  C

y（1）  CA

      k
y（k）  CA

工〔o）十

O

CBu（0）

 k－lCA  Bu（0）十・・十CBu（k－1）

（2．67）

とをるから，（2．62）の関係は明らかである。さらに，（2．62）で与えられ

る〃kは明らかに（2・63）式の包含関係を満足する・行列Aのサイズがnで

あるから，γ＜nは明らかである。最後に，（2．64）式の関係も簡単な計

算により成立することが示される。

                             （証明終）

 このように各時点毎の観測不可能な空間（へ券よび〃k）が明確に定まる

ことが線形離散時間システムの観測問題に拾ける最大の特長であり，これをも

とに観的に対する可能性と最短時間性を次のように明らかにすることができる。

く定理2．2＞

（i）能が可決定であるための必要十分条件は次の関係が成立することである。

    ”・・＝一｛0｝            （2．68）
     〃
Jが可決定であるとき，現時点の状態を誤差なく決定できるために必要在最

小の観測ステップ数は〃である。

（n） Jが可観測であるための必要十分条件は次の関係が成立することである。

    ” ＝｛0｝             （2，69）
     γ
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  Jが可観測であるとき，初期時点一の状態を誤差浸く決定するのに必要な

最小の観測ステップ数ぱγである。

（m） Jが完全可観測であるための必要十分条件は，Jが可観測となることで

あり，このとき初期時点から現時点’までの任意在時点の状態を誤差浸く決定

するのに必要な最小の観測ステップ数はγである。

（iV）JがH一可決定であるための必要十分条件は次の関係が成立することで

 ある。

     H。し”v＝ ｛0｝。 または   nu l l〔H〕 ⊃〕”〃        （ 2－70 ）

 JがH一可決定であるとき，現時点の状態の線形関数を誤差たく決定する

のに必要事最小の観測ステップ数・且は次式で与えられる。

     ・・全mi・｛・1・へ一／0／｝≦沙    （2・71）

（V）JがH一可観測であるための必要十分条件は次の関係が成立することであ

 る。

     H4γ一｛O｝ または・・l1／H〕⊃咋    （2・72）

 JがH一可観測であるとき，初期時点の状態の線形関数を誤差なく決定す

 るのに必要在最小の観測ステップ数γ互は次式で与えられる。

     γ。全mi・｛klHぺ一｛O｝｝     （2．73）
（Vi） JがH一完全可観測であるための必要十分条件は，”がH一可観測とた

ることであり，このとき初期時点から現時点’までの任意長時点での線形関数

を誤差圧く決定するのに必要在最小の観測ステップ数は㌔である。

（証明） （1）拾よび（n）：4券よび4の定義より明らかである。
（m） 初期時点の状態工（0）が決定できれば入力列｛ul・〕｝ポ1は既知であるか

 ら，Jのシステム方程式（2．1）より，すべての時点の状態が決定できる。

（iV）～（V1）：9全nu11〔H〕およびその任意な補空間を9とする。

     h㈹一H｛θ。ψ〕十θ。㌔（k）｝一Hθ。尋k）   （2．74）

       四。全b…口，θ亘全b…塵

 と流るから，9の補空間9の成分㌔（k）が決定できればHψ〕は決定でき

る。したがって，9が一へまたはへに含まれることが，それぞれH工隼〕ま

たはH・工（O）が誤差友く決定できるための必要十分条件となる。観測に対す

 る最短時間性については明らかである。

                               （証明終）
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観測可能性に対する以上の結果を整理すると次のようになる。

可決定性  ⇒  H一可決定性
π  一  一  」  11A 正則
  〉

／〈u
可観測性  二二⇒  H一可観測性

／〕1

u．

完全可観測性  二二二＞H一完全可観測性

  図2－2 観測可能性に対する条件の関係

第2．5節 あとがき

 この章てば「問題1」の線形離散時間システムの制御釦よび観測に対する可

能性と最短時間性について考察した。まず，状態遷移行列の正則性が保証され

ていない点を考慮して制御春よび観測の可能性を評価する定義を整理して導入

した。次に，システムがこれらの性質を持つための条件を線形離散時間システ

ムの最大の特長である各時点毎・の制御可能な空間拾よび観測不可能な空間を用

いて幾何学的に表現した。これらの幾何学的な条件は従来から知られている代

数的な条件と等価である。さらに，これらの幾何学的条件を用いて制御釦よび

観測に拾ける最短時間性を明確にした。代数的涜条件ではそれを最短時間性と

関連づけるのは困難であり，線形離散時間システムに対しでは本章のように幾

何学的に表現するのが最も自然であり，適切であると考えられる。

 状態の線形関数に対する制御および観測の可能性と最短時間性についても考

察したが，条件のゆるみ拾よび最短時間性の短縮は線形関数を構成する行列ρ

零空間の大きさと位置に関係する。システムの制御量は出力であり，その最短

時間性は状態のそれよりも箪いことば明らかである。したがって，制御量に対

する最短時間性を満足する真の最短時間制御システムを得るためには，出力を直

接対象とした設計を行流わねば在ら危いことがわかる。このように，この章で

得られた結果は最短時間制御システム捨よび最短時間観測システムが設計可能

であるための条件を与え，かつ設計されたシステムの最短時間性を保証するも

のであり，その意味で本章は以下の章での考察の準備とたる章であると言える。

 最後に，この章では各時点毎ρ制御可能在空間拾よび観測不可能在空間を求

めるための具体的な計算手法については触れなかったが，状態遷移行列Aが非
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正則をときも一般化逆行列（煕neralized inverse matrix）54）’55）を用いれぱ

これらの空間を求めることができる。一般化逆行列を求めるときの数値解析上

の問題56）については本論文の範囲外の問題である。
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第3章 状態フィードバック最短時間制御間題

第3．1節  まえがき

 この章では「問題2」の状態フィードバック最短時間制御問題について考察

する。すなわち，システムの状態または出力を任意に与えられた初期状態から

最短時問で零に整定するような状態フィードバック最短時間制御システムを設

計する問題である。このよう浸最短時間制御システムを設計するとき、まず問

題となるのは設計の対象とする変数を状態とするか出力とするかと言う問題で

ある。明らかに制御量はシステムの出力であり，これを最短時問で零に整定す

るのが最短時間制御の目．的である。しかも，状態を制御することにより間接的

に出力を制御するよりも，直接出力を制御する方が最短時間性の点でより優れ

た制御が可能であることは前章の結果より明らかである。したがって，当然出

力を直接対象とする設計が望ましいと言える。それにもかかわらず、状態を対

象とした最短時間制御システムの設計が古くから現在に至るまで多く行衰われ

てきている57～ この理由は，（1）状態を対象とした方が問題の理論的解析が

容易である，および（口）出力を対象として設計されたシステムの安定性は必ら

ずしも保証されないのに対し35）’58）’5㍗ 状態を対象とした場合は必然的に安

定なシステムが得られるコ5），にあると考えられる。本論文の究極の目的は出

カフ4一ドバックによる出力最短時間制御システムの構成であるが，その準備

段階として状態フィードバックが可能であるという仮定のもとで，制御量を出

力とした最短時間制御システムの設計問題を考察する。このとき前章で求めた

制御量の出力に対する最短時間性を厳密に追求するとともに，システムの安定

性についても同時に考察する。出力を対象として設計した最適制御システムの

安定性については連続時間システムを対象にして詳しく考察されているが58甲）

離散時間システムの最短時間制御については老者等君3）・ア2）がこれを解決した。

 状態フィードバックが可能であるという状況は最短時間制御システムの設計

には理想的在ものであり，与えられた初期状態に対する最短時間性を満足する

ような形で出力を零に整定し，かつ安定在最短時間制御システムを設計するこ

とができる。本章ではこのことを次のような順序で明らかにする。まず第3．2

節では「問題2」の状態フィードバック最短時間制御問題を，「問題2A」す

べての（状態フィードバック）最短時間制御ゲインを求める問題とr問題2B」
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その最短時間制御ゲインの中から安定たフィードバックシステムを構成するも

のを求める問題，との二つの問題にわけて定式化する。次に，第3．3節では前章

で導入したk出力可整定空間を基礎にして「問題2A」拾よび「問題2B」に

ついて考察し，その解を明らかにする。第3．4節では簡単な例題を用いて得ら

れた結果を検証する。

（本章の内容はr公表文献表」（」 垂吹D1ii）中の（1），（2），（3），（7），（9〕に依ってい

る。）

第3．2節 ．問題の記述

 この節ではr問題2」の状肢フグトバック最短時間制御問題を次の二つの問題

に分て定式化する。一つは与えられた初期状態の最短時間性を満足するよう在

状態フ4山ドバック最短時間制御ゲインをすべて求める問題（「問題2A（A’）」）’

であり、他の一つはその中から安定なフィードバックシステムを構成するもの

を求める問題（「問題2B」）である。

 まず，問題を定式化する準備として、線形離散時間システムJに巻いて状態

フィードバックが可能であるとし，これ侭任意凌ゲイン（行列）F∈ブ×nを用

いて次のようだ状態フィードバック制御法則，

     u（k） ユ F工（k）         k＝O， 1，…         （ 3．1 ）

を施して構成した状態フィードバックシステムを用意し，これをJ（F，I）                                  n

で表わす（図3，1参照）。Jのシステム方程式（2．1），（2．2）式釦よび状

態フィードバック制御法則（3．1）式より，状態フィードバックシステムJ（

F，I。）のシステム方程式は次のように与えられる。

   州・㌔）∴ll∴∵）㍗1。，、，．．、lll：：

                9・i・  SySt・m

    工e三⇒。  。u胆）Jyk）
 equilibrium State

 for」τefere鉋。e
                        工（k）

図3．1 状態フィードバックシーステムJ（F，I ）
                  n
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 この状態7イードバックシステムJ（F，I、）を用いて，まず「問題2」状

態フィードバック最短時間制御問題の最初の問題を次のように定式化する。

「商題2A：最短時間制御ゲインを求める問題」

 状態フィードバックシステムJ（F，In）において，任意に与えられた初期

状態工（0）：㍉∈グnに対し，定理2－1の（⑳で与えられる最小の制御ステ

ップ数t（工O，”＊）全min｛kレO∈κk｝で出力を零に整定する、す潅わ

ち，y｛t（エ。，ノ＊）十α｝一ヨ0 Vα≧0 とするような状態フィードバッ

ク最短時間制御ゲインF＊（以下単に最短時間制御ゲインと呼ぶ）を求めよ。

 この問題を前章で導入したk出力可望空間κkを用いて考察しようとしてい

るから，状態空間た釦ける等価な問題としてこの問題を書き換える必要があり，

これを行なった結果が次の「問題2A’」である。

［問題2A’：最短時間制御ゲインを求める問題」

 線形離散時間システムJに対して、

      串．（・十・・＊）κi⊂疋i、、i－1，2，．…，．μ （・一・）

     F ．          」
         （A＋BF瑞）午。⊂㍉       （3．5）

               来を満足する最短時間制御ゲインF を求めよ。

                               ＊ 「問題2A」または「問題2Aリの解である最短時間制御ゲインF の集合

を8＊で表で表わす。すなわち，

     8＊全｛F＊∈ブ×n l（3，4），（3．5）式を満足する。｝（3．6）

 上の二つの問題が等価であることを次に示して如く。

く補題3．1＞

   「問題2A」と「問題2Aリとは等価である。

（証明） 補題2．2より，y（t＊十α）＝O， ビ会t（工。，”＊） Vα〉O

 ば， 工（t＊十α）∈しパ Vα＞0 と等価である。J（F，I）のシステ
               ・一                             n

 ム方程式（3．2）より，エ（k）＝（A＋BF）kエ（0）であるから，J（F，I、）

 に拾いて工（t＊十α）∈”‡ Vα〉O一となるための必要十分条件は，

     （・十・・＊）iκi⊂κ。一〃＊i一・，1，・、…、μ （・．・）

 が成立することである。上式の関係は明らかに，

     （・十・・＊）i午（・十・・＊）i－1｛（・十・・＊）κi｝⊂ノ＊i∈迎

                               （3．8）
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     （A＋BF＊）4⊂汽         （3．9）
 と書き直すことができるから，（3．7）式の関係が成立するためには，

     （A＋BF＊）κi⊂∴．1i－L2，…。μ   （13・10）

 と宏ることが必要十分である。したがって，「問題2A」と「問題2A’」と

 ぱ等価である。

                               （証明終）

 以下てば「問題2A」と「問題2κ」とを特に区別はしないで用いることに

する。 この’r問題2A」の解である最短時間制御ゲインの集合8＊の中から，

状態フィードバック最短時間制御システムJ（F，I、）を安定にするものを求

めようとす．るのが二つ目の問題である。

r問題2B1最短時間制御システムの安定化問題」

 次の性質を満足する最短時間制御ゲインF＊∈9＊を求めよ。

     1λ、〔（A＋BF＊）〕1＜！  τ一1．2，…，・ （3－1）

ここで，λ、〔（A＋BF＊）〕はシステムJ（F、㌦）の状態遷移行列（A＋BF＊）

の固有値であり，重複度を含めて数えるものとする。

第3．ろ節 状態フィードバック最短時間制御システムの設計

 この節では，重ず「問題2A」一の最短時間制御ゲイ．ンを求める問題を考察する。

次にその結果をもとにr問題2B」の安定な最短時間制御システムを構成する

問題を考察し，．これが前者の結果の拡張として容易に解決できることを明らか

にする。まず「問題2A」について考察するが，前章に拾けるシステムJの制

御町能性に対する定義（定義2，1の（iVB））拾よび結果（定理2．1の（〉凹））よ

り，任意に与えられた初期状態から有限時間で出力を零に整定できるための必

要十分条件は，rシステムJが出力可整定である」ことである。したがって，

状態フィードバック最短時間制御システムを設計しようとしている制御対象の

システムJに対しでは少くなくとも次の仮定が成立しなければならないことは

明らかである。

く仮定1：制御の仮定＞

 システムJは出力可整定である。す浸わち，尤 ＝ナn。    （3．重2）
                      ！
 この仮定はシステムJに対する基本的カ仮定であり，本論文全体を通して成

立するものとする。この仮定は「問題2A」の解である最短時間制御ゲインが
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存在するたやの必要条件とたっていることぱ明らかであり，この仮定のもとで

最短時間制御ゲインの存在が証明できれば，十分条件でもあることに在る。こ

のことを次に示すが，その前にこの仮定のもとで次の補題で与えられるアルゴ

リズムが常に実行可能であることを証明し，その後でこのアルゴリーズムで与え

られる行列が「問題2A」に対する解の最短時間制御ゲインであることを示す。

この補題はまたk出力可整定空間の基本的性質を示すものである。

＜補題3．2＞

（i） システムωが出力可整定ならば次のアルゴリズムは常に実行可能である。

 「最短時間制御ゲインF＊を求めるアルゴリズム」（図3．2参照，一pp．36）

 「A一」 i：＝1とする。次の関係，

     能十κ。4①κ。一（⊃AZl）     （3・13）
     〕8⊂”   κ ⊂兇 ＝し〃＊

         ’ o o ＿   I    （3．14）
     r＞ρ＞r－q ， ρ全dim3， q全dim態∩〃＊

を満足する部分生問みよびえ。を求め，注）次人進む。

「A2」 i：μをらば，「A4」へ飛ぶ，さも在ければ次の関係，

    態十κi一（みZi．1）㊥κi（⊃Aκi＋！）
        ＿                   （3．15）
    ｛0｝皐κi⊂κi

を満足する部分空間κi享｛O｝を求め，次へ進む。

「A3」 i1場i＋1として「A2」へもどる。
「A4」 次の関係を満足する乏 を求め注…次へ進む。
               μ
    （能十κμ．1）㊥κμイn      （3・16）
「A5」 以上の過程で定ゆられた部分空間”春よびZいi＝0，1，…，
μ に対して，次の関係を満足する任意在行列r知よび〃を求める注）。

    万全ra㎎e〔Bブ〕、「∈プxρ（または，B「＝base〔”〕）
      凹                    （3．17）
    ・・l1〔・〕一老。㊥乏、㊥…㊥ろ．、㊥ろ，・∈パ×n

注：アルゴリズムの説明の便宜上1㌣｛O｝，㍉早｛0｝および㍉早｛O｝と仮定す

  るが，この仮定は必らずしも成立するとは限らない。もし，この中に｛O｝に等しいものが

                                  ＊  あれば，それに対応する行列を「A5」の段階ではずせば良い。極端な場合として，F＝

  Or×nの場合があり得るが，これについては後にくわしく述べる。これらの空間の関係を

 図3．21PP－36〕に示している。
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 この行列「拾よび0に対して，（”B「）は．正則と浸り，最短時間制御ゲイ

 ンF来を次のように構成することができる。

     F＊＝一「（のBr）一一”A             ・  （3，18）

（n） （1）のアルゴリズムの過程で求められた部分空間”巻よびκi・i二

 〇，I，…，μぱ次．の関係を満足する。

クn一”①二七。㊥二τ1①…①勺 （3．19）

1∴∵∵∴／（ぎ一）
    羊。①」二κ1㊥ ㊥κi⊂κiト〇一・…・μ （3・21）

（証明） （i）拾よび（n）を同時にアルゴリズムの手順を追いながら証明す

 る。仮定1より，っ＝アnであり、さらに”弗．が（A，B）不変であるから

補題2．1の（m）より，次の関係が成立する。

    〃㌧左。享κ1年κ。早…早κメーブ   （3・22）

  「A玉」の段階では部分空間酒十κoを直和分割するだけであるから，・（31

 工3）釦よび（3．14）式を満足する総拾よびκoが存在することは明らかで

ある。ただし，酒拾よびκOの選び方には任意性があり∋もし酒⊂尤。浸

 らば総工｛0｝ とすることが，能⊃κoたらば，κo：｛0｝とすることが

可能である。次にr A2」の段階を考える。まず。”十干一1皐”十κい

 1∈μ一／0となることを示す。（322）式の関係より，”十κH⊂態

十κiは明らかである。もし，”十κ…．1＝”十二κiたらば，補題2．1の（i）

 より，

    ㌦、一・’1（糾κi）一バ1（糾Zi．1）イ量

となり，しかも 1≦μ一1 であるから， これば出力可整定性指数μの定

義（補題2，1の（i1））に矛盾する。したがって，

    沼十κi．1年”十方i  卜1・2・…・μ一1 （3・24）

 と在り，「A2」の段階を満足するZi皐｛O｝ 1∈（μ一1）／0 の存在

することが示せた。”十㍉。1年”nならば仮定1により，「A4」の段階

で（3・16）式を満足する㍉を補なうことができる。一したがって・Jが出

力可整定であるとき・「A l」から「A4」の手順により・4κo・Z1，

 ・，κ！を定めることができる。ただし，κエ軍｛0｝，1∈（μ一1）／O で
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あるが，ヂ，κo拾よび㍉については｛O｝となる場合がある。能拾よび

κ・ i∈μの関係を図示すると図3．2のように庄」る。
 1，   ＿

      ”∩κ         O U

一 一 一 一 一 一
” κO z1 羊。 ‘‘■ 又 κ

ノi1 ！

態

zo

”十㍉

、
万十κ  1

海十κ  2 、

’

’

総十κ  ！．2

メ十κ  4－1

＼

図＆2 普賢分空間みみ又iおよびκiの関係

 任意な部分空間クの逆像空間A－1クに関しては次の関係が成立する52）阜

    A・A－1ク＝こ7∩r㎜9e⊂A〕         （3．26）

これに留意して（n）の性質を次に’証明する。

補題2，1の（i）より，κi一・一（糾κi．］）であるから，

    ・κr・・バ1（糾Zi．1一（糾兄i．1）∩m・・〔・〕⊂糾κi－1（3・27）

となる。他方，「A l」から「A4」書での”拾よびZ．，i∈μの定め方に
                         1     一
より，次の二つの関係式が明らかに成立する。

    ”n一科㍉一（糾ろ．一）叫一｛（糾う一・）昨．1｝㊥ろ

          ＝…＝（能十κO）①κ1①…①κ！

          一溜㊥え。㊥κ1㊥…①一㌃1㊥Zプ （3・28）

    糾κi．1一（糾κi，。）㊥κi．1一…4略㊥…㊥‘．ドi∈迎。

                              （3．一29）

（3．28）式は（3．19）一 ｮそのものである。さらに，（3，29）式の関係を

（3．27）式に適用すると（3．20）式の関係が得られる。ろ仁〃＊は（A・B）
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 不変部分生問であるから・A兇O⊂総十κo＝能㊥κo の関係は明らかで

 ある。次に，「A l」から「A4」の手順に拾けるκi，一i∈∠の定め方より，

 κi⊂κi， i∈土が成立し，さらに補題2－1の（m）より，尤。早早κ一早

  早見iであるから，（3，2I）式の関係が成立する。これで（n）の性質は

 すべて証明された。

  最後にrA5」の段階で，（3．17）式のように行列「拾よびゆを定めると，

     ブ＝”㊥κO㊥Z1㊥…①Z4
  ・・㎎・〔・ナ〕千尋…〔・〕一ろ㊥…㊥ろ，・へ．・：f…㎜・

 であるから，明らかに（〃B「）ぱ正則どたり，行列一「（”B「）i－0Aは常

 に存在する。ただし，4κo拾よびろの中に｛0｝に等しいものがあれば

 それを単に「A5」の段階で除くだけで良い。

                               （証明終）

 この補題のアルゴリズムで与えられる行列一「（”B「）一10Aが「問題2A」

の解である最短時間制御ゲインと在ることを次に示すが，その前にκi一∈三

の簡単在求め方を述べて拾く。まず，Xi全base〔兇i〕，i∈旦を用意し，こ

れを」次のようにならべる。

     B・X。・X1パ．’・Xメ        （3・30）
この申から一次独立な列ベクいレを左から順番にえらぴ出すとき・行列Xiか

らえらばれた列ベクトルで構成される行列をXiで表わすキ，κi＝ra㎎e〔Xi〕，

1∈μ と友ることば明らかであり，κは容易に定められる。
 」＿                            1

 次にr問題2A」に対する基本的結果を示す。

＜定理3．1〉

 r問題2A」の解である最短時間制御ゲインが存在するための必要十分条件

は，   「く仮定i：制御の仮定〉システムJは出力可整定である。」

が成立することであり，すべての最短時間制御ゲインF＊は補題3．1のアルゴ

リズムで与えられる。

（証明） 問題2Aおよび定義2．1の（1V）より，仮定1が必要条件であること

は明らかである。この仮定一のもとで最短時間制御ゲインF＊が存在すること

を示せば，この仮定1が十分条件でもあることが示せる。そのためには，仮定

1のもとで補題3．2のアルゴリズムが常に実行可能であるから，このアルゴリ

ズムで与えられる（3．18）式の行列が最短時間制御ゲインであることを示せ
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ば良い。テれを次に示すが，（3．18）式で与えられる行列をここでぱ，

    評生一r（〃BrゾiψA       （3，31）

と置き換えて，これが「問題2A’」で示した最短時間制御ゲインであるための

性質（3．4）拾よび（3．5）式を満足す亭ことを示す。

 まず，（3．17）式で定義されるrおよび0に対しでは、（0B「）は正則で，

    0〔X。・Xl・…・X。〕一〇ρ。（、一ρ）・1会dim” （3・32）

であるから，次の関係が成立する。

    （1、一・叩・・）一’・）・ト・、×ρ

                               （3．33）
    （1、一・叩・r）㍉）支i一支i，i－O，1，…，μ

したがって，線形写像（I、一Br（”Br）一1”）ぱ次の性質を満足する。

    ！1、イ（収）■1・）（扇ア。㊥…㊥矛i）一え。㊥…㊥Zi⊂κi・

                      i二〇，1，…，μ （3，34）

 この関係を用いて，7＊＝一「（”B「ゾ10A が最短時間制御ゲインとし

ての性質（3．4）持よび（3．5）式を満足することが次のように示される。

  （・十・詳〉午（ト駅（舳i一・A）午（1、一旺（卿）一・）・κi

     ⊂（1、“（附｛）（亙㊥Z。㊥…㊥そi．1）∵補題3．2一（11）

    一κ。㊥…㊥κi．1 ∵（3・34）

     ⊂κ．    ’．’補題3．2一（1i〕，  i∈μ／0
       1－1                     ＿

  （・十壷＊）兇r（1、一肌（卿）一！・）・κ。⊂（1、廿（附）■一四）（雨え。）

    ＝κo⊂κo    ∵補題3－2一（i1），（3，24）

 次に，（3．4）拾よび（3．5）式を満足する任意在最短時間制御ゲインは

すべて補題3．2のアルゴリズムで与えられることを示す。「問題2A’」の

                ＊定式化より，最短時間制御ゲインFは次の性質を満足しなければならない。

：線；1：∵∵1；ニニ1二∵｝！（州

上式の関係が成立するためには，補題3．2の（11）より，

 Aκ ⊂”十κ     Aκ。⊂”十κ．      i錺μ／O

   OO，11－1 ＿
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であるから，F＊ZiがAZi，i∈土の尤。㊥…①ろに沿った海への正

射影に負号を付したものとなることが必要十分である。さらに・F＊Ziぱ

Bによって写像されて，結果としてA二τ．に作用するのであるから，A尤                  1                       1

の”成分のみが状態フィードバック制御法則によって作用し得るから，

∵㌧㌣㊥㌔・irイ
 に沿った方へめ正射影となっていなければをら安い。その定めには，F＊ぱ

                             55） （3．I8）式で与えられるような形をしていたければ在らたい 。したがって，

 補題3．2の〔i）の・アルゴリズムはすべての最短時間制御ゲインを与えるもの

 である。

                               （証明終）

 このように補題3．2のアルゴリズムは問題2Aのすべての解を与えるもので

あるが，その解の任意性は主として手煩「A l」から「A4」に歩ける”春よ

び午，i∈μ のえらぴ方にあり，手順「A5」に拾ける「呑よびののえらg

方は重要ではない。この点を考慮して補題3．2の最短時間制御ゲインを求める

アルゴリズムを次のように簡単化できる。

く系3，i〉

r最短時間制御ゲインを求める簡単化アルゴリズム」

「Aリ」～「A’4」 ：補題3．2「A l」～「A4」に同じ。

「κ5」最短時間制御ゲインF＊を次のように構成する。

     ・＊一一・〔1、・・、×（、イ）〕〔肌支。・支、・…・㍉下一・・（・・3・）

     弘一b…⊂沼〕・Xi－b…〔Zi〕・i－0一・…・μ

（証明） 補題3．2のアルゴリズムの手順「A5」に拾いて，

     の。全〔1、，・ρ×（、．、）〕〔旺，支。・…・支、〕・’・（・…）

 とすると，

     0。〔町・パ…μ〕一〔．1ρ・0ρ。（。一ρ）〕．I。＝〔Iグ0ρ・（。一ρ）〕

 とたるから，四〇ぱ次の関係式を満足する。

     ・・11〔ψ。〕㍉・㎎・〔X。一・X1・・…Xノドκ。①ろ①・①㍉    ｛

     0 Br＝I      o     ρ
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 したがっ下，ψoは手順「A5」の（3．17）式を満足するゆの一つであり，

     ・＊一一叩。・・）’1⑰。A一川。・  ・（3．39）

      一イ〔1グ・ρ×（、マ）〕〔…支。…㍉マノ丁’・

 は最短時間制御ゲインと在る。このように手順「A l」から「A4」により，

 ”拾よびκi，i∈生を定め，（3，37）式のように”oを定めると，⑫oB「

 二I となるから，最短時間制御ゲインの形が（3．18）式の場合より簡単
   ρ

 になる。                      （証明終）

 システムの状態を制御することにより，間接的に制御量である出ヵを制御し

ようとする設計が行浸われる場合もあることはまえがきでも述べたが，以上の

結果はそのよう浸状態を対象とした最短時間制御システムの設計法をも含んで

いることは明らかである。すなわち，以上の考察に歩いて，C＝I，”㌧｛0｝
                              n
とすると，状態を対象としたときの最短時間制御ゲインF二が得られる。最短

時間制御システムJ（F＊，I、）と状態を対象として設計し足ときの状態最短時

間制御システムJ（F二，I、）との最短時間性に関する比較を次に示す。

＜系3．2＞

 この系3．2に蜘いてはシステム数は可制御であると仮定するコ

（1） 初期状態工（0）二㍉のとき出力を零に整定するステップ数に対する』

 F，I、）とJ（宜二，I、）との性能を比較すると次のようになる。

  J（F＊，1、）：・｛t（㍉ノ＊）十αト0
                        α亡い，…一 （3．38）
  J（F二，1、）：・｛t（工。，O）一左十αト0

     t（㍉，ノ米）≦・（エサ0）一店      （3．39）

 ここで，κは次式で与えられる非負整数とする。

     κ全’μ工一・i・｛・k工．、⊂・〃＊｝≦恰   （3…）

（n） 初期状態を任意としたときの出力を零に整定するステップ数に対する”

 （F＊，I）と能（F＊，I）との性能を比較すると次のようになる。
    n         工    n

     妃I・）：y（μ十α）＝Oλ、、。，、，．．．（、．4、）

     如二，1、）：・（μエイ・α）一・∫

        μくμ一κ               。（3．42）
         一  五
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（証明） 補題2．1の（i）および（m）より，k出力可整定空間κk呑よgk可

 制御空間4．kに対しでは，κk⊃ろ．k Vk≧O であり，・さらに，次の

 関係が成．立する。

          〃＊＝κ⊂尤 ⊂、、．⊂κ＝〃n
               〇十   1 ＋   ＋  ！
              U    ∪   U    ∪

  ／・／一ろ・・享一Z工・1年・・1沽・κ讐・κ・1早…皐乍・κ十ノ）年一・早㌦エイ

                               （3．43）

 したがって，（1）拾よび（叩）の結果が成立することば明らかである。

                              （証明終）

 この系に．より，’”（F＊。I、）の方がJ（F二、I、） より最短時間性の面でよ

り優れていると言える。ただし，J（F＊，I）一の安産性が常に保証されてい
                 工    n
るのに対し，上のように出力を対象とした設計に共通のものとして，J（F㌃In）

の安定性は必らずしも保証されないという欠点がある。

 次に，制御量に対する最短時間性を満足し，かつ安定浸状態フィードバック

最短時間制御システムを設計する「問題2B」について考察する。

 状態を対象として設計したJ（F二，I、）に拾いては，

すなわち，工（諱A1㍗∵V工（O）＝㍉∈∵・・）
           工

が成立するから，その状態遷移行列（A＋BF二一）舛べき零指数がμエ のべき零

行列でなければ在らず，その固有値はすべて零である。したがって，J（F＊，
                                  工
I。）ば常に安定であることが保証される。他方，出力を直接対象とした最短時

間制御システム”（F，I、）に拾いては，「問題2Aリより，

     （A＋BF＊）4アn⊂』”＊     一         （3．45）

     （A＋BF＊）し”＊⊂ノ＊               （3．46）

                   ＊であれば良く，その状態遷移行列（A＋BF ）のすべての固有値が零である必

要はない。す危わち，部分空間”＊は（A＋BF＊）不変部分空間となり．その

モードは必らずしも安定なモードと岬ら浸い・したがっ下・J（・＊・1、）が

常に安定であると言う保証は得られないことになり，このままでは最短時間制

御システムの設計としては不十分である。そこで、制御量に対する最短時間性

を満足しつつ，安定在最短時間制御システムJ（F＊，I）を設計しようとする
                         n

のが「問題2B」である。この問題は「問題2A」に対する考察と結果を応用
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して次のように簡単に解決できる。

＜定理3．2〉

（1） 安定な最短時間制御システム数（F㍉I、）が設計できるための必要十分条

件は次の関係が成立することである。

     ろ．ノ⊃一イ          （3・47）
       ．rここで，イは整定空間ノ＊に含まれる不安散モードを持つ・不変部分合

 間の和空間である。すなわち，

    イ⊂〃＊，Aイ⊂4       （3，48）
であり，Aのイヘの制限をA／イで表わすと，その固有値は，

    1λ、〔Aノイ’〕1≧1 σ一1，2，…，dim〔イ〕 （3－49）

 である（ただし，重複度を含めて数えるものとする）。

（11） 上の条件（3．47）式が成立するとき，補題3．2の「最短時間制御ゲイ

 ンを求めるアルゴリズム」に翁いて，

    ”＝”， ドr             （3．50）

 とすれば，安定友最短時間制御システムを構成するための最短時間制御ゲイ

 ンが得られる。これを安定浸最短時間制御ゲインと呼び，F二で表わす。

（証明）（i〕（必I要性）可制御でない部分空間に関係したモードは状態フ／一ド

 バックによって変更できないことは既に良く知られているから60〕’61），J（

 F＊，In）が安定であるためには少くなくとも（3．47）式の関係が成立した

 ければ在ら長いごとは明らかである。

  （十分性）この（3．47）式の関係が成立するという仮定のもとで， （1i）

により求めた最短時間制御ゲインF二が安定な最短時間制御システムJ（ご

 I。）を構成することが証明できれば良い。これを次の（n）で示す。

（ii）（A，B）不変部分空聞”＊に対して，次の関係を満足するようなA不変

部分空間ク＊が存在する59）。

    ”＊一（イ㊥…㊥イエ）㊥ア    （…1）

    〃㌧ユバ∩κ ，j－1，2，…，μ工    （3．52）
     j     工・j

     Aし”＊⊂ノ〆＊                      （3，53）

 （ただし，ノ＊：｛O｝、ノ＊亡｛O｝ となる場合もあるが，以下では説明       i

の便宜上”㍍／・／・ア享／・／と仮定する｝O／に等しいものがあ
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ればそれを除げば良い。） このとき，（3．47）式の安定化の条件が成立し

ていれば，

  1λζ〔A〃＊〕1＜1， 1－1，2，…，dim〔〃＊〕  （3－54）

となる。これらの部分空間の基底で構成される行列を，

  弔全・…〔フj〕・j－1・・…μ工・ 斎＊全・・舵〔7曲〕（§…）

とすると，次の関係が成立する。

  ・（・1・1＋…1・j）一・・。・・lh1＋…十・1一一・上1

                    一＊       j＝一，…、μユ （ただし， ANlg1．＝Bho）      （3．56）

  ・青＊・、一守・、。1，〔＊・、。、ll・ll†・、ll α一・，1，…

                                （3．57）

 次に，（n）のように，補題3．2のアルゴリズムにおいて”＝”として求

めた最短時間制御ゲインをFまで表わす。最短時間制御ゲインとしての性質

により，刈し＊，1、）に舳てば，エ（μ）一（A＋Bし＊）㌧〔0）∈〃＊と看

るから，（3．51），（3，55）式より，工（μ）ぱ次のように書ける。

  工（μ）一中1（μ）十…十・ニエμ工（μ）十・＊｝（μ）∈！  （3・58）

これに（3．56）および（3．57）式の関係を用いると，

        一          ＊ 一              ＊    一             ＊川
  A工（μ）：B㍉（μ）十N1工1（μ）十．‘一十Nμ一㍉ブ1（μ）十N工（μ十1）・ ｛

     ～               ～      曲一一                ＊H    llNエ（μ）n＞llNエ（μ斗1）li                                （3．59）

となる。したがって，μ十1時点の状態工（μ斗1）ぱ次のようになる。

  工（μ十1）一（A・BF二）工（μ）一（1、一B〃二）A工（μ）

        ＊     一       一＊一          一＊   一         ～＊～
  二（In－B0一）（B㍉（μ）十Nl工1（μ）十…十N杯1㍉rl（μ・）十N工（μ十1）

  一・＊司（μ）十…・・レ、う、一1／μ）十・㌣μ・1）∈ノ＊ （3・60）

      ＊             ＊ 一＊         ．             ＊～＊

  （∵”一B＝Iピ四一、＝0 1＝κ／0・”一N＝0（361）

ただし，一h二はFごに対応して補題3．2の（3，17）式で与えられる行列である。）

ここで，工（μ十1）4τ（μ）とすると上式は次のように書ける。     j

        ＊                 ＊                 ＊～
  工（μ斗1）＝Nl工1（州）十’．’十㌦rl㌃1（μ十1）十N工（μ十1）

 以下同じ計算を繰返すことにより，
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   工（μ・俗・α）一や7（μ・μ工・α）∈ノ＝ α一0，1，…  （3，62）

 が得られる。しかも，ノ＊ぱ安定たモードをもったA不変部分生問であるか

 ら，

  ll N＊王（μ〕H〉ll N＊三（μ十，）川＞… ＞ll N＊｝（μ十μエ）い＞…    （3．63）

 となり，ω（ご，I、）に巻いて次の関係が成立する。

   lim l1工（k） ii＝lim li（A＋Bビ）k工（o） n岩。 （3．64一）
   k→oo         k→oo

  したがって，J（ビ，I、）は安定である。

                               （証明終）

 このように安定浸・最短時間制御システムの設計は「問題2A」の解を与える

補題3．2巻よび定理3．1の結果を拡張して容易に行左うことが可能である。す

左わち，補題3．2の「最短時間制御ゲインを求めるアルゴリズム」に巻いて、

”＝海とするだけで可制御空間尤  に関係した’すべての極を零に指定する
                工’愉
ことができ，安定な最短時間制御システムが得られる。ただし，この定理3．2

の（11）で与えた安定な最短時間制御ゲインごを求める方法が必らずしもすべ

てのF＊を与えるもので衰いごとは明らかである。次に，安定在最短時間制御

ゲインごをすべて求めるための方法を明らかにするが，これも補題3，2のア

ルゴリズムの簡単な拡張で行なえる。

＜系3．3〉

 安定冠最短時間制御システムを構成するためには補題3．2の最短時間制御を

求めるアルゴリズムに呑いて，織を次の性質が満足されるように選ば安ければ

                          ＊なら安い。このようにして求めた最短時間制御ゲインをし．五で表わす。

・仰）工．μ（5）工⊃イ        （…5）
ここで。尤（能）エ．k拾よびμ（』）エぱ，次の状態遷移方程式をもつシステム吟

  吟：一工（k＋1）一A川十B「州・酒＝・㎜g・〔B「〕（3．66）

に対するk可制御空間拾よび可制御性指数である。すなわち，

   又（3）工．（、。、）一バ1／κ／3）工．、十列  ｛

     ＿                      （3．67）
   Z（ギ）工．。一｛0｝

μ（態）工．全mi・｛k1名（織）工．、一κ（”）工．（。十1）｝ （3．68）

一44一



（証明） 補題3．2のアルゴリズムで求めた最短時間制御ゲインにより構成し

 た最短時間制御システムが安定であるためには，（3．66）式で記述されるシ

 ステムに対して定理3．2の（1）の条件（3．47）式が成立してい庄ければ浸ら

 ない。したがって，（3．65）式の条件が満足されてい危ければなら在い。

                               （証明終）

 以上で安定在最短時間制御システムを設計する「問題2B」に対する解を得

ることができた。したがって，「問題2」の状態フィニトバック最短時間制御

問題をほぼ完全に解決することができたと言える。

第る．4節例  題

 簡単流例題を用いて前節で得られた結果を検証する。次式で記述されるシス

テムJを制御対象とする。

工（k＋1）＝

0 0

1 0

0 1

0－l

0 0

     l

     ○

工（k）十  〇

     〇

     〇

・（・）一 u川川州
n＝5， r・＝2， m＝2、 ク＝ス

u候） （3169）

（3．70）

 まず。システムJに対するk出力可整定空間左k拾よびk可制御空聞ろ．k

を第2．3節の補題2．1拾よび補題2．2によって計算すると次のように求めるこ

とができる。

r脚注」：この節では記述を簡略化するために行列／・〕の値域窒間を｛〔・〕｝で表わすことにする。
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乃一〃＊ Hκ1一バー（糾Z。）一｛

   ×＿

0000
1000
0011｝皐κ、一・■一（鼎羊）一

0000
0101

        ×’×                     ×  ×  ×

     000010            00001010
     100000           10000010
   一｛001000｝早ろ一バ’（糾κ。）一｛00100000｝一が
     000010            0000－OO0
     010101          01010101
                             （3．72）

（注：×印ば左からしらべて1次従属と浸る列ベクトルを表わしている。）

                                ×＿
              00              0000
              10              1000
ろ．。一／・、／早う．、一・一㎏一｛00｝早う．ガ・■（鼎へ絶）一｛0・1・｝皐

              O0              0000
              01              0101

ろ．、一A一’（糾Z工．。）一｛

   ×  ×

000010
100000
001000
000010
01 0101

｝早

X  ×

｛寸｝ジ（・一）

したがって．Jは出力可整定かつ可制御であり，その出力可整定性指数μ翁よ

び，可制御性指数μエはそれぞれμ：3拾よびμエ＝4である。さらに、 出力

整定空間ノ＊に含まれるA不変部分空間で不安定なモードをもったもの〃二拾

よび不安定なモードをもったものし㍗を求めると次のように混る。
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ゼー／O，／，イー｛

λ＝2

｝⊂ろ．μ工一女5 （3．74）

 このように制御対象Jは＜仮定1：制御のための仮定＞拾よび定理3，2の安

定化のための必要十分条件（3，47）式を満足しているから，Jに対する安定

浸状態フィー．ドバック最短時間制御システムの設計が可能である。

 補題3．2の「最短時間制御ゲインF＊を求めるアルゴリズム」にしたがって

          ＊最短時間制御ゲインF を求める。

「Al」，一一「A2」，「A3」および「A4」

       カ 、τ
          ○

      仙   1 0 0 ； 0

   0 0 1 」 O

｛ 000＝1   0 0 0 1 0

  101010
 ■，     ＿
  ←遁十κ。→1・㍉

一

〇

〇 ｝一ア5
1

0

一                        凹

・ど。 ・κ。一｛O。｝

（3．75）．

」L”十Z→      1

÷∵ト
「A5」 ＜系3．1〉の「A’5」を用いて（3．17）式を満足する行列r，0券

よびF＊を計算する。（κ、＝｛O、｝であるから，X、ぱ除くものとする）。

（イ）”＝”として安定性を保証した最短時間制御ゲインF二を求める。

           ”     κ                 o
         l O    0
         00    1
科κ。一総㊥κ。一｛00｝㊥｛0｝，1イー2、㌃一1．
         00    0
         01    0

（3．76）
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 一   1  ■  ’   一1

  1010」O：1      －0010    1－ 1 一      ρ       o
  OOl l．010    イ00001イ
  O O ＝O ： 1 －0    ＝    O l O O O  ， りBり ＝ I2

  00’0－011      00100    I   －   1                                        （ 3．77 ）

  Ol：O：OIO      00010
   B l X l X lX
    l O1 1 ． 2

     ・ご一岬㌃）｝一［1｝：1（…）

（口）能早能として安牢性を考慮しないで最短時間制御ゲインFごを求める。

             態     z                   O
                  00
                  0 1
   糾什蝸耳一／／㊥／・・い一一1・㌔一「ll（川
                  00
                  10

   1      i    l  ＿

  1100：O：1■l l口｛一、し．O、り．O孔、

  0IOlI0－0     00001      1    1

  0100：l10 ＝ 01000 ，〃口B㌔＝l
  010010リ     00100   ，    I  I                               （ 3．80）

  0．一〇I O10     00010      －    1                          ■
   I ＿  1＿  I＿

 Br，XlXlX   口1  0 －  1 1 2

   ・尊ぺ（帆）→㌔・一［1｝ll（1・1）

 次に，これらの最短時間制御ゲインを用いて構成した状態フィードバックシ

ステムω（F＊，I、）の任意な初期状態に対する動作をしらべ， これらが状態

フィードバック最短時間制御システムであること（すなわち問題1．Aの性質

（314）および（3．5）式を満足すること）翁よび安定性について確認する。

（イ）

工（k＋1）＝

4Fご・15）

 l0 0－I0
 00100
 0 00 10

 100－l O
 0000 0
（A＋BF＊）

工1k〕

（3．82）

（口） J（尊，1、）

      l O O－l O
      0 0 10 0

エ（k÷ト1）＝  0 0 0  1 0

      100－10
      0 000 2

     （A＋BF＊）
          口

工（k〕

（3．83）
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工（1）二

工（2〕＝

工（0〕＝

工 1工1

工
3

工
4

工r工
0

0

工4

工1一工

0

0

一一

L0

エ

エ

エ

エ

エ

州一 u1：川 工（k）

一名一へ・（・）一 u、

一ろ・・l1ト 早F…

∈羊1・・（・）一 x11

∈尤。，y（3〕＝0。

工（4）一〇。∈ろ・

● ●  ●

y14卜O。

工（1ト

五／2）＝

列3〕＝

工（4）＝

コ＝一工1   4

エ
ミ…

工4

工r工4
2工。

0・

工
、4

工r工4
0．

4エ
 5 －
○

工1■工

0

0

8工
 5
0

0

0

0

16工  5

● ● ●

一ろ・・（1＋、1

∈…（・）一

∈κ。，y（3ト0。一

∈κハシ（4）＝0。

 以上の結果より，J（ご，I、）拾よびJ（Fご，I、）ともに状態フィードバ

ック最短時間制御システムであることが確認された。ただし，安定性を考慮し

なかった（口）の場合にはJ（F二、I、）が不安定となっていることがわかる。

この例のように制御対象のシステムJが出力整定空間ノ＊内に不安定なモード

のA不変部分空間し㍗を持つときは安定性を考慮した最短時間制御システムの

設計が必要であることがわかる。もし，ノぐ二｛O、｝涜らば安定性を考慮する

必要は危く在る。例えばこの例の制御対象撒に奉ける状態遷移行列を，
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   O 100 0
   00 100
A＝  O OO10  ，エノビ＝｛

   100－10
   0 0000．5 λ＝0，5

｝．イー｛0，／ （3．84）

と変更したシステムを考えるとき，上で求めた（3．78）式のご拾よび（3．

    ＊81）のF口がそのまま最短時間制御ゲインとして用いることができる。し年も，

このときノζ＝｛0、｝であるから，”（ご，I、）拾よび泌（Fご、I、）ば共に

安定浸最短時間制御システムである。

第3．5節 あとが」き

 この章てば「問題2」の状態フィードバック最短時間制御問題について考察

した。特に，システムの出力を直接対象とした設計を行表うことにより，制御

量に対する最短時間性を満足し，かつ安定性をも保障するような状態フィード

バック最短時間制御システムの設計方法を明らかにした。その結果，この問題

はほぼ完全に解決されたと言える。

 状態フィードバックが可能であると言う状況は制御システムの設計上理想的

なものであり，前章の定理2．1で求めた個々の初期状態に対する最短時間性を

満足するように出力を零に整定する最短時間制御システムを設計することがで

きた。初期状態を任意としたときの全体としての制御に歩ける最短時間性のみ

を求めるような問題の定式化を避け，この章では個々の初期状態の最短時間性

をも求めるより精密な問題の定式化を行危った。その結果．この章で求めた状

態フィードバック最短時間制御ゲインが第5章での「問題4」出力フィードバ

ック最短時間制御問題に拾いて有効となる。しかも，このように定式化するこ

とによって設計の困難さが増すことは危い。

 本論文のように制御量である出力を直接対象として設計されたシステムに拾

いでは安定性が問題となるが，これを制御の問題（「問題2A（κ）」）と安

定化の問題（r問題2B」）とにわけて考察し，安定な最短時間制御システム

の設計方法を明らかにした。これは，B．D．0．A耐ersOn59）が連続時間システ

ムを対象にして制御するための制御法則と安定にするための制御法則とが分離

可能であることを明らかにした結果にもとづいている。すなわち，補題312の

アルゴリズムに拾いて総を，織十”㌧沼①・パ となるように選ぶと制御の

ためだけの制御法則を表わす最短時間制御ゲインが分離でき，残りの能∩1パ
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がシステムを安定化するために利用できる。したがって，”＝”とすること

によって最短時間制御ゲインを求めると，これがそのままシステムを最大隈に

安定化するためのものが得られる。
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第4章 最短時間観測問題

第4．1節 まえがき

 この章てば「問題3」の最短時間観測問題について考察し，システムの状態

またはその線形関数を最短時間で観測する最短時間オブザ二バの設計方法幸明

らかにする。一般に状態フィードバックが可能であると仮定して制御問題を考

曇することは，理想的清制御システムが設計できえ反面，工学的実現性に欠ける宰

面があり，制御問題の考察としては不十分である。したがって，状態フィード

バックを仮定しないで制御問題を考える必要があるが，「未知のものは制御で

きない」というのが制御の基本原則であるから，このとき何んらかの手段によっ

てシステムの状態を知る必要がある。D．G．Luenberger23）’24）ぱ線形連続時間シ

ステムを観測対象にしてオブザーバ（Observer）と呼ばれる線形在観測システ

ムを導入し，この問題を解決した。線形離散時間システムに赤いては有限な長

さの入出力データによって状態を誤差なく決定可能セあるから，最短時間で観

測誤差を零に整定するよう在オブザーバの存在が予想され，その設計問題に関

する研究がいっせいに試みられた。’まず著者等25）が状態フィードバック最短時

間制御問題と関連させて一つの基本的な設計方法を示し，これを最短時間オブ

ザーバ（Minimal Time Observer）と名付けた。すぐ続いて、井上 昭等26）一27）

がすべての最短時間オブザーバの設計方法を明らかにするとともに，その観測

機構を明らかにした。吉川恒夫62妊最短時間オブザーバを構成するのに必要流

最小の次数について考察し、ある条件のもとでこれを明らかにした。一般に状

態フィードバック制御法則は状態の線形関数によって実現されるが，この線形

関数を最短時間で観測する線形関数最短時間オブザーノ汁っいては，状態遷移

行列が正則立場合について池田雅夫等36）が，一般的な場合について著者等37余

その設計方法を明らかにした。その後明石 一等63）’64）ふよび著者等65λ38）’39）

はこれまでの結果を総括する形でより精密な考察を行なっている。最短時間オ

ザーバを構成するのに必要在最小次数について木村英紀66如線形関数最短時間

オブザーバを含めて完全に解決している。以上のように最短時問観測問題に関

する研究もほぼ完成の域に近づいていると言える。

 この章てば，「問題3」の最短時間オブザーバの設計方法について考察する

が，観測に必要とする時間（ステップ数）を最短にするだけで広く，すべての
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時点での観測誤差空間を最小にするよう浸観測システムとして最短時間オブザ

ーバを定義する。すたわち，各時点における観測誤差空間が第2，4節で求めた

k非可決定空間に一致するよう在オブザーバを設計する問題として「問題3」

を第4．2節で定式化する。このように従来から知られていた定義67）よりも若

干厳しい定義のもとで設計した最短時間オブザーバは第5章の出力フィードバ

ック最短時間制御システムの構成に有効と在り，さらに，これをもとに線形関

数最短時間オブザーバが極めて容易に構成できる。しかも，このように最短時

間オブザーバ」�ｵしく定義することによって設計が困難になることは長い。第

4．3節ではk非可決定空間を基礎にして最短時間オブザーバの設計方法を明ら

かにする。さらに，それをもとにした線形関数最短時間オブザーバの設計方法

をも明らかにする。第4．4節てば簡単な例題を用いて得られた結果を検証する。

（本章の内容は「公表文献表」（pp，m ）中g（4），（5），（6），（8）拾よ

び（9）に依っている。）

第4．2節問題の記述

 この節では線形離散時間システムJを観測対象とする最短時間オブザーバを

定義するとともに，「問題3」の最短時間観測問題を定式化する。

 まず，システムJの入力u（k）および出力y（k）をそれ自身の入力として持

つ次のような線形時不変離散時間システム0を導入する。（図4．1参照）。

     z（k＋1）二Jz（k〕十Ky同十Lu（k）         （4．1）・／

     w昧）：Mz㈲十Nyω                （4．2）

            k＝O，1、

ここで，      λ：システム0の次数，

     z昧）∈女λ：時点kでの0の状態，

     wk）∈ブ ：時点kでの0の出力，

であり，J∈アλ×λ，K∈アλ×皿，L∈アλ×r，一 l∈アnxλ巷よびN∈

ブ×皿はシステム0がオブザーバとして機能するように定める設計パラメータ

行列である。

 この観測システムσによる観測対象泌の状態に対する観測誤差を，

     ek）全工同一w仮）                       （4．3）

で表わす。システムJと0の任意な初期状態拾よび入力列に対し時点kで生じ

得るすべての観測誤差の集合を，
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SyStem

u（k〕 y仁〕

observer

㍗＜二
xk）

図4．1 観測対象Jに対するオブザーバ0

    8、（0）全｛州1・段〕一五卜・1・），・・（0）∈女λ，

                工10μn．／・1川■1｝  （4．4）

で表わすと，明らかにこれは部分空間を形成し，観測誤差空間と呼ぶことにす

る。第214節の定義214券よび補題2．3によれば，時点kに拾ける観測不可能

衰空間の最小のものがk非可決定空間1”kであることから，観測誤差空間8k

（0）はへより小さくすることができないことは明らかである。この点を考慮

して最短時間オプサーバを次のように定義する。

く定義4．1＞

 観測システム0に拾いて，任意左時点kの観測誤差空間がk非可決定空間に

等しいとき，すなわち，

        8k（0） ＝ L〃k        k＝0，1，…        （4．5）

が成立するとき，これを最短時間オブザーバ（購nima1－Time Obs帥er）と言

い，σ＊で表わすことにする。

                              67） この定義は従来から行なわれてきた最短時間オブザー一バの定義 ，

「観測システム0に巻いて，次のような関係，

    ε”十α（0）一｛0｝  α一0・1・…     （4・6）

が成立するとき，これを最短時間オブザーバと言い，0で表わす。」，

よりも若干条件が厳しく浸ってい糺観測対象必が可決定であるならば1〃〃十α

＝｛O｝であるから，定義4．1はこれまでの定義を含んでいる。このように最

短時間オブザー一バを，すべての時点で最大限可能な鋳測を行なう観測システム
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として観測対象Jの可決定性を仮定し看いで定義して如くと．この定義4．1の

最短時間オブザーバ0＊を用いて出力フィードバック最短時間制御システム捨よ

び線形関数最短時間オブ・サーバが構成可能と混ることを以下で明らかにする。

しかも定義の条件を厳しくすることによって，その設計が困難に在ることはな

い。

 次に，上．で用意した観測システム0がオブザーバとして機能するために満足

                                  24）すべき基本的な関係式を明らかにして拾くが，こればD．G．Luenberger が連

続時間システームを対象として求めたものと全く同じものとなっている。

＜補題4．1〉

 観測シスー1テム0に拾いて。行列J，K，L，M拾よびNが次の関係，

                                 （4．7）     J＝PAM，K＝PAN，L＝PB   1
   ｛

     M P＋NC＝Iパnu11〔Pコ＝nu11〔I、一NC〕．，P：full ・ank   （4．8）

を満足するとき，観測誤差空間は次のように行列Nのみの関数と涜る。

     ε、（0）一｛（1n－NC）A｝k（1n－NC）ブ⊃ノ、   （4－9）

（証明） システム0に拾いて，（4．7）および（4．8）式の関係が満足されて

いるとき、観測誤差の方程式を求めると次のようになる。

     e（k＋1）＝エ（k＋1）一w（k＋I）
                                （4，10）
         ＝Aエ性）十Bu段）一MJZ㈹一MKC工（k）一MLu段）

          一NCA雌）一NCBu同  （I．ω拾よび0のシステム方程式

                     （2．、），（2．2），（4．1）．）（4．2））

         ＝（A－MKC－NCA）エ（k）一M J z（k）十（B－ML－NC B）u段）

         ＝（A－MPANC－NCA）工仮）一MPAMz（k〕

                 十（B－MPB－NCB）uω  ’．’（4．7）

         蔦MPA（亙n－NC）工性）一NPAMz〔k〕     ∵（4．8）

         一MPA｛（1、一NC）州一M・仮）｝

         一（1、一NC）A｛州一NC州一M州｝ ∵（4－8）

         ＝（In－NC）A｛刈k）一（Mz㈹十Ny同）｝  ’．’（4．8）

         ＝（In－NC）A（エ〔k）一w（k〕）          ∵（4．2）

         ＝（In－NC）Ae〔k）

           ．’，e（k＋王）＝（I－NC）Ae仮）  k二0，1，…（4．11）
                  n
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ただし。e｛0）ば状態空間女ng任意の要素ではなく，次のよう危制限がある。

   e｛0）ニエ（0）一w（O〕＝工（O）一Mz｛O）一NメO〕

     ＝エ10）一NCエ（O〕一Mz｛0〕：（In－NC）エ（0〕一Mz（O〕

     ＝（In－NC）40）一（I、一NC）司0）  司O）∈アn（∵注参照）

     二（In－NC）（エ｛0〕一到0））
                              （4．12）

（注：何故浸らば（4．8）式の関係より，Mz（0ト（In－NC）エ（0） を満足す

   る 到0）が存在する。）

 初期状態工（O〕は任意であるから，

   8。（0）一〔1、一NC）・フー・拠g・〔1、一NC〕   （4－13）

が成立する。したがって，これを先に求めた（4．l l）式より，

   8k（0）＝ （In－N C）A8k＿］（0）

       一｛（1、一NC）A｝k8。（0）

       一｛（1、一NC）A｝k（1、一NC）・女n k－L2・…（4．i4）

が成立する。これで（4．9）式が証明された。

                              （証明終）

 この補題の条件（4－7）春よび（4．8）式は観測システム0がオブザーバと

して機能するための基本的在関係式であり，以下ではこれをオブザ’一バの基本

関係式と呼ぶことにする。このオプサーバの基本関係式が満足されるとき，オ

ブザーバ0による観測誤差空間が設計パラメータ行列の中でNのみの関数とな

ることは非常に興味深い結果であり，この行列Nは前章の制御問題に拾ける制

御ゲインに対応するものであると言える。その意味で，以下ではこの行列Nを

観測ゲインと呼ぶことにし，最短時間観測問題を次のように定式化する。

「問題3：最短時間観測問題」

観測対象のシステム数が与えられたとき，

・j（・＊）一／（1、イ・）・ヂ（1、一・＊・）・クn一ノj

               j＝O，1、…，〃一 （注参照）  （4．15）

を満足する最短時間観測ゲインN＊を求めよ。さらに， この最短時間観測ゲイ

  ＊             “                                                  ＊   ＃
ンN をもとにオフザー一バの基本関係式を満足する設計パラメータ行列J，K，

L＊ AM＊拾よびP非を求め，最短時間オブザーバ0＊を構成せよ。

（注：補題2．3より， ””富．4＋徹  α≧O であるから．jはすべての

   非負整数について考える必要は古い。）
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 前章の「問題2」と上の「問題3」とを比較すると，制御問題と観測問題と

の双対関係が明らかに在る。

「問題2：状態フ4一ドバック最短時 「問題3：最短時間観測問題」

     間制御問題」

∴二1111∴／lllllll㌻・

を満足する最短時間制御ゲインF＊ を満足する最短時間観測ゲインN＊を

（＝一「＊0＊A）を求めよ。    求めよ。

（このよう．序制御問題と観測問題との対応関係に・ついては明石 一等40）も指摘

している。）

第4．3節 最短時間オブザーバの設計

 この節てば「問題3」の最短時間観測問題について考察する。前節で定式化

したように最短時間オフザーバの設計問題は（415）式を満足するよう浸最

短時問観測ゲインN＊を求める問題に帰着されるが，ここでは，まず「最短時間

観測ゲインN罪を求めるアルゴリズム」を与え，それが常に実行可能であるこ

とを示す。次にそのアルゴリズムで得られた行列N＊が最短時間観測ゲインで

あることを明らかにする。さらに，最短時問観測ゲインN＊を用いてオブザー

             ＊    ＊    ＊    ＊          ＊
バの基本関係式を満足するJ，K，L，M 拾よびP を求めることが常に

可能であることを示し，最終的には最短時間オブザーバ0＊を構成する。

 まず「最短時問観測ゲインN＊を求めるアルゴリズム」を示し，これが常に

実行可能であることを明らかにする。それが次の補題である。

〈補題4，2＞

（1） 次のアルゴリズムは常に実行可能である。

「最短時間観測ゲインN＊を求めるアルゴリズム」（図4．2参照，p p．58）

「Bl」 j＝O とする。次の関係，

    ア㌧（”十A”。）①”ド〃。：”     （4．20）

 を満足する部分空間”Oを求め．（次頁脚注参照），次へ進む。

「B2」 j＝〃ならばrB4」へ飛ぶ。さもなければ目次の関係，

    ノ十A／j＝（”十Aへ）①”j。蔓     （4・21）
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                注を満足す声部分空間〃j＋1を求め・次へ進む。

「B3」 j：＝j＋1とし，「一B2」へもどる。

「B4」 部分空間”j， j∈とg基底で構成される行列を，

    Wj全b鴉・砕j〕・j－O・1・…・・

とし，最短時間制御ゲインN＊を次のように構成する。

           ・＊」一V（・・）一一

ただし，    W全〔Wo，W一・・… W”〕

」＿＿戸n

（4．22）

（4．2芝）

（4．24）

I
1

し〃＝。〃 O

  ■@ 3@ ■@ ，@ I?   ．gー一A／1  ，O

ノー 〃O

玖       〃 1        0

ノ＝。〃   o 〃   ．．．  〃
〃          I

”o

          図42 部分空間ノ，ノjおよび〃jの関係

（11）上のアルゴリズムで定められた部分空間”は次の関係を満足する。                        j

     アn㍉”㊥”。㊥”1㊥一・㊥””     （4．25）

     Mr”j・1①へ1㊥．‘．㊥”・j＝0一ぺ．．・・卜1（。．。。）

     Aソ7”十α＝〕””    α＝O・1，…

（注：このアルゴリズムの説明の便宜上，〃j早｛O｝， j∈土 と仮定する。この仮定は必ら

  ずしも成立するとは限らないが，もし｛O｝に等しいものがあれぱ，単に「B5」の段階で

  それを除くだけで良い。）
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（証明） 〔i）このアルゴリズムが実行可能であること，拾よび（ii）の性質が

成立すること，をアルゴリズムの手順を追い庄がら同時に証明する。

  「Bリの段階が実行可能であることは明らかである（ただし、ブ＝”十A〃。

のときは，”o＝｛O｝とする一）。 「B2」の段階についても，補題2．3の（而）

 より，。”j⊃し”j＋1であるから，

   u”十Aし”  ⊃。”十Aノ                           （ 4．27 ）
      j    j＋1

と左1・r一・・」は実行可能である（ただし・”十・”j’二”十・ノj．iのときは

”j＋1＝｛0｝とする）。必要な回数「B2」の段階を繰返すと、

   クn一（ノ十A〃。）㊥〃。

    r．｛（ノ十M三）㊥”ヨ｝①”。

   一（”十A””）㊥””㊥…㊥”1①”。

   ＝”㊥””㊥…①”1①”o   ∵補題2．3の（n）：””＝Aノ”

となり，（4．25）式の関係が成立する。さらに、上と全く同じ様にして，

  ”十A”j饅（”十Aへ1）①㌃1一（”十Aへ・）㊥”j＋・㊥”j・1

      4①”・①一．．①㌦・㊥ルj＋1

となる。次に、｛十ヨ＝〃∩A”j（補題2．3の（；））であるから，

（4．28）

に1∵1∴∴、可 （…）
 を満足する部分生問〃j＋1拾よびA〃jが存在する。’したがって・

    ｛十1則■①A／j一ノj＋1㊥ノj＋1①㌦㊥…①”。

 と混るから，（4．26）式が成立する。ノ”二Aノ”十徹については補題2．3の

 （H）そのものである。これで（ii）はすべて証明されたことになる。次に，

 「B4」の段階で，（4，22）式呑よび（4．24）式によって行列Wを定めると，

 （n）の（4．25）式の関係より，CWは正則と在ることは明らかである。

 したがって，（4，23）式のように行列N＊を定めることが常に可能である。

                               （証明終）

 この補題のアルゴリズムで求めた行列N＊が最短時間観測ゲインであること， 桧

よぴこれをもとに最短時間オブザーバが常に構成可能であることを次に示す。

これが「問題3」に対する基本的な結果である。
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＜定理411〉

（1） （4．1）拾よび（4．2）式で記述される観．測システム0に拾いて、

一｝・、ご∴・一向11111

 とすれば最短時間オブザーバびが得られる。ここで，行列N＊ぱ補題4．2の

                          ＊        ＊ アルゴリズムで与えられる最短時間観測ゲインであり，P拾よびMぱ，

  ・・ll〔P＊〕一・・11〔1、一N＊C〕，P＊：f・1い・・k    （4．33）

  M乍＊十N＊C－1、      ．    （4．34）
 を満足するように」定められる任意な行列である。

 （ただし，〃二0のときは，λ＝Oとする。）

（i1）最短時間オブザーバ0＊を用いて観測対象であるシステムJの状態が誤

差宏く決定できるための必要十分条件は，

   「観測対象Jは可決定である。す左わち，。”。＝｛0｝。」

が成立することである。

（証明） （i）（4．31）～（4．34）式は補題4．1で示したオブザーバの基本

関係式であるから，補題4．2のアルゴリズムで求めた行列W（CW）一1が最短

時間観測ゲインとしての性質（4．15）式を満足すること，およびこの行列W

 （CWゾ1に対しては（4．33），（4．34）式を満足するM＊套よびP＊が存在す

ること，を示せば良い。そのことを次に示すが，まず補題4．2のアルゴリズ

ムで与えられる行列N＊＝W（CW）一1に対しでは次の関係，

 ｛      ＊   （I。■NC）”j＝”j                              （4．35）
                  1                  j箏O，1．…，〃
   （1、一・＊・）”ド／O／

が成立することを示す。補題2．3より，”j⊂”＝null〔C〕，j∈土 である

から，（4．35）式の成立することば明らかである。部分空間”に含まれる                            j

任意な要素工は，工＝Ww と表わすことができるから，

  （1、一・＊C）工一（1、一N＊C）Wト（1、一・（C・）■IC）・需一0

となり，（4136）式の関係が成立する。数学的帰納法を用いて補題4．2のア

ルゴリズムで与えられる行列N＊＝W（CW）一1に対して（4．15）式が成立す

る1二とを示す。k＝Oについて，
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｛／l、一N＊C）A八1、一N＊C）・た（1、一N米C）アn

    昌（In■N＊C）（”㊥”o⑤”1㊥…㊥””） 補題4．2一（i1）

    ＝”               ’．’（4．35）， （4．36）

と在り，成立するととが言える。k＝βについて成立する，す友わち，
｛（1、一・＊・）・｝β（1、一・＊・）・アn一咋

が成立すると仮定して，k＝β十1について考えると，β≦〃一1のとき，
｛（1、一・＊・）・｝帥（1、“＊・）ア㌧（1，Y・）・・｛（i、一・＊・）・｝召（1，Y・）・n

    ＝一（I、一N＊C）Aノ㌦   ’．’k＝βについての仮定

    一（1、一N＊C）（咋。一①㍗。！㊥…①””）

      ’       ’．’補題4．2一てn）， β＜〃一1

    一”β。1  ∵（4・35）・（4・36）

β＞〃一1のとき一は，

｛（1、一・＊・）・｝β十1（1、一・＊・）クn一（1、一・＊・）・咋

     一（1、一N＊C）〃”一・ん

 と在り，成立することが言える。したがって，任意のkについて，補題4．2

 で与えた行列N㌧W（CW）一一は（4．15）式の関係を満足する。

  さらに，補題4．2および（4．35），（4．36）式より，

      串                       ＊
   rmk N＝m，   r鋤k（I－N C）＝n－m               n
                           ＊         ＊ ぱ明らかであるから，（4．33），（4．34）式を満足するM拾よびPは常

 に存在し，（4．30）、（4．31）拾よび（4．32）式を用いて最短時間オブザ

 ーバを設計することができる。

（n） 必要性については定理2．2の（i）より明らかである。十分性についても，

 Jが可決定であれば4＝｛O｝であるから，

   8、。α（0＊）一ノ”十α一／0／ 昨O・1，…

 と友り，明らかである。しかも観測の最短時間性も満足している。

                              （証明終）

 この定理知よび補題4．2からわかるように，前節で定義した最短時間オブザ

ーバは観測対象Jの観測可能性とは無関係に常に設計可能である。このように

任意の時点で観測誤差空間が最小と在るように最短時間オブザーバを構成する

ことにより、次章での出力フィードバック最短時間制御システムの構成にこの

最短時間オブザーバが有効となる。さらに、この最短時間オブザーバをもとに

線形関数最短時間オブザーバが容易に構成できる。この定理で設計される最短
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時間オブザrバの次数は（n一棚）であるが，これは必らずしも最小次数とは

限ら在いことは著者等25）によって指摘された（連続システムに拾いではn－m

が最小次数であることが保証される）。吉川恒夫62）は，

    rank〔A，B〕士n                    （4．38）

のとき，n－mが最小次教と在ることを，木村英紀66）はオブザーバに必要な最

小次数を、明らかにしている。ここでは解析と設言すの容易さの点捨よび（4．38）

式の条件が殆んどの場合満足されている点だどから，オブザー一バの次数ば〔n－

m）に固定して拾く。この章での最短時間オブザー一バは各時点において最大限可

能な観測を行庄うものであるから，これをもとにして状態の線形関数H批），

H∈”×nに対する線形関数最短時間オブザーバ0言が次のように簡単に構成

可能である。

く系4．1＞

（i）定理4．1で設計した最短時間オブザーバ0＊の出力w（k）に行列H∈女η×n

 を作用させたシステムを一σ言で表わす。すなわち、

           ＊        ＊         ＊

べ∵外㌶） ：二1二：二
（ここで， J＊全P＊AM㍉ K＊全P＊AN＊， L＊全P＊B とする。）

とすると（図4．3参照），システム0言は線形関数Hψ）に対する線形関数

最短時間オブザーバである。

                  SyStem

            皿昧）            y㈹
            →        ＼
               ∴ ／

Ψく二
H工ω

H

w昧）obs… e・

＼
o＊

／

図吐3  システムO の構造
        亘
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（n）線形関数最短時間オブザーバ0書を用いて状態の線形関数H工1k〕が誤差

 たく決定できるための必要十分条件は，

    r観測対象JはH一可決定である。すなわち，Hノ ＝｛0｝」
                          他
 が成立することである。

（証明） （i）（4．39）呑よび（4．40）式で記述されるシステム0書による

 線形関数H工（k〕に対する観測誤差をe言（k〕で表わすと、

    ・言段）全H州一w亘（k〕

       ＝H｛エ段）一w仮）｝：He胆）              （4．41）

 と在るから，㌢ステム0言と観測対象Jの任章在初期状態呑よび任意庄Jへ

 の入力列1｛u（・〕｝さ一に対して生じ得るすべての観測誤差の集合8、．、（0貫）は

 次式で一与えられる。

    ε亘．、（0書）全｛・言（k一・言（k〕一H州rw。候），

              V刈一工。∈女n，・（O〕一・。∈アH，／・（・）／憲一1

         －Hε、（0＊）一H4 k－0，1，…  （4．42）

 したがって，観測システム0言は線形関数H批）に対する線形関数最短一時間

 オブザー一バと在ることば明らかである。

（11） 観測対象JがH一可決定であるための必要十分条件は定理2．2より，

     H〕”  二 ｛0｝                          （4．43）
      ”H
   （ただし，・。全m1・｛klH4－／0｛）

 が成立することであることより明らかである。しかも上式より，システム0言

 がH工（k〕の観測に対する最短時間性を満足していることがわかる。

                              （証明終）

 このように，線形関数最短時間オブザーバが最短時間オブザーバ0＊を用い

て容易に構成できるのは，最短時間オブザーバを定義4．1のようにすべての時

点で観測誤差空間を最小にするものと定義した結果である。システム0言の次

数はn－mであるが，これは必らずしも最小次数とは限ら長い。線形関数最短

時間オブザーバの最小次数については木村英紀66）がこれを明らかにしている。

第4．4節例  題

 簡単浸例題を用いて前節で得られた結果を検証する。次式で記述されるシス

テムJを観測の対象とする。
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工（k＋1）＝

010000000 10000
10010000000100
00000－10100000 1
0 00000 1

列k）十

・卜 V1川1州
n：7， r：I，  rn＝3， 女ニス

u（k）       （ 4．44）

（4．45一）

 ・まず・このシステ吟〃に対するk非可決定空間4を第2・4節の補題2・3に

よって計算すると次のように求めることができる。

〃。一・・11／C〕一｛

l O 00

0000
0001
0100
000－1
0010
0001

｝皐”1一｛ ｝早〃。一｛Oト〃。一…

          （4．46）

 したがって，システムJは可決定であり，その可決定性指数は〃＝2セある。

前節の補題4．2で与えた「最短時間観測ゲインN＊を求めるアルゴリズム」に

したがってN＊を求める。

                  ×
「Bl」

〃十M。＝｛

「1000
0000
0001
0100
000■0010
0001

｝十｛

0000
0001
工10．0
000一一
0110
1001
0001
  ×

｝＝ダ ∴”ド｛O｝

（4，47）

（×印ば左からしらべたとき1次従属となる列ベクトルを示している。）

「一B2」，「B3」

”十M1＝｛

1000
0000
0001
0100
000－1
0010
0－001

｝十｛ ｝， ∴”r｛

00
01
10
0－I

O O

11
01

｝ （4．48）
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       1000
       0000
       0001
〃十A”2 ＝  ｛ 0 100

       000－1
       00I O
       O O O l

｝十｛0｝， ∴ろ一｛

0

0

0

0

1

0

0

｝ （4．49）

r・4」一 @0010
    0110

・一 w・（・・1・W－l1州（…）
    11 l，0
    0110
    －W一＝W2 （注：〃。＝｛O｝であるから・Woは除いてある。）

したがって，最短時問観測ゲインN＊は次のように求まる。

              000
              010
               11－l
    N＊：W（CW）一一＝  O－10           （4．50）
              ．o一リ
               12－1
              ．010

これが最短時間観測ゲインとしての性質（4．i5）式を満足することば次のよ

うにして確認することができる。

        1000000
        0000000
        0一！ 0 0 0 0 一

｛（1、一N＊C）｝一｛OlO1000｝一〃。
        0－0000－l
        O－2－1 0 0 1 －

        0－I O 0 0 0 －
              0000000
              0000000
              0000000
｛（1、一N＊C）A（1、一N＊C）ト｛0000000
              0000000
              0－10一一〇〇〇

              〇〇00000

｛（（1、一N＊C）A）2・（1、一N＊C）ト0、。、

｝一”1

（4．51）
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 次に，こg（I、一N＊C）を最大階数分解することによって（4．33）拾よび

             ＊         ＊（4．34）式を満足する行列M拾よびPを求める。

       1000

（昨 Pポ舳川
                ＊      0001     P
        M＊一

・・l1〔P＊〕一・平11⊂（1、一N＊C）〕，P＊：f・ll…k

（4．52）

 以上の準備により，定理4．1を用いて最短時間オプザー一バ0＊を次のように

構成することができる。

0＊

「一1舳」…十㍗…・川一一）

        ム389  「8㍑

        0001     11－I
  w（k〕＝    0100 z（k）十  0■0 y段〕           （4．54）

       血舳 ｝

 この最短時間オブザーバびの動作．を，観測対象J一の任意表初期状態拾よび

入力列u（O）＝uo，．u（1）亡uピ u（2）一＝u2，… に対して次の・ように検

証することができる。

・（0）全

工（0）全

ll・・ω一1111」

Z4二

一工 @    Z1

工    工2

      4   2   S  7

工 Wω＝・。り。

      4   2  5   7

コ，        z一ト2エ ートェーコ＝

．工      Z＋工      4   2

   一Z1

   0

    4  2   7

・（O）一一・。十工。   ∈”。

    4  2  7

   －z－2工iコ＝ 一一工

   一Z一工十工    4   2   7
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Z（1ト

W（1ト

z12ト

工2

五十五 3   5

－z 一トエー2五一←2五一一u
 2   2   3   7  0

一工一五十u 3   7   0

    工    2
    工3

    五十五    I
・州一工。

    工十工    4
    五十五    1
    工十u    7

一工
 2
工3

。エコ十五。

工5

五十五 4   6

＿Z 一←エ  一←エ  」トェ  一一エ

 2   1   2   4   7

五十u 7   0

， e（1ト

工3

五十2五十工
 一    4   6                ，  工（2）＝＝

一2五一2工 一工」ト2工’ト2u一トu 1   4  5   7   0

一工一五十五十u＋u
 1  4  7  0  一

・一 ﾉ∵1

∈。〃
  1

1∵
工十工 4   6

工十工十五 1   5

4＋工十u 2   7

工十u＋u 7   0

w（2ト

工3

五十J
 －   4

κ十工 2   5

五十工 4   6

工十工十工 1  5

一五十五十u 2  7

五十u＋u 7   0

＝工（2〕

    ・（2〕一0。＝・（3〕一…∈”。一｛O｝     （4．55）

 最後に，この最短時間オブザーバ0＊を用いて線形関数最短時間オブザーバ

が容易に構成できることを示す。状態の線形関数として，

肺ト ull11川］洲 （4．56）
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を考えると亭，システム泌において次の関係が成立する。

    H”1呈｛02｝。  〃H二1                （4．57）

 こ．の最短時間オブザーバ0＊の出力に行列Hを作用させたシステムO言に拾い

ては，次のように上式の最短時間性が満足される。

                    0

                    0

叶舳一・・（1?P州
1＋五十工 2   2   4

0

一1：、
（4．58）

したがって一’0書ほ線形関数最短時間オブザーバである。

他方，観測対象Jに対する次式で記述されるよう衰オブザーバσ，

0

z（k＋1）＝

W段）＝

篶1

   「0010
0000
01－l l

－000
0－l l－1

0ト12
01■1

寸ザト

z㈹斗

000
010
000
0－10

100
－l o l

－l O l

y（k〕

（4．59）

（4．60）

を考えるとき，このオブザーバ0ぱJの任意庄初期状態拾よび入力列に対して

次のように動作する。

e（O）二

一Z3

0

－Z 一一 Z －Z 一一ユ：
 2   3  4   3

＿Z＋五十五 1   2   4

Z－Z＋Z一工 2   3   4   3

－z →一z －2z一←工 一←五一工
 2   3    4  邊   6

－Z・十・・一・・’十工、

       （ただし，

叫 eω＝

一・r・。十工1＋サエ。

O．

Z＋Zrユ：一r〕二，コ＝
 一  3  1  2 ．4

一・r2・。十2峠サエ。

一・1■・ナ叶サエ。

e②＝ 07∈］”2           e（k〕全 工Φ（〕・一w（k））     （4－61）

このようにオブザーバ0は螂の状態の観測に対する最短時間性を満足しては

へ〃1
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いるが，任意な時点における観測誤差空間8k（0）がk非可決定空間4に等し

くなると言う最短時間オブザーバの性質を満足していないことがわかる。した

がって，このオブザーバ0の出力に行列Hを作用させた観測システム0且は線

形関数Hψ〕に対する線形関数最短時間オブザーバどは在ら在い。す危わち，

1・（ト［ll：1；工1工11：Tl：ト・

第4．5節 あとがき

 この章で．は「問題3」の最短時間観測問題につ．いて考察し，システムJを観

測対象とする最短時間オブザーバの設計方法を明・らかにした。この最短時間オ

ブザーバは次の二つの特長をもっている。（1）観測が終了するまでの時間を最

短にするだけでなく，すべての時点で観測誤差空間を最小にする，す凌わち，

最大限可能な観測を行なうよう在オブザーバであり，（荊）観測対象Jの観測可

能性とは無関係に常に設計可能である。その結果として，この章で設計し．た最

短時間オブザーバが次章の出力フィードバック最短時間制御システムの構成に

使用可能と在る。な券，（i）の性質は従来の最短時間オブザーバの設計方法67）

においても殆んどの場合満足されている。これば観測に釦ける最短時間性を満

足するためにすべての時点で最大限の観測を行衰うような設計が考えられてき

たからであると言える。
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第5章出力フィードバック最短時間制御問題

第5．1節 まえがき

 この章てばr問題4」の状態フィードバックが可能でない場合の最短時間制

御問題について考察し，出力フィードバック最短時間制御システムの設計方法

を明らかにする。状態フィードバックが可能であるときは，任意に与えられた初

期状態の最短時間性を満足するような形で最短時間制御システムを構成するこ

とができるが．この仮定は工学的実現性の面で難点がある。したがって，状態フ

ィードバックにはよ・ら注いで，より一般的な出力フィードバックによる最短時

間制御システムの設計方法を明らかにする必要がある。「未知のものは制御で

き在い」と言うのが制御の基本原則であるから，状態フィードバックが可能て

たいと言う状況下では，何んらかの手段で制御対象そあるシステムの内部状態を

知る必要がある。他方，前章で明らかにした最短時間オブザーバの存在は出力

フィードバック最短時間制御システムが構成可能であることを予想させる。す

なわち，第3章で求めた「問題2」の解である最短時間制御ゲインF＊と，第

4章で求めたr問題3」の解である最短時間オブザーバぴξを，縦続結合した

制御器を用いて図5．1のように構成したフィードバックシステムが最短時間制

御システムと看るのでは方いかと考えるのは当然の予想である。
                       SyStem
              gain
 工e＝O                       u（k）                y（k〕

  二⇒    ・＊＿  ・

W㈹ observe『

／

    ＊    井図5．l Fと0とを縦続結合した制御器を用いたフィードバックシステム

 しかし，状態フィードバックが可能で衣いという状況下における制御の最短

時間性は必らずしも明確で在く，この図5．1のフィードバックシステムが最短
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                               宗      ’時間制御システムであるという保証は雇い。何故ならば、ゲインF とオフザ

ーバびの相互作用のもとでは，これらの合成が最適であるという判定が早急

には下せないからである。このように出力フィードバック最短時間制御問題に

蒔いでは制御の問題と観測の問題とを同時にかつ同じ場で考え在ければ哀ら在

い。ここでは，書ず状態7イードバックが可能で旋いという状況下での制御の

最短時間性を明確にし，次にその最短時間性を満足する制御ゲインとオ．ブザー

バとの組合せを求める。その結果として，最短時間割細ゲインF＊と最短時間

オブザーバ0＊との組合せがその最短時間性を満足すること，すなわち．図5，

1のフィードバックシステムが求める出力フィードバック最短時間制御システ

ムであるこ．」とを明らかにす糺これは出力フィードバック最短時間制御問題に

拾いて制御と観測との分離性が成立するということを意味し，出力フィードバ

ック最短時間制御システムの設計を容易にしている。出力フィードバックとい

う状況下に釦ける最短時間性については，制御ゲインとオブザーバとの相互作

用の結果として，一観測に必要とする時間と制御に必要とする時間との和よりも短

かい時間で全体としての制御が完了する場合があることを明らかにし，その機

構の解明を試みる。最後に，構成された出力フィードバック最短時間制御シス

テムの安定性についても考察する。

 この章では、重す第5．2筋セ「問題4」の出力フィードバック最短時間制

御問題を定式化する。任意な制御ゲインと任意たオブザーバとを組合せた出力

フィードバックシステムを用意し，「初期状態を任意としたときのシステム全体

としての最短時間性を満足するよう哀制御ゲインとオブザーバの組合せを求め

よ」という’形で問題を一闔ｮ化する。次に第5．3節でこの問題について考察し，最

短時間制御ゲインと最短時間オブザーバの組合せが求めるものであることを明

らかにする。さらに，この組合せで構成したフィードバックシステムの安定性

について考察し，安定な出力フィードバック最短時間制御システムを設計する。

第5，4節てば簡単な例題を用いて得られた結果を検証するとともに，出力フィ

ードバック」最短時間制御システムの動作機構を明らかにする。

 この問題に関する従来の研究については第1章でくわしく述べたので，ここ

では省略する。

（本章の内容は、r公表文献表」（pp m ）中の（8）拾よび（9）に依って

いる。）
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第5．2節 問題の記述

 この節では「問題4」の出力フィー一ドバック最短時間制御問題を定式化する。

制御．対象のシステム数に拾いて状態フイFドバックが可能で在いとき， 何ん

らかの手段でJの状態を知る必要がある。第4．2節で用意した（4．一）拾よび

（4，2）式で記述されるJに対する任意たオブザーバ0を，このために用いる

ことにし，これに第312節で用意した（3．1）式で記述される任意な状態フィ

ードバック制御ゲインFを縦続結合したものを，制御器として用いる。この制

御器を用いて，制御対象であるシステムJに対して次一のような出力フィード

バック制御法則，

    u（k〕＝FW（k〕＝FMz㈹十FNy（k〕            （5．1）

をほどこして図5．2のように構成したフィードバックシステムをJ（F，0）

で表わす。システム泌拾よびオブザーバ0のシステム方程式より，フィード

                      SyIStem

             ga1n
工。＝O         蝸       州
      十 ＼・ ＿ 必   ＞

W駄）
observer

ぐ

図52 フィードバックシステム必（F，0）の構造

バックシステム撒（F，0）のシステム方程式は次のように与えられる。

          工（k＋1）＝Aエ（k〕十B F w（k）           （5．2）

          z（k＋1）＝J z㈹十K y㈹十L F w（k〕     （5．3）
  必（F，0）
          y｛k）＝C工（k）               （5．4）

          w仮〕；M z（k）十N y（k〕             （5．5）

 上式の関係を整理すると次のようになる。

小，・、ハ1：｝一｝J続1騎卜・）
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し ・㈹二／・・〕［ll：1
（5．7）

 この7イードバックシステムJ（F，0）を用いて出力フィードバック最短

時間制御問題を次のように定式化する。

「一問題4：出力フィードバック最短時間制御問題」

 フノードバックシステムJ（F，0）において，任意に与えられた未知のJ

拾よび0の初期状態に対して，システムJの出力を常に零に整定するのに必要

な最小の制御ステップ数を求めよ。以下これを出力フィードバック最小整定ス

テップ数と呼び，ω  で表わす。すなわち，
        、 min
   ωml。全mi・｛ω1・（ω十α）一〇・α一0・L…

           ・工10トエ。∈・n，・f0）一・。∈〆｝。（5．8）

 次に，この出力フィードバック最小整定ステップ数を満足するように，一出力を

零に整定する制御ゲインとオブサーバとの組合せを求めよ。以下このような出

力フィードバックにおける最短時間性を満足する制御ゲインとオブザーバとの

組合せを最短時間制御器と呼ぴ・（Fmiパ0m三n）で表わす。すなわち1フー

4一ドバックシステムJ（Fmiパ 0min）に拾いて・

   y（ωmi。十α）＝O  α＝O・いH
        ・工（O）刈。∈ブ，・l1）一・。∈〆   （5．9）

となるよう潅（Fmin，0min）を求めよ。

 この定式化に拾いでは個々の初期状態に対する最短時間性を満足することば

必らずしも要求しておらず，初期状態を任意としたときめ，全体としての制御ス

テップ数ωを最小にすることを要求している。状態フィードバックが可能清場

合には個々の初期状態に対する最短時間性を満足する制御が可能であったが、

初期状態が未知である出力フィードバック最短時間制御問題に拾いでは，上のよ

うに初期状態を任意としたときの全体としての制御ステップ数を最小にするよ

うに；問題を定式化するのが最も自然であり，その結果として制御と観測との分

離性が成立するのである。最適レギュレータ間題のように最適な評価関数値が

初期状態の関数と在るような問題に拾いでは，制御と観測との分離は不可能であ

            68）～7i）ることが良く知られて拾り一  ，上の問題に拾いても個々の初期状態に対す

る最短時間性を満足させようとすると制御と観測との分離は不可能と云り，時変

          30）｝32）な制御器を必要とする   。。時不変なシステムを時変な制御器を用いて制
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御するのは如何にも不自然であり，上のように問題を定式化するのが妥当であ

ると言える。

第5．3節 出力フィードパック最短時間制御システムの設計

 この節てば「問題4」の出力フィードバック最短時間制御問題について考察

し，安定な出力フィ・一ドバック最短時間制御システムの設計方法を明らかにす

る。まず，前節の定式化に赤いて用いた任意な制御ゲインと任意なオブザーバ

とを縦続結合して構成したフィードバックシステム泌（F，0）に翁いて，有

限ステップ数で一 o力を零に整定できるための必要条件を求める。次に，この必

要条件を満足する最小のステップ数で出力を零に整定することが可能であるこ

とを示し，この最小のステップ数が求め’髀o力フィードバッ．ク最小整定ステッ

プ数であること，拾よびこの必要条件が十分条件でもあることを明らかにする。

しかも，この出力フィードバックという状況下に歩ける最短時間性を満足する

制御器が「問題2」の最短時間制御ゲインとr問題3」の最短時間オブザーバ

とを縦続結合することによって得られることを示し，1この問題に拾いて制御と

観測との分離が可能であることを明らかにする。

 まず，フィードバックシステムJ（F，σ）に拾いて有限ステップ数で出力

一を零に整定するのに必要浸条件を，．第2章で導入したk出力可整定空間拾よびk

非可決定空間を用いて示したものが次の補題である。

く補題5．1＞

 フィードバックシステムJ（F，0）に拾いて，これを構成する制御対象J

券よびオブザーバ0の任意な初期状態に対し，時点ωでJめ出力が零に整定す

ることが可能である，すなわち，

   y（ω十α）：O ． α＝O，1，…

          ・炸工。∈女n，・1ト・。∈〆  ／・．1・．）

とすることが可能であるためには次の三つの条件が成立したければ在ら清い。

（条件A） κニアn     ， ω≧μ         （5．ll）
       ノ
（条件B） ”＊⊃”、茱””     ω≧〃         （5．12）

（条件C） κi⊃んん．1＿i， i＝0，1，…，μ       （5．13）

ここで。κkぱ第2．3節で導入したk出力可整定空間（補題2－1，＝定義2，2参

照），”＊は観測行列Cの零空間に含まれる最大の（A，B）不変部分生問（補
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題2．2参照），春よび”kは第2，4節で導入したk非可決定空間（定義2．4，

補題2．3参照）である。

（証明） フィードバックシステム”（F，0）に赤いて，これを構成するシ

ステム幽よび・の任意な初期状態川一五。∈次n拾よび・（O）一・。∈アλ

に対して，システム能のk時点に拾ける状態小〕のすべての集合を｛雌〕｝

で表わす。システム〃（F，0）のシステム方程式（．5．6）式より，｛小〕｝

が部分空間を形成することば明らかである。

（1） まず（条件A）を示す。システム数（F，0）に拾いて，

・（ω・十・，α一・、L…，・工（0）一工。∈アn，・（・ト・。∈〆

 と次る牟」あには，補題2．2の（11）より，｛エ（ω十α）｝⊂ノ＊。α＝〇一，2，

   が成立しなければ在ら庄い。κkぱkステップで”＊へ制御可能浸すべて

の状態の集合であるから，この関係が成立するためには，

  ｛    ｛小一j）｝⊂κj・                               （5，14）                j士O，至，…，⑫

    ｛工〔ω十α）｝⊂κo＝〃＊                               （5．三5）                  α＝O， 1， …

が成立したければ次ら安い。Jの初期状態工（0〕＝㍉∈ブは任意であるから，

 ｛工（0〕｝＝女nとなり，（5．15）式に拾いてj＝ωのときを考えると，

    ｛工10〕ドブ⊂κω          （5．16）

が成立しなければ在ら在い。これに出力可整定指数μの定義より（補題2．1

拾よび定義2．2参照），ω≧μの関係は明らかである。これで（条件A）は

示された。

（ii） （条件B）拾よび（条件C）を示す。重す準備として，フィードバック

 システム・働（F，0）に拾いて、次の関係，

    ｛小十1）｝⊃A〃ゼ トいパ・・     （5－7）
が恒等的に成立することを示す。出力フィードバツーク制御法則（5，1）より。

 エ（k＋且）・＝A刈k）十BFw｛k）

     ・・（A＋BF）工1k）一BFe（k） ’．’elk）全工（k）一w㈲

 であるから，フィードバックシステムJ（F．0）に拾いて、

    ｛小十1）ト（A＋BF）｛州｝十BF8。（0）   （5－8）

漬る関係が成立する。さらに，状態空間ブの任意濠部分空間クおよび行列

 亙について次の関係、

    （A＋BF）こ7＋B臥ク⊃ Aこ7                （5，19）
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が恒等的に成立することに留意して巻く。以上の準備により，数学的帰納法

を用いて（5．17）式が成立することる示す。kヨOについて，（5．18）より

  ｛川ト（A＋BF）｛工（O〕｝十BF8。（0）

     一（A＋BF）ブ十BF8。（0） ’・’｛工10ト女n

     ⊃（A＋BF）”o＋BF”o    ∵補題4．1の（4．lO）式

     ⊃A”o             ∵（5・19）

となり，成立することが示せる。k：β について成立する，す宏わち，

     ｛工（β十1．）｝⊃A咋       （5・20）

が成立すると仮定して，k＝β十1について考える。（5．18）式より，

  ｛工（β十2）ト（A＋BF）｛工（β十1）｝十BF8β。1（0）

         ⊃（A＋BF）A咋十BF8β。1（0）∵（5・20）

         ⊃（A＋州ノβ斗1＋BF咋十1

           ’．．補題2．3の（2，56）拾よび補題4．1の（4．10）

         ⊃Alへ十1一  ∵（干・亘9）式

と哀り，成立することが示せる。したがって，任意浸kについて（5，17）

式が成立する。この〔5．17）式の関係を用いて（条件B）倉よび（条件C）

を示す。フィードバックシステムJ（F宙0）において，・働および0の任意

な初期状態に対して時点ωで出力が零に整定できるためには（5．14）拾よ

び（5115）式が成立しなければ浸ら衰い。したがって，これに（5．17）式

の関係を代入して，

  κj⊃｛工（ω一j）｝⊃・年1－j ト〇一・・…ω （・・21）

  κ。⊃｛工（ω・α）｝⊃A〃、．けα 炸0，い・  （5・22）

が成立し漬けれぱならないことになる。これに補題2．1の（衙）拾よび定義2．

2の出力可整定性指数の定義を考慮すると，上式の関係は等価的に，

  κ。⊃A一”            i＝0， 1，…， μ      （5．23）
   1   ω一1＝i

  1毛。一〃＊⊃Aノ、一1＋砒． 昨0一，…   （5・24）

と書定直すことができ，（条件C）が示せる。最後に（条件B）を示す。（5．

24）式より，”⊃ノ＊⊃A”、、1であるから，

  ノ㌦＝”∩A”ω．1茱Aイ。．］   ∵補題2．3の（1）

となり，次の関係が成．立する。
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   ”ω。α一”∩A”ω十α一1一”、  α一〇・1・…  （5・25）

 したがって，補題2．3の（口）に拾ける可決定性指数〃の定義より，

    ＊⊃A〃、．ド4一〃”， ω≧μ    （5・26）

 が成立する。これですべて証明された。

                              （証明終）

 との補題はフィードバックシステムJ（F，0）にお。いて出力を零に整定す

るための必要条件を与えているが，これらの中で（条件A）は第3章で仮定し

た，＜仮定1：制御のための仮定〉であり，この（条件A）が満足されること

は既に保証されている。一方，（条件B）ぱ観測に関する条件であるが，第4

章てば何ん」ﾌ仮定もたしに最短時間オブザーバを構成したから，（条件B）が

満足されるという保証はまだ在い。したがって，ここでシステムJに対する観

測のための仮定を設けて（条件B）が満足されることを保証する。

 く仮定2：観測のための仮定〉

 システム1能の非可決定空間”ぱ出力整定空間ノ＊に含まれる。
              〃
    〃＊⊃〃”           （5．27）
 補題5．1の最後の条件である（条件C）ぱ出力が零に整定する時点ωの満足

するべき条件を与えるものであるが，〈仮定2：観測のための仮定＞のもとで

この（条件C）を満足する有限なωが存在する。これを次の補題で示す。

 ＜補題5．2〉

 システムJに巻いて，

く仮定2：観測のための仮定＞ ”＊⊃”  （条件B）
                   〃
が成立するとき，補題5，1の（条件C〕を満足する有限宏正整数，

    ω＊全mi・｛ω1κ1⊃A4．H，i∈ハ   ｛                              （5．28）

            ＊       μ十〃 ≧ ω ≧ ma工（μ，μ）            （5．29）

が存在する。以下ではこれを出力フィードバック出力可整定性指数と呼ぶ。

（証明） ω＝μ十・ とすると，＜仮定2＞および補題2．3の（i1）より，

    〃＊⊃イーA㌦α α一〇，1，…   （5－30）

と在るから，これに補題2．1の（而）の関係を適用すると，

    ろ早っ．I早・…早ろ一〃＊⊃A4＋α   （5．31）
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 と在り，有限定ω＊くμ十・の存在することが示せる・さらに（条件A）

 拾よび（条件B）より，⑭＊≧m a工（μ，μ）で方ければ在ら在いことは明

 ら．かである。したがって，く仮定2〉のもとで（条件C＞を満足する有限な

 出力フィードバック出力可整定性指数ω＊が（5．24）式の範囲七存在する。

                              （証明終）

 このように（条件C）は（条件B）の中に必要条件としては含量れるが、こ

の（条件C）ぱ出力フィ「ドバック最小整定ステップ数ωロユinを与える基本

的な条件として重要在役割を果すことが以下で明らかになる。

 フィードバックシステムし盤（F，0）に拾いて，これを構成する制御対象。d

拾よびオブザーバ0」の任意表初期状態に対して時点ωで出力を零に整定するこ

とが可能であるための必要条件が（条件A）、（条件B）拾よび（条件C）で

ある。く仮定I〉拾よび＜仮定2〉により（条件A）翁よび（条件B）が満足

されるとき，（条件C）を満足する最小の数である出力フィードバック出力可

整定性指数ω＊で制御対象Jの出力を零に整定する，すなわち，

   ・（ω＊十α）一0，α一1，i，…・工（0〕一工。けn，・lO）一・。∈〆

とすることが可能である在らば，このω＊が求める「問題4」の出力フィード

バック出力最小整定ステップ数ω  であると言うことができる。このよう               min
に時点ω＊で出力を零に整定するよう在制御ゲインとオブザーバとが＜仮定1〉

拾よびく仮定2〉のもとで存在することを次に示す。しかもr問題2」の最短

時間制御ゲインF＊とr問題3」の最短時間オブザーバ0＊とを縦続結合して

構成したフィードバックシステム。能・（バ，0＊）が，この時点ω＊で出力を零に整

定すると言うことを明らかにする。したがって，（条件A）拾よび（条件B）

ぱ十分条件でもあると言うことに看る。次の定理．が以上のことを示す「問題4」

に対する基本的潅結果である。

く定理5．1〉

（i） r問題4」の解である出力フィードバック最短時間制御システムし働（

 F min，0min）が存在するための必要十分条件は，

    く仮定1：制御のための仮定〉  κ＝ブ ，
                    μ
    ＜仮定2：観測のための仮定〉  ”＊⊃ノ 、
                       μ
が成立することである。

（11） 出力フィードバック最小整定ステップ数ωminぱ次式で与えられる。
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     ωmi・一ω＊（全mi・｛ω1κi⊃A”、．H，i∈＾）

（m） く仮定1＞拾よびく仮定2＞のもとで「問題2」の解である最短時間制

御ゲインF＊とr問題3」の解である最短時間オブザーバ0＊とが存在し，こ

れらを用いて図5．3のように構成したフィードバックシステムJ（F米，0＊）

 は出力フィードバンク最短時間制御システムと在る。す在わち，フィードバ

 ツクシステムカ（F＊，0＊）に巻いて，

  y（ωmi。・α）＝0，α＝O，1，…，V工（O〕＝㍉∈クn。・lO〕＝・。∈女n一

 と在る。したがって，任意た最短時間制御ゲインF＊∈8＊と任意在最短時間

 オブザーバ0＊とを縦続結合し先ものは最短時間制御器とたる。す浸わち，

    」・（F＊10＊）∈｛（Fmi。，0mi。）｝     （5．33）

SyStem
工、一0     9ain ・同
    ・→・・ 。

y胆）

＞

observer

0＊
   ／

                    ＊    ＊図5．3 出力フィードバック最短時間制御システムJ（F ，0 ）

（証明） U）補題5、王より，く仮定1＞呑よび〈仮定2＞が必要条件である

 ごとは明らかである。く仮定1〉拾よびく仮定2＞が十分条件であることは，

 これらの仮定のもとで，

  ・（ω。i、十α）一0，α一〇，1，…・工（Oトエ。∈アn，・（O）一・。♂

 とすることができるよう浸制御ゲインFminとオブザーバ0minとが存在

することを示せば良い。それを次に（1i）拾よび（m）で示す。

（而）春よび（m）：補題5．1の（条件。）ぱフィードバックシステム・必（F，o）

 に拾いて時点ωで出力を零に整定することができるための必要条件であるか

 ら，それを満足する最小の正整数として補題5．2で定めた出力フィードバッ
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ク出力可肇定性指数のω＊時点で出力を零に整定することができれば，この

 ＊
ωが求める出力フィードバック最小整定ステップ数ωminである，すなわ

       ＊ち。，ωmin：ω であると言う．ことができる。く仮定1＞のもとで最短時間

制御ゲインF＊が存在することば定理3．1より明らかである。 次に定理4，五

により最短時間オブザーバ0＊が常に存在する。更にく仮定2＞により，補題

5．2で与えられる出力フィードバック出力可整定性指数ω＊が存在する。．こ

の最短時間制御ゲインF＊と最短時間オブザーバ0＊と縦続結合して図5．3の

ように構成したフィードバックシステム。盤（F＊，0＊）に拾いて，

・（ω＊十α）貨0，α一〇，1，… V工10トエ。∈女n，・（Oト・。∈〃n■弧

とすることが可能であることを，示すことができれば、〔11）および（1i1）が証明さ

れたことになる。以下にそれを示す。

 補題5■の証明の過程で用いたのと同じく次の斗う浸記号を用意する。フ

ィードバックシステムμ（F＊，0＊）に翁いて，制御対象。dとオブザーバ0＊

の任意な初期状態に対して時点kで制御対象Jが取り得るすべての状態の集

合を｛雌）＊｝で表わすことにする。この｛刈kゾ｝に対しても補題5．1の証

明で用いた（5，18）式と同じ関係、

｛工（k＋1）＊ト（A＋BF＊）｛＾〕＊｝十BF＊8。（0＊）

               k＝D， 1， …             （5．34）

が成立することば明らかである。さらに，これに最短時間オブザーバ0＊が

満足すべき性質・8、（0＊）亡4・（定義4．1，（4・15）式）を適用すると・

 ｛工（k＋1）＊｝一（A＋BF＊）｛小）＊｝十BF＊4

               k＝⑪， 1， …                 （ 5．35 ）

在る関係が成立する。この関係をもとに次の時点，

    τ＊全ω辛一μ           （5．36）
を初期時点と見なしたフィードバックシステム。働（F＊，0＊）の動作につい

                        ＊て考える。（5－35）式拾よび最短時間割稗ゲインFの性質（3－4）式より，

｛工（τ＊・1）＊ト（A＋BF＊）｛刈τ）＊｝十BF＊〃、ホ

       ⊂（・十・・＊）勺十・・V，1  ∵｛州＊｝⊂．κ戸ブ

       ⊂κ  十BF＊〃、          ’．’（3，4）
         ノー1     τ
       iκ              ・．・（5．38）注意

         片1           （5．37）
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が成立する。

（注意：証明は後述するが，次の関係，

    ∠メ．1．i⊃BF＊〃、・。い 1－O・1・…・μ一1  （5・38）

    κ。一〃＊⊃BF非心十、・α一0・1・…   （5・39）

を用いた。）

 以下同じように計算を繰返すと，

｛工（τ＊十一2）＊｝一（A＋BF＊）｛工（τ＊十1）＊｝十BF＊〃、・。1

        ⊂（・十・・＊）κμ．、十・・ソ、・。一 ∵（5・37）

        ⊂κ   十BF＊”、          ’．’（3．4）
          メー2     τ十一

        ＝κ            ∵（5．38）
         ！一2

 ｛工（τ＊十μ）＊｝一｛工（ω＊）＊｝

        一（A＋・F＊）｛工／1宗十μ一）＊｝十・F＊4・。メ．1

        ⊂（A＋・・＊）κ1＋・・＊〃、・。、．一

        ⊂κ。十B・V、・。、．一   ’・’（3・4）

        ⊂κ：ノ＊   ・．’（5．38）    （5．40）
          ○

となり，この時点ω＊でフィードバックシステムJ（F＊，0＊）の出力が零に

なることがわかる。さらに計算を続けて出力が零に整定されることが沃のよ

うに確認できる。

 ｛工（ω＊十1）＊ト（A＋BF＊）｛工（ω宗）＊｝十BF＊”ω・

        ⊂（A＋BF由）κ。十BFV、・   ∵（5．40）

        ⊂κ。十BF＊ル      ∵（3－4）

        ⊂ろ一”＊      ∵（5．39）

 以下全く同じようにして，

 ｛小＊十α）＊｝⊂κド〃＊  α一0，1，…   （5－41）

が成立することば明らかである。したがって，フィードバックシステムJ（

F＊ C0＊ jに赤いて，
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・（ω＊�ｿ）一〇α一〇・1・… V工10）一工。∈”n・・（0ト・。∈クn一皿

と在ることが証明できた。最後に残された（5．38）拾よび（5．39）式の関

                 ＊係を証明する。最短時間制御ゲインFを与える定理3．1により，

・・＊〃、・。i一・叩・・）㍉M、・。三

       ⊂・叩・・）■1巧．i ∵補題5・2の（5，28）

            i－O，1，…，μ一1     （5．4会）

BF＊〃、・十、一B叩Bブ）Il・A〃、・。、

      ⊂B叩Br）iW。

            α・＝O，1，…  ’．．補題5．2の（5．28）式

                               （5．43）

が成立する。他方，補題3．2の結果拾よび証明の坤程より，

｛
  ’       ’  喝．。全総∩・τ。
                               （5．44）                  e＝0，1，・∵．μ一
  」      ．          一  能一溜1．。①”。．。

とすると，

  3＋Z。一名．。①牟．。㊥κ。①年㊥…㊥κ。  （5・45）

  κ。一ろ．。㊥名㊥κ1㊥…㊥κ。     （5・46）

が成立する。したがって，工 ∈尤  ならば，
             e    e

  エe＝Br2．eb2 ＋Xoエ。＋Xlκ1＋ …  十Xeエe    （5．47）

∵三㍉1∴∵∵∴一
    X一・…〔巧〕   卜〇一・…・・  （5・49）

と書ける。これを用いると．補題3．2の”の定義（3．17）式より，

  ・叩・r）一1”e一・叩・r）㍉（・ら．、百十τ。㍉十十・e工e）

          一・叩・ブ）㍉・グ。．、・、

              0，’”κ＝｛⑪｝ e＝0，1，…．μ（3，32）式
                 e
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＝B叩町I” h1＝B「［え1

          ：・Br b
            2・e 2

          ∈能 ⊂κ   ’．’（5．44）   （5．50）
            2・e    e

となり，

 Bゾ（nBr）一1〃⊂Z  。一0，1，…，μ一．1   （5．51）
         e    e

が成立する。したがって，この関係を（5．42）拾よび（5．43）式へ適用す

ると，〔5138）呑よび（5139）式の成．立することが次のように示せる。

・・V、・。iF・叩・・）一 I．i⊂ろ．、

・・＊”、・。、⊂・叩・r）一1κ。⊂κ。一ノ＊

i二0，1，…，μ一1

 以上ですべて証明された。

                               （証明終）

 この定理は「問題4」の出力フィードバック最短時間制御問題に対する基本

的宏結果を多く含んでいるが，これを整理して以下に述べる。まず状態フ．イー

ドバックが可能で友いと言う状況下における制御量である出力に対する最短時

間性を明確にした。す浸わち，制御対象のシステムJに対して補題5．2で一意

                      ＊に定まる出力フィードバック出力可整定性指数ωがそれである。 これば，

           ＊     μ十・≧ω＝ωmi。≧maX（μ，・）

によって抑えられる。この関係は観測に必要とするステップ数〃と制御に必要

とするステップ数μとの和μ十〃よりも少ないステップ数で，全体としての制御

が完了する場合のあることを示唆している。この定理の前提条件の一つである

〈仮定2：観測のための仮定〉ぱ非可決定空間ノ”が｛0｝と在ることを必ら

ずしも要求して紅らず，状態を誤差なく決定することができたくても出力を零

に整定することが可能であることを示している。さらに、出力フィードバック

最短時間制御システム、働（F＊，0＊）においてはτ＊全ω千一μ時点から有効な

                           ＊制御が開始されているが，補題5．2の（5．29）式より，ω＜μ十・である

から，このτ＊については次の関係が成立することば明らかである。

     τ＊≦・             （2．52）
したがって，し盤（F＊，0＊）に拾いでは観測が完了する時点〃以前の時点τ＊か

ら有効浸制御が開始されていることにをる。これと前の可決定で在くても出力
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が零に整定できると言うことは制御ゲインとオブザーバの相互作用の結果であ

り，これを次のように解釈することができる。泌（F＊，σ＊）の時点τ＊に拾け

る観測誤差の影響は上の定理の証明の（5－35）式より，BF＊”、迂表わされる。

これがその時点1＊に拾ける制御（I E…＊j㍉⊂ろ．，に悪影響を及ぼさ在

ければ，す宏わち，ろ．1⊃BFソ、。ならば，このτ＊時点に拾ける制御は有

効となる。以下同じことが継続する，すなわち，

   κi⊃BFソ、・。メ、i．i・i－O・1・…・H   （5・53）

が成立するならば，τ非時点からμステップ後のω＊全τ＊十μ 時点で出力が

                ＊零に整定する。上式で与えられるτ時点に始まる継続時点での制御が有効と

在るための条件を制御ゲインFとオブザーバ0とに無関係左形で表わし、開始

時点を ω一μとしたのが（条件C）である。したがって，この（条件C）を

満足する最小の数である出力フィードバック出力可整定性指数ω＊が出力フィ

ードバック最小整定ステップ数ωminと浸り，これがμ十〃以下となる場合

が生じ得るのである。次に問題と在るのはこの出力フィードバックにおける最

短時間性を満足する制御ゲインFminとオブザーバ0minを設計する問題で

あるが，これについては制御の問題と観測の問題とが分離可能であると言う出

力フィードバック最短時間制御システムの設計上極めて有用な結果が得られた。

すたわち，制御ゲインとしては第3章で設計したr問題2」の最短時間制御ゲ

インF＊を，オブザーバとしては第4章で設計した「問題3」の最短時間オブ

ザーバ0＊ �C用いて図5．3のように構成したシステム泌（ゼ，O＊）が出力フ

ィードバック最短時間制御システムと看ることを明らかにした。これば第5．2

節で出力フィードバック最短時間制御問題を個々の初期状態の最短時間性では

長く，初期状態を任意としたときの全体としての制御の最短時間性を満足させ

るように定式化したからであり，第5．2節に拾ける問題の定式化の妥当性を示

していると考えられる。この定理の証明から明らかなように、最短時間制御ゲ

   ＊インF は（3．4）呑よび（3」5）式を満足するよう哀各時点で最大限可能な

制御を行涜う制御ゲインであり，最短時間オブザーバ0＊は（4．4）式を満足す

るような各時点で最大限可能な観測を行在うオブサーバである。その意味でフィ

ードバックシステムω（F＊，0＊）ぱ出力フィードバックと言う状況下に翁い

て各時点で最大限可能危制御を行在っていると言える。

 定理5．1で設計した出力フィードバック最短時間制御システムμ（F＊、0＊）
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は最短時間制御ゲインF＊と最短時間オブザーバ0＊とを縦続結合したものを最

短時間制御器として用いている。系4．1によれば，この最短時間制御器は線形

関数F＊工（k〕に対する線形関数最短時間オブザーバと在っていることは明らかで

ある。したがって，線形関数最短時間オブザーバを用いても出力フィードバッ

ク最短時間制御システムが構成可能であることが当然考えられる。これを次に

示す。

＜系5．1＞

 最短時間制御ゲインF＊が表わす線形関数F＊批〕に対する線形関数最短時間

オブザーバ0＊、を用いて図5．4のように構成したフィードバックシステムを

J（0言・）下表わ寸と，このフィードバックシステムJ（0言・）ぱ出力フィード

                 注バック最短時間制御システムである 。

                SyStem

          u候）           y1k）
              ＼         ＼

1・舳i・・・・・・・…」

0言・

W。州

            ＊図54 線形関数オプサーバσ。を用いた            F
                      ＊    出力フィードバック最短時間制御システム数（0F。）

（証明） 前章の系4．はり，最短時間制御ゲインF＊と最短時間オブザーバ

 0＊とを縦続結合した最短時間制御器は線形関数F㌃㈹に対する線形関数最

短時間オブザーバとして機能する。したがって，線形関数F㌦㈹におする線

形関数最短時間オブザーバ0言。を用いて構成したフィードバックシステム

・d（0言韮）ぱ定理5－1で与えた出力フィードバック最短時間制御システム数

 （F＊，σ＊）と全く同じ動作をする。す肴わち， フィードバックシスチームJ

 （0二串）ぱ出力フィードバック最短時間制御システムである。 （証明終）

脚注：ここでの0言‡は，必らずしも最短時間オプサーバ0＊の出力にF＊を作用させたものとは限

  らなし），任意な（442）式を満足する線形関数最短時間オプサーバである。以下ではこの

      ＊  ように0F＊を解釈する。
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 このように出力フィードバック最短時間制御システムを構成する最短時間制

御器として，最短時間制御ゲインと最短時間オブザーバとを縦続結合したもの

と1線形関数F㌻㈹に対する線形関数最短時間オブザーバとは全く同じ機能を

持っているが，両者を構成するのに必要な次数については必らずしも同じであ

るとぱ限ら危い・す在わち，線形関数最短時間オブザーバ0言・を構成するのに

必要在最小次数は最短時間オブザーバ0＊のそれよりも小さくできることぱ明ら

かである37）’64）’66）。 したがって，システムを構成するのに必要在次数．までを

も考慮するときは，出力フィードバック最短時間制御システムとしては泌（F＝

0＊ jよりもJ（0言・）の方が優れていると言える。

 最後に出力フィ1ドバック最短時間制御システム・d（F、ぴ）または1d（

0言・）の安定性について考えるが，これについては第3章の状態フィードバック

最短時間制御システムJ（F＊，I、）の安定性に対する考察がそのまま適用でき

る。したがって，既に定理5．一で明らかにした設計方法をもとに安定な出力フ

ィードバック最短時間制御システムが容易に設計できる。

く定理5．2＞

（1） 次の二つの仮定が成立するとき，安定な出力フィードバンク最短時間制御

 システムが設計可能である。

／仮定1＊・ ｰ1∴のための仮定＞ろ＝ブ、、、、）

           工・方    十

  く仮定2＊＞   ”＊⊃” ∩尤            （5．54）
           0    ”   工’メエ
 ここで，”‡は出力整定空間”＊に含まれる不安定たモードを持ったA不変

部分空間であり，”＊は同じく〃＊に含まれる安定在モードを持ったA不変

部分空間である。行列Aの〃工への制限をA／”‡で・その固有値をλ、〔A／

 ”‡〕で表わすと，

  llク〔・・べ〕1≧1・1・／ζ／・〃＝〕1・1。（・…）

（i1） 定理3．2（または系3．2）で与えられる安定在最短時間制御ゲインF＝

 と最短時間オブザーバ0＊とを縦続結合した’最短時間制御器を用いて構成し

た出力フィードバック最短時間制御システム”（F＝，0＊）ぱ安定で去る。

                 出                  ＊（証明） （1）呑よび（口）： ＜仮定1〉持よびく仮定2＞のもとで安定た出

 カフィードバック最短時間制御システムが設計可能であることをまず示す。
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 ＜仮定1＊＞のもとで案定在最短時間制御ゲインF二が存在することば定理3－

 2により保証されている。さらに，定理4．1により，最短時間オブザーバ0＊

 も常に存在する。したがって，両者を用いて出力フィードバック最短時間制

 御システムJ（F：，0＊）が構成可能である。このJ（F：，0＊）が＜仮定

 2＊〉のもとで安定となることを示す。定理5．1の証明の過程で用いた（5．

                      ＊ 38．）および（5．39）式の関係より，＜仮定2＞のもとで，

    BFニノ”。α⊂態∩〃”⊂グ   ’  （5・56）

 が成立する。このとき，定理3．2拾よび定理5．1の証明の場合と全く同じよ

 うに計算すると，

    ｛」．工（・十μ工十α）＊｝⊂〃＝⊂〃＊ 一    （5－57）

 と在る。しかも，〃＊ぱ安定在モードを持ったA不変部分生問の和空間であ

 るから，

    ／工（・十任）ll＞ll工（・十任十1）ll〉…   （5－58）

 が成立することは明らかである。したがって，出力フィードバック最短時間

 制御システム。d（F：，0罪）に拾いて，く仮定2＊＞のもとで，

    いmll工（ω＊十α）ll－o
    α→あ

 となり，このシステムは安定である。

                              （証明終）

 このように安定な出力フィードバック最短時間制御システムが定理3．2およ

び定理5．1の結果の拡張として容易に設計可能である。線形関数最短時間オブ

ザーバ0言芒を用いた出力フィードバック最短時間制御システムJ（0言芒）が

＜仮定ゼ＞および〈仮定2＊〉のもとで安定とたることは言うまでもない。

 最後に安定な出力フィードバック最短時間制御システムが構成可能であるた

めの必要十分条件呑よびその設言十方法を明らかにする。

く系5．2＞

（i） 安定た出力フィードバック最短時間制御システムが構成可能であるため

の必要十分条件は次の二つの仮定を満足するようだ能⊂”が存在することで

 ある。

／仮定i納・1く㍗）∵め㌻仮定＞午ブ、、59）

  ／仮定・鰍＞ ”＊⊃κ⊃”、∩κ（”）工商工  （・・6・）
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 ここで．牛（能）〃（五）エは第3，3節の系3．3．3、で導入した噛（（3．66）式

参照）に関する可制御空間であり（（3．67）拾よび（3．68）式参照），さらに，

”‡。は出力整定空間”＊に含まれる不安定在モードを持ったA不変部サ空間で

あり，〃＊は同じく”＊に含まれる安定なモードを持ったA不変部分空間であ

る。

   iλ、〔A／べ〕1≧・1・ 1λζ⊂A／〃二〕1く1（5・61）

（11） 補題3．2の最短時間制御ゲインを求めるアルゴリズムに釦いて，上の性

 質を満足するように態をえらんで得られた最短時間制御ゲインをF＝3で．

 表わすと，出力フィードバック最短時間制御システム数（F＝肩，0＊）ぱ安

 定である。

（証明）   く仮定1＊＊〉が必要者ごとば明らかである。く仮定2＊＊〉が必

要なことについて示す。システム吟二くA，Bヂ，C＞の可制御生問

κ（総）〃（3）エに関する極を自由に指定できるという性質を用いて不安定冠

極を安定冠極に指定し射れ服ら～この空財（3）エ市工1に対す

る観測誤差空間の影響は安定在モードを持ったA不変部分生問に含まれてい

なければならない。その定めの条件が＜仮定2榊＞である。十分性について

は系313倉よび定理5．2より明らかである。

                              （証明終）

第5．4節例   題

 簡単な例題を用いて前節で得られた結果を検証する。次式で記述されるシス

テム・dを制御対象とする。

       O 1000     10

工（k一←1） ＝   0 0 0 1 0  エ｛k）十   〇 〇   u（k〕             （ 5．62 ）

       lOO－lO     00
       0000一冶   01

・ト［l11川州 （5．63）

n＝5 ，  r＝2 ， m＝2 ， ア蠣一角
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 まず，このシステム織に対するk出力可整定空間み一・可制御空間ろ．kおよ

びk非可決定空間4などを第2，3節拾よび第2．4節の結果を用いて計算する

（このシステムJは第3．4節で用いたシステムに（3．84）式の変更を加えた

ものであるから，第3．4節の結果が利用できる）。

       注    00
     10

〃㌧｛00｝，〃＝一｛｝，〃手二｛0、｝
     00
                1
     01         λ＝一                2

（5．64）

         ｝1 ｝川  111ポ

ペ∵1ザ＝｛lllll」∵ll；1ド
（5．65）

    「G0011
     10001
ろ．、一｛00100｝一女5
     ⑪0010
    」O且000

 したがって，システムJは出力可整定かつ可制御であり，その出力可整性指

数μ倉よび可制御性指数μ はそれぞれド3拾よび μ二4である。
            エ                         コニ

    一G卜11  「0
     100        0

ポ｛ ｵl11一汁｛ll．｝十． （5．66）

 したがって，システム・盤は非可決定であり，状態を誤差看く決定することは

でき旋い。しdの可決定性指数ぱ〃＝1である。

 以上の結果より．制御対象のシステムJは安定な出力フィードバッ．ク最短時

間制御システムが設計できるための条件壱

「脚注」：この箭でも記述を簡略化するために行列1・コの値域空間を｛〔・〕｝で表わす。

一89一



く仮定ド＞ろイ5・ろ．、⊃ぺ
 く仮定2罪〉  ”＊⊃” ， ”＊ ⊃” ∩κ
            一      ，     1    工・4

を揖足していることがわかる。さらに，・能の出力フィードバック出力可整定性

   ＊指数ω呑よび出力フィードバック制御開始時点を計算すると次のようになる。

         1O0
         00 1

／。キ・ノ。一｛O1O
         O－O－l
         O l O

／ ・1＊辛・，ω＊羊・ （5．67）

           0

ろ一・午／ザーぺ一・ぺ／llll

                               （5168）

 システムωに対する安定在最短時間制御ゲインF：、の存在ぱく仮定ビ＞によ

って保証されて拾り，これを第3．3節の結果にしたがって設計すると次のよう

になる。

・：一［川㍊1 （5．69）

 第4．3節の結果にしたがってく定義4．1＞を満足するような最短時間オブザ

ーバ0＊を設計すると次のようになる．。

0＊

・／・・1）一
P1斗・ド・1）・「l11州

     0 0－l     10

     100     0－l
w（k） ＝ 0 0 1 z（k〕十 00 yω

     O00     01
     010     00

（5．70）

（5．71）

 この最短時間制御ゲインF＊と最短時間オブザーバ0＊とを縦続結合した制

                                  ＊御器を用いて図5．3のように構成した出力フィードバックシステム。d（F＿，

0＊ jぱ安定圧出力フィードバック最短時間制御システムであることを確認する。
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そのためには・働呑よびg＊9任意涜初期状態に対してシステム・働（F：・0＊）

の出力がω＊＝4時点でか在らず零に整定できることを示せば良い。それを次

のように確認することができる。

工（O）＝

エ

エ

エ

∫

工

・・1）一

ulll
・（・〕一

P11＋1・・（・〕T．

一Z＋五十五 3   1

Z 一工 1   4
Z

 3
∬ 4
Z 2

・（・〕一 件¥∵1

工（1〕＝

W（1）＝

工（2〕ユ

w（2）：

工（3）＝

一Z二Z＋工十五十五
 1  畠   1  2
工

 ≡≡

工
 4

工 ’工 1   4

 －     1
一一 y＋一工 2 2  2 5

口Z－Z＋五十五十五
 1  3  －  2  3
工 3
工

 4

工r工4
0

一Z －Z＋工十五十五
 …  宮  2  3  4

工 4
工 一工 1  4

－Z －Z＋五十五十五
 1  昌  2  3  4
 1    1

一一 y＋一工 4 2  4 5

一Z －Z＋エ十五十工 1  3  2  3

工
 4
工 一工 1  4

－Z －Z＋工十五十五 1  3  2  3
0

・叶∴一γ卵1

・・1ト ｢十㍉1

0

工1■_
一Z －Z ＋五十五十コ＝
 i  S  2  3  4
0

1    1
一一 y＋一工8  2  8  5

・・1 諱諱C・1）㌻㌫司

・・（・トm

・∴一 ・・（・〕�ｿ十刈
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w（3〕＝

工14〕＝

0

エドエ4

－Z －Z＋工十工十五 1  3  2  3  4
0

0

0

－Z －Z＋工十五十工
 1  3  2  畠  4
0

0

 1    1
一一 y ＋一工16 2  16 5

・・1・トい1一

・・1・〕一謔P・ y14〕＝O。

（5．72）

一「す仰∵ギ、

以下全く同様に計算を続けると， k≧5に対して，

工依）＝

 k（÷）（工。一・・）」

， z｛kト03．y（k〕鶉02，w｛k〕＝05， u段ト02 （5．73）

となり，ω（F二，0＊）ぱ安定浸出力・フィードバック最短時間制御システムであ

ることが確認できたことに底る。

 他方，．この制御対象Jの状態遷移行列Aを，

A＝

O I O O 0

00100
00010
100■ 0
00002

（5．74）

と変更したシステムノを考えるとき，システムノに対してはκ、，κ工．、，ノ＊

ノ＊呑よびへぱJと全く同じであるが，
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〃＝一｛0，／

     0
     0

イー｛O｝
     0

     1 λ＝2

（5．75）

                       ’               ＊と在る点だけがJと異なっている。このシステムJに対しでは＜仮定1＞は

          峠成立するが，く仮定2＞については，

   〃＊P〃”、ぺ半ノ”∩4．1      （5－76）
                            ’と危り、満足されたいことがわかる。レたがって，制御対象Jに対しては安

定な出力フィードバック最短時間制御システムは設計できないことになる。実

際，この必！に対して出力フィードバンク最短時間制御システムJ’ iF＝，ぴ）

を構成して任意庄初期状態に対してこれを動作させると次のよう凌結果が得ら

れる。

          0

          0

   工（4＋硯）＝0   ・・（4＋α）＝O・   （5・ア6）．
          0
          2出（工、一・、）

                           ’ したがって言出力フィードバック最短時間制御システム数（Fこ、ぴ）ば不

安定であることがわかるべのシステムJに対しでは・ろ一、μ工⊃イである

から，もし状態フィードバックが可能である在らば安定在最短時間制御システ

ムが構成可能である（第3．卑節参照）。しかし，状態フィードバックが不可能

な場合には・㍗J、でありノド／o／⊃””∩ろ．μ工が成立しないか一ら・

安定なシステムが構成できないことになる。

第5，5節 あとがき

 この章てば「問題4」の状態フィードバックが可能で往い場合の最短時間制

御問題について考察し，安定在出力フィードバック最短時間制御システムの設

計方法を明らかにした。制御ゲインFとオブザーバ0とを縦続結合し’た制御器

を用いて構成したフィードバックシステム越（F．0）を考え，制御対象であ

るシステムJ拾よびオブザーバ0の任意た初期状態に対して出力を零に整定す

るステップ数を最小にすると言う形で出力フィードバック最短時間制御問題を

定式化した。その結果，制御の問題と観測の問題を分離して考えて出力フィー
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ドバック最短時間制御システムが設計可能であると言うシステムの設計上極め

て有用方結果を明らかにした。す在わち，制御については第3章で設計した最

短時間制御ゲインF＊を用い，観測については第4章で設計した最短時間オブ

ザーバ0＊を用い，両者を縦続結合して構成したフィードバックシステムJ（

F＊ C0＊ jが出力フィードバック最短時間制御システムであることを明らかに

した。これは，第5．2節に拾いて個々の初期状態に対する最短時間性を必らず

しも要求せず，初期状態を任意としたときの全体としての整定ステップ数を最

小にするように問題を定式化した結果として得られたものであり，定式化の妥

当性を表わしていると言える。最璋レギュレータ問題に赤いでは最適評価関数

値が初期状態の関数と亭るから，このような制御と観測との分離は不可能であ

り，出力フィードバック最適レギュレーダシステムの設計は容易でないことが

矢口られている68）～71）。 したがって，出力フィードバック制御システムを最短

時間制御シ．ステムとして設計することは有用であると考えられる。さらに、出

力フィードバック出力可整定性指教ω＊を導入することにより，状態フィード

バックが可能でないと言う状況下での制御量の出力に対寺る最短時間性を明確

にした。その結果，観測に必要とする時間〃と制御に必要とする時間μとの和

・十μよりも短かい時間で制御が完了する場合があると言う興味深い事実を示

                        ＊                      ＊し，その理由を明らかにした。最短時間制御ゲインFが表わす線形関数F工（k〕

に対する線形関数最短時間オブザーバ0書。を用い構成したフィードバックシス

テムJ（0言・）が出力7イードバック最短時間制御システムと在ることについ

ても明らかにした。最後に，安定な出力フィードバック最短時間制御システム

                                   ＊を設計する方法も考察し，これが第3章で求めた安定左最短時間制御ゲインF一

を用いて出力フィードバック最短時間制御システムJ（F二、0＊）を構成する

ことによって簡単に得られることを明らかにした。

 この章てば出力フィードバック最短時間制御システムを構成するのに必要な

最小の次数については考察し衣かったが，これば今後に残された重要な問題で

あると言える。オブザーバの次数を考えるときは線形関数最短時間オブザーバ

0言。を用いて構成した出力フィードバック最短時間制御システムJ（（つ言。）の

方がJ（F＊、0＊）よりも優れていると言える。ただし，線形関数最短時間オ

ブザーバの最小次数は線形関数の関数と宏るから，最小次数の0書・を用いたJ

（0言・）が最小次数の出力フィー一ドバック最短時間制御システムであるとは限

らたい。すなわち，最短時間性を満足し、より低次数の線形関数最短時間オブ
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サーバが得られるような制御ゲインが存在する可能性があるからである。この

章ではすべての出力フィードバック最短時間制御システムを設計する方法を求

めてぱいないから，」＝に述べたような意味で最小次数の出力フィードバック最

短時間制御システムの設計問題は今後に残されている。システムを構成するの

に必要な次数書でをも考慮するときは制御と観測との分離性は成立しなく在る

ものと考えられる。

 本章の結果においてC士I，”＊＝｛0｝とすると状態を制御量とする出力
             n
フィードバック最短時間制御システムが設計できることは言うまでもない。
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第6章  結

 本論文てば線形離散時間システムの最短時間制御問題を次の四つの問題

   「問題1」 制御券よび観測に対する可能性と最短時間性・（第2章）

   「問題2」 状態フイrドバック最短時間制御問題（第3章）

   「問題3」 最短時間観測問題（第4章）

   「問題4」 出力フィードバック最短時間制御問題（第5章）

にわけて理論的に考察し，それぞれの問題を解決することによって結果として，

この問題に関する研究を完成させることを目的とした。

 「問題1」については，線形離散時間システムの特長である各時点毎に定．ま

る制御可能衣空間（可制御空間，可到達空間拾よび出力可整定空間など）拾よ

び観測不可能な空間（非可観測空間拾よび非可決定空間）を導入することによ

り，制御および観測に対する可能性と最短時間性を明確にしこ。本論文ではこ

の出力可整定空間拾よび非可決定空間を基礎にして最短時間制御システム捨よ

び最短時間観測システムの設計を行なって拾り、その意味で本論文の設計手法

はW．Wonham等52）が“幾何学的手法（Geometric A卿。ach）”と呼んでいる

ものの範ちゅうに入るものであると言える。

 「問題2」については，「問題1」で明らかにした初期状態に対する最短時

間性を満足するようなすべての状態フィードバック最短時間制御システムの設

計方法を明らかにした。」さらに，その安定性についても考察し，安定在状態フ

ィードバック最短時間制御システムの設計方法を明らかにした。したがって，

この問題についてはほぼ完全に解決したと考えている。

 「問題3」についても一般的在最短時間オブザーバの設計方法を明らかにし

た。この最短時間オブザーバは観測時間を最短にするだけでなく，ずべての時

点で観測誤差空間を最小にするものである。最短時間オブザーバを構成するの

に必要な最小の次数についてぱここでは角虫れなかったが，本論文の執筆の途中

     66）で木村英紀 がこれを完全に解決した。したがって， この問題もほぼ完全に

解決されたと考えられる。

 「問題4」については，状態フ4＿ドバックが可能でないと言う状況下に拾

ける最短時間性をまず明確にし，これを出力フィードバック出力可整定性指数

と名付けた。次に，その最短時間性を満足する出力フィードバック最短時間制御
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システムを1状態フィードバック制御ゲインとオブザーバとを縦続結合した制御

器を用いて構成することを考え，その設計問題が制御と観測とを分離して考え

ることが可能であると言う出力フィードバック制御システムの設計上極めて有

用在結果を明らかにした。す庄わち，制御についてはr問題2」の解である最

短時間制御ゲインを，観測についてはr問題3」の解である最短時間オブザー

バを．用いて，両者を縦続結合したものが最短時間制御器と在ることを明らかに

した。さらに，このように設計したシステムの安定性について考察し，安定冠

出力フィードバック最短時間制御システムを設計する方法も明らかにし走。た

だし，すべての出力フィードバック最短時間制御システムの設計方法拾よび最

小次数の出．カフノードバック最短時間制御システ’ムの設計方法は未解決浸問題

として今後に残されている。特に，次数の最小性をも考慮してシステムの設計

を行な拾うとすると制御と観測との分離性は成文しなく浸り，最小次教の出力

フィードバック最短時間制御システムの設計問題の解決は非常に困難に混るで

あろうと予想される。

 以上が本論文で解決した問題および未解決な問題を総括したものであるが，

序論で述べた本論文の当初の目標である最短時間制御問題に関する研究を完成

の域に近付け，最短時間制御システムとして制御システムを設計する方針の有

用性を示そうとする目的はほぼ達成できたものと自負している。

 第5章でr問題4」について成立することを明らかにした制御の問題と観測

の問題との分離性は状態フィードバックが可能でない最適レギュレータ間題に

おいては成立し雇いが68）～71）， この場合にも問題の定式化に適当な工夫を施

こすことによって制御と観測との分離性が成立する可能性のあることをこの章

の結果は示唆していると考えられる。本論文てば“幾何学的手法”を用いて最

短時間制御問題を考察したが，極指定問題としてこの問題を考察することも可

能てば危いかと考えられる。す在わち，システムの状態遷移行列は，その固有

値をすべて零に指定することによって，べき零行列と在り，有限時間整定応答

が得られる。しかし，この場合個々の初期状態に対する最短時間性を満足する

よう浸極指定を行哀うことば非常に困難であるから，最短時間制御問題に対す

る設計手法としては本論文で用いたよう在幾何学的手法が最も自然であり，適

切であると言える。この幾何学的在手法は制御問題の基本的在構造を明確にし，

一般的浸解を与えるのに有効な手法であるが，具体的に解を計算するのが困難

であると一般に言われてきた。しかし，この計算の困難さば他の手法にも存在
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するものであり，それが表面に出在いで隠されているに過ぎ在い。しかも，数

値解析問題に拾ける一般化逆行列拾よび偽似逆行列などに対する数値計算法の

急速．な進歩はこの欠点を既に解消しつつあると言っても過言ではない。本論文

で明らかにした設計手法についても電子計算機を用いた自動設計（CAD：Co－

m山er Aided Design）が行なえるようにするのが次の目標であり，さらに研

究を続けて行きたいと考えている。
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