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『高信頼度通信網構成法に関する

            グラフ理論的研究』

昭和6■年5月

令  ミ頼  真



            1フ勺  容  権臣  木野

 本論文は、高信頼度通信網構成技術のうち網トポロジーに関するグラフ理論的研究

をまとめたものであり、直径最小グラフを基本として網を構成することにより高信頼

高能率な網を構成可能であることを示している。本論文は5章からなり、その内容は

以下のとおりである。

 第1章では、本研究の歴史的背景についてふれ、3つのグラフ評価尺度、即ち

直径・連結度・直径罹障度が、網トポロジーの良さを表現する上で基本となることを

述べている。

 第2章では、網の効率を表現する評価尺度である直径（最短経路の最大中継段数）

について考察しており、2つの直径準最小有向グラフ構成法を提案している。本構成

法は任意の点数及び最大次数に対して構成可能であり、構成された有向グラフの直径

が下界値に比べ高々1大きいだけであることを示す。また、本構成法により無向グラ

フを構成した場合も、点数が十分大きければ従来に比べ直径が小さいグラフを構成可

能であることを示している。

 第3章では、直径と信頼性の評価尺度である連結度（いくつの点が罹障しても通信

が可能であるかを示す）の関係について述べている。直径を最小化することが結果的

に連結度を最大化させること及び第2章で示した有向グラフの連結度が最大値より高

々1小さいことを示している。

 第4章では、罹障時の迂回経路の最大中継段数即ち直径罹障度について考察してい

る。直径罹障度の下界値が点数、最大次数及び罹障点数の関数として導出できる

こと、第2章で示した構成法で構成できる有向グラフの部分集合であるDe Br山nグ

ラフ及びKautzグラフの直径罹障度が下界値に比べ高々1大きいだけであることを示

す。

 第5章は結論であり、本研究で得られた結果を総括し、今後に残された課題を指摘

する。
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勇書■章 月ζ  言喬

1．1 研究の意義

 近年、通信と情報処理の関係は益々緊密になり、L A N （Loca1Area Network）、

企業内通信網、計算機網など各種の通信網が構築されつつある。また、L S Iの発達

により大規模なマルチ・マイクロプロセッサシステムの実現が可能となり、プロセッ

サ相互結合網（Processor Interc㎝necti㎝Networks）の研究か盛んになりつつあ

る。各種の通信網、プロセッサ相互結合網に共通した重要な課題として信頼’性の向上

がある。信頼性は網トポロジーに大きく左右され、いかなるトポロジーを基本にして

網を構成するかは重要な問題である。

 しかし、従来の網設計技術はトポロジーを与えたうえで回線数などの設備量あるい

は制御法の最適化を図るものが使われているのみでたとえぽ［1］、トポロジー構成法につ

いては適用できる技術はほとんどないのが現状である。

 本論文は、交換ノードあるいはプロセッサを点（vertex）、通信リンクを枝（edge）

に対応させたグラフにより網をモデル化し、所望の信頼性を有しかつ効率のよいグラ

フを任意の規模に対して構成できることを示し、高信頼・高能率な網の実現可能性を

示している。通信リンクが片方向か両方向かにより有向あるいは無向グラフにモデル

化できるが、本論文では主に有向グラフを取扱っている。

1．2 研究の歴史的背景

 通信網とグラフの結びつきは自然であるが、直接的にその関連が論じられたのは最

近のことであり、1972年に発表されたR．S．Wi1kovの文献［2］が最初のまとまったもの

である。R．S．Wi1kovは、通信網の信頼性・安定性はそのトポロジーに大きく左右され

グラフ論的検討が重要であることを主張している。また、2点間の経路の数及びその

長さがトポロジーを検討する上で重要であるとし、これを表現するグラフ上での評価

尺度として連結度（Comectivity）、直径（Diameter）、直径罹障度（Diameter Vu1nerab

i1ity）が基本となることを述べている。
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  評価尺度

   ・連結度は、いくつの点あるいは枝が障害となった時に通信が不能となる（結

   ぶ経路が存在しない2点が発生する）かを示すものであり、連結度が大きいほ

   ど信頼性が高い。また、連結度は2点間の独立な経路の数に一致しており、連

   結度が大きいほど障害時の迂回経路として選択できる道の数が多い。連結度に

   は、点の障害を想定した点連結度と枝の障害を想定した枝連結度がある。

   ・直径は最大中継段数（各点間の最短中継段数の最大値）であり、小さくする

   ことにより伝送遅延、接続遅延を低くおさえることができる。また、最大中継

   段数を小さくすることにより、平均中継段数も小さくなり必要な設備量を削減

   できる。

   ・直径罹障度は障害時の直径を示すものである。一般に、障害時の迂回経路は

   平常時の経路（最短経路）より長くなるため、網の処理能力が低下する。従っ

   て、直径罹障度が直径に近いほど障害時の処理能力の低下が小さいといえる。

この基本的な考え方は現在まで受け継がれており［26］、通信網に関連するグラフ論的

研究のほとんどがこの範嬢に入っている。また、最近盛んに研究されているプロセッ

サ相互結合網は、規模、装置構成技術、地域的拡がりなどの点で通信網とは異なる

が、トポロジーという観点からは共通した課題が多く連結度、直径、直径罹障度の3

つが基本的な評価尺度となっている［27］。

 上記評価尺度に関する研究は数多く存在し、ここですべてをサーベイすることはで

きない。以下では新規に網トポロジーを構成するという観点から内外のクララ論的

研究を概観する。網を構成するという立場でほ、これ以外に既に存在する網を改善

するという立場もあるが、連結度に関していくつかの研究がある［3・4・5・6］のみで

ある。

 連結度に関しての最も基本的な構成問題は、点数と枚数を与え連結度最大のグラフ

を求めることである。この問題は1962年にF．Harary［7］により解かれ、1960年代には

これに附随する各種の問題が盛んに研究された［2］。しかし、これらの研究で構成さ

れたグラフは直径が大きく効率の面で問題があった。1970年代にはいると、しばらく

の間構成問題に関する目立った成果はなく、連結度をより詳細化した評価尺度の



追及［8’9コ、直径罹障度の性質［1O．川など任意のグラフに成⊥する性質の探究が主

であった。1978年頃から、本論文の研究と並行して、グラフ構成に関する研究が各所

で行われるようになった。これには、L S Iの発達により、数百～数千のマイクロプ

ロセッサを接続したシステムの実現性が出てきたことが大きなインパクトとなってい

る。最近のグラフ構成問題に関する研究は、次の2つのアプローチに大別できる。

アプローチ ユ：直径最小化

 最近もっとも多く研究されているものが、（△，D）グラフ問題である。これは、

1964年B．E1spasにより提案されたもので以下のように定式化される［i2］。

  （△，D）グラフ問題 最大次数△（無向グラフの場合は各点の次数（つながれ

  ている枝）の最大値、有阿グラフの場合は入次数と出次数の最大値）と直径Dが

  与えられた時にできるかぎり多くの点数nをもつグラフを構成せよ。

本問題は、最大次数△と点数nを与え直径Dを最小にする問題と本質的には同一であ

る。本問題に関して、点数nの上界が次式で与えられる。

             △（△一1）D－2
・無向グラフの場合： n≦          （ただし△≧3）   （1．1）
               △一2

             △D＋1－1
・有向グラフの場合： n≦          （ただし△≧2）   （1．2）
              △一1

この右辺はMoore Bound（あるいは有向Moore Bound）と呼ばれ［13］、等号が成立す

るグラフをMooreグラフとよぶ。1960年代は、理論への興味からMooreグラフがどの

ような最大次数△、直径Dに対して存在するかが主に研究され、ごく限られた値に（

無向グラフの場合はD日1とD・2かつ△・3，7，57〔14－5コ、有向グラフの場合はD・1［一6コ）

しか存在しないことが明らかにされた。図1．1にD・2，△目3の無向Mooreグラフを示

す。

 Mooreグラフは、網トポロジーとして次のような優れた性質を持っている。

M00reグラフの性質

① 最大次数が△、点数がnのグラフの中で、最大中継段数（直径）と平均中継段数

がともに最小である。
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② 連結度は、最大次数△に一致して

最大である。言い換えれば、枚数n△

のグラフの中で最大である。

③有向M。。、、グラフの場合は、             ＼

△一1個以下の点が障害となっても直

径は1大きくなるだけである。即ち、

直径罹障度は直径より1大きいだけで

あり、最大次数△、点数nのグラフの

中で最小である。

④ 均一な構造であり、各点に必要と    直径κ：2， 次数δ13

なるデータ転送処理能力が均一であ  ・1．1 毎ロムーア ーフ

る。

 このように、Mooreグラフは連結度、直径、直径罹障度すべてめ面で優れた性質を

持っている。1978年頃から、Mooreグラフが存在しない領域でMoore Bo㎝dに近い点

数を持つグラフを求めようとする研究が盛んに行われるようになった［17－25］。これ

は、Moore Boundに近い点数を持つグラフでは上述の性質を近似的に有しているので

はないかという予想からである。

  （△，D）グラフ問題では、特定の点数を持つグラフしか構成できない。実用上か

らほ、任意の点数n，最大次数△に対して直径Dが出来るかぎり小さいグラフを求め

ることが望ましい。この問題は（n，△）問題と呼ばれているが殆ど研究されていな

いのが現状である。なお、式（1．1）（1．2）を変形することにより、直径の下限値は次式

となる。

                n（△一2）十2
無向グラフの場合： D≧1o8ムー1                  （ユ．3）
                  △

有向グラフの場合： D≧1o8 （n（△一1）十1）一1       （1．4）
               △

 以下では、（△，一D）グラフ問題あるいは（n，△）グラフ問題の近似解として提

案されたグラフを直径最小グラフと呼ぶことにする（正確にはその直径は最小ではな

いが）。
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 （△，D）グラフ問題の近似解として提案されたグラフをプロセッサ相互結合網へ

の適用を研究したものとして、グラフ上でのルーチング・アルゴリズムの検討が

ある［27－29］。また、通信網への適用として、田中・秋山が研究している［30］。

アプローチ2 枚数最小化

 もう1つのアプローチとして連結度、直径、直径罹障度のすべてによいグラフを直

接的に求めようとするものがある。これは、1964年にMurthy＆Vijayan［31］により提案

された次の問題を研究するものである。

   f。（n，D，D’，s）問題

   次の様な性質を持つグラフの中で枚数が最小となるグラフ及びその枚数を求め

   よ。

   性質：点数がn、直径がD、どのs個の点を除去しても得られるグラフの直径

   は高々D’。

この問題に関しては、数多くの研究がある［26］が基本的には無向グラフにおいて次に

示す特殊な場合しか構成法が解っておらず、現状では実際の網への適用は困難柱段階

である。

  f。（n，D，D一，1）＝「（nD－2D－1）／（D－1）1  n＞D’≧2D－1  （1．5）［32］

  f・（n・2・2・・）＝（・十1）（n－s・1）  ・≧2s ．（L6）．［33］

                （ただし「1は切上げを示す）

この問題の難しきは、良い下界値が解っておらず近似界を求める手法がとれないこと

にある。

1．3 本研究の概要

 本研究は、アブローチユの立場にたち有向グラフを対象とし、直径最小グラフ構成

法の提案及びそのグラフの連結度、直径罹障度等の性質を求め、これらのグラフが

Mooreグラフの持つ優れた性質を近似的に有していることを示す。つまり、直径最小

グラフのトポロジーを基本にして網を構成することにより、高信頼・高能率な網が実

現可能である事を主張している。泳お、以下では混乱のない限り有向グラフを単にグ
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ラフとよぶ。

主な結果は次の通りである。

 （i）任意の点数に対して、直径が下界値（式1．4）より高々1大きいグラフの構

    成が可能である。

 （2）最大次数を制限した下では、直径を最小化することにより連結度が最大化さ

    れる。また、 （i）で示したすべてのグラフの連結度は最大値より高々1小

    さいだけである。

 （3）（i）で示したサブクラスであるDe Bruijnグラフ及びk舳tzグラフは、直

    径罹障度が下界値より高々i大きいだけである。

  以下に各章の概要を述べる。

第2章 直径最小グラフ構成法［42－44’50］

 本章では、2つの直径最小グラフ構成法を示す。従来提案されている直径最小グラ

フ（（△，D）あるいは（n，△）問題の解）構成法［12－14．17－21123’24136．39コは

特定の点数の無向グラフあるいは有向グラフを構成するものであった。本章で示す2

つの構成法は、接続関係を点番号の線形式で規定することによりグラフを構成するも

のであり、任意の点数n及び最大次数△に対して構成が可能である。導出されたグラ

フの直径は「1og n1か「1o8 n1－1となり下界値に比べ高々1大きいだけで
        △        ．ム

ある（r 1は切上げを示す）。また、平均距離についても下界値より高々0．3程

度犬きいだけであることが計算結果より期待できる。

第3章 直径最小グラフの連結度［46－47－49152］

 本章では、直径と連結．度の間に成り立つ一般的関係に着目し、次の2つの不等式を

示す。

    n（△一1）        n（△一1）
 κ≧             λ≧min｛        ， δ｝
   △9＋△2一△一1         △D－1＋△2－2

ただし、nは点数、△は最大次数、δは最小次数、Dは直径、κは点連結度、λは枝

連結度である。これより、直径Dを小さくすることにより連結度．κ、λが大きくなる
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ことが分かる。

 また、第2章で示した直径最小グラフの連結度は最大値△より高々1小さいだけで

ある事を示す。

第4章 直径罹障度［46’48’51’53］

 本章では、迂回経路の最大中継段数（即ち直径罹障度）について考察しており次の

点を明らかにしている。

① 直径罹障度の下界値は、最大次数△、点数n、罹障点数Sの関数とレて導出でき

る。

② 第2章で示した線形構成法により構成される直径最小グラフの部分集合となるDe

  Bruijnグラフ及びKa口tzグラフの直径罹障度は、下界値に比べ高々1大きいだ

  けである。

③ 上記グラフでは、障害対策用のルーチングアルゴリズムが簡単に実現できる。
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第2章直径最小グラフ構成法

 本章では、2つの直径最小グラフ構成法を示す。従来提案されている直径最小グラ

フ（（△，D）あるいは（n，△）問題の解）構成法［12－14．17■2L23’．24136139］は

特定の点数でしか無向グラフあるいは有向グラフを構成できなかった。本章で示す2

つの構成法は、接続関係を点番号の線形式で規定することによりグラフを構成するも

のであり、任意の点数n及び最大次数△に対して構成が可能である。導出されたグラ

フの直径は「1og n1か「1og n1－1となり、直径の下界値（式（1．4））より
        △            △

高々1大きいだけである（「1は切り上げを示す）。また、平均距離についても下界

値より高々0．3程度大きいだけであることが計算結果より期待できる。また、本構

成法を無向グラフに適用した時、点数nが大きければ従来に比べ直径の小さなグラフ

が構成できる。

 2．工節で用語の定義と直径・平均距離の下界値を述べ、2．2節でグラフ構成法

を提案し、構成されたグラフの直径を明らかにする。2．3節では、直径及び平均距

離を下界値と比較評価する。2．4節では、無向グラフに本構成を適用した場合と従

来の構成法と比較する。また、2，5節では構成されたグラフの幾つかの性質を示

し、従来提案された直径最小グラフ［38’39’35］が、本章で提案するグラフの集合の一

部分となっていることを示す。

2．1 用語の定義と問題の定式化

 本節では、便用する用語を定義し直径最小化問題を定式化する。

 有向グラフをG＝（V，E）で表わす。ここでVは点集合、Eは有向枝集合であ

り、Eの要素は点の順序対で表現される。ただし、多重枝は許さず、自己ループは許

すものとする。枝（u，V）に対して点uを始点、点Vを終点と呼ぶ。以下では、有

向グラフを単にグラフと呼ぶことにする。点v∈Vの出次数（out－degree）はvから出

ている枝の本数、入次数（in－degree）はvに入ってくる枝の本数である（ただし、自

己ループ校は除く）。グラフGの最大次数△（G）は、すべての点での出次数及び入次

数の最大値である。最小次数δ（G）は、出次数及び入次数の最小値である。道（Wa1k）
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は点Viと枝eiが交互に現われる交代系列V．e，V，e。．．．．V。一、e．V。でei呂（Vi一、，Vi）となる

もので、その道の長さはnである。2つの道PとQが独立であるとは、端点以外のP

上の点とQ上の点が互いにすべて異なることを意味する。また、枝独立とはP上の枝

とQ上の枝が互いにすべて異ることを意味する。点uから点vへの距離とは、点uか

ら点vへの長きが最小の道の長さであり、dis（u，v）と表わす。ただし、u＝vの

時は0，uからvへ道がないときは無限大とする。点間の距離が小さいほど、データ

転送の中継処理（すなわち転送遅延時間、転送処理時間）が小さ一 ｭなりシステムの処

理能力が大きく効率が良いと言える。点間の距離の評価尺度として直径（最大距

離）及び平均距離がある。

 グラフGの直径D（G）とは、すべての点対の距離の最大値、すなわち

  D（G）＝maxdis（vi，vj）

     vi，vj∈V

である。

 また平均距離は、

  万（G）＝ （Σ dis（vi，vj））／n2

        vi，vj∈V

とする。

 本章で扱う直径最小化問題は次の様に定式化できる。

    （n，△）グラフ問題：H（n，△）を点数n、最大次数△のグラフの集合と

   する。H（n，△）に属するグラフの中で直径が最小のグラフ及びその直径を

   求めよ。

H（n，△）に属するグラフは、次に示す性質を持つ。

［性質2．1］，もしグラフGがH（n，△）に属するならば、直径D（G）について次

式が成立する。

 D≧b（n，△）
ただし、b（n，△）＝「1o9 （n（△一1）十リ1－1        （1．3）
              △

証明： 略［13］                          ■

b（n，△）は、点数n、最大次数△を与えた時の直径の下界値一となる。
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［性質2．2］もしグラフGがH（n，△）に属するならば、平均距離亘（G）につい

て次式が成立する。

 万  ≧  b一（△b＋1一△b一△十b）／n（△一1）2        （2．1）

            ただし、bは下界値b（n，△）。

証明：グラフG＝（V，E）において、ある点u∈Vから他の任意の点v∈Vへの最

   短道をすべて含むスパニングトリーT。を構成する。T。においてuからvへ

   の距離の総和をS。とすると、次式が成立する。

    Su＝Σdis（u，v）
       v∈V

   S。を最小化するスパニングトリーT。は次の性質を持つ（図2．1参照）。

   ① T。の深さは、直径の下界値bに一致する。

   ② uから深さがb－2以下の点の出次数はすべて△となる。つまり、深さ

    i≦b－1の点の個数は△i個ととなる。

   従って、S・の個数は次のように見積れる。

        b－l             bil
    Su  ≧  Σ△㌧i＋ （n一  Σ△i）・b
        i＝0             i＝O

       ＝nb一（△b＋1一△b一△十b）／（△一ユ）2

   万（G）＝（ΣS、）／n2＝S、／n
        u∈V
   であるから式（2．1）が導かれる。               ■

               八

O

／・＼

“2． 1  Su 目ノ、こ

！

＼

    ○

スパニング

深さ

b＝4

＿ノ

リーTu
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2．2 線形構成法と構成されたグラフの直径

 本章では、H（n，△）に属する2つのグラフのクラスを提案し、その直径を明ら

かにする。両者とも、接続関係を点番号の線形式で規定することによりグラフを構成

するものである。

［構成法1］n個の点の集合Vを｛0，1，2，．．．．，n－1｝とす一 驕B点iと点jが次式を満

たす時かつその時に限り、点iから点jへの枝を付加する。

 j≡ixd＋p（㎜odn） p；0，1，2，．．．．，d－1          （2．2）

［構成法2］n個の点の集合Vを｛0，ユ，2，．．．．，n一ユ｝とする。点iと点jが次式を満

たす時かつその時に限り、点iから点jへの枝を付加する。

 j…一ixd－q  （㎜odn）   q＝1，2，．．．．，d－1，d       （2．3）

 以下では、構成法1，2により構成されるグラフを各々G。（n，d）G。（n，d）とする。

G1，G。は、最大次数がdでありH（n，d）に属する。図2一．2及び2．3に各々

G1（7，2）、G2（9，2）を示す。

 G1（n，d）では、つねに自己ループが存在し最小次数δはd－1となる。また、

G。（n，d）は点数ηがd＋ユの倍数のとき自己ループを含まずδはdと泳り、それ

以外はδはd－1となる。また、最大次数△は両者ともdとなる。網に適用する場合

j≡2i＋P j
1    8。

1O、

2       3

4

5

6

n＝7 d＝2

4

6      4  5       6

G、（7，2）

図2．2 G、（7，2）

1 i



j…一2i－q

1q
1

2

3

4

5

6

7

8

＿今 j
戸8

1

2

3

4

5

6

7

8

’

4
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   n：9 d＝2
                           G。（9，2）
            図2．3 G。（9，2）

自己ループは意味がないが、議論の都合上自己ルーフを含めたグラフをG。（n，d），

G2（n，d）とする。

 これらのグラフの直径を見積るため次の定義を導入する。

［定義2．1］グラフG＝（V，E）において、点uから長きmの道が存在する点の

集合をJm（u）とする。

たとえば、図2．3に示すグラフG。（9，2）において、J。（0），J1（0），J。（O），

J。（0）は、各々｛0｝，｛7，8｝，｛O，1，2，3｝，｛1，2，3，4，5，6，7，8｝となる。

［定理2．1］G、（n，d）＝（V，E）において、次式が成立する。

 l Jm（i）1＝㎜in｛d㎜，n｝  ただし、i∈V，mは自然数。  （2．4）

また、直径Dは次式を満たす。

 D（G1（n，d））≦「1ogdn1                   （2．5）

証明：式（2．2）より、

    J工（i） ＝｛jlj≡id＋P1（modn）  P1，0，1，．．．，d－1｝

    J2（i） ＝｛jlj…id2＋p1d1＋p2 （mod n）   p1，p2＝0，1，．．．，d－1｝

        1
        I
        ‘
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    J㎜（i）；｛jlj…idm＋P，d㎜一1＋．．．．寺p，ds・．．．．・P。（modn）

                 P。・C，1，．．．，d－1s・1，2，．．㎜｝  （2．6）

   となる。

    p。がO，1，．．．，d－1の値をとることから、式（2．6）の右辺はd進数表現とみな

   せる。従って、idm，idm・1，．．．．，（i・1）dm－1の値、つまりdm個の連続した値を

   とることになり、式（2．4）が成↓する。

    また、m＝「ユ。gdη1と柱るmに対して、n≦d㎜となり、J。（i）はVと一

   致する。つまり、iからすべての点に対して長さmの道が存在することにな

   る。iは任意の点でよく、直径はm以下となる。          ■

 G。（n，d）についても、G l（n，d）と同様な性質を持つ。

［定理2．2］G。（n，d）＝（V，E）において、次式が成立する。

 l Jm（u） 1＝ min｛ d㎜， n｝                       （2．7）

ただし、i∈V，mは自然数。また、直径Dは次式を満たす。

 D（G2（n， d） ）≦「1ogdn1                    （2．8）

証明：定理玉の証明と同様にして、次式が求まる。

   J。（i）＝｛j1j…f。．i（q1，q。，．．．，q、，．．．，q。） （modn）

                        q、・1，2，．．．，d，s畠1，2，．．．m｝

   ただし fm，i（q1，q2，．．．，q、，．．．，q㎜）

                             m．
    ＝i（一d）m－qエ（一d）m－L．．．一qs（一d）m－s一．．．一qm＝i（一d）m一Σq、（一i）mis（2．9）

                             s＝1

   f㎜．i（q1，q。，．．．，q、，．．．，q㎜）が最大、最小となるのは、q、（s・1，．．．，m）が各々

   次の値の時である。

   最大：・・一｛lll：l1期    （1・11）

   最小：・・一ザll；1：鵜    （1・11）

   f㎜．iの最大値をfm。。（m，i）、最小値をf mi、（m，i）とすると、その値ほ次のよ

   うになる。
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fmax（紐，i）＝

  f㎜．、（d，1，d，．．．，d，1）＝（i＋1）dm－1 mが偶数の時  （2，12） ｛ “
    一

                      mが奇数の時  f馳，i（1，d，1，．．．，d，1）＝一id㎜一i

f㎜i。（㎜，i）＝

 ｛ I                      mが偶数の時  f㎜li（1，d，1，．．．，1，d）＝  idm

  f㎜．、（d，1，d，．．．，1，d）・・一（i＋1）d㎜                       mが奇数の時                               （2．13）

これより，f㎜・x（m，i）一fmin（m，i）＝d㎜一1となる。従って、fm－iが

f㎜。。（㎜，i）からf mi。（㎜，i）の間の任意の自然数値をとること一が示せれば、

f。、iはd㎜個の連続した値をとることが解り、命題が成立することになる。

 以下ではこれを示す。任意の（q・，q。，．．．，q、，．．，qm）（ただしq、・1，2，．．．，d，

s≡1，．．．，m，f皿、i（q、，．．，q。，．．，q㎜）≠f。。。（㎜，i））に対して次式を満たす

（q、一，．．，q、一，．．、qm1）が存在すればよい。

 fm、三（ql、．．，qs，．．，q皿） 十1：fm．i（q1一，．．，qs1，．．，qm一）

f㎜．i≠f㎜、。より、（q1，．．，q。，．．，q㎜）において㎜一sが偶数でq。＞1又は㎜一s

が奇数でq、＜dとなる（即ち、式（2．10）を満たさない）q、が必ず存在する。

今、その中で添字が最大となるものの添字をTとする。q。’（s・1，．．．，㎜）を

      q，   sくTの時

        q、一i  s＝Tでm－sが偶数の時

    q、 ＝ q。十1  s＝Tで㎜一sが奇数の時

         d   s＞Tでm－sが偶数の時

         1   s＞Tでm－sが奇数の時

   とすると、fm．i（q1，．．，q、，．．，qm）十1＝fm，i（q1’，．．，q、一，．．，qm’）となる。

                                    一

定理2．1，定理2．2よりG1（n，d）、G。（n，d）の直径が「1ogd n1以下となるこ

とが解った。では、真に「1o8．n1より小さい場合が存在するかが問題となる。

G1（n，d）では存在しない。これは、点0から点n－iへの距離が、n，dに依存

せず「1o8dn1となることから解る。G。（n，d）では、次の定理にしめすように

「1ogd n1一ユとなる場・合がある。
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［定理2．3］ G。（n，d）＝（V，E）において、点数nがdm－b（db＋1）

（ただしbは奇数）の時、

   D（G2）＝m＝「1ogdn1－1               （2．14）

証明：定理2．2の証明より、

   J㎜（i） ＝｛j l j…j’ （mod n），

            ゴ＝fmi。（m，i），fmi。（m，i）・1，．．．，f㎜。。（m，i）｝

   J m＿b（i） ＝ ｛j l j…j一 （㎡od n） ，

         j’ ＝f min（㎜一b，i）， f㎜in（鵬一b，i）十1，．．．， f max（m－b，i）｝

   となる。次の2つの場合に分けて考える。

   ① mが偶数（m－bが奇数）の時、式（2．12）、（2．13）及びn・dm・dmibより、

   fmin（㎜，i）一f㎜、x（㎜一b，i）＝id㎜一（一id㎜・b－1）＝i（dm＋d㎜一b）十1…1 （mod n）

   f㎜i。（・一b，i）一f㎜争。（・，i）＝一（i・1）dmib一（（i・1）dm－1）

               ＝一（i＋1）（d㎜十dm■b）十1…1 （mod n）

   ② mが奇数（m－bが偶数）の時、式（2．12）と（2．13）よ．り、

   f m三n（㎜，i）一f㎜、x（㎜一b，i）＝一（i＋1）d㎜一（（i＋1）dm－b－1）

               ＝一（i＋1）（dm＋dm－b）十1……工 （mod n）

   fm、。（m－b，i）一f。、。（m，i）＝id㎜一b一（一id㎜一1）＝i（dm・dm－b）・1≡1（modn）

   従って、Vのすべて
                          ＼   の（・・1・1…と番号・一（i）ノOOO＼
                 ノ     a

   付けられた）点は ／・一1 10
                ／                     、
                ／            2 ，
   Jm（i）、J㎜一b（i）の   1           、
               ’                       、
               1                      、

   どちらかに含まれる ：  f…（㎜・i）O
               、   ことになり（図2・ ’、    Of㎜i・（㎜一b・i）
                、                   ／   4参照）、点iから    ・          。
                f・・二価，i）f㎜、、（㎜一b，i）
   すべての点に長さm     ・     一・
                   ㌧O O／  J、．、（i）

   またはmibの道が          Iしノノ

                           n＝dm＋dm－b
   存在することにな
               図2．4 Jm（i）とJ㎜．b（i）の関係
   る。点iは任意の点

1 5



であり直径がmと稼る。

2．3 構成されたグラフの評価

定理2．1～2．3より、グラフG・（n，d），G・（n，d）の直径が明らかになった。まず、

これらと2．1節で述べた下界値を比較する。今、点数n、次数dに対して自然数m

をd㎜一1＜n≦d㎜となるようにとると、G、（n，d），G。（n，d）の直径は次のようにな

る。

 D（G1（n，d））＝「互。gdn1＝m

・（舳・・））寸111：；；・1＝li1；；二㍊二十ユ）の時

ただし、bは奇数。

一方、直径の下界値Moore b㎝ndsb（n，d）は次のようになる。

                        dm－1

b（・・d） ^l∵ 1∴ll：d；l
                 d－1

従って、G、，G。の直径は下界値より高々1大きいだけであり、下界値と一致するの

は、次の場合になる。

      dm－1G1（n，d）：     ＜n≦dm
      d－1

      dm－1G。（n，d）：    ＜n≦d㎜ または n＝dm－b（d b＋1） （bは奇数）
      d－1

 グラフG、，G。の平均距離亘を陽に見積ることは困難である。図2．5に計算で求

めたG、，G。の平均距離と下界値を示す。図から、最大次数△が2の時万（G1（n，2））

万（G。（n，2））と下界値（式（2．1）の左辺）の差は、高々O．3程度であることが解る。

また、差は最大次数△が大きくなる程小さくなっている。

 構成法工、2は、任意の点数n、最大次数△を与えて直径が準最小のグラフを構成

するものであった。もちろん、（△，D）グラフ問題に対しても適用可能である。

（△，D）グラフ問題の観点からは、構成法2において点数が△D・△D－1の時のグラ

フG2（△D・△D・1，△）が最も良い解である。最大次数△、直径b、点数△D・△D－1

1 6



となるグラフは、 Kautzが既に別の構成法を示している［39］。2．5節で後述する

が、実はKautzグラフとG。（△D・△D－1，△）は同じグラフとなっている。

図2．5 G，G。の平均距離と下界値の比較

rz均担巨禺佳  D

最大次数△＝2 最大次数△＝3 最大次数△＝4

点数n 下界値 G、（n，2） G。（n，2） 下界値 G。（n，3） G。（n，3） 下界値 G、（n，4） G。（n，4）

6 1．333 1．611 1．333 1．167 1．270 1．222 1 1．167 1．111

10 1．9 2．120 2．120 1．5 1．62 1．580 1．4 1．44 1．400

20 2．7 2．960 2．960 2．1 2．210 2．190 1．7 1．870 1．7

30 3．133 3．502 3．473 2．4 2．536 2．493 2．1 2．220 2．178

40 3．575 3．859 3．859 2．55 2．815 2．805 2．325 2．380 2．337

50 3．86 4．171 4．152 2．84 2．999 2．999 2．46 2．495 2．484

2．4 線形構成法の無向グラフヘの適用

 前節で示した構成法2により、最大次数d、直径D、点数d D・d D－1の有向グラフ

が構成できる。いまこの有向グラフG。（d D・d D－1，d）の枝の向きを除去した無向

グラフを考えると、最大次数△は2dとなる。一般に有向グラフの枝の向きを除去し

た無向グラフの直径は、もとのグラフの直径より小さい。従って、点数n、最大次数

△、直径Dの間には次式が成立する。

  n≧（△／2）D＋（△／2）D■1             ．     （2．15）

これは、従来構成された各種の無向グラフと異なる特徴となっている。従来の

構成法〔17■20’23］における最大次数△、直径D、点数nの間の関係式は、全て次のよ

うに一般化できる。

 no≦f（△）x（△一1）D／2＋g（△）      I    （2．16）

ただし、f（△）、g（△）は直径Dには依存世ず最大次数△のみに依存する関数。
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式（2．15）と（2．16）を比べた時、f（△）、g（△）がどのような値でも直径Dが充分犬きけ

れば式（2．15）の方が多くの点数nを持つことが解る。つまり、ここで提案した構成法

は点数nが十分大きい（大規模）法グラフを構成する場合は従来のどの構成法より優

れている。

 従来の構成法で式（2．16）が成立するのは、トリーを基本に構成していたことに因る

。トリーでは、根にあたる点から他の点への距離がリーフからリーフヘの距離（直径

D）の1／2となり（図2．

6参照）、全体の点数は式                    リーフからリーフヘの距離
（2．16）の形式で表現できる。         ／一’■一＼P（直径）

                     ノ                、          ■                     ノ                               、
                              、従来の構成法は、複数のトリ      ／         ＼    ／
                   ノ                                   、
                               ＼                  ／                                ＼      、一を組合せたり各種の変形を    ／   △＿1       ・  1
                 ／                  ＼  ；～聚さ

㍍㌶続1∴。八  八∴
9（△）を小さくすることに    図」山宣
努力が払われていたと見なせ

る。

 我々の発表の後、構成法1の変形［21．24］などトリーを基本としない構成法が研究

され［22・25］特定の△、Dに対しては式（2．15）より多くの点数を持つグラフが構成さ

れているが、直径D（つまり点数n）が充分大きいとこ．ろでは、より優れた構成法は

まだ明らかになっていない。

2．5 構成されたグラフと線グラフの関係

 次章以下（特に4章）の準備として、前章で構成法を示したG l，G。がグラフの演

算の一種である線グラフ変換［37］と深く関わりがあることを示し、

① G1（dm，d）が完全回路［38］の個数を数えあげるために構成されたDe Bmijnグラ

  フと同一である事、

② G。（dm・dm－1，d）がKautz〔39］とReddy三35］が独立に提案した直径最小グラフ（以

  下KautZグラフとよぶ）と同一である事を示す。
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グラフGの線グラフL（G）とは次の性質を満たすグラフである。

（性質ユ）L（G）の点は、Gの枝に対してi対1に対応がつく。

（性質2）Gの2つの枝をe、，e。とし、L（G）においてe、，e。に対応する点を

    v、，v。とする。もし、Gにおいてe、の終点とe。の始点が同じである

    時かつその時に限り、L（G）において点viから点v。に枝が存在する。

即ち、線グラフL（G）とは、グラフGの枝を点とみなしたグラフの事である（線グ

ラフの線は枝の意味）。図2．7に完全グラフK。とくの線グラフL（G）を示す。
          ．6

           ’、    ＿             ＿                       ’＼
0     4

／

／す百

一

3    5

                      ＼   1
1       2       ＼
  ’＼
      ＿        ＼
      2

           枝i→点i     K3
                         2
                        L（K。）

      図2．7 完全グラフとその線グラフL（K・）

／

 線グラフの観点から見ると、2．2節で構成法を示した直径最小グラフG1，G。で

は次の性質が成立する。

［性質2，3］グラフG、（nd，d），G。（nd，d）は、各々G。（n，d），G。（n，d）の線グラフ

となっている。即ち、

    G1（nd，d）＝L（G1（n，d））

    G2（nd，d） ＝L（G2（n，d））

証明：最初にG、について証明する。今、G1（n，d）＝（V，E）、G1（nd，d）・（V’，E’）

  とする。G、（n，d）において式（2．2）で構成された枝を＜i，p＞で表わすことに

  する（0≦i≦n－1，0≦p≦d－1）。即ち、枝（i，j）∈Eについて

   j……id＋P  （modn）

  を満たす時、その枝を＜i，P＞で表わす。また、Gl（nd，d）の点は、0から
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nd－1の自然数で表わす。今、G、（n，d）の枝＜i，p＞とG、（nd，d）の点uとの対

応関係を次の関数で定義する（図2．8参照）。

 u＝f（i，P）＝id＋P

この対応関数はEからV’への1対1写像になっていることは明らかであり、線

グラフの性質2を満たすことを示せばよい。

今、枝〈i。，p、〉の終点と枝〈i。，p。＞の始点が一致したとすると次式が成立する。

 i。…i、＊d＋P、  （㎜odn）

これを変形することにより、

 i2＊d÷p2… （i1＊d＋p1）d＋p2  （mod nd）

L（G）において枝〈i、，p。〉枝〈i。，p。＞に対応する点を各々u。、u。とすると、対

応関数fよりu、・i1d・p1u。・i．d・p。≒なり、次式が成立する。

u。…u、ホd＋P。  （modnd）

従って、G1においてu1からu。への枝が存在することになる。この証明は、

逆にもたどれるので、枝＜i1，p、〉の終点と枝〈i。，p。＞の始点が一致した時かつそ

の時に限り、u・からu・への枝が存在する。

                           G1（6，2）
        G、（3，2）
   く2，1〉     〈O，8〉

              ＜8，1〉  〈2，8〉

1

           ／＼．       ノ

    1

     枝     f

   くi，P＞

V＝｛0，1，2｝。

叶／・0・0＞＝〈O・1〉・〈1・0〉1

  ・1・1…1・中テ千1・1・！．

     図2．8 G、（3，

     点

    i＊d＋P

     V㌧｛0，1，2，3，4，5｝

2）とG。（6，2）の関係
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   G。についても、G。（n，d）の枝を＜i，q＞で表し、EからV’への対応関係

  を次の関数h’とすることにより同様に示世る。

    h’ （i，q）＝nd－id－q                  口

上記性質の系として次の性質が成立する。

［性質2．4］

  G1（dk，d）  ；Lk■1（Kd）

  G2（dk＋dk－1，d） ＝Lk－1（Kd，1）

ただし、K州は点数d＋1の完全グラフ（各点の次数はd）、Kdは点数dの完全

グラフKdの各点に自己ループを付加したグラフである。

証明：G、（d，d）がK。、G。（d＋1，d）がK。。。であることと性質2．3より

  導かれる。                         □

 次に、あるグラフGをm回線グラフ変換したグラフL㎜（G）はどのように表現でき

るかについて考察する。一般に有向グラフG＝（V、，E1）において、枝集合E、はV、から

V、へのユ対多写像とみなせる。今この写像をFとすると枝集合E1は次のように表わせ

る。

E1＝｛（x1x2）lx1∈V1，x2∈F（xl）｝

L（G）＝（V。，E。）において，V。邊E1である。また、点（x．x。）から出ている枝の終点

は集合｛（x．x。）l x。∈r（x。）｝となる。即ち、点集合V。、枝集合E。は次の様に表わ

せる。

  V2＝｛（x1x2）lx1∈Vi，x2∈F（x1）｝

  E2＝｛（x1x2x3）lx1∈V1，x2∈F（xl），x3∈F（x2）｝

同様にして、L㎜（G）＝（Vm，E㎜）は次のように表わせる。

  Vm＝｛（x1x2．．．．xm）lx1∈V1，xi＋1∈F（xi），i＝ユ，2，．．．，m一ユ｝

  E職＝｛（xI x2．．．．x㎜十1）lx1∈V1，xi＋1∈F（xi），i目1，2，．．．，m｝

また、点（X，X。．．．．X。）から出ている枝の終点集合は次のようになる。

   ｛（X．X。．．．．X㎜X。。1）lX㎜、、∈F（X㎜）｝

例えば、K2＝（V1，E、）とL（K。）＝（V・，E。）について示す（図2，9†参照）。有向
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           ハ F （           ノ  ＼   ／  、
           ／ar8，
           11三≦、ノ    （a．8）

     （㏄kl∴∴・）（㏄）、、、、

      ／
        O                （101）

                    （θ1）           （ユ6）
  （81）   （18）
                          〈918）

        1
               L         （11）

    （11）
                             （111）

     K2＝（V1，E1）          L（て2）＝（V2，E、）

    V1・／O・1／       V。・／く00・，・01・，・1O・，・11・／

    E1畠｛〈00＞，く01〉，〈10＞，〈11＞｝     E2目｛く000＞，〈001〉，く010〉，〈011〉，

                       千100・・＜101・，く110・，く111・／

          図2．9 K。とL（K。）の関係

グラフ・K・・（V・，E1）において、枝集合E1はV1・｛0，1｝からV・へのi対多写像は次の様に

なる。

 F（O）・｛O，1｝、r（1）・｛0，1｝

枝集合Eエは次のように表わせる。

 E1＝｛（00），（01），（10），（11）｝

L（K。）において点集合V。、枝集合E。は次の様に表わせる。

 V2＝｛（00），（01），（10），（11）｝

 E。＝｛（000），（001），（O10），（011），（1OO），（101），（110），（11工）｝

Kd目（V－1，E、）では、点集合はV1・｛0，1，．．．．，d－1｝，写像はF（x、）・｛O，1，．．．．，d－1｝、

Kd．1・（V、，E、）では、点集合はV1・｛0，1，．．．．，d－1｝，写像は

r（x1）・｛sls・0，1，．．．．，d かつs≠x1｝となる。

従って、G、（dk，d）G。（dk・dk■1，d）は次のように表現できる。

・G1（dk，d）＝Lk■1（Kd）＝（V，E）

   V＝｛（al．a2，．．．，ak）lai∈｛0，1，．．．，d－1｝｝

   E＝｛（a1，a。．．．．，a。。1）lai∈｛O，1，．．．，d一三｝｝
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・G2（dk＋dk・1，d）旨Lk－1（Kd＋1）＝（V’，E’）

   V’＝｛（・・・………）1・i∈／0・1・…・dl・i≠・i・1（1・ユ・2・…・k－1）／

   E’ ＝｛（a1，a2，．．．，ak＋1）1a呈∈｛O，1，．．．，d｝ ai≠ai＋1（i＝1，2，．．．，k） ｝

このようにG、の点・枝はd進数、G。はd＋1進数で表現される。また、点間の接

続関係はこのシフトにより表現できる。即ち、各点（a、，a。，．．．，ak）からd個の点（

a。，．．．，a。，s）へ有向枝が存在する（G、の場合s・O，1，．．，d－1，G。の場合s・0，1，．．，d

かつS≠a。）。以下では、このグラフ表記法をシフトレジスタ表現と呼ぶことにす

る。

 以上のように、直径最小グラフG・（dk，d），G・（dk・一dkil，d）については、2．2節で

提案した線形構成法以外に線グラフ変換及びシフトレジスタ表現によっても構成でき

ることが解った。

 De Bruijnは完全回路の存在性と総数を求めるためシフトレジスタ表現によりG1（

dk，d）を構成しており、このグラフはDe Bruijnグラフと呼ばれている〔38］。また、

G。（dk・dH，d）は、直径最小化問題の解としてKautzがシフトレジスタ表現によ

り［39］、Reddyが線グラフ変換により［35］各々独立して構成している。線グラフ変換

およびシフトレジスタ表現はグラフの性質を検討する上では有効である。しかし、線

形構成法が任意の点数に対してグラフを構成出来るのに対して、これらの構成法は限

られた点数のグラフしか構成できない欠点がある。

2．6 むすび

 本章では、2つの直径最小グラフG1（n，d）、G。（n，d）の構成法を示し、その特徴に

ついて検討した。主な結果は次のとおりである。

（1）G。、G。の直径（最大中継段数）は下界値に比べ高々1大きいだけである。また

  次の場合は下界値に一致する。

        dm－1  G1（n，d）：      ＜n≦≡dm
        d－1

        dm－l  G。（n，d）：     ＜n≦d㎜ または n＝d m・b（d b・1） （bは奇数）
        d－1
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  ただし、mはdm－1＜n≦d㎜を満たす自然数。

（2）G・、G・の平均距離は、下界値に比べ高だかO．3程度大きい事が計算より予想

  される。

（3）また、従来直径最小グラフとして提案されているグラフ［35．38’39］は、G1，G。

  の部分集合となっている。

（4）本章で提案した構成法は無向グラフを構成する場合も有効であり、nが十分犬き

  い場合には従来のどの構成法よりも直径が小さいグラフを構成できる点で優れて

  いる。

 今後検討すべき課題として、下界値と上界値を一致させるという困難な問題が残っ

ているが、G、、G。は下界値に比べ高々1大きいだけであり、実用上は十分と考えら

れる。無向グラフについては下界値と上界値の差は大きく［25］、今後の検討が期待さ

れる。
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第3章直径最小グラフの連結度

 前章では、任意の点数において直径が下界値より高々1大きいグラフが構成できる

ことを示した。本章では、信頼性の1つの評価尺度である連結度について、直径最小

グラフ（前述したように直径最小化問題の解として提案されたグラフをこのように呼

ぶ。直径が最小とは限らない。）の持つ性質について検討する。連結度は、いくつの

点あるいは枝が障害となった時通信が不能になる（道が存在しない点対が生じる）か

を示すものであり、連結度が大きいほど信頼性が高いと言える。連結度には点の障害

を想定した点連結度と枝の障害を想定した枝連結度がある。従来、直径が小さく連結

度の大きいグラフを求めようという立場から、直径最小グラフの連結度について幾つ

かの研究が行われていた［34－36］。これらの研究は単に構成されたグラフの連結度を

調べるものであり、目立った成果は得られていなかった。

 本章では、直径と連結度の間に成り立つ一般的関係に着目し、次の2つの不等式を

示す。

       △D－i           △Di1－1
   n≦κ（   十△）    n≦λ（   十△十1）
       △ 一工                △ 一1

ただし、nは点数、△は最大次数、Dは直径、κは点連結度、λは枝連結度である。

これより、点数n，最大次数△を一定とした時、直径Dを小さくするにつれて連結度

κ、λが大きくなることが保証される。また、この不等式より、次の2つの事実を導

く。

① 最大次数△と点数nが与えられた下で、連結度が最大値△となるための十分条件

  示す。

② 2章で構成法を示した直径最小グラフG、（n，d）及びG。（n，d）の連結度は

  最大値dより高々i小さいだけである。

 3．1節では、いくつかの用語を定義した後、直径が小さいグラフの連結度に関す

る従来の結果を示す。3．2節では、連結度と直径の関係式を導出し、直径を最小化

することにより連結度が最大化されることを示す。3．3節では、3．2節の結果を

用いG1（n，d）及びG。（n，d）の連結度がd－1以上であることを示す。
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3．1 用語の定義と従来の結果

3．1．1 用語の定義

通信網における障害を表現するため、点（あるいは枝）の除去という演算を導入す

る。グラフG＝（V，E）か争点vを除去したグラフG－vとは、vを除くGのすべ

ての点及びvにつながっていないすべての枝から構成されるグラフである。また、G

から枝eを除去したグラフG－eとは、Gの全ての点及びe以外のすべての枝から構

成されるグラフである。同様に点部分集合V’⊆V、枝部分集合E1⊆Eを除去した部分

グラフを定義でき、これを各々G－V一、G－E1と表わすことにする。

 グラフが連結であるとは、任意の点対（V，W）に対しVからW及びWからVに道

が存在することを言う。連結度はグラフの信頼性を表現するパラメータとしてよく用

いられる。グラフGの点連結度κ（G）とは、非連結なグラフかトリビアルなグラフ

（iつの点から構成されるグラフ）を作るために除去すべき点の最小個数である。同

様に枝連結度λ（G）は除去すべき枝の最小個数である。つまり、点連結度κがdであ

る事は、任意のd－1個の点が障害となっても障害となっていない任意の点問で通信

が可能なことを意味する。また、任意の2点間にd本の点独立な道の存在が保証され

る。枝連結度λは枝の障害に対し同様の保証をあたえる。連結度κ、λと最小

次数δ、最大次数△の間には次の関係が成立することが知られている。

   κ（G） ≦λ（G） ≦δ（G） ≦△（G）             一     （3．1）

 2章で構成法を示した直径最小グラフG。（n，d）及びG。（n，d）の枚数はn d

であった。点数n、枚数n dのグラフの最小次数δはd以下であり連結度も高々dと

なる。

3．1．2 従来の結果

 2章で述べたようにG1（n，d）、G。（n，d）及びこれらのグラフの枝の向きを

除去した無向グラフも直径最小化問題に対し有効な解であることから、これらのグラ

フの性質について各種の研究がなされている。Reddy等は、①G1（n，d）の一部を

変更することにより点数nがdkあるいはdk・1の時、点連結度d、直径kのグラフを構

成できる事［35］及び、②G。（n，d）について、点数がdk・dk－1の時、点連結度がd
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である事を示した［36］。また、 Sch1㎜bergerはG・（n，d）の枝の向きを除いた無

向グラフの連結度について、点数nがdkあるいはP＊dk■エ（Pとdは互いに素）の時2d

－2以上であることを示した［34］。しかし、これらはすべて特定の点数に対してのみの

結果であり、任意の点数のグラフの連結度については解っていない。

3．2 直径と連結度の関係

 本節では、H（・n，△）に属するグラフについて直径と連結度の関係について考察

し、連結度を最大化する十分条件を示す。3．2．1では点連結度、3．2，2では

枝連結度を取扱う。

3．2．ユ 点連結度

 ここでは、先ず点数n、最大次数△、直径D、点連結度κの間に成り立つ不等式を

導き（定理3．1）、これより連結度を最大化するための十分条件を示す（性質3．

1）。

 ［定理3．至］ もし、グラフG＝（V，E）において点数がn、最大次数が△、直

．径がD、点連結度がκ≠0であれば、次式が成立する。ただし、n≧κ十2。

        △D－1
   n≦κ（   十△）               （32）
        △  一1

証明：点連結度の定義より、l V．1＝κかつG－V。が非連結となる点部分集合V。⊆V

   が存在する。これよりG－V・において、点集合V－V。を2つの集合V・、V・に分

   割しV、の点からV。の点への枝がないようにすることが可能である（図3．1参

   照）。即ちGにおいて任意の2点v、∈Vl，v。∈V。に対し、v。からv。への道上の

   点には必ずV。の点が含まれる。V。を｛uj l j＝1，2，．．．，κ｝とする。

    今、証明の都合上、m，Q（uj）を次のように定義する。

    m＝max｛dis（v，Vo）｝ ただしdis（v，Vo）＝min｛dis（v，u）｝
        v ∈Ψi                                  u ∈vo

    Q（uj）＝｛v∈V11dis（v，uj）≦m｝  ただし uj∈Vo

   また、V。の点でV。との距離がmとなる点の1つをv1とする。即ち、dis（〃1，

   V。）＝m（い∈V、）が成↓する点をη1とする。
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    V1   ん＿＿＿＿＿＿二＿＿＿＿    V2

        （

        、「．一一一（’一一‘
              ＼
           O・1

           O・・

          、、1 ．、
        ．一 、  ・    一一 、
 O一一一一一一一一一れ）一 一r一一一→O
        I．1／   I uj ■一一一ノ
 V1     ・ 1   ・     V・
            1
        ’        ／し一 1  ／1
              ノ 一一
        ＼r O・、＼，一

            Vo
＿＿」、

  ）：edge set
’■ ﾁ
図3．1 点連結度κがとなるグラフに要求される構造

最初にV1の個数を見積る。Q（uj）はujまでの距離がm以下の点の集合であ

り、各点の入次数は△以下であるから、

                   △m－1
1Q（uj）1≦△十△2＋…  十△m＝△

                    △一1

となる。V、に含まれる点は、Q（uj）（j・1，2，．．．，κ）のどれかに含まれるから

                           △m－1
 1vユ1 ≦lQ（u1）1＋lQ（u2）1＋．．．．．十1Q（uκ）1 ≦κ△      （3．3）
                            △一1
となる。

 次にV・の個数を見積る。

                  ≧m      ≦D二m
今、v。をV。に含まれる任意
              O・一一一一一一一一一て＞一一一一一一一一一一・O

の点とする。直径がDであ
              ン1          u」          V2

るから、η1からV。へは長
                 L
きがD以下の道が存在する

（図3．2参照）。

また、その道はV。の点を含む。従って、η、，v。及びあるuj∈V。に対し、

 dis（〃1，uj）十dis（uj，v2）＝dis（〃1，v2） ≦D

が成立する。ψ1の定義より、dis（〃1，uj）≧mでありdi苧（uj，v・）≦D－mと
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  なる。つまり、任意のv。∈V。はあるuj∈V。から長さD－m以下の道が必ず存在

  することになる。従って、次式が成立する。

                        △D■m－i
   iV．i≦κ（△十△2＋H≒十△D■㎜）ヨκ△      （3．4）
                         △一1

  式（3．3〉，（3．4）より、

                  △m－1   △D－m－1
    n＝lV。卜iV，1・lV．1≦κ（1＋△    十△    ）  （3．5）
                   △一1    △一1

  関数f（m）＝△㎜・△D－mは［1，D－1］の範囲で上に凹であり、1≦m≦D－iとな

   ることから、△㎜・△D一㎜≦△十△D－1が成立する。この不等式を式（3．5）に代

   火することにより式（3．2）が得られる。             ■

［性質3．1］点数n、最大次数△、直径Dの連結グラフGにおいて、

もし、n＞△D＋△2一△一1ならば、 点連結度κ（G）は最大値△となる。

         △D一ユ
また、n＞ （△一2）（    十D）ならば、κ（G）≧△一ユとなる。
          D－1

証明：一合Gの連結度が△一1以下と仮定する。定理3．1より、

     n≦△D＋△2一△一1

   となり命題に矛盾する。従って、連結度は△となる。同様に、Gの連結度を

   △一2と仮定すると、

            △D一ユ
     n≦≡ （△一2）（      十△）
             △一1

   となり命題に矛盾し、連結度△一1以上となる。           ■

 上記性質と式（3．1）より、rもしn＞△D＋△2一△一1であれば、最小次数δと

最大次数△が一致し正則グラフとなる」ことが解る。

3．2．2 枝連結度

 枝連結度に関しても、点連結度と同様の議論を展開できる。

［定理3．2］ もし、グラフG＝（V，E）において点数がn、最大次数が△、最

小次数がδ、直径がD、枝連結度がλ≠Oであれば、次式が成立する。ただし、λは

δ一1以下とする。
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       △D・1－1
   n≦λ（   十△十1）            （3．6）
       △  一1

証明枝連結度の定義より、G－E。が非連結となるような要素数λの枝部分

   集合E・⊆Eが存在する。これより、G－E此おいて点集合Vを2つの集合U1，

   U。に分割し、u、からu。への枝がないようにすることが可能である。即ち、Gに

   おいて、任意の2点v1∈U、、v。∈U。に対し、v、からv。への道上の枝には必ずE。

   の枝が含まれる。いま、E。に含まれる枝の始点の集合をU。＝｛uj｝、終点の集合

   をu。一＝｛uj1｝とする（図3．3参照）。

   UOとU。’は、各々U1とU。の部分集合となっており、要素数はλ以下である。

    今、証明の都合上、m，Q（uj）を次のように定義する。

   m ＝max｛dis（v，Uo）｝  ただし dis（v，Uo）＝ min Uis（v，uj）｝
      v ｛≡ui                                  uJ ∈Uo

   Q（uj）＝｛v∈U11dis（v，uj）≦m｝  ただし uj∈Uo

   また、U1の点でUOとの距離がmとなる点の1つを〃1とする。即ち、

   dis（〃、，U。）＝mが成立する。

U工 U2
U0 ㌔ Uo’

＼一一

・1◎
，

1 ul
1

u2  l浮Q
1 1

1 I ■

一 1

O一一一 ・ 一 一  一

C
一一jO

V1 uj 一 lu」1 ■

V2
I

ト
1

I 一

ll
1

uλ
：一

’ノI

Eo
◎。λ’

             ＿＿＿＼
                ・：edge set
             一一一一／
               ／

図3．3 枝連結度がλとなるグラフに要求される構造
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 最初にu、の個数を見積る。Q（uj）はujまでの距離がm以下の点の集合で

あり、各点の入次数は△以下であるから（ujも含まれることに注意）、

    ．               △㎜十1－1
1Q（uj）1≦ユ十△十△2＋…  十△血＝

                     △一1

となる。U、に含まれる点は、Q（uj）（j≡1，2，．．．，λ）のどれかに含まれるから

     入      △州一1
IU・I≦、ミlQ（u・），≦λ。一1      （3・7）

となる。

 次にU。の個数を見積
                ≧m     1    ≦D－m－1

る。今、V。をU。に含ま           eJ
            O一一一一一一一一一一一     一一一一一一一一一・O

れる任意の点とする。  V．       u j   u j’      V．

v・からv・へは長きが     図3．4 v、からv、への道

D以下の道が存在する

（直径がDより）。

また、その・道はE。の枝を含む（図3．4参照）。従って、〃、，v。及びあるejミ（

uj，uj’ j∈Eoに対し、

 dis（〃1，uj）十1＋dis（uj．，v2） 畠dis（η1，v2）≦D

が成立する。v1の定義より、dis（〃、，uj）≧mでありdis（uj’，v。）≦D－m

一ユとなる。つまり、任意のv。∈V。はあるuj．∈U。’から長さD－m一工以下

の道が必ず存在することになる。従って、次式が成立する。

                        △0im－1
1v．1≦λ（1＋△十△2＋… 十△D中1）＝λ     （3．8）

                         △一i

式（3．7），（3．8）より、

           △㎜÷I－1 △D一㎜一1
 n＝lU．1・lU，1≦λ（   十   ）      （3．9）
            △一ユ   △一1

 次に、ユ≦m≦D－2であることを証明する。mのとりかたから、0≦m≦

D－1は明らかである。今、m＝0と仮定し矛盾を導く。仮定より、UトU。と

なる。従って、U、の要素数は次式を満たす二

 1≦lU1HU．1≦λ
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  今、E（ui）＝｛（ui，v）lv∈U。｝とし、0d（口i）を点u、の出次数とすると、次式が

  成立する（出次数は点から出ている枚数であるが、自己ループ校は除く事に注

  意）。

    lEol； ΣE（1ji）≧Σ（od（ui）一（lUll－1））＝lU11x（od（ui）一（lU11－1））
      ui∈≡U1     ui∈≡U1

  条件より枝連結度λはδ一ユ以下であるので、od（u、）≧δシλが成立する。従

   って、

    lEol＞lU11x （λ一（lU11－1））

   となる。今、右辺をf（lU11）とする。U1のとり方から、1≦lU，1≦λである。

   f（1）≡f（λ）≡λであり、fは上に凸な関数である。lE・1＞f（lU，1）≧f（1）＝λ

   となりE。のとりかたに矛盾する。従ってm≠Oとなる。

   同様にして、m≠D－1も証明できる。

    式（3．9）とi≦m≦D－2より、式（3．6）が得ら；れる。     □

［性質3．2］点数n、最大次数△、最小次数δ、直径Dの連結グラフGにおいて、

もし、n＞△D■1＋△2－2でありδ望△ならば、

                    枝連結度λ（G）は最大値△となる。

          △D■1一ユ
また、Ω＞（△一2）（    十△十1）でありδ≧△一1ならば、
           △一1

                    λ（G）≧△一1となる。

証明：性質3．1と同様。                       ■

 G1（n，d）及びG。（n，d）において、最大次数△はdでありn＞△D－1と

なる。また最小次数δ≧△一1が成立する。従って、性質3．2より、G1（n，d）

及びG・（n，d）の枝連結度がd－1以上であることが解る。最小次数δは大抵の場

合（すべてのG1及び点数がd・1の倍数でないG。）はd－1であり、この場合は枝

連結度は丁度d－1となる。

3．3 直径最小グラフG、、G。の連結度

 3．2節では直径と連結度の関係を考察することにより、連結度を最大化する十分

条件を導いた。この十分条件から直径最小グラフG、、G。の枝連結度がd一五以上（
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たいていの場合はちょうどd－1）であることが直接導かれたが、点連結度について

は十分条件を直接適用しても正しく見積れない。このような場合でも直径が小さいグ

ラフにおいては、直径と連結度の関係を考察することは有効である。本章では、任意

の点数に対してG1，G。の点連結度がd－1以上であることを示す。

 証明の準備として以下の定義を行なう。

定義3．1 グラフG＝（V，E）及び点部分集合V1⊆Vにおいて、S（V’）をV一に含

まれる点の子の集合、P（V一）を親の集合とする。即ち、次のようにおく。

S（V’）＝｛v1u∈V’かつ（u，v）∈E｝

P（v’）＝｛ul v∈v’かつ（u，v）∈E｝

定義3．2 グラフG＝（V，E）及びある点v∈Vにおいて、vから長きmの道が

存在する点の集合をJ。（v）、vへ長さmの道が存在する点の集合をJ．i（v）とする。

即ち、次のようにおく（J血（v）については、定義2．1で既に定義している）。

Jo（v） ＝｛v｝   Jm（v） ＝S （｛m＿1（v））

Jo一（v） ＝｛v｝   J㎜一（v）＝P（J㎜＿1i（v））

［性質3．3］ 直径準最小グラフG1（n，d）、G．ln，d）及びこれに含まれる

任意の点Vにおいて、次式が成立する。

 lJ。（v）1 ＝d㎜                  （3．10）

 lJm一（v） 1＝dm                             （3．11）

ただし、mはグラフの直径Dより小さい。

証明：式（3．10）については、2章［定理2．11［定理2．2］で証明している。最初にグラ

フG、（n，d）＝（V，E）において式（3．11）が成立することを示す。今、J、・（v）

に含まれる点をu、とする（s・1，2，．．．．，m）と、vとu、の間には次式が成立する。

 v…u1xd ＋a｝   （modn）

 v…u2xd2＋a1xd＋a2   （modn）

 v…u3xd3＋a1xd2＋a2xd＋a3   （modn）
  ：

  ：

 v…umxdm＋a1xdm・1＋．．．．十aixdm一十．．．．am＿1xd＋am  （mod n）

ただし、aiは0からd－1の自然数。
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従って、J㎜一（v）は次のように表わせる。

Jmi（v）＝｛uluxdm…f（a1，a2，．．．，ai，．．．，am） （modn），

                      0≦ai≦d－1 （i＝1，2，．．．，m）｝

                   m
ただし、 f （a1，a2，．．，ai，．．，a㎜）＝v一Σai×d㎜一i

                   i＝1
関数f（）がv－d㎜・1（・f（d－1，d－1，．．．，d－1））からv（昌f（0，0，．．，0））までの任意の整数

値を取ることは明らかである。従って、u∈J。一（v）でありかつその時に限り、点u

は次のd㎜個の式のどれかを満たす。

 d㎜xu…v－d㎜十1 （mod n）

 dmxu…v－d㎜斗2 （mod n）
     一
     1                         （3．12）
     i
 dmXu…v      ・〈mod n）

G、でほ、n＞d Dが成立し条件よりm＜Dであるから、d㎜≦d D－1＜線となる。

従って、上記d㎜個の式の右辺の値は全て異なる。

 次に、上記d㎜個の式をuに関する合同方程式と考え、その解の個数を見積る（解

の個数はJ㎜一（v）の要素数に一致する）。一般に「合同方程式p x x…q（mod n）

において、αをpとnの最大公約数とする。この合同方程式は、qがαの倍数がつそ

の時に限りα個の解を持つ」ことが知られている［40］。今、αをd㎜とnの最大公約

数とし、d㎜／αをeとする（eは自然数）。上記dm個の合同方程式の右辺は

dm個の連続した整数値をとるから、d㎜個の合同方程式のうちe個はα個の解を持

ち、他のd㎜一e個は解を持たない。従って、J m一（v）の要素数はe xα＝dmとな

り、命題が成⊥する。

 G。（n，d）の場合、

Jm．（v）＝｛uluxd㎜…g（b1，b2，．．．，bi，．．．，bm） （modn），

                      1≦bi≦d  （i宮1，2，．．．，m）｝

                   ㎜ただし、g（b1，b2，．．，bi，．．，bm）：v＋Σbi x（一d）㎜一
                   i＝1

となり、同様に証明できる。                      ■
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 性質3．3より次の性質が導かれる。

［性質3．4］G、（n，d）、G。（n，d）において、もし点部分集合V’がJ。（v）に含まれ

m＋1＜Dであるなら、

  ，s（v’）1；dxlv’1                     （3．13）

もし点部分集合V1がJ。■（v）に含まれm＋1＜Dであるなら、

  lP（V1）1＝dxlV’1                     （3．14）

証明：G1，G。の任意の点から出ている枝の数はちょうどdであることと性質3．3

   より明らか。                       ■

［定理3．3］G。（n，d）、G。（n，d）において直径Dが4以上であるなら、点連結度κ

はd－1以上である。即ち、

   κ（G亘（n，d））＝d一且

   κ（G・（n・d））仁1二1または、㍑1‡1臓機1婁；

証明：G iの最小次数δはd－1，G。は点数nがd＋ユの倍数のときδ＝d、それ以

   外はd一五となるので、G1及びG。の点連結度がd－1以上であることを示

   せばよい。今、G、（n，d）またはG。（n，d）をG（n，d）＝（V，E）とし、

   定理3．1と同様にV。、V、、V。、mを定義する。即ち、

   ①VoUVIUVゼV，Vo∩V1＝V1∩V2＝V。∩Vo＝φ，iVoトκ

   ② どの点v1∈V、から点v。∈V。への任意の道にはV。の点が1つ以上含まれる。

   ③m＝max｛dis（v、，Vo）｝
       v1∈vユ

   定理3．1の証明中で示したように次の不等式が成立する（Gの最大次数は

   d）。

          d㎜一i
   lv11≦κxd     ，                  （3．3）
          d－1

          dm－1     dD－m－1
    n≦κ（d  ＋1＋d   ）      （3．5）          d－1      d一工

      ただし、1≦m≦D－1。

    ここでは、連結度κがd－2以下と仮定し矛盾を導く。mの値を次の5つの
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場合に分けて矛盾を導く。

（場合ユ）m；ユ：不等式（3．3）とm；1よりl V11≦κx d≦d2－2dと

なる。

今、Qi（〃、）＝Ji（〃1）∩V1とし、η1をV、に含まれる点とする。V、からV。へ

の枝は存在しないから、S（Q i（〃1））⊆V1UV。となる。lV．1宮κ≦d－2で

あるから、

 一S（Qi（リ1））∩V■＝lS（Qi（η1）） ■一1S（Qi（v1））∩Vol

            ≧lS（Qi（〃1）） 1－1Vol

            ≧■S（Qi（〃1）） 1－d＋2

となる。上記不等式と性質3．4より

 1Qi＋1（〃1）トlJ三十1（〃1）∩v11＝ls（Ji（vl））∩v工1

  ≧lS（Qi（η1））∩V11≧lS（Qi（η1）） 1－d＋．2

            ＝dxlQi（〃1）1－d＋2      （3．6）

と柱る（ただしi＋1＜D）。条件よりD≧4であり、次式が成⊥する。

 l Qo（〃1）1＝1｛リ1｝1＝1

 1Q1（〃1）1≧dx工    一d＋2＝2

 1Q2（〃1）1≧dx2    －d＋2＝d＋2

 1Q3（v1）1≧dx（d＋2）一d＋2＝d2＋d＋2

Q3（〃1）はv、に含まれるから、lv，1≧d2＋d＋2となる。しかしながら、

l vi l≦d2－2dであり、矛盾する。

（場合2）m＝D－1：場合1において、J i（）をJ i一（），V1をV。，V。をVl，

〃1を〃。，S（）をP（）と置換えることにより同様に証明できる。

（場合3）m＝2：不等式（3．3）と仮定よりl v11≦d3－d2－2dとなる。

今、〃1をV1に含まれる点でdis（v1，V。）＝2となる点の1つとすると、η1

のd個の子S（｛η・｝）はV1に含まれる。従って、

  lQ1（〃1）1＝d

式（3．6）より、

 lQ2（〃1）1≧dxd－d＋2＝d2－d＋2
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 l Q3（ψ1）1≧dx（d2－d＋2）一d＋2＝d3－d2＋d＋2

となり、V1の要素数は次のように見積れる。

 1V工1≧lQ3（〃1）1≧d3－d2＋d＋2＞d3－d2－2d

これは、矛盾である。

（場合4）m＝D－2：場合3において、J i（）をJ i一（），V、をV。，V。をV。，

v、を〃2，dis（v1，V。）・2をdis（V。，v2）・2，S（）をP（）と置換えること

により同様に証明できる。

（場合5）3≦m≦D－3：式（3．5）より

           d3－1     dD－3－1
 n ≦（d－2） （d     ＋1＋d      ）
            d－i     d－1

しかしながら、直径Dが「1o8dバ以下であることからn＞d D－1であり矛盾

する。                           ■

3．4 むすび

 本章では、直径を最小化する事が結果的に信頼度の評価尺度である連結度を最大化

させることを示した。主な結果は次のとおりである。

① 任意のグラフGの点数n，最大次数△、最小次数δ、点連結度κ、枝連結度λ、

  直径Dに対し次の関係が成立する。

     n（△ 一1）         n（△一1）
  κ≧                λ≧miΩ ｛         ， δ｝
    △D＋△2一△一一ユ          △D－1＋△2－2

② 2章で構成法を示した直径最小グラフG、（n，d）及びG。（n，d）の連結度は最大値d

  より高々1小さいだけである。

 残された課題としては、G1．G。と直径の値は同じで連結度が最大値dとなるグラ

フを求めることがある。これに関しては、特定の点数についてはPradhanがG1を変

形することにより可能であることを示している。任意の点数についても同様の手法に

より可能である事が予想される。

 また、無向グラフについても、直径と連結度の関係について検討することは、高信

頼・高能率な網を構成する上で有効であると考えられる。
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賃書4章 直径最小グラフの直径罹障度

 前章では、直径最小グラフG1（n，d）、G・（n，d）の連結度について、最大値dより高

々1小さいだけであることを示した。つまり、G1，G。は、いくつの点（枝）が障害

になっても通信が可能かという意味では、ほぼ最適に近いことが解った。一般に障害

時の迂回経路は平常時の経路（最短経路）に比べ長くなるため、網の処理能力が低下

する。従って、グラフにおいて点（枝）が障害となった時の直径の値をできるだけ小

さくすることは、網トポロジーを検討する上で重要な課題である。

 本章では、G、、G。の迂回経路の最大中継段数（即ち直径罹障度）について考察し

ており次の点を明らかにしている。

（1）直径罹障度の下界値は、最大次数△と点数nの関数として導出できる。

（2） De B川ijnグラフ（G iで点数d k、最大次数d、直径kのグラフ）、Kautzグ

ラフ（G・で点数dk・dk・1、最大次数d、直径kのグラフ）の直径罹障度は、

k＋2以下である。また、この値は下界値に比べ高々1大きいだけである。

（3）障害対策用のルーチングアルゴリズムが簡単に実現できる。

 4．1節で直径罹障度の下界値を導き、4．2節でDe Bruijnグラフ及びKautzグ

ラフの性質について述べる。4．3節では上記2つのグラフの直径罹障度を導き、

4．4節で下限値と比較する。4．5節では、4．3節の結果をもとにルーチングア

ルゴリズムの一例を示す。

 なお、本章では点の障害についてのみ考察するが、枝の障害についても同様の議論

が可能である。

4．1 直径罹障度の性質と下界値

 本章では直径罹障度を定義し、最大次数△と点数nが与えられた時の直径罹障度の

下界値を導く。

4．1．1 直径罹障度（Dia㎜eter Mnerabiユity）とその性質

 グラフ9・（V，五）のs一直径罹障度K（s；G）とは、G昌（V，E）より任意のs個の点を除去

したグラフの直径の最大値である。

 K（s；G）： max D（G－V．ub）  ただし、V，ub⊆V。      （4．1）
       lV、。。トs
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定義より、s；Oの時はGの直径D（G）と一致する。また、K（s；G）＝∞となる最小

のsの値は、連結度と一致する。つまり、K（s；G）は、直径と連結度の二つの概念を

統合したものと言える。

連結度の類推から『直径即ち距離を考慮してもMenger型の性質が成り立つか（つま

り、K（s；G）≦αの時、グラフGの任意の2点間に長きα以下の道がs＋1本以上存

在するか）否か』という問題が考えられる。無向グラフについては、一般に成立しな

いことが既に知られている［4I］。また有向グラフについても同様に示せる。もちろん

上記命題の逆（長さα以下の独立な道がs＋1本存在すればK（s；G）≦αとなる。）

は明らかに成立する。また、直径罹障度が除去する点数Sについて単調増加すること

は容易に証明できる。また、枝の障害を想定した評価尺度として枝直径罹障度

K、（s；G）が考えられる。

 K。（s；G）1＝ max D（G－E，ub）     ただし、E．ub⊆E      （4．1）
       lE、。。トs

直径罹障度と枝直径罹障度の間には次の関係が成立する。

［性質4．且］任意のグラフGに対して、

  K。（s；G）≦K（s；G）斗1   ただし、K。（s；G）≠◎o

                             （証明は略）

4．1．2 直径罹障度の下界値

 グラフの最大次数△が与えられた時、直径罹障度K（s；G）の下界値は次のように見

積れる。

［性質4．2］ 任意のグラフGの点数がn、最大次数が△、直径罹障度K（s；G）が

mの時（ただしS＜△）、次式が成立する。

      △㎜斗1一△2
 n ≦       十△十ユ             （4．2）     （S＋1）（△一1）

証明： Gにおいて出次数が△の点をuとする。K（s；Gトmとすると、点uから隣接

   しない点（n－1一△個存在する）へ長きm以下の道（必ずしも独立とは限ら

   ない）がS＋i本以上存在する。一方最大次数△のグラフにおいて長さmで到

   達できる点（長き1は除く）の数は高々
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                 △2（△・‘1－1）

   △2＋△3＋．．．．十△mE
                  △一1

   である。従って、

             △2（Am’Ll）
     （n－1一△）（s・1）≦
              △一1

   となる。これを変形することにより、式（4．2）が得られる。      □

式（4．2）においてs＝0とした時、mは直径Dとなり、右辺は有向Moore B㎝nd

（式（1．2））と一致する。

 性質4一．2より、

m≧「109（（s・1）（n－1一△）（△一1）・△2）1－1         （4．3）
     △

となる。ただし、□は切り上げを示す。

これより、S一直径罹障度の下界値1（S，n，△）は次のように定義できる。

1（s，n，△）＝「1o9 （（s・1）（n－1一△）（△一1）・△2）1－1

         △

もしぺあるグラフGの直径罹障度K（s；G）の値が1（s“，△）と一致したならば、グラ

フGは、点数n最大次数△のグラフの中でs一直径罹障度が最小であることが保証され

る。

4．2 De Bruijnグラフ及びKautzグラフの性質

 2．5節で示したようにG1（dk，d）、G。（dk・dk．1，d）は、各々De Bruijnグラフ、

Kautzグラフと一致し、2．2節の構成法以外に線グラフ変換及びシフトレジスタ表

現により構成が可能である。上記2つのグラフは最大次数と直径を与えれば構成でき

るので、本章ではDe BruijnグラフをG。（d，k）、KautzグラフをGK（d，k）と記するこ

とにする。即ち、

  GB（d，k）：G1（dk，d）

  GK（d，k）＝G2（dk＋dk■1，d）

直径罹障度を求めるためにはシフトレジスタ表現が役立つ。

［G。（d，k）のシフトレジスタ表現］

①点の名前：各点の名前をk桁d進数（a、，a。，．．．，ak）で表現する。
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        ただし、ai∈｛O，1，．．．，d－1｝。

②有向枝の付加：各点（al，a。，．．．，a。）から、d個の点（a。，．．．，a。，s）へ有向枝を付

加する。    ただし、s・O，1，・．．，d－1。

［G、（d，k）一
ﾌシフトレジスタ表現］

①点の名前：各点の名前をk桁d＋1進数（a1，a。，．．，a。）で表現する。

        ただし、ai∈｛0，1，．．．，d｝ かつai≠ai．I （i呂1，2，．．．，k一ユ）。

②有向枝の付加：各点（a。，a。，．．．，ak）から、d個の点（a。，．．．，ak，s）へ有向枝を付

ける。     ただし、s円O，1，．．，d かつs≠ak．

 G。（d，k）の点数はd k，連結度はd－1，G。（d，k）の点数はdk・dk－1連結度はdであ

り、ともに直径はkである。図4．1にG。（3，2）、図4．2にG。（2，2）を示す。G。

内の自己ループは、通信網に適用する際は除去するが、議論の都合上自己ループを含

んだものをDe Bmi加グラフと呼ぶことにする。 上記の表記法では、長さhの道は

k＋h桁の系列で一意に表現できる。たとえば、G。（2，2）において点（01）から点（20）

への最短道（平さ2）は・［0120］と狐枝εまk＋1．桁の系列で表現で紙以下

では、区別のため、点は（）、．道は［］、枝は＜＞で括り、各々点表現、道表現、枝

表現と呼ぶ。

  k・h桁の道表現において、k桁（k・1桁）の部分系列は道に含まれる点（枝）を示し

ている。たとえば、G。（2，2）において、道［0120］に含まれる点は（01），（12），（20）であ

り、含まれる枝はく012〉，く120〉である。

         θ1 ’            0王

                     〈812〉

      ／          1a＼        ・1
   11      88

                          21   62        21   a2

     一        一         ＼㌧ノ
                      12           2日

1・ A・・28 ，i、、l1土1〉田、、、、。、、］

 ．図4．1 G、（3，2）（G1（9；3））   図4・2 G・（2・2）（G・（6，2））
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4．3 De Bruijnグラフ及びK舳tzグラフの直径罹障度

 本章では、De BmijnグラフG。（d，k）、KautzグラフG。（d，k）のs一直径罹障度につ

いて、

 K（s；GB（d，k）） ；k＋1 （s91，．．．，d－2）             （4．4）

舳’k）） ﾉlll：：llllllll；3）  、4．、）

                          ただし、k≧2．

となることを示す。これ以外のsに対する直径罹障度については、直径がkであるこ

とから

 K（0；GBくd，k））：k        K（O；GK（d，k））＝k、

点連結度κ（G。（d，k））がd一ユ，κ（G。（d．k））がdであることから

 K（s；GB（d，k））＝◎o （s≧d－1）    K（s；GK（d，k））＝◎o （s≧d）

となる？また、k＝1の時は

 K（s；GB（d，1））宮2 （s＝1，．．．，d－2） K（s；GK（d，1））＝2 （s＝1，．．．，d一ユ）

となる。

 Esfania撮らはDe Bruijnグラフの枝の向きを除去した無向グラフG。．について、

舳d’k）） ﾍ：：ll：lll：、1、：：：：lll、

を示した［28］。また、KumarらはKautzグラフの枝の向きを除去した無向グラフG。’

について、

舳d’k）） ﾍlll ll：：：：；1、

を示した［29］。一般に枝の向きを除去した無向グラフの直径罹障度はもとの有向グラ

フの直径罹障度以下であり、本章の結果は（G。については1≦s≦d二2．の範囲で、

G。については1≦s≦d－1の範囲で）従来より優れた見積りである。

4．3．ユ De Bruijnグラフの直径罹障度

隣接しない任意の2点uからvへの距離をh（2≦h≦k）とすると、u，vは次
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のような点表現で表せる（直径kより、b≦k）。

 u＝（ah．．．a．a1C，C。．．．Ck－h）

 v＝     （c1c2．．．ck＿hb1b2．．．bh）

ただし、a1≠b1．

uからvへd－1・本の道を次のようにとる。これらの道が互いに独立一ﾅあれば、式

（4．4）が成立する。

［d－1本の道］ 今、uからvに対して1本の最短道P，d－2本の長きk・1の道Qs

を次のようにとる。

P＝［ah．．．a2a1c1．．．ck＿hb1b2．．．bh］

Q1：［ah．。．a2a1c1．．．ck＿hx1c1．．．ck＿hblb2．．．bh］

Q2＝［ah．．．a2a1c1．．．ck＿hx2cl．．．cトhb1b2、．．bh］

  ，
  l
  I－
Qs：［ah．．．a2a1c1．．．cトhx，c1．．．ck＿hb1b2．．．bh］

  l
  o

Qポ2＝【ah．．．a2a1c1．．．ck＿hxd＿2c1．．．ck＿hb1b2．．．bh］

ただし、a1，b旦，x1，x。，、．，xd－2は互いに異なる（これはd－1本の道上で最初に現れ

る枝同士及び最後に現れる枝同士が互いに異なることを意味する）。

 まず、uからvへの距離が2（h＝2）となる2点u，vに対する道P，Qs（s・1，

．．，d－2）が互いに独立であることを示す。h＝2よりuからvへの道は、

P ＝［a．alci、．．c。一。b1b。］

Qs＝［a2a1c1．．．ck＿2x，c1．．．ck＿2b1b2］

となる。

［補題4．1］グラフG・（d，k）（k≧3）の・2点x，yが次の点表現となる時、xとシは

異なる。

 X＝（C．C1．．．C。一i一、Ck－C。一i，1．．．Ck一。C。一、）

 y＝（Ci＿1Ci．．．Ck＿2 Ck＿ぺC1．．．．．．．Ci＿2Ci＿1）

ただし、k≧3，2≦i≦k一ユ、ck－i≠cト1’。
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証明1  今、xとyが同じ点であると仮定して矛盾を導く。仮定（x・y）より次のk個

の等式が成立する。

 C◎＝Ci＿1，C1，Ci，・’・，Ck＿i－1目Ck－2，Ck－i目Ck一且 ，・．・・，Ck－2；Ci－2，Ck－1＝Ci－1

ここで、c。，c、．．．．．，ck一、，ck一べを点とし、上記k個の等式を点間の有向枝（

左辺の点から右辺の点への枝）で表したグラフを考える。以下では、このグラ

フを等号グラフ（Equiva1ence Re1ati㎝Graph）と呼ぶ。等号グラフにおいて弱

連結（枝の向きを除いた無向グラフにおいて連結）である点の値はすべて等し

いことになる。

 上記k個の等式において、c。と。。一1ほ左辺に1回、ck一べは右辺にユ回、

ci一、は左辺にi回右辺に2回現れる。それ以外の点は左辺に1回右辺に工回現

われる。従って、等号グラフにおいてC・とC・一・は出次数1，C・一べは入次数1

，ci一、は入次数2出次数1、それ以外の点は入次数1出次数1となる。また。。

から。H，ck－1から。i－1への枝がある（図4．3参照）。

 C。，C、一、，C。一、，Ck一ぺ以外の点

                  C0

は入次数1出次数1であること                 ・
                                C k－1
からC、．、からα、．1．には必ず道          ・・“I｝“〈）

                       C1－iがある。従って、Ck－1とCk－1．

に道が存在し・ck－1≠ck－1’に  図4．3 等号グラフにおいて点。・一1を

矛盾する。                   ．含む連結成分の構造．

            □

［性質4．3］G。（d，k）において、dis（u，v）・2なる点uからvへの道Pと道Qsは独

立である。

証明1 図4．4に示すように、道P・［a．a1c1、．．c。一。b，b。］上の点をP、道Qs＝

   ［a．alc1＿c・一・x．c1＿c・一・b1b・］上の点をq・。i（i・1，2，…，k）とす台と、

   pとq、，iの点表現は次のようになる。
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P＝ （a，c，c。．．．．．．．．．．．．．c。一。b1）

、山i，／：：llll：lllllllllllll：lll：ll，

   1（、、、、c、．．．．．．．．．．．．．c、．、、1）

 点pとq、．・が異なることを示せば

よい。b、≠x。より点pとq。．1は異な

り、a、≠x、より点pとq、．kは異なる

                 q・一
ことが解る（k・2の場合はこれ以外

の点の組は存在せず証明は終り）。

点Pとq、，亘（i目2，．．．．，ト1）についてu

は、a1を。o，b旦を。k－1，x。を。トペ

と置くとC。一1≠Cト1．となり、補題

1より異なることが示せる。 ■

i・1の時

i・2，．．k－1の日寺一

i・kの時

    Hlk Qsq・、。’

Q＿一＿＿

図4．4

㌔、． q。，k

冊1k P

p         v

道PとQ、の関係

［性質4．4］ G。（d，k）において、di s（u，v）・2なるuからvへの道Q sと

Qt（s≠t）は独立である。

証明： Qs上の点をq。，i，Qt上の点をq。．jとすると点表現は次のようになる。

      r（a1c1c・………・…ck－2x・） i・1の時

■ll二；1：二∴ll11二二二：二11；∴∵時

    （a1c1c。．．．．．．．．．．．．．ck一。x。） j・1の時

q。．j＝ （cj一、cj．．ck一。xtc1．．．cj一。cj－1）j・2，．．k－1の時

    （x．c，c。．．．．．．．．．．．．．ck．。b、） j・kの時

i≦jとしても一般性を失わない。x、≠x。よりq。．i≠q。、i（i・1．．k）となり、

a1≠x。よりq。．。≠q。．。となる（k・2の場合は証明終り）。点q、，、≠q。．j

（j・2，．．，k－1）については、a1を。。，x、を。k－1，x。を。k一、’と置き補題1を適用

して示せる。

 q。，iとq。．j（i・2，．．k一旦、j岳2，．．，k一、i〈j）については、補題iと同様に等号グ
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   ラフをつくる。X、は出次数1，X。は入次数工、その他の点は出次数1入次数1

   （ただし。i一から。j．1へは2本の枝が存在する）となる。従って、x。からx。に

   は道が存在しX、≠X。に矛盾する。

    q、，iとq。．k（i・2，．．k－1）については、x、を。k－11，x。を。。、b、を。k一、とし補題

   1よりq、，i≠qt，kとなる。                   ■

上記2つの性質から、距離が2となる点uからvへのd－1本の道が互いに独立であ

ることが示せた。これより任意の点間の道が互いに独立であることが示せる。

［定理4．1］De BmijnグラフG。（d，k）（k≧2）において、dis（u，v）≠1塗る点

uからvへの道P，Qs（s・1，2，．．．，d－2）は互いに独立である。すなわち、点直径罹障

度について次式が成立する。

   K（s；GB）≦k＋且 （s円1ヨ．．．，d－2）                 （4．6）

証明： kに関する帰納法で示す。

   ①k鶉2の時：G・（d，2）においてdis（u，v）≠1なる点uからvへの距離は2で

   あるから、性質2，3より成立する。

   ②k＝mの時成立すると仮定し、k：m＋1の時成立する事を示す。

   G。（d，m・1）においてdis（u，v）・m・1－h≧2（h≦m－1）なる任意の点u，vの点表現

   を、次のようにする。

    u＝（am。、一。a㎜一h．．．．a1C1C。．．．Ch－lCh）

    v＝（c1c2．．．．．．chb1b2．．．b㎜＿hbm、トh）

   G。の直径はm＋1でありm・1－h≦m・1となる。これとhのとりかたより、

   0≦h≦m－1となる。

   ◎ h＝m－1の時は、dis（u，v）・2となり性質2，3よりd－1本の道は独立

    である。

   ⑤ 0≦h≦m－2の時

    G。（d，m）において、次の2点u’’、v’’を考える（u’’はuの点表現の最左

    1桁を除きm折としたもの、V’’はVの最右1桁を除いたもの）。

     u”＝（a・一・…a・・1C・C・．．．P・）

     v’’＝（clc2．．．chb1b2．．．bm．h）
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u

h≦m－2より、u”からv’’への距離は2以上となる。

また、u’’からv’’へのd－1本の道をP｝、Qs”（s≡1，．．．d－2）とする。道の

取り方より、P”の道．表現はPの道表現より最左1桁及び最右1桁を除いたも

のとなり、Qs”の道表現はQsの道表現より最左1桁及び最右1桁を除いたも

のとなる。P，Qs上の任意の2点をx，yとする。ただしxとyは、道の端

点でなく同一の道上にない。x，yの点表現は、P㎜、Qs1一よの枝表現（m＋1

桁となる）の中に一致するものが必ず存在する（図4．5参照）。その枝を

x’’ Ay’’とする。Pm，Qs”が互いに独立であることから、x’’とy’’の枝

表現は異汝り、点xとyの点表現は異なる。従って、点x，yは異なりP，

QSは互いに独立である。QSとqt（S≠t）が互いに独立であることも同様に示せ

る。                              ■

 道戸  X
             v    道P’’／  x ・ ・
                              ＼                     ／                              ＼                 一→○ノ    ℃ト→
一道Q・ y         u・ ＼＼      ／／ v”

                   道Q；、

                         y”

   GB（d，m＋1）                 GB（d，m）

   図4．5 G。（m＋1，d）の点とG。（㎜，d）の枝の対応関係

4．3．2 Kautzグラフの直径罹障度

 KautzグラフG。（d，k）の直径罹障度についてもDe Bruijnグラフとほぼ同様に示せ

る。ただ、点表現の隣合う桁が異なるため、道のとり方が異なる。

［d本の道］ 点u；（ah．．．a．a．c1c。．．．ck－h）からv＝（c1c。．．．ck一。b1b。．．．bh）

への道を次のようにとる。

 P：［ah．．．a1c1．．．ck＿hb1．．．bh］

 Qs：［a・．．．a1c1．．．c。一。x，c、．．．c。．。bl．．．b．1    s・1，2，．．．，d－3

 Rt：［a。．．．a1c1．．．c。一。y．z．c。．．．cト。b1．．．b。］    t・d－2，d－1

ただレ、b1，ck－h，x、，＿，xd－3，yd一。，yd－1は互いに異なり、a、，c、，x、，＿，xd一。，
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zd一。，zd－1も互いに異柾る。まず、uからvへの距離が2（h＝2）となる2点u，

vに対する道P，qs，Rtについて、道上の点を各々P，q、．i，r。．jとする。各点の点表

現は次のようになる。

 P＝ （a，c，c。．．．．．．．．．．．．．c。一。b1）

    （a1C，C。．．．．．．．．．．．．．C。一。X、）  i・ユの時

q、，i＝ （ci一、ci．．ck一。x，c1．．．ci一。ci－1） i・2，．．k－1の時

    （x，c1c。．．．．．．．．．．．．．ck一。bl）一 i・kの時

    （a，c、．．．．．．．．．．．．．．ck一。y。）  ト1の時

r。、j＝ （cj一。．．。ck一。y．z．c。．．．cj一。）  ト2，．．kの時

    （z．c。、．．．．、．．．．．．。．ck一。b1）  j・k・1の時

［補題4．2］グラフG。（d，k）（k≧3）の2点x，yが次の点表現となる時、xとyは

異なる。

 X：（C．C、．．．Ck－i一、Ck刈Cトi、、．．．C。一。Ck一）

 y＝（。、．、。上．、、。、．1。、．、・。、．．．．．．．。、．、。、．1）

ただし、cト1≠ck－1’かつ2≦i≦k－i。

証明：補題1と同様に証明できる。                  ■

［補題4．3］グラフG・（d，k）（k≧2）の2点x，yが次の点表現となる時、xとyは

異なる。

X・（C．Cl．，．Ck－i－lCk－iCk－i。、Ck一。。．．．Ck－1）

y・（Ci－ICi．．．Ck一。Ck－ilC。’ Cl．．．．．．．Ci一。）

ただし、co≠co1，ck－1≠ck一ぺかつ2≦i≦k。

証明1k＝2の時は明らかであり、k≧3とする。x＝yと仮定し矛盾を導く。xの

   各桁を。。（p・O，1．．．k－1）とすると、仮定より次のk個の等式が成立する。

    P＝k－i，k－i・1の時 c。＝c。’

    P≠k－i，k－i・1の時 c、二。。

     ただしP・（i－1）…q（modk）          （4．7）

    上記k個の等式x＝yを表現する等号グラフを考えると、点。。と。。．iは出次

   数1，c。’と。k－1’は入次撃1、その他の点は入次数1出次数1となる。等号

                   4 8



   グラフの各点の次数から、c。，c．1，ck一、，ck一、’の等号関係は次の2つの場合に

   限られる。

   （場合1）C。＝C。一≠Ck－1＝C。一ゴ

    C。≠C。’に矛盾する。

   （場合2）c。＝cト、’≠c。’＝ck－1

   C。とC、、 C。’とC1は各々X，yの点表現で隣接するからC．1≠C、，C。≠C1であ

   る。従って、c。，c。’，c1は互いに異なり、等号グラフは3つ以上の連結成分が

   存在する。そのiつは、C6，C。’，Ck．1’Ck－1は含まずC、を含み入次数1出次数1

   の点のみで構成されており、有向ループとなる。等号グラフの点数はk・2であ

   り、有向ループ上の点数はk－2以下である。有向ループ上の点を。。、ループ上

   の点数をmとすると、式（4．6）より

    x＋（i－1）・m…x  （㎜odk）

     （i－1）・m 三0 （modk）           （4．8）

   が成立する。また、Ck一、＝C。’よりある値m’が存在し、

    k－1＋（i－1）・m’…0（mod k）

       （i－1）・m1 …1 （mod k）

   が成立し、i－1とkの最大公約数は1となる。 従って、式（4．7）より

    m…0  （㎜odk）

   が導かれ、ループ上の点数mがkの倍数となる。これは、ループの点数がk－2

   以下であることに矛盾する。                   ■

［性質4．5］G。（d，k）において、dis（u，v）・2なる点uからvへの道Pと道Qsは独立

である。

証明：性質4．3と同様。                      □

［性質4．6］G。（d，k）において、dis（u，v）昌2なる点uからvへの道PとRtは互いに

独立である。

証明：点Pと点r・．j（j・1．．k・1）が異なることを示世ばよい。両者の点表現は次のとお
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りである。

P＝（a1C，C。．．．．Ck－2b1）

rr。、、＝（a1C、．．．．C。一。y。）
｛

r。．。＝（C。一1．．．C。一。y．Z．C1．．．C。一。）

r。，。。、＝（z．c1．．．．ck一。b、）

j・2，．．kの時

   b1≠ytよりp≠rt．1，a1≠ztよりp≠rt．k・1となる。 p≠rt．j（j目2．．．．k）につ

   いては、a、を。。、b、を。。一1，y。を。k一ぺ、z。を。。’と置けば、c。≠c。’、

   c。一、≠ck一ぺとなり補題3より示せる。               ■一

［性質4．7］G。（d，k）において、dis（u，v）・眈る点uからvへの道QsとRtは独立で

ある。

証明：点q。，iとr・，j（ト1．．．k，j空1，。，k・1）が異なることを示せばよい。

   q、．F（a，C。．．．．C。一。X、）

   q、．ビ・（cH．．．ck一。x，cI．．．ci一。）ト2，．．k－1

   q。．k＝（x．c、．．．．ck一。b、）

   r。．1＝（a，C1．．．．Ck一。y。）

   r。．j＝（cj一、．．．ck一。y．z．c1．．．cj一。）j・2，．．k

   r。．k州＝（z．c1．．．．ck一。b1）

   q、．、≠r。、j，q、，k≠r。．j（j・1．．．k・1）についてほ、各々x、をb1に、x、をa1に置

   換え性質4．6と同様に示せる（k＝2の時は証明終り）。また、q、．i打・，1

   （i・2．．k一工）については、x、を。トペ、aiを。。、y。を。k一。とし補題4．2より導

   ける。q、，・≠r・．k・1（i・2．．k－1）についても、同様に補題4．2より導ける。従

   って、q、．i≠r。．j（i・2．．．k－1，j宮2．・．．k）を示せばよい。q、．i＝r．ljと仮定し等

   号グラフを作る。x、は出次数1，y・とz。は入次数1，ci．1は入次数1出次数2

   その他の点は入次数1出次数1となり、x、，ci一、を含む等号グラフの連結成分

   は図4．6に示す2つの場合に限られる。従って、x、からy。（またはz。）への

   道が存在しX、≠y。（またはX。≠Z。）に矛盾する。           □
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X．   y・O…            y。
ト■→○        ／○
   ・、．ユ      X・   』’iユ／
、／ 、、・・一・・O1“一｝一一寺＼、、

        ）           ＼○
＼

        ／

 場合  1          場合 2
図4－6 等号グラフにおいて点X、と点。 i－1を含む連結成分の構造

［性質4．8］G。（d，k）において、dis（u，v）・2なるuからvへの道QsとQt（s≠t）

は独立である。

証明：性質4．4と同様。                       ■

［性質4．9］ dis（u，v）国2なるuからvへの道RsとRt（s≠七）は独立である。

証明1点r、．iとr・．j（i・1．．．k・ユ，j・1．．．k・1）が異なることを示せばよい。

   r。．、＝（a，C、．．．．Ck一。y、）

   r、．i ＝（ci－1．．．ck－2ysz，c1．．．ci－2）  i・2，．．kの時

   r。，。、、嵩（z，c1．．．．cト。b1）

   rt．1  ＝（a1C1．．．．Ck＿2yt）

   r。、j 白（cj一、．．．c。一。y．z．c1．．．cj一。）  j・2，．．kの時

   r。．k．1＝（z．c、．．．．ck一。b1）

   i≦jと仮定しても一般性を失わない。r日．1≠r。．j（j・1．．．k・王）はy。をb1と置

   けば’性質4．6と同様に証明できる。r。、、≠r。．i（i・2．．．k）はy、≠y。より導け

   る。r。．i≠rt．j（i目2．．．k，j・2．．．k・1，i＜j）は，y、を。k－1，z、を。o，ytを。k－1’、

   z。を。。’と置き換え両者の点表現をk－i桁左ヘジフトする事により、

   補題4．3より導出できる。また、r、．k。、≠r。．。。、はz、≠z。より導出できる。

                                     ■

 上記5つの性質より、距離が2となる点uからvへd本の道が互いに点独立である

ことが示せた。これより、次の定理が導かれる。
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［定理4．2］ KautzグラフG。（d，k）（k≧2）において、dis（u，v）≠1なる点u

からvへの道p，Qs，Rtは互いに独立である。また、点直径罹障度について次式が成

立する、

  K（s；G。（d，k））≦k・1（s・1，．．．，d－3）

  K（s；GK（d，k））≦k＋2（s＝d－2，d－1）               （4．9）

証明：定理1と同様。                      ■

4．4 下界値の比較

 本節では、4．1．2章で導いた下界値1（s，n，d）と前節で導いた直径罹障度を比較

する。

 De BruijnグラフG・（d，k）の点数はdk，KautzグラフG・（d，k）の点数はdk・dk－1で

あり、これらの点数の時の直径罹障度の下界値を求めると、次のようになる。

1（s，dk，d）・r1og。（（s・1）（dk－1－d）（d－1）・d2）1－1

 昌r1o8d（dk＋1・sdk（d－1－1／s－1／dk－1・（s・1）／sdk））1－1（艘「k・1・e1－1）

 誼r1o8。（dk＋1（1・s－s／d－1／d一（ds－s－1）／dk＋1））1－1 （，rk・2－e1一ユ）

 ＝k＋2－1；k＋1  （ただしd≧3，1≦s≦d－2）

1（s，dk・dk－1，d）・r1o9。（（s・1）（dk・dk■1－1－d）（d－1）・d2）1－1（；rk・1・e1－1）

 ・r1o9。（dk＋1・sdk（d－1／d－1／sd－1／dい・（s・1）／sdk））1－1（・rk・2－61－1）

 ・r1og。（dk＋1（1・s－1／d2一（ds－s－1）／dk＋1））1－1

 ＝k＋ト1＝k＋1  （ただしd≧2，1≦s≦d－1）

 従って、定理4．1，4．2内の式（4．6），（4．9）より、

K（s；G。（d，k））＝1（s，dk，d）   s・1，．．d－2

K（s；GK（d，k））＝1（s，dk÷dk‘1，d）  s，1，．．d－3

       ≦工（s，dk・dk■1，d）・1s昌d－2，d－1

となり、De BruijnグラフおよびKautzグラフの直径罹障度は下界値に比べ高々1大

きいだけである。

 また、下界値と一致した場合は、式（4．6），（4．9）の不等号は成立せず式（4．4），

（4．5）が導かれる。
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4．5 ルーチングアルゴリズム

計算機網においては、通信のための径路選択（ルーチング）アルゴリズムが必要と

なる。特にビルディングブロック型のマルチプロセッサシステムでは各点（マイクロ

プロセッサ）の処理能力が小さいため、簡単なルーチング・アルゴリズムでなければ

ならない。

 De Bruijnグラフ及びKautzグラフでは、4．3節の検討より簡単なルーチング・

アルゴリズムが導ける。以下ではこれを示す。

 各点は、前述の点表現（a・．．．a・）で表現する。

また、点（a，a・．．．ak）より点（a・．．．akS）への枝はSで表現する。

 メッセージは図4．7に示すように発信アドレス（sender address）、着信アドレス

（receiver address）、メッセージが通過する道を示すタグ（tag）、及びメッセージ（m

essage）で構成される。タグは道表現の先頭k桁を取り除いたものであり、タグの桁

数は道の長さに一致する。

S A     R A TAG   M A

sender  receiver
add。。。。。dd。。。。t・9message

［メッセージ組み立て］ 発信点では、発信アドレス、着信アドレス以外にメッセー

ジが通過する道を指定するためのタグを作る必要がある。道は、前章で述べたd本の

道p，Rs，qtのうち最も短い道Pをまず選択する。もし、道Pによりメッセージ転送

ができない時は、残りの中で最も短い道を選択する（迂回選択）。この迂回選択を繰

返すことにより、De Bruijnグラフではd－2個、Kautzグラフではd一ユ個以下の

障害点がグラフに含まれても、通信が可能である。
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［メッセージ転送中継］ メッセージが送られてきた点は、着信アドレスと自アドレ

スを比較し、自分に送られてきたメッセージか中継するメッセージかを判断する。も

し、中継するメッセージの時は、タグの先頭桁で指定される枝にメッセージを送出す

る。その際、タグは左に工桁シフトする。各中継点が、この動作を行うことにより、

メッセージは、発信点で指定した道を通って着信点に届く。

 図4．8は、 KautzグラフGK（2，2）における点（01）から点（20）へのメッセージ転送

の様子を示している。発信点（01）で1ま、最初に第i経路（道P・［0120］）を選択しタグ

を20＊＊としメッセージを組み立てる（メッセージ形式でタグのために用意する桁数は

最大の道の長きk＋2あり、＊は適当な数でよいことを示す）。次に、点（O1）はメッ

セージ転送動作に移る。タグの先頭桁が2であることから校2にメッセージを送出す

る。この際、タグを左へ1桁シフトし0＊＊＊とする。メッセージを受取った点（12）は、

着信アドレスが自アドレスと異なる事およびタグの先頭桁が0である事から校0にメ

ッセージを送出する。もし第1方略でメッセージ転送が不可能な場合は、迂回経路と

して道Q。国［010201を選択しタグを020とする。

         （81）

TAe、、、制1＼・
           、丁舳＝ 1
         （1a）ソ㈱
    2      ，2      8
              －              1

    2 （21） （a2） 2

         1
      1     AG・
  （12〕     榊＊〔28）
         9

期ESSAG亙  S＾ RA TAG  HA

 first：  01 2a 26＊＊

 second： 81 29 a28＊

一一→first path1a12②1
一＿一

№唐?モ盾獅?path［816291
T＾G＝＊＊＊＊

’4．8 KautZ“一フこ’‘ メ・・セージ’’
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4．6 むすび

 De Bmijnグラフ及びK舳tzグラフが、第1経路だけでなく迂回経路も準最小であ

ることを示した。また、簡単なルーチングアルゴリズムが存在する事を示した。

 点（枝）の障害時、迂回経路が特定の点または枝に集中すると、大幅なデータ転送

遅延が起こる（これはボトルネック問題と呼ばれる）。De Bruijnグラフ及びKautz

グラフでは、迂回による負荷の増大はグラフ全体に均一になると予想され、この問題

を解決する一構成法となる可能性がある。今後、これを定量的に見積る予定である。

また、実際に適用する際は、障害点の検出及び通知法、障害時のメゼージ再送法につ

いても検討する必要がある。

 本章の結果は、線形構成法で構成されるグラフの中で特定の点数の場合に対して直

径罹障度を明らかにしたものであり、すべての点数については解っていない。計算機

による計算結果から、任意の点数についても直径罹障度は下界値に近い事が予想され

る。これを示す事は今後残された課題である。
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婁善5章 糸吉  言命

 本研究では、高信頼度通信網を構成する上でいかなる網トポロジーを基本にするか

が重要な問題であるという着眼点から、グラフ理論の立場から直径最小グラフが通信

網を考える上での基本となる三つの評価尺度（即ち直径、連結度、直径罹障度）すべ

てに対し優れた性質を持つことを示した。つまり、直径最小グラフを基本として網を

構成することにより、高信頼度・高能率な網を構成可能であることを示している。

 本論文で示した結果を要約すると次のようになる。

（1） 第2章では、2つの直径最小グラフ構成法を示した。本構成法は、任意の点

   数n及び最大次数△に対して構成が可能であり、構成されたグラフの直径は下

   界値に比べ高々i大きいだけである。また、平均距離についても下界値より

   高々0．3程度大きいだけであることが計算結果より期待できる。

（2） 第3章では、直径を最小化する事が結果的に信頼度の評価尺度である連結度

   を最大化させることを示した。主な結果は次の通りである。

   ① 任意のグラフGの点数n、最大次数△、最小次数δ、直径D、点連結度κ

    枝連結度λに対し次の関係が成立する。

        n（△一1）       n（△一工）
    κ≧             λ≧min｛        ， δ｝
      △D＋△2一△一1        △D－1＋△2－2

   ② 第2章で示した線形構成法により構成される直径最小グラフの連結度は最

    大値△より高々i小さいだけである。

（3） 第4章では、迂回経路の最大中継段数（即ち直径罹障度）について考察して

   おり次の点を明らかにしている。

   ① 直径罹障度の下界値は、最大次数△と点数nの関数として導出できる。

   ② 第2章で示した線形構成法により構成される直径最小グラフの部分集合と

    なるDe Bruijnグラフ及びKautzグラフの直径罹障度は、下界値に比べ高々

    1大きいだけである。

   ③ 上記グラフでは、障害対策用のルーチングアルゴリズムが簡単に実現出来

    る。
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 今後の課題として残された問題は数多くあるが、最も重要なものはr構成するため

の複雑さを如何に評価するか」である。本論文で扱った3つの尺度はいずれも構成さ

れたトポロジーを評価するものである。しかし、現実に網を構成するための困難さ

（例えば通信網では建設コスト、建設時間など。プロセッサ相互結合網では配線長な

ど。）を加味してどの網構成にするか判断すべきである。現状では網を構成するため

の複雑さを反映するグラフ評価尺度はなく、この種の研究が盛んになることが望まれ

る。

 本論文の結果は、高信頼・高能率な網を構成するためのバックボーンを与えたもの

である。特に、企業内通信網、計算機網、プロセッサ相互結合網など各種の網に共通

した技術基盤となるものを主に検討した。実際に網を構成する場合は、そのアプリケ

ーションに依存した各種の解決すべき問題があると考えるが、本論文の成果が役立つ

ものと確信している。
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