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緒      論

 本論．文の主要な目的は，大きな変形を伴う連続体の非線形問題を厳密に扱う

ことができる増分形g有限要素法を定式化し，」これを大ひずみ大変形の弾塑性

問題に適用して，それを解析することにある．

 最近の科学技術の飛降…的な発展とあいまった機械の高速，高性能化，構造物

の大型化に伴い，機械および構造物に課せられる作動条件が極度に過酷に在っ

ている．このような情勢に対応して，工学の幅広い分野において軽量化あるい

は経済性，信頼性の面か．らの高度な設計法の開発およg確立の必袈性はますま

す増加している．

 しかしながらこのような工学的な要請に対して，理論的な解析が十分納得の

ゆ．〈解答を与え・てい友いのが現状である，高度凌設計法を確立するためには，

幅一広い研究，開発が必要であるが，その甲でも応力，ひずみなどの解析におい

て指導的な役割りをする構造解析の手法の擁立が必要である、

 ところで現在機械および構造部材として広く一般に使われているのは金属で

ある．これは弾塑性的挙動をするもっとも代表的なものである．したが｛て，一

厳密な弾塑性解析は，設計の正確な基準になるという実用的な面での重要性に

加えて，塑性加工．低サイクル疲労，延性破壊などの分野における研究の基礎

となるもので，その解析万法および計算万法の早急な開発が望まれている．

 いっぽう最近活発になっ・てさている，連続体の非線形問題の解析には大別し

て解析的在手法と数値的率手法が用い亭れてりる．解析的な手法で厳密な閉形

の解が得られるのは，理想化の条件がそろった特別な場合である．（1）’（2）

 しかし工学上遭遇する多くの問題は複雑で苧り・形状・材料特性・境界条件

の極端な理想化によつて閉形の解析解が得られたとしても，それが直接設計な
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とに寄与するよう在デ』タと左らないことが多い．したがってより実際的に現

象の把握ができるような解を得るためには数値的あるいは実験的左手法を用い

ることが重要となっている．

 ところで，この数値的な解析方法には大別して二つの考え方がある．．一つめ

方法は，連続体の運動を規定する厳密庄方程式を定式化して数値的に近似解を

求めようとするもので，教学的近似法と呼ぶことがで蓉るものである これに

対して他は，連続体を理想化したモデルで置きかえて解を求めようとするもの

で，物理的近似法と呼ぶことができるものである．

 最近のように計算機の大型化，高速化が進んでいる時点において，連続体の

非線形問題の組織的な解析に対して上述の二つの考え方を代表する解法はそれ

ぞれ差分法と有限・要素法である．

 差分法は支配方程式の微分商を差分商でおきかえ，問題を近似的に有限個の未知数に

関する連立方程式の解法に帰港する方法であり，歴史も古く数学的な基礎付け

が十分行なわれている．いっぽう有限要素法は，連続体を有限個の要素に分割一

して，その要素個々の支配方程式の集合として連続体の運動を数値的に解析し

ようとするものである．この方法は差分法に比べて歴史は浅いにもかかわらず

最近目ざましい発達をとげつつある．この理由の一つとして最近の計算機の大

型化，高速化があげられるが，これにまして有限要素法は問題の記述がマトリ

ックスあるいはチソソル記法によることができ，・計算機のプログラムに適して

いること，任意形状に対して，境界条件の導入が簡単であること．一般に場の

問題をはじめ，偏微分方程式の解析に対レて応用で蓄るというきわめて広い適

用性をもつことなどのためであると考える．

              、（3） 有限要素法はJ↓・Tumerり  の先駆的な論文につづいてそれ以降構造問

題，連続体問題の解析において幅広い研究と応用がなされて，塊在てば線形問

題の解析に対レでは完成の域に達しており多くの著名な教科書（4）～（7）を手に
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することができる．線形問題の解析における有限要素法の驚異的な発達の後，

研究者および技術者の目標は非線形問題の解法へ向けられ，これらの方法の拡

張が試みられている．

 一般に上述の非線形性は，材料的および幾何学的を二つの要因によつて生じ

ることが知られている．前者ぱぴずみがいわゆる弾性限を越えた後に示すよう

な構成I方程式の非線形性であり，後者は変形が太さくたった場合形状の変化お

よび変位によって生じる支配方程式の非線形性である。

 これら非線形問題の中において，微小変形の仮定のもとでの材料非線形問題

の解析は，増分南な取り扱いによって構成方程式が線形化され各増分量に対し

て線形弾性問題の場合とまったく同じ計算方法で処理できるという簡易さから，

P．V．Marca1ら（8）の荷重漸増法による弾塑性有限要素解析方法が発表され

て以来非常に多くの研究が公表されている．（9）～（1ア）いっぽう棒，板，かくの

ように微小ひずみの仮定のもとで大変形を考慮する幾何学的非線形問題（18）に

対しでは独自の近似的な解析方法が展開されている．（6〉（19）～（22）

 ところが工学上遭遇する問題の多く，たとえば塑性加工，延性破壊，クリー

プ，超弾性問題などにおいては変形とともにひずみも大きくなり変形挙動はき

わめて複雑な様相を呈する．このような問題に対しでは連続体力学の分野にお

いて一ｻの。基礎が確立されている厳密な理論を導入レて，理論的に正しい有限要

素法の定式化を統一的に行なうのが正統であると考える．

 」．T・0d、、 6研究（23ト（28）はこのような考え万に立った一つの代表的な

もので，連続体の非可逆過程の熱力学から構成方程式の非線形性および大ひず

みを考慮した厳密な有限要素法の定式化が試みられている．．しかし友がら，ご

く最近まで一部における評価（29）・（30）を除いてこのべう友取り扱い方を，有蜷暮

乗法の実用性のみを追求するあまり，一般に回避しようとする傾向（31）にあっ

た．ところが，一 ｶ隈袈乗法の歴史を見ても明らかなように，従来困難とされて
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いた計算が，数年もたたないうちに常識化してしまうことの繰返しであったこ

とから，このような厳密な有痕要素法もやがて常識化されることは疑う余地も

ないと考える．現にJ．工Oden らによる非線形弾性問題に対する有限要素法

が契機となり厳密な理論に立脚した有限要素法の重要性が認識されてきており，

本研去以外にも弾難問題に対して適用でさる増艘論（・・λ（・・）による定式

化が行なわれ．二，三の問題に対する解析結果も得られている．（34）～（41）

 ところで大ひずみ大変形問題に対しでは，上述のような運動の面における厳

密な取り扱いとともに有限要素法を実際の問題の解析．に用いる上から大ひずみ

を取り扱う立場に立｛た構成方程式の議論が必要である．構成方程式について

は，非線形連続体力学の分野において高度な研究が行なわれている（42）にもか

かわらず，その成果を工学上の実際の解析に使うことぱきわめて困難な状況に

ある，たとえそれを解析の中に組み込むことができたとしても（26）～（28）よほ

どの近似を導入し庄いかぎりほとんど計算のアルゴリズムに乗らないようであ

る．実際の問題の解析を目的とする場合は，有限要素法の定式過程において矛

盾なく導入できしかも材料特性を忠実に表現することが実証されているような

構成方程式の研究を行なうこともあわせて重要である．

 以上に概観したように．微小ひずみ問題を解析する有限要素法は活発な研究

によってほぼ定着しているようである．しかし幾何学的非線形および材料非線

形を伴う問題に対する厳密な解析方法に関する研究は始まったばかりである．

 本研究においては，構造設計，加工および延性破壊などの分野において基礎

となる弾塑性大ひずみ大変形問題に対して，連動を記述する座標系，構成方程

式および計算方法を総合的に検討し，有限要素法を用いた厳密な解析方法を確

立するとともに，これを崩いて工学上基本的な二，三の問題の解析を行なう。

また有限要素法をモアレ法のひずみ解析部分に取り入れた新しい大ひずみ大変
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形問題の実験的解析方法を提案し，これを用いた解析例を示す．

 有虹要素法の定式化において，物体の運動を記述する座標系として，ある基

準状態において空間座標を物体申に埋込み物体の変形とともに変形する埋込み

座標系を用いる．この座標系は運動の記述が他の座標系に比べて簡単であるこ

と，応力．ひずみの取り扱いが容易であることから，大変形の研究にもっとも

便利な座標系（43）として従来から大変形弾性問題に対して，じはレは用いられ

て」る．（1）I（44）さらにこの座標系は弾塑性体のよう在，これを構成している

物体粒子おのおのが呉広った変形履歴の影響を受ける固体の構成方程式を記述

する上において適している．

 いっぽう解析手法としては，弾塑性体の構成方程式の性質および非線形問題

の線形化の両面から考えて妥当な増分法を用いる．

 第1草においては．厳笹な増分形の有限要素法を導出するための力学的な面

あ基礎理論を展開する．増分形の有限要素法の誘導においては，増分変形後の

幾何学的に未知在量を増分変形前の既知凌状態を基準にして表示し左ければな

らない．そこでまず増分変形前の埋込み座標系を基準座標系として増分形の有

限要素法定式化に必要．な増分量を表示する・つぎにこの関係式を用いて増分形

のつりあい式，有限要素法導出の基娃となるエネルギつ少あい式を導く．

 第2章においては，第1章で導出した基礎関係式を崩いて増分形の有限要素

法を定式化する．このような変形状態の埋込み座標系を基準とした増分形の有

限要素法てば，変形していない状態の直交デカルト座標系を基準としたJ・工

0denら（37～且叫Hibblttら（34も定式化と異なり初期変位によって生じる

複雑な項を含ま在いので，要素の運動方程式は簡潔になる．そのうえ応力およ

びひずみの増分量の横分は加算で処理できるという特徴を有し増分変形前の固

定した直交デカルト座標系を増分変形後のLagrange 座標とするしq hof－

meisterら（35），工S，9uchiら（36） が示している計算方法に見られるよう
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な，各増分ごとのテンソル童の座標変換の必要性はない、この章の後半てば，

特別な要素について具体的在計算のアルゴリズムを示す．この方法によると，

微小変形の有限要素法の場合と同程度の計算貴で厳彊な解析を行なうことがで

きる・．

 第3章においては．前章で導出した厳密を要素の増分形の運動方程式を実際

の問題の解析と結びつげるために，従来から提案されあるいは使われその具体

的な形がわかつている弾塑性材の構性方程式を，大ひずみ大変形問題に対して

矛盾なく一適用できるように．とくに応力およびひずみの増分量の定義に注意を

はらって．修正を行ない埋込み座標系の応力増分とひずみ増分の間の線形関係

として具体的な形を示す．このように修正した構成方程式は，客観箇（frame

indi f ference） を有オる点にお’いて．従来から大ひずみ大変形に用い．られ

ている有限要素法において使われている構成方程式よりも厳密である．

 第4章においては，本論文において定式化した厳密な増分形有限要素法を，

二，三の工学上基本的な2次元弾．塑性大ひずみ大変形問題の解析に適用する

ことによって，その有効性を調べ，さらに実験結果と比較することによって解

析結果の妥当性を検討する．また同じ問題を現在広く弾塑性問題に用いられて

いる有限要素法・によって解析し，その結果と比較を行庄って，この方法が太ひ

ずみ大変形問題に対して誤った結果を与えることを指摘する．

 第5章においては，最近実験的ひずみ解析万法として注目を集めているモア

レ法に，第3章までに導出した有限要素法のひずみ解析部分を取り入れ．有限

要素法の場合と向様幾何学的非線形性に対して厳密な配慮をしたひずみ解析方

法を提案する．この方法は現在多く行なわれているモアレじまのしま間隔の測

定によってひずみを求め．る手法に比べてより簡潔をものである．一なお議論は増

※ けame i－nd i川erence午対する邦訳は見あたらなかったので，本論文では，客観性と

 呼ぶことにする．

                一6一



分変位場の性質から定常，非定常にわけて行ない，定常変形に対して，物体座

標を介した新しい問題の把握の方法を示す．解析例として，非定常変形に対し

では一 C円孔および切欠きを有する帯板の引張りを，定常変形に対しでは平面ひ

ずみ前方押出し問題を扱う．

 なお変位場と温度場が達成した場合の大ひずみ大変形の有限要素法について

も同様に定式化できる．この考えば，流体をどの非構造問題を解析するうえで

重要に在ると考えられるが，この問題は本論文の範囲外のことでもあるので付

録（I）において扱うことにする．

 さらに，付録（口）においては，剛塑性体を仮足して構造物の降伏点を解析

しょうとするすべり線場解法の具体的な物理現象．に対する近似度を検討するた

めに有限要素法を用いて数値実験を行在った結果について述べる．
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第1章 大ひずみ大変形の増分理論

 L1 緒  言

 連続体の運動問題の一般的凌解析の目的は，質量保存則，運動量保存則，エ

ネルギ保存則一，構成方程式，初期条件および境界条件を満足する解を見つける

ことである．

 このような連続体の運動を記述する方法は，大別して空間表示法と物体表示

法の二つがある．前者はEuler表示とも呼ばれ・絶対空問に固定．した座標系

を介してある定まった領域に流入あるいはそこから流出する物体の速度，圧力，

密度凌どの時問的変化に注目する方法である。この表示法は固定壁が境界にな

る場合に便利であるので流体問題に対してよく使われる・

 いっぽう後者はLagrange表示とも呼ばれ物体粒子個々の運動に注目する

方法である．このなかである基準状態において空間座標を物体中に埋込み，物

体の変形とともに変化する座標系を埋込み座標系と呼ぷ・この埋込み座標系を

用し（ると，ひずみに関する情報はすべて座標系の計量テンソルの変化から得ら

れる．また応力の定義も理解しゃすく運動方程式の記述が．簡単になる．このよ

う在理由から，固体力学の大変形論はこの座標系によって記述している場合が

   （1），（44）
多い．

 ところで本論文てば，大ひずみ大変形の弾塑性問題の有限要素法による解析

を行なうことを主要な目的としている・弾塑性体は履歴の影響を複雑にうける

代表的な固体であって，個々の物体粒子の変形履歴が最終的な変形挙動を支配

する．弾塑性体の構成方程式は通常物体粒子おのおのについて増分形式で表宗

           （47），～（49）
するgが合壊的である．    このような樟脳方程式の性質および上述の運

動の記述一の簡明さ，ひずみ、応力の扱い易さから本論文では主として埋込み座

標系を用いて増分形式の有限要素法を定式化する・
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 有限要素法の定式化において，はじめに述べた一般連続体問題の取り扱いと

                                  （1）
同1様な手法を用いるが・それに先だち本章では札E・G干ee皿とW Zerna

のテンソル表記法を用いて増分形有限要素法の定式化に必要な諸増分量を定義

しそれらの間の関係を明らかにする．

1．2節においては，埋込み座標系による物体点の増分的な運動qと！らえ方を示

し，増分変形後の基本ベクトル，計量テノソルを増分変形前を基準状態にして

記述する．

 1．3節においては，埋込み座標系のひずみ増分の取り扱い方について述べ．，

従来の空間表示のひずみ増分の取り扱い方の誤りを指摘する．

 1．4節に荷いては，増分変形前の埋込み座標系を基準にした，法線ベクトル、

面積，体積の増分を求める．

 1．5節においては・増分変形前の埋込み座標系を基準にした，任意の2階の

テンソルの埋込み座標成分の増分量の性質およびこれら増分量と厳密な構成方

程式を議論する場合に重要を、いわゆる客観性を有した変化率（rate）との関

連性を調べる．これは第3章において有限要素法に用いる構成方程式を導出す

る際に重要な役割をする．

 1，6節においては増分変形前後の応力、外力．体積力，慣性力を増分変形前

の埋込み座標系を基準にして表示し，これを用いて1．7節てば増分形のつりあ

い式を求める．

 1．8節においては，前節までに導出した諸表示式を用いて増分変形前後の連

続体のエネルギつりあい式を 増分変形前の埋込み座標系を基準にして表わし、

第2章の有限要素法足式化の基礎式とする．

 1．9節においては・1．8節までに示した関係式を変形していない状態におけ

る埋込み座標系宰基準にして昔き換え一・2．5節における初期状態を基準にした

有限要素法定式化の基礎式とする．．
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1．2 運動

 ある一つの基準状態0dにおける三次元連続体βを考える．（必要で奉れは

この状態を熱ひずみ無応力状態に取ると便利である．）今β上の一つの注目す

る物体点戸。をθ’（H2．三）で勅寺、θ6ぱ点・。の物体座標と呼鮒るも

のである．この物体が・。にあるとき，θ｛は醍曲線座標系ノ（H．2．5）

に対して同じ座標値を有するものと考える．これは00におい下βに曲線座標

系ノを埋込むことに同じである．この連続体は運動し任意の時刻6＝‘にお

いて状態0に移るとき，注目している物体点はPに移り，このときの固定座標

系に対する座標値をノで表わすと、ごめ物体点の運動ぱ

  ノーκ一（θ1，θ2、θ3，・）        （1－1）

式（1－1）が連続体としての運動を表わすためには次式が成立しなければな

らない．

  …1∂ル∂θ／l＞・    」  （1一・）

 本論文で扱う問題はすべて式（1』2）・が成立するものに限定をする．

・。においてク6座標曲線と」致していたσ㌧・…である座標曲線は、連

続体の運動とともに変形して・埋込み座標系を形成する．大ひずみ大変形の連

続体力学を扱うとき，この埋込み座標系は，運動の記述が簡単であるので従来

からよく用いられている．（1）’（44）本論文においてもこれにをらい一貫して埋

込み座標系によって記述をする・

 図1－1に示すように，物体点戸。め位置ベクトルを7，連動（1－1）に

よって変位mを生じた後の同じ物体点をpとしその位置ベクトルを刃，またそ

の上に増分変位4mをうけた後の同じ物体点の位置ベクトルを刃とする．その

とき変位mおよび増分変位∠mはつぎのように表わされる．

     m・二刀 』グ

    ノm＝遮一週            （1」3）
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c

Co

B  3
   θ

9

93

θ1 ぼ2
θ2

1，1機
    p1／P
     θ

θ2

u

「  R R
   X3  t吋

士・t趾

上一士。

            。1O   ×2

              図1－1変形

 変位mを0o．における埋込合座標系の基本ベクトルろによってつぎのよう

に成分表示する．

   ・一ブ9ドσ｛～       （1－4）

 また変位増分」mを、0における埋込み座標系の基本ベクトルθ6にょって

っぎのように成分表示する・

   μ一八千峠一へ！ノ     一（1一・）
r、・摯ｪ変形後0の埋込み座標系の基本ベクトルをぴ で表わすと，式（1』3）
                      ｛
                     』   （50）（1』4），（1」5）から基本ベクトルび乞．び｛ぱ

   峠一（δ㌃十〃11）9ml
   』                     ／

   び1一（δ肌1・”い～     （1一・）

 ここで 「ピ，’i■ゴはそれぞれ幻および吃基準の共変微分を表わす．

          』                6 』ε
左お基本ベクトルび；，べに双対な反変ベクトルび・θぱ
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  σづ・σゾll，乳巧＝δ㌧

によって求めることができる．変位増分4mが無限・小のと一ぎは近・似的に次・式が

成立する．．

  σ㌧（・δ1ぺ・」・㍉1犯）砂π     （1一・・）

・・σにおける埋込み座標系の計量テノソ・θ。ノ，㌦砕せ式（1』6）・

（1』7）から，変位成分によって表示でき次式となる．

㌦一～・～ノ十σフ1｛十炉㌧9、レ

ヘブ～十〃1り十∠・パ；十〃m・ll／4・刀、l11

  －H吃プ十4一切・1・1一ノ十〃一ノ1㌧

ψ昌〆ト戸・4、ノ■I、一印〃㍉、・σmπ〃㍉肌〃1π

二〃一伊m〃ll。一θmノ〃11腕

（1－8〕

〔ここで91ノぱ0・における埋込み苧標系の計量テンソルで。ある・〕ただ

し，変位増分は微小量として2次以上の項を無税レて．いる．

 1．3 ひずみ

・。｛・における物体地点生け付近蛸小線素・∫。・ゴ・・a言

を考える÷れぞれ．の麟の・剰ま，次式で表わされ，ξ51）

lll二1続1！

的ニシ炉〃」    （1一・）

着目している物体点付一近の変形の測度．と一して，線一素の2乗差’を用’い一

  ・∫睾一へ2一；21・θψ      （1－1・）
          リ         （51）
とおく．・ここでγリは埋込み座標系のひずみテンーソル で，式（1』9）・から

  γ ＝五（0 ・』8 ）             （1－11）
   々2．リ む
  また
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応・一・・2一・～が吻5 （1－12）

とおくと，弐（1－9）から

  〃 冒二（ε 一〇 ）           （1－13）
   リ 2 リ  リ

式（1－8）からひずみγリ・およびその増分47リは変位成分にょってつぎ

のように表わされる．

  7ゲ去（・一ノ・り㌧・0。㌧σm㌧）   （1－14）

  〃ゲ去（仏11ノ十・りい      （1－15）

後者を別の形で表示すると次式と在る．

  〃ゲ多（〃11ノ・〃ノ㌧・∠・腕1ハ・0・㌧〃㌻）（1－1・）

ひずみ増舳リによってδの計箆テンソルεεプθリおよびク1ス1ツ

フェル記号戸；ノはつぎのように表示できる・

・バ。リ舳リ      1
  δり一θり日2♂～〃〃
             拠π

  r；ゾ・；ブ・mθ舳〃。、（・1。．ノ・θパ．・一㌦．。） （1－17）

     十ぴ㍉〃へ戸〃ハ、一〃リ．、〕

                               ノ

ここ川ノは・に帥るク川ツフェル1已号で次式で報られる・（52）

2r；フグ（・～・・〃一θ1人ぶ）   （1－18〕

ところでσを物体点」Pにおける速慶ベクトルとして

  ”一”、θ㌧がθε          （1－19）

のように販公表示すると・ひずみ増分〃りは・変形速度テンソル

  ・ゲ差（ψ十・ノい     （1一・・）
に微小時間樹隅〃をかけたもので．後に述べる構成方程式において箆要な役割

をする・またひずみテンソル～は・式（1－10〕・（1－12）から明ら

かなように加算的な螢であってひずみ増分〃  の総和として表わすことがで
                     リ

’14’



きる．これもまた埋込み座標系による取ク扱いの欠きを長所である．

 これに対して，テンソル変換

         ∂θ｛∂θノ

  ”舳＝仏厄恢π      （1－22！

で得られるひずみ増分テニ／ソル4e舳に対応する量を各変形段階ごとに加え合

わせて

  ～        ※
  e舳＝Σ6em

．を全ひずみと定義して，大ひずみ問題を増分ヨ理論を用いて解析を行なっている

 （53）
例  もあるが，一般的に言って，ひずみの主軸が回転す一る場合については，

時々刻々変化する空間座標で定義されたぴずみ増分の和は物理的意味をもたな

い．ただ伸びひずみのみが存在する場合，たとえばバルジ試験のよう衣軸対称

変形の特別在場合に対しではいわゆる対数ひずみに在る．1＝のような限定され

た問題に対して特別を解研方法を示した研究もある．（54）（55）しかし一般には．

ひずみ5mπ ぱ対数ひずみでも在くまた次のテンソル変換で与えられるひずみ

em〃

       ∂θ｛∂θノ

  e舳二～万・研       （1－23）

とも区別しなくてはなら在い1。

 1．4 法線ベクトル，面積，体積の増分

 図1－1に示すように，0，0における物体眉の同じ物体座標を有する表面

に立てた単位法線べgトルをn，mで表わす・ベクトルm・nを成分表示すると

  ・一。己ぴ ，7一オ｛ぴ．    （1－24）

            ∂θ6∂〆    ＿
※ヒ七では・e。ゲ．㌦瓦柵と区別するため㌦冊とした
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式（1』7）を用いると，べ・クトルmの増分量∠mは

  刀m＝m －m
    一〃、び㌧・乞〃㍉、σm    （1一・・）

 ただし m乞＝mε十4m6

ここで計量テンソルρ幻，θリの行列式を0＝de．t〔0り〕，0＝det〔θリ〕

とおくと，変位増分〃が無限小のとき，。式（1』6）からθおよび0の関係

式が得られ，

  0土（・1＋2〃mll。）0        （1－26）

したがって，．計量テ・ソ．ソルの行列式の増分量40は

  〃r卜0－2〃ll．G       （1－2・ア）
いっぽう単位法線ベハルと、微少面積素嫡する・・・…の関係式（56当1ら，

増分変形前後に対して次式が成立する，

  ・；伽如．万1〉τ心      （1一・・8）．

面づクトルの増分量∠（m！ノ）ぱ式（1』27）を考慮するとつぎのように

なる．

  ・（・εω一・；〃m1。棚一    （1－29）
ここで関係式，。、・㌧1を用いると，・式（1－2－9）から微小面積素a∠の

増分量∠（aノ）ぱ

  ∠（ω一（州い・｛〃6）棚     （1－30）

点p，Pの近くの微小体積素を4τ，aτ．で表わすと．質量保存則から次式が

成立する．

  ノη；一π打         （1－31）

微小体積素の増分ノ（aτ）ぱ，式’（1－27）を用・いると

        』          肌                                           、

  ∠（aτ）一6卜aτ一〃1maτ       （1』32・

となる．
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 1．5 2階のテンソルの増分

任意の2階のテンソルノの埋込み座標θ㌦おける反琴および共変成分を

ノブ，～固定座標系点おける反変成分を・り，～で表わす両者は

テンソル変換によってっぎのように関係付けら、れるρ

  ノ  μm∂ノ ノノ、。舳並二吐、  （1－33）
   6ゾ伽∂θ1汐・    ∂κ∂劣
これらテソン・ル量の増分をとると

  〃乞ゾ（〃肌、・σ垣凧〃1刎・α、、〃・1、）箒椛劣・1

｛。μ州、一州、礁・／（1一・・）

またつぎのよう在増分量を定義する．

  ・〃一÷（〃ノ・・6mψ〃、、）／

  ・ん一夫（へ・・6、・ノ、〃舳）／   （1一・・）

上式に，式（1』34），（1』13），（1－15）を考慮すると，

次式となる．

  パiノー・ノノ・壬（・2ψノ十θノ2”）〃伽／

  〃1ゾヘ・去（｝πノ・・ノん）〃佃1 （1一・・）

式（1－34）の（ ）の中の項は，テンソル♂肌の固定座標系ノにおけ
       1

る・・・…一・i・1i・の増分（57！（1－34）。．の（）の甲の項は，テン

ソル・。、の齪座標系κ㌦おける・1・・…の増分（5ア）である・したがって

〃；ノ・M、バそれぞれ埋込み座標系1自における・1・州・・1・…一・i・1川

の増分である．また式（1』35）はJaumannの増分量（57お埋込み座標系に

釣る値である．これを・．・川は（56～・・i．i・…。…、・・ti・・一と呼ん．一

でいる．これらのテンソルの増分量は，客観性を有することばよく壬口られているρア）

と・に・テソンルノリ・㌦の代りに計量テンソル｛㌧を舳ると

が一・今ゲ・ （1』37）
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このように計量チソソルのJaumanmの増分量は零であるのでテニ・ソルの

J8㎜舳nの増分量はもとのテノソルの反変．共変の区別と同様に扱うことが

できる・また式（1－37）から推測できるように・計萱テノソルが0りの座

標系における対称テンソルの不変量

・、一・6フ川・2㍉・、、ノ‘ψ

I、一 jo、〆、、ノmか∠伽

｝

          ，         短一・
     （1－38）

の増分量をとるとき．Ja口mammの増分量で表わすと

川、一｝れ〃・一・・リ｝‘κ”μi

年・いんノm＾2切 @／（1－39）
計量テンソルの増分量が入ってこないので非常に簡単に在る。一

 1．φ 外力および応力

 物体に作用する外力は2種類ある．一つは物体要素に働く物体力であり．他

は物体の表面要素に作用する表面力である．いrぼう応力は物体内部の仮想的

在面に作用する単位中積あた岬カ÷して麟される・

 ここで。における点pを含む仮想的な面の単位面積あたりで定義した。の点

pにおける応力ベクトルを‘で表わすとC阯。hyの定理にょってつぎのように

表示できる．（58）

  ・一・！ノθノ       （1一・・）

 0の点戸における応力ベクトルをCおよび0における点〃およびpを含む仮

想的を面の単位面積あたりで定義をして．それぞれ3，03で表？すと

ll㌻lll～  （、、、、、

とをり．四種類の応カテ：〃ルを定義することができる．これら4つの応力テ

ソソルの間の関係は．式（1－6）．（1－26）からつぎのようになる．

一18一



   すη呈（1＋4”llm）～ノ

   元6た（δ4・〃ノll、）デ㍍

   デた（δ二・〃ll、）声       （1－42）
 上式において芦ノは埋込み座標系における応力テンソル，プノ，プノは基準状

 態を増分変形前0にとったと解釈するとそれぞれ第1および第2Piola〕

汀㌣C・hトh6応力テジソルに対応する，・

  変位増分〃が微小であると考え，アにおける応力テンソル沙去っぎのよ

 うにおく．

   声＿τり十〃り          （1－43）

 式（1』41）～（1～435の関係および式（1』29）から増分変形後δ

 における応力ベク．ドルチ，0サはつぎのように増分変形前0を基準にした形で

 表わすことがでさる．

∵練11続11111川
  崖・沙σ      一    （1－44）    ・  ノ

 なお，これらの応力ベクトルぱ，連続体表面てば物体に作用している表面！カ

ペクトルぷ，8，。ぶと等しい・したがって

1∴llllllll∴1一・・）

これら表面カベクトルをそれぞれの位置の基本ベクトル成分に分解をすると

  ぷ一’ψ6。ぷ一。抑ε ぷ一帥ε  （1－46）

 ここ．で一

㌻・二㌃｛伸㌧・）・
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表面力には，圧力，摩擦力，集中力などがあるが，その個々の場合の扱い方の

具体的を説明は，2．7節において行在う一

 いっぽう物体力ベクトル∫ぱ物体単位質量あたりに作用する力である．また

加速度ベクトル∫と物体の質量との積は慣性力になり，単位質量あたりの慣性

力ぽ∫に一致する．これらのベクトルの増分変形後の量を汐，∫で表わし，成

分表示すると
                      、  ∫一戸θ1’ 江戸θ1．    1
。、ナ1σ1アー戸ぺ  ／ （1一。8）

なお，増分変形前後0，δにおける点p，アの速度ベクトルを”・〃で表わす

と

llll㍍  ／（、、4、、
また

  たδ   ∫Eo      （1－50）
ここで｛一・’’ぱ物体座標を一定としたときの時間微分を蒙りす．

 さて，増分変形後の戸，戸が

  テ㌧〆十4戸． 月一戸十〃      （1－51）

で表わされるとすると，式（1』48）中の増分変形後の物体力．憤性力ベク

トル万．／ぱ，式（1－6）を考慮すると増分変形前0を基準とした形で書き

改めることができる．

  万一（Fノ十〃ノ十F・〃ノ，I）σ白刃び

・一（〃抑ルペ／（1一・・）

117 増分形の。auchy の運動の法則

増分変形前後。，oにおける各物体粒子に対して運動量保存員1」を適用して，
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増分変形によって生じる応力増分量が満足すべきつりあし（式を導出する、oに

おける物体の表面積，体積，密度をそれぞれメ，τ，ρで表わすと，0に対す

る物体βの運動量保存則は（59）

  ∫A舳十∫τμaτ一∫τρ〃τ   」 （1－53）

ま年いっぽう0に対しでは表面積，体積，密度をそれぞれ4 τ，ρで表わ」し；

応力ベクトル。彦および質量保存則

      』 」                   （一1－54）
  ρaτ＝ρaτ

を用いるとつぎのようになる．

 ∫。。1…∫ρハτイρプJτ    （1一・・）
        τ        τ 一

式（1」44），（1』52），（1』53）；（1』55）からGreen－

Gaussの定理により，増分変形前後に対して局所的なつりあい式

  τ｛・一1㌧・ρ〆一〃

  川ζ・ρア㌧戸     （1一・・）

を得年また式（1』56）2に式（1』44），（1－52），（1』56）
                                     1

を考慮すると，増分量に対する局所的なっりあい式

  2τへ・（τ｛ノ〃mli。・）1㌧・τ乞m（∠ノH。）いρ〃／一ρ〃ノ

                            （1｝57）

を得る．上式第2，第3項ば初期応力がある定めに生じる項一であり，厳密在大

ひずみ理論においては省略下きない項である・またこれらの項を省略して・変

形前後の座標系の区別をしない場合ぱ・いわゆる無限小ひずみ率論にょるつり

あり式に対応する．

1．8 変形状態を基準にしたエネルギつりあ．い式

増分変形前後0，0におけるエネルギづりあい式を導出する．増分変形前0
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において連続体に作用する外力．すなわち体積力刀および表面力がにょる仕事

率Ωは．次式で与えられる．

  ♀一∫μ・炊十∫ぷ・”・   ・一 （1－58）
     τ         A

一般に仕事の変化率は系の工．ネルギの変化に等しい．その工一ネルギには二つの

形態があり，その一つは物体の運動によって生じる運動エネルギκで

  κ一夫∫ρグル  一   ・（1一・φ）
      τ
他ば物体内部に蓄えられる内部エネルギσで

  σ冒∫ρεdτ              （1－60）
    τ
ここでεは0における単一 ﾊ質量あたりの内部エネルギである．

 熱発生を考えない場合，仕事率Ωは運動エネルギκと内音吐エネルギσの時間

的変化割合に等しくなる．しかしr般的には変形にともなう熱発生（もしくは

吸収）があ勿逆に温度変化が変形を引きおこす．また異なった温度の物体との

接触に手り熱移動が生じる．したがってこれを考慮するためには，上述の量の

ほか bの牢人を考牟なくてぱ一なら率い・

 ここで熱源かム物体の単位質量に一与えられる熱量を力とし．単位法線ベクト

ルnを有する面の単位面積あたりの熱流ベクトルをσ’とすると，この面を介し

て物体内部に流入する熱量ぽσ。mとなるので全流入熱量ρぱ

  ρ一∫ρ〃τ十∫グ・dA       （1－61）
     τ       A

とたる。，熱力学の第1法則として知られているエネルギ保存則は

  κ十〇；Ω十ρ                  （1－62）

式（1－62）の被積分関数が十分底めらかで連続性が保証される場合，局所

形の熱力学の第1法員11を導七ことができる なお本論文で扱う弾塑性体は熱の

影響を考慮しないので，ここではqについては触れないことにして議論をすす
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   ※める．

 式（1』62）を成分表示して，つりあい式（1』56）を考慮すると                            1

    ■   ρε一τり・パ11       （1一・・）
一0については，式・・（・1・一62・）の各項に増分変形後ケにおける鐘を代入．した式

が成立する．これを前勘までに示してきたように，増分変形前。を基準にして

表示一を行在って，つりあい式（1’』56）を考慮する．と，次式で表わされる
                   2

増分変形後め局所形の第1法則が導かれる．

  ρ育一（τり・〆ノ・τり〃m11。・τ一秘”ll。）・ノ1㌧ （1－64）

ここで7はδに右ける速度ベクトルアの基本ベクトル♂成分を表わす．
     ノ

 式（1』63），（1－64）を式（1』62）および増分変形後のエネル

ギ保存則に痛いると，増分変形前0に対して（26）

  ∫τρ〆竹・4τり砂ノ．㌧aτ㍗ノ㌣a舛ρへaτ （1一・・5）

増分変形後0に対して

 ∫、ρ（ナノ・〃ノ・ナm”1椛）・ノdτ

  ・4（｛〃乞ノ・τεノ〃11二・1～・ノll、）・ノ｝τ

  一石（タ十パノ十∫m〃一11肌）・プぬ

  ・∫τψ十〃～m”ll。）・ノaτ    （1－66）

式（1－65）もしくは（1』66）ぱ0を基準にして表わしたエ1ネルギつり

あい式である．

1．9 初期状態を基準にした場合のエネルギつりあい式

前節までは変形状態0の埋込み座標系を基準にしてとり扱った．ここでは初

※ qを考慮した場合の定式化は付繍I〕で示す．
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期状態を基準にした場合について同様な議論を行なう。なお考え方の基本は前

節までとおおむね同じで一あるので詳細は省略する一

 初期状態00を基準にした場合・00牟ら0および0から0へ移ることによ

って生じる変位および増分変位，m，amを成分表示すると

  ・一がgrσノ     ユ

  伽〃｛ぺ〃！   ／．  （1一・7）

0，0の埋込み座標系の基本ベクトル峠，峠は、0oの同じ基本ベクトル幻

にょりっぎのように表わすことがでさる．

  峠一（δ肌1＋o刎い島    ／

  峠一／δ㌃十（0m＋〃耽）リみ     （卜68）・

上式において，変位成分σmば有限な大きさを有しているので，反変基本ヘクト

トルノ，ポは，式（1一・）のよ1嫡単な表示はでき伽このように基

本ベクトルを初期状態を基準にして表わすと，前節一までに定義した量はつぎの

ように書き改めることができる．応力ベクドルーま，〆，広，oゴぱ

  に・τεノ（δm＋o肌1）9
     ；   ノ  ノ m
。1一。・！ラ1｛ノ（1椛ノ十へ）・、

アーち芦ノ｛δmノ十（o肌十〃m）レ19、

。7一。・、冷（1・川、）刊δmノ十（・m・〃m）い・椛

                             （1』69）

こ．ごてベクトル。オ，oゴは関係式

  舳一。舳。 ， ㍑ム。7aノ。

を満す量である 表一面力ベクトルぬ寸，0ぶは表面一力が作崩している面上で

  。心㌧。グ  。心㌧。彦    ’ （lr70）
ベク1ル。ぶ，・ぶを成分表示すると
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  。8一。∫2（δ㌃十σmい2。

  月一（。～。州1肌、・（σm・州己1・、／ （1一・1）

また物体力，慣性力ベクトルは

  アー戸（δm6＋σ㍗い皇m

  万一（〆十〃6）｛δm6＋（σm＋〃肌）い9m

  ∫一戸（δ㌦十σmい9m       ｝

アー（んで）～（om＋”m）一己1㌧ （1』・・）

速度ベクトル砂，oぱ

∵㌻∴／（、、7、）
で表わされる．

 さて，ここでふたたび状態0，0における物体刃のエネルギ保存則（1』

65），（1－66）を記述するとつぎのようになる．状態0に対して

へ’ρ・て’0aτ・十∫1。乃㍗1へ一い。｝。十∫τ。ρ。州・。

                        0

                              （1』74）

状態0に対して

  ｛ρ・7・7ゴ1・・4。々㍉，，11．

    0

  一∫戸川∠・十∫、ρ。λル。   （1一・・）
    ノ         0
    0    ＿
ここでユ’；いは吃基準の共変微分を表わす．

上の二つの式に対して，式（1－67）～（1～73）の関係および次式

；1’撃撃欠nI∴

を考慮すると，00を基準にしたエネルギ保存貞uを得る
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状態。に対して

㌃。1・・（lW岬・・／、、序τεノ（l1岬乍㌧aτ・

一∫∠。・Sづ（δW㌧帖十／1。ρ〆（δm＾～τ・

                             （1』76）

状態0に対して

∫ρ。（ナ㌧戸）1δm、・（・m・ハ1、戸、昨・

  τO

・∫巧（1～1‘1）（1・〃21。）ll㌃・（舳・）い㌦ノ洗。

    τO．

  一い・・｛…’∫｛）1δm1・（σm・”）い軌

    O

  ・∫ρ。（〆・〃｛〕1δm、・（σ椛・〃m）㌧応aτ・（1－77）

    τo

 これらエネルギ保存則以外の各氏および量についても同様に求めることがで

さる・

 1．10 結  言

 本章においては．第2章における大ひずみ大変形の弾塑性問題を厳密に解析

するための有限要素法定式化に先だちその基礎関係式を導出した．とくに，こ

のような問題の解析に対して重要な座標系の選択にさいして，弾塑性体は変形

の履歴を複雑に受ける固体であること，および運動の記述を簡単にし，ひずみ

応力の取り扱いを容易にするとするということを考慮して，一つの基準状態に

おいて空間座標を埋込んだ埋込み座標系を用い．変形状態の埋込み座標系を基

準にした定式化を行なった．

 はじめに変形状態の埋込み座標を基準にした物体粒子の運動の記述を行在い，

局し一座標系を用いた場合のひずみ，応力およびそれらの増分の双ち扱い方法を

示すと同時に．従来の空間座標琴示のひずみ増分の取り扱い方に必ずしも正し
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くない点があることを指摘した、

 また同じ基準状態に対して，増分形の基礎式の定式化に必要な諸量を求めた．

この中で2階のテンソルに対する増分量は，第3章の構成方程式の導出におい

て重要な役割をする，いわゆる客観性を有する変化率（r・t－e・）の埋込み座

標表示である．

 このようにして求めた増分量を用いて，変形状態の埋込み座標系を基準にし

たCauchyの運動の法則，エネルギつりあい式を導出した．前者は有限要素法

に限らず．珪界値問題の解析に応用できる．いっぽう後者は第3章において有

限要素苧定式化を行なうときの基礎式である。

 本章の最後では，以上とは異って初期のLagrange 座」標系を基準にしたエ

ネルギフりあい式を導出した・この式を出発点として第3章において示すよう

に初期状態を基準とした有限要素法の定式・化をすることがでさる．
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第2章 増分形有限要素法

2．1 緒    言

 有限要素．法は連続た分布系を離散系におきかえる子法の一つであって，ある

関数が定義されている領域を要素と呼亭れる有限個の部分領坤に分割し，その

中に含まれ．る節点と呼ばれる有限個の点rおけ．る関数値によって要素内部の近

似関数を唯一的に表わし，それを寄せ集めて全領域を再構成して断片的に連続

な関数でもとの関数を近似させる計算方法である．

 弾塑性体を含む一般連続体の場合に対して，有限要素法のうち太論文子扱う変

位法に限定をすると，離散モデルの構成はつぎのようにして行なわれる山は1二

めに連続体を有限個の要素に分割する．そして個々の要素を取り出し局所的な

エネルギつりあレ）式を求め，それから要素の運動方程式歯よ」ぴ熱伝導方程式を

導出する．つぎに求めたこれらの方程式を，連続体としてエネルギつりあい式

を満たすように再構成を行ない連続体の運動方程式および熱伝導方程式を求め

る．

 このように有限要素法においては，個々の要素がエネルギつりあい式を含む

連続体問題の解．折に必要た諸原理を満足するように要素の挙動をモデル化する

ことがまず考えるべき重要た点である．．

 ところで有限要素法の定式化は通常変分原理あるいはエネルギつりあい式を

用いて行なわれているが，これら二つの手法は原理的年．は同じものである．大

ひずみ大変形を対象とした有限要素法の基礎理論を扱ったものとしては，非線

                       （23）～（28）
形弾性間題年対するJ．T．Odenらの一連の研究，     弾塑性問題の解

                （34）         （る5）
折を目標にしたH．D．耳ibbittら  ，lL．D．Hofmeisterら ，
             （36）                   （39）
Y．SeguchiとA．Shindo，  O．O，ZienkiewiczとG，O．Nayak，
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                 （40）      （41）
｛・H・ArgyrisとA・S・Lσムan  1A・Need－eman  の研究がある・

ごめ中でJ．T．0denは変形していない状態の直交デカルト座標系を基準にし

た非線形問題の統一的次取り扱いをはじめて示した．すなわち，一つの要素に

ついて考えられる全エネルギを計算してそれをエネルギつりあい式に代入して

要素の運動方程式および熱伝導方程式を求めている．この方法は，力学，熱力

学の基太法則を直接有限要素法のモデル化に結びつけているという特徴を有し，

変形の場と温度の場が熱力学的に達成する場合，各種のエネルギ消散がある

場合に対して拡張できる．太章では，J・T．Odenの扱い方を発展させて前章

で求めたエネルギつりあい式から要素の増分形の運動方程式を求める．

 2．2節では，ragrangeの内そう関数を変位関数に選び，要素内部の任意

の物体点の変位成分を要素の節点における変位成分によって近似して，有限要

素の増分形の運動方程式算出に必要た諸量をこの変位関数と要素の節点におけ

る変位成分によって記述する．

 2．3節では，1．7節で求めたエネルギつりあい式を一つの要素に適用し

て，変形およぴひずみの大きさに制限されたい一般的な埋込み座標表示の増分

形の運動方程式を導出する．そして埋込み座標系の応力増分とひずみ増分の間

に線形関係が成立する場合に対して，いわゆるマトリックス形式の表示をする．

この節で導出した運動方程式の係数マトリックスと他の研究者の厳密た理論に

よって求められたものとの比較検討を行なう．っぎにこの増分形の運動方程式

を軸対称問題と平面問題に真体化する．

 2．4節では，単体要素を用いた場合について，取り扱い方法および計算の・

アルゴリズムを例示すると同時に，それを用いて一般的な運動方程式を簡単化

する．この手法を用いることにより，従来から用いられセいる微小変形の有限

要素法の場合とほとんど1司程度の容易さで厳密た大ひずみ大変形問題の解析が
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可能にたる．

 2．5節では，初期状態を基準にした増分形の運動方程式を2．3節に準じ

て導出し，埋込み座標表示によ．るものとの比較を行なう．

 2．6節では，前節までに求めた要素の座標系で記述された運動方程式から，

連続体全体の運動方程式を組み立てる一般的な手法を提案し具体例によ？て郡

明する．

 2．7節では，連続体問題の境界条件の有限要素法による表示を行なう．は

じめに，荷重境界条件として境界上に兜いて応力成分および圧力が既知の場合

について考察する、幾何学的境界条件の取り扱い方はO．O，Zienkiewiczら

   （5）
の方法 による．

 また塑性加二〔にお一いてもっともよく出合う．曲面によって弾塑性体の運動が

拘束される場合に対して，具体的な境界条件の表示を行吐う．

 2．2変位一関数
 本論文では有限要素法のうち変位を未知数とする変位法と呼ばれる方法に限

定をして議論をする．ここで行たう定式化は熱発生を考慮しないので，さきに

述べた領域内の連続関数に変位を導入すればよい．なお付録（I）に飴いて取り

扱うような熱発生を考慮に入れた有限要素法においては変位と温度を，また流

体力学を扱う場合は速度，圧力，密度などを対応させるのが普通である．変位

法では，曇素の節点における変位の値に一よって，要素内部ρ変位か唯一的に決

まるよう次適当な変位関数を選択し次げれば一放らない．こごではその関数に

Lagfahgeの内そう関数を用いる・

 さセ，一有限要素内部め俵意の点θm（血＝1，2，3）における変位増分J mの

埋込み座標系の基太ベクトルで定義した反変および共変成分をそれぞれ∠が，
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カ秘．で表わすと
 己

生〃G｛一∠ψ    （・．白1）

 たお本章では，とくに断らたい限りすぺて特定の一つの要素について考えて

おり，表示が複雑になるので要素を区別する言己号はっけないことにす局．

一つの要素内部の増分変位成分〃｛（あるいは〃6）を節点年おける竿分

変位成分幽嘉（あるいは〃〃）で近似するためにつぎのようた関数ψM（θm）

脊導入する．

〃㌧ψm）刈 1
              」    （一2－2）
仏一～（θ帆）〃〃  」

式（2－2）において、亙についてもテシソルの総和規約を適用しき．その範囲

は要素に含まれる節点数とする．ところで式（2－2）の関数㌦「θm）は

几agrangeの内そう関数で．あり，この関数は要素内部でのみ定義され，座標値

θmが節点のそれと一致した場合1になるという性質を有しているものとする．

このようた性質を有する関数ψWの具体例については藤野（60）・（61），・．・．

Oden（62）が示している．

 式（2－1），（2－2）から増分変位成分め。乞基準の共変微分はつぎの

ように表わせる．

          γ                                     、」

ll∵、∵∴ノ1㌃㍍分1（・一・）

変位成分と同様・要素内部の速度成分㌦，・乞加速度成分戸｛は同じ内そう

関数ψwによりっぎのように近似される

の㌧ψ・峠，リ1ヤ〃1
                ㌧
∫㌧ψ・∫嘉，∫1一ψ｛・1

’

 （2－4）
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以上のように要素内部の変位増分および変位増分の共変微分が得られると，他

の運動を記述するのに必要た量はただちに計算できる．

基太ベクトル，計量チノ！ル，計量テノソルの打刻式は，式（1－6、～（1

－8），（／－26）からっぎのようにたる一

σ乞＝（亭㌘十wぺ乞〃刃）吃

砕＝（δガwの、｛肌〃舟）バ

θ㍍＝θむ十（〆篶十w㌧）∠」m〃
（2－5〕

 θり＝がし〆m0ル（Mパ肌十〃、㌃）〃テM

 G－0（1＋2Wぺ。＾刃）
またひずみ増分∠γ は，式（1－15）カj一ら次式で表わされる・
         む

     1   γ   γ
”ゲす（市1・仏ノ）”γ・  （2－6）

また体積素の増分∠（♂τ）は，式（1－32）から

∠（dτ）一Wぺm〃μτ     （2－7・）

 2．3 増分形の有限要素の運動方程式の定式化

  2．3．1 3次元問題の場合

 ここでは，1．ア節で導出したエネル・ギつり．あい式を，2一．2節で示した変

位関数によって近似される増分変位場を有する二つの有限要素に適用して，こ

れから要素の運動方程式を導く．たお式（1・。一65），（1一一66）に飴ける

積分領域は連続体全体であったが，2．．1節で述べたように，一ここではそれを

一つの要素に取る．

 さて，要素内部の変位場，変位増分場，速度場および加速度場が変位関数

ψMと節点におけるこれらの値で近似された場合，一つの要素に対する，増分

変形前後。，6におけるエネルギつりあい式（1－6－5），（1－66）ばつ

一33一



きのように記述される．一。に対して

∫、ρプψ。㌧ψ・∫、1｛た列1－1パれ

一∫、・1ψ。1バ〃・！、ρ千ノψ・・〆・ （2－8）

τに対して

・∫、ρ（〆・〃～㌦・ノ、州）ψ・㌦打

・∫τ（τεκ・＾ε㌧τε㌦ぺ。州・τ｛㌦・γい肌か咋、み加

一∫∠（∫ノ・パノ・9m〃、州）ψ。1パ〃

・∫、ρ（｛〃ノ〃m。φノ、州）ψ・・パ㍗（・刈

式（2－8），（2－9）において，被積分項に含まれる節点遠度㌧M0ノ〃

は時間のみの関数であるから積分の外へ出すことができる．また式（2－8），

（2－9）はエネルギつりあい式（熱力学第一法員O）であり，要素の任意の運

動に対して成立しなくてはならない・すなわち・任意の節点遠度リ〃㌦

に対して式（2－8），（2－9）が成立しなければならないことを考慮する

と，武（2－8）から

∫τ．ρψ。チ岳ψ。・。1・／、1｛㌦研い

一∫〆ψ。〃・∫、〆ψ。れ   （・一1・）

式（2－9・）から

∫1ρ（ψ〆缶・ψM〃岳・乃ゆノ。ん石）ψ。れ

      εム  〃  6一佐  m  r ｛m  ム・     ノ
 十∫τ（τ 十方  十τ Mφ、m”M＋τ ”φ、m＾左）Mれμτ

一∫∠（∫ノ・パノ・∫mM砂～。～）ψ。〃

・∫、ρ（｛〃～㌦φ～、～）ψ沙 （・一11）

 ところで増分量は微小であり，増分変形餉に完全に式（2－10）を満す諸

量が求まっ千いる一ものと仮定をして，式（2－11）からぺ2－10）を差し引

き整理するとっぎのようになる．

‘34‘



・努〃嘉・いτ乞㌦吋、・1・（（ε）僻十（ξ、釣刈

二〃寿十〃嘉
（2二12）  ※

こ’ごて一上式の各マトリックスはっぎのようになる、

 Mm〃＝ムρψMψ〆τ
（筈）件い乞mべ〃・、㌦打

（多）牛∫、｛＾〃后・1
∠み＝」〃嘉十（冬）傍〃五

∠専一〃寿十（会）蜘・虚 〉（2－13）

  〃嘉一∫ノーパノψM〃〃嘉一∫、〃ノψ〆τ

  （§）猪一∫ノ∫mψ。・〃二μ

  （会）・｛秀一〃へw・！肌れ

 式（2－12）は熱発生を考慮したい場合の有限要素に関する一般的な増分

形の運動方程式であり・00から0への変位の大きさ・ひずみの大きさに制限

されず厳密に成立する．各項に含まれるマトリックス mM κ ノM
                          〃’（σ）び

（冬）1等はそれ干れ質量一111クス（2手、（63）初期応力一11ックス（20’・

（26）’（34）’（64）荷重修正↓トリツクス（26）’（34）と呼ばれているものに対

応し，従来の厳密な理論においてすでに導出されているものと同じ意味をもつ

ものであるが基準座標系の取わ方が異なる．ので式の形が同一ではたい．

い一ぼうマ111クス（ξ）僻は一1ε！の作用する面が増分変形によ一で，

その大きさが寒わるために生じてくる項であり，第2初期応力マトリーックス，

あるいは κ ノM と合わせて初期応力マトリーックスと呼ぶことができるもの
    一（一σ）rπ

である．この↓トリヅクスは，埋込み座標系の応力τ～を用いた定式化で，と

くに圧縮性の物株に対しては省略することができない項である．

帝∠裏ハ／・関係式”・ブ“ノ句を滝だす量である．
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 マトリックス 五ノMは増分変形の間に体積カベクトルを成分に分解してい
       ．（8）rM

る基本ベクトルが変化することによって生じる項であり，体積力修正マトリッ

クスト好ぶことにする．

 マトリックス κル，x ／Mはこれまでに導出されていなかったもの
        （0）rw（B）rw
で，大変形問題を厳密に扱う場合は考慮したければたらない．

 さて，式（2－12）において，これまでに導出された増分形の運動方程式

と著しく異たる点は，上述の二つのマトリックスの他に，初期変位があるため

に生じるいわゆる，初期変位マトリックスが無いことである．埋込み座拝系を

基準とした定式化においては，各増分段階の計算において，その段階の変位増

分が埋込み座標系の計量の変化の形で逐次考慮されていることになるのでこれ

が生じたいのである．また式（・一1・）に鮒るマ／lックス・叫と〃舟

および〃嘉と〃弄との違いも注意すべき点で，マll／クス〃嘉．および・耳

は増分変形前の既知の基太ベク／ル巧によって分解された成分であり・マ1

11クス〃柚よび〃舟は増分変形後の未知な基太ベク／ルσ二により分解

された成分である．

 式（2－12）の第2項は増分形の構成方程式の具体的な形が決まると，式

（2－13）に示されたマトリックスと同じようた形あるいは増分変位を非線

形的に含んだ形になる．たとえば埋込み座標系の応力増分ノτりと・ひずみ増分

∠㌦’の間に線形関係が成立する場合については，つぎのように表現できる．

∠1台〕ψ〃先、  （・一1・）
式（2－14）で表わされる構成方程式で記述される各種材料に対するがパ’

の具体的な形については，第3章において詳細に議論をするが，そのようた材

．料の例として，弾性，超弾性，亜弾性，弾塑性体などがある．がノμは弾性体，

超弾性体においては，弾性定数および変位成分を含み，亜弾性体ではそのうえ
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に増分変形餉の応力成分を亨んだ形になる．

また弾塑性体の場合は，以上のほかに応力空間における応力ベクトルの．位置お

よび接線係数，ひずみ履歴を含んだ形となる．

さて，式（・H・）の五州には応力お干ぴひずみ増分パノ，へ

の対称性からっぎの関係式が成り立つ．

 が〃＝万ノ”＝万バ光㌧が〃   （2＿15）

式（2－14）に式（1－15），（2－15）を考慮して，テノソルの連合

則を用いると

 ∠τり＝が”Zθ〃・ll    （2－16）
          左r   ｛

上式の変位成分を，式（2－3）を用いて表わすとっぎのようになる．

パノー刀州㌧、刈〃左  （・一11）
そうすると式（2－12）の左辺第2項は次式のようにマトリ・ックス形で表わ

すことができる．

・ル生∫、・1へびみれ．

     一∫、五㍗Z・1、刈・傘．1〃舟（H・）

X払いわゆる微小変形の場合の岡1性マ／llク．ス（5）に対応するが，変

形による計量の変化を厳密に考慮している点で太質的に異なる、

 以上で3次元の任意形状をもつ有限要素に対する大ひずみ大琴形の増分形の

運動方程式は求まった．後続の節では，この式を出発点とし一で，軸対称，平面

問題および特定の変位関数ψMについての定式化を行なう・

  2．3．2 軸対称問題の場合

 軸対称問題においては，対称性から子午面内の二つの変位成分により完全に

変形状態を規定できる．ただし半径方向変位により円周方向ひずみが生じ，円
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周応力も零でない．したがってエネルギ式に円周方向のひずみおよび応．力が入

ってくることを考慮しなけれぱならたい一ここではこれを考慮して，2．3．

1で求めた結果を軸対称問題に適用する．

 変形していたい状態において物体中に円柱座標系θ｛を埋込む．この座標系

の1，2，3方向はそれぞれ物体の半径，対称軸，円周方向に対応している．

変形していない状態における〆座標系の計量テノソルは次式で表わされる．

・ゲ
?C・ε十∴（・一1・）

変形していない状態において零でないクリストッフエル記号は次に示す3個で

ある．

・、い・11・，・、：一1・11，．・、1r11 （・一・・）

増分変形後の基太ベクトルは，式（2－5）からっぎのようにたる．

 θ｛＝（δτ十〃＠∴〃舟）σ肌

δ㌧（δ三リ・、ε。〃舟）♂

                   （2－21）
θ。一（1・r、：ψM〃舟）．0。

θ5一（1イ、；ψM〃舟）θ3

なお太節では，とくに断らないかぎり小文字の指標は1，2をとるものとし，

大文字の指標の範囲は要素の節点数とする．また変形状態における．クリストッ

プエル記号は，式（1－18）からっぎのよラに表わされる・

・1、一｛β33・、、，、・、二一一州、、，、一・一・・）

びず争増分は・式（1－15）・（2｝・・）により次式によって求苧る．こ．と

ができる．

     1   「十  一r
ヘノ＝百（M㌦代ノ）”・M   （・一・・）・
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 ψ33．rq、、課へ＾ポ

式（2－3、で，指標隼き一一を含むもので零でたいもの・はつぎの二つである｛二

〆。「。一一r、「、ψW・φ、3。一r，3、ψ・．（・一・・）

式（2－23），（2」24）を式（2－13），（2－18）に代入すると，

軸対称変形の場合の増分形の運動方程式の係数マトリックスが求まり，つぎ㍗一

ようになる．

一M
肌M＝∫、ρψM・ψ〆、

・猪一∫、が商・庄、がrぴか

一∫、五舳θ．后、必φrい、｛ψψ

一∫τ亙333 u・・。・㌔。ψ・・1。ψ・∂1・∫1亙高千33・、、咋、ψ洲ψ1

（さ、係一∫！mべ」〆、レ

イ、133・～；ψ。亙②、㌔・1

・・∫、16vμr二ψ沙

一∫、τ33・、ノ；ψ。ぺ、ψM・1

ド25）

（ξ）怜∫、1㌦4。・か1

一∫、τ33r、｛ψ。r，1ψ。れ

∠叫；〃嘉十（喜）箏〃左

4テ寿一〃弄・（多）伽・五

・（㌫雄一∫〆ψ〃4〃

（雲）・炸∫、ρガー～ψ1

軸対称問題におし・てはリング要素を．用いるので．式（2－25）の体積積分は

リング撃素について，面積積分はリング要素の表面について行なう．

一・R9一



  2．3．3 2次元問題の場合

 2次元の場合平面応力，平面ひずみの場合に限定する。と面に垂直た方向のひ

ずみあるいは応力は零であるから，エネルギ式の巾に含まれる応力あるいはひ

ずみ成分は面内成分のみである．したがってこの場合の有限要素の運動方程式

は，式（2－12），（2－／3），（2－18）において小文字の指標の範

囲を1，2とした場合に対応する．た尭平面ひずみ問題では，変形前に単位厚

さの要素を考えると，上述の3式における要素の体積および表面積はそれぞれ

要素の断面積および周囲長さに一致する老いっぽう平面応力の場合は，要素の

厚さは時々刻々変化していることを考慮する必要がある．厚さ方向のひずみ一名

分∠γ33は，式（2－14）の逆関係

ヘノ＝㌦パ41い ㍉パ（刀州）■1
             危工
から”。・一1州午       （卜26）
として求まる・変形していない場合，厚さ牝であ内だとすると；ひずみγ33

が生じた後の厚さ尻は

H・い十・㌦■  （H・）
となる．

 2．4 単体要素モデルによる有限要素の運動方程式

 単体要素とは，図2－1に示すように，考えている空間の次元数より1だけ

多い節点数を有しその節点を頂点とする一ような多面体要素を総称する．（62）

単体要素においては，要素内部の変位成分が物体座標の1次関数で表わされる

のでデカルト座標系を基準とした単体要素の場合にはびずみ成分は要素内部で

一様になる．したがって応力成分もまた一様になるその結果運動方程式の係数

マトリックスは簡単に求めることができ．他の要素を用いた場合のように数値

一40一



積分を行たう必要はたい．

また計算を行た’う場合，

多くの量が要素内部で一

様であるから，それらの

量を各要素．について1個

だけ記憶すれば十分であ

り，大幅な計算機の記憶・

場所の節約になる．

 ここでは3次元問題に

対して単体要素である4

面体要素について2．3

節で示した要素の運動方

（i；1．2．3）

1
       2θ圭θ1

・θ1

1＼
2

（i：1．2）

3
        θら

θl l

図2－1 単体要素。

程式の具体的な計算のアルゴリズムを示す．な先この要素は基太的なもの。であ

り計算の簡’単さからよく用いられている．

 図2－2に示す

ように空間固定の         ＼＼ ρ一  ＿＿＿。く  倶
                   、・       、、 一一 ρ
                              ＼座標系として直交 ＼∴倶 仙，一・   ∠、
デカルト座標系ぺ  ＼。

（乞＝1，2，3）を

とり変形前におい  一 。昂。・蝋＾

て埋込み座唾系θ乞             s

（H・い）と @  。｛・弓・・
一致しているとする．

たおこ一 ｱでは論旨を        図2－2 有限要素の増分変形

一41一



・」ｾ確にするために直角座標系を選んだが・これは斜交座標系につ1ハてもまった

く同様である．また一般的次曲線座標系を選んだ場合においても．それを要素

ごとに区分的に斜交座標系であると近似することによってまったく同様に扱う

ことができる．

ここで直交デカル1座標系の基太ベク1ルを・｛圭・6（1一・，・，・）で表

わす．変形する前に連続体を構成している任意の要素の内部め点POあ空間座一

穣θ‘が物体座標となる・連続体に加わる増分的．な内的および外的な作用一とよ

って生じる連続体め運動とともに物体点の空間位軍がぞO，．Pl P2，… Pm，
                           ，                   →・         一一一中
P・・1・．．’に移ったと考える・触・P・ろ，．．．P切二．P・・1，。．．．は

微少量であると仮定をする．点P1の位置ベクトル車は次式で表わせる．’一

 ぶ ・＝7＋〃  1         1

ここで

       三 ＝〃。店
 ”1＝μ1e危・μ
基」太ヘクトルは，式（1－6），（1－7）からつぎのようにたる．

9，一（δ1・㍗｛）・1・ユ（2．28）

で㌧（δい沁、1 」
  1          1．

・論体の頂点を節点とするよ？た要素の場合変位関数ψMはつぎのように表わ

される．

ψ｝一αパ㌦が  ・  （・一・・）
ここで㌦β。｛は要素の節点の座標θ多・（1－1，・，・，∫一1，・，・，・）

によって表わされ（62）

、、一・
?ﾆ”、、κε、ノム州1隻

     ，f
β・椛＝ ｦ口ε舳沽パ㌦（・）あ々（・）ろ・1（・）

ただしε〃〃馬㌦μは順列記号，石〃（肌）はε＝m，三キmのときそれぞれ

’42’」



1；．1多をとる定数であり・ま大1。は・面体の変形をしてい次い状態におけ

る．体積を表わす．

 式（2二2－9）から，基太ヘクト牛（2－28）はつぎのようにな．る一

                、91一（δ隻十β篶小e…（2、、。）
θ｛一（ぺβ∬ゐ坤）・た！
 1
 単・体要素の場合，式（2一一30）ほ示されるように，変形後の要素の座標系

の基太ベクトルは要素内部で一様になる．これは連続体全体の埋込み座標系一を

要素ごとに区分的たデカルト座標系の一集合として一近似してい」ることを意味する。

式（2－30）一を導出した過程’を繰返して行なうことによって，m回目一一の増分

後の要素の衰太ベクトルσ6σ｛をつぎのように表わすことができ一る．

           m  ， m
黛乞一賊・黒、妻簑【1…瞭弗㌦，

ぜ紅一票1・・、  （を．、、）、
 乞   6  Km      K3
雲＝細、三、X。一ド．9・・

一ρ6びK肌j乞。・1
  肌K肌m＿1 嘗 K1

X2 晴ρ  e1Xl

ここに

ポ（1㌻十・1、乞㌘㌣）

鮒一骨一路 （2－32） ※

 乞    ε       ｛
ρ  ＝（δ 一β  4．μ ）
・mKm  Km 班m．mM
一三   乞     K2
ρ  ；ρ   …   ρK｛
mXl mXm   1

＊．mについて和をとらたい

一4き一



また計量テノソルは

    一石一居   居             、
雲ゲ貿刷一票留線1パ

び㌧石7一ρ㌦ノ〆     （。一。。）熱
 肌   m后帆后 肌先肌∫耽一1

δ㌧西｝
  6 m｛mゐ            ・

 つぎに要素内部での計量の一様性を用レくて2．3節で求めた要素の運動方程

式を簡単イ阜する．変位関数が式（2－29）で表わされるとき，要素内部で基

太ベクトルは一様であるから式。（2－3）のクリストッフエル言己号は雲となり

っぎのように簡単化できる．

、籔ノ1－1、乞／5・刈1一｝1 （・一・・）

これを式（2－13），（2－18）に用いると，要素の増分形の運動方程式

の係数マトリックスはっぎのようにたる．

m秀一ρ。∫、伽が1．
      0

傘一が”㌦、β。τβポ1

、書、係一τ｛ノ～βパ
（2－35）

Kμ一τ6左β珊β必左小1
（σ）州

※ 肌について和をとらたい．
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、さ）堵一β脇δく∫ノlmψ

（会、二発二1八千。Fm！｛一

∠べ：ん〃ノ峠μ

〃寿一ρ。∫、〃ノ｝1．
      0

τ辛∫∫∫・θ1・θ2・θリ・τ。．
     T0

（2－35）

 単体要素を用いて変形してい次い状態において琴素ごとに計量が一様である

ような座標系を選んだ場合，式（2－32）から明らかたように大変形をした

後もこの座標系の計量は一様である．これはまた要素内部のひずみ分布が一様

であることに対応する．したがって，ここで示したような有限要素一モデノレを用

いた場合，要素分割を細かくしてゆくと真の解に収束し．てゆくことが保証され

  （5）
る．

 いっぽう平面問題においては，上式（2・一35）に率いて小文字の指標の範

囲を1，2として変位関数ψ∬を次式で表わされるものに置き換えればよい。

                        ＼        1 2   1 2一一一

ｿ1   θ。θ。一θ3θ2

        2  1   1 2
α2 ＝     θ1θ3 ，θ1θ3
    2ノ。

α    θ1θ2一θ2θ1
 3＿      1 2  1 2一

’β11β1．1  θ；一θ：

      ＝」一 θ・＿θ・
β・1β・・ 。ノ ・ 1
         0

．β、、β、2，  θ1」；

1   1
θ。一θ2

ひ1＿一 ﾆ．1
1   3

θ1＿θ1
2    1

（2－36）
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ここでノOは変形前の要素の面積を表わす．

 軸対称問題の場合は，2次元の単体要素を対称軸のまわりに回転してできる

いわゆる3角形リング．要素を用いるのが普通である．この場合も変位関数は，

式（2－36）で表わされ，式（2一．25）はっぎのようにたる．

噌一∫、ρ。叱秘ψ。れ。

    O

x猪一∫、が”・た、伽βいτ

  一∫、が洲。ム、～r，4伽打

一∫、亙舳・、、べ柵μ・・1・∫、が「・、、ψ・・、三β篶れ

ピ隻）壬第一∫、｛。、伽、打

                      （2－37）

  イττ3；以外伽れ・∫ττり卵1戸、二がτ

一∫、τ33r，4ψ。r、ち炉τ

（二）｛等一∫、1～柵β〃小1

イ、τ3㍉・二句二価d．τ

（ξ）堵＝ん∫m伽助、δ4〃

（会）猪一∫、ρ。・・伽伽、δ｛。

       O

（。■。）

 2．5 初期状態を基準にした場合の有限要素の運動方程式

 基準座標系を埋込み座標系に取った場合と同様に，初期状撃の座標系の基太

ベクトル方向に分解した変位，速度成分を2．2節で示したと同じ変位関数ψM
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で表わす．いっぽう，初期状態を基準にした場合，構成方程式（2－14）

はつぎのように書き改められる．

れり＝が川（〃ム1、・σmいσ、1垣） （2－38）

っぎにこれらの関係式を，増分変形前後のエネルギつりあい式（．1－76），

（1－77）に代入すると増分形の要素の運動方程式が求ま一る．

㍗∴lll∴∴（、、、

一ん。㍑㌃岬小硯丁岬

  〃卜∫ノ。〃τ（δ二十汐、㌃％）ψM〃。・

                            ノ

 上式は任意の初期座標系を基準に。した増分形の運動方程式で，導出にあたり

物体力率よび慣性力によって生．じる項は，表面力によって生じる項とほとんど

同鮒形になるためこ叩手記述を省略した・式（・一・・）巾変位昨を含

んだ項がいやゆる初期変位如あるために生じる項で；増分形の運動方程式を非

常に複雑たらしめている．

 基準座標として直交デカルト座標系を畢ぶと式（2－39）はつぎのように

珪る、

い㌦ll・1が〃（ll・1年た唄）仏、r

・τ ﾖ・1（ll・ψいσチ）〕ψへ1・1口 ／（・一・・）

カ・へ＾寸唖一件
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岬、ん岬（、二、伽，バ、へ、、」（、．4。）

       口

式（卜。。一 jは，。．。．・。、、が導出した増分形の運動方程式（・・）に対応

する．式（2－40）に対して単体要素を用いると，簡単化されてっぎのよう

にたる．

〔∴㌻∵∴∴∵∴∵
     γ
  ＝4P    w

∠峠一∫ノ4〃青（δ二十払ψ）ψM叫
     0

（2－41〕

 2．6 連続体の運動方程式の組立でについて

 前節までに要素個々のエネルギつりあい式から有限要素の増分形の運動方程

式を導出した．連続体はこのようにして特徴付けられた個々の要素の集合とし

てモデル化される．ここで連続体としてエネルギつりあい式を満すように，こ

れら要素の運動方程式を構成して連続体の運動方程式を求める．

 一般に，要素ごとに異なった座標系（局所座標系）で要素の運動方程式が記

述されていると，連続体中では同じ節点であっても，そこで結合されている要

素個々の運動方程式中の変位および節点カベクトルの成分は異なった座標系の

基太ベクトルで成分表示されていること欣る．とくに本論文で取り扱っている

座標素では局所座標系の計量テノソルも異たっているので通常行なわれている

方法（5）で要素の運動方程式から連続体の運動方程式を組み立てることはでき

たい．このような場合に対して，一般的な連続体の運動方程式の組み立て方を
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示す．

 まずつぎの指標を定義．する．

 w万： 連続体に含まれ．る要素の数．

 ”，M：総和規約に従い∫その範囲は要素の節点数

 后一，ノ，γ：総和規約に従い，その範囲は．節点の自由度

 K，∫：総和規約に従い，その範囲は連続体に含まれる節点数

 そして要素に対する量には小文字を，連続体に対する量には大文字を用いて

区別する．

                ，（・）居
 要素の節点wにおけるベクトルの成分じwはつぎの変換によって連続体の節

点∫におけるベク1ルの成分・差へ移される．

  べる）冬（1）舟   （H・）

あるいはその逆変換は

 （色）z」・）r2
  uザ∂MγK （・）一1，・，… ，W刀 （2－43）

ここで要素から連続体あるいは逆に連続体から要素への変換を〃書および

代で表わしている．ま抑，（伽はつぎの性質がある・

  （ろ）芸一堵 （2）ト1着 （・一・・）

および

（ろ）筈㍑一1書
（2日．45）

前節までに導出した要素の運動方程式を，改めてっぎのよう一に書く．

（二）

g〃卜〃箏 （2－46）
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上式で示される各要素ごとに異なった座標系で記述された運動方程式を，連続

体の共通座標系へ変換を行たって最終的子連続体の運動方程式を組み立てるこ

とを考える．この共通座標系としてここでは，変形していない状態における物

体座標系を選ぶことにする．式（2－31）を考慮して式（2－46）を共通

座標系へ変換すると一

 ・（θ）  （θ）

  会加分去Jヂ弁  （・一・・）

ここで

地ヨ甘机
（2）

〃舟一緋5多）4一

（ε）  （ε）（2） （ε〕

合猟皇㊨ゲ帯η

（2－48）

つぎにJ．T．Od、（66）が行狂ったと同様の手法で要素の運動方程式を再構成

して連続体の運動方程式を組立てる．ここで連続体の任意の節点Kにおける変

位増分，速度および節点力増分の基準座標の基太ベクトル方向の成分をそれぞ

  左  ・    此                        ゐ
れ”s・σ胚，竹で表示すると・節点において節点力増分”・のなす仕事

率ρは次式で表わせる．

      ム．
  9＝竹σぱ     （2－49）
              （久㌦

これはまた各要素の節点力増分4ρwがなす仕事率の総和に等しい・すなわち

次式で表わされるエネルギつりあい式を得る．

、紗戦”一、乳舳知、

  κ ・
＝4P σ
  K ゐx （2－50、
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上式で示されるっり赤い式がつねに満足されるためにはっぎの関係式が成立し

たければならたい．

  左5－ j  ゐ
  K  ∠乙「 ＝∠7P          （2－51）
   互K  5   K一

ここで

耳1二一ぷ鍬榊秀

   w    （彦）
 た  刀（昌）∬ 〈危
”ゼ（テ）二xμM

式（2－51）は連続体の運動方程式である．

 2．7 境界条件について

 境界条件は一般に力学的境界条件，幾何学的境界条件，混合境界条件の3種

類に分類される．この節では．ヒ述のようだ3種類の境界条件に対する有限要素

法について述べる．

  2．ア．1 力学的境界条件

 図2－3に示すように物体の表面上の物体点Pに作用する表面力＝ベクトル

をぶ，増分変形後同じ物体点戸に作用する表面カベクトルをぷとする．物体表

            り・一｛ノ
面に作用する応力成分を去 ，｛ とすると，表面カベクトルはつぎのよう

に表わされる．

ぷ：、〆σ               蝦・．
   ｛   ノ
ぷ＝。．｛．、（”．、、、．）、左け、、古リ、（淳．。、ぴ）r2－52）

   己  ノ  ち  π       ノ  ブ

＊式（1＿41．）のいゴとは別なものである．
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増分変位∠mが生じる間に変化する

表面力を，式（1－6），（1－29），

（2－52）を用いて増分変形前後

の微小面積〃について表わすと

s

n
  P
   へ

n。

胆

S

c

C

                      図2－3 力学的境界条件

縛一舳一・乞“・ルml、・・㌦ハ1バ〃（用）

ここで

  ノ   リ    ノ   り
  r ＝π ≠  ， ∠「＝冊〃
     ｛           台

とおくと式（2－53）はっぎのようになる．

  一 一     ノ ノ m  m ノ
  ぷ〃一ぷ〃＝（〃十τれ1＋T＾ll）σ〃（2－54）
                  秘     椛 ノ

 つぎに上述と同じ物体表面に圧力が作用する場合を考える．圧力は常に変形

状態の物体の表面に垂直に作用する・したがっ下表面カベクトルはその状態に

おける単位法線ベクトルのスカラー倍になる．増分変形前後の圧力の大きさを，

ρ，ρで表わすと，表面カベクトルは

  ぷ：ρ、oε㌦
     乞．  ノ

  颪一7δ乞々        ／・一。・）
      6  ノ

   一（ρ・〃）（、。ノ孔）（θ㌧〃6ノ）（σ。〃）
          ε  6        ノ  ノ

式（1－6），（1－8），（1－29）飴よび上式から，増分変位∠mが生
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じる間の圧力変化によって表面積♂∠あたりの表面力変化はっぎのよう．にたる．

  一  一             乞m     左   乞m   后m’乞冊     γ
  8♂ノーぶ♂ノ＝π｛∠ρθ 十ρ∠砒．ll o 一ρG 0 θ んll l
         ｛          后         mγ   居

  x6某コノ           （2」一56）
   m

ここで

  m    6肌    肌    乞m
  P＝πo ρ，〃＝πG ∠ρ     ｛         6

とおくと，式（2－56）ぱつぎのように欣る．

  一 一          m   肌  左    m 左m     r
  ぷd∠一ぷコノ＝（∠戸十P∠㏄ll一ア0 G ∠砒11 ）σ♂ノ
                先     ．mγ   后 m

                    （2－57）

以上のように表面で分布している外力の増分的変化をさきに有’ G要素法の定式

化で行なったと同様の手法によって等価な節点力に置きかえる．すなわち式

（2－54）について．は

  一・   ・  ノM  γ       ・、
  峠一〃へ奮、γM＾M   ’

  刈一〆ψ    卜（・一・・）

（さ）㍗一〃火・lm・・ふ／1州

式（2－5ア）については

  巧一イ．・（う、二κべ    ’

  〃え一！ノ〃ノW      ・（・一・・）

（争、lZ4〆。・ン㌦、、・見Jパ）1。〃ノ

とたる．
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  2．7．2 ．幾何学的境界条件

 境界．ヒで変位成分が既知である場合の取り扱いは，運動方程式中の未知変位

を既知変位でおきかえる形で処理ができ．力学的境界条件に比べて簡単である．

ただし数値計算上の処理に多少の工夫が必要である．一般的な方法は，式

（2－51）で表わされている連続体の運動方程式を既知変位を含む部分と未

知変位を含む部分に分割して解く方法である．この方法では，運動方程式の1頃

序を変えることにたり，通常の有限要素法において重要祝されるマトリックス

 此K五  のバンド幅が大きくたるか，あるいはパンドマトリックスとしての取
 4∫
り扱いができなくなる．

 これに対してO．C．Zinkiewi、、ら「5）の方法は，既知変位に対応するマ

      先K
トリックスK’∫の対角要素に大きな数を乗じ，また同時に対応する外力の項

を新しく形成した対角要素と既知変位の積で置き置える方法で，もとのマトリ

    在K
ックスK’∫のバンド幅は変化しない．このようにこの手法は，連立方程式解

法としてきわめて効果的な方法である．

  2．7．3 混合境界条件（剛体からなる境界曲面によって物体の運動が

        拘束される場合）

 塑性加工における軸対称押出し，引き抜き，平面ひずみ条件下における圧延，

帯板の鍛造および2次元切削などにおいては．加工材あるいは被削材の運動が，

ダイス，ロールあるいはバイトなどによって拘束される一この場合のタイス，

ロールあるいはバイト表面上に湘ける境界条件を考える．このような境界条件

の3次元の場合の一般的な取り扱いは困難であるので，実際によく使われてい

る2次元および軸対称変形の場合を取り扱う．

 空間に固定された曲面は，固定座標系による表示方法が他の方法に比べて便
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利で流る．

図2－4に示すような空間

曲面を，＾座標系を用い

て表示する．一般になめら

かた曲面は次式で表わすこ

      （66、
とができる．

    6
  ∬（” ）＝0  （2－60）

 物体の運動を拘束して

いる曲面と物体との聞に

X2

♂

O

  n S

 p m
  』u
R ＿  一    Hつ
 R  P  ’・

       チ
 e

図2－4

  X1
          宇

剛体からなる境界曲面によって物体

の運動が拘束される場合の境界条件

すき間ができたいものと仮定すると，図に示すよう任意の時刻において曲面上

にあった点pが．増分変形によって∠mだけ変位をして移った点，Pもまた曲

面∬上になくてはならない．一したがって∠mは面∬に拘束されることになる．

この条件は，増分変位∠mを

        乞    乞
  ∠m＝∠砒 σ＝∠砒 θ．
       乞        一

                      （2－61）
       乞    6
   ＝一4乙「e＝∠’～∫e
      6       ｛

で表わすと，

     ε     6   乞
  亙（”）＝亙（”十∠σ）    （2－62）

      乞
変位増分ノσが微小量の場合，上式をTay1or展開して第1次の微小項までと

ると

  4一∠．〆一。    一（・一・・）
  ∂”

あるいは式（2－31），（2－61）から上式は
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  担両㌧枇㌧・   （・一。。）
  ・∂〃   m

式（2－63）あるいは（2－64）は一つの未知変位成分を含む一つの条件

式である．残りの条件式は外力の項で表わされる．通常ここで扱うようだ問題

では直接，外力を与えることはでき乍い．この場合アモ1／トンの摩擦の法則を

                         1此
適用すると，面に垂直方向および接線方向の外力の成分が一定値になる．しか

し摩擦係数は＿般に＿定値でたく（とハニ圧力，速度，表面のあらさ，潤滑剤

などによって影響を受けて変化することが知られている．そうであるからこれ

らの変化はなめらかである場合に対して，微小増分変形の聞摩擦係数は一定で

あると仮定する．

 ここで図2－4に示すように曲面の接線が加工材またわ被削材の運動方向と

平行た”1軸とたす角をφ（ノ）で表わし，その点における法線および接線方

向の単位ベクトルをn，榊で表わすものとする．

  m：π・   ，  肌＝mθ   （2－65）     ｛ 乞             乞 乞

歯の幾何学的関係から

lllllll l∴、／（・一・・）

点pに作用する外力をぷで表わし，ノ座標成分に分解すると

  ぶ一∫｛         （ト67）
面に垂直方向の力と接線方向の力の大きさの比をヂで表わすと

  ナニ∫ド光／（∫｛）  ．   （2－68）

あるいは

  ∫1・i・φ十∫。…ψイ／∫1…φ一3。…φ〕（2－69）

式（2－6と），（2－69）から，増分変形に対してヂは変化したいものと
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しているから，

  パ1（・・i・φイ…φ）十パ。（・。・φ十ヂ・こ・φ）

  ↓1∫1（…φ十ヂ・i・φ）斗5。（！“φ二・i・φ巾φ一・ （・2’ア0）

ここで

  〃一坐〃・   （。一ア1）
     ∂㍉

を考慮すると，式（2－70）は

  バ11・i・φ一デ…φ）十パ。（…φ十ナ・i・φ）

  十1∫1寺…φ・デ・i・φ）十∫。てナ…φ一・i・φ）1

  ・1劣〃1・箒〃・1一・ （・一1・）

また式（2－63）を関数φを用いて表わすと

  2     1
”一一〃t・・φ        （2＿73）

式（2－72），（2L73）中の外力増分，変位増分を要素の節点における

値と考えて，これらを連続体の増分形の運動方程式に代入することによって未

知変位および未知外力を求めることができる．たおここでは，一定方向にすべ

りが生じる場合に対する一謔闊ｵい方セあってヂが一定としたが，そうで一たい」場

合は・一複雑一であり一，そういう問題に対する取り扱いはまだ解決してい次い．

 2．8 結   言

 太字では・大ひずみ大変形の弾塑性問題を厳密に扱うために第1章において．

求めた，増分変形をしようとしている時刻ピにおける埋込み座標系を基準にし

光エネルギつりあい式を基礎として；熱の影響を考慮しない場合の有限要素の

一般的な増分形の運動方程式を導いた．そして埋込み座標系における応力増分

とひずみ増分の間に線’形関係がある場合に対して具体的な要素の運動方程式の
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係数マトリックスを示した．その結果導出された要素の運動方程式の係数マト

リックスは，質量，剛性，第1，第2初期応力，荷重修正，物体力修正の6個

のマトリックスから構成されている．この中で質量および剛性マトリックスの

みが無限小ひずみの有限要素法で用いられているものに対応し，第1初期応力

飴よび荷重修正マトリックスは他の厳密な有限要素法においてすでに指摘され

ているものに対応するが，第2初期応力歯よび物体力修正マトリックス．が必要

なこと，時刻£における埋込み座標系を基準とした有限要素法の定式化におい

ては初期変位があるために生じてく・る修正マトリックスは現われず運動方程式

が簡単になることを太章においてはじめて指摘した．そしてこ．のようにして求

めた一般的た3次元有限要素法から軸対称為よび平面問題の有限要素法を誘導

した．

 つぎに一般的な要素の運動方程式を単体要素を用いて簡単化を行なって具体

的な計算のためのアルゴリズムを示した一これによ亭と微小変形の場合とほと

んど同程度の容易さで厳密に変形を考慮した有限要素法の計算ができる．この

要素については，微小変形の場合と同様大きく変形した後も計量が一様であっ

て，ひずみの適合条件が保証されているのでその結果解の収束性が保証される

ことがわかった．またこのようにして導出した要素の運動方程式と比較するた

めに，基準状態を初期の埋込み座標系にもってきた場合の要素の運動方程式を

求めた．その結果前者に比べて初期変位があるため。に運動方程式の形が複雑に

なることがわかった．

 他方これまでに要素個々について独立に求めた運動方程式から連続体の運動

方程式を成分表示の形で組み立てる方法として，節点で変位を共通な基太ベク

トル方向に分解して重ね合わせる方法を提案した．

 おわりに実際の問題を解析する場合に問題となる率界条件の取り扱い方につ
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いて．大変形を考慮した立場から．力学的，幾何学的垢よび混合境界条件の各

場合について．これらの境界条件を境界上の節点における条件式として有限要

素表示した．

 太章において定式化した増分形あ有限要素法は，運動学的には厳密なもの．で

あり，増分形の構成方程式が与えら机ると，その材料の複雑な非線形挙動の」解

析を可能にするものである．
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   第3章．弾・塑性体の埋込み座標系を基準

          とした増分形の構成方程式

 3．1 緒    言

 材料固有の性質を表わす構成方程式を求めるときの諸前提および方法につい

ては，連続体力学関係の教科書（5脅（68）に詳しく記されており，それに従

っで大ひずみ大変形を考慮した構成方程式も数多．く提案されている．しかしな

がら，ごく一部の特別なものを除いて・・大部分は実験的検討力作’されておらず

具体的た形が示されていたいので実際の問題を解析することを目的とした有限

要素法．に直接用いることはできたい．

 いっぽう，従来から弾・塑性解析に用いられている構成方程式は その導出

過程において応力．一ひずみの定義およびそれらの増分量が客観性を有．すべきこ

となどにっいては・明確ではなかった・

 このように，第2章において行なった運動に対する厳密た取り扱いと同程度

た近似で，しかも実際の計算に直接用いることができる構成方程式は，今のと

こ1ろ見あたらない．

 本章においては，一上述の応力，ひずみの定義歯よびその増分量が有すべき性

質を考慮に入れた上で，従来から提案されている構成方程式を修正．一般化し

それを増分形の有限要素法に直接適用できるような形で表示する、

 己2節セは，等方均質の弾性体のうち亜弾性体と超弾性体の埋込み座標系に

おける応力増分とひずみ増分の関係を求める．

 3・3節では，弾塑性体に対して・弾性ひずみが十分少さく大ひずみ域におい

ても弾性ひずみと唾性ひずみの達成効果は現われず，全ひずみ増分は，弾性お

よび塑性ひずみ増分の和で一あるという仮定のもとに，弾性ひずみ増分に対して
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はHookeの法則を，塑性ひずみ増分に対しては塑性ポテノシャルと流れ法則を

適用して埋込み座標系における増分形の応力一ひずみ関係式を導出する．

 3．2 弾性体の増分形の構成方程式

 太節では，均質等方性の弾性体について埋込み座標系の応力増分とひずみ増

分との間の関係式を求める．

 与えられた応力状態において応力速度の成分が変形速度の成分の同次線形関

数

  ∫εリ：0小胆用     ． （3－1）

であム場合，その物体は亜弾性体と呼ばれる．（69）

なお，上式において∫きりおよぴ㌦4はそれぞれ固定直交デカルト座標系に対

するJaumannの応力変化率および変形速度テ1／ソルを示す．また0むHは，

一般に応力の関数として表わされる。ここでは，式（3－1）を埋込み座標系

がへ変換をして埋込み座標率のJaumannの応力増分バりとひずみ増分

∠γ〃の闇の線形関係として表わす．

 まず，式（3－1）の両辺に微小時間間隔δtを乗じて速度を増分量に置き

かえる．つぎに式（1－20），（1－22）を考慮して，これらの増分量を

埋込み座標系へ変換すると，式（3－1）はっぎのようにたる．

  方㎜一刀m舳”ク・    （卜2）

ここで

   ㌦m 。  ∂θm∂θ皿
  ∠τ＝｛δ6∂”1∂”ノ

            后  4           ∂” ∂π
  方  ：7 δ≠・一一    τ・ ～  ∂θγ∂θ一J

  刀肌・“㌧o  ∂θ”∂θπ∂〆∂θ3
        小かπ1万フ務危丁”
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 0；ノ＝”が応力の1次線形結合によって表わされる場合（69）について，

炉m「8の具体的た形を求めるとっぎのようになる．

  3m仰8〒λG伽θケ3・十μ（oπγG舳十θ舳θ犯τ）

           ，   十リ、加。γ・↓2“θ・πθγ・
              逆

   ・μ・1ザ6・ψ・θ・ψ）・・”θ舳θγ3

   ＋リ’（0mγτπ8＋G肌8τ帥十Gπγτ伽十θ舳τmγ） （ト3）

ここでλ・’ ﾊ，’ ﾘ，μ1・λ”・1’は材料定数を示い，μ以外の定数を

雲とすると，

  B舳γ8二〃伽0「8＋μ（θm「ψ8＋θ肌8θ犯「）  （3－4）

                 2ツμこの場合，λ，μをラメの定数（λ＝ ／（1－2リ），リ：ポァソソ比）とすると式

（3－2）は埋込み座標系の場合の増分形のHookeの法則を表わす．

 構成方程式が（3－1）で示される亜弾性体に対して，内部エネルギ（ひず

みエネルギ）が変形前の状態から現段階．までに生じたGreenのひずみγむの

解析関数として表わされる材料を超弾性体と呼ぶ．均質等方超弾性体において

は・ひずみエネ千ギ㍗ひずみの不変量∫1・∫・，∫・，の関数とレて表わざ

                    （70）れる．この場合構成方程式は次式となる．

τり ｨθ豚（I1｛I・） （ト・）

ここで・．超弾性体の非線形挙坤を増分形の有限要素法に干って解析するために

必要な，式（3－5）の増分形を求める．式（3－5）の増分をとるとっぎの

ようになる．
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”ノー石｛”〃后” （3－6）

ここで

が｝、1：∵τψ

式（3－6）においてひずみエネルギ関数豚の具体的た形が与えられるとその

材料のメノ”が求まる．

 このように，弾性体について，増分形の応力一ひずみ関係（3－3），（3

－4），（3－6）が求まると，その材料の非線形挙動を，第2章で定式化し

た増分形の有限要素法によって解析を行なうことができる．

 3．3 弾塑性体の構成方程式

 弾塑性体の構成方程式の理論は，大きくわけて応力増分がひずみ・増分の関数

であらわされるとする考え方と，応力がひずみの関数であるとする考え方の2

種類がある．前者はいわゆるひずみ増分理論であって，現在の弾塑性論および

解析はほとんどこの増分理論によっている．これは，弾塑性境界があらかじめ

既知でたいことに対する困難さを避ける上で有効である．いっぽう後者。は，い

わゆる生ひずみ理論であって，弾塑性体は太来ひずみ履歴を受ける材料である

から特別た場合（71）を除くと一般的に厳密な定式化を行なうことはきわめて

困難とたる．このようた弾塑性体の構成方程式に関する文献の解説およびリス

1は，進藤572λ（7r）瀬口と北川（30）の解説および展望記靴記事れてい

る、

 ところで大ひずみ大変形を考慮した弾塑性体の構成方程式に対する研究は多

く欣われるようにたり，A．E．Gr，e、とP．M．N。。・・i（川（7ハL．I．
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Sed．v（75），A．O．Pipki、とR．S．Riいin（76）らの研究は代表的たも

のであるが，それらはいずれも弾塑性体の構成方程式として可能た形を示した

ものであって，これを実際に工学上遭遇する問題の解析と結びつけるまえに，

あらかじめなされなければたらたい実験的な検証およびそれによる構成方程式の

具体化はほとんど行なわれていない．

 そこで太節では，塑性ポテンシャルと流れ法則から導かれる弾塑性材の構成

方程式を大びず李大変形問題に対して適用・できるように修正し一般化する．た

お弾性ひずみが十分小さいと仮定するが，これは高速変形する場合などを除い

て一般的に十分成立する．そうするとE．H．L，eおよびb．T．Li、（7ア）．（78）

が弾性ひずみが大きい場合に対して示した弾性ひずみと塑性ひずみの達成効果

については無視できる．

 3．3．1 任意の塑性ポテンシャルから導かれる構成方程式

 一般に大ひずみ大変形を考える場合，応力およびひずみの定義を明確にする

・必要がある．太節においても前室までと同様，埋込み座標系の応力τリとひず

み㌧を用いる・これらの増分量パノ，へは・式（1一・・）・（1

一34）から明らかたように，客観性を有した量であるが・つぎに述べる二つ

の理由によって，弾塑性材の構成方程式においては埋込み座標系に奉ける

           o 一・・・・…の応力増分パりを導入し・これをひずみ増分〃1ノと関連させる

ことにする．

 第1に，3．3．3．3で示すように単軸の相当応力一対数ひずみ曲線の多軸の

構成方程式への一般化が，”ノと〃、ノを関連させることにより容易にた

る．

 第2にJ如mamの応力増分が零のとき式（1－39）から明らかなように，
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応力の不変量は停留するという性質を有して始り，等方弾塑性材のように，応力

の不変量によって構成方程式を表現する場合には応力増分パ…ノを用いるこ

          （79）
とが推奨されている．・．

＿般に応力増分として戸ノ牽用いた場合。降伏条件の記述も簡単に在る・

ところで，式（1－36）から明らかなようにJa㎜an、の応力増分パリ

はO1dr．ydの応力増分」τ6ノと次式で関係付けられる．

  ”一パノ・〆～㌦、 （・一1）

ここで

  〆月一ユ（。ハ、㌧｛、・1。・〃、ノ・。θ〃、〃）
       2

ここでは増分理論にもとずく弾塑性材の構成方程式を，応力増分パ6ノとひずみ

増分〃㍑との間の線形関係

  〃ノーが㌧～    （卜・）

の形で表現して，がノ”の具体的な形を求めることにする．がノ幻が求まる

と，式（3一ア）から式（2－14）のがノ”はっぎのようになる．

  が〃一がμ㌧〆”   （卜9）

・さて，弾性ひずみ㌦（色）と塑性ひずみγ！）の闇に達成はないと仮定

すると・生ひずみ増分”リは

  ∠㌦一へ（e）・へ（戸）（卜．1・）

で表わされる・ここで～（e）お舳一～（ρ）はそれぞれ弾性および雄

ひずみ増分である．弾吐ひずみ増分尭よび応力増分は．一般に
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  ∠㌦（e）一ノψ”、
               十・     （3－11）・

  パむ＝刀乞”〃〃 一

とおくことができる．等方体の場合Hookeめ法則が成立するものと仮定すると，

が㌦よびノWは，式（卜・）およびその逆関係から次のよづにたる・

                   2リがμ4：μ｛♂后ぴ一”十♂40”十  θ三ノθ”｝
                  1－2〃
     1                   〃

ノ州＝�o（㌦㌦十㌦θノ1）／21。リ㌦㌦｝（ト12）

 いっぽう塑性ひずみ増分は流れ法則（47）によって次式で与えられる．

  〃（ρ㌧r〃，τ一∂ヂ／6τけ （ト13）
    リ    乞ノ   り

ここでナは塑性ポテンシャルであり，各瞬間において塑性仕事豚（ρ）のみによ

って定まる（48）と考えて

  デ（16ノ，㌦（戸））一・（灰（ρ）） （H・）

とおく．このとき式（3－13）中のスカラー定数∠λはっぎのようにたる．

  〃＝（τパ肌十五伽〃（ρ））／（〆τ’りτ）（卜．15）
       舳       舳        6ノ

ここで

  五m肌・・∂ナ／∂γm、（戸），グ＝∂ア／a豚（ρ）

                                 （3－16）

〃（1）。一｛～（1）・’ノーτザ三｛、。τγ8

式（3－10）（3－11）（3－15）からノλをつぎのように書き改める

ことができる．

〃一・；！”∠～・1グ1’n冊・・洲・、、一五舳げ肌、

（3－17）
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式（。一1ア），（卜11），（・。1・），（卜1・）からが川は

次のようにたる．

 がノ〃＝がノ”＿r r 3oωリ五ρ9㍑／｛〆τ，mπ十3m”sτ 一五肌肌1
           じω戸9                  γ3

              力   （3－18，
                mπ

 3．3．2 吉村，Edelman－Druckerの塑性ポテンシャル、および移動硬化

     モデルから導かれる構成方程式

 式（3－18）は任意0〕塑性ポテソシャルナに対して成立するものである．

まず吉村の塑性ポテンシャル（48）について考えると

チー P・ψτ’κ紅・㌦（1い    1

  ㌧居、一㌦、・ノZ州・へ川

       1

gリμ＝ vG1居Gル十G｛〆ノ光）

∴lll∴㍍∴㌃㍗∵
                                （3」19）

なお∠は異方性パラメーターで塑性仕事豚（ア）のスカラー関数で変形経路によ

って異なった値を取る．3はBauschinger効果を表わすパラメーターである．

式（ト1・）を用いるとが”中のτ乞ノ，刀11はつぎ心う徹る．

  ㌧一1o小グ｝o耽、ゐヘノGm肌／パLガ㌦（戸） 、

                                   （3－20）

  ｛一μ。左τ’肌乞1’㌧ノ2γ。居（・）τリmτリ㌧・1リノ

つぎにEde1m，n－Dr，ck，rの塑性ポテンシャル（80）について考える．これ
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は次式で表わされる．

チー P㌧（ポ・・舳・ll）／（τ’κに一・居㍗1））l

／W一 m（〃…ソ石）  （ト・パ熱

ここで・は刃・・…i・…郊果を表わすノ｛ラメー女である・この場合㌦・

五6ゾはつぎのキうになる．

  τ、ノー合、ノ左パτ人・／μτ刈） ＼

∴∵∵（∵∵（3－22）

 W二Prag，rが提案して（81）H．Zi egl erが（82）修正一般化した移動硬

化（Kine品t ic Harden ing）のモテ‘レを用いた場合の構成方程式を導出す

   ※※               （。3、
る． 直交デカルト座標系を基準とする塑性ポテンシャル   を埋込み座標

系に書き改めると次式となる．

  デー三（1・ザー・6ノ）（τ・ぺ一㌧）÷。2（卜・・）

      α～：徹1Lユψθべ・
ここで，         3   川

  α、リ は，原点を中心にした初期降伏曲面が後続の塑性変形によって移

動した場合の中心の移動量を表わし，σoは初期降伏応力である．このとき降

伏曲面の移動量璋

  ノα1イー〃（16ジ｛  ． （・．一・・）

で表わざ．れる・∠μは∠ナ＝0一という条件から求まるスカラー量で次式で与えら

※ 式（3．21）は原論文の式を埋込み座標系に変換したものである．
※※ Ba… b i n昌・・効果を考慮する弾塑性体のモデルとしては簡単であるので。この移動
                        （8ア）  硬化モデルは実際の．実用的な計算によく使われている．
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．れる．

      。り
4μ＝7 ∠τ  ／    け

（τ舳一αmπ）グ 一、
        η1π

（3」26）
7 ＝τ・ 一α・．
り  々  リ

 移動硬化の場合も流れ法具リは式（3－13）で表わされるが，スカラー定数

∠λは式（3－15）とは別の形となる．直交デカルト座標系の場合（83）の

ノλは埋込み座標系で表わすと，

       7．．バ4
  〃＝⊥ り      （い27）
     。 グ87
          γs

ここで・は硬化を表わすパラメータで，単軸引張りのとき，式（3－49）で

与えられるプ に等しくたる．（84）この場合がノ”はっぎのようにたる．

  が〃、、州㌦、グ、、”ωが4 （、一、。）

          o7τ8グ 斗3m”8グ グ
             γs         刎π  γ3

一3．3．3、’ @Misesの塑性ポテンシャルから導かれる構成方程式

  3．3一．＆1 3次元問題の場合

 Misesの塑性ポテンシャルは，式（3－19）の特別た場合として導かれ，

次式で表わされる．

  ナー÷｛ll÷2 （H・）

 この場合比例定数4λ（3－17）は簡単化されて次式となる．
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  ∠λ㌧τ｛〃 ／之ブ（ル。1）（．。一。）
         り  3   2μ

したがってがノ㍑はっぎのようになる．

            2μτ・リτ・”

  がノ㍑＝がノ切＿          （3＿31）
            2－2 一’
           一㌫（ア／2μ十1）            3

式（3－31）は直交デカルト座標系において微小変形の仮定のもとに

R．Hi11（85）がP、、ndtl－Re、、sの式を逆変換して求めたものに対応してい

る．来

 3，3，3．2 平面問題の場合

 ここでは，平面問題を解析する場合に都合がよいようにマトリックス形の応

力一ひずみ関係を求める．平面問題では，埋込み座標系θ｛のθ3方向はθ1～

θ2面に常に垂直である．したがって

    13         23

0 ＝0 ＝θ ＝0 ＝0． （3－32）13         23

平面応力の場合は式（3－32）の他に次式が成立する．

          13     23    3る〃1。＝〃。。：方 一τ 一τ ＝0 （3－33）

この場合の応力一ひずみ関係式は式（3－33）を式（3－8）に代入して求

めることができるが，計算がひじように複雑になるので直接求めるほうが簡単

である．なお以下の議論において，とくに断らない限り指標の変化範囲は1，

2とする．また記述を簡単にするためにっぎの表示を使う．

※ 現在，微小変形弾塑性問題の解析に広く使われている山田一の弾塑吐マト心ックス（8斗ま

 R．Hi l1のものと同じである．
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                                   、

  〕㌦1τ一1〃、、〃2、〃、、1〃12一〃、、・パ2、

  ｛パり｝τ一｛〃1パ・・■ポ2／

  〕τ乞ノ｝「一〕τ1リτ22∠τ12｝
                                （3二64）

弾性ひずみ∠ツ （θ）はH。。keの法則（3－12）から
       け

  ／㍑トノ1・パノ1   （3－55）     け

ここで

         ノ  ノー 1 ・、1θ、1（1＋1）θ、2・1、一・・、、・、、・・11θ1、 ＼

    2μ（1＋リ）
               0。。G。。     2θ。。θ1。
          対称

                 21（1＋・）011θ。。十（1一リ）01．01．1
         ㌧                           ノ

式（3－35）を逆変換すると次式となる．

  ／”1一・1．〃、ノ（θ）1 （ト・・）

ここで
        ．／                                                     ＼

      2μ011011C1＿リ．）012012＋リθ11θ22θ11012
  ．必；

     1－    0・・0・・     θ・・01・

         対称一
                  工｛（1一。）θ11…。（1。”）θ1・01・
                  2

式（3－36）は平面応力の場合のHookeの法則を埋込み座標系で表示した

ものである．

 つぎに塑性ひずみについて考える．まず流れ法則（3－13）に掬ける比例

定数 ∠λ はつぎのようになる．

一一 A2一



  〃一（∫1〃11＋∫。〃。。・∫。4つ。）／∫ （・一・7）

ここで

    2－2 ・         1     ・  ∫＝三σアパ1τ’11＋3・τ・・十2∫・τ1・

        r              τ  ／∫1∫。5；l J／1’11τ’。。・τ1い

結局弾塑性体の場合の増分形の応力ひずみ関係は

  〕τ｛ドカ／〃 1・  （3－3．8）
            け

とこで

月一

                    3 ノ

となる・また式（3－9）はつぎのようにたる．．

  ガ＝一〇一ア       （3－39）

ここで

                           一＼」

十∵∵∴、、∵
 平面ひずみの場合は，式（3－32）の他に．次式が成立する．

   13    23
  方＝方二方1・＝∠r・・＝午・＝0 ！ト40）

この条社式を，式（3－8）に代入すると平面ひずみの場合の増分形の応力一
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ひずみ関係式が求ま．りっぎのようになる・

 いり1』’1ヘノ1       （3』41）
     ，ここで エ）＝」2μ

・；≡1”・11・11・12・12・1三…11・Z島・11・12

           、一リ 2222   －1リ  2212              o o            o o
           1－2リ              1－2”

    対一  （011022＋012012γ2
      竿          リ 1．1・
                        十    〇  〇
                         1－2〃

 一2μ  、・ll、・11，l11、…  、・11一、リ・、
   5

                ，                τ  22  ，22    ， 22   ， 12
                    τ         τ       τ

        対称

                         ， 12 ，12                        τ   τ     ／

  ∫一三石・（グ／。μ・1）
    3

また式（3一一 R9）のマトリックス五は平面応力の場合に一致する．

 ＆己三三 単軸引張り問題の場合

 ここでは，Mi SeSの塑性ポテンシャルを用いた場合の応力一ひずみ幽係式

（3－31）に湘けるプを単軸台1張り試験のデータから決定する方法につい

て考える．単軸応力状態で干ま相当応力σはっぎのようになる．

  一       11  Iσ＝0   τ                           （3 －4 2 ）
     11

全ひずみ増分は式（3－10），（3－11），（3－13）から求まりっぎ

のようになる．

                 一74’



         ○
カγ11一 _1θ、、＾11A （3－43）

ここで

  1／万、一1／・μ（1・1）・1／。 （ト。。）
                  ＿ア・                  2

．式（3－42）の増分は式（1－36）；（1－39）からっぎのようになる．

  ”一・1、バ11一・、1〃11・・τ11〃11（・一・・）

他方，対数ひずみεとその増分量は

  一  1
  ε＝一6m（1＋2γ  ）     一  （3－46）
    2        ｛1

  ∠しカγ11ノ「11  （ト。ア）
     1＋2γ   0         ｛1   11

式（3－45）・（3－4ア）を式（3－43）に代入すると次式が得られる．

  ∠σ＝万ヵε            （3－48）      6

ここで万≠は単軸引張りに尭ける．相当応力σ一対数ひずみε曲線の勾配である、

式（3－44）からF’ぱ

   ㌧に讐、∵∴／ （・一・・）

上式に示すように”．は単軸引張り試験のデータと関連付けることができた．

また多軸の構成方程式において埋込み座標系に対するJamannの応力増分と

ひずみ増分の闇に線形関係があるという仮定は，単軸引張り試験において相当

応一力増分と対数ひずみ増分の間に線形関係があることと同一である、
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したがって，．単軸引張り試験結果の多軸の構成方程式への一般化に式（3－8）

を用いることの正当性は示されたことにたる．

 3．4 結   言

 本章では，弾、塑性体に対して第2章で定式化した要素の増分形の運動方程

式に直接用いることができるような，埋込み座標標系を基準とした増分形の応

力一ひずみ関係式を導出した．

この増分形の応力一ひずみ関係式は，応力，ひずみを定義している基準座標系

を明確にしている点およびそれらの増分量については， いわゆる客観性を

有す一るものを用いた点において，従来の微小変形の場合の構成方

程式と異なる．

 はじめに亜弾性，超弾性体の構成方程式を埋込み座標系を基準として求めた．

前者については，埋込み座標系のJamamの応力増分とひずみ増分の関係と

して表わし，後者については，ひずみエネルギ関数から導出した．

 弾塑性体に対しては，大ひずみ領域においても弾性ひずみは十分小さいξ仮

定して，弾性および塑性ひずみ増分間の達成は生じたいと考え，生ひずみ増分

は二つのひずみ増分の和で与えられるとした．そして埋込み座標系における

Jaumamの応力増分と生ひずみ増分の闇の線形関係として構成方程式を求め

るために弾性ひずみ増分に対してHookeの法則を塑性ひずみ増分に対しては，

塑性ポテンシャルと流れ法則を適用した．とくに吉村，Ede1man－Drucker

の塑性ポテンシャルおよび移動硬化（Ki nema t i c Ha rden i ng）モデルに対し

ては具体的た増分形の応力一ひずみ関係を示した．またMiSeSの塑性ポテンシ

ャルに対しては，平面問題のマトリックス形の増分形の応力一ひずみ関係も示

した．最後にこの増分形の応力一ひずみ関係を単軸引張り試験に適用して，材
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料定数を決定すると同時に，通常一般に行なわれている単軸の相当応力増分と

対数ひずみ増分の間に線形関係があるとする仮定を，多軸状態に一般化すると，

埋込み座標系のJamannの応力増分とひずみ増分の間の線形関係になること

を確認した．
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第4章 大ひずみ大変形の増分形有限要素法の応用

 4． 1 緒 言

 緒論において概観したように，2次元弾塑性問題は解析し易いこと，工学上

重要な問題の多ぐは2次元問題として扱うことができることなどから多数の研究

が行在われ有用な結果も得られている．ところが従来の解析法で大変形，大ひ

ずみを考慮したと言われているものの多ぐは，微小ひずみ問題の延長と考え，

微小ひずみの仮定のもとに定式化された有限要素法を各増分段階ごとに要素め

節点の空間座標のみを変えるように修正して，それを出いて計算している．（53）

このとり扱いは，暗に微小変形の仮定が含まれているので，基準座標の取り方，

応力およぴひずみの定義が明確でないこと，それらの増分量＝が構成方程式と結

び付ける上で適当でないこと在どの点で厳密さを欠く、以下このような有限要

素法を従来法と呼び本論文で示した厳密な有限要素法（以下厳密法と呼ぶ）と

区別する、

 本章てば，厳密法を工学上基本的在二，三の問題の解析に適用して得た結果

を従来法によって得た結果および実験による結果と比較検討し，この方法の有

効性について調べる，

 ここでは材料は等方体であると仮定し．弾性ひずみ増分にはHooke の法則

を，塑性ひずみ増分には舳SeSの塑性ポテンシャルと流れ法則をそれぞれ適

用し．単純せん断．2方向から負荷された有孔板，円孔および切欠きを有する

帯板の引張り問題に対して，荷重漸増法を用いて大さ’なひずみ域まで弾。塑性

計算を行なう．なお1段あたりの荷重増分の太ささぱ，弾性問題てば全要素の

相当ひずみ増分が一定値以下になるように，弾塑性問題ではこれと要素を1個

ずつ降伏させる万法（9）とを併用して決定し，1段あたりの変位増分が太さく

なることによる誤差の発生を防止する．そして有限要素モデルとしては，計算
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の簡易さから単体モデルを用いることにする．

 4．2節てば，第3章で示した蜘塑性材の構成方程式の妥当性を，大き凌単純

せん断変形を例に数値的に検討を行なう、

 4．3節てば，非線形弾性問題の例としてポリウレタノラバ』からなる有孔帯

板の引張りを扱い，A J．Dure11iら（88）が行なrた実験結果との比較を行な

う。

 4．4節では，線形硬化弾塑性問題の例として切欠きを有する帯板の引張り問

題を解析し従来法による結果との比較検討を行なう、

 4．5節てば，非線形硬化弾塑性問題の例として円孔および切欠きを有する帯

板の引張り問題を解析し，これと従来法による結果および実験結果との比較検

討を行なって，厳密法の有効性について調べる、

 4．2 太さな単純せん断変形の解析

 弾塑性材の構成方程式で，単軸引張りの応月一ひずみ関係（5』48）を多

軸へ一般化した構成方程式（5』8）において，応力増分としてJaumannの

応力増分バ㌦代りに他の応力増分がよく用いられている（・・）が，これ鮎

3．3．3．において示したように厳密には誤りである．本節てば，大きな単純せん

断変形を例にとグ構成方程式（3』8）の妥当性を示すとともにJaumam

の応力増分パり以外の応力増分の例としてO1d、。ydの応力増分4τりを構

成方程式（3－8）に用いた場合，変形（回転を伴なう変形）が非常に大きく

なった場合，降伏条件を満さなくなることを示す．
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 図41に示すように空間座標系ノと埋込み座標系θ｛を用いる、κ㌧κ3面

が基準点からのκ2方向の距離に比例して移動するよう左単純せん断変形をし

たとき・埋込み座縣1㌦計量テンソル㌦r・三3，ひずみ成分～および

ひずみ増分∠γリぱつぎのように表わされる一一

1∴、1∵コ∴∵

 この場合，式（3』8）からJ、、狐、㎜の応力増分パεノぱつぎのようにな

る．

パ11＝”11＋｛（1』02）τ12』0τ11｝”

@／  バ22一〃22＋1τ12＋0τ221・0       （4－2）
∠lll一∠ll一｛／τ・十（1｝）～「

  」τ＝4τ                    ノ

 この例においては，増分形の応力』ひずみ関係として式（3』31）の

〃りμ を用いた．なお，単軸引張りの相当応力σ一対数ひずみτ関係を図4

一2に示す．，

θ2

1b

而［1Et

  E＝7200Kg！m㎡
  Et：13・48

  y＝724

0       X1

図4－1 単純せん断変形

   O    ＿        G

     図4－2 単軸引張りの相当応力

一81一   万一対数ひずみτ関係



図4－3は1・・i・…の応力増分パ己ノとひずみ増分・㌦を関係付けた構

成方程式（3』8）を用いた場合と，式（3』8）の」aumannの応力増分の

代りにωd、。ydの応力増分∠τりを用いた場合の両者について図4』2から

求めた相当応力値言と式（・一・・）を用いて計算した相当応力価均1’ケ1；！

の差4σを示したものである、本来計算誤差がない場合は両者は一致して〃

ぱ零になるべきものである．ところで図から明らかなようにO1droydの応力

増分を用いた場合は変形とともにその差ば大きくなっている．いっぽう

Ja11mannの」、高力増分を用いた場合ノσぱはとんど零である．

 このごくわずかな差ば数値計算

によって生じる誤差であると思わ

れる．

 他あ応力増分については検討を

行なわなかったが，応力増分間の   注
                    呈
菌係からみて，ほかのものについ    2

ても・ここで示したと同程度の誤’ @苫05
差を伴なうものと考える．      ド
                    ：書
                    2
                    Y
                    1b
                    く1

1．5

1．O

    OLDROVD

｡U；

05
、

O
JAUMANN

1  2  3 4
u

一05一Q5

図4－3 相当応力の誤差

4．3 非線形弾性問題の解析（ポリウレタンラバ』からたる有孔帯板一の引

    張り問題の解析）

本節てば，ポリウレタンラバ」からなる円孔および楕円孔を有する帯板の引
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張ク問題を解析する．後者についてはA工DureHi（88）らの実験結果と比較

検討する．

 円孔および楕円孔を有する帯板を図4－4に示すように要素分割を行なう。

ポリウレタンラバ』の構成方程式としては，A・工D．reリi（88）らが実験によ

               一                     L
って得た単軸引張りの相当応力σとLagrange のひずみεの関係式を式（3

』2）を用いて多軸へ一般化したものを用いる．なおこの応力ひずみ関係を図

4』・5に破線で示す、ところで，構成方程式（3』2）ぱ単軸引張りの場合の

応力増分』ひずみ増分i麹係式（3」48），すなわち，相当応力増分4σと対

数ひずみ増分∠εの間の線形関係を一般化したものであるので，図4』5の破

一           L

…；

o〕

r

／

図4■4 要素分割

（a）円孔を有する帯板

（b）楕円孔を有する帯板

．（αlW／・・1 B／r・2 L／・・4

口］

O

b

   （b）α／b・2Blb・1013Llb＝10

線の関係を相当応力σと対数ひずみεの関係に変換して対応させねばならない．

すなわち
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 O．7

 α6

 0．5

主

ξ04

2
1b03

 α2

 Q1

o一 ?ｸ宮α01

・ ム∈＝αO05

一昨E（・㍉）  ．

一一 ﾂ・E∈L

E＝O．3544Kg’mm2

レ＝O．49

7／
／
／
／
／
／
／
／
／

O    O．2  0．4－ 06  08   1C

     ∈∈L

図4－5 最大ひずみ要素の相当

応力∂■相当ひずみξ関係

  』     L
  σ＝五ε

   一五（。㌧1）    （4－3）

 上式は図4』5の実線で表わされる、こ

の場合接線係数刀左は次式と左る

  午票一刀・ε  （・一・）

各変形段階における接線係数孔および図4

－5に示したポアソン比μを構成方程式

（3』2）に用いて演算を進めてゆく．．こ

のようにして計算した円孔および楕円孔周

辺の最大ひずみ要素の相当応力σと相当ひ

ずみτの関係を図4』5に．｝○’川ぺ’

で示している．各増分において全要素の相

当ひずみ増分が0，01および0，005以下になるようにして2種類の荷重’増分

に対して計算を行なった．増分量が小さくなるほど真の応力」ひずみ関係に近

付いてし（る。しかし本例題のような場合，両者の差はほとんど庄く・また真の応

力』ひずみ関係によく一致しているので，計算の各増分段階について相当ひず

み増分が0．01以下にすると十分な精度が得られるものと考える．

 図4』6ぱ増分1段あたりの各要素の相当ひずみ増分を0．01以下にして計

算を行なった場合の荷重：変位関係を示したものである．

 図4』7ぱ円孔および楕円孔の各変形段階における形状変化を示したもので

ある．楕円孔については，A．エDure口iら（88）の実験結果もあわせて図示し

た．この図から明らかなように計算結果と実験結果との一致は良好であること

がわかる．
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N…α3

蔓
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巴
匠
 α2

倉
㊤
こ

。j
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2P
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B！r＝2

L〃；4

o     o

＼．

。。

＼     2L・2U
      2L

o FE．M

 N

 2b
B’b＝10／3

2P

L’b＝10

1

図4－6

   2 U’b  u’r  3         4

荷重変位関係。印は増分5段ごとの値を示す

αi！bi：1

し盲、

        o〃b子
ノ＝1・0 ！＝α、／b，

  1，35

  1．815

   2・407  ＋FEM
     3．143
       4．044

δぎ

（a）円孔

 αi！bi：2 。。畦。二鼎鵬）

メ・1，O（／0）

 1．54（1，546）

 1．87（1，875）

  2．22（2，235）

   2．90（2，904）

     3－78（3，778）

bi

b一

（b）楕円孔

  図4’7 円孔お一よび楕円孔の形状変化

  F EMは厳密法，E X Pは実験（亭8）による

  結果を示す
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 4．4 弾塑性平面問題の解析工（線形硬化弾塑性材の場合）

 本節てば，単軸引張りの相当応力σ一対数ひずみε関係が図4』2で表わ一き

れるような材料（線形硬化弾塑性材）からなる円孔を有する根および切欠きを

有する帯板の解析を行なった糖果について述べる．

 4．4．1 2方向から荷重を受ける有孔平板の解析

 図4』8（b）に示すように平板の中央に円孔があり一方から圧縮，他方か

ら引張り荷重が作用している場合の平面応力状態での解析を（a） の要素分割

を用いて計算した．（C） ぱ弾塑性境界の進展状態を示している．円孔の対称

軸上（圧縮側および引張り側）で現われた塑性域は徐々に広ろがりゃがてそれ

 lo）          lb）        らが結合して円孔まわり
             9

                         ぱ塑性域で囲まれるが，
L

趾＝〕r＝2

 ／

申仲㎡ ’
2，088    ’
2ユ35   ／
2．曳O      ム
2628

1

3

2

 ㌧田

3        1

  2   2
      3
      4

この板のかどの部分は弾

性状態を保っている．こ

れは（d） に示した変形

状態においても境われて

おり，かどの部分ははと

んど変移していないこと

がわかる．

 ｛c）             （d）   佃）要素分割  （b〕寸法

   図4－8 2方向から負荷を受ける円  （c）弾塑性境界の進展状態

   孔を有する板     （d）板の変形形状（・千）

 4．4．2 引張りを受ける切欠きを有する帝板の解析

 ここでは一方向から引張りを受ける切欠きを有する帯板問題を解析し，従来

法によって得た結果と比較する．

 切欠きを有する帯板の寸法および計算に用いた肩．隈要素分割を図4－4（a）

                 一86一



に示す．大きい変形を取り扱うことおよび切欠き半径が大きいことから比較的

あらい要素分割とした

 図4』9に荷重変位関係を示す．実線は厳密法に，破線は従来法によって計

算した結果を示す．図中の番号は後続の図の説明のためにつけたものである

この問題において，平面応力，平面ひずみの場合とも，厳密法によると，従来

                     法よりも物体の剛性が小さく計算

12

10

NE
E
も
と6

三

さ

 4

、毛／平面ひずみ

屠
        少／／平面応力
2        ！    10
      ／    1
  ・／／ラ

。”・

〃5 @ 厳密法
2      ．一一・従来法

2P

r／W・1

〕W＝4

B’W：2

X！

 1（Ul。）。l02  3
図4－9一 ﾗ重変位関係

され，同じ荷重で比較すると変位

がつねに大きく出る結果を与えそ

の傾向は変位（荷重）が大きくな一

るとともに増加している このよ

うに変位，荷重のような全祉的な

量に対しても厳密法と従来法との

間に顕著在差がでてくることに注

目すべきである．

 荷重を増加してゆく，各増分段

階の諸量の増分量を求めるのに用

いたEuler法の精度を検討する

ためにHa1f』Step法を用いて同

じ計算を行なった．この方法は増

分1段あたり・の計算量は約2倍に

なるが，いわゆる反復型の解法に

干る結果と比較して十分精度がよ

いことが示されている （90）本問題の場合Ha1f』Step法によ一って得た結果と

舳・・法によって得た結果との差ははとんどなか二た苧したがってこ・ごて扱

ったような，系年体の荷重に対する翠位の応答が急変しない問題に対しでは，

※ 次項の脚注参照．
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各段階の増分量を小さくとると，大きい変形までEu Ier法によって計算を行

なうことができると考える．

 図4』10．ぱ弾塑性境界の進展状態を示し，番号は荷重変位関係図4』gに

示した番号た対応している （a）の平面応力の場合には比較的変形が大きいと．

                      ころにおいても塑性域が切欠き

「     2’

 1    3－4■

一         6 7

10 9

10

（a）平面応力

巳Z一一・く

、  4

      ・（b）平面ひずみ

    図4－10弾塑性境界の進展状態

局所的な剛性の低下が顕著でないから変形は帯板全面に及びそれにより塑性域

も全体にひろがることによるものであると説明することがで造る

図4』11ぱ厳密法と従来法によって求めた切欠き最小断面（厳密には切欠

き最小断面上にある要素の重心の位置）の応力分布を蒙りす．番号2，6，10ぱ

周辺にとどまるのに対して，（b）

の平一面ひずみの場・合ば変形が小

さいところにおいてほとんど帯

板全面に塑性域がひろがってい

る また平面ひずみの場合，平

面応力の場合よりも小さい変形

で塑件域が切欠さ側面へひろが

っている これは平面応力の場

合板厚の汝少によって剛性の低

下した箇所はますます変形が大

きくなるのに対して，平面ひず

みの場合は板厚変化はないので

＊たとえば変位（σ／γ）＝0．01882のときEuIer法によつて求めた結果は，荷重P／以コ

 8一ア22K〃mメ．切欠き底はある要素の軸方向力σ22＝8．何0梅／m〃軸方向ひずみγ22＝

  α・・…である・．これに対して・・1f一・t・・法によって求めた結果は戸〃一＆l11外ぷ

  σ。。一8・0州㌦ηヂ・。＝0・05024であり両者はよく一致している・
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                             ※
図4』9の番号に対応する．麟密法で求めた応力は真の応力 であるが，従来

法によって求めた応力牡各増分ごとに異なった測度で測られた応力増分を加算

 10
、
ミ

星

8
1b

      O   05  1り  ． α5  1．O
          X〃W         XヲW．
           （a）厳密法    。     （b）従来法

           図4－11切欠き最小断面上の応力分布

した結果得ら一れたものである 変形が大きくなるにともなって両者の間の差ば

太さくなっている．

 図4－12ぱ切欠さ最小断面のひずみ分布を示ている．（a）において。㌦ゴぱ

1｝5

一

声

一
δ 10

・ 10

q一・
O 6．10 E 2

6

 E2言
、2

と

一，T5 5

ql lb 12 q2

10

O
Ω．5 1n0 0－5 1C

O，4 O，4

10

卜
↑22

書 10・

ξ
丁22 τ

O．2 6 lO．2
6

1
10

石1 莇1

O   O．5－X㍗W 1．0 0 O．5

一X｛／W

1．C

               X｛！W
（a）厳密法          （b）従来法

印4－12一切欠き最小断面上のひずみ分布．．

10

＊埋込座標系θiの応力成分τリを直交座標系メの応力成分σリに変換している．
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Greenのひずみ・rぱ相当ひずみを表わす．（b）においてγりは空間固定の

直交デカルト座標系に対して計算されたひずみ増分”リを加算した結果得ら

     ～  ※
れたひずみe6ノを G三e㎝一の㍗ずみに変換したものを表わしている．（a工（b）

面図に示されている軸方向ひずみγ22を比べると従来法による結果．は厳密法に

よる結果よりもか友り小さな値になって去り，相当誤差を含むこ．とがわかる

 4．5 弾塑性平面問題の解析狂（非線形硬化弾塑性材の場合および実験値

     との比較）

 前節てば切欠きを有する帯板の引張り問題を厳密法と従来法にょ〔て解析を

行なったが，その結果両者には明らかな差異が認められた．これば従来法その

ものが本来微小変形問題解析のために定式化されたものであって，これを大ひ

ずみ問題に適用したために生じてくる不合理性によるものであると考える．

 本節においては，実験結果と比較を行なうために軟鋼材からなる円孔および

切欠きを有する帯板の引張り問題の解析を行なう．そして構成方程式としては，

図4』13に示す軟鋼材の単軸引張り試験によって求めた応力一ひずみ関係を

式（3』31）によって多軸の応力』ひずみ関係に一般化を行なったものを用

いる なお図中の応力一ひずみ関係の近似式は，軸性および塑性域において応

力はそれぞれひずみの1次式および5次式で近似されると仮定し；その係数を

実験値から最小2乗法によって求めたものである．ただし引張り試験では，対

数ひずみが0．14付近に在るとくびれが生じ，試験片断面の応力分布が一様で

注くなり真の応力」ひずみ関係を得ることはできなくなったので，くびれを生’

じて測定できなくなった以後の接線係数は一定であると仮定しその値を上述の

※ ／3節で述べたように，ひずみ主軸が回転しない最小断面上では，e  は対数ひずみに
                           り
 なる．
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近似式の対数ひずみが0，12のところの値とした．

 つぎに，このようにして解析を行なって得た結果と同じ材料を用いて行なっ

た実験結果との比較検討を行左う．

60

                o
             ooo
           o o
         o o
        。。

 40   。。
Nε  。♂E・22700Kg岬m2
ε 8 Y・24Kg∫mm・炸α33
言   。
∠ ～鰯くWEδ・Eε
1に）      Y’E≦：…≧α12 δ；Y一α566“571．9ξ

 20    －64929系54016．3∈3
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図4－13軟鋼材の単軸
引張りの相当応力万一対数ひずみ

τ関係

  O    ＿  0．1     α2
        e

 4．5．1 引睦りを受ける円孔および切欠きを有する帯板の解析

 解析を行なった円孔および切欠きを有する帯板の寸法と計算に用いた袈素分

割を図4』14に示す．円孔および半円切欠きを有する帯板の場合は同じ要素

分割とした．

 図4』15ぱ荷重変位関係を示している．図中の番号は後続の虹の説明の便

宜上つけたものである．円孔を有する帯板については従来法による結果もあわ

せて図示している．この場合も線形使化の場合と同様，厳密法による結果は剛

性が低く計算されている．そして変形が大きくなると両者の差ば急に大きくな

り前節で扱った線形硬化の場合よりもその差ば著しい．これば非線形硬化の場

合，接線係数が相当ひずみの太ささに依存しているために，ひずみの大きさに

差があるとこれが尚接的にこの帯板の剛性の差として現われる．これ舛線形硬

化の場合に比べて両者の差をJ；り大きくする原因の一つであると考える
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。図4－15 荷重変位関係



 図4』16ば弾塑性境界の進展状況を示したもので。図申の番号は荷・重変位

関係図4』15中の番号に対応している．円孔を有する帯板の場合の塑性域の

4

4

7

5

5

（a）円孔を有する帯板 ．

  9，1◎二11，128

10111

1

2

7

L－4 5
    （b）半円切欠きを有する帯板

    10．11，1 9  8

6   7

3   3

4   5

     （C）む型切欠きを有する帯板

   図4－16弾塑性境界の1進展状態

るが．従来法で求めた応力は各増分ごとに異なった測度で測られた応力増分を

加え合わせたものであるので注意すべきである．円孔を有する帯板の場合，3

ではま牟弾性域が残存しているので，6，g12どは異存った応力分布形状とな

ひろがり方は，他の場合に

比べてゆるやかで，帯板の

両端の変位が向し所で比較

すると，円孔を有する帯板

の塑性域が一番小さい．し

たがってこの帯板てば局所

的に変形が大きくなってい

ると考えられる

 図4」17ぱ円孔および

切欠きを有する帯板の最小

断面上（厳密には最小断面

上にある要素の重心の位置）

        ※ ＿における応力分布 を下し

ている 円孔を有する帯板

の場合については従来法に

よって得た結果もあわせて

図示している なお図申の

番号は荷重変位曲線の杏号

である 厳密法で求めた応

力は真の応力を表わしてい

※89項の脚注参照．
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図4－17最小断面上の応力分布

  っている．そして1方向の応力の最大値が生じる位置は変形とともに動くが，

  変形が大違くなると最小断面の中央付近にノとどまるようである．半円およびσ

  型切欠きを有する帯板の応力分砺については（b），（c）に図示←てりる．

   図4』18ぱ最小断面上のGreenのひずみ分布を図示したものである．円

  孔牟有する帯板の場合については，従来法によって得た最小断面上のひずみを

  4．4．2の場合と同様にGreenのひずみに変換を行なってあわせて図示してい
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      図4118最小断面上のひずみ分布

00

る この場合変形が大きい所で，線形硬化の場合に比べて両者の差ば非常に大

きくなっている これば荷重変位曲線の場合と同様，ひずみの大きさが接線係

数に及ぼす影響によるものであると考える．さらにこの図から，同じ荷重状態

てば厳密法にょ〔て求めた相当ひずみの値ば従来法によって求めた値よりもっ

ねに大きくなっていることがわかる．したがって向し荷重てば厳密法によると
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従来法に比べて単軸引張りg接線係数がより小さな値にたる、従来法による結

果が非線形硬化の場合とくに大きな誤差を含むのぱこの点に原因の一つがある

と考える。（b），（C）は半円，σ型切欠きを有する帯板のひずみ分布を示して

いる．

 4．5．2 実験値との比較

 ここでは本論文で示した有限要素法α有効性の検印を行なう目的で4．5．1で

解析した結果と実験結果との比較を行をう．なお円孔および切欠きを有する帯

板に関する実験例はいくつかあるが，それらは材料特性が明記されていなかっ

たり，ひずみの整理の方法が不明あるいは異なっているので厳密法による計算

結果との比較はできなかった．

 そこで，第5章において有限要素法の考え方を応用した大ひずみ大変形のモ

アレ法を用いて解析した，円孔および切欠きを有する帯板の実験結果と4．5．1

で解析を行なった数値言十算精巣との比較を行なう．なお実験の詳細については

5．5．1において述べるので省略してその結果のみを用いる．

 実験には図5」7に示す形状の試験片を用いた．試験片の材質・は市販のss

41で，単軸引張りに対して図4－13のような応力』ひずみ関係を示す、

 図4』19ば荷重変位関係の計算値および実験値を示している。計一算結果と」

対応させるために，変位は標点距離間隔80腕で測定を行なっている．円孔お

よび切欠きを有する帯板とも，試験片によって多少の差はあるがだいたい同じ

結果を与えている．そしてこれらの実験値は図甲に実線で示した厳密法による

計算値とほとんどの所においてよく一致している．これに対して円孔を有する

帯板の従来法による計算結果は，変形が少し大きくなると，急に実験結果から

ぱをれてくる．ところで厳密法によって計算した結果は，いずれの場合も変形

が大きい所において，荷重変位曲線の勾配が実験のそれよりもごくわずか小き
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50

40

  E
  E
  δ30
 y
 」
 oo

 0．

心 20
co

10

／
／
／
／
！

    1   1
  ！      ＾
！！@ ＾＾パ ・

50

！               40

。試験片1

・試験片2

・試験片3

         ε30
         E
一厳密法  δ
        と
一一一。 ]来法   三

        主

          20

H  o

     一 〇

^／池一
〕

。。詞ｱ片1r

・試験片2

一厳密法

2P

28
ド

コ
N」十 一∠L

|N @ O
N

B’W弓

r！W＝1

L／W＝4

50

40

10

消30
三一

2
……

化
 20

B！r・2

L方＝4

0．5       10       15     0

10

  1．5   10   1．5 0
（U／W）x10

o

。∴試験片1

一厳密法、

2P

2B
X2

コN

一‡  一

黷m
X

N 0 r

B∫W一

r’W・0．5

L’W＝4

（U’r）xlO

  0．5

（u／W）x lO

1．5

（a）円孔を有する帯板 （b）半円切欠きを有する帯板 （C）U型切欠きを有する帯版

図4－19 荷重変位関係



くなっている．これば単軸引張り試駈、において，ひずみが大きくなるとくぴれ

が生じ，真の応力一ひずみ関係が求めら．れなく在ることから4．5．1の計算にお

いて年対数ひずみ。■2の所の接線係数でそれ以上のひずみ域の接線係数季代

表させたが，これが真の材料特性を表わしていない可能性があること，および

大き左変形による異方性（91）が生じたことなどの材料の構成方程式に関するも

のが原I因であると考える、

 図4』20ぱモアレじまから計算した軸方向の変位成分びの分布を，円孔

および切欠きに沿って図示したもので参る。図4－21は円孔索よび切欠きの

形状変化を示したものである．計梯の都合上実験結
                            1
         ↓            H
          ’一日一’一
   P’WK創rn㎡               p’WKglm㎡  。

o FEM44．37        ．           oFEM46・51
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          目
                           P
         α
       篠                             Xo
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事              事
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   倒円孔を有する帯板   （b）・型～欠きを有する帯板
」図4－20 円孔および切欠きに沿う軸方向1の変位U2の分布，（U！／w）xlo

    F E Mは厳密津，．E X Pは実験による結果1を示す
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                      L＿   ＿

   （a）円孔を有する帯板           （b）U型切欠きを有する帯板

 図4－21円孔お一よび切欠きの形状変年F E Mは厳密法，E X Pは実験による結

     果を示す

黒とま〔たく同じ荷重において比較することができたか〔たので，両者の値が

もっとも近い所で比較を行なっている 他の図においても同様である．これら

面図におい不実験値と計算値の一致は良好である．。

 図4－22は円孔および切欠きを有する帯板の最小断面付近のGreen のひ

ずみ722の分布を示している．板厚方向にくびれが生じるほど変形が大きくな

                                 ※
ると，モアレ法によって求めたひずみぱ真の表面ひずみを与えないが， ここ

で示した例はいずれも板厚方向にくびれを起していないのでその問題を考える

必要ぱをい．ひずみは変位を1回微分することによって得られるので小さ庄測

定誤差も大きく拡大されて出てくる一このことを考慮すると，実験結果は厳密

承このことは5．5，1．4において述べる．
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法で求めた計算結果を十分裏付けているものと考える、円孔を有する帯板の場

合の最小断面上の岨○・・印は従来法による結果を示している．従来法にょ乞ひ

        RWHg’m㎡
     一  FEM  4437
     一一E只P 44．3
     o  FEM■ 44，3

    ／’
   ／！じσ・・
  ノ    、  、
  ／    、   α2
 ／   、01、
 ／    ＼
 ／      、、 O，1
！

1    σo・i
l    ／’一一一・r D5

α05

L     仁＿＿

O05

           日W＾日岬㎡                              一P’W舳m㎡         一   FEM  ム5．27
                           －FEM  49．68         一一E月P  ム5．3                                  、

                           一一EXP  49－7         ．F員げム5．34
        ／  d． ．5
       ／’1            ／1
      ／ハ慢   一／／！い・

／㌧工。、∵㌧ン…
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図4－22 最小断面付近のGreenのひずみ分布F E Mは厳密法，F E M＊は従来法，E X Pは実

    験による結果を示す

ずみの定義は不明確であり全領域について厳密法で求めたと一同じ定義のひずみ

に変換することはできないので，ひずみの分布は図示しなかった た走，最小

断面上では従来法にょるひずみぱ対数ひずみに在るので，※これをGre㎝の

ひずみに変換したものを図示している．従来法による結果はすべて実験値から

※ 90項の脚注参照、

一10／一



大きく．はなれており，この方法によって大ひずみ域におけるひずみ分布を予測

することはできないようである。

 4．6 結 言

 本章てば前章までに定式化した大ひずみ大変形の増分形の有限要素法の有効

性を調べるために，例として工学上基本的な二，三の問題の弾性および塑性解

析を行なった．解析は荷重漸増法を用い，構成方程式としては前章において埋

込み座標系の場合に一般化したものを用し（た，

 まず大．きな単純せん断変形の解析例によって用いた構成方程式（3』8）の

妥当性を数値的に示した．

 弾性問題の例としてんJ－Dure11iらの実験結果と比較するために，ポリウ

レタンラバ』の応力」ひずみ関係を用いて有孔帯板の引張りの解析を行なった。

その結果はA．J．Dure I1iらのものとよく一致した．

 弾塑性問題に対しでは，（工） 線形硬化および（工1）非線形硬化の二つの場合

につい下解析した．（I） てば2方向から負荷された円孔を・音する板わ卒ぴ切

欠きを有する帯板の引張り問題を敬い，後者については従来法によっても・解析

を行なって比較．した．その結果は，荷重変位のような全体的を量に対しても明

確な差異が生じ，とくにひずみについては大きな差が現われた。（∬） てば，

実験で求めた軟鋼の単軸引張りの応力』ひずみ関係を用いて円孔および切欠き

を有する帯板の引張りの解析を行ない，モアレ法によって求めた実験結果との

比較検討をした．その結果，荷重変位関係および変位分布に対しでは，厳密法

による結果と非常によく一致した．・いっぼうぴずみについて紅，実験値の誤差

を考慮すると，厳笹法による計算結果は，この実験結果をおおむね裏付けてい

るとめ結論を得た．一 ｱれに対して従来法による計算結果は，荷重一変位関係に

ついても，変位が大きくなると実験値から大きく離れてしまうことが判明した．
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またひずみについても実験値から大きく離れる結果を得た，

 以上のことから，従来法による解析は大きな誤差を含むことが判明し，厳密

法は大ひずみ大変形問題に対して良好な結果を与えるということが結論できた．
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第5章 モア1／法による大ひずみ大変形問題一の

実験的解析（有限要素モデノレの応用）

 51 緒   一 言

 ブ般に2組の細かい平行線群を重ね合わせるとモアレじま一ができ，双方の闇

に相対的な移動一および回転を生ぜしめると，これに応じてこのしまは移動する．

このモアレじまの現象を利用して，変位やひずみの測定を行なうのがモアレ法

である．このモアレ現象については古一 ｭから知られていたが，モアレ測定に関

する技術上の進歩と従来では解析できなかった問題への適用の可能性を有する

ことなどによって，最近になって多くの研究が行な七れるようになった．

 モアレ法の主な長所としては，多くの解説記事（92ト（94）に述べられてい

るように，原理が簡単で実験もとくに高度た装置を必要としないで2次元的に

ひろがった面全体の変位，ひずみ場が測定できること，変位の情報がモアレじ

まの濃淡の形で与えられるので，これを電気的な信号に変えて測定の精度向上，

自動化が可能であること，実物実験ができることなどがあげられる．

 ところで，モアレじまの分布からひずみを解析する方法としては，モアレじ

まの間隔および傾きを測定してそれとひずみの幾何学的な関係を用いる方法が

広く一般に使われている．（93）’（96〉（98）～（102）さらに2枚の同じ変形

格子を相対的にずらして軍ね合わせる方法，（92〉（103）モアレのモアレを．

作る方法，（・1）・（ll・）基準格子の回転角と主ひずみの関係を用いる方法，（95）

モアレじまから変位成分を求めてそれを関数近似してその近似関数の微分によ

ってひずみを求める方法（104）など数多く提案されている．このような多くの

ひずみ解析方法の中で，精度，労力の点から最後の方法が他の諸法に比べて有

利であると考える．
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 太萱においては，塑性変形している材料の解析という観点から変形を増分的

に追求することに焦点を合わせ，前章までに定式化し，実際の問題解析に適用

してきた，大ひずみ大変形に対して厳密に成り立つ物体座標表示と増分形の関

係式をモアレ法に取り入れ，有限要素法と結合した一つ0）実験的ひずみ解析方

法・を示す．

 5．2節では，物体上に格子を描き変形させた後基準格子としてもとの変形し

ていたい格子を選び重ね合わせてできるモアレじまは等変位線を表わすという

考え方を一般化して，測定しやすい適度な密度のモア＝レじまが得られる任意の

間隔，任意の角度を有した基準格子を用いた場合に対して，任意の基準状態お

よび変形状態に瑞ける同一物体点のモアレじまのしま次数の差と変位の関係を

求める．これはW B．ss，e，tら（104）の考え方を一般化したものに相当する．

この関係式を用いると，基準格子に1方向の．平行線からなる単線格子を用いて

鮮明だしまが得られる二つの回転方向およびそのときのモアレじまから変位を

求めることが可能になり，また直角2方向のモナレじまから変位を求める従来

の解析方法において，単線からたる基準格子の直交性に誤差がある場合に見か

け上のせん断ひずみを排除することができる．

 53節では，このようにして各物体点においセ変位成分（変位増分）が求ま

った後，前章までに定式化を行たった有限要素法を活用したひずみ解析方法を

示す．

 54節では，今までほとんど格子法によって解析されてきた押出し，引き抜

き，圧延，切削だとの定常塑性加工を解析する目的で，定當変形状態では流線

法物体粒子の軌跡であることに着目し，定常変形を物体座標を介してとらえ，

モアレ法と結合したひずみ解析方法を提案する．

 55節では，前節までに示し・た実験的ひずみ解析方法の適用例として，円孔
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および切欠きを有する帯板の引張り問題および平面ひずみ前方押出し問題を選

びそのひずみ解析を行なう．

 52 モアレじまと変位の関係

 図5－1に示すように変形し’ていた

い状態において，注目している物体点

Pの原点0に対する位置ベクトルを五

で表わす．そして五の変形していたい

状態の試料格子線の基太ベクトル方向

・6成分をθε（1－1，・）とする．

物体の変形により，この物体点はグだ

け変位して位置ベクトル五の点五に移

ったと考える．ここでは変位σとモア

レじまのしま次数の変化の関係を求め

る．

血’
      ∫’

δ
   Σ
  ・O δ

 β

SO

   X u

      P

鴫 X V

R

W

Q

0      q皿
  。。、S  ・、皿

            ｝
             ∫

図5－1 モアレじまと変位の関係

O I I’，O I I’は基準格子を，O㎜皿’

は変形していない状態め試料格子を示す

 た湘太章では基準格子は一様た平行線からなるものと仮定するが，以下の議

論を局所的にあてはめれば一様てたい基準格子に対しても拡張できる．

 5Z1 正方形の．基準格子を用いた場合

 基準格子と変形していない試料格子の間にピッチと回転のくい違い，すなわ

ちミスマッチ，ミスアライメソトがある場合を考える．

 図5－1に変形していたい状態における二つの格子の相対的位置を示す．相

対回転角δは，変形していない試料格子線に対して時計方向を正値とする．二

つの格子線に平行な方向の単位ベクトルをそれぞれぷe1。功e2，e1，e2，で

表わし，変形していたい状態の試料格子線を基準座標系に選んだとき，これら
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を成分表示するとっぎのようにたる．

・、一（1），ろ“

伽2一
i1ユ1）

     COSδ
伽1＝ i．、i、δ）

1（・一1）
」

ただし

叶：：ll：l1引

基準格子と試料格子の格子間隔をそれぞれαルりで表わしその比をβとすると

   β＝α班／α∫      （5－2）

変形していない状態において，基準格子にミスマッチβ，ミスアラィメソトδ

を与えることにより物体点Pはみかけ．ヒ，位置ベクトルβ班のρ点にあるよ

うに見える．※ここでベクトルρ序＝グ，グ五＝ダとすると

グ＝トβ班 H
”グ、亙。β班」

（5－3）

ベクトルグ，グを成分表示すると

           く         、
   グ＝グe ＝クカe       乞 6   乞  ｛
                         （5－4）
   ノダー肌．、一分．地  i
       τ 乞  τ  ｛   ノ

モアレじまの性質から，点P，五のモアレじま次数（W1，W2）および（M1。

元、）に基準格子の格子間隔αMをかけた量1ま・点p・五のρに対する相対位置

ベクトルグ，双の基準格子の格子線の基太ベクトルカe｛方向成分に等しく

※ 変形していない状態で二つの格子に同じものを用いると。変形状態のモアレじまは，基準格子

  の格子線に垂直方向の等変位線を表わす．変形していたくてもミスマッチβ，ミスアライメン

  トδを与えるとモアレじまができるが，このモアレじまは見かけ上，基準格子と同じ試料格子

  を均質変形と剛体回転によコて，現在の試料格子に変形させた場合のモアレじまに対応する一

  また変形していない試料格子に不規則格子を用いた場合も、上述と同様な考え方で処理できる。
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   〈
   7、＝伽w己  ’
                （5－5）
  〈     一
  ㍗＝σM篶   、

式（5－3）～（5－5）の関係を用いる．と，変形していない状態における点

Pのしま次数はっぎのようにたる．

（∴∵
   2・  必

いっぽう変位σを成分表示すると

        く
  σ＝σe：σ■ピ轟e     乞 ｛  6  乞

∴〕（ll）

（5一ア）

式（5－3）～（5－5），（5山ア）から

（卜111111111〕（∴）

上式に式（5－6）を代入すると

。l）イ1∴∴）

   ’1∵∵∵パ）

（5－6）

（5－8）

（5－g）

式（5－8）は変形前後の同じ物体点のしま次数と変位の関係を与える．また

この式より，任意の基準状態（任意の変形状態）およびその上に変形が力1」わっ

た後の状態の同じ物体点のしま次数の変化と変位の関係を求めることができる．
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式（・一・）は，変形後のしま次数W包と物体座標θ乞から変位成分を求める式

で，全変位を求める場合に適している．以上は物体座標表示のモアレじまと変

位．の関係式である．つぎに変形していたい試料格子の格子線と一致させた空間

座標ノによって関係式を導．出する．

点帥空間座標・乞は，物体座標θ包と変位成分σ｛により

乞   乞
”＝θ十σ｛ （5－10）

式（5－10）を（5－9）に代入して整理すると

～σ、  ’M，    r60Sδ一β
、、ll一ぺll■じ、、、 ∴ll）（・一1）

全変位σ壱は空間座標によっても容易に求めることができるが，変形過程にお

ける同じ物体粒子の位置を明確にすることは困難であるので，式（5－11）

により同じ物体点の増分変位を求めるのは適当でない．

  5．2－2 独立2方向の平行直線群からたる基準格子を用いた場合

 図5－1に示すように任意の角度をなす0皿，0I！を2群の基準格子の格

子線に垂直な方向に選ん一だ場合のモアレじまのしま次数と変位の関係は，ミス

アライメソトδ，αを有し，格子間隔がそれぞれαM，㌦の2種類の基準格子

に対するモアレじまと変位の関係式から求めることができる一格子間隔が㌦

の基準格子を用いた場合，点P，五におけるモアレじまのしま次数を（M1
                                 ，
M2）1（Mll M2）で表わすと，式（5－6）から

（llジベ1：∵∵∴）（・一1・）
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ここで

7一㌦／㌃ （5－13）

変形していない試料格子方向の変位成分は

（lllべ∵∴（・一1・）

式（5－8一），（5－14）は同一変位を表わしているので，両氏から（M2－

W2）， （M1－M1）を消去すると

（llゾ、sl、刈）！∵1：、／
静：㍍！ （5－15）

あるいは

（llト。、㌧、！l：lllll／ （1ズ1）

一、。、1、．、。10s（ll∴∵∵（、∴二、、ゾll）

（5－16）

式（5－15），（5－16）はヨ拉2方向の平行線からなる基準格子を用いた

場合のしま次数と変位の関係を表わす式で，α＝δと招くと直交格子の基準格

子去用いた場合のしま次数と変位の関係を表わし，さらにα＝δ，㌦＝ろM・と

おくと，式（5－8），（5－9）に一致する．なお式（5－16）を用いる
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と，物体点θ乞の近傍でモアレじまに特異性がたいようた場合，変位勾配は次

式によって計算できる、

∴…・）

．〃1万2．

COSαSinδ

」Sin α COS δ

・ψ1・ψ1・・

ψ・1｝・・ノ

         ’cos（δ一α）一βcosα  一γsinδ・ 丁1 0－

    1                        （5－17）
   。。。（δ＿α）β・1・α ・。・（δ一α）一γ…δ。。01ノ

ただし，図5＿2に示すように2群の   θ2    ＿

モアレじまによって切断さ軋る物体座  ㌣

軸の切片をそれぞれ∂11、’d12’d2ガ

a で表わし，物体座標の正方向に 22
                    d12
進むときモアレじまのしま次数が増加

する場合を正とする・                       d

ぶ練意11練∵吐ス
はたくなる・そのようた場合に対して，    図5－2 記号の説明

従来から上式のθ｛を空間座標と考えてひずみ解析に使っている例もある｛93）※

※ δ＝α ， α ＝り の場合
       〃  〃
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 5・3 非定常問題の解析

 モアレ法では被測定材全面にわたり変位路よぴひずみ分布が縛られることが

特徴であるが，実際は代表測定点でデータを取りそれ以外の部分の値を関数近

似するのが普通である．

この方法では変位場に特異性力作い場合に対して，関数形を適当に選ぶことに

キり十分た精度でもとのデータが再現できる．ここでは，複数個0）測定点を含

む領坤を全体の部分領域と考え，測定点におけるデータを用いてそれ以外の点

の値を内そう法により計算をする．この考え方は有限要素法において各節点の

値から要素内・部の値を求めることに対応する．したがって，前節で述べた手法

によって各物体点における変位（変位増分）が求まった後のひずみ計算には第

2章の有限要素法のひずみ解析部分を応用することができる．本章においても，

第2章の議論を直接応用できるように，ひずみ増分はGreenのひずみγ三ノと

その増分量∠γ を用いる．       り

任意の変形状態とそれに付加した増分変形後の状態のモアレじまのしま次数の

変化から式（5－15）により。変形していない状態の試料格子の格子線方向

g増分変位ノσεが求まる．変形していない状態および変形状態の試料格子線

の基太ベク1ルをそれぞれ・｛，・乞およぴび乞，ψとお／と，増分変位〃

はこれらの基太ベクトルに対してつぎのように成分表示できる．

   ∠σ＝〃｛び．＝∠mポ
         o    ｛
                      （5－18）

    ＝〃e ：4σej       ε ｛    乞

ただし6，ノ：1．2とする．ひずみ増分は，式（1－15）から
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   〃ザ三（〃｛・〃ノ111） 1

・、、÷、〃（軸対称一1合ザ川

いま有限要素モデルとして，Z4節で示した単体モデルを選ぶと，この場合3

角形要素とたる．式（2－31）から，要素の変形前後の基本ベクトルの間に

はっぎの関係が成立する．

1：ll：1一 （・一・・）

したがって式（5－18），（5－20）から，変形状態における要素の基本

ヘクトル方向の増分変位の反一変成分〃｛は，．つぎのように表わされる．

   ．〃ε．rψgl   （・一川

ところで，要素内部の点e｛の変位成分∠がは，要素の節点における変位成分

∠σ〃（児＝1，2，3）により表わすことができる．すなわち

   ”㌧ψ1ψ姻／ （、．、、、

   ψ五一・五・β児づ11」

ここでα珊β地は式（2一・3各〉地よって与えられる．

このモデルでは，要素内部の変位成分は物体座標σ）1次式で表わざ札るので，

要素内部で計量は一様である．したがって式（5－19）は

       1              －

lllllll∴続1㌃／（・一・・）・

熱 このひずみ増分の性質については1．3節参照
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たお上式の計量テンソルの微分035肌は・式（2－19），（2τ21），
                 ，

（5－21），（5－22一）を用いるとつぎのように表わすことができる・

（π）   （π一八   （犯一1）（犯）（π一1）  （π）

・。。，、一・。。，、・0。、∠・m・ノ。β・。珊

（0）    1
ノ 目2δ1θ
 r     r

Cπ）（m－1）C〃一1）（m、 （昨1、 （π）
                     肌ノ＝ノ十0 〃椛十∠ β〃γ〃〃
 r    r    m r       汎

（o）

0 ＝2δ1δ1
 r8      r  8

（π）  （m－1） （π一1）   （炉1）  （π）肌

0、ド㌦・（0π。β心十0・・β〃）州ノ

（5－24）

上式の（π）は増分変形の段数を表やす・・

 このようにしてモアレしま次数の養からひずみ増分が求まると，第3章で示

                                     ※
した弾塑性材の構成方程式によって応力増分を計算することも可能である．

求めたひずみ増分4㌦ノから増分変形後のひずみγりは

   ㌧㍉㌦十仏ノ  （5－25）

ここで。γ〃は増分変形前の状態のひずみを表わす．全変位σ乞からGreenの

ひずみγ  を求める場合は次式による・
    リ
       1
   γゲ；1β五｛十㌦σパ十β五1β・ノσ細σ椛・｝（5】26）

式（5－22），（5－23），（5－26）では，単体要素モデルの場合を

扱ったが，他の要素モデルにつレ・ても同様の議論を行うことができる一

※ 正しいひヂみ場が求まるとつりあい式を用いることたく応力一びず’み関係から応力場が唯一

  的に決まるが，案鹸で求めたひずみ場には誤差が含まれているのでそれによ。て求めた応力

  場は必ずしもつりあい武を満足しない．つりあい式を用いでそのような応力場を修正する方

  法が考えられるが，今のところよい方法は見つか。ていない・
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 5．4 定常問題の解析

 定常変形過程を実験的に解析する方法として，格子法・およびモアレ法が有力

であ・る．格子法については瓦．G．T・。m。。。（105）らはVi．i。一p1asticit。

と称し・て多くの解析例を示している．ほかに格子法に関する研究として，流れ

関数を導入したA．Sh，b，ikらの研究（106）（10ア）格子点の速度成分を，体

積一定の条件を満足させるように最小2乗近似する加藤ら（95）の方法がある．

いっぽうモアレ法を用いた研究は，加藤ら（95）のものがあるが，定常変位場

から増分変形量を解析するモアレ法の一般的た・研究は行なわれていたい．

 太節では，定常変形の上に増分変形を加えるいわゆる増分モアレ法（95）を用

               嫌
いたいで，定常変形のモアレじまからその増分変位場，増分ひずみ場を求める

手法を示す、

 図5．3に示すように定常変形をし

ている物体上の任意の二つの物体一南、

のある時刻考＝≠oにおける位置00，

p0，時刻老0＋6”（／：1・2バ．

π＿1，m，π十1… ）における空間

位置をそれぞれ0ゼ㍉で表わす・

曲線000102．．．，poPlP2．．

は物体点0，Pの運動軌跡を表わし

X2

斤ε

包今

  畠

q〕O
 アら
    ○幻、
     q臥ア

        X1

図5－3 定常変形による物

    体粒子の軌跡

                             →
流線となる・任意の点p、十1の㌦に対する相対位置ベクトルアπpれ十1

はつぎのように表わせる．

    →           ＿→                 →          →              ■÷

   P P   ＝0   0   －0   0 ＋0   P   －0 ．P
    肌  π十1   π一1  九十1    肌一1  礼   π十1  π十1   π  m

                          （5－27）

pmpη十1は物体点アηにおいて・単位時間〃の間に生じる増分変位を表わし

※ 定常モアレと略称する一
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ている．

 つぎに物体点の空間座標を読むことたしに定常モアレから増分変位場を導出

する．ここでは後で扱う押出し問題を例と一 ｵて説明する．

 図5－4（α）のようだ押出レ軸線に平行お

よび垂直た物体座標格子をモアレ用の格子

とともに焼ぎつけた試験片に定常変形を加

えた場合物体座標線が（ろ）のように変形した

                         （・）変形前
と考える．図において押出し軸線に平行で

奉った座標線は流線を形成している．定常

変形に路いては，流線は物体点の軌跡であ

って流線に沿って変形を追ってゆくと，任

                         （b）定常変形状態
意の位置にある物体粒子の一連g変形過程

                         図5’4 物体座標
履歴を知ることができる．したがって変形

していない状態において軸線一に垂直た格子線を等間隔に焼きつけておくと，一

様変形状態のところで1格子間隔押出すに要する時間〃内に。流線．ヒの相隣り

合った格子点は図5－3の0πが0π斗1にあるいはPmがPm＋1に移動する

のに対応して変位する．定常変形は，変形前に押出し軸線に垂直な2本の格子

線に一よってはさまれた領域がつぎの領域へ移るときの増分変形を積分すること

によって解析できる．もちろん不等間隔の物体格子を用いても解析できるが，

そのときは格子点が同じ物体点に対応しな．いので増分量の加え方に注意が必要

である．太節ではすべて等間隔格子を用い一る．

 図5－5は一様変形領域湘よび∫，∫十1番目の領域を格子番号1のところ

を重ねて示している一任意の物体点mを考え，領域∫，∫十1の物体点mのし
    ∫・ ∫十1                    ∫  ∫十・1
ま次数を篶，黒で表わし物体点1に対する相対しま次数∬よM二を次の．

                            ，
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ように．定義する．

   ∫   ∫   ∫
   亙6＝M乞＿w乞
    m 椛 1』（卜28）
   ∫十1 ∫十1 ∫十1
   Mτ＝wτ＿パ    m   m   1

したがって領域∫の物体点mが領域∫十1の物

体点吻に移る間に生じる格子点1に対する相対

的な増分変位の変形していたい試料格子の橋・子

線方向の成分は次式で与えられる．

 ∫    ∫
〃二：～〃’二

 ∫      ∫
〃二：㌦〃二

∫ ∫十1乞 ∫
∠∬乞＝M m－M乞
 肌            m

ζ5－29）

M1
Ml

1“1

M
m

ト1．I }
m
m m
！2ムUm

 I1』Um 1U＾

ト11

tm

1 M＋1M＋1

図5－5 増分変形

ここではミスマッチのみでミスアライメソトがない基準格子を選んだ力㍉ ミス

アライメソトがある場合も同様に扱うことができる．

 式（5－29）で増分変位成分が求まると，ひずみ増分，生ひずみなどの解

析方法は，前節と同様にして求めることができる．式（5－29）は基準点1

に対する変位増分を表わしているが，式（5÷27）を考慮すると，m点の空

間座標がを求めることができっぎのようになる．

三一・ぺ・㌃ll∴（5．、。）

ニハ々。篶    」

 55 実験例

 太節では，これまでに述べたモアレー法を大きなひずみ領域での円孔および切

欠きを有する帯板の平面応力状態下における引張りおよび平面ひずみ前方押出

一／18一



しの実験例に対して適用をする．

  5．5．1 実験例（I）一円孔および切欠きを有する帯板の引張り一

   5．5．t1実験装置

試験片に加える引張り荷重は島津製作所製の万能試験機を用いて負荷した．

図5－6に試験機に実

熾舳付けた状③」
態を示す．荷重は偏心

したいように，球座お
             2   ・・
よびピンを介して負荷

                      絃
する・試験片①の樗1点
                      ㌻

聞に取りつけられた二         4
つのダイヤルゲージ②

を用いて仲びの測定を5

行たう．また③は試験

片上のモアレ格子と物
             図5－6 実験装置 I試験片    4カメラ
体点および試験片形状            2ダイヤルゲIジ 5ハ■フミラー
                     3 光源

変化を35mmカメラ））で撮影するときの光源であり，⑤は光源からの光が直

接レンズに入ることを防ぐためのハーフミラーである．

   5，5．1．2試験片

 図5－7に完成した試験片形状を示す．この試験片はつぎの順序で加工を行

なう．

 ω 素材作製：同じロッドのSS41板材の同圧延方向から90x30の試験

  片ぷ材を取り，表面を仕上げる．

 12〕モアレ格子の焼付け（94）（108）（109）：ωで作製した試験片表面のモ

一119一



 アレ格子焼付け部分を工
                               に27                              12 12
 メリーぺ一一パ（十800穫痩＝）

て研摩して脱脂後感光液    命1。
                                  富
   ※1    類2
（棚個RとKMHTの混合比 @壱・   劾 十・
 3：アの液）を回転塗布                    8
機で一様厚さに塗布した   ・命与
                 120

 後十分乾燥させる．    L■310

 つぎに150太／インチ

 のモアレ用格子および2

 ㎜間隔の物体点の原板フ
                     図5－7 一試験片
 イルムをこの上に重ねて

                               ※3
 真空装置で十分密着させて水銀灯で感光させる．これをKMERD で現像

 した後水洗いをして未感光部分を除去する．そして塩化第2鉄溶液（20．G

 40ボーメ）を用いてエッチ1／グによりモアレ用格子及ぴ物体点を浮彫りに

 する．

 13〕試験片の再加工：12〕で作製した試験片を図5一アの試験片形状に加工す

 る．このときモアレ用格子面を合わせ面になるように2枚の試験片を重ねて

 加工すると，その面に傷がっかたいので都合がよい．

   5．5．1．3 実験および解析方法

 作製した試験片を実験装置に取りつけ万能試験機によって荷重をかける．適

                                ※4
当た荷重間隔で，試験片表面の変形モアレ格子を35伽カメラで接写  する

と同時にダイヤルゲージの目盛を読み取る．変形が大きくたった所では，荷重

の変化量が小さくたるので，ダイヤルゲージの…売みによって適当た変位間隔に

おける写真撮影と荷重の読み取りを行なう．

※

※

※

K．d且kM舳Ht曲R・昌i昌・※2K・d目kM舳1脈H。舳Thi㎜・正
Kod目k Mo tal Et ch Re日t昌t Devo l oPo r ．

フィルムは伸縮しないようプジミニコピ’使用。
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 モアレじまはこ

のようにして撮影

した変形格子を引

き伸し機で拡大し

て，この拡大像と

基集格子を重ね合

わせることにょつ      （a）円孔を有する帯板

て作る．この方法

は永井（94）による

                               嵩

                               滋

したり交換する必

要はなく・常に最      （b）U型切欠きを有する帯板

艮のモアレじまを                   図5－8 モアレじま

得ることができる．

モアレじまの一例を図5－8に示す．

 っぎにあらかじめエッ手ゾグしておいた物体点におけるモアレじまのしま次

数を読み取った領域を多数の部分領域（各領域をオーバラップさせる）に分割

してその領域ごとにしま次数を多項式近似してデータを平滑化する．この多項

式を用いて図4－15に示す有限要素の節点におけるしま次数を計算する．節

点の変位成分は，式（5－16）によって求め，ひずみ成分は式（5－23）

によって計算する．

   551．4実験結果
 図5－9は円孔および切欠き付近の軸方向のGreenのひずみγ22の分布を
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1 42．2
2 仙．3
3 45．3
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α05
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03     005
α2

Q05

O．1

σ4

0．3

    α1  005．2

0．1

．（・）円孔を有する帯板

ご

～ PW㈲m
1 43．6
2 45．8
3 他．5

4 49．7

③

15

0j

α05

02

0j

α05

α3

α2

0j

0．3

    0．20．05

Oj

005

L．
」 」＿＿  L

   （b）U型切欠きを有する帯版

図5－g 最小断面材遼のGreenのひずみ分布



示したものである’いずれの場合も板厚方向にネッ出ゾグを起していない。

したがってカメラと試料格子の距離の変化お．上び変形していたい試料格子に対

する変形状態の試料格子の傾き角は小さく，これらが実際のひずみ分布に及ぼ

す影響は小さいと考える．

 この図から，円孔を有する帯板については，いずれの変形段階においても側

面におけるひずみは最小断面上で最大値をとらず，一ある程度はなれた所におい

てそれが生じること・比較的ひずみの大きい箇所は円孔付午とどまり変形は

帯板のごく．わずかた領域で非常に大きくだ一っていることがわかる．

 他方，ひ型切欠きを有する帯板については，円孔を有する帯板の場合よりも

いっそう局所的た変形が大きくたっている。これは切欠き材の強度を考える上

で十分に考慮したければ衣らな・い点である．

   552．実験例⑫一平面ひずみ前方押出し一

   5．5．2．1実験装置

 圧縮荷重を与えるために島津製作所製の万能試験機を用いた．図5－l oに

試験機に実験装置を取り付けた所を示す．荷重が偏心したいように球座②を介

してラム④を移動させる．試験片⑦はダイス⑥によって所要の押出し比に加工

される．たおラムの移動量はダイヤノシゲージ③たよって卿定を行なう．

   55，2．2 誠一一験片

 図5－l／に完成した試験片形状を示す．試験片の材質はA／050B瓦一F

材で同じロッドから40×20の4角柱を削り出し5：5．1．2で示した方法によ

ってモアレ格子および物体点を表面に焼きつけエッチングする．ただし，この

場合のエッチソ．グ美作はSS4／材の場合とは異たり5口。C40ボーメの塩化第・

2鉄溶液を使用し，また試験片温度も50．Cとする．？ぎに焼ぎつけた格子

面を1方の合わせ面として，図5－11の試験片形状に再加工をする．いずれ
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の試験片に対してもノーズをつける．

   5．5．Z3 実験および解析方法

 作製した試験片を実験装置に取り

つけ二硫化｝リブデソで潤滑を行存

って前方押出しをする．十分次量押

出した後取り出し変形格子と基準格

子を重ね合わせてモアレじまを作る．

っぎにあらかじめエッチングしてお

いた物体点一におけるモアレじまのし

ま次数を…荒み取り，これを55t3

と同様に多項式で一近似平滑化を行な

い，任意の物体点におけるしま次数

が計算できるようにする．このよう

にして求めたしま次・1・

数および式（5－28）

1

2

3
θ／

4

9

5

6

7

8

図5－10平面ひずみ前方押出し装置
 1 万能試験儲ク回スヘッド 6 保持板
 2 球座          7一試験片
 3 ダイヤルゲージ     8 ダイス
 4 ラム           9 万能試験儲ヘッド
 5 コンテナ

｛卜29）・（5－23）

位増分。ひずみ増分，         図5－11試験片

全ひずみ増分，相当ひずみおよぴ格子点の空間座標を計算する．

   5．5Z4実験結果
 図5－12は変形状態の2方向の変位成分を表わすモアレじまである．図5

－13はこのモアレじまから式（5－30）を用いて計算した格子輝（破線）

と試験片上にあらかじめエッチングしておいた物体点から求めた格手線（実線）

ダイス

あ

m 150
●
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である．両者はよく一致し

ている．また上で求めた流

線の入口および出口におけ

る流れ関数の値もよく一致

     ※
している．

 図5－14は相当ひずみ

増分の分布を示している．

相当ひずみ増分は，入口，

出口および軸線上の等ひず

み線の密度が高い部分を結

んだ領域上で急に変化して

いる．

 図5－15は相当ひずみ

の分布図で，上流では由心

部が，下流では中心から離

れた部分がより大きな値に

たっている．これは図5－

14から推測される，

 図5－16はGreenのひず

みγ の分布図である．出口  リ

側の相当ひずみ増分が大きい

領域の近くて711の等高線の

密度が高くひずみが急変して

いる．

図5－12モアレじま

N1

し

N2

一 一 一 、
、
、

一 一 ・ 一‘ し
一 、
一 、
、 、 一

一 I i 一
、 、 、 i一、
、 、
一 一一一． 一一i 一 一 一 一、

一 、
、 ‘1一’ ・一 一
、、

一 一 一 ・一
、 一

一 』 ・一一一一■一・一一一
一 一
一一 一． 一一■一一 一一 一一一・ ’ ・ 一一

一 一 一・一 一一 ■一 一一 一■一一
一 ’ 一 一 ■ 一・ ■ 一一 一■ 一一 ． 一一

図5－13 流線

一物体点の軌跡
一・一一一一 cAレじまから求めた流線

※ 体積一定の条件を溝足していることを意味する．
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またγ12はこの領域をすぎ

るとほとんど一定値に落ちっ

くよ？である・γ・・は｛心

軸線に近いところでは負値

を，離れたところでは正値

をとって㌧・る．これは軸線

に垂直であった格子線が，

軸線付近では圧縮され，離

れると引張られていること

を意味しており，図5－13

の変形格子の形状から推察

できる．

 図5－1アはGreenの

ひずみγリをテンソル変換

して求めたA1mansiのひ

ずみe の分布を示したも   リ

めである．

OC2

O01
OC1     α02

！1

図5－14 相当ひずみ増分の分布

Oj O．2
       0，3

店

ε

α4
      ．5一

図5－15相当ひずみの分布
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L仰江
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一α2

⊥

     一心

   α406一
σ・α3

．2

  一e12

 0；4－0．3

しOj

0j

図5－16 Gr6enのひずみ分布 図5－17 Almansiのひずみ分布
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 a6 結   言

 本章では，大ひずみ大変形問題を実験的に解析す一るために物体座標表示のモ

アレ法について論じた．とくに塑性問題に対して応力解析と結びつけられるよ

うに増分的な取り扱いを行なった．定常変位場に対しては，1枚．の全変位を与

えるモアレじまの写真から増分変位場を求める方法を提案した．

 はじめにミスマッチ，ミスァライメソトがない場合のモアレじまと変位の曄

係式を，それらが任意にふくまれている場合に拡張し，さらに任意の独立2方

向の平行直線群からたる基準格子を用いた場合に一般化して，同じ物体点にお

けるある基準状態およびそれに付加された変形後のモアレじまと変位の関係式

を導出した．変位増分からGreenのひずみ増分を求める過程に，第2章で定

式化した有限要素法のひずみ解析部分を導入し，Greenのひずみ，相当gず

みなどの計算はいずれも有限要素法の場合と同じ計算手法を用いた．またモア

レ法があまり用いられていない定常変形（とくに定常塑性加工問題）に対して

流線が物体粒子の軌跡であることを利用し，定常モアレから生ひずみ，空間座

標を計算する手法を示した．この方法によると増分モアレ法・のように定常変形

に加えた増分変形を定常変形の延長として実現することの困難さは排除できる．

 ここで提案した理論を基礎として，大ひずみ域における円孔および切欠きを

有する帯板の引張りと平面前方押出し問題の変位．ひずみ解析を行なった．一
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結    論

 太論文においては，大ひずみ大変形弾・塑性問題を正確に解析するために，

増分理論による運動学的関係および弾・塑性体の構成方程式について研究し，

それにもとずく有限要素法を確立した二そしてその方法を平面弾・塑性問題の

解析に適用することによって，その有効性を示すとともに従来から行なわれて

いる微小変形の有限要素法を用いた大ひずみ大変形の解析法の根太的な誤りを

指摘した．

 さらにこの有限要素モデルをモアレ法に応用して一つの新しいひずみ解析方

法を提案し，この方法を定常および非定常大ひずみ大変形問題の解析に適用し

た．得られた結果の考察および結論は各章において述べたが，ここではそれを

要約する．

 第1章においては，大ひずみ大変形の・増分理論を展開した．このような解析

においては，座標系の選択が重要であるが，本論文では弾・塑性体の構成方程

式，運動の記述の簡潔さ，応力，ひずみの取り扱い易さおよび数値計算を行な

うことなどを考慮した上で，埋込み座標系を選んだ．そして，変形状態の埋込

み座標系を基準座標として各種増分量，運動方程式，エネルギつりあい式など

を導出した．これらの議論は直接には第2章において増分形有限要素法の定式

化を目的として行なったものであるが，これに限らず，境界値問題の解析に対

しても応用できるものである．またほかに，変形していたい状態の埋込み座標

系を基準とした定式化も行なった．

 第2章に飴いては，第1章で求めたエネルギつりあい式を一つの要素に適用

して，増分形の有限要素法を定式化した．求めた要素の増分形の運動方程卒0）
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係数マトリッ．クスは，太論文で新しく導出した2つを含めて合計6つの部分か

ら成立していること，変形状態の埋込み座標系を基準とした定式化において！ま，

初期変位があるために生じてくる複雑な修正マトリックスは現れず簡単にたる

ことを示した．そしてこの増分形の運動方程式から軸対称および平面問題の運

動方程式を誘導した．

 つぎに単体要素モデルを用いた場合について簡潔な計算のアルゴリズムを示

した．これによって厳密な大ひずみ大変形の解析を手軽に行なうことが可能に

たった．またこれとは別に，比較のために変形していたい状態を基準とした増・

分形の運動方程式も算出した力㍉形が非常に複雑にたることがわかった．この

ようにして求めた個々の有限要素モデルから，節点で変位を共通た基本ベクト

ル方向に分解して重ね合わせて，連続体モデルを組立てる一般的た方法を示し

た．尭わりに境界条件の有限要素表示を行なった．

 第3章においては，弾・塑性体の変形状態の埋込み座標系を基準とした増分

形の構成方程式を導出した．この構成方程式は，第2竜における要素の増分形

の運動方程式に直接応用し，実際の問題の解析に使うことを目的としたもので

ある。導出にあたり，応力，ひずみの定義を明確にし，それらの増分量には客

観性を有するものを用いた．

弾性体については，亜弾性と超弾性の場合に増分形の応力一ひずみ関係を示し

た．

 弾塑性体については，埋込み座標系におけるJamannの応力増分とひずみ増

分の間の線形関係として構成方程式を示した．そして各種塑性ポテンシャルに

対して具体的た関係を求めた．とくにMiSeSの塑性ポテンシャルに対しては，

平面問慈の場合の増分形の応力一ひずみ関係のマトリックス形をも示した．お
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わりにこの構成方程式を単軸引張りに適用して，これが相当応力増分と対数ひ

ずみ増分の線形関係を一般化したものであることを確認した一．

 第4童においては，第3章で定式化した増分形の有限要素法の適用性および

有効性を検討するために，2次元弾性尭よび塑性問題の解析にこれを適用した。

 はじめに用いた構成方程式の妥当畦を大き改単純せん断変形の解析を例とし

て，数値的に検討した．

 非線形弾性問題の一例としてポリウレタンラバーからなる有孔帯板の引張りを

解析した．そして得た結果をD・J．岬re11iらの実験値と比較し，よく一致

することを示した．

 弾塑性問題の例として，輝形硬化の場合に対して，2方向から荷重を受ける

有孔平板と切欠きを有する帯板の一引率りを扱い，従来法による結果と比較した。

その結果，従来法による結果には相当誤差が含まれることがわかった，さらに

軟鋼の単軸引張り実雫にキって求めた応カーひずみ関係を用いて，円子㌧および

切欠きを有する帯板の引張りを扱かい，ヰアレ法による実験結果と比較した．

その結果，荷重，変位はよく一致し，びず争についても計算結果を十分裏付け

るようなデ」タを得た．これに対して同じ問題を従来法によって解析した結果

は実験値から大きくはた柞たものとなった・

 以上から，第2章で定式化した有限要素法により，大ひずみ大変形の弾性飴

よび塑性解析に対して厳密な取扱いを，実用性を損うことなく実行することが

可能になったと考える．

 第5章においては，．有限要素モデルをキァレ法のひずみ解析に適用した新し

いひずみ解析方法を示した．

 はじめに，2枚の1司し格子め一方を変形させて重ね合わせたときにできるモ
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アレじまは等変位線にたるという考え方を一般化して，独・立2方向の平行線か

らたる基準格子を用い走場合に対して，物体座標表示によるしま次数の変化と

変位の間の関係式を示した，そして求めた変位場（増分変位場）からひずみ

（ひずみ増分）を求めるときに第2章で示した有限要素モデヶを用いた．この

ひずみ解析方法は，従来のしま間隔の測定によってひずみを求める方法に比べ

てより簡単なものである．さらにこの手法を基礎とし，定當変形を物体座標を

介してとらえる新しいひずみ解析方法を提案した．

 実験例としては，円孔および切欠きを有する帯板の引張り，平面ひずみ前方

押出し問題を選び，ひずみ解析を行なった．

 以．蛛研究によ〔て，増分形の有限要素法による大ひずみ大変形の正確な踊斤

法が確立され，実際の問題に対する応用によりこの解法の有効性を示すことが

できた．さらに，この者限要素モデルをモアレ法に応用して，効果的な実験的

ひずみ解析方法を提案した．

 今後，計算機の大型化，高速化に伴なって，この種の厳密た解法は構造鰯好

はもちろん塑性加工問題その他のいわゆる境界領域のより複雑た非構造問題の

有力た解析方法としてその適用性を広め，広く一般に用いられるようにたると

考える

 終りに臨み，研究を遂行するにあたって終始懇切なるご指導と激励を賜った，

大阪大学浜田実教授，北川潜助教授に対して議しんで深甚の感謝をささげます．

 また有益なる御討論，御助言を賜った，大阪大学菊川真教授，大路清嗣教授，

福岡秀和教授，神戸大学進藤明夫教授，瀬口靖幸助教授，実験に際して御援助

をいただいた大阪大学井上皇勘手，有益たる御助言をいただいた大阪大学中村

喜代次助手，斉藤正克助手，モアレ格子焼付けを御教授下さった大阪大学冨田

康光助手，実験に協力をいただいた大阪大学羽田均，阿久根俊幸，一井村修司の

諸氏に対して併せて厚く感謝致します．
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付録（I） 有限要素の増分形の熱伝導方程式

本文第2章てば熱的現象との達成を考慮しない増分形の有限要素法の定式化

を行在った一とこでは，座標系，変形，ひずみおよぴ応力などに対して，第1，

2章。とまったく同様な取り扱い方をして，力学的および熱力学的現象が達成す

る問題に用いることができる増分形の有限要素法を定式化する．

 （I）．1．エネルギつりあい式

 図1』1に示すように，ある初期状態0口から既知な変形をした後の状態を

0，その上に増分変形が加わ｛た後の状態を0で表わす．0に対するエネルギ

つりあい式は，式（1』62）で表わされる．すなわち

  ＾＝十σ＝Ω十ρ                    （1－62）

                （2）
上式は局所的な形てば次式となる、

  ρ6一へll、・へ・ρ力     （い．15

 ここで2冨〆び三は単位面積あたり流入する熱流ベクトルであり，εぱ単位

質量あたりの内部エネルギ，ρぱ密度，。々は単位質量に与えられる熱量を表わ

す．

 さらにgを単位質量あたりの自由エネルギ，ηをエントロピ，σを0の単位

体積あたりの内部消散，．θを絶対温度とすると，これらの量の間には，つぎの

        （26）
関係が成立する．

  9一ε一ηθ   ／
  1一｛づ1㌧一ρ（多・11）／    （1一・）

式（I」2）を用いると，式（I』1）はつぎの形に書きかえられる、

  ρθ矛一戸1㌧十〃・σ        （I－3）

 ところで、τにおける量に対して“』“をつけて表わすと，熱量qぱ次式で
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表わせる．

  ρ一一∫テρ万aτ十∫λへ”     （・』・）

ここで

  σ・・祁｛           （I－5）

式（I－4）を0を基準状態にして表わすためにつぎの量を定義する．

 Og：0の単位面積で定義した0における熱流ベクトル

 oσ：Cの単位体積で定義したCの内部消散

たお式（1一・5〕の4と上述の。ずの間にはっぎの関係がある、

 qいmんク．m”              （I』6）
 ○万一をつぎのように成分に分解をする

  。h抑6           （I－7）
この関係式と，質量保存則（｛』54）を式（I－4）に用いるとρぱつぎの

ように表わされる．

  一    』      ～｛                  （I』8）
  ρ一∫τρ”τ十∫ノ・川”

したがって。に対してつぎの局所的なエネルギつりあ．い式を得る．

  ρジり㌦・。へ・〃      （・一・）
δにおいて，一 P位質量あたりの自由エネルギ，ユニ・トロピを事およびラで，単

位体積あたりの内部消散をσで表わすと，これらの量の間には式（I』2）と

同様，つぎの関係式が成立する．

ll二∴、ベラ号）／  、、、、。）
      ノ16

ところで’σとOσには

μ肪一∫gητ

の関係があるので
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・σ一τり1εIIm・ρ（9・η1）     （・一11）
式（I」9）ぱ．上式を用いるとつぎのように書き改められる．

   』．   ～  ρθラ㍉・㍉三・ρ7・。盲      （1－12）

ここで，増分変形は微小であると仮定をして0に関する董を0に関する量とそ

の増分にょってつぎのように表わす．

  一ε   6   ；      ＿
  ¢雷グ十”  θ＝θ十4θ1

  万一η・・η  ㍊十〃／   （・一1・）

   σ＝σ十∠σ  ○

この関係式および式（1－27）．（1』28）を用・いると．式（I－7）の

 ～6
0gばつぎのようになる・

  。サ㌧グ｛十〃・｛・mll。      一（I－14）

 以上で増分変形前後に対して0を基準にした局所的なエネルギつりあい式ば

求まった．つぎにこれら2つの式（I－1），（I－12）を用いて有限要素

の増分形熱伝導方程式を導出する、なお運動方程式については本文第2章で求

めたものと同じ形になる．

 （I）．2  有限要素の増分形熱伝導方程式の定式化

 ここでは，任意の一つの要素の増分形の熱伝導方程式を導出する．要素内部

の温度θの分布は，変位の場合と同様，要素の節点温度θNからしa占ra㎎eの

・内そう関数倫によって唯一的に決められるものと考えて

  θ一へθ・・．”一舳θN      （⊥邑15）

エネルギつりあい式に対して，式（2－12）に対応する関係式を求めるため

に，一般化されたGa工erkin法（27）を用いる．すなわち，式（五一3），（I

－12〕に対して温度変分δθ・δθをかけて要素について積分を行なうと．、

次式を得る．
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∫、ρ1η11aτ・∫、～）τ一∫ノペ11州τ〃叶・∫、σ11aτ

∫τρ万矛11・1＋／、、7切！1－Lψふ十ブ、ρ燃τ・∫、。納τ

                               （I－16）

上式のδθ．δθに対して式（I』15」 jを用いると，

  δθ一ψNδθN

  δトヘδIへ     一       （ト17）

式（2－12）を導出した場合とまったく同様にして有限要素に対する増分形

の熱伝導方程式を得る．す在わち，

∫、ρψ、1、ψ、ん叶らρψ、ψ、号2τ〃、

．・∫τψい小1・∫1へのm A、ψ。，、a1〆・

  一∫ノ｝｛川∫ノ・！＾へ””㌦

  ・∫、ρ〃・aτ・∫、〃、aτ      （一I－18）

 上式申の変位増分の項が，運動方程式と達成ずみ項である。式（2』12），

（I』18）に対して構成方程式が導入されると，この二つの方程式を連立さ

せて連続体の熱力学的過程を解析することができる．
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   付録（∬） 有限要素法によるすべ1）線場解の有効性の

         検討（切欠き試験片の曲げ問題につ一いて）

 本文緒論において述べたように，最近の有限要素法の発達はめざましく，非

常に広く用いられている．ところが，有限要素法によると問題の種類に関係な

く現実に即した解析を行なうこ。とが可能である反面計算量が一般に多くなると

いう欠点がある．

 これに対して塑性問題に対しては、変形途中の状態を考えずに降伏点荷重の

みを取り扱うリミット・アナリミスの手法が研究されている．この手法は，平

面ひずみ問題，簡単な形状の軸対称かくの塑性解析に用いられてきており・特

別な問題に対してはきりめて簡潔に解が得られるという長所を有してし（る反面，

解を得るために定まった算法が在く直観と経験にたよる音B分が多いという欠点

があること，およびこの手法が適用できるのは多くの場合剛塑性材料のみであ

り，変形を考慮していない点は実際の現象を解析するうえでは十分な近似にな

ク得ない場合があることに注意すべきである．

 ここでは切欠き深さにょっ一て塑性域の広がり方に顕著な差がでてくる切欠き

試験片の3点曲げ降伏問題を．すべり線場解法と有限要一素法によって解析し，

両解を比較することによりすべり線場解g有効性を検討する．なお変形が小さ

い初期降伏状態を問題としているので，有限要素法による解析は従来法によっ

て行なう、

ω・。1 切欠き試験片の3点曲げ降伏のすべり線場解析

 ここでは図n』1のように，切欠きみぞを持つ試験片が3点曲げを受けた場

                   ※
合の初期降伏のすべり線場解を求める． ただし試験片は紙面に垂直の方向に

労 切欠き形状以外はシャルピ衝撃試検の場合と同じである．
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       図I－1 切欠き試験片形状と深い初一欠きのすべり線場

十分な厚さを持ち，平面ひずみ状態が保持されているものと仮定をする、

 この切欠き試験片が降伏曲げモ』メニ／トを受けた場合のすべり線場は．切欠

きが十分深く変形する塑性域が切欠き最小断面付近にとどまる場合と切欠きが

ある限界の深さよりも浅くなってそれが虹欠き側の表面まで広がる場合によっ

て異なったものとなることが知られている．（45）’（用）ここでは．これまでに

すべり線場解が明らかにされていない後者について解析を行なう．

 図n－1に示すようを深い円弧底v切欠きを有する試験片の3点曲げに対し

                       ※（111）
では，図中に示すようなすぺり線場解が成立する．   このような深い切欠

きのすべり線場が成立するために必要な限界の切欠き深さおよびその切欠き深

さにおけるすべり線場ぱ；図n』1の深い切欠きのすべり線場を切欠き側の表

                       燃
面へ拡張一ｷることによって求めることができる、

 図n－2に切欠き底半径エおよび切欠き角度βを変化させたときに成立する

※ 他の切欠き形状に対する深い切欠きのすぺり線場解についてはA，shi ndoとT．S o（111）

  を参照．

蜘喋・詳細については進鶴冨円（「12）参照．
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各限界深さの切欠きのすベク・線場解を，図II－3にそれらの解の存在範囲を示

す．し（ずれのすぺり線場も，図u－1に対応した深い切欠きのすべり線場をあ

らかじめ求めておきそれを切欠き側の表面へ拡張することにより求めたもので，

切欠挙表面へ拡張した部分のすべり線場は．，一図中に示している三つの独立な未

 I K 場a              lK 場C
 G

烹、  l
   C      α

1。場b

A d・R・θ1

L

／R     。＼

 紗φ     QW1
         01  W
    C         N

       dヨR2e1

i…

ε2
』

騨
井

芭1
榊
点
軍

       ぺ   。・
        夕 E    p W
          C    N L
         害

              d呈改R2
    場d      ＾ 1κ  v
d’

 苑E            W

             し
    官
          o
       P

          d！吐R！
        ん
図皿一2 限界深さの切欠きのすべり線場

、

場O 場 場C 場d

〃 ”v
◎II

』

       切欠き角度ダ

図I－3 限界深さの切欠きのすべり線場解の存在範囲
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知パラメータによ一って決まる．この三つの未知パラメ』タは，図I』2の拡張

した合すべり線場境界に作用するせん断応力と静水圧成分によって生じる2方

向の力およびモ∵メントに関する今計三つのつりあい式が満たされるように決

定する．左ふノ0部分に働く力およびモ』メノトの計算にぱべき級教法（46）を

用いた．そして三つ一のパラーメータはつりあい武からNewto胎Raphs㎝法を用

いて決定した一

 切欠き深さが限界深さよりも浅く在ると，図n－4に示す浅い切欠きのすぺ

り線場が成立する。これはすぺり線ρ亙とホドグラフ上の特性曲線ρ’4’の曲

率半径の大きさの比ω〆叫二つの剛体部分の回転角速度比で・61岩1としたと

き（五2＋d5）／五2に等しい）と図申に示した9個の独立往未知パラメータに

よって唯一的に決定される不静定をすべり線場で．1956年A．P．Gre㎝と

B．B．Hundy（45）が純曲げ実験によっ一でこの種の場があることを余して以粂

はじめて数値的に解析したものである一つぎに場aを例に，その計算手順の概

     ※
要を示す。

 はじめに，すべり線場におけるべき級数法（佑）をホドグラフ面へ拡張し，ホ

           ’  ’ト’グラフ上の特性曲線ρ”の曲率半径をすベリ線場の未知’パラメ』タと．未

知すべり線Mノの曲率半径をべき級数に展開したときの未知係数の項で表わす．。

そしそ以下に示すように，この未知係数と未知パラメ」タを決定しすべり線場

を求める，

 未知係数は．すべり線ρ刀と特性的纏ρ’”の対応する点における曲率半径

の大一き台の比がω1／％．の値と等しく在るように，さらに9個の未矢口パラメータ

は，切欠き．形状および深さ，すベク線場の幾何学的な関係，すベク線場境界に

作用するせん断応力と静水圧成分によって生じる力およびモ』メン｝が満たす

べきつり率い関係から導出される9個の条件式を満足するように決定をずる。

このように一して求めたパラメータから（五2†d5）／五2を計算して，この値が前

            （1．13）楽 詳細について怯進藤冨田    参照・
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回の繰り返しで求めた値に十分近付くまで，上述の未知係数および未知パラメー

タを求める操作を繰返し行なう．

正I』2 切欠き試験片の3点曲げの有限要素法による解析およぴすべり線場解

    との比較

 すべり線場解と比較するために，図u』1に示したと同寸法の切欠き試験片

で，切欠き深さがそれぞれ2，1．6651，1π堀の3種類の場合について，平

面ひずみ状態を仮定して解析を行った．※図n』5に切欠き深さが2舳の場合

の要素分割を示す．これ以外の切欠き深さの場合は，2棚の場合の切欠き表面
20

5．

                        2F
                 図I－5 要素分割
付近にある要素の形状を変えてそれぞれの切欠き深さになるようにプロでラミ

ングを行なって処理した，荷重点における荷重は分布荷重として図n』5に示

すように節点に振り分けた．いっぽう支点部分ぱ1節点ですべり支えとした。

材料あ構成方程式として，図工1－6中に示した単軸引張りの相当応力σと相当

塑性ひずみ言 の関係をPrandt1e』Reussの式によって多軸へ一般化したも
      P

のを用いた．

 図血』6に荷重と切欠き底の垂直方同変位との鱒係を，図血』7に塑性域の

× それぞれの切欠き深さは，すべり線場解の深い切欠きの場合，限界深さの切欠きの場合および

 浅い切欠きの場合に対応する．
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  図II－6 荷重変位関係

進展状態を示す．図中の番号は，

歯』二7の説明の便宜上つけた

もので，坪欠き．深さが2■，66

51，1・㎜の場合それぞれ3・ζ

4において切欠き底および荷重

点から広がった二つの塑性域が

結合している．また図中縦軸・上

の一○∬印はすべり線場解によ

る切欠ぎ試験片の降伏点荷重を

示す．この降伏点荷重と塑性域

が結合一したとき一の荷重は相当よ

く一致しており，両者の値の間

に存在する差は材料に完全剛塑

性体と線型硬化弾塑性体の違いがある」ことおよび・すべり線場では変形（弾性変

形）を考慮していたいことによるものであると考える．

一さらにすべり線．場解においては2腕の深い切欠きと1．6651棚の限界深さの切
  ，

欠きの場．合は同じ降伏点荷重となるのに対して，有限要素法の場合は二つの切

欠き深さの差が，荷重変位関係にも現われている点に注意すべきであ亭・

 図n』7ぱ，各切欠き深さにおいて成立するすべり線場と塑性域の進展状態

を示して一いる．ん＝2舳の深い切欠き9場合は，切欠き底と荷重点牟ら広がっ

てきた塑性域が結合した後さらに負荷された場合に対してこの塑性域は切欠き

側の表面で成長した塑性域と結合する．尻＝1．・6651肋の限界深さの切欠きの

場合は．変形が小さ・いときの塑性域の広がク方ぱ，深い切欠きの場合と同様で

ある．しかし，切欠き底および荷重点牟ら広がってきた二つの塑性域が結合し

たとき，すでに切欠き側の表面において塑性域が発生している．この点におい
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図II－7 塑性域の進展状態
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て，深い切欠きの場合と相準している．．これに対してん＝1舳の浅い切欠きの

場合は，はじめに切欠き底および荷重点から塑性域が生じ，つぎに切欠き側の

表面においても塑性域が発生する．そして切欠き底および切欠き側の表面から

広がった塑性域が結合した後に，さらに荷重を加えるとこれらの塑性域は荷重

点から広がってきた塑性域と結合する．これが浅い切欠きと深い切欠きの場合

の柑逮・点であり，限界深さの切欠きの場合は．両者の中間的在様相を呈してい

る．

 切欠き部および荷重点から広がった塑性域が結合した時点における塑性域は，

図中に実線で示したすべり線場およびエッチングによるひずみ模様とよく対応

している．

 図n』8ぱ、すべり線付近に位置する要素の主せん断力方向を図示したもの

である．等方材料てば，応力の主軸と塑性ひずみ速度の主軸は一致する．した

が一で，これはまた塑性せん断ひずみ速度の主軸方向を表わしていることにな

る．この方向は，図申に実線で示したすべり線の方向（主せん断ひずみ速度方

向）とよく一致している．

 以上．切欠き試験片の三点曲げの初期降伏のすべり線場解と有限要素法によ

る弾塑性解とを比較した．その結果，すべり線場解析によって求めた降伏点荷

重，切欠き深さの違いによって塊りれる塑性域の分布における顕著な差およぴ

ひずみ速度の分布については，弾塑性解析の結果においても同じよ・う稜形で表

看っれることが明らかになった
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