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ｍｈｅｂｏｏｋｂｙＣｏｘａｎｄＬｅｗｉｓ（1966）andthevolumeeditatedbyLewis

(1972）showedthedevelopmentofstatistica1techniquesf､orpointProcesses、
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ｄｅｖｅﾕｏｐｅｄｔｏｓｏﾕvesomeprob]Lemsincommunicationengeneering（seethe

recentbookbySnyder（ｴ975）fortheextensivediscussionsof・ｔｈｅｆｉｅ]しd)．
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入(tlFt）＝Ｅ[N(dt)lFt]/dt，

whereFtisthehistoryoEtheprocessovertheintervalofobservation（０，ｔ)．
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[IIlA(もi'F竜止却[-1:）(も'蔵t)｡､｝ユ

叩(I:1.9A(tlFt)dNt-I:入(tlFt)川
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ｓｔａｔｉｓｔｉｃａ１ｉｎｆｅｒｅｎｃｅｏｆ、ｇｅｎｅｒａユｐｏｉｎｔｐｒｏｃｅｓｓｅｓｗａｓｓｕｇｇｅｓｔｅｄｂｙＶｅｒｅ－Ｊｏｎｅｓ

(ﾕ975）．エtisnowveryimportanttoobtaingoodparametricmodeﾕｓｏｆ、

conditionaエintensityfunctionAO(tlFt)．

Ｔｌｌｅｐｒｅｓｅｎｔｐａｐｅｒｉｓｃｏｎｃｅｒｎｅｄｗｉｔｈｔｈｅｄｅｖｅ１ｏｐｍｅｎｔｏｆｔｈｅｍａｘｉｍｕｍｌｉｋｅ]Ｌｉｈｏｏｄ
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ｉｎｍｙｗｏｒｋ，ｅｓ]Ｑｅｃｉａ１１ｙｔｏＰｒｏｆＯｋａｍｏｔｏｆ､ｏｒｈｉｓｃａｒｅｆｕ二Ｌｒｅｖｉｅｗｏｆ、ｔｈｉｓｐａｐｅｒ
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ｍｈｅＳｔａｔｉｓｔｉｃａユＡｎａﾕｖｓｉｓｏｆＳｅｒｉｅｓｏｆ
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ｈｎｃｔｉｏｎ，ｗｈｉｃｈｐユａｙｓａｓｉｍｉ１ａｒｒｏユｅｔｏｔｈｅｔｉｍｅ－ｖａｒｙｉｎｇｉｎｔｅｎｓｉｔｙｏｆ、ａｎｏｎ－

ｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓＰｏｉｓｓｏｎｐｒｏｃｅｓｓ･

Ｔｈｅｍａｉｎｏｂｊｅｃｔｏｒｔｈｅｐａｐｅｒｉｓｔｏｇiveregu1arityconditionsforthｅ

Ｐａｒａｍｅｔｒｉｚａｔｉｏｎｏｆ、ｔｈｅｃｏｍｐユｅｔｅｉｎｔｅｎｓｉｔｙｆ､ｕｎｃｔｉｏｎｓｕｎｄｅｒｗｈｉｃｈｔｈｅｓｔａｎｄａｒｄ

ｓｔａｔｉｓｔｉｃａ１ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｆｏｒｔｈｅｍａｘｉｌｎｕｎｌｌｉｋｅｌｉｈｏｏｄｐｒｏｃｅｄｕｒｅａｒｅｓａｔｉｓｆｉｅｄ･

Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅｓｏｌｎｅｎａｔｕｒａ１ｅｘａｍｐ]Ｌｅｓｏｆｔｈｅｐａｒａｍｅｔｒｉｚｅｄｓｔａｔｉｏｎａｒｙｐｏｉｎｔｐｒｏｃｅｓｓｅｓ

ａｒｅｇｉｖｅｎｔｏｃｈｅｃｋｔｈｅｒｅｇｕﾕａｒｉｔｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｆ､ｏｒｔｈｅｐｒａｃｔｉｃａ１ｕｓｅｓ．

kutsuna
タイプライターテキスト

kutsuna
タイプライターテキスト

kutsuna
タイプライターテキスト
(Published in Annals of the Institute of Statistical Mathematics, Vol.30, A, pp.243-261, 1978)
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ＬｅｔＰ(・）ｏｎｔｈｅｓｅｔｏｆ､pointsU＝｛tj；ｊ=0,±]し,±2,…｝ｃＱｂｅａｎｏｒｄｅｒ１ｙ
ｓｔａｔｉｏｎａｒｙｐｏｉｎｔｐｒｏｃｅｓｓｗｉｔｈｎｏｆｉｘｅｄａｔｏｍｓｏｎｔｈｅｒｅａ１１ｉｎｅＲ・Ｈｅｒｅｗｅｔａｋｅ

…〈t-1<O≦to<t]L〈…，ａｎｄｉｔｉｓａｓｓｕｍｅｄｔｈａｔｔｈｅｓｅｔｕ）hasno1imitpoints・

ThecountingmeasureN(Ａ）＝Ｎ(Ａ,⑩）isdefinedforeachboundedBoreユｓｕｂｓｅｔＡ

ｏｆＲｔｏｂｅｔｈｅｃａｒｄｉｎａ１ｏｆｔｈｅｓｅｔｕ)ｎＡ･

Ｔｈｅｃｏｘｎｐ１ｅｔｅｉｎｔｅｎｓｉｔｙｆ､ｕｎＱｔｉｏｎａｎｄｉｎｔｅｎｓｉｔｙｆｕｎｃｔｉｏｎｏｎｔｈｅｏ－ａ１ｇｅｂｒａ

ＨＯ，ｔｏｆｔｈｅＰｏｉｎｔｐｒｏｃｅｓｓｉｓｄｅｆ､ｉｎｅｄｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅﾕｙａｓｆ､ｏユユ○Ｗｓ：

(ｕ）入(Ｍ)＝罰告P[､(Ｍ`)ル0'H-..,t］

ハ鵜(ヒル罰告P[､(Ｍ`))〉OlHM]＝画い(Ｍ)lHM）
whereHs､tdenotestheo-ne1dgeneratedｂｙ｛Ｎ(ｕ,ｔ］；ｓ<U三七｝・

Ｗｅｃｏｎｓｉｄｅｒａｒａｎｌｉユｙｏｆｐａｒａｍｅｔｒｉｚｅｄｓｔａｔｉｏｎａｒｙｃｏｍｐ１ｅｔｅｉｎｔｅｎｓｉｔｙ

ｐｒｏｃｅｓｓｅｓ｛入O(ｔ,u])；OcOCRd｝whichareassumedtocorresponduniqUe1ywiththe

stationarypoinｔｐrocesses｛ＰＯ；６ＣＯ｝･Ｔｈｕｓｗｅｈａｖｅｔｈｅｅｘａｃｔユog-1ike1ihood

ontheintervaユ［０，Ｔ］ａｓｒｏＵｏｗｓ：

(L2）Ｌ$(6)－J:入ii(Ｍ)dt＋':ﾕ｡9A;(Ｍ)｡N(t)．
ノ、 夕、

ThemaximumユikelihoodestimatorOm＝６(ti；Ｏ≦ti二）isdefinedbythe

estimatoror・ewhichmaximizestheexactユike1ihood（1.２）underobservations

ｒｒｏｍｔｈｅｓｔａｔｉｏｎａｒｙ］ｇｏｉｎｔｐｒｏｃｅｓｓＰＯＯ･Ｓｅｖｅｒａ１ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｒ
ﾕikeUhoodproceduresf・orthepointprocessesaresuggesteｄｉｎ［ﾕO]・工ｎｔｈｉｓ

ｐａｐｅｒｗｅｗｉユユｇｉｖｅｓｏｍｅｐｒｏｏｆ､ｓ，ａｎｄｄｅｖｅユｏｐｔｈｅａｓｙｍｐｔｏｔｉｃｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｒ、ｔｈｅ

ｍａｘｉｍｕｍ］Ｌｉｋｅ１ｉｈｏｏｄｅｓｔｉｍａｔｏｒ・ＦｏｒｔｈｉｓｐｕｒｐｏｓｅｗｅｔｈｅｏｒｅｔｉｃａＵｙｃｏｎｓｉｄｅｒａ

ｃｏｎｄｉｔｉｏｎａエユｏｇ－ユｉｋｅユｉｈｏｏｄｕｎｄｅｒｔｈｅｉｎｒｏｒｍａｔｉｏｎｆｒｏｍｔｈｅｉｎｒｉｎｉｔｅ］pａｓｔ

Ｐ
Ｏ
Ｉ

′:入｡Ｍｄも＋(１．３）ＬＴ(０） log入O(ｔ,⑩)｡N(ｔ)，



９

-３－

anditWmbeseenlaterthatwecaniden価yLf(6)ｗｉｔｈＬＴ(6)竃｡ｒｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙ

ｌａｒｇｅＴｕｎｄｅｒｔｈｅＡｓｓｕｴｎＰｔｉｏｎｓＣｇｉｖｅｎｉｎｓｅｃｔｉｏｎ工工．Ｉｎｓｅｃｔｉｏｎｎａｓｓｕｍｐｔｉｏｎｓ

ａreconectedtogether，andexanlp1eswhichsatisfythemａｒｅｇｉｖｅｎ・エnsectionnI

itwiユユｂｅｐｒｏｖｅｄｔｈａｔｔｈｅｍａｘｉｍｕｍ１ｉｋｅ１ｉｈｏｏｄｅｓｔｉｍａｔｏｒｉｓｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔ，

ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃａｌ１ｙｎｏｒｍａ１，ａｎｄｅｆｆｉｃｉｅｎｔ･ＩｎｔｈｅユａｓｔｓｅｃｔｉｏｎＰｏｉｓｓｏｎｐｒｏｃｅｓｓ

ｗｉｎ－ｂｅｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚｅｄｂｙａｍａｘｉｍｕｍ１ｉｋｅ１ｉｈｏｏｄｅｓｔｉｍａｔｏｒｏｆ、ｐａｒａｍｅｔｒｉｚｅｄｒｅｎｅｗａｌ

ｐｒｏｃｅｓｓｅｓ．

工工．ＡＳＳＵＭＰｍ工OＮＳＡＮＤＥＸＡｌＰＬＥＳ

ｍｈｒｅｅｇｒｏｕｐｓｏｆ、ａｓｓｕｴｎｐｔｉｏｎｓａｒｅｇｉｖｅｎ．ＡｓｓｕｍｐｔｉｏｎｓＡａｒｅｆｏｒｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎｓ・

ＡｓｓｕｍｐｔｉｏｎｓＢａｒｅｔｈｅｒｅｇｕﾕａｒｉｔｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｒｏｒｔｈｅｐａｒａｍｅｔｒｉＣｆ､amiユｙｏｆ、

ｃｏｍｐ１ｅｔｅｉｎｔｅｎｓｉｔｙｐｒｏｃｅｓｓｅｓ･ＡｓｓｕｍｐｔｉｏｎｓＣａｒｅｇｉｖｅｎｆｏｒｔｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｓ

ｂｅｔｗｅｅｎ入；ａｎｄ入６ｉｎ○rderthats○meユimitthe○remsf。ｒｓ○memctionalor入ｉｉ

ｒｅｍａｉｎｖａ１ｉｄ．‘

Ｆｏｒｃｏｎｖｅｎｉｅｎｃｅ，ｔｈｅ２ｏユエｏｗｉｎｇｎｏｔａｔｉｏｎｗｉ１１ｂｅｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ･Ｌｅｔ

ｍｏｇ入0(ｔ,u))/30ｉａｎｄ８入O(ｔ,u))/80ｉｂｅｄｅｎｏｔｅｄｂｙ３１ｏｇ入/80ｉａｎｄ８入/Ｄ０ｉ

ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅユｙ，ｗｉｔｈｓｉｍｉユａｒｎｏｔａｔｉｏｎｂｅｉｎｇｅｍｐ１ｏｙｅｄｆ､ｏｒｓｅｃｏｎｄ－ａｎｄｔｈｉｒｄ－ｏｒｄｅｒ

derivatives，工naddition，３ﾕ｡９A/O0ilO，ｗｉＵｂｅｄｅｎｏｔｅｄｔｈｅｖａｌｕｅｏｒ

８１ｏｇ入/80ｉａｔｔｈｅｐｏｉｎｔＯｖｃＯｗｉｔｈｔｈｅｓａｍｅｃｏｎventionusedforotherrunctions、

ｴnsteadofEOO(・），ＰＯ｡(・），ｗｈｅｒｅＯＯｉｓｔｈｅｔｒｕｅｖａﾕueoftheParameter，1ｅｔ
ｕｓａｇｒｅｅｔｏｗｒｉｔｅＥ(・）ａｎｄＰ(．）．

ＡｓｓｕｍｂｔｉｏｎｓＡ．

(Aﾕ）Thepointprocessisstationary，ergodicandabso1ute1ycontinuouswith

ｒｅｓｐｅｃｔｔｏｔｈｅｓｔａｎｄａｒｄｐｏｉｓｓｏｎＰｒｏｃｅｓｓｏｎａｎｙｒｉｎｉｔｅｉｎｔｅｒｖａＬ

(A2）mhepomtpr゜ces…゜r6My；濁耆P[N{[Ｍルル0．
IA3)Ⅱ[･潔iN(川内…

ＷｅｓａｙｔｈｅｐｒｏｃｅｓｓＥ＝に(ｔ,u)）；ｔ」）isadapted（withrespecttothe
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under1yingpointprocessN(．,u))）ｉｆｆｏｒｆｉｘｅｄｔ三ＯＥ(ｔ,u)）ｉｓＨ－ｏｏ,t-measurable・
Further，ｗｅｓａｙｔｈｅｐｒｏｃｅｓｓＥｉｓｐｒｅｄｉｃｔａｂﾕｅｉｆ、ｔｈｅｍａｐｐｉｎｇＥ：Ｒ＋×Ｑ÷Ris

measuraUewithrespecttotheP(・)-compﾕetedo-a1gebrawhichisgeneratedｂｙ

ﾕe仕continuousfijlnctionsf,rｏｍＲｉｎｔｏＲ（see［７］ｐ､２ｆ､orexamp1e)．ＩｔｗｉＵ
＋

ｂｅｓｕ芒ficientforourpurposetonotethattheadaptedprocessEispredictabﾕe

if､ｔｈｅｓａｍｐ１ｅｐａｔｈＥ(ｔ,ｕ）ｉｓユef､tcontinuouson（０，゜｡）ｆ､ｏｒａ.ｓ､o)．

工nsection工ｗｅｈａｖｅａﾕreadyusedthestochasticStie此jesintegraﾕｓ

':層(Ｍ)｡N(t)＝0＜里＜Ⅲ層(ti⑩Ｍ)whi…………i……h・
＝＝ユーー

measurabﾕｅ]processE（see［３］ｐ､89）．エｔｓｈｏｕｌｄｂｅｎｏｔｅｄｔｈａｔｆｏｒａｎｙｆ､inite

P露edi…'…｡…い…fying':Ⅱ(１０｡(Ｍ)|層(Ｍ)|)dt＜…．…'1…
ｔｏｄｏｔｈｅｆｏ１１ｏｗｉｎｇｃａ１ｃｕﾕａｔｉｏｎ．

(2ｊ）Ｅ[':蔭(Ｍ)｡N(い]＝E[′:こ(Ｍ)画(dli(t)|H－．．，t炸画[':こ(Ｍ)XOO(Ｍ)dtl
Ｔｈｕｓｆ､ｏｒｉｎｔｅｇｒａｎｄｓｎｎｉｔｅｐｒｅｄｉｃｔａｂエｅｐｒｏｃｅｓｓｗｅｃａｎｕｓｅｔｈｅｆ､orma]L

reﾕationE{｡N(t)｜Ｈ-..,t）＝入0｡(Ｍ)d七．SiInilar1y,Ｅ{dN(t)ＩＨＯ,t｝＝入;｡(t,い)dt.
､ｈｅ]proofor．（２.ユ）isdirectﾕyderivedfrommheoremof．［７]，ｐ､23．

Ｗｅｎｅｘｔユｉｓｔａｖａｒｉｅｔｙｏｒｒｅｇｕﾕａｒｉｔｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｗｈｉｃｈｗｉ１１ｂｅｎｅｅｄｅｄａｔ

ｄｉｆｆ､eｒｅｎｔｐユａｃｅｓｉｎｔｈｅｓｅｑｕｅ１．

ＡｓｓｕｎｎｏｔｉｏｎｓＢ．

(B]L）Oisacompactmetricspacewithsomｅｍｅｔｒｉｃｐ，ａｎｄＯ〔Rd．

(B2）入eisPredictab1eぞｏｒａＵＯ・入0(ｔ,(u）iscontinuousinO，ａｎｄ入0(0,0)）〉０

ａ．ｓ・(ｕ丑ｏｒａｎｙｅｓＯ．

(B3）入０，(０，u)）＝入02(０，⑩）ａ.ｓ・ｉｒａｎｄｏｎｌｙｉｆＯ１＝０２.

(B4）no９入/80i，821。ｇ入/O0i80jand83ﾕｏｇ入/80i80j30kexistandcontinuousin

Ofoｒａユユｉ，ｊ，ｋ＝ユ，２，…,ｄ，ｔｅ]i【＋ａｎｄａ.ｓ・ＵｅＱ．Ｍ/O0iand82A/30i80j
havef､ｉｎｉｔｅｓｅｃｏｎｄｍｏｍｅｎｔｓＥｏｒａｎｙＯｃＯ．

(B5）ForanyOcOthereexistaneighbourhｏｏｄＵ＝Ｕ（６）ｏｆＯｓｕｃｈｔｈａｔＥｏｒａｎ



－５－

ＯｖＣＵ，

IA0`(O,い)｜≦ＡＯ(uj）ａｎｄｌ１｡g入61(０，q))’二A]し(山)，

ＷｈｅｒｅＡＯａｎｄＡｌａｒｅｒａｎｄｏｍｖａｒｉａｂｌｅｓｗｉｔｈｒｉｎｉｔｅ２ｎｄｍｏｍｅｎｔｓ．

(B6）ForeveryecO，ｔｌ１ｅｍａｔｒｉｘＩ(6)＝｛工ij(０)）,ｉ,j=1,…,ｄｗｉｔｈ

エエj(9)＝E(姜器器)…。…u,…nde…,…美器器h亀。
ユ』ユＪ

壬ｉｎｉｔｅ２ｎｄｍｏｍｅｎｔ．

(B7）ＦｏｒａｎｙｅｃＯ，thereexistsaneighbourhoodUofOsｕｃｈｔｈａｔｉｆ

Ｕ…｡淵'’'1:::３，k卜HＭｏｍａｘ

'百鍔;'て’ G(ｔ,(1)）ｍａｘ

ﾕﾆｉ,Ｌｋ≦。

ＳｕＰ

ｅｕｅＵ

ｔｈｅｎＥ{Ｈ(０，(O)）〈･゜ａｎｄＥｎ０｡(０，u))2G(０，u))２｝〈。・・
工ｔｉｓｋｎｏｗｎｂｙ［３］thatiftheintensityrunctionof､thepointprocesson

ｔｈｅｈａ１ｒ－１ｉｎｅｅｘｉｓｔｓ，ｔｈｅｎａｐｒｅｄｉｃｔａｂ１ｅｖｅｒｓｉｏｎｏｒｔｈｅｉｎｔｅｎｓｉｔｙｆ､ｕｎｃｔｉｏｎｃａｎ

ｂｅａ１ｗａｙｓｃｈｏｓｅｎ・工、（B2）ｗｅａｓｓｕｍｅｔｈａｔｔｈｅｓａｎｌｅｉｓｔｒｕｅｒｏｒｔllecompﾕete

intensityrunctionsof･astationaryprocess、Bythecontinuityconditions（B4）

ａ１１ｏｆｔｈｅｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｓａｒｅｓｅｐａrabユｅｗｉｔｈｒｅｓｐｅｃｔｔｏＯ・Ｆｒｏｍｔｈｉｓｆａｃｔｉｔ

ｃａｎｂｅｓｈｏｗｎｔｈａｔｔｈeprocessesin（B4）andtheirsupreInumwithrespectto

ＯｃＵａｒｅａユｓｏｐｒｅｄｉｃｔａｂ１ｅ･

Ａｒｕｒｔｈｅｒｓｅｔｏでａｓｓｕｍｐｔｉｏｎｓ，ｒａｔｈｅｒｔｅｃｈｎｉｃａユｉｎｃｈａｒａｃｔｅｒ，areneeded

mrthestochasticapproximationso置入0ｂｙ入:、Oondition（01）isneedeMor

theproof､orconsistency．（C2）ａｎｄ（０４）rorthediscussionofHessian，ａｎｄ

(０３）fortheproof､ofasymptoticnorma1ityetc・Eachassumption（ii）。f、（Oﾕ)，

(０２）ａｎｄ（０４）isEortheunirormintegrabiﾕityconditionswithrespecttothe

ｔｒｕｅｐｒｏｂａｂｉ１ｉｔｙＰＯＯ・Ｗｅｗｉ１１ｍａｋｅｕｓｅｏｆｔｈｅｔｈｅｏｒｅｍｓＴ２０ａｎｄｍ２１ｉｎ
Ｍｅｙｅｒ［山］ChaPter2．

ＡｓｓｕｍｌｏｔｉｏｎｓＯ．
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(Cl）ForanyOcOthereisaneighbourhoodＵｏｆＯｓｕｃｈｔｈａｔ

（i）；V1:U州(Ｍ)-入:,(Ｍ)|今ojmProbabi比y……，

（ii）ｓｕＰｌｌｏｇ入6,(t,u)｜has，２．ｒｓｏｍｅｑ〉０，伽ite（2+α)ｔＭｏｍｅｎｔ
Ｏ１ｃＵ

ｕｎｉｆｏｒｍｂｏｕｎｄｅｄｗｉｔｈｒｅｓｐｅｃｔｔｏｔ．

(０２）（ｉ）ＦｏｒａｎｙＯｅＯａｎｄｉ,ｊ＝１，２，…,ｄｔｈｅｆ・onｏｗｉｎｇｔｅｎｄｔｏｚｅｒｏｉｎ

ｐｒｏｂａｂｉＵｔｙａｓｔ÷。｡；

３２ス ３２A器
３０．８０．
ユ』

入。－入:,器一旦重and８０ｉユ
８０．８０．
ユ』

(ii）ＦｏｒａｎｙＯｅＯｔｈｅｆ･oUowinghave，ｆｏｒｓｏｍｅｄ〉０，nnite（2+α)ｔｈ
へ

ｍｏｍｅｎｔｓｕｎｉｆｏｒｍﾕｙｂｏｕｎｄｅｄｗｉｔｈｒｅｓｐｅｃｔｔｏｔ，

１
｜
形う

１
１
－
聯
１

８２入器

脈一肌工

8入器
一ａｎｄ
３０．

Ｊ

i,ｊ＝１，２，．．．，．．
８０．８０．，
ユ』

(03）ＦｏｒａｎｙＯｅＯａｎｄｉ＝１，２，．．．，．，ａｓＴ÷｡。

脈一肌工

Ⅲ
０
ｍ
０

Ｊ
Ｊ

１
－
何
工
一
行

ｒ
ｔ

Ｉ

Ｅ
Ｅ

臥一肌工 dt）÷Ｏａｎｄ

ﾊ「(;''着箸'此)÷ｑ
(CLI）ＦｏｒａｎｙＯｃＯａｎｄｉ,ｊ,ｋ＝］L,２，…,dthereisaneighbourhoodUofUsuch

ｔｈａｔ

(1):い｡鍔ぃｗ･［８３入鵜｜÷Oinprobabi1ityast÷｡｡，

８３入器

（ii)謎U39i30j3eka…up-｣三~聖竺竺havMinito(2十．)七hm｡…｡ｗｈｉｃｈＯ１ｃＵ８０ｉ８０ｊ８０ｋ

ａｒｅｕｎｉｆ､orln]ｙｂｏｕｎｄｅｄｗｉｔｈｒｅｓｐｅｃｔｔｏｔ・

Ｗｅｎｏｗｇｉｖｅｓｏｍｅｉ１１ｕｓｔｒａｔｉｖｅｅｘａｍｐ１ｅｓｒ､ｏｒｏｕｒｒｅｓｕ１ｔｓ･

亜窪LmP工e1LStationaryPoissonprocess

工tfoUowsdirectlyf､romtheorem2of［６]，ｆ､orexamp1e，thatthecom]ｐ１ｅｔｅ

ｉｎｔｅｎｓｉｔｙＰｒｏｃｅｓｓｉｓｄｅｔｅｒｍｉｎｉｓｔｉｃａｎｄｐｏｓｉｔｉｖｅｃｏｎｓｔａｎｔｉｆａｎｄｏｎ１ｙｉｆｔｈｅ
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correspondingpointprocessisstationaryPoisson、Ｐｕｔ入0(ｔ,u)）＝Ｕ(6)，then

theユog-1ikeﾕihoodrunctionontheinterval［０，m］ｉｓgiven

(2.2）Ｌ話(6)＝‐u(0)、＋Ｎ(0,m)1.ｇｕ(6)

andthemaximumユikeﾕihoodestimatoroE1｣|(6)ｉｓｇｉｖｅｎｂｙＮ(０，m)/Ⅲ、

亙xamp1ea-Stationarydeﾕayedrenewalprocess

SupposetheparametrizedsurvivorhnctionsユーＦＯ(ｔ)，ｔ≧０，ａｒｅgiven・

エｎｔｈｉｓｃａｓｅｔｈｅｃｏｍｐ１ｅｔｅｉｎｔｅｎｓｉｔｙｆ､ｕｎｃｔｉｏｎｃｏｉｎｃｉｄｅｗｉｔｈｔｈｅｈａｚａｒｄｆｕｎｃｔｉｏｎ

Ａ０(ｔ,u)）＝２０(ｔ－ｔ鵜((1)))/{１－ＦO(ｔ－ｔ鵜(u)))｝，ｗｈｅｒｅｆ.O(・）ｉｓｔｈｅユeftcontinuous

p.．.ｒ・ｏｆＦＯ(･），ａｎｄｔ鵜(い）ｉｓｔｈｅ］Lastoccurrencetimesuchthatt鵜(い）〈ｔ・

mhenitiseasi1yseenthatX0(ｔ,u)）isapredictab1eprocess（note入(ｔ,u)）is

notapredictab］ｅｐｒｏｃｅｓｓｉＥｔ鵲(u)）ｉｓｄｅｆｉｎｅｄｓｕｃｈａｓｔ鵜(u)）三ｔ)．Thestationary

jointdistributionoffDorwardandbackwardrecurrencetimeisgivenｂｙ

-1

ＵＯ

ｕ
〈
Ｕ

Ｆ
Ｊ

Ｃ◎

{FO(v+w）－Ｆ(ｗ)}６１Ｗ，ｗｈｅｒｅＵＯ＝ノOtdFO(ｔ）（see［12]）．P(Ｘ≦ｕ，Ｙ≦ｖ）

SinceP(X三V/r〉t)＝ﾉｰF(州)-F(彌))剛毛(ＬＦ(w)}dw,■…eethat

1鶚(Ｍ)＝Eい(叩)/ＨＭ}＝{ユーF(､)}/ﾉﾓ{１－F(w)}dwiftherearenopointom

(０，ｔ]，otherwise入鵜(ｔ,u)）＝入(ｔ,⑩)．Ｔｈｕｓｗｅｈａｖｅｔｈｅｅｘａｃｔエog-ﾕike1ihoodfunction

f､ortheobservationO≦ｔｏ〈・・・〈ｔｎ－１≦Tontheintervaエ［０，Ｔ]’

'２３’Ⅲ語(攪卜'…計u-wごこ…ハ遣i-1川…沙仙川
LetusbrienychecktheassulnptionsrorrenewaユprocesSeS．（０１）－（ｉ）

and（０２）－（ｉ）areautomaticaUysatisfiedbecause，forexampﾕe，

Ｐ{e朝１入;'(Ｍ)-A61(Ｍ)'〉｡}〈P{noev…in(０．t]）

=告'=(１－F(．))｡｡＝J(t)(say)bythe……．⑬yt…､､….…

usingCauchy-Schwartzinequa1itywea1soseethattheconditionsin（Ｃ３）ａｒｅ

迂差':J仕)'ﾉﾕ此-い……hioh……………)h…
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ｖａｒｉａｎｃｅ・工ｎｔｅｇｒａｂｉ]ＬｉｔｙｉｎａｓｓｕｍｐｔｉｏｎｓＢａｎｄＣｄｅｐｅｎｄｏｎｔｈｅｄｅｃｒｅａｓｉｎｇｒａｔｅ

ｏＥＪ(ｔ）ｏｒ1-Ｆ(ｔ)．

EXampﾕｅ３２－Ｗｏﾕｄ]process（Markov-dependentinterva1s）

Ｏ－ｍｅｍｏｒｙＷｏ１ｄｐｒｏｃｅｓｓｉｓｄｅｆ､ｉｎｅｄｆ､orlnaﾕﾕｙｗｉｔｈａｃｏｍｐ１ｅｔｅｉｎｔｅｎｓｉｔｙｆ､ｕｎｃｔｉｏｎ

ｗｈｉｃｈｉｓｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｏｆ・ａｎｙｏＥｔｌｌｅｐａｓｔｏｃｃｕｒｒｅｎｃｅｔｉｍｅｓ，ａｎｄｍ－ｍｅｍｏｒｙｉＳ

deEinedwithacompﾕeteintensityfunction入(ｔ,ｕ）＝入(t-t-1,…,t-ｔ）Ｗｈｉｃｈ－ｍ

ｄｅｐｅｎｄｓｏｎ１ｙｏｎｔｈｅｍｍｏｓｔｒｅｃｅｎｔｏｃｃｕｒｒｅｎｃｅｔｉｍｅｓｔ－１，・・・，ｔ･Ｔｈｅｓｅｐｒｏｃｅｓｓｅｓ－ｍ

ａｒｅｅｘｔｅｎｓｉｏｎｓｏｒ、ｔｈｅｒｅｎｅｗａｌｐｒｏｃｅｓｓｗｉｔｈｔｈｅｈａｚａｒｄｆ､ｕｎｃｔｉｏｎ，ａｎｄｅｘｉｓｔａｓ

ｆ､ｉｎｉｔｅｏｒｄｅｒＭａｒｋｏｖｐｒｏｃｅｓｓｅｓ．Ｔｈｅｒｅ１ａｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎａｌｈａｚａｒｄ

ｈｍｃｔｉｏｎｓａｎｄｓｕｒｖｉｖｏｒｆ､unctionsisgiveninthe1astchaｐｔｅｒｏｆ［９]・For

exampﾕe，ｉｆｔｈｅｐｒｏｃｅｓｓｉｓ２－ｍｅｍｏｒｙａｎｄＰﾕ0(t-t-rt-1-t-2）istheprobabi二Lity

ornopointsintheinterva1（t－２，ｔ-1）ａｎｄｏｎｅｐｏｉｎｔｉｎｔｈｅｉｎｔｅｒｖａｌ（t-,,ｔ］

undertheconditionthatwehavejusｔｔｗｏｍｏｓｔｒｅｃｅｎｔｐｏｉｎｔｓｔ－２，ｔ－ｌ２ｔｈｅｎ

入(Ｍ)＝ｈＭ－農[log(莞(詣一妄)P1O(叩))］

ｗｈｅｒｅＴ＝ｔ－ｔ－１ａｎｄｏ＝ｔ＿ユーｔ－２・エｔｓｈｏｕユｄｂｅｎｏｔｅｄｔｈａｔｔｈｅｃｏｌｎｐ１ｅｔｅ

ｉｎｔｅｎｓｉｔｙｉ､ｕｎｃｔｉｏｎｃｏｉｎｃｉｄｅｗｉｔｈｔｈｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎａ１ｈａｚａｒｄｆ､ｕｎｃｔｉｏｎｉｎｔｈｅｃａｓｅ

ｏｆｔｈｅ且ｎｉｔｅｍｅｍｏＺＶｐｒｏｃｅｓｓｅｓ･

EXample4.＿HawkesvSem-excitingprocess・

ＯｏｎｓｉｄｅｒｔｈｅＰｏｉｎｔ］ｇｒｏｃｅｓｓｗｈｉｃｈｉｓｆ､ｏｒｍａエュｙｄｅｒ､ｉｎｅｄｗｉｔｈａｃｏＩｎｐ１ｅｔｅ

ｉｎｔｅｎｓｉｔｙＥｕｎｃｔｉｏｎｏＥｔｈｅｒ､ｏｒ、

(2.4）入0(ｔ,⑩）＝ｖ＋ノｔ（t-u)dN(ｕ)，０＝（ｖ,Ｕ）＿ｃｏＹＵ

＝Ⅷt星tYu(t-ti）
ユ

｡。（ｕ)ｄｕ〈，、whereｖ〉０，ＹＵ(ｕ）二０，Ｙｌ,ｉｓ１ｅ此continuousforuzO，ａｎｄノ。ＹＵ

Ｎｏｔｅｔｈａｔｔｈｅｒａｎｇｅｏｆｔｈｅｉｎｔｅｇｒa１ｉｎ（２．４）ｉｓ（-.゜,ｔ），inotherwords，ｔｈｅ

ｓｕｍｉｓｔａｋｅｎｆ､ｏｒａｌｌｉｎｔｅｇｅｒｉｓｕｃｈｔｈａｔｔ．＜ｔ；ｔｈｉｓｇｕａｒａｎｔｅｅｓｔｈｅｐｒｅｄｉｃｔａｂｉ１ｉｔｙ
ユ

of・入0(ｔ,い)．Ｈｗｅｔａｋｅｔｈｅｉｎｔｅｇｒａｌｏｎｔｈｅｒａｎｇｅ（一｡｡，ｔ］，ｔｈｅｎ入O(ｔ,o｣）ｉｓｎｏ
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longerpredictajb工e・工tiseasilyseenthatthisdiHerencebetween（-゜｡，ｔ）

and（-.゜，ｔ］a1soappearssignincant1ｙＷｈｅｎｗｅｃａｌｃｕﾕａｔｅｔｈｅユike1ihoodunder

givendata、工ｔｗａｓｓｈｏｗｎｉｎ［５］thatthestationaryse]f-excitingpointprocess

existsunｉｑｕｅｌｙａｓａｇｅｎｅｒａｕｚｅｄＰｏｉｓｓｏｎｃユｕｓｔｅｒｐｒｏｃｅｓｓ，ｉｎＷｈｉｃｈｔｈｅｃｌｕｓｔｅｒ

ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｉｓｔｈａｔｏｆ､abirthprocess・Forasimp1especia]ＬｃａｓｅＹ(ｕ）＝qe-βｕ

(α＜β)，Ozaki［８］perf､ormedsimuﾕationsforgivenparameterse＝（ｖ,α,β）such

tllatv>０，ｑ＜６，ａｎｄｏｂｔａｉｎｅｄｓｕｃｃｅｓｓｈｌﾕﾕymaximunlユikeユｉｈｏｏｄｅｓｔｉｍａｔｅｓｆｒｏｍｔｈｅ

ｓｉｍｕ目Ｌａｔｉｏｎｄａｔａ・工ｔｉｓｅａｓｉユｙｓｅｅｎｔｈａｔＡｓｓｕｍｐｔｉｏｎＯｉｓａﾕｗａｙｓｓａｔｉｓｆｉｅｄｂｙ

ｔｈｅｓｉＩｎｐ１ｅｃａｓｅａｂｏｖｅ・

エnge…1,……｡r(Cl)‐(i)thatE{謎U|ﾊｾﾞ,(Ｍ)-入6,(Ｍ)|}≦2E(AO｡)×
。Ｏ

't淵)cUYU(u)duwitMh…t…｡…．…此hele此hand…dePending

（ｖ,Ⅱ)ＥＵＹＵ(ｕ)．AssumPtion（０２）－（ｉ）ａｎｄ（Ｃ３）ａｒｅ
ｏｎｔｈｅｒａｔｅｏｆｄｅｃｒｅａｓｅｏｆｓｕｐ

ｓａｔｉｓｒｉｅｄｓｉｍｉ１ａｒ１ｙ・Ｆｏｒｔｈｅｉｎｔｅｇｒａｂｉ１ｉｔｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｉｔｓｈｏｕ二Ｌｄｂｅｎｏｔｅｄｔｈａｔ

入e(Ｍ)ａｎｄ入;(Ｍ）inthisexamPleareun近｡r､ﾕyboundedaway2romO．、ｈｕｓ

ｗｅｃａｎｓｅｅｔｈａｔｉｎｔｅｇｒａｂｉ１ｉｔｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｄｅｐｅｎｄｏｎｔｈｅｒａｔｅｏｒｄｅｃｒｅａｓｅｏｆ

芯h…uofvIP蒟歳伽而孟号:;雨豆似………………M
YUhasexPonentiaMorm・Finany，thou9ｈ入:(Ｍ)＝Em6(Ｍ)｜Ｈ０，t）gives
thebestapproximationo丑入0(ｔ,(､)，itisdifEicuﾕttogettheexactlike1ihood

ｎｕＩｎｅｒｉｃａﾕﾕｙ･ｓｏ，ｐｒａｃｔｉｃａユユｙ，ｗｅｃａｎｕｓｅ

ハ浄(Ｍ)…':γ似い)皿(u)…｡<ｔｌ<tYM(枕i）
￣ユ

ｍｈｉｓｉｓＰｒｅｄｉｃｔａｂユｅａｎｄｓａｔｉｓｆｉｅｓｔｈｅａｓｓｕｌｎｐｔｉｏｎｓｓｉｍｉ１ａｒ１ｙ．

エエエ．ＡＳＹｌ圧ＴＯＴ工ＯＰＲＯＰＥＲＴ工ＥＳＯＦＴＩｍＬＩＫＥＬ工ＨＯＯＤＰＲＯＣＥＤＵＲＥ

Lemlna1．ＵｎｄｅｒｔｈｅａｓｓｕｍｐｔｉｏｎｓＡｗｅｈａｖｅ
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(ｉ）Ｅ{N(0,1)2）〈。。

(ii）：勇吉P(ＮＭ`)≧21H--,t)＝０，

(iii)駕告E(ＮＭ`)21Hい)＝鞠告圖(ＮＭ`)lH-.｡±)．
Proof､.（ｉ）isobtaineddirectﾕｙｆ､rom（A3)．Ｆｏｒｔｈｅｐｒｏｏｆｏｆ、（ii）ｎｏｔｅｔｈａｔ

Ｃｏ

壱P(ＮＭ`)≧21Hい)≦告il1ｴ2P(ＮＭ６)＝ilH-.｡,､）

≦壱畑(…)21H-..,t}・
nｌｅｎｂｙ（A2)，（A3）andthedominatedconvergencetheoｒｅｍ

Ｅ[岡告PmM`)二21H-..,t)]＝濁告P{ＮＭ`)三小０
Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅｗｉｔｈｐｒｏｂａｂｉユｉｔｙｏｎｅ

１
’
６

，
冊
１
６ P{N(t,t+6）≧２１Ｈ-..,t｝＝０．

Proofbf､（iii)．Ｂｙ（A3）ｗｅｈａｖｅ

；二M÷旱'1-:二M÷旱)‐……川。
…W辻h]…bnityon…chint…1[晏旱]耐mUltmaMyhaV…胸
ｚｅｒｏｏｒｏｎｅｅｖｅｎｔｉｎｉｔ．Ａ１ｓｏｗｅｈａｖｅ

:二M等旱’ 二Ｎ(等旱)ILM…:二Ｍ晏旱)。N(０，ユ） 〈｛ａｎｄ

ｓｉｎｃｅａｌ１ｔｅｒｍｓａｒｅｎｏｎ－ｎｅｇａｔｉｖｅ･工ｔｔｈｅｒｅｆｏｒｅｆｏユユｏｗｓｆ､ｒｏｍｔｈｅｄｏｍｉｎａｔｅｄ

ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｔｈｅｏｒｅｍａｎｄｓｔａｔｉｏｎａｒｉｔｙｔｈａｔ

ｍ{N(0,吉)z)刑(Ⅲ(0,1)）…÷-，

ｔｈａｔｉｓ，ｆ､oｒａｎｙｔｚＯ

駕告E{N(Ｍ+`)2)＝濁告E(N(Ｍ+`))＝E(M０，ﾕ)犯●
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Tｈｕｓｗｅｈａｖｅ

ロ[麗告E(ＮＭ`)21ﾛｰい)‐駕壱E(ＮＭ`)|H--,t)］

=罰[壱E(N(…)2)‐告E(ＮＭ`川｡。
andtheintegrandaboveisalwaysnon-negativesinceN(ｔ,t+6）ｉＳａｎｏｎ－ｎｅｇａｔｉｖｅ

ｉｎｔｅｇｅｒ－ｖａユｕｅｄ･ｍｈｉＳｃｏｍｐ１ｅｔｅｓｔｈｅｐｒｏｏｆ､、

meoremユュUndertheassumptionsA，（B2）ａｎｄ（B4)－(B6）

8ＬＰ(６）
(3.1）Ｅ｛

aｎｄ

)0=0。 =０，ﾕﾆﾕ,2,..q,｡
３０．

ユ

８L囮(6)８LT（６）
E{-55T－－万百:--}0=００

エ 』

D2Lm(6)
(３．２） }o＝０。-E｛

３０．８０．
ユ』

皿{姜器器)6-60．
ユ』

i,j=１，２，．．．，．．

Proof・Ｂｙ（ii）ofLemma1

濁壱E(ＮＭ`)|H-..,t)＝駕告p(ＮＭ`)－，|H--,t）

＝１００(t,U)．

ThismeanMorma11ythatE{dN(t)｜Ｈ-..,t｝＝入00(Ｍ)d七．mｈｕｓｗｅｈａｖｅｂｙ（B2)，
(B4)，（B5）ａｎｄ（2.1）ｔｈａｔ

E｛I､坐三一と
ｏ３０ｉ

ＩｍＬ２ＬＥ{dN(t)Ｉ
０入８０ｉ、(ｔ)}0=００ ＝Ｅ［ H-..,ｔ}]O=0０

川:菱川H， ‐、(菱)H,
f､ｏｒｉ＝ユ,２，…,ｄ・Thisimpﾕies（3.1)．Ｓｉｍｉ１ａｒＬｙｗｅｈａｖｅｆ､ｏｒｉ,ｊ＝1,２，．．．，．，
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O2LT(６）
E｛ }6=０。３０．８０．

ユ』

璽卜ｌｍＬＭ鞭uLmU1:擶器弧(坤勵，ｏ８ｅｉ８０ｊＯ入a0i80j ユＪ

墜{－１:姜総此}制， 一m{姜器j)Hぴユ』

Oｎｔｈｅｏｔｈｅｒｈａｎｄｆｒｏｍ（B5）ａｎｄ（B6）eachortheroUowingtermsexists．

OLⅢ（６）OLT(０）．

E(了百I-T5J-)8=０，

=E【IⅢＪｍ幽辿…一旦鶚匹-1二等L+旦鶚鶚）ＯＯ８０ｉ８０ｊ

刊[１１(｡…)+１１(｡…}･I|(｡…)H，

}]O=00

＝エユナエ２＋エ3．
Fromthere1ation（２.ユ）ａｎｄ

Ｅ{dN(s)dN(t)｜Ｈ-..,t｝＝ｄＮ(s)E{dⅣ(t)｜Ｈ-..,t）＝入(t,②)dN(s)dt

fbors<t,wehaveｴﾕｰ０.Simiﾕarly工2=0.Forthethirdterm工3notethat

(iii）ｏ２Ｌｅｍｍａユｍｅａｎｓｒ､ormaUythat

E[{dlJ(t))２１Ｈ-..,t］＝Ｅ{｡N(t)｜Ｈ-..,t｝＝入(t,U)dt・

ｍｕｓｗｅｓｅｅｆｒｏｍ（2.1）ｔｈａｔ

エナEII:姜総⑩H， －m(擶詮IHヴユ』

Ｔｈｉｓｃｏｍｐユｅｔｅｓｔｈｅｐｒｏｏｆ

Ｈｅｍａｒｋ・Ｗｅｃａｎｇｅｔｔｈｅｓａｍｅｒｅｓｕ１ｔｓａｓＴｈｅｏrem1excepttheユastequa1ity

ror入籍andL語，ifIwerep1aceH-.｡,ｔｗｉｔｈＨＯ,ｔｉｎ（2.ﾕ）ｅｔａＬ
工ｎｏｒｄｅｒｔｏｃａｒｒｙｔｈｒｏｕｇｈｔｈｅｒｕｒｔｈｅｒａｒｇｕｎｌｅｎｔｗｅｎｅｅｄｔｈｅｆｏ１１ｏｗｉｎｇｔｈｅｆｏ１１ｏｗｉｎｇユｅｍｍａ

□・タ●４９０酉■旧■・’２．仏．。ＪｏＩ配」い。△屯二■二●▲■白■■、■〉ＦＱｗｏｑ■。｜■二■百，二句少△ｎ口■一己一

wｈｉｃｈｉｓａｖｅｒｓｉｏｎ ｏｆ、ｔｈｅｅｒｇｏｄｉｃｔｈｅｏｒｅｍ．
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'四

些凹目ヒーニニーSuppose（Aﾕ）ｈｏﾕds・Ｈｇ＝｛Ｅ(ｔ,(u)；ｔ三P）isastationarypredictabﾕｅ

ｐｒｏｃｅｓｓｗｉｔｈｈｎｉｔｅｓｅｃｏｎｄ－ｏｒｄｅｒｍｏｍｅｎｔ・Ｔｈｅｎ

(3.3），i､岩/Ⅲ層(加川Eに(Ｍ)）
Ⅲ÷｡。０．

withprobabi1ityone，ａｎｄ

Ｍ１ｍ差ハ(Ｍ)譜一画に(Ｍ)）
Ｔ÷｡。O

withProbabi1ityone，where入(ｔ）＝入0｡(ｔ,⑩)．

ProofSinceforeacht,Ｅ(ｔ,u)）isameasurab1efijlnctionalofthepointprocess

{Ｎ(Ｓ,ｔ)；ｓ<t}，thestationaryprocessEsatisfiestheergodictheorem（３．３)．

ｍｅ]Qroofof、（３．４）ｉｓｎｏｔｓｏｓｉｍｐ１ｅ、consider

Ｔ

化'M)鶚－１：０

､(、,u)） E(ｔ,⑳)dｔ

［Ｔ］

‐i21Yi＋(､(､ルロ([､],側)）

WhereYi＝、(i,(､）－，(i-ﾕ,⑩)，ｉ=1,2,…,[T]・ＴｈｅｎｗｅｓｅｅｔｈａｔＥ{ＹｉｌＹｒ…,Yi-1｝

＝Ｏｂｙｔｈｅｓａｍｅｗａｙａｓ（３.ユ)．mhisimpﾕiestheKo1mogorovvsinequaﾕity（see

[4]ｐ､235全｡rexample)．Sincebyth…Jnewaya.（3.2)ｗ…ethatE{Y:)ａｒｏ

ｆｉｎｉｔｅａｎｄｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｏｆ、ｉ，ｗｅｇｅｔｗｉｔｈｐｒｏｂａｊｂｉユｉｔｙｏｎｅｔｈａｔ

｡Ｌ［ｎ
－ＩＹ．÷Ｏ
ｍｉ=ユユ as咄｡｡、mhus岩､(Ｍ今OwithproMbmtyoue・Thi…d(3.3）

inpﾕies（３．４)．

Ｔｈｅｎｅｘｔ１ｅｍｍａｔｒｅａｔｔｈｅＫｕ１１ｂａｃｋ－Ｌｅｉｂｌｅｒ１ｓｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎｏｆ、ｔｈｅｓｔａｔｉｏｎａｒｙ

Ｐｏｉｎｔｐｒｏｃｅｓｓｅｓ・

正ｍｍａ３・Forthelikeﾕihoodratioontheunitinterva1［０，ユＬ

ｗＨ;ぃルル圏,(加川Ｍ:,･農+:{÷三;二m(い…



-山一

E{A1(００;０)｝zOa1waysho1ds，ａｎｄｔｈｅｅｑｕａｌｉｔｙｌｌｏｌｄｓｉｒａｎｄｏｎｌｙｉｆ

入0(０，u)）＝入０｡(０，q)）ａ.ｓ・
Proｏｆ、Ｆｒｏｍ（２Ｊ）ｗｅｈａｖｅ

入0(ｏ,(､）

叩,(,｡小ED｡似)(入｡ＯＭＪＨ･菖+:号::fi;しＺ)Ｌ
Ｔｈｕｓｔｈｅ１ｅｍｍａｉｓｉｍｍｅｄｉａｔｅ１ｙｏｂｔａｉｎｅｄｂｙｔｈｅｆｏユ]Ｌｏｗｉｎｇｅユｅｍｅｎｔａｒｙｆｎｃｔ；

r､orpositivex，エｏｇｘ－１＋王〉Oa1wayshoﾕdsandequaﾕityhoﾕdｓｉｆａｎｄｏｎｌｙ
Ｘ＝

ｉＥｘ＝１．

Remark.＿エｔｉｓｅａｓｉ]Ｌｙｓｅｅｎｂｙｔｈｅｐｒｅｃｅｄｉｎｇｐｒｏｏｆｔｈａｔｓimilarresuﾕｔｉｓｖａｌｉｄ

歪ｏｒｔｈｅｎｏｎ－ｓｔａｔｉｏｎａｒｙｃａｓｅ，ｉ、ｅ・ｆｏｒ

':(入:(Ｍ)-A:｡(Ｍ))d七Ｍ:ﾕ゜圏
３０

A;i(00;0） (ｔ)，ＯＳ０
８

E{Af(６０;e)）ｚ０，andtheequaﾕityhoﾕｄｓｉｆ・andonlyi伽：｡(Ｍ)＝入:(Ｍ）丑｡ｒ－

ａ.ｓ・（ｔ,u))．

UndertheAssumptions（A1)，（、)－(B3)，（B5）ａｎｄ（C1)，themaximum
l、 ‘、

estimator8m＝０(ti；０二七i型）convergetoOOinprobabilityasm÷｡。．
(B2）ａｎｄ（B5）ｗｅｈａｖｅ

Ｔｈｅｏｒｅｍ２．

ユユｋｅｌｉｉｈｏｏｄ

ＰｒｏｏｆＢｙ

Ｅ{渓U）０，(Ｍ))刑ｎｏ(Ｍ))，
ａｎｄ

ｏｎ瓢艸阯團い`仰"認UjdMm刑い助仙山鶯鵜》
astheneighbourhoodUofOshrinksto（６）、LetUObeanopenneighbourhoodof

OO・ｍｈｅｎｂｙＬｅｍｍａ３ａｎｄ（B3）thereisapositivecsuchthat泡{Aﾕ(００;Ｏ)｝≧３Ｃ

ｆ､ｏｒａｎｙＯｅＯ、Ｕ0．Ｎｏｗｆ､ｏｒａｎｙＯｓＯ、ＵＯ，ｗｅｃａｎｃｈｏｏｓｅＵｓｍａ１１ｅｎｏｕｇｈｓｏｔｈａｔ

Ｅ[:芝u１０'(OIA00(0J)＋入｡｡(い)log(入‘仰)/認ロハ６，(Ｍ)］

。
◆

§

ｚＥ{A1(００;０)｝－Ｅ・

Seユｅｃｔａｒｉｎｉｔｅｎｕｍｂｅｒｏｆ、ｅｓｕｃｈｔｈａｔＵ＝ＵＯ，ユミｓ三Ｎ,ｃｏｖｅｒＯ、ＵＯ・ＳｉｎｃｅＳＳ
Ｓ
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鵜入e'(Ｍ)．、謎UA6,(Ｍ)are]…｡tabl…｡…eMyL…２th…x…

ｆｏｒａｎｙｃ〉０，ＴＯ＝ＴＯ(ｅ）ｄｅ]Pendingonsamp1esuchthatforanym〉ＴＯａｎｄ
ｓ＝ユ，２，．．．，Ｎ，

ｌ
；

(35）＝L､(00)‐翻圭Lm(6)
Ｓ

≧差|:(;:い(植叶）moMm枡十
入e･(t,⑩）

|： ｄＭｔ）ユｏｇ

翻入0(Ｍ）
Ｓ

≧Eu1(00;０)｝－２Ｅ〉ｅ・

工t2oUowsthatthereexistsT1＝Ｔ１(Ｅ,UO）〉ＴＯｓｕｃｈｔｈａｔｆ､ｏｒａﾕｴＴ〉Ｔ1

(３．６）ｓｕｐＬｍ（６）二ｓｕｐＬⅢ(Ｏ）＋ｅｎ
ＯＣＵＯ ＯｃＯｕＪＯ

From（01）weeasi1yseethattheinequality（３．５）ａｎｄ（３．６）remainva1idEorthe

caseｏい;(Ｍ)andLf(6)withprobabiﾕitygoingtooneasm÷｡｡、Ｂｕｔ（3.6）
’ｂ

ｍｅａｎｓｅｃＵＯ・ｍｈｉｓｃｏｍｐ１ｅｔｅｓｔｈｅ］Ｑｒｏｏｆ､．

mheorem3・UnderAssumptionsA，（B2,4,6,7）ａｎｄ（０２）theHessian

(差32L語(6)/a0i36j)i,j二,,２－…,di…ymptotica11yneg…_def…in…
ｎｅｉｇｈｂｏｕｒｈｏｏｄＵｏＥＯＯ･

Proｏｆ・LetUbesomeneighbourhoodofOo・ｒｆＯＥＵ，ｔｈｅｎｂｙ（B4)，（B7）ａｎｄｔｈｅ

ｍｅａｎｖａｍｅｔｈｅｏｒｅｍｗｅｇｅｔｆｏｏｒｉ,ｊ＝ユ,２，．．．，．

壼鶚-岩|識単dい'.｢=|:擶詮'如弧化’

‐岩|:｡'’－，miHM此喘|:Ⅲ'@MM川ハ

●百で】』’＆伝い■』■ごロミ．ｉ’７．戸了口冴で○二■■Ｎｂ》｜△‐廸國『四ｍ】｜■■】■■■｜山匹苫■『■刀』■｜■■■■岳■Ｐ、』ぬ．’『上．．（．。．‐ぬ二・｜‐ロ．。。ＴＰァ。。．ｂ■■■■ラョョニ■』づＰ｜国。四一一■｝■■二■①毎）。｜』■Ｐ電、■丙■■■■】■■口ら田■』■■■）Ｇ凸■矛。双巴Ｐ（■■｜■■『■■■▼。》十・Ｇ口もｐ■乃已刀●刀●■■００白一・：Ｔ２・刀●ロロロロロロつヨロロロ一百二｜■。□■『Ｉ■■■。

ｄｅｎｏｔｅｓ１ｅｎｇｔｈｉｎＲｄ，ａｎｄα，Barerandomvariab1essuchthat

From（B4,6,7）ａｎｄＬｅｍｎａ２ｗｅｈａｖｅａｓｍ÷｡｡

ｗｈｅｒｅ ０ ００
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Ⅲ
０
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０

ｒ
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壼釜誌',,川)Hij(６，兆

１
｜
Ⅲ

工
一
Ⅲ H(ｔ,(1))ｄｔ÷Ｅ{Ｈ(Ｏ,い)｝

and

Ｌ
｜
田 G(ｔ,い）ｄＮ(ｔ）÷Ｅ{入(０，u))Ｇ(０，uj)｝

withprobabiﾕityone・Supposes〉ｏｉｓgiven・Choose6＝６(ｃ）ｉｎｓｕｃｈａｗａｙ

ｔｈａｔ６〈ｓａｎｄ｛0；’０－００１〈６}CUHavingchoseM，choosem0＝ＴＯ(こ）

1argeenoughthatifT≧ＴＯｔｈｅｎｗｉｔｈ］Qrobabi｡Lityexceedingエーｃ、

|:鎧'｡,此常 |:姜哉

工
一
Ⅲ

'00.N(t)｜〈６，
(３．７）

ｆ
｜
｜凸

ｗ計:満惹'’0m'いい

=|:ⅢＭ此+=|:M加川'Ｍ３Ⅲ。

aｎｄ

(３．８）

ｒｏｒｉ,ｊ＝ユ,…,ｄ・Chooseaﾕｓｏ６ｓｏｓｍａ１１ｔｈａｔ｛e；’０－００１〈６にＵａｎｄｓｏ

ｓｍａ]Lユｔｈａｔｉｆ.（oij）isanydxd-symmetricxnatrixwithloij-Iijl〈２６(1+d3M3）
Ｆ←｜■｜■ユごＦ山已｜■三』■■■７■■ｎ・ロヨペ』」』■■｜■『」■凹み□■Ⅱや■■’一・一｜ロ・・一》、‐昌一・■■■■Ｈ■且■。．孝円』Ⅸ内▽》｜Ｊ』一・。ｎケ‐ＪＷ０‐守ｑｆ・■■｜■ＦＡＯ邑抄』。．↓１Ｆ曰聿Ｌ４０Ｉ０

＝ユ,２，…,ｄｔｈｅｎ（ｏ､．）ispositivedennite・Ｔｈｕｓｒｒｏｍ（３．７）ａｎｄ（３．８)，
ユＪ

Ｏｓｕｃｈｔｈａｔｌｅ－ＯＯｌ〈６

，岩:二:二)Hij(｡｡)'……M』‘
ユ』

ｒｏｒｉ,』

fｏｒ ａｎｙ

hoﾕdswithprobabi1itygoingtooneａｓＴ÷。｡、mereroreErom（０２）with

probabiﾕitygoingtoone，thematrix｛32L$(6)/80i80j）ｉ･negative-de通nitMor
everyOsuchthatlO-0Ol＜６．

Ｒｅｍａｒｋ．工ｎｔｈｅｆｏユェｏｗｉｎｇｃａｓｅｔｈｅＨｅｓｓｉａｎｉｓａ工ｗａｙｓｎｏｎ－ｐｏｓｉｔｉｖｅｄｅｆｉｎｉｔｅ
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ｐｏｉｎｔｐｒｏｃｅｓｓｅｓｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅユｙ・ｒｎｆ､ａｃｔ，ｗｅｈａｖｅｆ､ｏｒａｎｙｒｅａユｕｉ，ｉ＝1，２，．．．，．

ｄ８２Ｌｉｉ(e）
［ｕ・ｕｍＭＯ．
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Ｆ
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meorem4・UnderAssumptionsA，（B2,4,6）ａｎｄ(C3)ﾖL-3Lf(00）
何８０
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七○Ｎ(Ｏ’工(00)）ａｓＴ÷。｡、

ｐｒｏｏｆＳｉｎｃｅｒｏｒＯ＜Ｓ＜ｍａｎｄｉ＝１，２，．．．，．

８LT(00）OLS(00）
Ｅ{T1T-lHS）＝－両一十回{△(８，T)ｌＨＳ｝

whereHS＝Ｈ-..,ｓ，ａｎｄusing（２.ユ）andbyderinitionofconditiona1expectation

…⑪'vEll:鰐L此ぃﾄﾊ

Ｉ
！

ｗｅｓｅｅ８ＬＴ(00)/３０isamartinga1e，Ｈｗｅｐｕｔ

8L､(００）、
－＝Ｉ８０

ｋ＝1
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■
■
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martinga1ediHerences（see［２]）．ＯｎｔｈｅｏｔｈｅｒｈａｎｄｗｅｓｅｅｔｈａｔＴ~1/2A([Ｔ],Ｔ）÷０

inprobabi1ityasT÷｡｡、Assumption（０３）completestheproof

RemarkLr（A2）ｏｒ（A3）ｄｏｎｏｔｈｏｌｄ，ｔｈｅCovariancematrixisdifferenthom

ｴ(60)asd…din(B6汎For…pleE(△(0.1)△(0．ユルE[岸器器]近
ユＪ

Ｅ[dN(t)21H-..,t］＝ｕ(Ｍ)dt・

Theorem5・Supposethemaximumlike1ihoodestimatorOqDsatisrieStheequatioｎ

ヴ
ト
△

！
8L$(0)/８０＝０．mMundertheassumptionsA，（B2,4,6,7）ａｎｄ(02,3,4)，ａｓ

Ｔ÷。｡，

リ、

何(ＯＴ－Ｏ｡）÷Ｎ(Ｏ’工(０｡)-1）(３．９）

ａｎｄ
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ｉｎユａｗ・
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whereH，Ｇａｒｅｇｉｖｅｎｉｎ（B7)，ａｎｄα，βarerandommatriceswithlaijlｏｌ６ｉｊｌ≦ｄ２/2．
SinceleT-0Ol÷Ｏａｓｍ÷｡｡，ｗｅｇｅｔｆｒｏｍｔｈｅ１ａｓｔｐａｒｔｉｎｔｈｅＰｒｏofofTheorem3

Gn）’方皿姜0．） ‐価(00)(0m-00)’二sTME(OT-0O)’
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Ｒ
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ｆｏｒｓｏｍｅｅＴｓｕｃｈｔｈａｔｅＴ÷Oinprobabi]LityasT÷。。、Ｈｅｎｃｅｗｅｈａｖｅ（３．９）by

Theorem3andbyTheoremユ0.1ｏｆ、［２]・Ｎｏｗｗｅｈａｖｅｆｒｏｍ（C2）ａｎｄ（０４）ｗｉｔｈ
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forOmeU，ｗｈｅｒｅｑ，βaresomerandomvariab1esuchthatloll，’6｜≦ｄ３/3．Since

tlle1asttermtendstozeroinprobability，ｗｅｇｅｔ（3.10）bynleorem3and

Theorem4and（３．，)．

Ｗｅｎｏｗｓｔａｔｅａｎｄ］ＱｒｏｖｅｔｈｅＣｒａｍｅｒ－ＲａｏｉｎｅｑＵａ１ｉｔｙｒｏｒｆ､ｉｎｄｉｎｇａ１ｏｗｅｒｂｏｕｎｄ

ｏｆ､thevarianceof､theestimate、ＬｅｔＯ≦ｔｏ(山）≦ｔ１(u)）〈，…，〈ｔｎ－１(u,)）≦m

betheobservationontheintervaエ［0,Ⅲ］室romthepointproces・Ｐ;(･）whichhas

theRadon-MkodyMer……$(Ｍ)＝exp{':logAii(Ｍ)｡N(も)Ｗ:(１－A:(Ｍ))此）

withrespecttothestandardPoissonprocess，（seeTheorem13in［６］ｆ､orexamP工e)．

AnestimatMm(U)＝６m(to,…,tIi-1)，notnecessari1yunbiased,ｉ・wantedm

thevectorparameterOeO＜Ｒｄ・Considerthef､o11owingadditiona1conditions．

CｏｎｄｉｔｉｏｎｓＤ

Ee{6m(u))２）〈。。ｆｏｒａＵＯｅＯ．(、）

(皿Ⅳ,[|:雨三等三三iiLヱﾆﾕ此]…………札…仏８０J

(皿）完,:ﾊ;Ｍ…:雲筌二L竺ｚｄＭｍ

詣':1゜い:(Ｍ)｡Ⅳ(t)＝':完'・い：(Ｍ)｡Ⅳ(t)ご…nＭ

(D4）完'`Ⅵ(｡ﾙ語(Ｍ)､(｡｡)＝'`､(｡)完｡$(Ｍ)､(｡u)伽…ＥＯ

ｗｈｅｒｅⅡｉｓｔｈｅｐｒｏｂａｂｉユｉｔｙｍｅａｓｕｒｅｏｆ、ｔｈｅｓｔａｎｄａｒｄＰｏｉｓｓｏｎｐｒｏｃｅｓｓ．

Theorem6・rEO{6T(い)）＝Ｏ＋ｂｍ(6)，andbT(6)ｉ・diHerentiabﾕe式henunlder

ｔｈｅｒｅｇｕﾕａｒｉｔｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓＤ
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Ｅ６[(`､(い)-0-bⅢ(6)川皿(｡)-0-b､(O))]≧(][＋詩Ⅲ(6))Iii(0)~ﾕ(昭詩Ⅲ(6))’
Ｗｈｅｒｅエｉｓ。×ｄ－ｉｄｅｎｔｉｔｙｍａｔｒｉｘ，Ａ三ＢｍｅａｎｓｔｈａｔｔｈｅｍａｔｒｉｘＡ－Ｂｉｓｎｏｎ－

ｎｅｇａｔｉｖｅｄｅＥｉｎｉｔｅ，ａｎｄ

ブ

l:w十万F里j姜二竺幽８０V工語(e)＝ＥＯ｛ dt｝

ProoP・Ｂｙ（Ｌ２）

ＥＯ{6m(山)｝＝ノ6m(山)P;(d山)＝/6m(u)P$(Ｍ)Ⅱ(du)．
Tｈｕｓｂｙ（D4）ａｎｄ（]L､２）

烏画ハい))＝'`T(｡)詣p$(Ｍ)Ⅱ(｡｡）

＝'`Ⅲ(い)(烏logpf(Ｍ))｡話(Ｍ)､(.｡）

＝Eハ(⑩)詣1.9.$Ｍ）
Bｙ（2.ユ）ａｎｄ（D3）

〃,(烏,…鐺仙ﾄ厭0(|:祠竺デュ川)－１:三二;:二二1m…
ThenbySchwartz1sineqUa1ityｗｅｈａｖｅｒｂｒａｎｙｖｅｃｔｏｒｓ,ｔｃ古。～

［Ⅲ＋烏b皿(o鵬]，＝[wov｡(`､(｡)烏ﾕ｡9.$(Ｍ))s]’

≦EOM`､(｡)-0-bⅢ(9)}(6厘(凶)-9-b､(6)川EO(s，寿｡go諾(Ｍ)論｡９．f(。ogpf(Ｍ)s}．

Pｕｔ

。＝画0(烏1.9°$(Ｍ)詩log｡;i(Ｍ))-1(工＋詩､(6))化．

ＴｈｅｎｗｅｈａｖｅｆｏｒａｎｙｖｅｃｔｏｒｔｃＲｄ，

ｔ'(ｴ＋詣b画(o))Ee(烏logoii(Ｍ)詩1.goii(Ｍ))-ﾕ{Ｉ＋

二ｔ'ＥＯ[｛6m(ｕ）－０－ｂＴ(０)｝{6m((u）－０－ｂⅢ(０)）！］ｔ、

Notethatbythesimi1armethodtｏｔｈｅｐｒｏｏｆｏｆ、（３．２)，ｗｅｈａｖｅ

:壱b町(e))化
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画｡(烏logp$(Ｍ)二百T1ogof(Ｍ)）

羽MII:祠半半 dt｝．

ｍｈｉｓｃｏｎｑｐ１ｅｔｅｓｔｈｅｐｒｏｏｆ･

BytheAssumption（C2）ｉｔｉｓｅａｓｉｌｙｓｅｅｎｔｈａｔ

評,(に雨竺半半 dt）÷工(Ｏ)．

mheref､oretogetherwithTheorem4wehavether､oUowing．
〃、

Theorem7・工f・themaxilnuInユｉｋｅｌｉｈｏｏｄｅｓｔｉｍａｔｏｒＯｍｓａｔｉｓｆ､iestheconditionsor、
ｊ、

mheorem6，ｔｈｅｎｉｔｉｓａｎａｓｙＩｎ]Qtoticanyefricientestimator，ｔｈａｔｉｓ，０m

ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃａＵｙａｔｔａｉｎｓｔｈｅユｏｗｅｒｂｏｕｎｄｏｆｔｈｅｖａｒｉａｎｃｅｏｆｅｓｔｉｍａｔｅｓ．

ｴＶ、ＣＨＡＲＡＣＴＥＲエＺＡｍ工ＯＮＯＦＰＯ工ＳＳＯＮＰＲＯＣＥＳＳＥＳＢＹＡＭＡＸ工ＭＵＭＬ工ImL工ＨＯＯＤＥＳＴ工ＭＡＴＯＲ

Ｓｕｐｐｏｓｅａｓｔａｔｉｏｎａｒｙｄｅｌａｙｅｄｒｅｎｅｗａ１ｐｒｏｃｅｓｓｗｈｉｃｈｈａｓａｓｕｒｖｉｖｏｒｆｕｎｃｔｉｏｎ

i1-FO(t)，０≦ｔ≦｡。，WhereFO(t）isaprobabi1itydistributionEunctionwith

idensityfunctionfO(ｔ）ｓｕｃｈｔｈａｔ

１
１

|;剛阯|:剛`…Ⅲ(4.ユ）

ＲｅｍｅｍｂｅｒｔｈｅｄｅＨｎｉｔｉｏｎｏｒ、ｔｈｅＩｎａｘｉｍｕｌｎ１ｉｋｅエｉｈｏｏｄｅｓｔｉｍａｔｏｒｇｉｖｅｎｉｎＳｅｃｔｉｏｎユ，
ぴ、

thatｉｓ，ｅⅢmaximisestheユike1ihood（１．２）undertheobservationhomthe

stationaryde1ayedrenewalprocess・AssumethefoﾕﾕowingconditionS．
●

ＣｏｎｄｉｔｉｏｎｓＥ．

〃、

(、）Ｆｏｒａｎｙｔ〉Othemaximulnユike1ihoodestimatorO＝｛0T((A))）iSameasurab]Le

mnctionfrom（ｔ,｡｡)ｘＱｏｎｔｏＯ，ｔｈａｔｉｓ，ＥｏｒａｎｙＯＣＯａｎｄｆｏｒａｎｙｔ〉Ｏｔｈｅｒｅａｒｅ

田(０）〉ｔａｎｄＵ)(ｅ)ｅＱｓｕｃｈｔｈａｔＯ＝０m(０)((､（６））maximisesthelog-1ikelihood（２．３)．

(E2）ユog(ユーＦＯ(ｓ)）ａｎｄｌｏｇｒ､0(ｓ）aredifrerentiab1einO・

ＴｈｅｎｗｅｈａｖｅｔｈｅｒｏＵｏｗｉｎｇ．



－２２－

lnleorem8豊Ｔｈｅmaximumlike1ihoodestimatorde]ＱｅｎｄｓｏｎｌｙｏｎＴａｎｄｎ＝Ｎ(０，T）－－－＝￣

if､ａｎｄｏｎ]_ｙｉｆＦＯ(ｔ）＝］Ｌ－ｅ－Ｕ(0)ｔｗｈｅｒｅＵ（６）〉ｏｆ､ｏｒａＵＯｃＯ、
Ｐｒｏｏｆ､、ＳｅｅＥｘａｌｎｐ１ｅ１ｆｏｒｔｈｅ］ｇｒｏｏｆｏｆｉｉｉ玉川］Qａｒｔ・Ｎｏｗｃｏｎｓｉｄｅｒｔｈｅｗｏｎ１ｙｉｆｗＩ

ｐａｒｔ・SupposeO鶚ｉｓgiven・Ｔｈｅｎｂｙ（、）ｔｈｅｒｅａｒｅＴ(0鵜），ｎ(0鵜）＝Ｎ(０，Ｔ(0鶚））

andｔ０，t1,…,tn(0粥)_ユｓｕｃｈｔｈａｔＯ鵜maximises（２．３)．Ｎｏｗｆｉｘｎ鵜＝ｎ(0鵜）ａｎｄ
耐＝Ⅲ(0鵜)．men

Ｍ・‐完Iii鵜(胱）

ごiIl烏工｡。 鐙｡篝(ti-ti-,)＋烏log伽6篝(砿-ｔ詣1゜帥Tb鵜)(1-F6鵜(to)） n鶉-1)）

Put

(48）００(｡)＝烏logr｡(．)｡no(s)＝烏loguT;)(l-FO(s))。

Ｋ，(s)＝完,｡g(l-Fe(ＦＬ｡))a…=b-ti-ri=1,2,…｡㎡＿い0二tdユユ

ThenGO(．）,ＨＯ(．）ａｎｄＫＯ(・）aremeasurabｪehnctionssuchthat
n9L1 n器－１

川Ⅲ0鶚(so)鶚iL1Go鶚(si)=KO鶚(iい)‘

Bｙ（、）andtheassumPtionofthetheoremsi，ｉ=0,1,…,n鵜_ユ，arearbitraXy

positivenumbersindePendentofO鵠ａｎｄＴ鵲．Theref､oretheeqUation（４．３）isa

kindoiPexider'srunctionequation（see［11］Chapter3forexample)，ａｎｄｗｅ

ｈａｖｅｔｈｅｇｅｎｅｒａ１ｓｏ１ｕｔｉｏｎ２ｏｒｓ＞０

００鶚(s)=a(0鵜)s+b(0鶚),HO鵲(B)=a(0鶚)s+c(O鵜川

ＫＯ鵜(０）＝ａ(0鵲)ｓ＋（n鵜一ユル(0鶚）＋ｃ(0鵠)．

Since6鵜ｉｓａｒｂｉｔａｒｙａｎｄｂｙ（E2)，ａ<０)，ｂ（６）areindefinitelyintegrabﾕe、

soﾕvingthefirstdifTerentialequatioｎ（４．３）ａｂｏｖｅｗｅｈａｖｅ

ｒＯ(ｓ）＝Ｂ(6)eA(6)ｓ ●

SincefO(t）isaprobabi工itydensity伽ctionsatisfying（ｌＵ）ｗｅｇｅｔ



-２３－

宝0(ｔ）＝Ｕ(6)e-U(6)ｔ
ｎ１ｅｒｅｉ､ｏｒｅ

ＦＯ(ｔ）＝l-e-U(０)ｔ ●

ﾛＤｈｉｓｃｏｍＰ１ｅｔｅｓｔｈｅｐｒｏｏｆ､．

旦旦二２ﾆｭﾆﾆﾆＬＨＦＯ(ｔ）＝Ｆ(０t)，０〉０，theｎＮ(０，m)/misamaximum1ikelihood］

－t
estimatororOif､ａｎｄｏｎﾕｙｉｒＦ(ｔ）＝ユーｅ、

bythePa1m-KhinchinetheorythａｔＮ(０，Ｔ)/ＴｉｓａｎRemarkL工ｔｉｓｅａｓｉ１ｙｓｅｅｎ

ｕｎｂｉａｓｅｄｅｓｔｉｍａｔｏｒｏｆ、０，ｔｈａｔｉｓ，Ｏｉｓｅｑｕａェｔｏｔｈｅｉｎｔｅｎｓｉｔｙｏｆ、ｔｈｅｓｔａｔｉｏｎａｒｙ

ｄｅユａｙｅｄｒｅｎｅｗａ１ｐｒｏｃｅｓｓ・

Hemark・エｔｉｓｅａｓｎｙｓｅｅｎａ１ｓｏｔｈａｔｔｈｅｅｓｔｉmatorN(０，ｍ)/ｍｉｓｎｏｔａｌｗａｙｓ

ａｓｙｌｎＰｔｏｔｉｃａｌｌｙｅｆｎｃｉｅｎｔｅｓｔｉｍａｔｏｒｏｆ、ｔｈｅｉｎｔｅｎｓｉｔｙＯｏｆｔｈｅｒｅｎｅｗａ１ｐｒｏｃｅｓｓ・

工ｎｆａｃｔｗｅｓｅｅｔｈａｔ

ユimmEO,｡{Ｎ(０，ｍ)/、－０}２＝○203,
Ⅲ÷ｏｏ

ｗｈｅｒｅｏ２ｉｓｔｈｅｖａｒｉａｎｃｅｏｆｔｈｅｆａｉ１ｕｒｅ－ｔｉｍｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ．

ＡＣＫＮＯＷＬＥＤＧＥＤｍＮｍ

ＴｈｅａｕｔｈｏｒｉｓｇｒａｔｅｆｕユｔｏＰｒｏｆｅｓｓｏｒＤ・Ｖｅｒｅ－ＪｏｎｅｓａｎｄＭｒ・ｎＯｚａｋｉｆｏｒ

ｓｔｉｍｕﾕatingdiscussionsofthesubjectaandagaintoPror､ｅｓｓｏｒＤ・Ｖｅｒｅ－Ｊｏｎｅｓｒｏｒ

ｈｉｓｈｅユ]Ｑａｎｄｃａｒｅｒｕユｒｅａｄｉｎｇｏｒｅａｒユｉｅｒｄｒａｆ､ｔｓｏｆｔｈｉｓｐａｐｅｒ．

ｎｌｉｓｒｅｓｅａｒｃｈｗａｓｐａｒｔｌｙｓｕｐｐｏｒｔｅｄｂｙａｇｒａｎｔｆｒｏｍｔｈｅＭｉｎｉｓｔｒｙｏｆＥｄｕｃａｔｉｏｎ，

ＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＣｕ二Ｌｔｕｒｅ・

Finaﾕﾕｙ，theauthorthankstoVictoriaUniversityorWeﾕｴingtonf､ｏｒｔｈｅ

ｖｉｓｉｔｉｎｇ１ｅｃｔｕｒｅｓｈｉｐｗｈｉｃｈｅｎａｂユｅｓｈｉｍｔｏｃｏｍｐｌｅｔｅｔｈｉｓｐａ]ｐｅｒ．
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Ｗｈｉｃｈａｒｅｓｐｅｃｉｎｅｄｂｙｔｈｅｉｒｃｏｎｄｉｔｉｏｎａ１ｉｎｔｅｎｓｉｔｉｅｓ．Ｔｈｅｍｅｔｈｏｄｉｓｂａｓｅｄｏｎ

ｔｈｅｔｈｉｎｎｉｎｇａ１ｇｏｒｉｔｈｍｗｈｉｃｈｗａｓｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄｒｅｃｅｎｔ１ｙｂｙＬｅｗｉｓａｎｄＳｈｅＣＵｅｒｆ､ｏｒ

ｔｈｅｓｉｍｕユａｔｉｏｎｏｆｎｏｎ－ｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓＰｏｉｓｓｏｎｐｒｏｃｅｓｓｅｓ．Ａｐｒｏｏｆａｎｄａ１ｇｏｒｉｔｈｍｓ

ａｒｅｇｉｖｅｎＥｏｒｐａｓｔｄｅｐｅｎｄｅｎｔｐｏｉｎｔｐｒｏｃｅｓｓｅｓｃｏｎｔａｉｎｉｎｇｍｕ１ｔｉｖａｒｉａｔｅｃａｓｅ･ｍｈｅ

ｓｉｍｕ１ａｔｉｏｎｓａｒｅｐｅｒｆ､ｏｒｍｅｄｆｏｒｓｏｍｅｐａｒａｍｅｔｒｉｃｃｏｎｄｉｔｉｏｎａ１ｉｎｔｅｎｓｉｔｙｆｎｎｃｔｉｏｎｓ，

ａｎｄａｃｃｕｒａｃｙｏｆ、ｔｈｅｓｉｍｕｌａｔｅｄｄａｔａａｒｅｄｉｓｃｕｓｓｅｄａｎｄｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｅｄｂｙｔｈｅ

１ｉｋｅ１ｉｈｏｏｄｒａｔｉｏｔｅｓｔａｎｄｔｈｅｍｉｎｉｍｕｎｌＡエＣｐｒｏｃｅｄｕｒｅ．

kutsuna
タイプライターテキスト
(Published in IEEE Transactions  on Information Theory, Vol.IT-27, No.1, Jan., pp.23-31, 1981)
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エ．エＮＴＲＯＤＵＣⅡON

AnyPointprocess（Nt,Ft,Ｐ）onafiniteinterval（Ｏ,Ｔ］ｉｓａｓｕｂｍａｒｔｉｎｇａｌｅ

ａｎｄｔｈｅｒｅｆｏｒｅｂｙｔｈｅＤｏｏｂ－ＭｅｙｅｒｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎｗｅｇｅｔＮｔ＝ｍｔ＋Ａｔ，ｗｈｅｒｅｍｔｉｓ

(Ft,Ｐ)‐martinga1eandAtisthenaturalincreasingprocess・工ｔｉｓｋｎｏｗｎｔｈａｔ

…i・…edictablepro…(入t,Ｐｔ)｡uoMhaMt＝'8Asdoi…donlyifP

isabsoユｕｔｅユｙｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｗｉｔｈｒｅｓｐｅｃｔｔｏｔｈｅｓｔａｎｄａｒｄＰｏｉｓｓｏｎｐｒｏｃｅｓｓＰＯ；

f,urthermore入＝ｎt，０<t<､｝correspondsuniqueﾕｙｔｏｔｈｅｐｒｏｃｅｓｓＰ，ａｎｄｔｈｅ

Ｒａｄｏｎ－Ｎｉｋｏｄｙｍｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｉｓｇｉｖｅｎｂｙ

配一喝 exp(':'○肌tdNt＋
Ⅲ
０
Ｊ

(ﾕｰｽt)dt｝．

Simnarresu1tisobtainedformuﾕtivariateormarkedpoint]Qrocesses（[７]，［８]）．

ｍｈｅｍａｉｎｏｂｊｅｃｔｏＥｔｈｉｓｐａｐｅｒｉｓｔｏｄｉscusstheappﾕｉｃａｔｉｏｎｓｏＥＬｅｗｉｓ１

ｔｈｉｎｎｉｎｇｓｉｍｕﾕａｔｉｏｎａ１ｇｏｒｉｔｈｍｔｏａｎｙｐｏｉｎｔｐｒｏｃｅｓｓｗｈｉｃｈｉｓａｂｓｏｌｕｔｅｌｙｃｏｎｔｉｎｕｏus

witllres]QecttothestandardPoissonprocess・Recentﾕy，Ozaki［11］generated

siInuﾕａｔｉｏｎｄａｔａｆ､ｏｒＨａｗｋｅｓＶｓｅユｒ－ｅｘｃｉｔｉｎｇｐｒｏｃｅｓｓｅｓｂｙｍａｋｉｎｇｕｓｅｏＥａｒｅｃｕｒｓｉｖｅ

ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ．Ｈｏｗｅｖｅｒｈｉｓｎｌｅｔｈｏｄｉｓｎｏｔｆ､ａｓｔｅｎｏｕｇｈｕｎｌｅｓｓｔｈｅｐｒｏｃｅｓｓｈａｓａｓｉｍｐ１ｅ

structure，ｂｅｃａｕｓｅｇｉｖｅｎａｐａｓｔｈｉｓｔｏｒｙｏｒｔｈｅｐｒｏｃｅｓｓｔｒｔ２，・・・，ｔｎａｎｄａｕｎｉｆ､orm

randomnumberUn+１homtheinterva1（０，ユ）wehavetosolvetheequation

Un+，＝Ｓ(tn十二Lltr…,tn)ｂｙNewton'siterationmethodtogetthenextPointtn+r

whereS…heoondit…l…ivormctionS(tltr…,tn)＝exP(-'ﾄﾞﾊ(sltr…，
ｎ

Ｗｅｄｏｎｏｔｓｏ１ｖｅｔｈｅｅｑｕａｔｉｏｎｔｏｇｅｔｔｈｅｎｅｘｔｐｏｉｎｔ･Ｔｈｅｉｄｅａｏｆｓｉｍｕ１ａｔｉｎｇ

t1,...,t､)ds｝．

ｔｈｅｓｅｐｏｉｎｔｐｒｏｃｅｓｓｅｓｂｙｔｈｉｎｎｉｎｇｉｓｄｅｖｅ１ｏｐｅｄｕｓｉｎｇａ１ｇｏｒｉｔｈｍｓｄｕｅｔｏＬｅｗｉｓａｎｄ

Ｓｈｅｄｌｅｒ［９］ｆ､orthesimu1ationsofnon-homogeneousPoissonprocesses、

工ｎｓｅｃｔｉｏｎ２ｗｅｗｉユユｇｉｖｅｔｈｅｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄａｎｄａｐｒｏｏｆ、Ｅｏｒｐａｓｔｄｅｐｅｎｄｅｎｔ

Ｐｏｉｎｔｐｒｏｃｅｓｓｅｓｃｏｎｔａｉｎｉｎｇｍｕ１ｔｉｖａｒｉａｔｅｃａｓｅｓ．Ａ１ｓｏｓｏｍｅｔｙｐｉｃａ１ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ

Ｗｉｌユｂｅｇｉｖｅｎ･エｎｓｅｃｔｉｏｎ３ｗｅｗｉＵｇｉｖｅｓｏｍｅｅｘａｍｐ１ｅｓｏｆｐａｒａｍｅｔｒｉｃｉｎｔｅｎｓｉｔｙ
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ｆｎｎｃｔｉｏｎｓｒ､ｏｒｔｈｅｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓ，ａｎｄｏｂｔａｉｎｔｈｅｉｒｍａｘｉｌｎｕｌｎｌｉｋｅｌｉｈｏｏｄｅｓｔｉｍａｔｅｓ

ｆＴｏｍｔｈｅｓｉｍｕﾕａｔｅｄｄａｔａ．Ａユｓｏａｃｃｕｒａｃｙｏｆｔｈｅｓｉｍｕｌａｔｅｄｄａｔａｗｉ１１ｂｅｄｉｓｃｕｓｓｅｄ

ｂｙｔｈｅユｉｋｅ１ｉｈｏｏｄｒａｔｉｏｔｅｓｔｏｒｔｈｅｍｉｎｉｍｕｎｌＡ工Ｃｐｒｏｃｅｄｕｒｅ･Ｎｕｌｎｅｒｉｃａユｒｅｓｕユｔｓ

ａｒｅ１ｉｓｔｅｄｉｎＡｐｐｅｎｄｉｘ．

エエ．Ｓ工MULAmエＯＮＯＦＰＯ工ＮＴＰＲＯＯＥＳＳＥＳ

Considerapointprocess（Ｎ,Ｆ,Ｐ）＝｛Nt,Ft,O<七コ,Ｐ）onafixedinterval

withitsF-predictab1eintensityprocess入＝ｎt｝，whereＦ＝｛Ft｝ｉｓａｆａｍｉ１ｙ

ｏｆｒｉｇｈｔ－ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ１ｙｉｎｃｒｅａｓｉｎｇｏ－ｆｉｅ１ｄｓ･ＳｕｐｐｏｓｅｗｅｇｅｔａｐｏｓｉｔｉｖｅＦ－ｐｒｅｄｉｃｔab1e

piece-wiseconstantprocess入籍＝｛ﾊｾﾞ}whichisconstructedpathwiseinsucha

waythat入七≦入溶ａ.s､，０<t<囮．Ｔｈｅｎ入鵜canbeanintensityproces｡。造ａﾕ｡caUy

homogeneousPoissonprocess（脈,F,P）＝｛Nｷﾞ,Ft,P}withpiecewiseconstant

intensityｃｈａｎｇｉｎｇｉｔｓｒａｔｅａｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏｔｈｅｐａｓｔｈｉｓｔｏｒｙＦｔ･ｍｈｅｍａｉｎｒｅｓｕﾕｔ，

ｗｈｉｃｈｉｓｒｏｒｍａＵｙｓｉｍｉｌａｒｔｏｔｈｅｏｎｅｇｉｖｅｎｉｎ［９]，isdescribedasEoUows：

Ｌｅｔｔｊｆ〈ｔ差く，…，〈ｔｉｉｉｉｂｅｔｈｅｐｏｉｎｔｓｉｎ(0,ｍ］oftheprocess（N畿,F,P)．
Deletethepointst\withprobabi1ityエースt・ハギ．ｆｏｒｊ＝1,2,…,N$・mhenthej

JJ

remainingpoints｛ｔ・｝ｆ､ormapointprocess（Ｎ,Ｆ,Ｐ）withtheconditionalintensity
ユ

ハー｛入t）intheintervaエ（０，Ｔ]．

ｴｔｉｓｒｅａｄｉﾕyJseenhomthepredictabi1ityｏｆ、入鵲thattheconstructionsof

入鶚,tiandhohoumb…㎡orm…eque…11yinthe皿1.Wing､…r：ユ

ユ．SUpposethatthe1astpointberoretimethavejustbeenobtained・Ｔｈｅｎ

●・
工

一‐Ｕ

シ一一

construcⅢtwhichisFh-measurabﾕe,piecewiseconstant璽肌ギニスt，ｈｒｔ
ユ

２．Simu1atehomogcneousPoissonpointst￥（>ti）accordingtothej

intensity入洛

３．Ｆ…acho仇hepoint.{t;},theprobability入t\ﾊｾﾞ￥
ＪＪ

Ｃonditiona11yindependentof．ｔ￥underthepasthistoryFt￥・Ｊ
Ｊ

４．ｔi+ﾕｉ･the且rs七accePtedPointamongt；（>ti).

● ･

ユｓｇユｖｅｎ



■
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Ｄｅｔａｉユｓｏｆ、ａユｇｏｒｉｔｈＩｎｓｗｉユユｂｅｇｉｖｅｎユａｔｅｒ、

ＮｏｗｂｙｇｅｎｅｒａＵｚｉｎｇｔｈｅｒｅｓｕｌｔｔｏａｍｕユｔｉｖａｒｉａｔｅｐｏｉｎｔｐｒｏｃｅｓｓ，ｗｅｈａｖｅ

ｔｈｅｆｏ１１ｏｗｉｎｇｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ：

Pmposition1LConsideramultivariatepointprocess（IJp,Ｆ,Ｐ)，ｐ=1,２，…,ｍｏｎ

anintervaL(０，T]witMheirjointintensity(ﾙF)＝{ﾊｾﾞ,Ft),p=L…,､、Supposo

weoannndaone-dimensionalF-predictableprocess)W:whichisdenned

pathwisesatis可ing

ｍ

・ﾋﾞｭﾊﾋﾞﾆ入溶。〈､≦皿,P-…
aｎｄｔｈｅｎｄｅｆｉｎｅ

●

云叩】一・一‐〕
、●ハハ

「‐一
ｍ
【
～
△
｜
｜云叩】一

Ｏ
七
八

)Wｉ

Lettr,埴,…,tiifE（0,m］ｂｅｔｈｅｐｏｉｎｔｓｏ此ｈｅprocess（N鶚,F,P)withintensity
proces･)Wi・Foreachofthepoints，attachaInarkp＝０，ﾕ,…,mwithprobabiﾕity

A農/入溌．Thenthepoint…thmarksp＝1,2｡…ハprovideth…血v…ｔｏ
ｊＪ

ｐｏｉｎｔｐｒｏｃｅｓｓＷｈｉｃｈｉｓｔｈｅｓａｍｅａｓｇｉｖｅｎａｂｏｖｅ．

proor・Def､inearandommeasure20rthef､initemarkedProcess（usingthe

notationin［7]．）

Ｍ(dt,ｐ）＝脈(dt)工(ｔ動Ｐ)，Ｐ＝１，…,ｍ,

where工(ｔ,ｐ）isthetransitionrandommeasureorthemarksunderthecondition

thattｈｅｒｅｉｓａｐｏｉｎｔａｔｔ･Ａｓａｒｅｓｕ１ｔｏｆ、ｔｈｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ,

ｴ(ｔ,ｐ）ｈａｓｔｈｅ芒oUowingproPerties：

(i）工(Ｍ)＝`P(q)withprobabilityﾊｾﾞ/ﾊｾﾞぞ｡ｒＭ=い2,…,m,where`p(q)ｉｏｏ
Ｄｉｒａｃｖｓｄｅ１ｔａｍｎｃｔｉｏｎ．

(ｉｉ）Ｆｏｒｆｉｘｅｄｔ，Ｎ鵠(dt）ａｎｄ｛工(ｔ,ｐ)；ｐ=0,1,…,ｍ｝areconditiona11yindePendent

ｇｉｖｅｎＦｔ・

ｎ１ｅｎ，ｆｏｒｅａｃｈｍａｒｋｐ〒]L，２，．．．，ｍ，ｔｈｅｉｎｔｅｎｓｉｔｙｍｅａｓｕｒｅｏｆｔｈｅｍａｒｋｅｄＰｏｉｎｔ

J拳弓
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ｐｒｏｃｅｓｓｉｓｇｉｖｅｎｂｙ

ｖ(dt,p）＝Ｅ[M(dt,P)ｌＦｔ］

＝Ｅ[脈(dt)工(t,P)ｌＦｔ］

＝Ｅ[N鵜(dt)ｌＦｔ]Eに(t,p）
Ｎｏｗｂｙｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ

Ｅ[N鶚(dt)ＩＦt］＝入fdt，
aｎｄａ１ｓｏ

Ft]．

E[工(t,p)ＩＦt］＝Ⅱ{工(t,]Q)=1ｌＦｔ）＋ｏ･P{工(t,p)=０１万t｝

ｽﾓﾊｾﾞ.
ＴｈｅｒｅＥｏｒｅｒｏｒｅａｃｈｐ＝ユ，２，．．．，ｍ，ｗｅｇｅｔ

，(dtm)＝１毛ｄｂ
Ｓｉｎｃｅｔｈｅｐｒｅｄｉｃｔａｂ１ｅｒａｎｄｏｍｍｅａｓｕｒｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｕｎｉｑｕｅｌｙｔｏｔｈｅｍｕ１ｔｉｖａｒｉａｔｅ

ｐｒｏｃｅｓｓ（see[７]，［８]），thiscomp1etestheproof・

Ｗｅｃａｎｎｏｗｇｉｖｅｓｏｍｅｃａｓｅｓｏｆｔｙｐｉｃａ１ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓａｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏｔｈｅｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ．

A］gOrjLthm1・Bivariate（doumy）PoissonprocesswithinbensityProcess

{XR(u),F､}、ニユ,ａ

ＬＧｅｔ…tMunction゜此heproce…(t)＝X：(い),O＜□,p=1,2．Ｐ

２．TakeapiecewiseconstantrUnｃｔｉｏｎｕ)鵲(ｔ）ｓｕｃｈｔｈａｔｕ)ﾕ(t）＋ｕ)2(ｔ）≦u)鵜(ｔ)・

ForefTiciencyofsimu1ationwesｈｏｕｍｔａｋｅｕｊ鵲(ｔ）ａｓｃﾕoseaspossibleto

u1(ｔ）＋ｕ)2(t)．

３．SimuﾕａｔｅｓｔａｔｉｏｎａｒｙＰｏｉｓｓｏｎｐｒｏｃｅｓｓｅｓｆｏｒｅａｃｈｉｎｔｅｒｖａ１ｏｆ、constant

intensity、Denotethepointsbytit，壇,…，tii;i、
４．Ｓｅｔｋ＝1，ｉ＝Ｏａｎｄｊ＝０．

5．工ndePendentﾕygenerateauniformrandomnumberUｋｏｎ（０，ユ)．

6．HUk≦ul(t差)/u鶚(七重)，＆etioqua1toi＋landｔ(1)＝tii・ユ

7.IfUk≦{山1(tii)川2(も差)Ｗ`(t､菫)，oetjoqualtoj＋１andｔ(2)＝t芸．Ｊ

8．SetkeqUaユｔｏｋ＋ＬエfTIf〈ｋ,ｔｈｅｎstop・Ｏｔｈｅｒｗｉｓｅｇｏｔｏ５．



-３１－

Ｎｏｗｃｏｎｓｉｄｅｒｔｈｅｃａｓｅｏｆｕｎｉｖａｒｉａｔｅｓｅユゼーｅｘｃｉｔｉｎｇｐｒｏｃｅｓｓｅｓ・ｓｉｎｃｅ

Ｆｔ＝ｏ{Ｎｓ，Ｏ<sゴ｝，theintensityoftheprocessisgiveｎｂｙａｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆ・ｔ

ａｎｄｔｈｅＰｏｉｎｔｓｔ・beforet，ｉ､e・入ｔ＝入(ｔｌｔｒ…,tn)．Ｈｅｒｅｗｅｈａｖｅｔｗｏｔｙユ

ｏＥｔｈｅｉｎｔｅｎｓｉｔｙｐｒｏｃｅｓｓ・

ｃｏｎｓｉｄｅｒ・ｔｈｅｃａｓｅｗｈｅｒｅｔｈｅｐａｔｈｒｕｎｃｔｉｏｎｏｆ、ａｉｎｔｅｎｓｉｔｙｐｒｏｃｅｓｓｉｓ

ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇｉ２ｔｈｅｒｅａｒｅｎｏｍｏｒｅｐｏｉｎｔｓｏｃｃｕｒ．Ｗｅｎｏｔｅｔｈａｔｔｈｅｐｒｅｄｉｃｔａｂｉ１

ｏｆ入ｔｉｍｐ１ｉｅｓ１ｅｆｔ－ｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙｏｆ、ｐａｔｈｆ､ｕｎｃｔｉｏｎｓ・Ｗｅａｓｓｕｎｌｅｈｅｒｅｔｈａｔｔｈｅ

ｍｉｎｉｌｎｕｍｖａ１ueoEtheintensityhlnctionisUandｔｈｅｊｕｎ１ｐｓｉｚｅａｔｅａｃｈｐｏｉｎ

ｎｏｔユargerthanoc，ａｎｄＡ￥vsareva1ueofthepiecewiseconstantfunction，ｓ
ユ

tham(ｔｌｔ１,…,tn)二A蛍至｡ｒｔ〈ｓ・〈ｔ〈ｓｉ+1≦tn+1，say．、-１＝

ｐｅｓ

iｔｙ

ｔｉｓ

ｕｃｈ

ﾑﾕgor垂ｈｍ２．

ＬＳｅｔＡｉ＝ＵａｎｄｐｕｔｓＯ＝０．

２．GenerateUOandputUO＝‐]LOgUO/A８．

３．ＨｕＵ≦Ｔｔｈｅｎｐｕｔｔ１＝ｕ０．Otherwisestop、

４．Ｓｅｔｉ＝ｊ＝ｋ＝ｏａｎｄｎ＝1．

５．Setkequaﾕｔｏｋ＋ユａｎｄＰｕｔＡｉ:＝入(ｔｎｌｔｒ…,tn-1）十国．
６．ＳｅｔｊｅｑＵａユｔｏｊ＋ユandgenerateU．．

』

７．Ｓｅｔｉｅｑｕａ１ｔｏｉ＋1andPUtuiニーユ｡gUj/A差．

８．Ｐｕｔｓｉ＝si-，＋ｕｉ・Ｈｓ．〉ＴｔｈｅｎｓｔｏＰ･工

９．Ｓｅｔｊｅｑｕａユｔｏｊ＋1，andgenerateU．．
』

エ０．エ別j≦入(silt1,…,tn-1)/Aitthensetnequaエｔｏｎ＋１，Puttn＝
ａｎｄｇｏｔｏ５･

lLSetkequaﾕｔｏｋ＋ユ,ＰｕｔＡｉ:＝入(ｓｉｌｔ]L,…,tn-1）ａｎｄｇｏｔｏ６・

＿rasamp]Lefunctionof､theintensityrunction入(ｔｌｔｒ…,tn）ｉｓｎｏｔ
ｄｅｃｒｅａＳｉｎｇ，ｂｕｔｏｎｌｙｈａｓａｄｅｃｒｅａｓｉｎｇｔａｉｌ，ｔｈｅｎｗｅｃａｎｄｅｆ､ｉｎｅａｐｒｏｃｅｓｓ

入装鶚(ｔｌｔｒ…,tn）whichisalwaysdecreasingandsatisries〈

入(ｔｌｔｒ…,tn）≦入装幾(ｔｌｔｒ…,tn）Ｐｏｒｔｎ≦ｔ（seeExamPle1)．RePﾕace

・
工

Ｓ

a１ｗａｙｓ
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入(tnltl,…,tn-1）ｂｙ入鵜鵜(ｔｎｌｔ]L,…,tn-l）ｉｎ５．ａｎⅢ(s土ｌｔ１,…,tn-1）ｂｙ

入鵜鵜(ｓｉｌｔｒ…,tn-1）ｉｎｌＬｍｈｅｎｗｅｃａｎｈａｖｅｔｈｅｐｏｉｎｔｐｒｏｃｅsswithintensity入ｔ
ｂｙｕｓｉｎｇａｍｏｄｉｆｉｅｄＡ１ｇｏｒｉｔｈｍ２･

Assumenowthattheintensityfunction入t(uj）＝入(ｔｌｔ１,…,tn）ｉｓ

ｍｏｎｏｔｏｎｉｃａ１１ｙｉｎｃｒｅａｓｉｎｇｕｎｌｅｓｓａｎｙｍｏｒｅｐｏｉｎｔｓｏｃｃｕｒ・エｎｔｈｅｒｏユユowing

algorithmtheinterva1（０，ｍ］isdividedequanyintosubinterva1ｓ（kr,(k+工)ｒ]，

ｗｈｅｒｅｔｈｅ１ｅｎｇｔｈｒｓｈｏｕユｄｂｅｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄｓｕｉｔａＪｂユｙｉｎａｃｃｏｒｄａｎｃｅｗｉｔｈｔｈｅ

ｅｆＴｉｃｉｅｎｃｙｏｆｔｈｅａ１ｇｏｒｉｔｈｍ．

A]gorithm3Q

エ．Ｓｅｔｉ＝ｎ＝1．

２．Ｐｕｔ入￥＝入((i+ｍＩｔｒ…,tn)．、ユ

３．GenerateahomogeneousPoissonprocesswithintensity入￥ｏｎｔｈｅ
・ユ

interval（kr,(k+1)ｒ]、

４．Hthenumber㎡thepointsontheintervaﾕ，sayNf，ｉｓｚｅｒｏ，ｔｈｅｎｇｏ

ｔｏ工１．

５.Denotetheorderedpointsontheinterva1(ir,(i+1)r]bysr,s直,…,s塗.
６．Ｓｅｔｊ＝１．

７．GenerateUj，unirormﾕydistributedbetweenOand１．

８．，１〉入(s;ｌｔﾕ,…,tn)/Ar,thengoto7．』

９．Ｐｕｔｔ＝ｓ茜ａｎｄｓｅｔｎｅｑｕａ１ｔｏｎ＋ユ．
ｎＪ

１０．Ｓｅｔｊｅｑｕａｴｔｏｊ＋ユ．Ⅱｊ二Nf，ｔｈｅｎｇｏｔｏ７・

ユユ．Ｓｅｔｉｅｑｕａｌｔｏｉ＋ユ．Ⅱ（i+1)ｒ≦Ｔ，ｔｈｅｎｇｏｔｏ２、

１２．Ｓｔｏｐ・

Thustrt2,･･･arethedataWhicharerequired・工tisrecommendedforthe

numericaユａｃｃｕｒａｃｙｉｎ４ｔｏａｄｏｐｔｔｈｅｍｅｔｈｏｄｗｈｉchgeneratesaPoissonrandom

numberMfandthenuniformrandomnumbersｆ､rom（ir,(i+ﾕ)］accordingtoN\・
ユ コＬ

ＨＡｔ＝入t(ｔｌｔ１,…,tn）ｉｓｏｎﾕyeventuaUyincreasing（un1essanymore

~～-◆

｡§:+、



･ｓｕｌｌＩ４ｐｏＳＴＰｅＡｏｑＢｅＩＩ午Ｊｏｓｕｌｊ[ｅ４ｎｒｓｅｓｓｅｏｏｊ[C［ユｕＴｏｄ

Ｂｕｒ４ｒｏｘｅ－Ｊｒｅｓｐｕ℃ｕｏｓｓｒｏｄＸｒｑｎｏｐｐｅｘｒｕｌｊ[ｏＧｓｅｓｓｅｏｏｊ[ｄ４ｕｒｏｄＳｕ口ｒｏｘｅ－ｘｒｒＰｎ４ｎｍ

ｅ4℃ｒ､x℃Ａｒ斗1[､、ユｏＪｓｕｎＩ４ｒエＯＢ兀已ｕｏＴ4℃rnIIIrs4on辺ｓｕｏｏｏ４４ｒＴｌｏｒＪＪｒｐ４ｏｕｓｒⅥ

て

．(u4`…`て４１ｴ(て十r))鶚鶚Ｙ＝尖Ｙ・鵠Ｂ

５ｓｎｏＴｒｏＪｓ已己ＩＩＩｑ４ＴＩｏＳｒＶＪｏ・ＢｅＳｐｍＩｏｕｅ口、

+r）百斗〉ェｎｏＪ（u４．…`ｒ１ｌ４)鵠鵠Y言（u1`…`ｒ４ｌ４)ＭＪＳ叫虐ｓｐｕ℃．[ｪ(て十丁)`虹）

ｕｒ３ｕｒｓ厚eｪ｡ｕＴｓｒ叩下皿（u1`…`ｔ４ｌ１)鵜諜Ｙｕｏ印,ｍＪＢ４ｏｎ皿su｡。‘伽。４ｓｒ測四

.』[(r+r）百斗〉エＴｊ[oＪ

･erqrssodsrBuI叩ｐｏｓⅣI｡Ｊ４Ｐ叩ｏ４ｊ[℃Trulrsuo口℃orJrpoulU‘(jmooosqnrod

-ＥＥ－
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エエエ．ＳＯＭＥＥＸＡｌＰＬＥＳＡＮＤＤ工ＳＯＵＳＳ工ＯＮＳ

ＨａｗｋｅｓｖＳｅｌｆ､-ＥｘｃｉｔｉｎｇＰｒｏｃｅｓｓ

Ｔｈｅｉｎｔｅｎｓｉｔｙｆｕｎｃｔｉｏｎｉｓｇｉｖｅｎｂｙ

Ａ(t)＝入(tltr…｡t､)＝川'8Ｖ(七一s)｡N(s)，
wher印〉い(．)三OandJさV(s)｡.〈Morth…yrnptoti…ationarityo此ho
process・HawkesandOakes［５］ｆｉｒｓｔｇａｖｅｔｈｅａｕｔｈｏｒｔｈｅｉｄｅａｔｈａｔｔｈｅｓｉｍｕ１ａｔｉｏｎ

ｆｏｒｔｈｅｐｒｏｃｅｓｓｌｎａｙｂｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄｔｈｒｏｕｇｈｔｈｅｓｉｌｎｕ１ａｔｉｏｎｓｏｆｎｏｎ－ｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓ

Ｐｏｉｓｓｏｎｐｒｏｃｅｓｓｅｓ･工ｎｄｅｅｄｉｔｓａｙｓｔｈａｔａＨａｗｋｅｓｖｓｅ１ｒ－ｅｘｃｉｔｉｎｇｐｒｏｃｅｓｓｉｓ

ｎｏｔｈｉｎｇｂｕｔａｎｉｍｍｉｇｒａｎｔ－ｂｉｒｔｈｐｒｏｃｅｓｓｗｈｉｃｈｉｓｃｏｍｐｏｓｅｄｏｆ、ｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓＰｏｉｓｓｏｎ

ｉＩｎｍｉｇｒａｎｔwithrateUandnon-homogeneousPoissondecendantswithratev(ｓ）．

Ａｓａ]Qarametrizationofv(ｓ）Hawkes［Musedanexponential，ｖ(ｓ）＝qe-βs・

工nthiscasewecanadoptmgorithm2forthesimuﾕation・OzakiandAkaike［12］

:::薑::::二二鬮:::二二::::言:::ﾆﾃﾞﾆ:1:《:'二:!?宕櫻鯨x雫孟:二:瞼:…
decreasingfunction壬orsufficientﾕｙユarges、ＴｈｕｓｗｅｈａｖｅａｍｎｃｔｉｏｎＶ装装(ｓ）

…油…y………Ｍ・川畑…こ…州sﾄji0o1ロノ圏)唖

whe…;＝max(αj,OlmM…､…u……redictablei…itγ
洲冨)＝Ｕ十Ｊ:v鐸(・)｡NⅡwheMi(．)iothepointproces……tedbytho

in…並y伽…入(t)＝肘'6V(七一s)｡N(sLth…dimeMﾕgorim2c…。

…………､…川Ⅲ鬘，……伽……』い(j/`Ｍ
Ｓｕ]QPosetrt2,…,tｎｉｎ（０，ｍ］ａｒｅｔｈｅｓｉｍｕﾕateddata・Ｔｈｅｎｔｈｅｌｏｇ－

Ｕｋｅユｉｈｏｏｄｒｕｎｃｔｉｏｎｉｓｇｉｖｅｎｂｙ

品位ひ…｡｡pルー,1.匿いjiowⅢⅢ二Ljioww
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WhereR.(ｉ）ａｎｄＳ.(ｔ）aregivenrecursive1yintheでoUowingway：
Ｊ Ｊ

ＳｅｔｔＯ＝０，ＲＯ(1)＝０，ｓ｡(t）＝（１－e-l3t)/βａｎｄ４(t）＝tke-Bt・
Then壬ｏｒｊ＝０，ユ,２，．．．ａｎｄｉ＝２，３，．．．，

ｊ

Ｒｊ(i)-Aj(ti-ti-1)十kLOjCⅢいi￣ti-l)Rk(i~ユル
ａｎｄ

Ｓｊ+1(ｔ）＝｛(j+1)Ｓ・(ｔ）－Ａj+,(ｔ)}/β，J

wherethenotationjOkmeansthecombinationfactoria1．
ｍｈｅｇｒａｄｉｅｎｔｖｅｃｔｏｒａｎｄＨｅｓｓｉａｎｍａｔｒｉｘｏｆ、ｔｈｅユog-]Ｌｉｋｅｌｉｈｏｏｄｆｕｎｃｔｉｏｎ

ａｒｅａユｓｏｗｒｉｔｔｅｎｒｅｃｕｒｓｉｖｅユｙｕｓｉｎｇｔｈｅｆｕｎｃｔｉｏｎａｂｏｖｅ・工ｔｉｓｗｏｒｔｈｗｈｉ１ｅｔｏ

ｎｏｔｅｔｈａｔｔｈｅｓilnuユａｔｉｏｎｃａｎａユｓｏｂｅｍｕｃｈｒａｓｔｅｒｉｆ、ｗｅｍａｋｅｕｓｅｏｆｔｈｅｒｅｃｕｒｓｉｖｅ

structureoftheintensityhnction入(ｔｌｔ１,…,tn)．Ｔｈａｔｉｓ，

A(tnu'tr…,t､)‐川IiqR(船ﾕ)．
ｊ＝０Ｊ』

ＬｉｎｅａｒＷｏユｄＰｒｏｃｅｓｓ

田ｈｅｉｎｔｅｎｓｉｔｙｆｕｎｃｔｉｏｎｉｓｇｉｖｅｎｂｙ

Ｍｔト…'い(lwki2風k化(M１－櫓(小
WhereUandtheqvsarenon-negativeParametersandt(ｋ）ｉｓｔｈｅｋ－ｔｈ１ａｓｔｐｏｉｎｔ

ｂｅＥｏｒｅｔ・Ｔｈｅｐｏｉｎｔｐｒｏｃｅｓｓｗｉｔｈｔｈｉｓｉｎｔｅｎｓｉｔｙｉｓａ１ｗａｙｓａｓｙｍｐｔｏｔｉｃａ１１ｙ

stationary（see[３]）．工ｔｉｓｅａｓｎｙｓｅｅｎｔｈａｔｔｈｅｓｉｍｕﾕationo玉thispointProcess

i…㎡…by…叩ﾕ……tml-Y竜(_い`:-2い゜圏U肌)'/2Ｌ
…,｡一脈kい(t…_竜…)伽U川,……重………i‘
（0,ユ)．

ＨｏｗｅｖｅｒｗｅｗｏｕﾕｄユｉｋｅｔｏａｄｏｐｔｈｅｒｅｔｈｅｍｏｄｉｆｉｅｄＡユｇｏｒｉｔｈｍ３ｗｉｔｈｓｅｔｔｉｎｇ

１ｌ叢鵜(ｔｌｔｌ,…,tn）＝Ｕ＋ｍａｘ（ＯＬ)(ｔ－ｔ(k))．Ｏ＜ｉ＜ｋユ

粋
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SuPPoset]L,ｔ2,…,tarethesimulationdataontheinterval（０，Ｔ]・n

ThensettingtO＝ｏａｎｄｔｎ+１＝Ⅲ，ｔｈｅ１ｏｇ－]Like1ihoodfunctionisgivenby
n ｐ

ⅡⅢい,｡',…｡αp)＝i211゜g(U+k21o`k(ti-k+l-ti-k)）
ｎ＋１

－’皇1{･ﾕいu)2/2ﾅki2｡`kいユハ肌~リ
Ｏｎｅｏ丑ｔｈｅｎｉｃｅｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆｔｈｅｍｏｄｅ工ｉｓｔｈａｔＨｅｓｓｉａｎｍａｔｒｉｘｏｒｔｈｅ

ﾕ○碁ﾕikeﾕihooMunctionisnegativedefiniteeverywherewithrespecttothe

parameters（see［10］］０．２５５forexamp1e)．

Ｓｔｒｅｓｓ－Ｒｅ工ｅａｓｅＰｒｏｃｅｓｓ

Ｖｅｒｅ－ｊ｢oneｓ［ﾕlqhassuggestedmode1sforaseriesof・bigearthquakes・

Ｏｎｅｏｒｔｈｅｓｅｍｏｄｅ１ｓｉｓｄｅ室ｉｎｅｄｂｙｔｈｅｉｎｔｅｎｓｉｔｙｆｕｎｃｔｉｏｎ

入(ｔ）＝ｅｃ`+βt-YN(t~)，WhereＮ(t_）＝Ｎ[０，ｔ)．

(Asimiﾕarprocessisdiscussedby工shamandWestcott［６]）．Thisis

asymptotica1]LystationaryandmeanintensityraｔｅｉｓＹ/β・Ａ１ｔｈｏｕｇｈｔｈｉｓ

ｐｒｏｃｅｓｓｉｓｏｂｔａｉｎｅｄｂｙｔｈｅｓｉｍｐ１ｅｒｅ１ａｔｉｏｎ

、脈ﾕｰｾ､÷告ﾕ｡g(ユーBe-a-6W･1｡gUⅢＬ
ｗｅａｐｐﾕｙｈｅｒｅＡﾕｇｏｒｉｔｈｍ３ｆｏｒｔｈｅｓｉｍｕ１ａｔｉｏｎ．

Givensimuﾕａｔｅｄｄａｔａｔｒｔ２,…，ｔｎｏｎｔｈｅｉｎｔｅｒｖａユ（０，Ⅲ]，wehavethe

1og-1ike1ihoodfunction（settingtO=ｏａｎｄｔｎ+,=T）

ＬＰ仰Y)-11.9(…i-Y(ｕ)}＋niﾕ．｡_化-1).(eBti-,_ハノ
ｎ

ｉ＝ユｉ＝ユ

d-Y(i-1).{eBti-1-eβti}/６．ｅ

Non1inearHawkesvTypePointPrｏｃｅｓｓ

Ｃｏｎｓｉｄｅｒａｎｉｎｔｅｎｓｉｔｙｆ､ｕｎｃｔｉｏｎｏｆｔｈｅｆ､ｏｒ、
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入(も)＝Ｍｌ８Ｖ(七一s)dMsN8I:術(…-u)dN(s)dN(u)，

WhereⅢ>０，Ｖ(ｓ)三Ｏａｎｄ７Ｔ(ｓ,ｕ)三０．工tisnecessaryrortheasyInptoticstationaritythat

v＋７ＴＯ〈ユａｎｄ（l-v-7TO)２二lwT(Ｕ＋７TC)，

關…Ｖ〒尼V(s)｡s,m0＝届､(s’0)dsJ＝尼尾灯(s,u)dsdp。…＝Ｃ

尼かＭＣ(u)dsdu(C(u)……to-cov…n…此h……)．ロ㎡……
wecannoteva1uate7TCnorC(ｕ)．Wecanonlyhypothesizethedomain・Forexanlp1e，
ｔｈｅｎｏｉｓｅユｅｖｅ１ＩｌｏｒｔｈｅＰｏｉｓｓｏｎｍｕｓｔｂｅｓｍａユユｅｎｏｕｇｈｆｂｒｔｈｅａｓｙｌｎｐｔｏｔｉｃｓｔａｔｉｏｎａｒｉｔｙ．

AparametricexampﾕｅｏｒＶ(ｓ）ａｎｄ７Ｔ(ｓ,ｕ）ｉｓ

Ｖ(ｓ）＝ｏｃｅ－Ｂｓａｎｄ７Ｔ(ｓ,ｕ）＝Ｙｅ－Ｂ(s+u） ●

Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ２ｉｓａＰ]Ｑ１ｉｅｄｒｏｒｔｈｉｓｃａｓｅ･Ｎｏｗｓｕｐ]ｇｏｓｅｔｈｅｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｄａｔａｔエ，ｔ２，．．．，

ｔｏｎｔｈｅｉｎｔｅｒｖａｌ（０，Ｔ］areobtained・mhenthe1og-1ikeﾕihood定unctionforthe
n

●

ｃａｓｅユｓ

ｎ

Ｌ田(p,α，β,Y）＝Ｘ１ｏｇ｛U+qR1(i)+YR3(1)）－Ｕｍ
ｉ＝ユ

ーニ［('一百川ｴ)}‐舌ii,(jL-．Ⅲﾘ油2(iル
ｎ

Ｂｉ=，

whereR1(i)，Ｒ２(i）andR3(i）aregivenrecursiveﾕyaM○ﾕﾕ○Ws；

Ｒﾕ(1)＝０，Ｈ２(ユ）＝1，Ｒ３(ｉ）＝０，
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Tabユｅ２．ＬｉｎｅａｒＷＯ１ｄｐｒｏｃｅｓｓ

＋β(ｔ(1)－t(2)）＋Ｙ(ｔ(2)－t(3)），入(t）＝１１＋α(七一七(1)）
Ｗｈｅｒｅ

（Ｕ，ＯＬ，６，Ｙ）＝（２．０００，Ｌ400,3.900,2.700)．

numberｏｆ－１og(ﾕikeUhood -工og(maximum
o狂Uke工ihood）

ｍａｘｉｍｕｍ工ike工iｈｏｏｄｅｓｔｉｍａｌｚｅｓ

ｄａｔａ ａｔｔｈｅｔｒｕｅ

ｐａｒａｍｅｔｅｒ）

７
１
ｇ
工
０
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５
０
４
戸
フ
０

７
２
３
工
工

●
●
●
●
●

８
８
５
９
０

５
７
－
６
９
９

工
工
工
工
工

一
一
一
一
一

６
２
２
８
４

４
５
７
９
３

９
８
６
２
５

●
●
●
●
●

０
９
７
３
０

６
７
５
０
９

工
１
１
２
１

－
一
一
一
一

Ｌ６３７ユ.５０５３．４５９３．２７３

２．５４０Ｌ０６７２．６２１Ｉ工.８]L山

２．ｺし９２０．５２９２－８７４３．０７５

ユ.4183.0493.11904-649

Ｌ７５０ユ.８６ユム.６３２２．７２５

ｎ＝５００

-ﾕ8795.545

-ﾕ8865.039

-ﾕ8556.8ﾕ3

-18664.80ｴ

ｰﾕ8767.236

２－００８Ｌ３８６３．７９２２．８０２

Ｌ944］L-４７４３．９３２２．８６３

２．００２Ｌ４５８３．７９Ｔ２－Ｓ８０

２．００５Ｌ４２ＳＳ.８０６２．６９５
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mａｂｌｅ３Ｓｔｒｅｓｓ－ｒｅ１ｅａｓｅｐｒｏｃｅｓｓ

α+βt-YN[０，ｔ）
入(ｔ）＝ｅ ヲ

ｗｈｅｒｅ

（ｏｃ，β，Ｙ）＝（3.00020001.000）

numberof-ﾕog(工ikeUhood） －１og(maximum
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●

62Ｌ1135

623.923
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Tableム．AHawkes1typenon-nnearprocess

Ye-6(t-u)dN(ｓ)dMu)，-β(も-s)弧(s)＋/;/；/８．。入(ｔ）＝ｕ＋

Ｗｈｅｒｅ

（Ｕ，α，β，Ｙ）＝（０．５５０，０．８５０，４．７５０，０.350）

-1og(1ikelihood -1og(maximum
ofユikelihood）

ｍａｘｉｍｕｍ１ｉｋｅユｉｈｏｏｄｅｓｔｉｍａｔｅｓｎｕｍｂｅｒｏｒ、

ｄａｔａ atthetrue

parameter）

0．５６４０．４７６５．６８２０．６７７

０．６７７０．５０７６.ユ６６０．８５９

０．５５４１．３２６５.]しo５０．１４９

０．５４３ユ.２２５３．３５５－０．０８３

0.6001.３９３６．９９８０．２２６

591.ｏ36

458.429

543.007

548.1＄

56エ.４４０

５９０．３２５

４５２．５８６

５４２．３１５

５４５.４６８

５５７．９８８

ｎ＝５００

56876.1133

56632.82ユ

ラ6383.虹3

56524.242

56708.677

56870.358

56632.009

56382.695

5652Ｌ422

56707.395

０．５６００．７７８４．７５８０．３７２

０．５５２０．８１↓２４．６６９０．３３８

０．５５４０．８２１↓４．７９ユ０．３７２

０．５５６０．８８４４．９ｴ６０．３４７

０．５５ユ０．８０４４．６５３０．３６０

ｎ＝５００００
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tlf1）
梅け

ﾕog(]Likelihood）
aｔｔｈｅｔｒｕｅ

ﾕog(maximum
of・nke1ihood）

mａｘｉｍｕｍ１ｉｋｅｌｉｈｏｏｄｅｓｔｉｍａｔｅｓ迫engimor・
ｔｈｅｉｎｔｅｒｖａ工

ａｎｄｎｕｍｂｅｒｓ Ｐａｒａｍｅｔｅｒ
ｏｆ・ｄａｔａ

1124.386 1１２５．３５２ ２．６２０

０．０６４

10.168

８．７８８

306

878

ロローユ００

３
６

n口)＝５００
437.25ユ434.335 2.889

0.1711

ﾕ０．２６２

７．４８５
３．３７７

５．７５７n(2)＝３００

450.78ユ 454.897 ２．４６９
０．１３１１

4.8ﾕ3

8.8911
ﾕ０．８５ユ

６．３３９

424.45ユ ４２７．８２２ 5.11ｓ
7.815

２.ユ51

0.621
]０．７９２

８．８８４

lI2L424 422.40ユ ﾕ０．４７５
６．３８３

２．２３１

０．ユユ２

5.120

6.936

10568.720 ｪ０．６１８

８．０８３

２．２１５

０．０３２

1↓､７１０
６．９１７

Ⅲ＝２５００ 10573.727

n(1)ニユ2500
ﾕ0373.4411 1０．４６５

Ｂｊ５６
4.875
7.096

］03786002 ２.ユ3０

０．０８３n(2)＝７５００
⑪

ﾕ０．]Lﾗ３

８．１９１

ﾕ01126.732 10429.884 4．７３６
７．０８０

２．２２３

０．０４２

ﾕ０５４９．６１５ 4．７３８
６．８０８

ﾕ０５５８．０５９ ﾕ０．８町

７．８６６
２.ユ93

0.026

2．０８４

００６４
1０．５６５
７．９９３

1０５２３．１１７９ｍ５工７．０３３ 5.223
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!】Pab1e6・BivariateHawkes1mubua11yexcitingprocess

M)=ｈ+l8aﾕﾕﾊ(七一｡)dい)鶚'8ニユ2e三bｴ(七一｡)､2(曇）
Ｍセル比+１８．２ﾕe-b2(七一s)｡､,(圏)+Ｉ８宅2.-b2(七一s)dN2付
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x,(工)三６５０

ｎ(2)ミ７５０

-ﾕog(工meUhood）
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Ｐａｒａｍｅ七ｅｒ．
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ｏ宕Uke工ihood）
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-233]し､５９４ -2335.6ｍ ＬＳ９５
２．，９

Ｏ－Ｓ９Ｌ
ｑｏ６Ｓ

Ｌ３８３

Ｌユ6９
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1-648
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Ｌ２Ｔ工

a344

L955
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ユユヨ８

-ﾕ38Ｌ５３８ ｑ５８０
０．ｺL山

Ｌ工5０

２．０７９

2-79エ
ユー７２５

-36841Ｍ22丁 -36847.240 O-Il2ぅ
ｑＯ２９

工・坊2
1-48]し

２Ｓラエ
2-24丁

■＝２５００

，(工)=１５０００

，(2)=〕L900O

ユ.３工２

２．４８３

-3筋38.868 -35542.37ユ Ｌ３ＩｌＯ

２－５ｓ９

0.479
０．０５８

2-795
２．２０９

ユー521

ユー３９３

-379ﾕ６．２８ユ －３T92L286 ＬＩＢ３０．５０４
２ｓ叫一o-ou

2-8＄
｡

２．０２３

ﾕｰﾗﾖＯ

ユー３３エ

-38305.]ユ２ ユ.ｴ411.0.匹2９
２．５２８－０－０８２

-383n.８う７ ＬＩＢ８
Ｌ４４]し

２．５３ユ

２．０８３

-3695う.ユ4７ -35969.8ﾕ２ Ｌ２８Ｓ

２－５０８

Ｏ－４Ｔ２
ｑＯＯ４

25115
２－０丁エ

ユー３５２
■
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