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第1章

緒論

1.1背 景 と 目的

現代の社会 ・経済環境 は,複 雑 ・流動的かつ大規模化 してお り,適確な意思決定(decision-

making)が ますます重要 にな りつつある.意 思決定を行 うための方法 としては,従 来か ら

種々の数理的手法が提案 されているが,数 理的に意思決定を行 う場合 には数理モデルを構築

し,数 理計画問題(mathematicalprogrammingproblem)と して定式化す ることが多い.代

表的な もの として,線 形計画問題 が挙げ られ る.線 形計画問題 とは,決 定変数 に関 して線形

方程式や線形不等式で与え られ る制約条件の下で,線 形の 目的関数 を最大 あるいは最小に

す る とい う問題 であ り,1947年 にDantizigが 発表 した単体法の成果 と電子計算機の発達に

伴 って急速 に発展 してきた.通 常の線形計画問題において,制 約式や 目的関数の係数は確定

値で与え られ るが,現 実には確定的でない場合 も多い.そ のよ うな状況下での数理的意思決

定法 としては,確 率論を基礎 にした確率計画法が考えられ,様 々な最適化基準が提案 され る

とともに多 くの意思決定問題 に応用 されている[70].し か し,確 定的でない要素が存在す る

場合においてそれが常に確率的な現象 として扱 うことができるとは限らない.例 えば,線 形

計画問題 において 目的関数や制約式の係数を考 える場合 に,コ ス トや時間の制約な どか ら

十分に調査が行 えず,確 定値で与えることが困難 な場合が しば しば見 られ る.こ のような場

合,熟 練者は経験や知識 な どか らおお よその値の見積 も りが可能であることも多いが,そ

の値 を確率変数 として扱 うことは適 当ではない と思われ る.ま た,そ の値を無理 に確定値で

表す ことは熟練者が培 った有益な情報 を欠落 させ ることになる.こ のよ うな人間の知識や

言葉 な ど確率的な不確実 さとは異 なる不確定性 を扱 うのに有効な概念 としてファジィ理論
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2第1章 緒論

(fuzzytheory)が あ り,そ の中心 とな る ファジ ィ集 合(fuzzyset)は1965年 にZadehに よって

提案 され た[81].フ ァジィ理 論 は,人 間の 知識,経 験,意 識,選 考,評 価,思 考過 程 な どを,自

然 言語 を用 いて表現 し,電 子 計算機 な どを用 い て情報 処理 を行 って専 門家 の優 れ た知識 ・経

験 を組 み 込ん だモ デル を作 ろ うとす る もの で あ る.フ ァジ ィ理 論 の応 用 は制御 や情 報 分 野

で盛 ん で多 くの 実用 化 が行 われ て い るが,数 理 的意 思決 定 で は と りま く環境 の複雑 ・流動

化,不 確 実性 そ して価 値基 準 の多様 化 に ともな い,そ の必 要性 が強 ま りつ つ あ る.こ の よ う

な状 況 の 中,数 理 計画 問題,一 般 に最 適 化 問題 に フ ァジ ィ概念 を導入す る必 要性 が ある と考

え られ,フ ァジ ィ数理 計画 法 と して多 くの研 究が な され て い る[23].

これ までの研究では,確 率的な不確実性 と曖昧 さを含む場合 とが別々に考 えられてきた

が,現 実の意思決定問題 においてはこれ ら2つ を同時に含む場合 も多い と思われる.例 えば,

従来,確 率現象 にお ける実現値 は完全に知 ることが出来るとしていたが,実 現値 が完全にわ

かってか ら意思決定 していては遅い場合や実現値が不完全 に しかわか らない場合,さ らに

は測定能力の限界な どで どうして も曖昧性が残 る場合があると考えられる,ま た,そ のよう

な状況 においては,確 率的な情報 と曖昧性 を含 んだ情報 を個別に切 り放 して扱 えないこ と

も多い.こ のよ うな確率的な不確実性 と人間の主観 などに伴 う曖昧性 を同時に含む要素 を

表すための概念 として,フ ァジィランダム変数(fuzzyrandomvariable)が ある.フ ァジィラ

ンダム変数は1978年 にKwakernaak[43]に よって定義 され,そ の後Puriら[64]に よって数

学的な基礎が構築 された。応用面での研究はまだあま りなされていないが,不 確実性 と曖昧

さが同時に存在す る状況下での意思決定問題 を扱 う上で有用な概念であ り,こ れ らを用い

た数理計画法の研究は現実の意思決定に大いに貢献す ると考 えられ る.

以上の観点か ら,本 研 究では,不 確実 ・不確定要素 を表すためにファジィランダム変数

を導入 し,い くつかの意思決定問題 に応用す る.数 理モデルにファジィランダム変数 を導

入 した場合,確 率的な情報 と曖昧な情報が同時 に存在す るため,従 来の意思決定法 をその

まま用いることはできない.し たがって,新 たな最適化基準を考 える必要がある.本 研究

では,こ れまでに考え られてきたファジィ数理計画法 と確率計画法に基づ き,不 確実 ・不

確定状況下での有効 な意思決定法 として大 きく分けて2つ を考えている.一 つは,フ ァジィ

数理計画法における可能性計画 と確率計画法における機会制約条件計画に基づいた方法で

あ り,も う一つはファジィランダム変数の期待値であるファジィ数 の大小関係 に基づいた

解 を定義 しそれを求める方法である.前 者については第3章 か ら第6章 で扱 ってお り,後 者

については第7章 で扱っている.



L2概 要3

現実の意思決定問題 に適用す るためには,適 切な意思決定法だけでなく,定 式化 された

問題 を効率的に解 くアル ゴ リズムを考える必要がある.そ のため,本 研究では,考 えた意

思決定法をい くつかの間題 に応用 し,そ れぞれ の問題固有の構造 を利用 した効率的な解法

を構築する。

1.2概 要

本論文の構成は以下の とお りである.

第2章 では,確 率計画法,フ ァジィ数理計画法およびファジィランダム変数等,本 論文の

基礎 となる手法について概観す る.

第3章 では,制 約式の定数項あるいは 目的関数の係数がファジィランダム変数である線

形計画問題を考える.制 約式の定数項がファジィランダム変数ある場合については,制 約式

の両辺の差に対するファジィ目標 を導入 し,そ の可能性測度を と目的関数 とを同時に最適

化す る問題 として定式化する.ま た,目 的関数の係数 がファジィランダム変数である場合に

おいては,目 的関数値にファジィ目標に設定 し,そ のファジィ目標 を満足す る可能性測度に

関す る機会制約条件計画問題 として定式化す る.さ らに制約式を等価確定条件に変形 した

後,元 の問題 を解 くために補助問題 を導入 し,元 の問題 との関係 を十分に利用 した効率的な

アル ゴリズムを与 える.こ の問題は多 くの意思決定問題 に応用が可能であ り,第4章 か ら第

6章 までの基盤 となっている.

第4章 では,ポ ー トフォ リオ問題 において,不 確実性 と不確定性が同時に存在する状況下

での単一指数モデルを取 り扱 う.単 一指数モデルのα値やβ値がファジィ数またはファジィ

ランダム変数 である場合 の意思決定法 を提案す るとともに,問 題 を解 くための効率的アル

ゴリズムを開発 し,最 後に数値計算の結果 を示す.

第5章 では,重 み係数がファジィランダム変数である場合の線形ナ ップサ ック問題 を考

える.決 定変数が連続値を とる場合においては第3章 のファジィランダム線形計画問題にお

いて述べた形で定式化 されるが,こ こでは,問 題 の構造を十分に利用 した効率的なアル ゴリ

ズムを与える.ま た決定変数が離散値 をとる場合についても考察 し,動 的計画法に基づいた

アル ゴ リズムを構築す る.

第6章 では,枝 に付随す るコス トがファジ ィランダム変数であるスパニングツ リー問題

を考 える.第3章 のファジィランダム線形計画問題 に基づいて定式化 した後,補 助問題 を導

入 し,3目 的問題 との関係 を利用 した効率的なアル ゴ リズムを開発す る.さ らにボ トルネ ッ
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ク型スパニングツ リー問題について2つ のモデルを考える.ま ず,可 能性測度最大化モデル

においては,枝 のコス トに対 しファジィ目標 を設け,そ の可能性測度の最小値 が最大になる

問題 として定式化 し,パ ラメ トリックスパニ ングツ リーに対す るアル ゴリズムを拡張 した

多項式時間アル ゴ リズムを与 える.ま た確率測度 と可能性測度 を同時 に最大化す るモデル

についても考察 し,あ る条件下で多項式時間で解 けることを示す.

第7章 では,曖 昧な費用をもつ腐敗 しやすい商品の在庫管理 問題 を考 える。費用がファ

ジィ数である場合 においては,利 益関数はファジィランダム変数にな り,通 常の在庫管理問

題 のよ うに最適発注政策は定ま らない.従 来の確 率的在庫管理問題 においては期待利益 関

数を最大化する問題 として解かれ ることが多いが,本 章ではファジィランダム変数 の期待

値 がファジ ィ数にな ることを用いてファジィマ ックス順序[14]の 概念を用いた非劣解 を定

義 し,そ れ らを求めるアル ゴ リズムを開発す る.

第8章 において本研究の総括を行い,そ の成果や意義 をま とめるとともに,今 後の課題

について述べ る.



第2章

不確実 ・不確定状況下において基礎 となる

数理計画法

2.1確 率 計 画法

現実社会においては不確実性が存在す る状況下で意思決定をす る場合が多いが,そ の手

段 として,数 理計画の分野においては,従 来,確 率論 を基に した確率計画法が考え られて

きた.こ こでは二段階問題,機 会制約条件計画問題 についてのみ述べ る.機 会制約条件計画

法が制約条件の満 たされ る確率を問題 にしてるのに対 し,二 段階問題は制制約条件の 目標

に対する差 を問題 に している.以 下ではまず二段階問題 について最初に述べ,そ の後に機

会制約条件 問題 を紹介す る.

2.1.1二 段 階 問 題

次の線形計画問題を考える.

Pα1 minimizeα む

subjectto/4a8=b

詔 ≧o

た だ し,C=(C、,_,C。),b=(6、,_,δm)孟,餌=(偲1,_,賜 γ,そ してAをm× π行 列 と

す る.bの ラ ン ダ ム 性 に よ り両 辺 の 差 も 確 率 変 数 とな るが,そ の 値 に 対 す る様 々 な ペ ナ ル

5



6第2章 不確実 ・不確 定状況下において基礎 となる数理計画法

テ ィ(リ コ ー ス)とc詔 の 和 を 最 小 に す る決 定 変 数 忽を 決 め る こ と が 必 要 に な る.そ こで,

Beale[1]とDantzig[5]に よ っ て 次 の よ うな 定 式 化 が な され た 。

Pα2:minimizeαB十E(min吻)

subjecttoA忽+Wg=b

田 ≧0

9≧o

た だ し,Eは 期 待 値 を 表 し,dニ(d1,...,〔 オπ),野=(㌢1,_,ッ πγで あ り,Wはm× π行 列 で

あ る.非 負 の 決 定 変 数 記 が 決 定 され,確 率 変 数bの 実 現 値 が 与 え られ た とす る と,リ コ ー

ス 変 数gは 次 の 第 二 段 階 目の 計 画 問題 に お い て 最 適 化 され る 。

Pα3:minimize吻

subjecttovy'2ノ=b-Aa彦

9≧o

P。3の 最 適 値 をJ『@,b)と し,実 行 可 能 解(feasiblesolution)が 下 に 有 界 で ない とき 」侮,b)=

一〇〇,実 行 可 能 解 が 存 在 し な い と き 」侮,b)=Ooと す る.そ の と き,も との 二 段 階 問 題P。2

は 次 の確 定 的 な 計 画 問 題Pα4と 等 価 に な る.

Pα4:minimizec9β 十 」(諺)

subjectto¢ ≧o

こ こ で,」 侮)=E(」@,b))で あ る.

二 段 階 問 題P。2が 確 定 問 題P。4に 変 換 され る こ と を示 した が,P。4を 解 く こ とは 一 般 的

に は 非 常 に 困 難 で あ る.

2.1.2機 会 制 約 条 件 問 題

以 下で は,機 会 制約 条件 問題 につ い て本 論文 と深 い 関わ りの あ る部 分 に限 って簡 単 に説

明す る.

まず,単 制 約 にお いて制 約 式の係 数 が確 率変 数 で あ る場合 を考 え る.

Pb1:minimizeα 診

subjecttoα 犯 ≧b,卯 ≧o



2.1確 率計画 法7

た だ し,C=(C1,…,Cn),α=(α1,…,αn),X=@1,…,ωn)tと す る.

い ま,右 辺 のbを 平 均 μo,分 散 σoを もつ確 率 変数 と し,制 約 式 の左 辺 の係 数aiを 平 均

ILi,階数nの 分 散共分 散行列Vを もつ多変 量正規 分布 に従 う確 率変 数 とす る.ま た,bとaiは

独 立 で あ る とす る.

ここで,制 約 式 は常 に満 た され る必 要 はな く,あ る確 率 レベ ルα以上 で満 た されれ ば 良い

とす るの が,機 会 制約 条件 で あ り,次 の よ うにな る.

痔(πΣ ・轟 ≧δ
z)≧ α

た だ し,Pr(・)は(・)が 成 立 す る確 率 を表 す.こ こで,正 規 分 布 の 性 質 よ り

(b一 Σ2αiXi)一(μo一 Σ㌘μ乞ω乞)

x`ya+σ ぎ

は 標 準 正 規 分 布N(0,1)に 従 う。こ の こ とか ら,

Pr(Σ ・幽 ≧b
z)≧ α⇔Φ(鷺 諜)≧ α

Φ(・)はN(O,1)の 分 布 関 数 で,Kα=Φ 一1(α)と して,等 価 確 定 条 件 にす る と,

れ

Σpa,一Ki。x`Vx+σ9≧ μ。
信

よ って,Pblは 次 の 問 題Pb2と 等 価 で あ る.

Pb2:minimizecx

れ
subjecttoΣ μ6∬一K。 ¢tVx+σ9≧ μox≧o

盛

α>1/2の とき はKα>0と な り,そ れ ぞ れ の 制 約 不 等 式 を満 た すxの 集 合 は 凸集 合 とな

る.次 に 目的 関 数 の 係 数 が 確 率 変 数 で あ る場 合 に つ い て 述 べ る.

Pb3:maximizecx

subjecttoAx≧b,x≧o

た だ し,c=(c1,…,Cn),x=@1,…,Xn)t,b=(b1,…,bn)`tす る.ま た,A.はm×n

行 列[α 司 で あ る.
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いま,目 的関数の係数c毒 を平均 砺,階 数 ηの分散共分散行列 σをもつ多変量正規分布に

従 う確率変数 とす る.Pb3に 対す る意思決定モデルはい くつか考えることができるが,こ こ

では期待値 をとるEモ デル,分 散 を最小 にするyモ デル,c紹 がある基準値以上 である確率

を最大化す る確率最大化モデル,反 対に越 える確率が与え られていて基準値 を最大化す る

Pモ デル,さ らには越 える確率 もコン トロールできる変数 として 目標関数 に組 み込んだ一

般化Pモ デル について紹介す る.

1.Eモ デル

期待値の線形性か ら
れ ゆ

EΣ ・iXi一 ΣUixi

i=1i=1

で あ り,目 的 関数 は 忽の線形 関数 とな り,次 の問題 と等価 に な る.

ハ
Pb4:maximizeΣUixi

あニユ

subjecttoAx≧b,x≧o

2.Vモ デル

Eモ デルのよ うに期待値 が最大 となって もそのば らつきが大 きい場合 には,計 画に不

安定性が伴 う.期 待値 を大き くするよ りもむ しろ期待値一定の もとで,分 散が小 さい

確実性の高い決定が好 ましい場合 も多いと思われる.こ のよ うな場合 において次のよ

うなモデルが考えられている.

P65 minimizeart"VX

れ
subjecttoΣUiXi=r

づ
Ax≧b,x≧o

Pb5は2次 計画 問題 とな って い る.

3.確 率最大化モデル

在庫問題な どで全 コス トがある一定値以下になる確率が最大になる決定変数を求める

場合 に次の問題が考 えられ る.

瑞 ・ …im一(れ Σ ・轟 ≦ ゐ
i==1)

subjecttoA諺 ≧b,記 ≧0
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これ は 目的 関数 があ る特 定 の値 プb以下 に な る確率 を もち,こ の確 率 を最 大 にす る決 定

変数 謬を求 め るモ デル で あ る.

正規 分布 の性 質 よ り

21cixi一 Σ7Uixi

厩

は標 準正規 分布N(0,1)に 従 う.Φ(・)をN(0,1)の 確 率 分布 関数 とす る と,Pb6の 目的

関数 に関 して 次 の こ とが示 され る.

Φ(Σ篇 ん)→最大

"

Σ7〃轟 一fo → 最 大

価

よって,Pb6は 次 のPb7に 変 換 す る こ とが で き る.

Σ勉 ω一 んP
b7:maximize

価

subjecttoAx≧b,x≧o

この モ デ ル はDinkelbach[8]の 方 法 な ど分 数 計 画 法 の 手 法 を 用 い て 解 く こ とが で き る.

4.Pモ デ ル

PbS:maximize!

蜘 一(れ Σ ・μ・≧!
i;1)≧ α

Ax≧b,x≧o

これ は確率 レベルα一定のもとで基準値!を 最大化する決定変数 忽を求めるモデルで

あ り,正規分布 の性質 を用いて制約式は次のよ うに変形 され る.

Σ 噛 イ ーκ。〉厩 ≧・
信

よって最大の!は
ハ

f・ ・Σ ・、・i一 κ。vEEii7EE
¢
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とな り,PbSは 次 の 問 題Pb9に 変i換 され る.

れ
P、9・m・ximizeZ)vixi-K,。V'iEii72E

ピ
subjecttoAx≧b,x≧o

α>1/2の ときKα>0で あ る か ら凸 計 画 問題 とな る.

5e一 般 化Pモ デ ル

確 率 レベ ル αも決 定 変 数 と して 考 え るモ デ ル で あ る.

pblo:Inaximize!十 λα

蜘 一(れ Σ ・幽 ≧ノ
i=1)≧ α

Ax≧b,x≧o

こ こ で λは 正 の定 数 で あ る.αiの 同 時 分 布 関数 をGと す る とPbloはPbllと 等 価 とな る.

れ

pb、、 ・maximizeΣ 噛 一gV厩+λ σ(q)ぼ
subjecttoAx≧b,x≧o

こ の 問 題 はIshiiら[32]の 方 法 を 用 い て 解 く こ とが 出 来 る.

2.2フ ァ ジ ィ 数 理 計 画 法

2.2.1フ ァ ジ ィ集 合 と フ ァ ジ ィ理 論

ファジィ集合 の定義を述べ る前に通常の集合にっいて簡単に述べ る.

全体集合(universalset)Xの 通常の意味での部分集合 を,フ ァジィ集合 との対比でク リ

ス プ集 合(crispset)と 呼 び,逝 の よ うに定義 され る.

定義2.1(ク リスプ集合)

Xに おけるク リスプ集合Aは

CA(・)=={1:瓢

な る特 性 関 数(charactaricfunction)cAに よ っ て 定 義 され る.



2.2フ ァジ ィ数理 計 画法11

次 にフ ァジ ィ集合 の定義 を示 す.

定 義2.2(フ ァジ ィ集 合)

Xに お ける ファジ ィ集合(fuzzyset)孟 は

μA:X→[0,1]

な るメ ンバ シ ップ関数(membershipfunction)μ 五に よって特性 づ け られた集 合 であ り,メ ン

バ シ ップ 関数 幽 は 且 にお け るωの帰 属度(gradeofmembership)を 表す 。この とき μA@)

の値 が1に 近 けれ ば ωの 且 に属 す る度 合 いが大 き く,反 対 に0に 近 けれ ば,そ の度合 い が小

さい こ とを示 して い る.

ここで メ ンバ シ ップ 関数 陶 が0か1し か と らない場 合,孟 は ク リスプ集合 とな り,メ ン

バ シ ップ 関数 幽(④ は 特性 関 数c且 とな る.メ ンバ シ ップ 関数 は特 性 関数 の一般 化 で あ り,

フ ァジ ィ集合 は通 常 の集 合概 念 の一 般 化 で あ る とい え る.フ ァジ ィ集 合 孟 に対 して次 の基

本 的 な用語 が定義 され てい る.

1.台:.4の メ ンバ シ ップ 関数 が正 で あ る よ うな ∬∈Xの 集 合 を台(support)と いい,

8仰P(孟)で 表す.

2.高 さ:.4の メ ンバ シ ップ関数 のX上 での上 限 を 孟 の高 さ(height)と いい,んgオ(孟)で

表す.

3.正 規 性:.4の 高 さが1の とき,フ ァジ ィ集合 且は正 規的(normal)で あ る とい う.

2.2.2フ ァ ジ ィ 集 合 の 演 算

フ ァジ ィ集 合 にお け る基 本演 算 は,次 の よ うに定義 され て い る。

1.相 等

2つ の ファジ ィ集合 且,Bが 等 しい(equa1)こ とを 孟=Bと 書 き,メ ンバ シ ップ 関数 を用

いて次 の よ うに定義 す る.

孟 一B⇔ μA@)一 μB@),∀ 卯∈x
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2.蔀 分 集合

2つ の フ ァジ ィ集 合.4,Bに 対 して.4がBの 部分 集合(subset)あ る こ とを 且 ⊆Bと

書 き,メ ンバ シ ップ 関数 を用 いて 次の よ うに定義 す る.

.A⊆B⇔ 幽@)≦ μB@),∀ 鎧∈X

3.共 通集 合

2つ の ファジ ィ集 合 且,Bに 対 し℃4,Bの 共 通集 合,あ るい は交わ り(intersection)を

孟 ∩Bと 書 き,メ ンバ シ ップ関数 を用 い て次 の よ うに定義 す る.

μA∩B@);min(μA@),μB@))

4.和 集 合

2つ の フ ァ ジ ィ集 合.4,Bに 対 して.4,Bの 和 集 合,あ るい は 結 び(union)を 且uBと 書

き,メ ン バ シ ッ プ 関 数 を用 い て 次 の よ うに 定 義 す る。

μA.B@)一ma・ ・(μA(飢),μB(コじ))

5.補 集合

フ ァジィ集合 且 の補 集合(complement)を λと書 き,メ ンバ シ ップ関数 を用 いて次 の よ

うに定義 す る.

μλ=1一 μ.4@)

2.2.3拡 張 原 理

次 に述 べ るZadehの 拡 張原理(extensionprinciples)[811は,2つ の非 ファジ ィ集 合 間にお

ける任 意 の数学 的関係 をフ ァジ ィ集 合 に対 して拡 張す る とい う,フ ァジ ィ理論 にお ける重 要

な概 念 で あ る.

い ま,集 合Xか ら集 合yへ の 写像 ま た は関数 ∫:X→Yを 考 え る.こ の よ うな 写像 は,

Xの 要 素 ¢をYの 要素 〃=!(勾 に対応 させ る規 則 で あ り,Xを 定 義域,yを 値 域 とい う.X

の部 分集 合 且に対 して!(孟)={酬 〃=!@),ω ∈、4}はyに お ける部 分集 合 で,.4の!に よ

る像 とい う.

.4,Bを フ ァジ ィ集合 とした場 合 に対す る写像!の 拡 張 は,次 に述 べ るZadehの 拡 張原理

に よ り一般 化 され る.
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定義2.3(拡 張原理)

写像!:X→yを 拡 張 して,Xの フ ァジ ィ集 合 且 の像!(孟)をyの フ ァジ ィ集 合 として,

その メ ンバ シ ップ 関数 を次 の よ うに定義す る.

胴ω一{響 ∵::;に1

こ こで!が1対1の 場合 は μノ(4)(〃)=μ 且@)と な るが,多 対1の 場合 は一般 に 〃=!@)と

な るよ うな ωは複 数 個存 在 す るた め,そ の よ うな ωに対 す る μ4の 上 限値 をμ∫(4)(y)と して

い る.

2.2.4フ ァ ジ ィ 数

「だ い た いmぐ らい の 数 」 や 「だ い た いnぐ らい の数 」 な どは 実 数 直 線 上 の フ ァ ジ ィ

集 合 と して 表 され,特 に フ ァ ジ ィ 数(fuzzynumber)と よ ば れ て い る.こ こ で は,Duboisと

Prade[9]に よ り導 入 され た フ ァジ ィ数 とそ の 基 本 的 演 算,お よびL-Rフ ァ ジ ィ数(L-Rfuzzy

number)に つ い て 述 べ る.

定 義2.4(フ ァ ジ ィ数)

実 直 線 上 で 定 義 され た正 規 か っ 凸 フ ァ ジ ィ集 合(convexfuzzyset)で,特 に メ ンバ シ ップ

関数 が 区 分 的 に 連 続 な も の を フ ァ ジ ィ数 とい う.た だ し,フ ァ ジ ィ集 合 且 が 凸 フ ァ ジ ィ集

合 で あ る とは∀Xl∈X,∀x2∈Xと0≦ λ≦1な る任 意 の λに対 して,

μA(λXl十(1一 λ)x2)≧min()LtA(Xl),LLA(x2))

が 成 立 す る こ と を い う.

2つ の フ ァジ ィ数M,Nの メ ンバ シ ップ 関 数 をそ れ ぞ れ μM(x),μN@)と す る,こ の と

き,拡 張 原 理 に よ りRi上 の2項 演 算*を2つ の フ ァ ジ ィ数M,1>'の2項 演 算 へ 拡 張 で き,

そ の2項 演 算 と して+,一,×,/を 考 え れ ば,2つ の フ ァ ジ ィ数.M,Nの 和,差,積,商 を次

の よ うに拡 張 す る こ とが で き る.

1.カ ロ法:M㊦1>

μM㊥N(z)=supmin(paM(x),paN(Y))
ヱコゆキシ

=supmin(paM(x),μN(z-x))

X∈R1
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2。 減 法:MeN

μMeN(z)=supmin(μM@),paN(Y))
　コゆ　み

=supmin(paM(x),μN(x-z))

X∈R1

3e乗 法 ∴M⑭N

μM⑭N(z);supmin(paM(x),paN(Y))
z=x×雪

supmil1(paM(x),μN(z/x)),z≠0

ゆ　ズユ

=max{supmin(paM(x),μ1v(0)),

ロ　ゑユ

supmin(μM(0),PtN(Y))},z=O

y∈Rl

4.除 法:M②!>

μMのN(z)=supmin(paM(x),paN(Y))
乞=皿/〃

=supmin(paM(x),μN(x/z))

ゆ　　　ユ

=supmin(μM(z・y),paN(Y))

y∈SUIrp(N)

DuboisとPradeは フ ァジ ィ数 の 演 算 の効 率 化 を は か るた め,さ らに 次 に示 す 五一Rフ ァジ ィ

数 の 概 念 を 導 入 した.

定 義2.5(L-Rフ ァ ジ ィ数)

フ ァ ジ ィ数Mは

五(∵)」 ・≦m,α 〉・

μM@)一

R(∬ 一mβ)・ 卿 β〉・

の と きL-Rフ ァ ジ ィ数 と よ ば れ る,

こ こ でmは 平 均(mean)と 呼 ば れ,α,β は左 右 の 広 が り(spread)を 表 す パ ラ メ ー タで あ る.

ま た,L(・)は 型 関 数(shapefunction)と 呼 ば れ,条 件
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1.五@);五(一 勾

2。.Zン(0)=1

3.五@)は[0,∞)で 非 増 加

を満 た す 。R(・)もL(・)と 全 く 同様 に 定 義 され て い る.

定義2。5で 定 め られ た 五一Rフ ァジ ィ数 は 平 均 と広 が りを用 い て,簡 単 にM=(m,α,β)LR

と表 す.こ の よ うな 五一Rフ ァ ジ ィ数 の 基 本 演 算 に 関 して,DuboisとPrade[9]は 加 法,減 法

に 対 して 次 の こ と が成 り立 つ こ と を示 した.

L加 法:(m,α,β)LR㊦@,ッ,δ)五R=(m+η,α+7,β+δ)LR

2。 減 法:(m,α,β)膿 θ(η,7,δ)RL=(m一 η,α+δ,β+の 五R

3。 定 数 倍:λ(m,α,β)LR=(λm,λ α,λ β)膿

ま た,型 関 数R(・)が 五c)と 同 じで あ る と き,特 にLフ ァジ ィ数 と よ ば れ,M=(m,α)Lと 表

記 す る 。五 フ ァ ジ ィ数 に お い て も 五一Rフ ァ ジ ィ数 と同様 に加 法,減 法 の 演 算 公 式 が 成 り立 っ.

2.2.5フ ァ ジ ィ マ ッ ク ス 順 序

フ ァジ ィ数 の順序 関係 で ある ファ ジ ィマ ック ス順序(fuzzymaxorder)の 定義 を示 す.

定 義2.6[14](フ ァジ ィマ ック ス順 序)

2つ の ファジ ィ数.4,Bに 対 して

(α)m≦ η

or

・4:≦B⇔(b)m≦ ヨ4≦ η:

μ.4@)≧ μB@),∀ ω<(9

μ.4@)≦ μB@),∀:む 〉(オ

m,π は そ れ ぞ れ,フ ァジ ィ数 且,Bの 平 均 を 表 す.上 の 定 義 は 表 現 は 異 な る が,一 般 に用 い

られ て い るDuboisとPrade[9]が 提 案 した フ ァ ジ ィマ ック ス 順 序 と 同値 で あ る.
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定 理2.7[14]2つ の 五 フ ァ ジ ィ数 孟=(m,α)L,B=@,β)五 に 対 して

ノ1=≦B⇔ η一m≧ オolα一 β1

こ こで,孟・は 紺 個 五ω 一 ・}と して 定義 され ・五の零 点 と呼ばれ る・

2.2.6様 相 測 度

あ る対象 を評価 す る場 合 におい て,人 間 の主観 的判断 の曖昧 性 を考慮 した評価 主体 の曖

昧 な尺度 と して,1972年 に菅野 は,次 の よ うな ファ ジ ィ測度(fuzzymeasure)の 概 念 を導入

した[71].

定義2.8(フ ァジ ィ測 度)

集 合 Ω の部分集 合 を閉 区間[0,1]の 数 値 に対 応 づ け る集 合 関数gは,次 の公 理 を満 た

す とき,フ ァジ ィ測 度 とよばれ る.

1.有 界性:g(の=0,g(Ω)=1

2.単 調 性 ∴A⊂B⇒g(且)≦g(B)∀ 、4,B⊆ Ω

単調性 の条件2。 よ り,

9(.4UB)≧max(9(且),9(B))

9(.4∩B)≦min(9(且),9(B))

が成 立す る.上 の第1式 の等 号 が成 立す る ときの測度 は,可 能性 測度(possibilitymeasure)

として,ま た第2式 の等号 が成 立す る ときの 測度 は,必 然 性 測度(necessitymeasure)と して

次 の よ うに定義 され る.

定義2.9(可 能性 測 度)

集 合 Ω の部 分集 合 を区間[0,1]の 数 値 に対応 づ ける集 合 関数Hは,次 の公理 を満 た す

とき,可 能 性測 度 とよばれ る.

1。n(の)=0;H(Ω)=1
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2。nし4UB)=max(n(孟),H(B))∀ 且,B⊆ Ω

メ ンバ シ ップ関数 μE(ω)か ら導 かれ る

HE(ω)(且)=sup{μE(ω)1ω}∀ 孟 ⊆ Ω

は可能 性測度 の公 理 を満 た し,可 能性 測度 を与 え る.μEはHEの 可 能性 分布 で あ り,し ば し

ばπEと 表 され る.こ れ は基 本事 象 の可能 性 がわ か って い る ときの事象 且の起 こ る可 能性 を

表 してい る と解釈 で き る.こ の こ とに よって,μEを 可能 性分 布 πEと 見 なす こ とが で きる.

Ω が有 限集合 の ときは,nの 可能性 分布 は

πE(ω)=HE({ω})=μE(ω)∀ ω ∈Ω

とな る.さ らに,集 合 孟 も フ ァジ ィ集 合Fの 場合 には,フ ァジ ィ集 合 の交 わ りの定義 よ り,

IIE(∬)=sup{min(μE(ω),μF(ω)1ω ∈Ω}

とな る.

定義2.10(必 然性 測度)

集 合Ωの部分集 合 を区間[0,1]の 数 値 に対応 づ け る集合 関数 、Vは,次 の公 理 を満 たす と

き,必 然 性測 度 とよばれ る.

1.ノV'(の)=0;ノV'(Ω)=1

2.4V(.4∩B)=min(亙(孟),亙(B))∀ 孟,B⊆ Ω

.4で あ る必然性 は 「五でな い こ とが可能 でない 」度合 い であ り可 能性測 度nが 与 え られ る と

.〈r(且)=1-H(且)

とな る.こ の こ とか ら,

H(且)≧ ノ》(孟)∀ 孟 ⊆ Ω

で あ るこ とが容 易 にわ か るの で事 象 は必 然 にな る前 に可能 にな る とい う直感 に も一 致す る.

可能性 測度 と同様,可 能 性分 布 を使 って必 然性 測 度 を表 す と

ノV盆(ノ1)=1-HE(且)

=inf{1一 μE(ω)1ω∈孟}
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とな る.さ らに,且 もファジ ィ集 合 の場 合 に は,フ ァジ ィ集合 の結 び の定義 よ り,次 の よ うに

拡 張 す る こ とが 出来 る.

A似F)=1-nE(F)=inf{ma:x(1一 μE(ω),μF(ω))1ω ∈ Ω}

これ らの測度 と確率測度 を比較す る と確率測度 はσ一加法性が成 り立つのに対 し,可 能性測

度では成 り立たない.一 般 にファジィ測度は単調性 のみ仮定 してお り,加 法性 は成 り立たな

い.す なわち,フ ァジィ測度 は確率測度 を一般化 したもの と考えることができる.Zadehは

確率 と可能性 を次の ように区別 している.

確率… 事象 の生起 に関す るもの

可能性… 事象生起能力に関す るもの

した が って,確 率 と可能性 の関係 は次の よ うに整理 で きる.

確 率 が高い ⇒ 可 能性 も高 い

可能 性 が低 い=⇒ 確 率 も低 い

可能 性 が 高い ≠⇒確 率 も高い

確率 が 低 い ≠⇒ 可 能性 も低 い

必然性 が高 い⇒ 確 率 も高 い

確 率 が低 い⇒ 必 然性 も低 い

確 率 が 高 い ≠⇒必然 性 も高 い

必然 性 が低 い ≠⇒ 確 率 も低 い

Zadehは これ らの関係 を可能性/確 率調和原理(possibility/probabilityconsistencyprinciple)

と呼ん でい る.ま たDuboisとPradeは この定性 的 な原理 を次 の よ うな不等 式で表 して い る.

ノV'(五)≦P(孟)≦n(蓋)(∀ オ ⊆X)

2.2.7フ ァ ジ ィ数 理 計 画 法

数理計画による意思決定を行 う場合,係 数や制約は必ず しも明確に与えられてお らず,曖

昧な形で与 えられ る場合がある.こ のような係数や制約の曖昧 さをファジィ集合で表現 した

数理計画問題はファジィ数理計画問題 と呼ばれ,1973年 に,田 中ら[73]に よりは じめて導入 さ

れた.そ の後,フ ァジィ目標 と ファジィ制約のある線形計画問題 に対 して,Zimmermann[85]
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は意思決 定者 が主観 的 に決 定す るメ ンバ シ ップ関数 が線形 の関数 であ る と仮 定 してBellman

とZadehの ファジ ィ決 定 に対す る最 大化 決 定 を採 用す れ ば,通 常の線 形 計画 問題 と して解

ける こ とを示 した。さ らに,Negoitaら[55]は,Zimmermannの フ ァジ ィ 目標 とフ ァジ ィ制

約 の ある線 形 計 画 問題 に対 して,通 常の線 形 計画 問題 の制約 式 の各 係数 が フ ァジ ィ集 合 で

表 され る場 合 を考 察 した.そ の後Duboisら[10]は,フ ァジ ィ数 を制 約 式 に含 む よ うな フ ァ

ジ ィ線 形計 画 問題 を対象 として,フ ァジ ィ係 数 を考 慮 した実行 可能性 の概念 を可能 性 と必 然

性 の観 点か ら統一 的 に考察 して い る.ま た坂和 ら[67,68]は,フ ァジィ数 を制約 式 だ けで な

く 目的関数 に も含 む多 目的線形 計 画 問題 を扱 って い る.

フ ァジィ数理 計画 問題 で は,制 約や 目標 の漠然性(vagueness)お よび係 数 の不 明確 さ(am-

biguity)が 取 り扱 われ てい るが,こ れ らの曖昧 さは本 質 的に異 なってい る.目 標 や制約 の曖昧

さは,意 思決 定者 が要 求す る水準 あ るい は許容 限度 が 明確 に定 め られ ない こ とを表 し,フ ァ

ジ ィ 目標 や フ ァジ ィ制約 として扱 ってい る.ま た,係 数 の 曖昧 さは係 数 の値 がは っ き りと

わか らず,係 数 の と り うる範 囲 しか与 え られ ない こ とを表 して お り,係 数 の フ ァジィ集合 を

可 能性分布 として扱 ってい る.乾 口[21]は,従 来 の主 なフ ァジィ数理 計画法 を取 り扱 われ て

い る曖昧 さの相 異 か ら,次 の3つ に分類 してい る.

1.目 標や制約 の漠然性 を扱 うファジィ数理計画問題

2.係 数の不明確 さを 扱 うファジィ数理計画問題

3.目 標や制約 の漠然性 と係数の不明確 さを同時に扱 うファジィ数理計画問題

最初 の問題 は,フ レキシブル計 画問題 と呼ばれ,目 標 や制 約 が"だ いたい ～以上","だ い

たい ～以 下"な どの よ うに漠 然 と与 え られ る数理 計 画 問題 で あ る[73,85].2つ めの問題 は,

目標 や制 約 は 明確 に与 え られ るが,係 数 が"だ い たい ～ ぐらい"の よ うに不 明確 に与 え られ

る数理計 画 問題[67,72]で あ り,係 数 の フ ァジ ィ集合 を可能性 分布 として解釈 す る こ とか ら

可能性 計画 問題 と呼 ばれ てい る.最 後 の問題 は,目 標 や制 約 式 が"だ い たい～以 上","だ い

たい ～以 下"と い うよ うに漠然 と与 え られ,か つ係 数 につ い て も"だ い たい ～ ぐらい"の よ

うに不 明確 に与 え られ る数理 計画 問題 で あ り,2つ め の問題 と同様,可 能性 計 画 問題 と呼

ばれ てい る.

確 率計画 法 とフ ァジ ィ数 理 計画法 はそれ ぞれ不確 実状 況 下 と不確 定状 況下 にお ける有 効

な数 理 的意思決 定法 で あるが,そ れ らを比較 した研 究[65,66]や 類 似点 を指摘 した研 究[24]

も行 われて い る.
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また,確 率計画法において制約式の成 り立っ確率 レベルのフレキシビリテ ィを考慮 した

モデル[801も 提案 されている.

2・3フ ァ ジ ィラ ンダム変 数

フ ァジ ィラ ンダ ム変 数 は1978年 にKwakernaak[43]に よって導 入 され,そ の後,Puriと

Ralescu[64]に よって理 論的 な土 台が構 築 され た.フ ァジ ィラ ンダム変数 とは確 率 変数 の実

現値 が ファジ ィ数 で あ る変 数 で あ る.Kwakernaakに よる定義 は 多値 論理 の立場 よ り導 出

され た もの で あ り,ラ ンダム集合 を拡張 したPuri-Ralescuに よる定義 とは少 し違 い が あ る

が,Puri-Ralescuの 定 義 の ほ うが よ り一般 的で あ る.ま た,両 者 の定義 が あ る条件 の下で は

一致 す る こ とが知 られ てい る[83] .

ファジ ィラ ンダ ム変数 の定義 にはそ の他 に もい くつ か あ る[13,42,45,76]が,本 研 究 で

はWatanabe[77]の 定義 を紹介 す る こ とにす る.こ の定義 は従来 の ファジ ィラ ンダム変数 の

包括 的な定義 であ る と同時 に,本 研 究 で用 い るフ ァジ ィランダム変数 と深 い関 わ りを持 って

い る.

定義2.11[77!(フ ァジ ィランダ ム変数)

Ω を標 本 空 間,Aを フ ァジ ィ集合 の族 とし,BΩ,BAを そ れ ぞれ のσ一集合 体,Pを 確 率測度

とす る.(Ω,BΩ,P),(A,BA)を そ れ ぞれ確 率空 間,可 測 空間 とす る とき,Ω か らAへ の可測

写像Xを フ ァジ ィラン ダム変数 とい う.

この こ とは任 意 のA∈BAに 対 して{ωIX(ω)∈.4}∈BΩ が成 り立つ こ とを意 味す る.

次の 定理 は定 義2.11の 十分 条件 にな って い るい るこ とが示 され てい る.

定理2.12[77]∬ を確 率 空 間(Ω,BΩ,P)か ら可測 空 間(r,Br)へ の 可測 写 像 と し,Xを Ω

か らAへ の写像 とす る。も し全 単射 ん:A→rが 存在 すれ ば,可 測 空間(A,.βA)と(Ω,BΩ,P)

か ら(A,BA)へ の写像Xは フ ァジ ィラ ンダム変数 で あ る。

この 定理 か ら次 の系 が成 り立っ こ とが示 され て い る.

系2.13[77]Xを Ω か らAへ の写像 とす る.∀ ω ∈Ωに対 して,フ ァジ ィ集 合X(Ω)の メ ン

バ シ ップ 関数 μx(ω)が あ る関数!(拐;θ)に 舛 してμx(Ω)(切=!(罵z(ω))と 表 され る とす る.

ここでθに関 して θ1≠ θ2の とき ∫(U;θ1>≠ ∫@θ2)が 成 り立っ な らばXは フ ァジ ィランダ

ム変数 で あ る.
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フ ァジ ィ集 合Xの メ ンバ シ ップ 関数 がパ ラメー タに よって決 定 され 」じが確 率変数 な らば,系

2.13か らXは フ ァジ ィラン ダム変 数 で あ る.系2。13に お け る条 件 は かな り強 い が,こ れ を

満 たす もの は応 用 上有 用 で あ り,本 研 究 で導入 す る ファジ ィ ラン ダム変数 もこの条 件 を満

た してい る.ま た,KaufmannとGupta[40]に よって 導入 され た ハイ ブ リッ ト数やPuriと

Ralescu[63]に よる正 規 フ ァジ ィ ランダ ム変 数 もこの条件 を満 たす.



第3章

不確実 ・不確定要素を含む線形計画問題

3.1緒 言

本章では線形計画問題 において制約式や 目的関数にファジィランダム変数を含む場合の

意思決定法お よび解法 を考 える.第2章 で述べたよ うに,不 確実性下の数理計画法 として確

率計画法が考 えられ,ま た,確 率的な変動 とは異なる曖昧 さを扱 う場合の手法 として ファ

ジィ数理計画法が考え られ ている.

しか し,現 実には,ラ ンダム性 とファジィ性が同時に現れ ることも多い.線 形計画問題

は数理的に意思決定を行 う場合 の代表的なモデルであ り,フ ァジィランダム線形計画問題

を扱 うことは,不 確実かつ不確定状況下での意思決定法を考えるにあたって不可欠 である

と同時に,他 の多 くの意思決定問題への拡張の可能性 を孕んでいると言える.

3.2節では等式制約の定数項が ファジィランダム変数 である線形計画問題 を扱い,フ ァ

ジィ数理計画法にお ける可能性計画 と確率計画法における機会制約条件計画に基づいた意

思決定法を考える.定 式化 された問題 を等価確定問題に変換す る過程について示 した後,問

題 の解法を示すために代表的な確率分布の下での解を求める.こ の問題は例 えば,あ る商品

の需要量が天候 に依存 し,そ れぞれの天候でおおまかな需要量がわかってお り,それぞれの

天候が確率的に生起する状況下で,総 需要量 と生産量の差 をなるべ く小 さくし,か つ利益 を

最大化す る問題 などに適用できる.

次 に3.3節 では 目的関数 における係数がファジィランダム変数である問題 を考 える.係

数がファジィランダム変数であるために目的関数値 もファジィ性 とランダム性 を含む.従 っ

て通常の最小化はできないため,目 的関数値に対 して曖昧な 目標 を設定 し,そ の 目標 を満

23
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足す る可能性 の度合いに関する機会制約条件計画問題 として定式化す る.等 価確定問題 に

変換す る過程について述べた後,そ の問題を解 くために凸計画問題 である補助問題 を導入

し,元 の問題 との関係 を明 らかにする.さ らに補助問鍾 を効率的に解 くために,パ ラメ ト

リック2次 計画問題 を導入 し,元 の問題 を効率的に解 くアル ゴ リズムを開発する.

3.2制 約式の定数項が ファジィランダム変数である場合

次の線形計画問題 を考 える.

P5clminimizeαr

subjecttoα 忽=わ

灘 ≧o

(3.1)

(3.2)

(3.3)

た だ し,C=(C1,…,C柵),α=(α1,…,α ㎜),忽=@1,…,¢m)tで あ る.

上 の 不 等 式 の 右 辺6を 次 の メ ンバ シ ップ 関 数 μB(ω)に特 性 づ け られ る フ ァジ イ ラ ン ダ ム 変

数B(ω)と す る.

　 )(わ)一 五(4(割(b≦d(ω))(a4)

R(b-4(ωβ))(b≧4(ω))

ここで,d(ω)は 確率密度 関数 ∫@),確 率分布関数F@)を もつ確率変数 とす る.ま た 五,R

は次の条件を満たす上半連続非増加 関数 と仮定す る.

L:[0,+○ ○)→[0,1],五(0)=1,五(〆)=O

R:[0,+○ ○)→[0,1],R(0);1,R(〆)=0

(3.5)

(3.6)

この とき,B(ω)は 系2ユ3の 条 件 を満 たす フ ァジイ ランダ ム変数 で あ る。

制約 式(3.2)に お いて,bの 不確実性 のた めに制 約等式 を常 に満 たす ωは存在 しない.よ っ

て,左 辺 と右 辺 との差 ㌢=わ 一α記 が生 じるが,こ れ もbを 通 して フ ァジイ ラ ンダム変数 とな

り,拡 張原 理 に よって 次 の メンバ シ ップ関数 に特 性 づ け られ るフ ァジイ ラ ンダム変数y(ω)

とな る.

μy(。)ω 一 μ。(。)(9+α 忽)(3・7)
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制約等式の両辺の差 シの大 きさは小 さいほ うが望ま しいため,"だ いたい ん以下である"と

い うファジィ 目標 σを設定 し,〃に関す る可能性分布μy(ω)が与 えられた下で σである可能

性 の度合い,す なわち、可能性測度 を次の ように定義す る.

nγ(ω)(σ)=supmin{μy(ω)ω,μoω}(3.8)

=supmin{μB(ω)(〃 十 α記)
,μGω}∈[0,1](3.9)

9

ッに関 して不確 定性 のみ が存在す る場合 には,決 定 変数 〃が決 まれ ばHy(0)の 値 は一つ の値

に定 ま る.そ の場合 は,Itohら[34]が 行 った 可能性 測度 最 大化 問題 とな る.し か し,こ こ

では,〃 に関 して不確 定性 だ けでな く不確 実性 も存在 す るため,μy(ω)に ともない,Hy(0)も

確率 的 に変動 す るこ とにな る.そ こでP。c1の 意 思決 定法 と して,機 会制約 条件 計画 に基づ い

て次 のP。c2を 考 え る.

psc2:maximize_cx十Q(nγ(G))(3.10)

subjecttoPr(lly(w)(G)≧ ん)≧ θ(3.11)

x≧o(3.12)

関数(2C)は 一ctcとHy(ω)(G)の 間 の 重 み の バ ラ ン ス の役 割 を果 た して お り,単 調 増 加 関数

で あ る とす る.Hy(ω)(G)≧hは 次 の よ うに 変 形 され る.

supmin{μB(ω)(y十 αx),LLG(Y)}≧h
シ

⇔ ヨy・μB(。)(y+αx)≧ ん,μ・(y)≧ ん

⇔ ヨy・・(9(ω)÷ 面)≧ 畷"讐}d(ω))≧h,1(y)2h,・(y)≧h

⇔ ヨy:d(ω)一y一 αtx≧ α五*(h),y+atx-d(ω)≦ βR*(h),μ 乙(ん)一≦y≦ μ乙(h)+

⇔ ヨy:μ お(h)m≦y≦ μ乙(h)+,y≦d(ω)一 αtx+βR*(h),y≧d(ω)一 αtx一 αL*(h)

⇔ μ乙(ん)一 ≦d(ω)一 αtx一+βR*(h),μ 乙(h)+≧d(ω)一 αtx一 αL*(h)

⇔a`x一 βR*(h)+μ 乙(h)一 ≦d(ω)≦a`x+αL*(h)+μ 乙(h)+

た だ し,μo(r)はr<一foで 非 減 少,r>foで 単 調 増 加,か つ 一fo≦r≦foで1で あ る上 半

連 続 関 数 で あ る とす る.ま た,L*(h),R*(h),μ ち(h)一 お よび μ乙(h)+は 擬 逆 関 数 で あ り、 次

の 条 件 を満 た す もの とす る.

五*(ん)=sup{71L(7)〉 ん,γ・≧0} (3.13)
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R*(ん)一sup{riR(・)〉 ん,γ≧0}

μと(ん)一=inf{rlμG(γ)〉 ん}

μ乙(ん)+=sup{γ1μG(り 〉 ん}

便 宜 上,

オ(¢,ん)全 α犯 一 β、配*(ん)+μ と(ん)一

丁(ん)全 α五・(ん)+βR*(ん)+μ 乙(ん)+一 μ乙(ん)一

と定 義 す る とP。c2は 次 の 問 題P8c3に 変 形 され る.

P5c3:maximize一 αむ十(～(ん)

subjecttoPr(舌@,ん)≦4(ω)≦ 舌(澱,ん)+T(ん))≧ θ

0〈 ん〈1

¢>0

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

次 にP。c3の 制 約 式 を機 会制 約 条件 計 画 の理論 を用 い て等価 確 定 条件 に変換 す るこ とを

考 え る.T(ん)は んの減少 関数 で あ り,積 分 区 間の 大 き さを表 して い る。4(ω)の 確 率分 布 関

数F@)を 用 い る と制 約 式 は

F(孟 十丁)一F(の ≧ θ(3・23)

とな る.次 に,8㈲=F(孟 十 丁)一F(の とお き,8(の ≧ θ を満 たす5(の の範 囲 を求 め る.5(の

の導 関数 は

響 一 ∫(孟十丁)イ(の(3・24)

とな る.!は 単峰 関数,す なわ ち,オ<mで は 単調増加 関数 で あ り≠ ≧mで は単調減 少 関数

と仮 定す る.d8(オ)/砒=0を 満 たす 孟を ちとす る と,ち はただ 一つ に決 ま り,8(の の増減 は

次 の表3.1の よ うにな る.

表3.1

オ 一 〇〇 ●09 ち ●o● 十 〇〇

5'(孟) 一 十 0 一 一

8(オ) 0 / 最大 ＼ 0
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よ っ て8(の ≧ θと な る 範 囲 は,

戸γ*(ん)『 ≦ オ(勿
,1り ≦ 戸γ*(ん)+(3。25)

す な わ ち

7*(ん)}≦ α孟¢ 一 β・配一1(ん)十 μと(ん)一 ≦7*(ん)+(3.26)

と な る.た だ し,

'γ*(ん)一=illf{オ[8(の ≧ θ}(3 .27)

ッ*(ん)+=sup{オ18(の ≧ θ}(3.28)

で あ る.し た が っ て,P、c3は 次 の 問 題P,c4と 等 価 と な る.

P3c4:maximize-c詔 一トQ(ん)(3.29)

subjectto"1(ん)≦ αコ3≦"2(ん),狙 ≧o(3.30)

ここで

u1(ん)='γ*(ん)一 十 β、配一1(ん)一 μき(ん)一(3.31)

u2(ん)='γ*(ん)++βR-1(ん)一 μと(ん)一(3.32)

で あ る 。問題P。c4の 最 適 解 は,Itohら[34]の 方 法 を用 い て解 く こ とに よ り得 られ る.そ の た

め に は"1と"2の 符 号 の 情 報 が 必 要 で あ る が,そ れ は確 率 分 布 に 依 存 す る の で,一 般 的 に は

決 定 され な い.

そ こで,次 節 で は,い くつ か の確 率 分 布 を与 え,問 題 の解 法 を具 体 的 に 示 す.

例題

ある製 品が2台 の機械 を使 って生産 され る とす る.機 械 孟 は単位 時間あた り5000円 で

3kg,機 械Bは 単位 時 間 あた り3000円 で2kg生 産す る.需 要 と供給 の差 は20kgよ り小 さ

いほ うが望ま しい.全 体の費用を最小化するために各 々の機械 をどれだけの時間動かせ ば

よいか.

需要量の確率分布 については,こ こでは,べ 一タ分布 と正規分布の2つ の場合について

行 う.決 定変数 銑,ω2を それぞれ機械1と 機械2の 稼働時間 とす ると,問題 は次のように定
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式 化 され る.

Pe1:minimize5コ じ1十3¢2(3.33)

subjectto3ω1+2ω2;わ(3・34)

ω1,ω2≧0(3.35)

需 要 量6は 前 節 で 定 義 した 形 の フ ァジ ィ ラ ン ダ ム 変 数B(ω)に 従 うも の と し,L(の ニR(の=

1一 孟か つ α=β=1を 満 た す も の とす る.L(=R)お よび μGは 図3.2に 図 示 され る 関 数 と

す る.

五(オ)μ σ(r)

1

0 1
,

オ

A

1

一30-2002030

図3.2五 お よびμGの 関数形

こ の とき,擬 逆 関 数 の 計 算 結 果 は 次 の よ うに な る.

R*(ん)一 一ん+1(0≦ ん ≦1)(3・36)

μ乙(ん)一 一10ん 一30(0≦ ん≦1)(3・37)

制 約 式 の 差yに 関す る フ ァ ジ ィ 目標 を"だ い た い20以 下 で あ る"と し,満 た す べ き確 率 レベ

ル θを0.9と す る.前 節 で 考 案 した 方 法 を適 用 す る とP。1は 次 のP。2に 変 形 され る.

Pe2:maximize-5∬1-3ω2十Q(ん)(3.38)

subjecttoP7(ny(0)≧ ん)≧0.9(3・39)

瓢、,ω2≧0(3・40)
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(2(ん)=120ん と し,(d(ω)一475)/50は ベ ー タ分布Be(2,2)に 従 う確 率変数 とす る。.βe(2,2)

の密 度 関数!(の は!@)=6妖1一 の で あ るか ら8(の は次 の よ うに計算 され る.

・(孟)一 ズ+T6・(・ 一 繭

一6T(1-丁 孟一
2)2-IT(T・ 一3)(341)

確 率 レベル はθ=0.9で あ るか ら,方 程 式8(の=θ を 舌に 関 して解 く ことに よ り,7*(ん)± が 計

算 され る.

(1一:Z「)±1一 去丁2一 姦
ツ*(ん)圭 一(3.42)

2

さ らにT(ん)お よ び オ(亀 ん)は 次 の よ うに な る.

2～臓 一2ん+6T(ん)
=(3 。43)5

オ傾)一3ω1論2ω2÷ 壽(3鋤

以 上 の 結 果 か ら,解 く べ き 問 題 は 次 のP。3と な る.

Pe3:maximize-5∬1-3ω2十300-3007「 十6010T-70(3.45)

subjectto

1313
-501-5T2一 頭+500≦3・ ・+2・・2≦501一 喜丁2一 齋+500(3 ・46)

0≦ ん≦1(3.47)

ω1,∬2≧0(3.48)

便宜 上,P。3で は んの かわ りにTを 用 い て表 して い る.P。3は 伊 藤 ら[34]の 方法 を用 い て解

く ことがで き,最 適 解 お よび最適 値 はそ れぞ れ,(媛,嬬)=(0,230.627),ん;0.999867と

な る.

次 に4(ω)が 正 規 分布N(500,20)に 従 う確 率 変数 で あ る場合 を考 え る.正 規 分布 の擬 逆

関数 を解析 的 に求 め る こ とは で きない た め,こ こで は数値 計 算 を行 うこ とに よ り最適 解 を

求 めた.こ の場合,最 適解 お よび最適値 はそれ ぞれ,@i,謝=(0,252。333),ん=0.798566

とな る.



30第3章 不確実 ・不確定要素を含む線形計画問題

3.3目 的関数の係数が ファジ ィランダム変数で ある場合

本節では 目的関数 の係数がファジィランダム変数である場合を扱 う。以下では,次 の問

題を考 える.

P。b1 minimizeα 遣

subjecttoA卯 ≦b,記 ≧0 (3,49)

た だ し,c=(C、,_,C。),b一(δ ・,…,bm)t,⑳=@1,_,賜 メと し,cゴ(ブ=1,_,π)を 次

の メ ン バ シ ップ 関 数 μ傷(ω)(cゴ)に 特 性 づ け られ る フ ァ ジ ィ ラ ン ダ ム 変 数(駅 ω)(ブ=1,_,η)

とす る.

購)一 五(cブdゴ(ωαゴ))(吻 ≧偽(ω))(a5。)

R(砺(劉 凶(ω))

ここで 五 は[0,+○ ○)か ら[0,1]へ の 関数 で0≦ γ≦ 〆におい て狭義減 少 かつ 〆 ≧ γにおい て

値0を とる連 続 関数 とす る.Rに 関 して も同様 の条 件 を満 たす とす る.α ゴお よびβゴは メ ン

バ シ ップ 関数 の広 が りを表す パ ラ メー タで あ り,正 の定数 で ある.dゴ(ω)は 平均値mゴ と分散

共 分散 行列yを もつ 多次 元 正規 分布 に従 う確 率変 数 で あ る と し,yは 階数5を もつ η×η

の正定 値行 列[u副 とす る.ま た,且 はm× η行 列(α の で あ る.

簡 略化 のた め にフ ァジ ィラ ンダム変数 傷(ω)を 以 下で は(dゴ(ω),αゴ,βゴ)五Rと表 す もの と

す る.

拡 張原 理 に よ り,目 的 関数 ッ(=cり陰)は 次の計 算式 によって導 出 され るメ ンバ シ ップ関数

に よっ て特性 づ け られ るフ ァジ ィランダ ム変数y(ω)と な る.

μ。(。)ω 一 ・up{μ ・、(。)(・・)〈 … 〈 μ・。(・)(・の}(3・51)
忽=c¢

係数cゴは 五一Rフ ァジィ数の平均が確率変数 になったものであるため,L-Rフ ァジィ数の

演算が適用でき,フ ァジィランダム変数Y(ω)は 次の形に表 され る.

y(ω)一(零幅 軸 孝伽 ・)
一(a52)

目的関数値 に不確実性 と不確定性 が含まれ るために,確 定値の場合 における意思決定法を

そのまま適用することはできない.そ こで,目 的関数値 に対 し"だ いたい あ以下である"と
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い うフ ァジ ィ 目標 σ を設 定す る.フ ァジ ィ 目標 は メ ンバ シ ップ 関数μGで 特性 付 け られ る

ファジ ィ集 合 で表す もの とし,メ ンバ シ ップ関数 μG(・)は ッ≧0で 定義 され,0≦ ッ≦ ん に

お いて1で あ り,g≧ ∫oにお い て単調 減 少 な連 続 関数 で あ る とす る.さ らに最適 化基 準 と

して次 の可能性 測度ny(ω)を 定義 す る.

Hy(・)(0)一 ・upmi・{μy(・)ω,μ ・ω}(3・53)

目的 関数 の係 数 が 可能 性変 数 で与 え られ る線 形 計画 問題 は乾 口 ら[21]に 可能性 測度 最 大化

モ デル や必 然性 測度 モデ ル な どが考 えれ てい る.本 節 で扱 う問題 には,係 数 に不確 定性 だ

けで な く確率 的 な不確 実性 も含 まれ る.よ ってP。b1の 意 思決 定法 と して次 のP。b2を 考 え る.

P・b2:maximizeん(3.54)

・ubjectt・P・(Hy(。)(σ)≧ ん)≧ α,A¢ ≦ 傭 ≧ ・(3・55)

問題P。わ2は乾 口らのモデル を可能性測度 に関す る機会制約条件計画問題 とい う形で拡張 し

てお り、確率的な情報 と曖昧な情報を有効 に利用する意思決定法の一つであると考え られ

る.ny(ω)(σ)≧ んは次のよ うに変形 され る.

・upmin{μy(。)ω,μ σ(y)}≧h

⇔iy・ μy(。)(y)≧h,μ ・(y)≧ ん

⇔ ヨy・L(ツ ー Σ先1dゴ(ω

Σ拠 、αゴωゴ)∬ゴ)≧hlμGω)≧h

れ

⇔ ヨ〃・〃≧ Σ{dゴ(ω)一 五*㈲ αゴ}%〃 ≦ μ乙(h)

」=1

れ

⇔ Σ{dゴ(ω)一L*(ん)α ゴ}賜 ≦ μと(h)

」=1

ここでL*(h)お よび μG。(ん)は擬 逆 関数 で あ り,次 の よ うに表 され る.

L*(h)一{畔 ∵ γ≧o}(o
,lli,')

μ乙(h)=sup{州 μG(r)≧h}(0≦h≦1)

(3.56)

(3。57)

(3.58)

(3.59)

(3.60)

(3.61)

(3.62)



32第3章 不確実 ・不確定要素を含む線形計画問題

した が っ てP。b2は 次 の 問 題P。b3に 変 形 され る 。

P。b3:maximizeん

一 乃(πΣ{d」(ω
ゴ=1)一 一 ・≦μ乙(ん))≧α

A卯 ≦b,忽 ≧0

次 に(3.64)を 等価 確 定条 件 に変換 す る こ とを考 え る.(3.64)に お い て,

Σ影1{4ゴ(ω)一 五*(ん)αゴ}%≦ μ乙(ん)は 次 の よ うに変形 され る.

Σ㌍・嘱 一 Σ影・叩 ・〈 一Σ呈=1μゴωゴ+五*(ん)Σ 先 ・α紺 μお(ん)

(3.63)

(3.64)

(3.65)

(3.66)

Σ異、σ勉 、 一 Σ狸・σ鉢

正規 分布 の性 質 よ り(3.66)の 左 辺

Σ影 ・伽 一 Σ乳・μ・ω・(3 .67)

Σ第、σ多∬・

は標 準正規分布 に従 う確 率変数 とな るこ とか ら,P。b3は 次の等価確 定 問題P。b4に 変形 され る.

P。b4:maximizeん

れ 　

・ubjectt・ Σ{mゴ ー 五*(h)α ゴ}・ゴ+・κ・ Σ σ鉤 ・≦ μと(ん)

ゴ=1」=1

A¢ ≦b,X≧0

ここでKα はK、=F-1(α)を 満 たす標 準 正規 分布 のα分位 点 で あ る.

以 下 ではP。 わ4の解 法 につ い て考 え る.ま ず,次 の部分 問題P。b(h)を 導 入す る.

れ 　

P。b(h)・minimizeΣ{m」 一L*(h)α 」}・ゴ+K・ Σ σ鉦

ゴ=1フ ニ1

subjecttoAx≦b,x≧o

(3.68)

(3.69)

(3.70)

(3.71)

(3.72)

(3.71)は(3.69)の 左 辺 に対応 してお り,ん を与 えた とき,P。b(ん)は 凸計画 問題 とな る.P。 わ(ん)

の最適解,最 適値 をそれ ぞれ妖 ん),z(ん)と す る.ん=1に お いてz(1)≦ μG(1)が 成 り立つ な

らば,P。b4の 最適値 は1で あ り,妖1)が 最適解 とな る.以 下では,P。b4の 最適 値 が0〈 んく1

で あ る場合 を考 え る。 この とき,次 の定理 が成 り立っ.
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定 理3.1z(ん)はhの 単 調 増 加 関 数 で あ る.

証 明

ん〉 ん'に対 し

z(h)一z(h')

れ
一 Σ{mゴ ーL*(h)α ゴ}・ゴ(h)+K。x(h)tVx(h)

ゴ=1

れ
一 Σ{mゴ ーL*(h')α ゴ}蝋 ん')一 κ

。X(h')`VX(h')

」=1

れ
≧ Σ{mゴ ーL*(h)α ゴ}zゴ(h)+K。x(h)tVx(h)

j=1

れ
一 Σ{m」 一L*(h')α 」}賜(h)一 κ。x(h)tV・(h)

」=1

れ

一{L*(ん')一L*(h)}Σ α殉(h)

ゴ=1

>0

証 明終

さ らに次の 定理 が成 り立 っ.

定理3.2部 分 問題P。b(h)の 最 適値 につい てz(h)=pab(h)が 成 り立 つ な らば,P。b(h)の 最

適解 は元 の 問題 の最適 解 と一致 す る.

証 明

まず,z(h)=μ 乙(h)を 満 たすP。b(h)の 最 適解 が元 の 問題 の最適解 で あ る こ とを

証 明す る.

hOを 部 分 問題P。b(h)に お いてz(んo)=泌(hO)を 満 たすパ ラメー タの値 とす る.

また,xoをhOに 対 応す る最 適解 であ る とす る.

れ
Σ{mj-L*(hO)α ゴ}ωゴ(hO)十Kαx(んo)tVa(んo)=μ 乙(hO)(3.73)
」=1
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が成 り立つ ので,x(hO)は 制約 式(3.69)を 満 たす.制 約 式(3.70)は(3.72)に 等 し

い の で,x(hO)はP。b(h)の 制約 式 をすべ て満 たす 。この こ とは,z(h)=pab(h)

を満 たすP。b(h)の 最適 解 が元 の問題P。b4の 実行 可能 解 で もあ るこ とを示 してい

る.htを 実行 可 能 解 に対応 す るhの 値 とす る.h'>hOと 仮 定 す る とす る と,

z(h')>z(h)=pab(h)が 成 り立 つ が この こ とは制 約 式(3.69)を 満 たす こ とに矛

盾す る.ゆ え にz(h)=泌(ん)を 満 たす 部分 問題P。bの 最適解 はP。b4の 最適 解 で

あ る.

次 にP。b4の 最適 値 ん*が条件 式z(h*)=泌(ん*)を 満 たす こ とを示す.

まず,次 の条件 式 を満 たす あ る正数3が 存在 す る と仮 定す る.

れ

μ乙(h・)一 Σ{m、 一L*(h*)α 、}・」(h*)+K・x(h*)tVx(h*)+s一 μと(h)(3・74)

ト ユ

この とき,μ 乙(ん)は んの 単調増 加 関数 で あ るの で,ん*よ り大 き く,か つ 次の条 件

式 を満 たす あ る ん'が存在 す る.

れ
μ乙(h')一 Σ{mrL*(h*)α 」}・、(h)+K・x(h*)tVz(h*)一 μ乙(h)(3・75)

ゴ=1

この こ とはh*が 最適 値 で あ る とい う仮 定 に反す る。sが 負 の値 で あ る とす る と

制約 式(3.69)は 満 た され ない こ とにな る.し た がって,s=0で あ り,z(m,h*)=

μ乙(ん*)も成 り立っ 。

証 明 終

部分問題P。b(ん)を解 くために,パ ラメータTを 含む次の補助問題P瓢 ん)を導入す る.

P二・(ん)・minimize・ 書{m・ 一r(ん)α ・}・・+1曙 σ掻(376)

、ubjectt・ 加 ≦b,忽 ≧ ・(3・77)

こ こで,P二b(ん)の 実行 可能 領 域 はP。b(ん)と 同 じで ある こ とに注意 す る.P瓢 ん)の最適 解 お

よび最適値 をそれ ぞ れ¢T(ん)お よびzγ(ん)で 表 す と次 の定理 が成 り立つ.

定 理3.3げ(ん)が 次の 条件

・2一 詔・(ん)εVげ(ん)(3・78)

を満 たす な らばげ(ん)はP。b(ん)の 最 適解 妖 ん)と一 致す る.
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証 明

P。b(ん)お よびP瓢 ん)は 共に凸計画問題 で あ り,キ ュー ン・タッカー条件KTP。b(ん),

KTP訊 ん)は次 の よ うにな る.

KTP;b(ん)

KTP。 δ(ん)

れ 　

・r{mゴ ーL*(ん)α ゴ}+κ 。Σ …」X」一 Σyi・ ザ λゴーo

k=1i=1

の れ

Ax一 ・一b,ΣUisi-o,Σ λ拘 一 〇

i=1i=1

z/i,Si(乞=1,...,m),xゴ,λ ゴ(ブ=1,._,n)≧O

m・一L*(ん)α・+茂 議 書 騨 茎%砺 ・+・

　 ゆ

Ax一 ・'一b,Σ 嘱 一 〇,Σ λ拓 一 〇
i=1i=1

　 ノ ノ

Ui,Si(i=1,_,m),xゴ,λ ゴ(」;1,...,n)≧0

げ(ん)が γ=ガ(ん)孟y」 陰丁(ん)を満 たす な らば,P。b(ん)の 最 適 解 とKTP舐 ん)の

最 適解 の 問 には次 の 関係 が成 り立っ.

x(ん):忽(ん)=aノ(ん),λ(ん)=λT(ん)/γ

δ(ん)一δT(ん)/T,8(ん)一sγ(ん)か

(3.87)を 満 たすKTP二b(ん)の 解 がKTP。b(ん)を 満 たす ことは 明 らかで あ る.し た

がってげ(ん)はP。 わ(ん)の最 適解 で あ る こ とがわ か る.

証 明終

補 題3.4Σ 先1{mゴ ー五*(ん)α丑 紛 はTの 非減 少 関数 で あ る.

証 明

〆<Tに 対 して,げ(ん)の 最適 性 か ら次 の関係式 が成 立 す る.

・書{mゴ ー五*(ん)α沖1鋼 ん脚)

≦ ・書{mゴ ー五*(ん)嘱(ん)+1廟 暇(ん)
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即 ち,

・陰{m・ 一L*(ん)α・}鰐一書{m・ 一L"(ん)α・}司

+1{xr(h)・Vxr(h)一xrt(h)`Vx"(h)}≦ ・(3・79)

となる.同 様に して次の関係 式が成立す る。

〆書{ml-L*(h)嘱+1廟 ん飾)

≦ 〆☆{m、 一L*(h)ψ ∫(ん)+IK・xr(h)tVxr(h)
」=1

即ち,

〆 陰{れ ノmブ五*ωαゴ珂 一Σ{mブL*(ん)αゴ珂(ん
ゴ=1)]

+1{xr(h)tVxr(h)一xrt(h)tVx"(h)}≧ ・(3・8・)

で あ る.ゆ えに(3.79),(3.80)を 辺 々引 くこ とに よ り次 の不等 式 が成 り立 っ.

囲 陰{m・ 一L'(h)α ・}鰐 一書{m・ 一L'(h)α ・}司 ≦ ・(3・8・)

γ〈 〆よ り
れ れ

Σ{rn」 一L・(h)α ゴ珂 ≦ Σ{m」 一L*(h)α ゴ珂'(3・82)
ゴ=1」=1

で あ る.

証 明 終

補 題3.5げ(ん)孟vげ(ん)は γの非減 少 関数 で あ る。

証 明

補題3.4よ りγ〈 〆に対 して

〆陰{mrL*(ん)α ・}鰐一書{m∴ 〃(ん)α朔

≧1{〆(ん)¢v♂(ん)一 ガ(ん)孟vげ(ん)}
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で あ り,
れ れ

Σ{mゴ ーL*(h)α ゴ珂 ≦ Σ{mゴ ーL*(h)α ゴ}婿'
ゴ;1ゴ=1

が成 り立つ.ゆ えに次 の不等 式 が成 立す る.

ノ ノ
x「(h)tVm「(h)≦ ガ(h)オvげ(h)

(3.84)はx「(h)tyx「(h)のrに 関 す る単 調 非 減 少 性 を 示 して い る.

(3.83)

(3.84)

証明終

γ(ん)全 妖 ん)Ψ 妖 ん)を定 義す る.こ の とき,次 の定理 が成 り立 つ.

定理3.6

1.γ 〉 γ(ん)⇔ γ2一{{ガ(ん)オy{ガ(ん)}>0

2.γ 〈 γ(ん)⇔ γ2一{・・T(ん)εvげ(ん)}<0

8γ 一 γ(ん)⇔ γ2一{げ(ん)孟yげ(ん)}=o

証 明

補助 問題P舐 ん)の 実行 可 能領 域 はP。b(ん)と 同 じで あ り,ま た 明 らか に有界 で

あ るた め,Σ 鼻1{mゴ 賜 一五*(ん)αゴ}紛 〉 一〇〇が成 り立 つ.し たが って,げ(ん)に

対 して{ガ(研Vげ(ん)<oOが 成 り立つ.ゆ え に,γ>7(7は 十分 大 きな値)に 対

して,お よび げ(ん)Ψ げ(ん)は 一 定値 にな るこ とがわ か る.げ(ん)は γの連続 関数

な ので,げ(研y¢ γ(ん)も同様 に γに 関 して連 続 で あ る.ゆ えに平均 値 の定理,補

題3.5お よびそ して妖 ん)の 唯一性 か ら,定 理3.6が 証 明 され る.

証 明終

んは一 定で あ るか ら,げ(ん)は γに依存 し,ま た基底行 列Bもrに 依存 して決 定 され る.簡

略化 ゐた めに 五*(ん)=θ と置 き換 え る.基 底 行列Bに 従 って定 め られ るベ ク トルd【B,9Bお

よび 区間 五β(ん)≦ γ≦ 砺(ん)に よ り,げ(ん)は 次の よ うに表 され る.

灘丁(ん)=γ・dB十 θeB_十_gB(3.85)
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以 上 の 議 論 と

γ2=げ(ん)fyげ(ん)

が 成 り立 っ こ とか ら,次 の2次 方 程 式 の 解 の 一 つ が 区 間[Lβ(ん),砺(ん)]に 存 在 す る.

(d:吾『γdB-1)γ2十2(θeB→ 一9B)fVd:β γ・十(θeB一 ト9B)か γ(θeB→ 一9B)=0

(3.87)は 次 の2つ の場 合 に 分 け られ る.

1.賜ydB-1の 場 合

一(θeB十98)虚y(θeB十9B)

r=
2(θeB十9B)オVd:B

2.d:毒VdB≠1の 場 合

一(θeB+9B)εyd!B士 〉'万

γ=
dみVdB-1

た だ し,

Z)={(θeB一 十9B)かy'd【 」B}2一(d壱ydB-1)(θeB一 ト9β)tγ(θ εB十9B)

で あ る.

(3.86)

(3.87)

(3,88)

分散共分散行列Vは 正定値行列 であ り,γ2=gじT(ん)tyげ(ん)が 成立す るか ど うかを調べ る

た めに γ≧0の 場 合だ けに限 るこ とにす る.Kん(T)全 勿7(研Vげ(ん)一 丁2とし,五B,砺 をそれ

ぞれ基底 行列.Bの 下 で γの下限値,上 限値 とす る とき,Kん(五B(ん))≧0か つ κん(砺(ん))≦0

な らば,区 間[五B(ん),砺(ん)]に2次 方程 式 の解 が存 在す る.

以 上 の考 察 よ り,部 分 問題P。b(ん)を 解 くアル ゴ リズム は次 の よ うにな る。

補 助 アル ゴ リズム

手 順1γz←0,㌦ ←M(.Mは 十 分 大 き な実 数)T← γo(≧ γ∂ と し,P(ん)を 解 き,

13,dB,eB,9B,五B(ん)お よび 砺(ん)を 求 め る.手 順2に 進 む.

手順2κ(五 β(ん))>0な らば,㌦ ← 五β(ん),r←(η+ru)/2と して手順4に 進 む」((五 β(ん〉)=

0な らば,⑳=五 β(ん)dB+θeB一+9Bと 設 定 し終 了す る.

1((LB(ん))<0な らば,手 順3に 進 む.
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手 順3K(σ お(ん))>0な らば,2次 方 程 式 の解 γ。,γbを求 め,手 順5に 進 む.

κ(砺(ん))=0な らば¢=砺(ん)dB+θeB+9Bと して 終 了す る.

κ(砺(ん))<0な らば,Tz← 砺(ん),γ ← 伍+γ の/2と して手順4へ 進 む.

手順4P;bを 解 いてB,dB,eB,9B,五B(ん)お よび 砺(ん)を 求 め,手 順2へ 戻 る.

手順5γ 、∈[五B(ん),砺(ん)]な らば,諺=r。dB+θeB+9Bと して終 了す る.

γb∈[LB(ん),砺(ん)]な らば,忽=rbdB+θeB+9Bと し,終 了す る.

定理3。7補 助 アル ゴ リズム に よって部分 問題 の最適解 は有限 回の繰 り返 しで求 める こ と

が でき る.

証明

妥 当性 はアル ゴ リズム の終 了条件 よ り明 らかで あ る.ま た,手 順3が 終わ った時

点で考 え られ る状態 は以 下 の5つ で あ る.

(a)κ(五B(ん))一 〇

(b)κ(砺(ん))=0

(c)K(五 β(ん))〈o<κ(σB(ん))

(d)κ(五B(ん))>0

(e)K(砺(ん))<0

(a)～(c)の 場 合 は明 らか にそ の時 点 で終 了す る.(d)お よび(e)の 場 合,1回 目の

時 を除 いて 五B(ん)≦ 牲 ㌦ ≦ σB(ん)と な る こ とは 明 らかで ㌦ 一γzは必 ず 半減 す

る.ゆ えに,有 限回反 復 した後,r(ん)∈[LB(ん),砺(刷 とな り終 了す る.

証 明 終

条 件 ん∈[五B(ん),σB(ん)]か つ 妖 ん)≧0を 満 た す んの 区 間 を1(B)で 表 す.ま た

ん。全 ・up{ん1ん ∈1(B)},互 。全inf{ん1ん ∈1(.B)} (3.89)
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証明

アル ゴ リズムの妥 当性は終 了条件 が定理3.2を 満たす ことか ら明 らかである.

キュー ン ・タッカー条件KTP訊 ん)の制約式における決定変数の非負性 と相補

条件を満 たす基底行列の数は有限であ り,2次 計画問題の理論によりT(ん)は最適

基底行列.B(ん)に対応 している.す なわち,ん は基底行列 によって決定 された区

間の集合1(B)に 分割 され るため,最 適な んは有限回で求 められ,同 時に対応す

る最適解が求まる.

証明終

3.4結 言

本章では制約式や 目的関数 にファジィランダム変数 を含む線形計画問題を考え,最 適化

基準 を提案す ると共に最適解 を求 める効率的アル ゴ リズムを開発 した.線 形計画問題 は数

理的意思決定において重要かつ基本的な問題 であるため,本 章で考えたファジィランダム

線形計画問題 をよ り一般化 し,他 のいろいろな意思決定問題への応用や拡張の可能性 を探

ることが必要であると思われ る.



第4章

不確定状況下でのポー トフオ リオ選択問題

4.1緒 言

投 資対象 と してい くっ か の株 が あ り,資 金 をあ る割合 で 各株 式 に投 資す る場合,最 も望

ま しい投 資割合 を求 め る問題 をポー トフォ リオ選 択 問題 とい う.今 日,ポ ー トフ ォ リオ選

択 につ い て は様 々なモ デル が提案 され てい るが,数 理 的 ポー トフォ リオ を最初 に提 案 した

の はMarkowitzと され てい る[48].Markowitsは 株 式 等 の金 融 商 品の価 格 は確 率 的 に変動

す る と して,投 資 に対す る収益 率 と リス クの相反 す る2つ の要素 の組み合 わせ に よってポー

トフォ リオ を決 定す る理 論 を構 築 した.さ らにTobin[74]は,Markowitsの 理 論 に元本保 証

が あ り一 定期 間後 に一 定 の リター ンを もた らす無 リス ク証 券 を理 論 の 中 に取 り入 れ る こ と

を提案 した.MarkowitsとTobinの ポー トフォ リオ理論 には幅広 く重 要 な問題 が含 まれ てお

り,今 日の理 論形 成 の基 本 となって い る.し か し,こ れ らの モデル は コン ピュー タが急速 に

発 展 した現在 で も,現 実 問題 に応 用す るには非 常 に多 くの計 算時 間 と手 間 を要 す る.そ こで

Sharpe[69]は,各 銘 柄 の収 益 率 が,た とえばGNPな どの ある経 済 指標 との関係 で簡 潔 に表

す こ とがで き る とい う単 一指 数モ デル を提 案 した.

今 日におい て は,確 率 計画 法や確 率 過程 に よるア プ ローチ な ど,様 々 なモデル が提 案 さ

れ てい るが,投 資家 の選 好や 専 門家 の知識 を考慮 に入れ た研 究 はあま りな され てい ない.現

実 には 専 門家 は投資 を行 う時点 で,そ の後 の株価 の値 動 きに対す る何 らか の予 測 を もって

い る こ ともあ り,し か も,「 か な り値上 が りす るで あろ う」,「値 下 が りす る こ とはまず無 い

で あろ う」 とい った曖昧 さを含 む場 合 も多 い.ま た,投 資 家 につ い て も 目標 とす る総収 益率

が明確 に定 まってお らず,む しろ 「だい たい これ ぐ らいの収 益率 で あれ ば満足 」 とい った場

43
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合 もある.こ れ らの曖昧 さは従来の確率変数で表 されてきた不確 実性 とは本質的に異なる

ものであり,確 率変数を用いてモデル化することは適当でない と思われ る.単 一指数モデル

において見積 もられ る係数 の値 は過去のデータから統計的に推測 される値であるが,今 後

もこの よ うな値 にな るこ とは確 定的ではないため,専 門家による曖昧な予測を考慮 に入れ

た意思決定モデルを構築す る意味があると思われ る.本 論文では単一指数モデルの収益率

において,あ る経済指標 の比例定数(α値)や 証券固有がもつ値(β値)を ファジィ数,ま たは

ファジィランダム変数で表 し,期待収益率に関する可能性測度 を最大化す るポー トフォ リオ

問題 をファジ ィランダム数理計画モデル として定式化 した.

4.2節ではポー トフォ リオ選択 問題 の中でも特に平均 ・分散モデルについて述べ,そ の

後単一指数モデルについて述べ る.4.3節 以降では単一指数モデル において各個別銘柄の収

益率に不確定性 が含まれ るモデルについて3つ の場合に分けて考え,そ れぞれに対 し最適 な

ポー トフォ リオを求 める効率的なアル ゴリズムを構築す る.さ らに4.4節 で数値例 を挙げ,

最後の4.5節 で本章にっいてまとめる.

4.2ポ ー トフォ リオ選 択 問題 と単 一指 数 モデ ル

本節では,ま ずモデル における基本的仮定について述べ る.さ らにポー トフォ リオ理論

の基礎 となる有効フロンテ ィアの概念 について無 リスク証券 を含まない場合 と含む場合 に

分 けて説 明 した後,本 研究に関連の深い単一指数モデルについて簡単に説 明す る.

ポー トフォ リオにおける基本的仮定

ポー トフォ リオ理論 の前提 条件 として 次の こ とが挙 げ られ る.

1.個 々の有 価証 券 とそ の集 合 体 で あ る"ポ ー トフォ リオ"を 問わず,不 確 実性 を伴 う投

資案 は リター ン と リス ク両面 の変 数 で評価 す べ きで あ る.

2.有 価 証券 投 資 の リター ン と リス クはそれ ぞれ リター ンの期 待値 と分散,ま た は標 準偏

差 で捉 える こ とがで き る.

3.ポ ー トフォ リオ を組 成す る個 々の有 価 証券 の効 用 は,ポ ー トフ ォ リオ全 体 に与 え る効

果 に よって評価 す べ きで あ る.
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4.す べ て の証 券 の リター ンに関 して完全 な相 関 関係 がない 限 り,分 散投 資 に よってポー

トフォ リオ全 体 の リス ク軽 減 が可能 で あ る.

5.リ ス クを伴 う投 資機 会 は,リ ス ク回避 の効 用 を最 大化 す る こ とに よって評 価 され る.

6.組 成 対象 銘柄 の リター ンの期待 値,分 散及 び共 分散 を与 え る と有効 な ポー トフォ リオ

は必ず 存在 す る.

同 じ期待 収益率 を与 える有効 ポー トフォ リオの 中で,最 小 の標 準偏 差 を与 えるポー トフォ

リオ の集 合 は有 効 フ ロンテ ィア と呼 ばれ る.有 効 フロ ンテ ィア は,同 じ標 準偏 差 を与 え る

有効 ポー トフォ リオ の 中で最大 の期 待収 益率 を与 え るポー トフォ リオ の集合(効 率 フ ロ ン

テ ィア)と,そ れ以外(非 効 率 フロ ンテ ィア)に 分 け られ る。

無 リス ク証 券 を含 ま ない場合

η個 の証券 を もつ 平均分 散構 造 の1期 間 ポー トフォ リオ 問題 を考 え る.

V:π 個 の証 券 の収益 率 に対す る分 散共 分 散行 列(γL× γL)

T:証 券 の期待 収益 率 のベ ク トル(η ×1)

ω:配 分ベ ク トル@×1)

e:単 位 ベ ク トル(η ×1)

π:分 散投 資 に よる期 待 収益 率

σ:分 散 投 資 に よる標 準 偏差

とす る と,次 の3つ の 関係 式 が得 られ る.

σ一 げy¢,π 一 爵,1一 忽古e

ただ し,げ は ¢の転置 ベ ク トル とす る.

さらに

α一 〆V-1㌍,β 一 〆V}1e,ツ ーe重γ一1e

とお くと,期 待 収益 率 とそ の期待 収 益率 を与 え る最 小 の標 準 偏差 との 関係 は次 の よ うにな

り,双 曲線 の一 部 の形 に な ってい る こ とが わか る.

ツπ2-2β π一十α(4
.1)σ=

⑳ 一 β2
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この双 曲線 の頂 点(σ。,πの,漸 近線 は以 下の通 りで あ る。

叫%)一(1β
〉行'ツ)

α7一 β2β
一十σ

ツ7
・ π=(4.2)

β α7一 β2一 一σ

ツ7

無 リス ク証券 を含む 場合

次 に無 リス ク証 券 を1つ 加 えた場 合 の1期 間 ポー トフォ リオ問題 につい て考 え る。

o:要 素 すべ て が0で あ るベ ク トル(η ×1)

ρ:無 リス ク証券 の収 益率

%:無 リス ク証 券へ の配 分

とす る と新 しい分散 共分散 行列 可7,期 待 収益 率ベ ク トル7,単 位 ベ ク トル 石,配 分ベ ク ト

ル 奮 は次 の よ うに書 きか え られ る.

v一圏
,一[1],一[1レ ー[訓

無 リス ク証券 が 無 い場 合 と同様 に3つ の 関係 式 が得 られ る.

σ=死7奮,π=詐,1一 旋

さ らに

δ_〆7-1戸,β 一7▽ 一1石,7一 訓7}1百

とお くと標 準偏 差 と期 待収 益率 の関係 は次 の よ うにな り,2本 の半直 線 であ る ことが わか る.

π一{欝 幾;;圃

ρ と 今の大小関係 で以下の3つ の場合 に分 けられ る.
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1.ρ 〈 互 の とき,(4.3)と(4.1)は 効率 フ ロンテ ィアの一 点M'と 接 し,線 分 ρM"上 の任

意 の ポー トフォ リオはポー トフォ リオM'と 安 全証 券 ρの凸結 合 で表 され る.半 直線

(4.3)上 で線 分 ρM'よ り上側 の部分 の任 意 の ポー トフォ リオ は安全 証券 ρ を空 売 り

し,そ の資金 を リス ク と収益 が 共 に高い ポー トフォ リオ.M'に 投資 す るこ とを表 して

い る.以 降ポー トフ ォ リオM'を 市 場 ポー トフォ リオ と呼 ぶ.(図4.1参 照)

2.ρ=互 の とき,(4.3)と(4.2)は 等 し く(4.3)は(4.1)の 漸 近 線 とな り,す べ て の証 券 の

ポー トフォ リオ フロ ンテ ィアは安全 証券 と危 険証券 のみ の ポー トフ ォ リオ フロ ンテ ィ

ア上 の1つ のポー トフ ォ リオ に よっ て作 るこ とが で きず,安 全 証券 にすべ て を投資 し

危 険 証券 の裁 定 ポー トフォ リオ を保 有す る こ とを意 味 して い る.(図42参 照)

3.ρ 〉 互の とき,(4.3)と(4.1)は 非 効率 フ ロンテ ィア の一 点Mと 接 し,効 率 フロ ンテ ィ

ア の方 程 式 は半 直線(4.3)の 上 半分 で表 され る.こ の場合 接 点Mは 効 率 フ ロ ンテ ィ

ア に含 まれ な い 。(図4.3参 照)

π

互

芦

ハ4'

7「

互

0 ⊥ σ
再

図4・10<ρ<今 の場 合

0
⊥
面

図4.2ρ=互 の 場 合

σ

π

ρ

互
M

0 ⊥
の

σ

図4.3ρ 〉 互の 場 合
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単 一 指数 モデ ル

Sharpe[69]は,各 証 券 の収 益 率Ciが 次 の よ うに市場 ポ ー トフォ リオの期 待収 益 率 に比例

す る部分 と,銘 柄 固有 の部 分 に分 け られ とす る単一 指数 モデ ル を提案 した.

・一 ・ノ=α 汁 蕨(・ヅ γ∫)+ε・

た だ し,記 号 は次 の よ うに定義 され て い る.

C乞

α ¢

β信

個別銘柄 ¢の期待収益率

個別銘柄 乞の α値

(市場の変化に独立な証券 歪の期待収益率)

個別銘柄 ¢の β値

乞=1,2,..,γL

(個別銘柄 乞の市場ポー トフォ リオの期待収益率に対す る感応度)

㌦ 市場ポー トフォ リオの期待収益率

γ∫ 無 リスク証券の収益率

ε乞 市場 ポー トフォ リオ収益率 と独 立な誤差項

ここで,㌦ は平 均7m,分 散 σ盈を もつ正規 分布N(一2γ盟,σm)に 従 う確率 変数 と し,同 様 にε謁 正

規分 布N(0,σ3∂ に従 う確 率変 数 とす る.

さらに簡 単 化 のた め に α乞+γ∫(1一 β乞)=α1と 書 き換 え る と次の よ うに書 け る.

c乞=α1+β 翫+ε 琶
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4.3フ ァ ジ ィ ラ ン ダ ム ポ ー トフ オ リ オ 問 題

4.3.1α 値 が フ ァジ ィ数 で あ る場 合

次のポー トフォリオ問題を考える.

れ
pf。 ・ ・maximizeΣ ・ia・xi(4.4)

i==1

れ

・ubjectt・ Σ …i-b(4.5)

i=1

0≦Xi≦n>(i,i=1,.。.,n(4.6)

た だ し,αiを 証 券iの 価 格Xi証 券 をiを 購 入 す る個 数,bを 総 資 産 とす る.物 は意 思決

定者 に よって与 え られ る各 証 券 の購 入割 合 の 上 限の値 を表 し,0〈%<1と す る.ま た,

Ci;aiβr.+Ciと し,4.2節 で述 べ た単 一指 数 モデ ル に従 うもの とす る.本 節 で は証券iの

α値 が次 のメ ンバ シ ップ関数 に制 限 され るフ ァジ ィ数 磁 で あ る場 合 を考 え る.

paM・(a・)一五(篶 り(4・7)

ここで 五は型関数であ り,次 で表 される区分的線形関数 とする.

五(t)一m・x{1一 器,・}(4・8)

た だ し,toは 正 数 とす る.

こ の と き,y==Σ: =iciαixiを 表 す フ ァ ジ ィ ラ ン ダ ム 変 数y'(ω)は 拡 張 原 理 に よ り次 の よ

うに計 算 され る.

y(ω)一(1

-i(y・+5・r・)・ ・X・,1=1〈iaixi)、

α値 が フ ァジ ィラ ンダム 変数 で あ るた め に総収 益 に不確 実 性 と不 確 定性 が含 まれ る.し た

がって,目 的 関数 に ファジ ィ 目標G,"だ い たいd。以上",を 設定 し,次 の区分 的線 形 メ ン

バ シ ップ関数 μG(y)に 特 性づ け られ るフ ァジ ィ集 合 で表す .

醐一卜 藻
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総収益率y(ω)を 特性づけるメンバシ ップ関数 を可能性分布 とみ なす と,そ の可能性分布が

与え られた下でGで ある可能性測度は次のよ うに与え られ る.

ny(。)(G)全 ・upmin(μy(。)ω,μ ・ω)(4・9)
〃

こ こで,Pfpoの 意 思 決 定 法 と して 次 の 問 題 を 考 え る 。

pfpl:maXimizeh(4.10)

れ
subjecttoΣ αixi=b(4・11)

i=1

0≦Xi≦"γi,i=1,...,n(4.12)

Pr(ny(。)(G)≧ ん)≧t(4・ ・3)

た だ し,tは 意 思決 定者 に よって 与 え られ る確 率 レベル で あ り,t>1/2を 満 たす 固 定値 と

す る.

rIy(ω)(G)≧hは 次 の よ うに変 形 され る。

・upmin(μy(。)ω,μG(ッ))≧h
〃

⇔ ヨ〃 ・μy(。)ω ≧ ん,μ σω ≧ ん

肋・搾 舞斗 一劇

れ れ

⇔ ヨゲ ツ≦Σ 似+β 伽)・ 幽+五*(ん)Σ ζ・噛,ッ ≧μと(ん)
i=1i=1

れ れ

⇔ μ乙(ん)≦ Σ(u・+6・rm)・iXi+L*(ん)Σ 〈,・iVi

i=1i=1

た だ し,μ 乙(ん),五*(ん)は 擬 逆 関数 で あ り,次 の よ うに表 され る.

L*(ん)=(1-h)to

μと(h)=hd。 十(1-h)dz
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した が っ て,Pfp1は 次 の 問 題Pfp2に 変 形 され る.

Pfp2:maximizeh(4.14) れ
subjecttoΣ αixi=b(4.15)

i=1

0≦Xi≦ 筋,i=1,。..,n(4.16)

Pr(μ と(h)≦ 薯(u・+6・rm)a・ ・i+L*(h)挨 幅)≧t(4・17)

rmを それぞれ正規分布N(㌦,σ 渤 に従 う確率変数 とす ると,正 規分布の性質 より

rm-rm

σm

は標 準正規 分布N(0,1)に 従 う.ゆ え にKl_tを(1-t)分 位 点 とす る と,制 約 条 件

痔(μと(ん)≦書(巧臨)鱗+〃(ん)書 幅)≧ 舌

は 次 の 等 価 確 定 条 件 に変 換 され る.

ん 〈 一d、+Σ1望1{オOG+(σ ㎜κ1_舌 一 ゲm)属 一 砺}鱗一d
。一d、+Z)1..itoζiαiXi

した が っ て,Pfp2は 次 の 問題Pfp3と 等 価 に な る.

Pfp・・m・ximiz・ 一dz+Σ 準 葺 畿 隷1厩 一嘔(4・ ・8)

れ
・ubjectt・ Σ ・ix・ ・b(4.19)

i=1

0≦Xi≦ 物,i=1,一 。.,n(4.20)

問題Pfp3は 分 数 計 画 問題 で あ り,以 下 で は 決 定 変 数 ベ ク トルxが 連 続 で あ る場 合 と整 数:値

を とる 場 合 につ い て そ れ ぞ れ 解 法 を考 え る.

1.xが 連 続 変 数 の 場 合

d。>d。 で か つ,to,蛎 αi,Ci≧0よ り(d。 一d。)+Σ1=itoClαixi>0と な る た め,分

母 は 必 ず 正 と徐 る.λ(d。 一d。)+ΣL1オo(識=1か つILi=λ αiXiと な る変 数 λ を導 入
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す るこ とで問題Pfp3は 次 の線 形 計画 問題 に書 きか え られ る[3].

れ
pfP4:maximize-d。 λ 十 Σ{孟oζ 汁(σ,nK1一 一 ゲm),Bi-lli}u乞

i=1

れ

subjecttoΣUi=λb

i=1

λ(d。一d。)+Σt・ 鰍 一1

i=1

0≦ZLi≦ ・7iλ,乞=1,_.,η

こ の 問 題 は シ ンプ レ ック ス 法 な ど の 手 法 で 解 く こ とが で き る.

2.xが 整 数 値 を とる 場 合

(421)

(4。22)

(4.23)

(4.24)

忽が連続変数 の場合 と同様 に分母 は必ず正 となる。また犯が整数値 をとる場合 には次

の定理 が成 り立っ.

定理4.1最 適 解x*に おい て,to(;」+(σmK1_r7m)防 一 巧 ≦0で あ る証券 」に対応

す る割 合%に 関 して 婿;0が 成 り立っ,

証 明

最 適解x*に お いて オoら+(σ.Ki_t-r-m)β 一 り く0と な る証券 」に対 して,

鰐 ≠0で あ る と仮 定 す る.

ゆ

一d
。+Σ{t・ 〈・+(σ.K・ 一一 ㌦)6,一 小 調

i=1

れ

<一d.+Σ{t・ い(σ.K・ 一一 アm)属 一 ・・}嘱

1;}

かつ
れ れ

d。一d。+Σ オ・㍍嘱>d。 一d。+Σt・G嘱

i=1i=1
乞≠ゴ

は 明 ら か で,

一d
。+Σ;一 、{t。ζ、+(σ.κ 、.t一 戸m)βi-1・ ・}嘱

〈

4。一dz+Σ1」1オoζ6α 両

一d 。+Σ 監 、,、≠ゴ{孟。ζ汁(σm.κ 、一一 殉 βry`}嘱

d。一d。+Σ1』 ,痴 オ0ζ乞α調
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とな る.こ れ はげ の最適 性 に矛盾 す る.

証 明終

定理4.1の 結 果 か ら条 件 オoG+(σmκ1一 一7m)βrり ≦0を 満 たす証 券 乞につ い ては,

あ らか じめ割合 を0と すれ ば よい こ とがわ か る。問題P∫p4は 石井 ら[26]の 方 法 を用 い

て効率 的 に解 くこ とが で きる.

4.3.2α 値 が フ ァ ジ ィ ラ ン ダ ム 変 数 で あ る 場 合

次のポー トフォ リオ選択 問題 を考 える.れ
pfps:maximizeΣc幽(4.25)

i=1

れ
subjecttoΣxi==i(4.26)

i=1

0≦Xi≦ ・'γi,i=1,...,n(4.27)

こ こで,Ciは 証 券iの 収 益 率 を 表 し,

Ci=αi+βirm

の形 で表 され る もの とす る.本 節 で は,証 券 乞の α値 が フ ァジ ィラ ンダ ム変 数 ん=@(ω),δ ∂五

で あ る場 合 を 考 え る.た だ し,αi(ω)は 正 規 分 布N(磯,σ2)に 従 う確 率 変 数 とす る.期 待 収

益 率y=Σ1-iciXiを 表 す フ ァ ジ ィ ラ ン ダ ム 変 数Y(ω)は 拡 張 原 理 を用 い て 計 算 す る と次 の

よ うに な る.

y(ω)一(書(ψ)+幅 書幅)
L

さ らに,前 節 と同様 に して総収 益 率 に対 しフ ァジ ィ 目標Gを 設 定 し,メ ンバ シ ップ 関数

μG(y)に 特性 づ け られ るフ ァジ ィ集 合 で表 す.メ ンバ シ ップ 関数 μG(・)はy≧0で 定 義 さ

れ,≦y≦fo(!'は ノ'≧0を 満 たす あ る実 数)に お い て単調 増加 で あ り,y≧foに お いて1

を とる連続 関数 であ る とす る.期 待 収益率 を表 す フ ァジ ィ集 合 の メンバ シ ップ関数μy(ω)(y)

を可 能性 分布 とみ なす とき,μy(ω)(y)が 与 え られ た 下 でGで あ る可 能性 測度 は次 の よ うに

与 え られ る.

ny(。)(G)全 ・upmin(μy(。)ω,μ ・ω)
9
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問 題Pfpsの 意 思 決 定 法 と して 次 の 問題Pfp6を 考 え る.

Pfp6:maximizeh

ゆ
subjecttoΣXi=1

i=1

0≦ 銑 ≦%,i=1,..・,n

Pr(H・(。)(G)≧ ん)≧t

第 一制 約式 に関 してHy(ω)(G)≧hは 次 の よ うに変形 され る。

・upmin(μy(。)ω,μG(ッ))≧h

⇔ ヨツ:

⇔ ヨツ:

⇔ ヨツ:

⇔ μ乙(ん)≦ Σ(ψ)+防 ・m)銑+L*(ん)Σ δ幽

μy(。)ω ≧ ん,μGω ≧ ん

・(9一書(讐ll誌軸 ド ≧劇

れ れ

y≦ Σ(ψ)+齢)・i+五*(ん)Σ δ…,〃 ≧μ乙(ん)
i=1i=1

π π

i=1i=1

た だ し,μ と(ん),五*(ん)は擬 逆 関数 で あ り,そ れ ぞれ 次 の よ うに表 され る。

L*(h)一{畔 ω∴ ≧0}(O,121)1)

μ乙(h)=inf{γ ・1μ(r)≧h}

この とき,μ 叡 ん)は 単調増 加 か つ連続 で,五*(ん)は 単調減 少 かつ 連続 な関数 で あ る.

(4.32)を(4.31)に 代 入す る と,問 題Pfp6は 次 のPfp7に 変形 され る。

Pfp7:maximizeh

れ
subjecttoΣXi=1

i==1

(4.28)

(4.29)

(430)

(4.31)

(4。32)

(4.33)

(4.34)
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0≦Ci≦t>(i,i=1,...,n(4.35)

P・(μ乙(h)≦1
-i(ψ 臨)・i+L*(ん)か)≧t(4・36)

rm,αi(ω)は それ ぞれ正規 分布N(㌦,σ 渤,N(函,σ2)に 従 う確 率変数 で あ り,正 規 分布 の

性質 よ り

Σ窪、{β2(γm-7m)+αi(ω)一d6}

Σ1..、σ鍔+(Σ 矩、伽,)2σk

は標 準正規 分布N(0,1)に 従 う確 率変数 とな る.ゆ えにKtをt分 位 点 とす る と,問 題Pfp7は

次 の等価確 定 問題 に変換 す るこ とが で き る.

Pfp:maximizeん(4.37)

れ
subjecttoμ 乙(ん)一 Σ{d汁 β2㌦+五*(ん)δi}Xi

i=1

≦一礁 σ鰐+(π Σ 伽 ・
乞=1)2ak(4・38)れ

ΣXi=1(4.39)
i==1

0≦Xi≦ ・γ乞,i=1,...,n(4.40)

元 の 問 題Pfpの 最 適 解 を(げ,h*)で 表 し,Pfpを 解 く た め にh一 定 の も と で 次 の 部 分 問 題

Pfp(h)を 導 入 す る 。

れ

Pf,(h)・minimize一 Σ{a・+6・r'.+L*(h)δ 払

i=1

+礁 σ鰐+(π Σ 伽 ・
¢=1)2σ み(4・41)れ

subjecttoΣxi=1(4.42)

i=1

0≦Xi≦ ・γ唇,i=1,.。.,n(4.43)

部 分 問題Pfp(h)の 最 適 解 をx(h),最 適 値 をZ(h)で 表 す と,Pfp(ん)は 凸 計 画 問 題 で あ り,目

的 関 数 は 記 の 狭 義 凸 関 数 で あ る こ とか ら,妖 ん)は た だ 一 つ に決 定 され る.
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定理4。2Z(h)は,hに 関 して単調 増加 で ある.

証 明

ん〉 んに対 して

z(h)一z(h)

一 一1
=1{繭m+L'(h)6・}・i(h)+礁 σ曾頑 シ ψ))2σ み

+書{一+蜘}:・i(ん)一 瓦 書 酬(シ(ん))2σk

解Xi(ん)はPfp(ん)の 最適 解 で あ る こ とか ら次 の こ とが成 り立つ.

≧ 一書{一+〃(h)聯)+瓦 書σ榊(書 齢))2σk

+書 陣 蝋}・i(h)一 瓦 書σ拠(蝋 書聯))2σ み

れ

一 一{五*(ん)一 五*(ん)}Σ δ茜(ん)

i=1

>0

証 明終

最適 値 がh=1の とき,Z(1)≦ 一μむ(1)が 成 り立つ な らば,そ の ときの解x(1)は 最適解

で あ る。 した が って,以 下 では,0〈 んく1にPfpの 最適 値 が あ る場合 のみ を考 え る.こ の

とき,次 の 定理 が成 り立つ 。

定理4。3Pfp(h)の 最適解 がPfpの 最適解 と一致す るた めの必要十分条件 は最適値 がZ(h)=

一μ叡 ん)と な る こ とで あ る.

延 明

まず必 要性 を証 明す る.

Z(h)=一pa6(h)と な るhをhO,そ の最適解 をxoと す る と

一£{一+聯}・9+礁 σ蝋 シ9)2σ み μ乙(ん・)
i=1
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よ り制約条件(4.38)を 満 たす.ま た制約 条件(4.42)(4.43)と 制 約条件(4.39)(4.40)

は等 しいた め,P∫pの 制約 条 件 を全 て満 た してい る。ん 〉 んoの ん がP∫pの 解 で

あ る と仮 定す る.Z(ん)は 単調増 加 関数 であ る か ら,Z(ん)>Z(んo)=一 μ叡 んo)

とな り 制 約 条件(4.38)に 矛 盾 す る.

次 に十 分性 を証 明す る.

蔚 書{一+蝋}賜+・ 一一礁 σ叙 浄 銑)2σみ

にお い て8>0で,最 適 解(¢*,ん*)が あ る と仮 定 す る と,

μ乙(ん*)一書{鰍 齢 聯}・ ま+・一一礁 σ組 書嗣)2σ み

とな り,μ 乙(ん)が単調 増加 かつ 連続 であ る こ とか ら

μと(ん)一書{一+螂}・ ぽ一一礁 σ纏 ・+(書 嘱)2σ 鑑

を満 たす ん*〈 んとな る ん が存在 す る.こ れ は ん*が最適 解 で あ る こ とに矛 盾 す

る。また,s<0で は制約条件(4.38)は 満 た され ないた め5=0と な り,21(ん*)=

一μき(ん*)とな る .

証 明終

部分問題Pfp(ん)を 効率的に解 くため,さ らに次の補助 問題P5p(h)を 導入す る.

聯)・minimiz・R{れ 一Σ@+β 搬+五*(ん)δ 、
i=1)Xi}

+誓{書 σ叙 薯亀)2ah}(4・44)

れ
subjectto]£xi=1(4.45)

i=1

0≦:Vi≦"〉`i,i=1,.一 一,n(4.46)

補 助 問題P死(h)はRを パ ラ メー タ とす るパ ラメ トリック2次 計 画 問題 で あ り,P5
p(h)と

Pfp(h)の 制 約条件 を満 たす範 囲 は等 しい 。

問題P先(h)の 最適解 をaR(h),最 適値 をZR(h)で 表 す と次 の定理 が成 り立つ.
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定 理4.4ZR(h)はhに 関 して単調 増加 で ある.

証 明

ん〉 んに対 して補助 問題 の 目的 関数 の値 の差 は次の よ うに計 算 され る.

zR(h)一zR(ん)

一R{れ一Σ{d汁 爾 祝+L*(h)δi}:Vi(h
i=1)}+誓{書 榊(書 劇 ん))2σh}

一R{れ一Σ{α・+蕨㌦+〃(ん)δ・
i=1}剃 一讐{書 緬(書 鋼 ん))2σ:}

ノ ノ

Xi(h)はPfp(h)の 最適 解 で あ る こ とか ら次 の計算 式 が成 り立っ.

≧R{れ 一Σ{d汁 β・㌦+五*(ん)δ・
i=1}姻}+誓{書 榊(書 卿))2σk}

一R{ゆ一Σ{d・+恥+五*(ん)δ ・

i=1}x・(h)}一 誓{書 σ漸(書 卿))2σ:}

れ

一 一R{五*(ん)一L*(ん)}Σ ・s,・,(ん)

i=1

>0

証 明終

定理4.5R=Σ 寡1σ多蝋 ん)2一ト(Σ;=ユ,BiX、(h))2σ残 な らばP髭(h)の 最適解xR(h)はPfp(h)

の最適 解 妖 ん)に 一 致す る.

.証明

部分 問題Pfp(h)に 対す るキ ュー ン ・タ ッカ ー条 件KTP(h)は 次 の よ うに表 さ

れ る.

σ麺 乞+σ 盆β乞Σ撫1β 轟KTP(h)
:一@十 β`ゲm十L*(h)δi)十Kt

Σ雛、σ摺+(Σ1=、 伽,)2σk

一ブ、+ブ2-k、i+k2i=0(1≦i≦n)
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れ

ΣXi-1+m、
i=1

れ

Σx・+m・ 一1
i==1

ωi+m3i一"Yi(1≦i≦n)

れ

」・m・+」 ・m・+Σ{k・ ・X・+k・im・i}一 〇

i=1

ゴ1,ゴ2,ml,m2,m3i,kli,k2i,xi≧0(4.47)

補 助 問題P5p(h)の キ ュ ー ン ・タ ッカ ー 条 件KTpR(h)は 次 の よ うに 表 され る.

KTpR(ん): 一晦 縣+L*(ん)δ∂+瓦(σ2嘱 噌 嗣

一ブi十ブ1一 磯 十 碓=0(1≦i≦n)

Σ 嘱 一1+ml
i=1

れ

Σ 履+m5-1
¢=1

履 十m§ ¢='γ ¢(1≦i≦n)

れ

ブimi+ブ るm灸+Σ{κi厩+kS、msi}一 〇
¢=1

ブ1,ゴ1,ml,mう,m5i,醜,碓,履 ≧0

)

(4.48)

(4.47)と(4.48)を 比 較 す る こ とに よ りR=

な らば 労=Rゴ1,ゐ=埼2,

m2,m§ 琶=m36,喝=銑 が 成 り立 っ こ とが わ か る。

Σ集、σ多記,(ん)2+(Σ 匙、β,η(ん))2σ嬬

祐 一 磁 、信,脇 一 磁2信,m生 一m、,%一

証 明 終

補 題4.6一 ΣL1{磯 十 β¢7rm十 五*(ん)δ乞}蝋 ん)はRに 関 して 単 調 減 少 で あ る.
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証明

鴻 くRと す る.xR(h)はP5p(h)の 最 適解 で あ り,解 は ただ一 つ で あ るこ とか ら

R{一1
=1(一+〃(曜(h)}+誓{1=1・ 鋸+(薯 聯))2σk}

<R{一 書(一m+L*(曜(h)}+讐{書 ・露+(1
=,&xtr(h))2・k}

とな り,変 形 す る と次の 関係 式 が得 られ る.

R{一1
=1(　 一(h)δ の・昇(h)}一R{一 書(a・+6・ ・.+L*(h)繍 ん)}

+警{書梱 綱+礁 蜘)2一(書蜘)2}}

<0(4.49)

同様 にcR(h)はP5p(h)の 最適 解 で あ るこ とか ら,次 の関係 式 が得 られ る.

R{れ一Σ@+卵m+L*(h)δi
i=1)・ 野(h)}一R{一 書 一 叫)δ ・)・R(h)i}

+警{書・締 綱+・k{(書 伽昇(h))2一(書飾))2}}

>0(4.50)

(4.49)(4.50)を 辺 々 引 く と次 の 関 係 式 が 得 られ る.

細{(一1 -i(繭 訓 ん)δ卿))

一C書 鰍 齢 蝋)♂(ん))}〉 ・

ノ

(R-R)〈0よ り

れ れ ノ

ーΣ(d、+縣+L*(h)δ ∂ぜ(h)〈 一Σ@+縣+L*(h)δ ・)・野(ん)

i=1iニ=1

が成 り立っ.
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証明終

補題4・7跳 σ輝(h)2+(Σ 』 隣硝(h))2σZはRに 関 して単縄 力ロである.

証明

ノ ノ ノ

R<Rと す る とxR(h)はP5p(h)の 最適解 であ るこ とか ら次の関係式 が得 られ る.

k{一書一+L*(曜(h)}+誓{書 姻+(書 曜(h))2σk}

<・i2{一書一+〃(曙(h)}+警{書 σ翻+(書 曜(ん))2σk}

補題4.6か ら次 の こ とが成 り立つ.

れ れ
一 Σ@+7

mβi+L*(ん)δ ¢)硝(ん)〈 一 Σ(δi+r".βi+L*(h)δi)z野(h)
i==li=1

ゆ え に

一孚{{書σ細(書 飾))2a:}

一{書σ蜘(書 飾))2σ 鑑}}〉・

が 成 り立 つ.こ こ でt>1/2よ りKt>0で あ る か ら

れ れ

Σ@十 衡m十 五*(ん)δ乞)ザ(h)〉 Σ@十 爾m十 五*(h)δ2)xR(h)
i=1i=1

証明終

定 理4・8K(R)全R2一{Σ 雛、σ2・・(h)2+(Σi=、 伽 ・(h))2剃 とお く と,次 の こ と が成 り

立っ.

R*>R⇔K(R)<O

R*<R⇔K(R)>O

R*=R⇔K(R)=0
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証 明,

0≦R〈+○ ○は明 らかで あ り,♂(ん)はRに 関 して連続 で ある こ とか ら,K(R)

もRに 関 して連続 で あ る こ とが わ か る.8={副 Σ矩1α幽=b,0≦ 銑 ≦

%σ=1_η)}の 有 界性 よ りΣ雛1σ鉤 乞(ん)2+(Σ;」1β幽(ん))2σ嵩 く+Ooで あ る

た め,K(0)<0〈K(+OQ)と な り,最 適 値 を与 え る卯R(ん)はただ一 つで あ る こ と

が わか る。

証 明終

ある区 間 五B(ん)≦R≦ 砺(ん)で の基底行 列Bは,KTpRに レムケ法[44]な どを用い る

こ とに よって得 られ る.基 底 ベ ク トルdB,eB,9B(d捌,e翫,9B∂ をそれ ぞれ基 底行 列B

に対応 す る諺@∂ に 関す る部分 とす る と,硝(ん)は 次の形 に表 され る.

ω野(ん)一 駕B汁 θ・B汁9B・

ただ し五*(ん)=θ とす る.1((R)=0よ り

書σ揚・+σ喋 岬 ぬ)R2

書σ～聯 σ喋 塒d・ 軸+剛R

(1一

+{一2

+{一 書 σ～D～+σ喋 騨 ・}一・

が 得 られ る.た だ し 易 を 次 の よ うに 定 義 して い る.

Di=θeBi十9Bi

便 宜 上,(4.51)の 係 数 を次 の 塩,Qik,SiiCを 用 い て 表 す.

れ れ れ

Pil、一1一 Σ σ鴇 汁 嬬 Σ Σ 凧d・ ・曝
i=1i=1k=1

れ ゆ れ

Q、、 一 一2Σ σ～Dぬ+σll,Σ Σ5・ β・d・・dBk(Dぬ+D・d・ ・)
i=1i=1k=1

れ れ れ

s、k一 一Σ σiDi+σ 鑑Σ Σ β漁Dρ ・
i=1i=1鳶=1

(4.51)はRに 関す る2次 方程 式 で あ り,以 下の2つ の場合 に分 け られ る.

(4.51)
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1。R鳶=0の と き

R_」 塾
Q砒

2.鳥 鳶≠0の と き

　 …(一 磁+2燃
Q姦 一4Rた 亀 一Q萌 一

, 轟}4輪)

いずれ の場合 にお いて もRは 一 意 に決 定 され る.

以 上 の議 論 か ら,P∫p(ん)を 解 くた めの補助 アル ゴ リズ ムは次 の よ うにな る.

補 助 アル ゴ リズ ム

手 順1扇 ←0,Ru←M(Mは 十 分 大 き な 正 数),R←Ro(≧R∂ とす る.P先(ん)を 解 き

B,dB,eB,9B,五B(ん),砺(ん)を 求 め,手 順2へ 進 む.

手 順2κ(五B(ん))>0な らば,凡 ←Lβ(ん),R←Rz+凡/2と して手 順4へ 進 む.K(五B(ん))=

0な ら ば,卯;五B(ん)dB+θeB+9Bと して 終 了 す る.1((LB(ん))<0な らば,手 順3

へ 進 む .

手 順3κ(砺(ん))>0な らば,方 程 式 の 解R。,Rわ を 求 め 手 順5へ 進 む.K(砺(ん))=0

な ら ば,忽=ひB(ん)dB+θeB+9Bと して 終 了 す る.κ(砺(ん))<0な らば,扇 ←

砺(ん),R← 扇 十 」監/2と して 手 順4へ 進 む.

手 順4P髭(ん)を 解 きB,dB,eB,9B,五B(ん),砺(ん)を 求 め る.手 順2へ 戻 る.

手 順5R、 ∈[五B(ん),砺(刷 で あ れ ば,記;R。dB+θeB+gβ と して 終 了 す る.瑞 ∈

[五B(ん),砺(刷 で あ れ ば,勿=RbdB+θeB+9Bと して 終 了 す る.

定理4.9補 助 アル ゴ リズム は有 限回反 復 して終 了す る.

証 明

手順3が 終 わ った時点 で考 え られ る状 態 は次 の5つ で あ る.

(a)K(五B(ん))一 〇
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(b)K(σB(ん))=0

(c).κ(五B(ん))<o〈 κ(砺(ん))

(d)κ(LB(ん))>0

(e)κ(σB(ん))<o

(a)～(c)の 場 合 は明 らか にそ の時 点 で終 了す る.(d)お よび(e)の 場合,初 回 を除

い てLB(ん)≦(Rz+瑞)/2≦ 砺(ん)と な るこ とは明 らか で あ り,反 復 す る こ と

に 」㌦ 一 凡 は半減す る.ゆ えに,有 限回 の反復 でR(ん)∈[五B(ん),砺(ん)]が 求 め

られ,ア ル ゴ リズ ムは終 了す る.

証明終

[LB(ん),σB(ん)],か つ妖 ん)≧oを 満 たす んの範 囲 を1(B)で 表 し,

ん。全,up{ん1ん ∈1(B)},互 。全inf{ん1ん ∈∫(B)}

と定義 す る。さ らに次 の記 号 を定義 す る.

五:ん*の 上 限

ん:ん*の 下 限

ん。:現 在 の ん

B。:現 在 の基底 行 列B

この とき,P∫pを 解 くた めの アル ゴ リズム は次 の よ うにな る。

主 ア ル ゴ リズ ム

手 順1P∫p(1)を 補 助 ア ル ゴ リズ ム を用 い て 解 き,妖1),Z(1)を 求 め る.Z(1)≦ 一μ叡1)な ら

ば,げ ← ¢(1)で 終 了 す る.Z(1)>0な らば,ん ←1,互 ←0,ん 。← ん([0,1]の 任 意 の 値),1～o←0

と して 手 順2へ 進 む.

手 順2P∫p(んc)を 補 助 ア ル ゴ リズ ム を 用 い て 解 き,妖 ん,),B。,1(B。)を 求 め る.

Z他B 。)≦一μ叡 ん。)≦Z⑦B。)な ら ば,Z(蟻)=一 μ乙(蟻)の 蟻 を求 め,

げ ←R(ん む)d:B+蟻eB+gβ と して 終 了 す る.Z⑦B。)<一 μ乙(ん。)な ら ば手 順3へ 進 む 。

Z(互B。)〉 一泌(ん 。)な ら ば手 順4へ 進 む.
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手 順3P∫p(んR(ん β))を 解 きZ(んR(んB))を 求 め る.Z(んR(んB))=一 μ乙(んR(んB))な らば,げ ← 妖 んR(んβ))

で 終 了 す る.Z(んR(んB))〈 一μ叡 んR(んB))か っ

{んB。z(ん)一 五Z⑦B。)}/{Z(五)一Z(んB。)}〈 んR(んB)な ら ば,ん 。← んR(んB),互← んB。と して 手

順2へ 戻 る.そ れ 以 外 は,ん 。←{んB。Z(ん)一 んZ(んB。)}/{Z(ん)一Z(んB。)},互 ← んβ.と し

て 手 順2へ 戻 る.

手 順4P∫p(んR(互 β))を 解 い てZ(んR(互B))を 求 め る.Z(んR(互 β))=一 μ叡 んR(互B))な ら ば,aδ*←

妖 んR(互B))で 終 了 す る.Z(んR(互B))〉 一μ乙(んR(互B))か っ

んR(互β)<佐B 。Zω 一互Z色 β。)}/{Z(動 一Z(互B。)}な らば,ん 。← んR(亘B),ん← 互B。と して手

順2へ 戻 る 。そ れ 以 外 は,ん 。←{互B。Z(互)一 互Z(血B。)}/{Z(互)一Z色B 。)},ん← 血B.と して

手 順2へ 戻 る.

定 理4.10主 アル ゴ リズ ムは有 限 回反 復 して終 了す る.

証明

す べ ての んに対 してP先(ん)の キュー ン ・タ ッカー条件 は(4.48)の 形 に書 くこ と

がで きる.ま た,変 数 の数 は有 限で あ るた め非負 かつ相 補性 を満 たす基底行 列.B

の数 も有 限で あ る.R(ん)は1つ の基 底行 列B(ん)に 対応 し,ん は基底行 列B(ん)

によって決定 され る ∫(B)に 分割 され てい る.主 アル ゴ リズムはそれ ぞれ の1(.B)

を多 く とも一度 しか探 索 しない た め,有 限回反復 後 に最適解 を求 めて終了す る.

証明終

4.3.3β 値 が フ ァ ジ ィ数 で あ る 場 合

本節では証券 乞のβ値が次 に表 され るファジィ数B乞 である場合について考察す る.

B乞=(β 乞,ξ∂五

z=Σ 雛1c轟 を表す フ ァジ ィラ ンダム変 数 σ(ω)は 拡 張原 理 によ り

σ(ω)一(書(砺臨+噺 幽mの
、
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で表す こ とがで き る.前 節 と同様 に して フ ァジ ィ目標 σ をメ ンバ シ ップ関数μGで 特性付 け

られ る フ ァジ ィ集 合 と し,可 能性 分布 μGの 下で σ で あ る可能 性測 度 を次 のHσ(ω)で与 え る.

n。(。)(0)一 ・upmin(μ ・(。)(・),μ ・(・))
z

次 の問題 を考 える。

Pβ1:maximizeh

れ
subjecttoΣXi;1

i=1

0≦ 錫 ≦ ・γi,乞=1,e■ ・,n

Pr(H・(。)(σ)≧ ん)≧ オ

Hσ(ω)(G)≧hを 変 形す る と次 の よ うにな る.

・upmin(μ ・(。)(・),μ ・(z))≧h

⇔ ヨ・・吻(。)(の ≧ ん,μG(の ≧ ん

⇔一1一 書顎+り ≧い≧劇

れ れ

⇔ ヨz:z≦ Σ(α 汁 β翫+ε 轟+五*(ん)r.Σ ξiXi,z≧ μと(ん)
i=1i=1

れ れ

⇔ μ乙(h)≦ Σ(…+β ・r.+・i)Xi+五*(h)r.Σ&xi
i=1i=1

よ っ て 問題Pβ1は 次 の 問 題Pβ2と な る.

Pβ2:maximizeh

れ

・ubjectt・ Σ ・・一1

i=1

0≦ 銑 ≦ ・'γi,乞=1,..・,n

≦1≦1)

(4.52)

(4。53)

(4.54)

(4.55)

(4.56)

(4.57)

(4。58)

P《 μ乙(ん)≦Σ 励 轟)訓 ん)・mΣξ轟 ≧オ(4・59)
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正規分布の性質 より

(Tm一γm){書嘱+君(ん)書 亀}+書 購

{書(5,+L・(h)c,)Ci}2σh+書 σ乱・1

は標 準正 規分 布N(0,1)に 従 うこ とか ら,問 題Pβ2の 制約 式 は次 の等価 確 定条 件 に変換 で

き る.

れ れ

μと(ん)一Σ α轟 一 ㌦ Σ(厩+五*(ん)ら)賜
i==1i=1

≦ 一Kt{薯(6・+L・(h)agi)・i}2σk+書 σ認

よ っ てPβ2は 次 の確 定 問 題 と等 価 とな る.

Pβ:maximizeh(4.60) れ
subjecttoΣ 銑=1(4.61)

i==1

0≦Xi≦r>(i,i=1,..。,n(4.62)

れ れ

μと(ん)一Σ α轟 一㌦ Σ(鳥+五*(ん)亀)銑
i=1i=1

≦ 一Kt{書(6・+L・(h)ω 銑}2a:+書 σ謳 多(4・63)

問題Pβ はh一 定の とき,凸 計画問題 とな り,制 約条件を満 たす集合が有界凸集合 になっ

ていることに着 目して次の部分問題Pβ(h)を 導入す る.

れ れ

Pβ(h):minimize一 Σ αiXi一 ㌦ Σ 繊+L*(ん)t!i)Xi

i=1i=1

+Kt{書(細 咽2σ み+書 σ瀦(4・64)

れ
subjecttoΣxi=1(4.65)

i=1

0≦Xz≦O(i,i=1,...,n(4.66)
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問題Pβ(ん)は 明 らか にXpの 狭 義 凸 関数 で あ り,Pβ(ん)の 最適 解 をXp(ん),最 適 値 をZβ(ん)で

表す と詔β(ん)はただ一 つ に決 ま る.ま た,こ の とき次 の定理 が成 り立つ.

定 理4.11Zβ(ん)は,hに 関 して単調 増加 で あ る.

垂 明

ん〉 んに対 して次 の計 算式 が成 り立っ.

zβ(ん)一zβ(ん)

一 一書{一 蝋}・ ・,(h)+礁 輔+(書 卿))2σ:

+1
=1{一m+蝋}嘱 ん)一瓦 書輔+(書 瞬(h))2σ み

Xpi(h)はPβ(h)の 最適 解 で あ るか ら

≧ 一1
=1{α¢+β乞7rm+五*(ん)c・}…(h)+瓦 書 σ諏(h)・+(1=,5ixp,(h))2σk

+書{一 嚥}嘱 ん)一瓦 書 輔+(書 卿))2σk

れ

一 一{五*(ん)一 五*(ん)}Σ ξ仰 ・(ん)

i==1

五*(ん)の単調非増加性か ら

>0

証 明終

次 に部 分 問題 と元 の問題 との関係 につ い て考 察す る.ま ず,h=1の とき,Z(1)≦ 泌(1)

が成 り立っ な らば,そ の ときの解x(1)は 最適 解 で あ る こ と明 らかで あ る。よって以 下 では,

0<h〈1にPβ の 最適 値 が あ る場合 のみ を考 え る.こ の場合 には次 の 定理 が成 り立つ.

定理4.12Pβ(h)の 最適解 がPβ の最適解 と一致す るための必要十分条件 は最適値 がZβ(h)=

一μ乙(ん)とな る こ とで あ る.
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証明

まず必 要性 を証 明す る.Zβ(h)=一 泌(h)と な るhをhO,そ の最適 解 をx2(h)と

す ると

れ
一Σ{砺+β 乞7r

m+五*(んo)ξ,}x2i(h)
i=1

+礁 蝿(h)2+(薯 蝿(h))2嬬 一 μと(h・)

よ り制 約 条 件(4.63)を 満 たす 。ま た制 約 条 件(4.65)(4.66)と 制 約 条 件(4.61)(4.62)

ノ ノ

は等 しい ため,Pβ の制約 条 件 を全 て満 た して い る.h>hOのhがPβ の解 で あ
ノ

る と仮定 す る.zβ(h)は 単調増加 で あ るた め,Zβ(h)>Zβ(hO)=一 μ乙(hO)と な

り 制約 条件(4.63)に 矛盾 す る。

次 に十分性 を証 明す る.

μ乙(h)一書襯 祠 聯 底+・一一礁 蝿+(書 囑)2σh

にお いて8>0で,最 適 解(笏,h*)が あ る と仮 定す る と,

μb(h*)一書{・fi+齢 〃(h・)c・}・b,+s一一礁 輪 ・+(書 嶋)2σk

とな り,μ乙(ん)が単調 増加 かつ連 続 で あ るこ とか ら

μと(A)一書{一+蝋}・bi一 一礁 嘱 ・+(書 蝋)2σ 鑑

を満 た す ん*〈 んとな る んが 存 在 す る.こ れ は ん*が 最 適 解 で あ る こ とに矛 盾 す る。

ま た,s〈0で あ る とす る と,制 約 条 件(4.63)を 満 た さ な い.し た が っ てs=O

で あ り,Zβ(h*)=一pab(h*)と な る.

証 明 終

問題Pβ(ん)を 解 くた め,さ らに次 の補助 問題Pが(ん)を 導入 す る.

P彦(ん)・minimizeR(一 書 α… 一㌔ 書(網 ん)ξ・)・・
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+誓{(書(綱 綱2嬬+躯}(4・67)

れ
subjecttoΣxi=1(4・68)

i==1

0≦c、 ≦"〉・i,i-1,_,n(4・69)

補 助 問題PE(h)はRを パ ラメー タ とす るパ ラ メ トリック2次 計 醐 題 とな って お り,PE(h)

とP,(h)の 制 約 条件 を灘 櫛 囲 ま等 しい こ とに臆 す る繭 助 問 題ps(h)の 最礁 を

略(h),最 適 値 をZ細 とす る とき,次 の 定理 が成 り立っ ・

定理4.13R={ΣL1(β1+五*(ん)ξ 、)毎(ん)}2σみ+ΣL1σ ぎ、肱(ん)な らばPβ(ん)の 最適

解 婿(ん)はPβ(ん)の 最適 解 鞠(ん)に 一 致す る.

証 明

部 分 問 題P,(ん)に 対 す る キ ュー ン ・タ ッ カ ー 条 件KTP・(ん)は 次 の よ うに 表 さ

れ る.

KTPβ(ん):一{α 乞+7m(β 乞+L*(ん)ξ 信)}

σ鑑(β汁L*(ん)ξ ∂{Σ1L1(βi+五*(ん)ξ ∂賜}+σ3μ 琶
十瓦

{Σ 案=1(β琶+L*(ん)ξ,)ω,}2σ 蓋+ΣL1σ ゑ姥

一P、+P、 一q、i+q,i-0(1≦i≦n)

れ

ΣXi-1+・ ・
i==1

れ

Σ ・・+s・ 一1
i=1

Xi+s3i;%i=1,…,n

れ

P、・、+P、 ・、+Σ{q…i+q・i・ ・i}一 〇
i==1

P、,P、,q、 、,q、 、,・ 、,・ 、,・,i,…i≧0(4・70)

補 助 問題 瑠 ん)の キ ュー ン ・タ ッカ條 手牛KT轍 ん)は 次 の よ うに表 され る・

KTP号(ん):一 」配{α乞+7rm(属 一+L*(ん)ξ∂}
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蹴 蘭 ん)ξ・){れΣ(β汁L*(ん)ξ∂媛
i=1}曙

一pl十P灸 一ql
i十qSi;0,i=1,_,n

れ

Σ 履 一1+sl
i=1

れ

Σ 履+sl-1
i=1

ω1一ト85i=つ 億(1≦i≦n)

れ

pl・i+P皇 ・皇+Σ{ql厩+q6、85i}一 〇
i=1

pl,pS,q{i,qSi,81,s灸,8§i,ω1≧0(4.71)

(4.70)と(4。71)を 比 較 す る こ と に よ り

R一{1
=1(6・+L・(h)c・)・・(h)}2σh+書 卿)

な ら ばpl=RPi,鮪=Rp2,qli=Rq2i,sl=81,S5=82,S§i=S3i,嘱=Xi

が 成 り 立 っ.

証 明 終

補 題4.14-2)1,.1aixβ 、一 ㌦ Σ梁1(β 信+L*(h)ξi)Xi3iはRに 関 し て 単 調 減 少 で あ る

証 明

ノ

R<Rに 対 し,曜(h)がPβ(h)の 最適 解 で あ る こ とか ら次の 不等式 が成 り立っ.

R(一 書 畷 一㌦ 書(5・+L・(h)6i)・の

+讐{{1
=1(卿)卿)}2σlt+書 σ羅2(h)}

<R(π π一Σ α畷 一㌦ Σ(β汁 君(ん
乞=1乞=1)ξ 圃

+孚{{孟(鋼(ん 慮(ん)}2σ 鑑+書 σ瀦2(h)}



72第4章 不確定状況下でのポー トフォリオ選択 問題

変形す ると次の関係式が得 られ る.

R{れΣ α綴(ん
i=1)一 峨(h))+㌦({書(6,+L・(h)ξ 紬 ん)}

一{書(β,+L・(h)c,)峨(ん)})}+与 確(h)2一 伽2}

<0(4.72)

同様に してxe(h)がP激 ん)の最適解であることか ら次の不等式 が成 り立っ.

R{書 α・(峨(h)一畷(h))+㌔({書(5・+L・(h)ξ ∂峨(h)}

一{薯(5,+L・(h)ξ1)峨(h)})}+誓 粥(h)2一 峨(h)2}

>0(4.73)

(4.72)(4。73)を 辺 々 引 く と次 の 関係 式 が 得 られ る.

(R-R)・{書 α柳 一峨(h))

+㌦({書(騨)ξ 卿)}一{書(β ・+〃(ん)卿)})}<・

ノ

(R-R)>0よ り

れ れ

一Σ α畷(ん)一 ㌦ Σ(β汁 五*(ん)ξ∂峨(ん)

i=1i=:1

れ れ ノ

<一 Σ α畷(h)一 ㌔ Σ 似+L*(h)ξ ∂峨(h)
i=1i=1

証明終

補 題4.・5{ΣL、(β ・+L・(h)ξ・)峨(h)}2σ 残+路 σ瀦(h)2はRに 関 して 単調増 加 で あ

る.
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証明

ノ ノ ノ

R<Rに 対 し,曜(h)がPが(h)の 最適解 であ るこ とか ら,次 の不等式 が成 り立 っ。

晦(ん)一 書 卿)一 ㌦書(属+〃(ん 麗(ん))

+孚{1
-i(6・+L・(h)卿)2a:+書 輔 ん)2}

〈 晦(ん)一 書 α滅(ん)一蟷(属+雌 慮(ん))

+矩 網 ん慮(h)2σk+書 轡)2}(4・74)

ま た,補 題4.14か ら次の不 等式 が成 り立っ.

れ れ

一Σ α畷(h)一 ㌦ Σ(属+L*(h)ξ ∂峨(h)

i=1i=1

n7L

〈 一Σ α畷(ん)イmΣ(β 汁 五*(ん)ξ∂峨(ん)
乞=1乞=1

(4.74),(4.75)か ら次 の 不 等 式 が 導 か れ る.

一誓{{薯(叫)鋤)}2σ 盆+書嚇}

〉一誓{{書(聯)鱒)}2σ 鑑+書蝿}

とな る.瓦>0よ り,次 の こ とが 成 り立 っ.

{Σ(属+五*(ん盛=1)ξ 卿)}2σ 鑑+書 縣

く{書(β 琶+五*(ん)ξ卿)}2σ 鑑+書 嘱

定 理4.16

κ曲 ・一{れΣ(鳥+五*(ん)⇔ 錯(ん
i=1)}2σ 盆一薯 σ乙げ(ん)・

(4.75)

証明終
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とお く と

R*>R

R*<R

R*=R

⇔

⇔

⇔

.κ㈹ 〈o

.κ(R)>o

K(R)一 〇

証明

明 らかに ・≦R〈+・ ・であ り,{Σ 雅、(鳥+姻 ξ∂・野(ん)}2齢 ΣL、 σ鯉(ん)2

がRに 関 して 連 続 で あ る こ と か ら,K(R)もRに 関 して 連 続 で あ る こ と が わ か

る.ま た,S={xlΣ1=iαixi=b,0≦Ci≦ 筋(i=1_n)}の 有 界 性 よ り

{れΣ(β、+L*(ん)ξのぜ(hi=1)}2σ鑑+書 σ乱継+・ ・

で あ る こ とか らK(0)<0<K(+○ ○)と な る.最 適値 を与 え る 錯(h)は た だ一 っ

で あ るた め,補 題4.15と 平均 値 の定理 か ら定 理4.16が 成 り立っ こ とがわ か る.

証 明終

あ る区間Lo(h)≦R≦Uo(h)で の基 底行 列0は,KTpRに レム ケ法[44]な どを適用 して解

くことに よ り得 られ,db,eb,gb(4包,e包,g6i)を それ ぞれ基底行 列CのxR(h)@敷 ん))

に関す る部分 とす る と,xR(h)は 次 の形 で表 され る.

ノ ノ ノ
xR(h)=Rdc十'reo十90

た だ し,7=L*(h)と す る.K(R)=0よ り

(レ σ喋 瓦嚇 一書 σ乱4のR2

一{れ れσ鑑Σ ΣE汲(F・db、+F,db,

i=1k=1)+2書 蝿}R

一一(σ喋 瓦照+書 σ調(4・76)

が 得 られ る.た だ し,瓦,瓦 を 次 の よ うに定 義 す る.

Ei=β 乞+'「ξ琶
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瓦 一Te翫+9銚

便 宜上,(4.76)の 係 数 を次 の よ うに定義 す る.

環 一(ト σ喋 購 砿 σ乱4の

Ql・ 一 一{れ れσhZ)ΣE・Ek(」F・db、+F,db,
i=1k==1)+2書 鵜}

亀 一 一(σ礪 瓦職+書 司

(4.76)はRに 関す る2次 方程 式 で あ り,以 下 の2つ の場 合 に分 け られ る.

1.罵 た=0の とき

R__堕Q観

2。罵ん≠0の とき

一91、土q、2-4環31
、R=

2環

いず れ の場合 にお い て もRは 一 意 に決 定 され る.

以上 の こ とか ら補助 問題Pβ(ん)を 解 くた めの アル ゴ リズム は次 の よ うにな る.

補 助 アル ゴ リズム2

手 順1Rz← ΣL1σ 書、,凡 ←M(Mは 十分 大 きな正 数),R←Ro(≧R`)と す る.P訊 ん)

を解 き0,dと,eと,gと,五 〇(ん),σb(ん)を 求 め る.手 順2へ 進 む.

手順21((乙o(ん))>0な らば,凡 ← 五〇(ん),R←(R」+凡)/2と して 手順4へ 進 む.

κ¢o(ん))=0な らば,ω2=dと ≠o(ん)+e8評+g包 と して終 了す る.K(Lo(ん))<0

な らば,手 順3へ 進 む.

手順3K(砺(ん))>0な らば,方 程 式 の解 瑳,Rlを 求 め手順5へ 進 む.1((砺(ん))=0な

らば,η=d包 砺(ん)+eと 評+g包 と して終 了す る.κ(砺(ん))<0な らば,扇 ←

砺(ん),R←(品 十 瑞)/2と して手順4へ 進 む.

手 順4Pが(ん)を 解 き0,dと,eと,gと,五 σ(ん),砺(ん)を 求 め る.手 順2へ 戻 る.
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手 順5Raが[五 〇(ん),砺(ん)]の 中 に あれ ば,銑=娠Ra+eと π+g往 と して終 了す る.罵

が[五〇(ん),砺(ん)]の 中に あれ ば,錫=4とi罵+e包 丁+gaと して終 了す る.

定理4.17ア ル ゴ リズ ム2は 有 限回反 復 して 終 了す る.

証 明

手 順3が 終わ った 時点 で考 え られ る状態 は次 の5つ で あ る.

(a)κ(Lo(ん))一 〇

(b)K(しb(ん))=0

(c)K(五 。(ん))<o<κ(砺(ん))

(d)K(Lσ(ん))>0

(e)K(砺(ん))〈o

(a)～(c)の 場 合 は明 らかにそ の時 点 で終 了す る.(d)ま た は(e)の 場合,初 回 を除

いて 五〇(ん)≦(扇+凡)/2≦ 砺(ん)と な るこ とは明 らかで あ り・1㌦ 一瓦 は反復

す る こ とに必 ず 半減 す る.ゆ えに,有 限 回反復 した後R(ん)∈[五 〇(ん),砺(ん)]が

求 め られ,ア ル ゴ リズ ムは終 了す る.

証 明終

[Lo(ん),砺(ん)],妖 ん)≧0を 満 たす んの範 囲 を ∫(σ)で 表 し,

互。全inf{ん1ん ∈∫(σ)}

と定義 し,さ らに次 の記 号 を導入 す る.

ん。:現 在 の ん

σ,:現 在 の基 底行 列0

この とき次 の定理 が成 り立っ.

定 理4.18基 底行 列σ すべ て の集 合 をTと す る と,ε 〈min価o一 互010∈T}を 満 たすε

が存在 す る.
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証明

すべ ての んに対 してP吾(ん)の キュー ン ・タ ッカー条件KTP激 ん)は 等 しい.ま た,

変数の数は有限であ り,ま た非負 かつ相補性 を満たす基底行列0の 数 も有限で

あることか ら明 らかである.

証明終

以 上 の議 論 か ら,Pβ を解 くアル ゴ リズ ムは次 の よ うにな る.

主アル ゴリズム2

手」頂1Pβ(1)を 補助 アル ゴ リズム2を 使 って解 き,卯 β(1),Zβ(1),∫(0。)を 求 め る.易(1)≦

一μ乙(1)な らば
,略 ← 鞠(1)で 終 了す る.Zβ(1)〉 一μ乙(1)な らば,1(0。)でZβ(ん)〉

一泌(ん)と な る んノを求 め
,存 在 す るな らば,そ の ん'の中で 最 大 の ん'をん*と し,鰭 ←

記β(ん*)として終 了.存 在 しな けれ ば手順3へ 進 む.

手順2Pβ(んc)を 補助 アル ゴ リズム2を 使 って解 き,鞠(ん 。),基 底 行列0。,1(σ 。)を求 め る.

1(σ 。)でZβ(ん)〉 一μδ(ん)とな る ん'を求 め,存 在 す るな らばそ の ん'の中で最 大 の ん'を

が と し,笏 ← 鮪(ん*)で 終 了す る.存 在 しな けれ ば手順3へ 進 む.

手 順3んo← 互o一 ε(εは十 分小 さな正数)と して手順2へ 戻 る.

上記のアル ゴリズムに対 して次の定理が成 り立つ.

定 理4.19主 アル ゴ リズ ムは有 限 回反 復 して終 了す る。

証 明

基 底行列 σの個 数 は有 限で,R(ん)は あ る1つ の基底 行列0(ん)に 対応 し,ん は基

底 行列 σ(ん)に よっ て決定 され る ∫(σ)に 分割 され てい る.主 アル ゴ リズ ム2は

それ ぞれ の ∫(0)を 多 く とも一度 しか探索 しな いた め,有 限 回反 復 した後,最 適

解 を求 めて終 了す る.

証明終
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4.4数 値 計算 結 果

本 節 で は,次 ペ ー ジ に挙 げ る29銘 柄 の証 券 と無 リス ク証券 として の コール を用 いて,計

30銘 柄 で数値解 析 を行 った結果 につ いて示 す.モ デル は4.3.2節 にお け るα値 が フ ァジ ィ ラ

ンダム変 数 とした場 合 を用い た.市 場 ポー トフォ リオ にはTOPIXを 採 用 し,1995年4月 か

ら1998年11,月 まで の,1ヶ.月 あた りの収 益 率 を も とに各 証 券 の α値,β 値,及 び標 準偏 差 σ

を最 小二 乗法 に よって求 めた.ま た ファジ ィラ ンダ ム変 数 の広 が りδにつ い ては,日 経金 融

新 聞(1999年1月4日21面)を 参 考 に決定 した.各 銘柄 の α値,β 値,標 準偏 差 σ,フ ァジ ィ

数 の広 が りδの比,及 び1998年12月30日 の終値 は次 のペー ジの表4.1に 示 した通 りで あ る.

各証 券 の上 限%は す べ て0.1と した.29銘 柄 の証 券 の 中で最 大 の幅 δmを5,10と した

とき,及 び従 来 のモ デル を用 い た とき の資金 配 分比 率 とそ の ときの期 待 収益 率及 び満 足 度

を表2に 示 す.

さ らに,各 証 券 の1998年12,月30日 か ら1ヶ.月 間 の収益 率及 び,そ の期 間 に表4.2の 資金

配 分 比率 で投 資 した場合 の総収 益率 を表4.3に 示 す.
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表4.1 銘柄別のパ ラメータの値

α値 β値 σ δの比 1株 あた りの価格

日本水産 一1.80497 0.932422 8.767480009 0 130

帝国石油 一〇.428606 0.976273 6.457055769 0 335

大林組 0.492654 1.27447 7.759428381 0 542

ア サ ヒ ビ ー ノレ 1.6072 0.570617 4.291593876 0 1665

東洋紡 一〇.323271 0.893237 7.369162883 1 146

王子製紙 一〇.559481 0.809141 6.159332894 0 587

武田薬品工業 3,29359 0.538911 5.700195567 0 4350

富士写真 フイル ム 2.28389 0.836798 5.747526546 1 4200

日本石油 0.0120876 1.07727 7.270296823 0 394

ブ リジ ス トン 2.09664 0,98034 5,024454398 0 2565

日本板硝子 一〇.0795978 1.18429 8.92359023 1 318

新 日本製鉄 一〇.374059 1.05065 5.677126298 0 205

住友電気工業 0.808931 0.777289 4.95682828 0 1271

東京製鋼 一1 .10535 1.6686 8.171833454 1 152

コ マ ツ 0.753897 0.843487 5.98233579 1 593

富士通 1,34497 0。701 7.300603869 3 1505

トヨタ 自動 車 1.54391 0.708127 6.338197883 0 3070

シチズン時計 1.43847 1.14912 7.746386764 1 680

凸版印刷 1.07845 1.04804 6.623752116 0 1380

三菱商事 0.0516997 1.28218 6.394647574 1 650

東京三菱銀行 0.169057 1.50046 8.25010912 2 1170

三井不動産 0.616252 125433 5.934590483 1 855

東京急行電鉄 一〇.624011 121694 5.210556266 0 297

日本郵船 一〇.431323 0.536759 5.985803338 0 357

全 日本空輸 一1.27171 0.792111 7.530350629 0 383

三菱倉庫 0.378093 1。03002 6.693239694 0 1328

国際電話電信 一〇.496652 0.727398 8.99778381 2 3990

東京電力 0.345168 0.116522 3.789647134 0 2790

東映 一〇.112267 1.33576 6.783452815 1 334

コ ー ノレ(1ケ ,月) 0.54 0 0 0 100
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表4.2 最適資金配分比率

δ俄;5 δ㎜;10 従来のモデル

日本水産 0.000 0.000 0.000

帝国石油 0.000 0.000 0.017

大林組 0.000 0.000 0.010

アサ ヒ ビー ル 0。068 0.053 0.075

東洋紡 0.033 0.045 0.023

王子製紙 0.005 0.000 0.026

武田薬品工業 0.100 0.100 0.100

富士写真 フイルム 0,089 0.100 0.066

日本石油 0.000 0,000 0.016

ブ リジス トン 0.043 0.004 0.055

日本板硝子 0.012 0.014 0.006

新 日本製鉄 0.000 0.000 0.014

住友電気工業 0.035 0.004 0.049

東京製鋼 0.000 0.000 0.000

コマ ツ 0.059 0.085 0.043

富士通 0.100 0.100 0.059

トヨタ自動車 0.053 0.030 0.063

シチズン時計 0.044 0,061 0.031

凸版印刷 0.016 0.000 0.034

三菱商事 0.010 0.012 0.004

東京三菱銀行 0.022 0.074 0.000

三井不動産 0.024 0。032 0.015

東京急行電鉄 0.000 0.000 0.000

日本郵船 0.030 0.000 0.045

全 日本空輸 0.000 0.000 0.015

三菱倉庫 0.005 0.000 0.025

国際電話電信 0.069 0.100 0.028

東京電力 0.082 0.073 0.086

東映 0.002 0.001 0.000

コ ー ル(1ケ 月) 0.097 0.097 0.097

期待収益率 0.000 0.451 0.000

満足度 0.000 0.090 0.000
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表4.3 実際の収益率

収益率 δm=5 δm=10 従来のモデル

日本水産 一〇,77 0.000 0.000 0.000

帝国石油 一〇.30 0.000 0.000 一〇.005

大林組 一〇.18 0.000 0.000 一〇.002

アサ ヒビー ル 一5 ,83 一〇.396 一〇,309 一〇.437

東洋紡 4.79 0.026 0.216 0。110

王子製紙 2.90 0.015 0,000 0.075

武田薬品工業 。4 .60 一〇.460 一〇.460 一〇.460

富士写真 フイルム 2ユ4 0.190 0.214 0.141

日本石油 一4 .06 0.000 0.000 一〇.065

ブ リジ ス トン 一〇.58 一〇.025 一〇.002 一〇.032

日本板硝子 13.21 0.159 0,185 0.079

新 日本製鉄 0.49 0.000 0.000 0.001

住友電気工業 3.46 0.121 0.014 0。167

東京製鋼 7,24 0.000 0.000 0.000

コマ ツ 3.37 0.199 0.286 0.145

富士通 1.20 0.120 0.120 0.071

トヨタ自動車 一〇。33 一〇,017 一〇.010 一〇.021

シチズン時計 13.68 0.602 0.834 0.424

凸版印刷 一1 .23 一〇.020 0.000 一〇.042

三菱商事 2.46 0.025 0.030 0.010

東京三菱銀行 18.12 0.399 1.341 0.000

三井不動産 8.19 0.197 0.262 0.123

東京急行電鉄 0.67 0.000 0.000 0.000

日本郵船 一3 .36 一〇.101 0.000 一〇.151

全日本空輸 一3 .39 0.000 0.000 一〇.051

三菱倉庫 6.06 0.030 0.000 0.152

国際電話電信 0.25 0.017 0.025 0,007

東京電力 .9 .50 一〇.817 一〇。694 一〇.817

東映 15.57 0.031 0.016 0.000

コール(1ケ 月) 0.54 0.052 0.052 0,052

総収益率 0。647 2.120 一〇.454
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東 京三 菱銀行 へ の資金 配分 比率 に注 目す る と,従 来 のモ デル で は0。000で あ ったの に対

し,本 研 究 のモデ ル にお い てδmを5,10と 増加 す るにつ れ,0.022,0.074,と 増加 す る傾 向

に あ る.ま た,ト ヨタ 自動 車へ の資金 配 分比 率 に関 して は,従 来 で は0.063で あ った の に対

し,0.053,0.030,と 減 少す る傾 向 にあ る.一 般 に,δmの 値 が大 きい ほ ど資金 配 分 比率 は増

加 す る傾 向に あ る.

武 田薬 品工 業や,東 京製 鋼 は資 金配 分 比率 が δmの 値 に よ らない 。これ は前者 は α値 が

大 きいの に対 し,分 散 が小 さ くなってお り,一 方後者 に関 して はα値 が小 さいの に対 し,分

散 が 大 きい とい う性 質 が あ るた め と考 え られ る.

また,期 待 収益 率 に対 し満 足度 が0.000又 は0.090と 低 くな ったの は期待 収益 率 が0の

点 を満 足度0と 設 定 したた めで あ り,当 時の わが 国の経 済状態 の厳 しさを反映 して い るもの

と思 わ れ る.

4.5結 言

本章ではポー トフォ リオ選択問題 における単一指数モデル において熟練者の知識 を考慮

に入れたモデル を提案 し,効 率的なアル ゴ リズムの開発 を行い,最 後 に数値例 を示 した。提

案 したモデルは可能性測度のみ を最大化す るモデルであるが,最 適基準 として必然性測度

を用いたほ うが適当である場合 も考え られる.必 然性測度最大化モデル を考 えると同時に,

今後,多 くの数値計算を行ってモデル の検証 し,さ らに改良を進 めることが必要である.そ

の ことにより年金運用な どの現実の問題 に適用が可能にな ると思われ る.



第5章

不確実 ・不確定な係数 を含むナ ップサ ック

問題

5.1緒 言

本章では,不 確実 ・不確定な係数を含む線形ナ ップサ ック問題 を扱 う.ナ ップサ ック問

題 とは,あ る制約 の下で総価値 を最大にす る部分集合を選択す る問題であ り,重 量制限が

あるナ ップサ ックが与 えられてい る時に,ど の品物 をナ ップサ ックに詰 めるべ きかを決定

する問題か ら名前が付 けられてい る.例 としては,い くつかのプ ロジェク トがあ り,そ れ

ぞれのプロジェク トに対す る費用が与え られているときに,予 算制約内で価値 の総和が最

大になるプ ロジェク トの部分集合を選択す る問題がある.Ishiiら[26]は 線形ナ ップサ ック

問題において 目的関数の係数 が確率変数で表 され る場合 について意思決定法 を考え,効 率

的な解法を示 してい る.こ の問題は,経 済や状況の確率的な変動 によって,そ れぞれのプロ

ジェク トの価値が変化する場合に適用できるが,現 実の問題 においては,そ れぞれの事象

において価値がはっき りと知ることができず,熟 練者 によっておおよその値が見積 もられ

る場合 もあると考え られ る.そ のような場合,係 数は不確実 ・不確定な値 にな り,フ ァジィ

ランダム変数で表す ことができる。

まず,52節 では決定変数が連続である場合の意思決定法 を示す と共 に問題の構造 を十

分に利用 したアル ゴリズムを構築す る.次 に5.3節 で,ナ ップサ ック問題本来の決定変数が

離散的である場合 を扱い,動 的計画法を基に した効率的な解法を示 し,最 後の5.4節 で本章

についてま とめる.

83
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5.2決 定変数が連続値 を とる場合

次 のナ ップサ ック問題 を考 え る.

Pilncl:maximizeαx

れ
subjecttoΣ 解 ゴ=b,0≦ ωゴ ≦b」,ブ=1,2,…,n(5・1)

ゴ=1

た だ し,C=(C1,_,Cn),X=(Xl,_,ωn)tで あ り,Cゴ は 次 の メ ン バ シ ッ プ 関 数 に よ っ て 特

性 づ け られ る フ ァ ジ ィ ラ ン ダ ム 変 数Cj・(ω)と す る 。

μ・、(。)(cゴ)一

五(砺(劉(・ ・≦偽(ω))

R(cブ4ゴ(ωβ
ゴ))(凶 ω))

Lは[0,+○ ○)か ら[0,1]へ の関数 で0≦T≦ 〆にお いて狭義減 少 かつ 〆 ≧ γにお いて値0を と

る連続 関数 とし,Rも 同様 の条件 を満 たす もの とす る.ま たdゴ(ω)は 平均mゴ,分 散 σ多の正規

分布 に従 う確 率変 数 で あ る と し,αゴ,βゴはそ れぞれ 左右 の広 が りを表す パ ラメー タ とす る。

それ ぞれcゴ,ゴ=1,_,η はL-Rフ ァジ ィ数 にお い て 中心 が確 率変数 となって い るフ ァ

ジ ィラ ンダム変数 で あ る。 したが って,五 一Rフ ァジ ィ数 の演算 を用 いて計 算す る と,目 的

関数 ッ(=c勾 を表す フ ァジ ィラ ンダム変 数y(ω)は 次 の よ うにな る.

y(ω)一(シ(ψ ・,茎　 ,茎 伽 ・)
一

目的 関数 に対 して,"だ い たい ノ1以上 で あ る"と い うフ ァジ ィ目標 を設 定 し,メ ンバ シ ップ

関数μGで 特性 づ け られ るフ ァジ ィ集合 で表 す.メ ンバ シ ップ 関数 μGは 〃≧0で 定義 され,

〃≦ ゐ におい て0,ん ≦ 〃≦ ノ1にお いて 単調増加,!1≦ 〃におい て1を とる連 続 関数 で ある

とす る.目 的 関数値 の可 能性 分布 μGの 下で だい たい!1以 上 で あ る可能性 測 度 は次 の よ うに

な る.

ny(。)(G)一 ・upmi・{μy(。)ω μσω}
9

問題Pん π。1の意 思決 定法 と して次 の問題P禰2を 考 え る.

Pた πc2・maximizeん (5.2)
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・ubjectt・Pr(Hy(。)(G)≧h)≧ α(5・3)

れ
Σ αゴ賜=b,0≦ ωゴ ≦6ゴ,」=1,2,_,n(5.4)

ゴ=1

ただ し,α は意思決定者によって与え られ る確率 レベルでα>1/2を 満たす確 定値 とす る.

制約式においてfiy(ω)(G)≧hは 次の ように変形 され る.

・upmin{μy(。)ω,μG(y)}≧h(5・5)野
⇔ ヨy:μy(ω)(y)≧h,μ σ(y)≧h(5・6)

⇔ ヨy・賎 鴛 り ≧玩μGω ≧h(5・7)

れ
⇔ ヨy:y≦ Σ{d」(tU)+R*(h)β ゴ}%,y≧ μ乙(h)(5・8)

ゴ=1

れ
⇔ Σ{4ゴ(ω)十R*(h)5」}∬ ゴ≧ μと(h)(5・9)

」=1

こ こでR*(h)と μG.(h)は 擬 逆 関数 で あ り次 の よ うに表 され る.

sup{tlR(t)>h,t≧0}(0<h≦1)

R*(ん)=(5ユ0)

。・(h;o)

μ乙(h)=inf{tltLG(t)≧h}(0≦h≦1)(5.11)

(5.9)を(5.3)に 代 入 す る と次 のPiCn。3と な る.

Pknc3:maximizeh(5.12)

subjectt・Pr(π Σ{dゴ(ω

ゴ=1)+一 ・≧ μと(h))≧ α(5・ ・3)

れ
Σ αゴxゴ==b,0≦ ∬ゴ≦6ゴ,」=1,2,_,n(5.14)

」=1

正規分布 の性質 によ り{Σ乳14ゴ(ω)%一 Σ乳1mゴ 紛}/Σ 塁」1σg場 は標準正規分布 に従 う

確 率変数である.よ ってKα を標準正規分布 の確率分布関数 にお けるα分位卓 としたとき,
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K1_α=一Kα が成 り立 つ こ とに注意 す る と,問 題P鳶 π。3は次 の等価 確 定 問題Pた η。4に変換 さ

れ る.

Pllnc4:maximizeh

れ の

subjecttoΣ{mゴ+R*(h)防}xゴ ーK。 Σ σ拠 ≧ μ乙(h)

」=1フ=1

れ

Σ ・ゴ%一6,0≦ ωゴ ≦6ゴ,」 一1,2,…,n

ゴ罪1

問題Pkn。4を 解 くた めに次 の部分 問題 を導入 す る.

れ 　

P、n。(h)・minimize一 Σ{mゴ+R*(ん)防}ω ゴ+K。 Σ σ鉦

ゴ=1フ=1

れ
subjecttoΣ 解 ゴ=b,0≦ ¢ゴ ≦ わゴ,ゴ=1,2,…,n

j=1

jj3

き,次 の 問題 を 考 え る.'

れ れ

P島。。(q)・minimize一 Σ{囑+qβ 」}〃ゴ+Σ δ弼

ゴ=12=1

れ
subjecttoΣyj=b,0≦ 防 ≦ わゴ,」=1,2,_,n

ゴ=1

問題pknc(の の最 適 解 をy(q),最 適 値 をZqと す る。

(5。15)

(5。16)

(5.17)

(5。18)

(5.19)

便 宜 上R*(ん)=g,防;α ゴ賜,bゴ=α ゴ6」,囑=mゴ/α ゴ,δ2=環 σ2/α3,ブ=1,2,_,η と お

(5.20)

(5.21)

ま た,ん*をPlen。4の 最 適 値 と し,q*=

R*(h*)と す る.さ らにガ をPiCn.の 最 適 解x*に 対 応 す る解 とす る とき,次 の 定 理 が 成 り立 つ.

定 理5.1y(q)=y"と な る た め の必 要 十 分 条 件 はZq=一 μむ(R(の)が 成 り立 つ こ とで あ る.

証 明

Zg。=一 泌(R(q*))で な い と仮 定 す る.こ の とき,q*に お け る ガ の 実 行 可 能 性 よ

りZq・<一pab(R(q*)),す な わ ち

れ れ

一 Σ{m、+q*属 厩+Σ δ弼 ← μh(R(q*))(5 ・22)

ゴ=1コ=1
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が成 り立つ.と ころが泌 の単調 非 減少 性 と連 続性 か らZqに 対 してq*>q'を 満

たすq'が 存 在 す る.こ の こ とはq*の 最 適性 に矛 盾す る.

逆 にPkn。(q)の 最 適解 をy*と し,最 適値 をq*と す る.Zq.=一 μと(R(q*))を 満 た

す もの とす る.こ れ がPkncの 最 適 解 で ない とす る と,次 の 関係 式 を満 たす(x',

q')が 存在 す る.

q*>q'(5.23)

かつ

れ れ

一Σ 恢 匂 厩瑚+Σ 嘱 ≦一μh(R(q'))(5 ・24)

ゴ=1フ=1

ところがy*の 最適性 とμ乙の単調非減少性 により次の関係式が成 り立っ.

れ れ

一μと(R(q'))〈 一μと(R(q*));一 Σ{m」+q*β 」}y;+Σ δ初

ゴ=13'=1

れ れ

く 一Σ{mゴ+q*β ゴ}%+Σ ∂弼

」=1フ 躍1

れ れ

く 一Σ{mゴ+q'β 」}%+Σ ∂弼

ゴ=13=1

これ は(5.24)式 に矛 盾 す る.

証 明終

確 率 レベ ル はα>1/2で あ る か ら,K、>0が 成 り立 つ.よ って,pknc(q)は 凸 計 画 問 題 で

あ り,最 適 角鞠(q)は 次 の キ ュv…一一ン ・タ ッカ ー 条 件KTPkn。(q)を 解 く こ とに よ っ て得 られ る.

ム　

KTP、 。。(q)、 働 一 囑 一9虜+u、 一v、+λ 一 〇(5.25)

Σ ㌍ 、∂弼

uゴ2ノゴ=0,賜 ゴ(防 一6ゴ)=0,」=1,2,...,n(5.26)

れ
Σ 防=わ,0≦ 防 ≦bゴ,uゴ,"ゴ ≧0,ブ=1,2,_,n(527)

」=1
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問題plnc(q)は 非 線形 の項 を含 ん でい るた め,効 率 良 く解 くた め に次の補 助 問題PZnc(q)を

導入する.

pZnc(の ・minimize一 書7{挽 ・+蜘1躯(5・28)

れ
subjecttoΣyj=b,0≦ 坊 ≦ わゴ,」=1,2,_,n(5.29)

」=1

問題PZn。(q)は 凸2次 計画 問題 で あ り,最 適 解 ヅ は次の キ ュー ン ・タ ッカー条件KTPZn。(q)

を解 くこ とに よ って得 られ る.

KTPZn。(q)嘱 一7{吻 鴫}+ZLI-Vl+λ 一 〇

t与2ノゴ=0,uゴ(2ノ ゴ ー わゴ)=0,」=1,2,。 ・・,n

れ

Σy」 一b,0≦ 防 ≦ わゴ,uゴ,・ ゴ≧0,ゴ ー1,2,…,n

ゴ=1

KTPIenc(q)お よ びKTPZn。(q)の 最 適 解 そ れ ぞ れ,(y(q),u(q),v(q),λ(q)),

(ガ(q),ガ(q),が(q),M(の)と す る と き,次 の 定 理 が 成 り立 っ.

定 理520r2一 Σ影1∂ テ(g7)2が 成 り立 っ な らば,(y(q),u(q),v(q),λ(q))と

(ガ(q),uty(q),が(の,λO「(q))の 間 に は 次 の 関係 が 成 り立 つ.

y(9)一 ガ(q),・L」(q)/ッ,"ゴ(q)一"7(q)/ッ,ブ ー1,2,…,n,λ(q)一 λ「y(q)/ッ

証明

(5.30)

(5.31)

(5.32)

(5.33)

キュー ン ・タ ッカ ー 条 件KTPん π、(q),KTPゑ,を 比 較 す る とわ か る よ うに,(5.26),

(5.27)は そ れ ぞ れ,(5.31),(5.32)に 対 応 して い る.よ って(5.25)お よび(530)か

ら,72=Σ 乳1∂ 多(〃7)2が成 立 す る ガ(q)は 蝋g)に 等 しい こ とが わ か る。

証明終

ま た,Tq(の 全7一 ΣIL1δ 多(〃7(g))2とお く と,定 理5.2か らTq(の=0を 満 た すガ(g)は

p続(q)の 最適 解 で あ る こ とがわ か る.Tq(の=0を 満 たす ッを7(g)で 表 す とき,次 の定理

が成 立す る.
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定 理5.3

1.Tq(7)<0⇔7<ツ(q)

2.Tq(7)=0⇔'γ=ツ(q)

3.Tq(7)>0⇔ ツ>7(9)

証 明 に つ い て は 定理3.6と 同様 に して 示 され る.Helgason[18]の 方 法 を適 用 す る こ とに よ り,

KT理 η。(q)の 解 は 次 の よ うに な る.

u7(λ)一m・x{7(魁9虜)一 λ一酵 δ・,0}(5・34)

呼(λ)一m・x{λ 一ッ(挽・+9虜),・}(5・35)

97(λ)一

δゴ
(λ ≦ 一z)ゴ∂多 十 ・γ(γ九ゴ十qβ フ・))

{ッ@ゴ+g傷)一 λ}/酵(一 確+ッ(魁9虜)<λ ≦ ッ(挽、匂 虜))(5・36)

0

ゴ=1,2,...,n

れ

Σ ッ7(λ)一b
ゴ=1

ゴー ゴ

(λ 〉'γ(挽ゴ+9β ゴ))

(5.37)

ここでgツ(λ)=Σ!と1ッ7(λ)と す る と,g7(λ)は λの非増加 関数 とな る。この とき,gツ(λ)=わ を

満 たす ガ(λ)は 同 時 にヅ に等 しくな る。7とqを 固定 した ときの一bゴ考+7(砺+gβ ゴ)および

7(囑+gβ ∂ をそれ ぞれ 弓,57と お き,非 減 少 順 に並べ た結 果 を次 の よ うに表 す.

ω1<ω3〈 …<ω 孟(の

ただ し,m(の は 弓,弓 の異 な る値 を もつ個数 を表 して い る.

補助 問題P駈(g)を 解 くアル ゴ リズム は次 の よ うにな る.

補 助 アル ゴ リズム

手順h←1,ゴ ←m('γ),z← 「¢+の/21と お き,λ ← ω1と して手順2へ 進 む 。
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手 順297(λ)〈bな らば,ブ ←Zと し て 手 順3へ 進 む.g7(λ)=わ な ら ば 手 順5へ 進 む.ま た,

gツ(λ)>6な ら ば,乞 ←Zと して 手 順3へ 進 む.

手 順3ゴ ー 乞=1な らば,手 順4へ 進 む.ブ ー1≠1な らばZ← 「(乞+の/21と し,λ ← ω7と し

て 手 順2へ 進 む.

手順497(λ)と な るλ=淵 を求 め,ガ ← ガ(λ)と して終 了す る.

手順5λ7← ω7,ガ ← ガ(λ)と して終 了す る。

定理5.4補 助 アル ゴ リズ ムに よ って補助 問題P露 π。の最 適 解Ψ7は0(ηlogη)の 計 算時 間 で

求 め られ る.

証明

(妥 当性)gツ は ッ7の関数 で あ り,ω7,_,鳳 にお い て関数 の形 が変 わ る。補 助

アル ゴ リズム はg7(λ)の 単調性 を利 用 してgツ(λ)=bと な る可能 性 を もつ 区間 に

つ い てす べ て調 べ てい る.ゆ え に手順4お よび手 順5の 終 了条 件 に よって補 助

アル ゴ リズ ムの妥 当性 は保証 され る.

(計 算複雑 度)ぢ,53の 個数 が0(η)で あ り並べ替 えに0(ηlogη)の 計 算時 間 を要

す るため,ω7,...,鴫 を求 め るた めの計算 時間 は全 体で0@logη)と なる.手 順

1で の計 算 時 間は 明 らか に0(η)で あ る.ま た,手 順2お よび手 順3に お け る繰

り返 しの 回数 は0(logπ)で あ り,各 繰 り返 しにお い て,そ れ ぞ れ0@),0(1)の

計算 時間 を要す る.し たが って全体 で0(ηlogη)の 計算 時 間 を要 す る.手 順4に

おい て は,方 程式gツ(λ)=わ をλにつ いて解 く作業 とガ ← ガ(λツ)を行 うた めの

時 間に それ ぞれ0@)だ け要す る.ま た手 順5で の計 算 時間 は 明 らか に0(η)で

あ る.し た がって補 助 アル ゴ リズ ムに よ り,P翫(g)の 最適 解 は全 体 で0(ηlogπ)

の計 算時 間 で求 め られ る.

証明終

次 に あ る固 定 され たgに 対 し,部 分 問題 耳 π。(q)を解 くた めのアル ゴ リズ ムにっ い て考

察 す る.ま ず 孟7=87を 満 たす7とqを それ ぞ れ物,%で 表す とそれ らの関係 は2次 元 にお け

る直線 で与 え られ る.魂=87を 満 たす7,qも 同様 に して鞠,伽 と表す と,'椥,伽 の関係 も直
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線 で 与 え られ る.よ っ て オと5に 関 して 大 小 関 係 が 入 れ 替 わ るッとgは7-q平 面 にお け る2つ

の 直 線 の 交 点 で 与 え られ る.そ れ らを す べ て 計 算 し,qと7に つ い て 次 の よ うに 並 べ 替 え る.

0=qo〈(11<… 〈qm〈(1ηL+1=1～(0)(5.38)

0='γo<71く … 〈 ・γηL<・γ㎜'+1=○ ○(5.39)

こ こ でm,m'は と も に,そ れ ぞ れ の 異 な る値 を もつ 個 数 を表 す.r,Qを そ れ ぞ れ7*,q*を 含

む 区 間 と し,r,Qを そ れ ぞ れr,Qの 閉 包 とす る.ま た,五B,ひ βを そ れ ぞ れ7(の の 上 限,下

限 とす る とき,P鳶 η。(g)を 解 く た め の アル ゴ リズ ム は 次 の よ うに な る.

補 助 ア ル ゴ リズ ム2

手 順1P㍊ 。(g)お よ びP認(g)を 解 く。Tq('γ1)=0な ら ば,g(g)← 紗71(g)と し て 終 了 す

る.Tq(・ γo)<0か つTq(7㎜'+1)>0な ら ば 五B←1,σB← γη'と し,さ らにZ←

「(五B+σB)/21と して 手 順2へ 進 む.Tq(71)>oな らばr←(o,71)と して 手 順4へ 進

む.Tq(物')<0な らばr←(7m',○ ○)と して 手 順4へ 進 む.

手 順2Tq(勉)=0な ら ばg*← ッ7・と して 終 了 す る.Tq(り 吻)〈0な らば,LB←Zと して 手 順

3へ 進 む.T9価)>0な らば σB←Zと して 手 順3へ 進 む.

手 順3五B一 σB=1な らばr←(ッLB,r五B+1)と して 手 順4へ 進 む 。五.β一 σB≠1な らば

z← 「(五B十 σB)/21と して 手 順2へ 戻 る.

手 順4以 下 の(1)～(4)の 手 続 き を行 う。

(1)鳶 ←1と して(b)へ 進 む.

(2)λ ∈[嬬,呪+1]に 対 して ガ(λ)お よ びg7(λ)を 計 算 し,g7(λ)=δ を解 い て λ=

4碑+妬 を 求 め る.さ らに 不 等 式

ω竃≦4碑 十 飯 ≦ ω審+1

をッ ∈rに 関 して解 き,解 集 合 環 を 求 め る.環=の な ら ば環=[eκ,ε 勺 を 計 算 し,

(3)へ 進 む

(3)Tq(eり=0な らば 為 ← 礁 ♂+醸 と しッ(g)← Ψeん(湿,の と して 終 了 す る.Tq(eの=

0な らば 編 ← 礁 砺+煽 と しg(q)← Ψe・(λ島q)と して 終 了 す る.T(eの く0か つ

T(eり>0な らば(4)に 進 む.T9(eの>0も し く はT9(e勺 く0な らば(5)に 進 む.
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(4)λ 一4継 聴 Ψ・(λ)に代入 い(q)「 函 嘱(q)(λ)一 ・を満 た射 を求 め・

g(q)← ガ(q)と して 終 了 す る.

(5)κ ← κ十1と して(4)へ 戻 る.

補助 アル ゴ リズ ム2に 対 して次 の 定理 が成 り立 つ.

定理5.5補 助 アル ゴ リズム2に よってP髭 π。(q)の最適 解ッ(g)は0@410gη)の 計算 時間で求

め られ る.

証 明

上記 の議 論 か ら妥 当性 は明 らか で あ るた め計 算 時 間 につ い て のみ 示す.ま ず,

8ηお よび 輸 の個数 は0@4)で 抑 え られ,並 べ 替 えるの に0(η410gη)の 計算時 間

を要す るた め,ッ1,._ッmの 計 算 には0@410gπ)の 計 算 時間 が必 要 で ある。それ

ぞれ の%,乞=1,...,mの お い て補助 アル ゴ リズ ム を利 用 して い るが,そ の計

算 時 間は定理5.4か ら0(πlogη)で あ る.ま た,Tq(71)お よびTq(7m)の 正負 を調

べ るの に0@)の 計算 時 間 が必 要 な た め,手 順1に お け る計 算 時間 は0(ηlogπ)

とな る.手 順2お よび 手順3で の繰 り返 し回数 は0(logη)で あ り,そ れ ぞれ の

繰 り返 しにお け る計 算 時 間 は0@logη)で あ る。 ゆ えに手 順2お よび手 順3に

必要 な計算 時 間は0(η210gη)で あ る。手順4に お いて調 べ る区間 の個数 は0@)

で あ り,ま た,調 べ るの にそれ ぞれ0@)の 計算 時 間が必 要 なた め,全 体 として

0@2)の 計 算 時 間 を要す る.以 上 の こ とか ら,補 助 アル ゴ リズ ム2で の 計算 時

間 は0@410gη)と な る。

証明終

g*を 探 索す るた め に,gの 添 字 の上 限 と下 限 をそれ ぞれ,σB,五Bと す る.こ の とき,元 の

問題P鳶 π。を解 くアル ゴ リズ ムは次 の よ うにな る.

アルゴ リズム

手 順1LB←0と し,Pた 几。(90)を 解 く.μG(Zq。)≧R(qo)な らばg*← 〃(o)と して 終 了 す る.

そ うで な け れ ば 手 順2へ 進 む.
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手 順20B← π(p)+1と し,Pた π。(gπ(p)+1)を 解 く.μG(Zg。(。)+、)<R(qπ(p)+1)な らばg*←

雪@(P)+1)と して 終 了 す る.そ うで な けれ ば 手 順3へ 進 む.

手 順30'B-LB=1な らばヅ ← が五B)と して 終 了す る.そ うで な けれ ば 鳶← 「(五B+

σB)/2]と して手順4へ 進 む

手順4Pた π。@)を 解 く,μG(Zqk)>R@)な らば σB← たと して手 順3へ 戻 る。μG(Zq、)〈

R(qの な らばLB← κと して手順3へ 戻 る.μ σ(Zqρ=R(gの な らばガ ← Ψ㈹ と して

終 了す る.

定理5.6上 記 の アル ゴ リズム に よってP続 の最 適 解 は0(η41092n)の 計 算 時 間で 求 め ら

れ る.

証 明

(妥 当性)手 順3お よび手 順4に お い て は値g*を2分 探 索 に よって求 め てい る.

定理5.1よ り上記 の アル ゴ リズム の終 了条件 が妥 当で あ るこ とが示 され る.

(計 算複雑 度)手 順1お よび手順2に お いて は固定 され たqに 対 して最適解 を補助

アル ゴ リズ ム2を 実行 して い るた め,計 算 時 間は0@410gπ)で 抑 え られ る。手

順4に お け る繰 り返 し回数 は0(logη)で あ り,そ れ ぞ れ の繰 り返 しにお いて補

助 アル ゴ リズ ム2を 実行 してい るため,計 算時 間は0@41092η)と な る.よ って,

全 体 としては0(η41092η)と な る.

証明終

5.3決 定変数が離散値 をとる場合

本節ではナ ップサ ック問題の決定変数 ω が離散値 を とる場合 について考察する.

Pん ηd1 maXlmlzeC諺

れ

subjecttoΣ αゴxゴ ≦b

ゴ=1

コゥゴ,」=1,_,nは 整 数

(5.40)

(5,41)
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記 号 の 定 義 に つ い て はPlen。 と 同 様 で あ る とす る.Pkndlの 意 思 決 定 法 と して 次 の 問 題 を 考

え る.

Pllnd2:maximizeh(5.42)

・ubjectt・Pr(ny(。)(G)≧ ん)≧ α,(5・43)

れ
Σ ・μ ゴ≦b(5・44)
」=1

飢ゴ,」==1,...,nlま 整i数(5.45)

αは意 思 決 定 者 に よ っ て 与 え られ る確 率 レベ ル で α>1/2と す る。 問 題Pkn,2と 同 様 に して,

Pknd2は 次 のPknd3に 変 形 され る.

Pknd3:maximizeh(5.46)

蜘 頭 書{一(軌 ≧μ乙(ん))≧α(　 )

れ
Σ ・ゴωゴ ≦b(5・48)

ゴ罪1

のゴ,」=1,■ ■D,nlま 整 数(5.49)

正 規 分 布 の 性 質 を利 用 す る こ と に よ り,Pkn。3と 同 様 に して 問 題Pknd3は 次 の 等 価 確 定 問題

に 変 換 され る.

Picnd4:maximizeh(5。50)

れ れ

subjecttoΣ{mゴ+R*(ん)β ゴ}∬ゴーK。 Σ σ拠 ≧ μと(h)(5・51)

ゴ=13=1

れ
Σ ・ゴ賜 ≦b(5・52)
ゴ=1

∬ゴ,」 ニ1,.。.,nジ ま整i数(5.53)

問題Plend4を 解 くた め に,q=R*(h)と して 次 の 部 分 問 題 を導 入 す る.

れ れ

P、、。d(q)・m・ximizeΣ{mゴ+qβ ゴ}xゴ ー κ。 Σ σ鰐(5・54)

ゴ=13=1
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れ
subjecttoΣ αμ ゴ≦b(5・55)

」=1

xゴ,」=1,_.,n}ま 整 数(5.56)

部 分 問 題Pknd(q)の 最 適 解 をx(q),最 適 値 をZqと す る.ま た,h*をPlend4の 最 適 値 と し,q*=

R*(h*)と す る と定 理5.1と 同様 に して 次 の 定 理 が 成 り立 つ.

定 理5.7x(q)=x*と な る た め の必 要 十 分 条 件 はZq=一 μ乙(R(q))が 成 り立 つ こ とで あ るe

証 明 に つ い て は 定 理5.1と 同 様 に して 示 され る.

部 分 問 題Plend(q)を 効 率 的 に解 くた め に さ らに 次 の 補 助 問 題PZnd(q)を 導 入 す る.

PZ・d(q)・ 一xim嵯7{m・+q6」}賜 一1シ(瑚

れ
subjecttoΣ αゴ%≦b(5.58)

ゴ=1

ωゴ,」=1,...,nジ ま整i数(5.59)

問 題PZnd(の の 最 適 解 をゴ(q)と し,Tq(7)全ty一 Σ㌍1σ 多@7(q))2を 定 義 す る.さ らに

T9(の=0を 満 た す7を7(q)で 表 す とき,次 の 定 理 が 成 立 す る.

定 理5.8

1.T9(・ γ)<0⇔7〈7(q)

2.Tq(ツ)=0⇔ ツ=7(q)

3.Tq(or)>0⇔'γ 〉'γ(q)

証 明 に つ い て は 定 理5.3と 同様 に して 示 され る.orq・=q'と お い て 次 の 問 題 を考 え る.

PZ・d(q')一xim㎞ 書{orm・+q'5」}・ ・塾 シ1(5・6・)

　
subjecttoΣ 解 ゴ≦b(5・61)

ゴ=1

∬ゴ,」=1,.一.,n亭 ま整 数(5.62)
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この 問題 の最 適解 は,以 下で 示す パ ラメ トリックな動 的計 画法 を繰 り返 し解 くこ とに よ り

得 るこ とがで き る.!gq(ッ)を κ番 目までの 品物 を用 い て合 計 〃だ け詰 め込 んだ ときの 目的 関

数 の最 適値 とす る.こ の とき,一 般 に次 の こ とが成 り立つ.

鷲・ω 一姻 蝋 編]{(7画 β・)補 磁 瀦(一 ・)}

上の漸化式を満たす最適解 魂qは 次のよ うにな る。

魂q=0⇒ ∫gqω=!蟹1ω

魂・〉 ・ ⇒ 環 ・(幽m・+4β ・一1た ・σ羅+鷲 ・い ・)

!8q(ッ)=0,g=0,1,_,bが 成 り 立 っ こ と か ら,

瀞・(〃)一m・x{躍 ・ω,ッm・+4β ・郭 σ繍 い ・)}・

〃=0,1,.。 。,b,κ=1,_,π

アル ゴリズムを構築す るための準備 として次の指示関数をp露q(ッ)を定義す る.

幽 一{1:萎ll甥;還ll鑛1;

この とき,問 題P鰯(q)を 解 く補 助 アル ゴ リズ ムは次 の よ うに な る.

補 助 アル ゴ リズム

手順1鳶=0,ま た 〃=0,1,_,bに 対 して ∫8q(〃)=0と し,手 順2へ 進 む.

(5.63)

(5.64)

(5.65)

手 順2た=κ+1と し,〃<縣 を満 た す す べ て の ッに対 し,!穿q(〃)=!鯉1(ッ),pπ9(g)=0と

す る.〃=偏 と して 手 順3へ 進 む 。

手 順3γ=7職+4像 一 去Kασ羅一ト!定q(〃一 αの を 計 算 す る 。y>!㌍1ω)な らば!gq(の=y

と し,p露q(ッ)=1と す る.そ うで な けれ ば!ん(〃)=九_1(〃)と し,pκ(〃)=0と す る 。 手

順4へ 進 む.

手 順4〃<わ な らば,ッ=〃+1と して 手 順3へ 戻 る.ッ=bな らば 手 順5へ 進 む 。

手 順5ん く πな ら ば手 順2へ 戻 る.た=π な らばz=0と し手 順6に 進 む.
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手順6pzq(ッ)=1な らば 之=z+1と し,手 順7に 進 む 。p露9(〃)=0な らば手順8に 進 む.

手順7〃=〃 一 偏 と し,手 順6に 戻 る.

手順8z=魂9と し,z=0と す る論>1な らば κ=た 一1と し,手 順6に 戻 る.κ;1な ら

ば終 了す る.

次 に元 の 問題 を解 くアル ゴ リズム を考 え る.LB,σBを そ れ ぞれ7(g)の 上 限,下 限 とす

る とき,P襯(g)を 解 くアル ゴ リズ ムは次 の よ うにな る。

ア ル ゴ リズム

手順1五B←0と し,P襯(90)を 解 く.μG(一Zg。)≧R(qo)な らばげ ← 餌(o)として終 了す る。

そ うで な けれ ば手順2へ 進 む.

手順2σB← π(p)+1と し,P襯(gπ(p)+1)を 解 く.μG(一Zq。(。)+、)<R(gπ(p)+1)な らば¢*←

諺(π(P)+1)として終 了す る.そ うで な けれ ば手 順3へ 進 む.

手順3σB一 五B=1な らば詔*← 田(LB)と して終 了 す る.そ うで な けれ ば κ← 「(五jB+

σB)/21と して手 順4へ 進 む.

手順4P枷(qの を解 く。μσ(一Zq、)>R(gの な らば σ.B← κとして手順3へ 戻 る。μσ(一Zq、)<

R(qの な らば 五B← んと して手順3へ 戻 る.μG(一Zg、)=R(qの な らばげ ←aδ㈹ と し

て終 了す る.

上記 の アル ゴ リズ ムでは,補 助 問題P襯(の を動 的計画 法 を用 い て繰 り返 し解 い てい る。反

復 が進 む につれ て最適 なgの 存在 す る範 囲 が徐 々に小 さくな り,有 限回 で手順3の 終 了条件

を満 たす最 適解 が求 ま る.

5.4結 言

本章では 目的関数の係数がファジィランダム変数で与えられるナ ップサ ック問題 におい

て,可 能性測度に関する機会制約条件計画問題 を考 えた.ま ず,決 定変数が連続値 をとる場

合 についてHelgasonお よびIshiiら の方法 を拡張 した効率的なアル ゴリズムを構築 した.次

に決定変数が離散値 をとる場合 について考察 した.ま ず,補 助 問題を導入 し,元 の問題 と
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の関係 を示す と共に,問 題 の構造 を十分に利用 した効率的 なアル ゴリズムを構築 した.こ

のアルゴ リズムは動的計画法に基づいてい るが,不 確実 ・不確定性が同時に存在す る状況

下における様々な組合せ最適化問題 に拡張が可能である と考 えられる.



第6章

不確 実 ・不 確 定 な コス トを もつスパ ニ ング

ツ リー 問 題

6.1緒 言

本 章で はネ ッ トワー クにおいて枝 に付 随す るコス トが フ ァジ ィラ ンダム変数 であ るスパ

ニ ング ツ リー 問題 を考 え る.ス パ ニ ング ツ リー 問題 とはネ ッ トワー ク上 の全 て の点 を相互

に結ぶ 最小 限 の枝 の集 合 を求 め る問題 で あ り,コ ス ト最小 化 を 目的 とす る場 合 に は,最 小

スパ ニ ング ツ リー 問題 と呼ばれ る問題 とな る.例 と しては,有 線 テ レビの ケー ブル配 線や

地域 冷 暖房 の配 管 の よ うに既 存 の道路 に沿 って しか配線 ・配 管 が で きず,ま た コス トが配

線 ・配 管 の長 さに比例 す る場 合 にお け るコス ト最小 化 問題 が挙 げ られ る.最 小 スパ ニ ン グ

ツ リー 問題 は スパ ニ ング ツ リー 問題 の 中で も最 も基 本 的 かつ重 要 な問題 で あ り,コ ス トが

確 定値 で与 え られ てい る場 合 の解 法 につい て は,い くつ か の効 率 的 なアル ゴ リズ ムが与 え

られ てい る[2,15,41,62,78].ま た,コ ス トが確 率 変数 で 与 え られ てい る場合 につ いて は,

Ishiiら に よって意 思決 定法 お よび効 率的 な解 法 が与 え られ てお り,総 和 コス トに関す る機

会制 約 条件 計画 問題 として定式化 したモ デル[32]や 目標 値 とともに確 率 レベ ル も同時 に最

大化 しよ うとす るモデル[40]が 提案 され てい る.さ らに,コ ス トが可能性 変数 で表 され る場

合 にお け る解 法 は伊藤 ら[34]に よって導入 され,特 に コス トが ファジ ィ数 で与 えれ る場合

につい て は著 者 らに よって よ り効 率的 なアル ゴ リズム が提 案 され て い る[36]。

これ まで は コス トが確 率変数 も しくは フ ァジ ィ集 合 で表 され る場合 のみ が考 え られ て き

た が,現 実 には ラ ンダム性 とフ ァジ ィ性 の 両方 が情報 として与 え られ るこ ともある.例 えば,

99
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コス トが景気 の よ し悪 しに よって変動 し,そ の景 気 の状態変 化 が確 率 的 だ とすれ ば,景 気 の

よ し悪 しとい うフ ァジ ィな状態 とそ の状態 の ラ ンダ ムな変化 によ り,コ ス トはフ ァジ ィラ ン

ダム変 数 で表 す こ とがで きる.ま ず,6.2節 で はそ の よ うな状況 下 で の意思 決 定 問題 と して

フ ァジ ィラ ンダ ムスパ ニ ングツ リー 問題 を考 え る.次 に,6.3節 で は ボ トル ネ ック型 スパ ニ

ン グツ リー 問題 を扱 う.ボ トル ネ ック型 スパ ニ ン グツ リー 問題 とは スパ ニ ン グツ リー を構

成 す る枝 の コス トの最 大 値 を最 小化 す る問題 で,コ ス トが確 定値 で与 え られ る場合 に は通

常 の最小 スパ ニ ン グツ リー 問題 のアル ゴ リズ ムを用 いて解 くこ とが可能 で ある.ま た,Ishii

らに よって コス トが確 率 変数 で あ るの意 思決定 法お よび解 法 が提 案 され て い る[33].こ の 問

題 は情報 量 が確 率 的 に変 動す る場 合 の通信網 の設 計 に有効 で あ るが,現 実 には,情 報量 が確

率 的 に変動 す る場 合 で も実現 値 が は っき りとは わか らず,熟 練者 に よって おお よその値 が

わか って い る こ ともあ る.こ こで は,可 能性 測 度最 大化 問題 と可能性 ・確率 測度 同時最 大化

問題 の2つ のモ デル を提 案 し,そ れ ぞれ に対 して効 率 的 なアル ゴ リズ ムを構 築 す る.最 後

に6.4節 で本 章 にお け る研 究 をま とめ る.

6.2フ ァ ジ ィラ ンダム ス パ ニ ング ツ リー 問題

0=(N,E)を 点 集 合1V={"1,"2,。..,uπ}と 枝 集 合E={e1,e2,_,e鴨}⊂N×Nか ら

な る無 向 グ ラ フ と し,e¢に は コ ス トQが 設 定 され て い る も の とす る.(7に お け る スパ ニ ン グ

ツ リーT=T(N,3)は3⊆Eか つ 閉 路 を含 ま な い 連 結 部 分 グ ラ フ で あ る 。

Tは 次 の よ うに0-1変 数 の ω1,∬2,..。,妬 で 表 す こ とが で き る.

T:銑=1,e2∈3

銑=0,e乞 ¢3

以 下 で はXをT(ノV,θ)に 対 応 す る0-1ベ ク トル の 集 合 と し,Xを ス パ ニ ン グ ツ リー の 集 合

とみ な す.こ の と き,最 小 ス パ ニ ン グ ツ リー 問 題 は 次 の よ うに 定 式 化 され る.

P8t1:minimizeα 診

subjectto忽 ∈X

(6,1)

(6.2)

こ こ で,C=(C1,.。,Cm),記=@1,_,∬m)tで あ り,そ れ ぞ れ のC乞 は 次 の メ ン バ シ ッ プ 関 数
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μo乞(ω)で特性づけられ るファジィランダム変数 である とす る.

μα@)(・∂一m・x{五(讐(ω)),・}(α3)

ただ し,五 はR→[0,1]で あ る単調減 少連 続 関数 で 五@)=五(一 ∬)∀ ∬∈Rか つ 五(0)=1

を満 たす もの とす る。また,娠 ω)は 平 均侮,分 散σ2を もつ正 規分布 に従 う互 い に独 立 な確 率

変数 とす る.す なわ ち,フ ァジ ィ数 にお いて 中心 が確 率 変数 に なってい る場合 で あ り,娠 ω)

に伴 ってμo、(ω)(c∂も確 率的 に変動 す る。

g=c勿 とお くと,〃 は次 の メ ンバ シ ップ 関数 で特 性 づ け られ る フ ァジ ィ ラン ダム変 数

y(ω)と な る.

μy@)ω 一m・x{五(〃 一Σ窪、4`(ωΣ窪
1α幽)り,・}(a4)

次 に 目的関数 に 関す る 目標値 を"だ いた いg1以 下で あ る"と し,そ れ を メンバ シ ップ 関数μG

で特性 づ け られ る フ ァジ ィ集合 σで表 す.た だ し,μ σは0≦ ッ≦ ッ1で1で あ り,〃 ≧ 〃1に

お いて 単調減 少 で ある連 続 関数 とす る.総 コス トを表す ファジ ィラ ンダム変数y(ω)の メ ン

バ シ ップ 関数 μy(ω)(ッ)を可能 性 分布 とみ なす とき,μy(ω)(〃)の 下 で σで あ る可能 性測 度 は

次の よ うに与 え られ る.

Hy(。)(σ)全 ・upmin{μy(。)ω,μ 。ω}(6。5)

問題P。f1の 意 思 決定 法 と して次 のP。 孟2を考 え る.

P5オ2:maximizeん(6.6)

・ubjectt・P・(H・(。)(σ)≧ ん)≧ α(6・7)

忽 ∈X(6.8)

こ こでPγ は確 率測 度 を表 し,確 率 レベ ル αは1/2〈 α 〈1を 満 たす 確 定値 とす る』:y(ω)(σ)≧

んを変 形 す る と

supmin{μy(ω)ω,μGω}≧ ん(6・9)

〈=〉 ヨg:μy(ω)(〃)≧ ん,μ σ(シ)≧ ん(6.10)

⇔ ヨμ(〃 一Σ1竺14¢(ωΣ窪
、α轟)り 払 μ・(〃)≧ん(叫
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⇔ ヨy・ 〃≧ Σd,(ω)・rL*(h)Σ α…,ッ ≦ μと(h)

i=1i=1

　 れ

⇔ Σd、(ψ 、一L*(h)Σ 幅 ≦μb(h)
i=1i=1

よ っ て,(6.13)を(6.7)に 代 入 す る と,P。t2は 次 のP。t3に な る.

Pst3:maximizeh

蜘 一(　 Σ{di(ω
i=1)一 蝋}銑 ≦μ乙(ん))≧α

x∈x

ただ し,L*(・)お よびμお(うは擬 逆 関数 で あ り次 の よ うに表 され るe

L*(h)一 轡 謄 γ≧o}ll二1
)≦1)

μ乙(h)=sup{rlILG(r)≧h}

正 規 分 布 の性 質 か ら

Z)1,.,d,xi一 Σ雛1μ 幽

Σ;竺、σ麺,

条 件 に 変 換 され る.

の 　

Σ{μ 一 五*(h)αi}x・+K。 Σ σix,一 μ乙(ん)≦o
i=1z=1

とな る.ゆ え にP。t2は 次 の 確 定 問 題P。tと 等 価 に な る.

Pst:maximizeh

　 の

・ubjectt・ Σ{pa・ 一L*(h)αi}・ ・+κ 。]Z)σi`r、 ≦ μと(h)

i=1i=1

x∈x

解 法 の便 宜 上,五*(h)=qと お いた次 の 問題 を考 え る.

ド コ ロ リ

P5,:mmlmlzeq

(6.12)

(6.13)

(6.14)

(6.15)

(6ユ6)

(6ユ7)

(6。18)

(6.19)

は標 準正規 分布N(0,1)に 従 う確 率変 数 とな る.1(α をα分位 点 とす る と(6.7)は 次 の等価確 定

(6.20)

(6.21)

(6。22)

(6.23)

(6.24)
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　 れ
subjecttoΣ{Pai-qαi}xi+K。 Σ σ謳 ≦ μと(五(q))(6・25)

i=1z=:1

x∈X(6.26)

五(・)の単調 非 増加 性 よ りL(q)を 最 大化 す るた め にはqを 最 小化 すれ ば よい こ とに な る。問

題pl,を 解 くた めに 次の部 分 問題 を導入 す る.

　 　
P9、 ・minimizeΣ{μrqα ・}xi+K。 Σ ・和 、(6・27)

i=1i:1

subjecttox∈X(6.28)

問題P隻 の 最 適 解 をx(q)と し,最 適 値 をz(x,q)と す る.ま た,P。t(!)最 適 解 を げ と し,最 適 値

をq*と す る.こ の とき,部 分 問 題P9,と 元 の 問題P。tに 対 して 次 の 補 題 が 成 り立 っ.

補 題6。1問 題P9,の 最 適 解 がP。t(D最 適 解 で あ る 必 要 十 分 条 件 はP卸 こお け る最 適 解x(q)

に 対 してz(げ,q*);泌(L(q*))が 成 り立 つ こ とで あ る.

証 明

z(x*,q*)=μ 乙(L(q*))で な い と仮 定 す る.こ の とき,q*に お け る げ の実 行 可 能 性

よ りz(げ,q*)<pab(L(q*)),す な わ ち

　 　
Σ{pa・ 一L*(q*)α ・}媛+κ 。 Σ σ纏<th(五(q*))(6・29)
i=1t=:1

が成 り立 つeと こ ろ がL*と μ乙の 単調 減 少 性 と連 続 性 か らz(x*,q)に 対 してq*>

q'が 存 在 す る。この こ とはq*の 最 適 性 に矛 盾 す る.

逆 にP窪tの 最 適 解 を(x',q*)と し,z(x',q*)=μ 乙(L(q*))を 満 た す も の とす る.

これ がP。t(Z)最 適 解 で な い とす る と,次 の 関係 式 を満 た す(ゴ,q')が 存 在 す る.

q*〉(〆(6.30)

かつ

　 　

Σ{μ 、一9α嘱+κ 。 Σ σ競 ≦ μと(L(q'))(6・31)
i=1i==1
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ところが(x*,q*)の 最 適性 とL*,μ 乙の単調減 少性 に よ り次の 関係 式が成 り立つ.

の 　

μと(L(q'))<μ と(L(q*))一 Σ{μ 一q*α ・}媛+κ 。 Σ σ纏(6・32)
i=1i=1

　 　

〈 Σ{μ 一9*α 嘱+κ 。 Σ σ謁(6・33)
i=1z=1

　 　

〈 Σ{μ 一q'αi}媛+K・ Σ σ廻(6・34)

i=1z=1

これ は(6.31)式 に矛 盾 す る.

証 明終

問題P窪,は 目的 関数 に非 線形 の項 を含 んで い るが,こ の 問題 を解 くた め に,次 のパ ラ メー タ

λを導入 した問題 を考 え る.

　
P。t(q,λ)・minimizeΣ(μamqαi+λK・ σi)xi(6・35)

i=1

subjecttox∈X(6.36)

q一 定 の と き,P,t(q,λ)は 一 つ の パ ラ メ ー タ λを もつ パ ラ メ ト リ ック 最 小 ス パ ニ ン グ ツ リー

問 題 と な り,Fernandez-Bacaら[12]に よ る効 率 的 な 解 法 が提 案 され て い る.し か し,本 問題

で はqも 探 索 す る必 要 が あ る た め に そ の ま ま適 用 す る こ と は で き な い.そ こ で,次 にP。tの

解 法 を 考 え る.ま ず,次 の3目 的 問 題 を考 え る.

の
P3。pt:minimizeΣ μ幽(6。37)

i=1

　
maximize2)αixi(6.38)

i==1

の

minimizeΣ κ。σ海(6・39)

i=1

subjecttox∈X(6。40)

任 意 のq,λ に対 してP。t(q,λ)の 最適 解 はP3。ptの 非劣 解集 合 に属 す る.ま た,Geethaら[16]

に よって非 劣解 の うち 目的空 間 にお いて凸包 の端 点 に相 当す るものだ けがP、tの 最 適解 の候
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補 に な るこ とが 示 され て い る.し たが って,ま ずP3螂 の非劣 解集 合 を求 め るアル ゴ リズム

を考 え る.次 に示す アル ゴ リズ ムはGeethaら[16]の 方 法 が基 に なって お り,そ れ を応 用 し

た伊 藤 ら[35]の 方 法 を3目 的計 画 問題 に拡 張 した もので あ る.

非劣解集合を求めるアルゴリズム

手 順1κ=1と す る.zl1)=min。 ∈x島=1μ 幽 を 求 め,対 応 す るz!1)=Σ 窪1α 茜,z!1)=

Σ窪11(α σ無 を計 算 す る.(z!1),zl1),z!1))と 対 応 す る ス パ ニ ン グ ツ リー 田(1)を保 持 す る.

た=2と し,同 様 に してzl2)=max霞xΣ 窪1α 泌信と対 応 す るzl2);Σ 雛1μ 泌信,

z!2)=Σ 箆1κ ασ飾 信とそ の 時 の 解 忽(2)を 求 め る.保 持 して 手 順3へ 進 む 。 た=3と

し,ま た 同 様 に,z!3);min詔 ∈xΣ 窪1κ ασ飾 乞と対 応 す るzl3)=Σ 窪1μ 両,zl3)=

Σ窪1Kα σ無 を求 め,そ の 時 の 解 灘(3)を 求 め る.集 合D3={1,2,3}を 定 義 して 手 順

2へ 進 む.

手 順2た;κ 一+1と す る.あ る忽(s),忽(の,灘(u)を 選 択 し,

(zlの 一zlu))(z!8)一z皇))一(zl8Lzlの)(z身L毒u))
q(3,ち 賜)

λ園=

(.s・)一 。≦・))(.9s)一.9t))一(。s・)一 。s・))(.5・)一 。s・))

を計算 し,次 の 問題 を解 く.

　

P(s・`・u)・minimizeΣ(k-q(s ,・,。)cyi+λ(s,・,・)K・ σの 銑

i=1

subjecttox∈X

((古Z2)一 之lu))(z!5)一 零))一(z!5)一 之勤(zP-z!u))

(z{孟Lzlu))(zl8L謬))一(zl5)一 之1孟))(z!オ)一zlu))

(6.41)

(6.42)

(6.43)

(6.44)

この 問題 の最適 解 を¢㈹ とす る.忽(5)が この 問題 の最適 解 な らば記㈹ を放棄 し,D3=

D3＼{(8,孟,u)}と して手 順3へ 進 む.そ うでな けれ ば

Dθ;D3∪{(8,ち κ),(8,尾u),(た,ちu)}＼{(8,孟,u)}

と して諺㈹ を保持 して手順3へ 進 む.

手順3D3=の な ら,終 了す る.そ うで なけれ ば手順2へ 戻 る.
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上記 のアル ゴ リズ ムは 目的空 間の 凸包 の端 点 に対応 す る非劣解 を順 に効 率 良 く求 めてい る

が,こ の非 劣解 の個数 は3次 元 にお け る κ一集合 問題 と深 い 関 わ りが あ る.た 一集 合 問題 とは

ユ ー ク リッ ド空 間 にお い て,あ る点集 合 を た個 とそれ 以外 の点 に分割 ときの場 合 の数 を求

め る問題 で あ り,本 問題 にお いて は,非 劣解 の個 数 が η個 の点 をm個 と η一m個 に分割 す

る ときの場合 の数 に対応 して い る.7泌5T(γL,m)を スパ ニ ングツ リー を求 め るた めの計 算時

間 と し,1>顧(m)をm一 集 合 の個数 の上界 とす る とき次 の定理 が成 り立 つ 。

定理6.2上 記 のアル ゴ リズム に よっ て非劣 解集 合 は0(恥5T・!>鳶 。e、(m))の計算 時 間で求

め るこ とが で き る.

廻

上 記 の議論 か ら妥 当性 は 明 らかで あ るた め,計 算 時 間 につい て のみ示 す.手 順

1に おい て は3つ の 目的 関数 の うちあ る一 つ の 目的 を最 適 化す るスパ ニ ング ツ

リー を求 め てい るため,通 常 のスパ ニ ング ツ リー の アル ゴ リズム を用 いれ ば よ

い.ゆ え に手順1で の計算 時 間は0(7h3T(m,π))で あ る。手順2で の繰 り返 し回

数 は3次 元 目的 空間 の3次 元 にお け るm一 集合 の個 数,即 ち,1>鳶 。eオ(m)で抑 え ら

れ る。ゆえ に全 体 で0(窺 ∬ ・Nた。e孟(m))とな る.

証明終

Dey[6]に よってm一 集 合 の個 数 の 上界 は0(m8/3)で あ る こ とが示 され てお り,Yaoら[4]な

どの アル ゴ リズム に よって スパ ニ ング ツ リー を求 めるな らば非 劣解 を求 め るアル ゴ リズム

の計算 時間 は全 体 でO(mi1/310gnloglogn)と な る.

求 め られ た非劣解 の個数 をn(8)と す る.忽 ㈹,i=1,_,n(8)に 対 して次 の値 を計 算す る.

　 　

・('C)一 Σ 麟 鳶)+Kα Σ σ搾)

i=1z=1

　

δ㈹ 一 Σ 嘱 鳶)
i=1

さ らに次の 関数 を定 義す る.

y㈹(9)一 ・㈹ 一φ㈹

!(9)一min〃(鳶)(q)
た
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ッ㈹ がqの 線形 関数 で あ るか ら!(q)はqに 関 して 区分 的線形 かつ狭 義減 少 で ある こ とがわ か

る.!(q)の 区分 点 を求 め,次 の よ うに非減 少順 に並 べ替 え る.

0=90<q1<…<9π(P)<qη(P)+1=五*(0)

ここで η(p)は 求 めた 区分 点 の個 数 を表す.ま た,!(q∂,Z=0,_,η(p)一 ト1を 与 え るッに対

応 す る非劣 解 を記ω,Z=0,...,η(p)+1と して 改 めて番 号 付 けす る.求 めたgの 集合 をQと

し,五B,σBを そ れ ぞれ求 めたZの 下 限 と上限 とす る と,P、 オを解 くアル ゴ リズ ムは次 の よ

うにな る.

アル ゴ リズム

手 順1非 劣解 集合 を求 め,集 合Qを 求 め る.

手 順2五B←0と し,μσ(!(90))≧L(90)な らば¢*← 忽(o)として終 了す る.

そ うで なけれ ば手順3へ 進 む.

手順3ひB← η(p)+1と し,μG(ノ(gη(p)+1))〈L(q鴨(p)+1)な らば終 了す る。そ うで な けれ ば

手 順4へ 進 む.

手 順4σB一 五.β=1な らばげ ← ¢(LB)と して 終 了す る.そ うで な けれ ば ん← 「(五B+

σB)/21と して手順5へ 進 む.

手 順5μ σげ(qた))〉 五(gの な らば σB← κとして手 順4へ 戻 る.μG(!(qた))<L(qの な らば

五B← たとして 手順4へ 戻 る.μG(ノ(qた))=五(qの な らばげ ← 忽㈹ として終 了す る.

定理6.3上 記 の アル ゴ リズ ムに よってP。 孟の最 適解 は多 く とも0(恥5T・ ハ儒、e孟(m))の計 算

時 間で 求 め られ る.

証 明

上 記 の議論 か らアル ゴ リズ ムの 妥 当性 は 明 らか で あ る.手 順1に お いて非 劣解

集 合 を求 め るの に必 要 な時 間 は定理6.2か ら0(7短8T・ ハ儒5e診(m))で あ り,Qを

求 め るの に必要 な計 算 時間 はMegiddo[49]の 方 法 に よ り0(mlogη)で あ る.手

順3か ら5に お いて は,集 合Qの 中か ら二分探 索 に よってq*を 求 めてい るが,Q
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の 個 数 は0(m)で あ る こ とか ら計 算 時 間 は0(logm)で 抑 え られ る.よ っ て,全

体 の 計 算 時 間 は

max{0(恥3T・N鳶8ε 亡(m)),0伽logη)}=0(窺5T・ ハ儒seオ(m))

とな る.

証 明 終

6.3ボ トル ネ ック型 フ ァジ ィラ ンダム スパ ニ ング ツ リー 問題

本 節 で は 次 の よ うな ボ トル ネ ック型 ス パ ニ ン グ ツ リー 問 題 を考 え る.

pb8:minimizemaxc幽
信

subjectto記 ∈X

こ こで,c乞 は次 の メ ンバ シ ップ 関数 に制 限 され るフ ァジ ィ ランダ ム変数 とす る.

瞬)一 五(cr碕(ωα
乞))

ただ し,Lは 型関数で次の区分的線形 関数である.

五(孟)一max{軌1一 器}

(6.45)

(6.46)

(6.47)

(6.48)

孟oは正 数 で あ り,そ れ ぞれ の 娠 ω)は 平 均μゴ,分散 σ多を もつ正 規分布 に従 う互 い に独 立 な確

率変 数 で ある とす る.

スパ ニ ングツ リー を形 成 す る枝 の コス トの最 大値 に対 して"だ いた い!1以 下 で あ る"と

い うファジィ 目標 を設 定 し,メ ンバ シ ップ関数μσで特性 づ け られ るフ ァジ ィ集合 で表す.こ

こでμGは 次の条 件 を満 たす 区分 的線 形 関数 とす る.

醐 一{1磁:諭 醐

コス トc乞を表す フ ァジ ィ集合 の メ ンバ シ ップ 関数 を可 能性 分布 と見 なす とき,可 能性 分布

μσ(ッ)の下 で だい たい!1以 下 で あ る可 能性 測度 は次の よ うに 与 え られ る.

7)o、(ω)(G)=supmin{μ α(ω)(c∂μσ(c乞)}(6.50)
C乞

以下では可能性測度最大化問題 と可能性 ・確率測度最大化問題 の2つ のモデル を扱 う.
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6.3.1可 能 性 測 度 最 大 化 問 題

本節 では次 の可 能性 測度 最大 化 問題 を考 え る.

Ppm1:maximizeん(6.51)

subjecttoPr[min{りpo、(ω)(c∂le乞 ∈5}≧ ん]≧ α(6・52)

制約 条件 にお け る確 率 レベ ルαは意 思決定者 に よって与 え られ る値 で1/2<α<1を 満 たす

固定値 とす る.制 約式 は次 の よ うに変形 され る.

咄%@)一}≧ 　 ≧α ⇔ 痔L鳥{ア ・、(。)(c・)≧ん}

⇔H-P・(Po¢(ω)(・ ∂ ≧ ん)≧ α

e乞∈5

(Po、(∂)(c∂ ≧ ん を 変 形 す る と

supmin{μo、(ω)(c∂,μG(c∂}≧ ん

⇔ ヨc・ ・μ・、(。)(c∂ ≧ ん,μ σ(c・)≧ ん

⇔ ヨ… 五(≒`(ω))≧ 尾 μG(・以

⇔ ヨ 硲C之 娠 ω)一 五*(ん)傷C乞 ≦ μ乙(ん)

⇔ 娠 ω)一 五*(ん)α乞≦ μ乙(ん)

こ こ で μ乙(・)お よ び 五*(・)は 擬 逆 関 数 で あ り次 の よ うに 表 され る.

五*(ん)=孟o(1一 ん)

μ乙(ん)=ん(ノ1一 あ)一トゐ

]≧ α(　 )

(6.54)

(6.55)

(6.56)

(6.57)

(6.58)

(6.59)

(6.60)

(6.61)

PT@(ω)≦ 五*(ん)属+μ 乙(ん))=PT[(d2(ω)一 μ∂/σ乞≦(五*(ん)陽+μ む(ん)一μ¢)/σdで あ り,

また@(ω)一 μ乞)/のは標 準正 規分布N(0,1)に 従 う確率 変数 で あ るか ら,次 の計 算式 によっ

て等価確 定 条件 に変 換 され る.

IIPγ(dl乞(ω)≦L*(ん)厩 十 μ乙(ん))≧ α(6.62)
e乞∈3
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⇔ 息F(五*(ん)β 乞+μ乙(ん
σ乞)一 侮)≧ α(a63)

⇔ 藷bgF(五*(ん)撃(ん)　 )≧bgα(α64)

⇔ 善1・gF("(ん)撃 ん)一砺)・ ・≧1・9α(e65)

た だ し,Fは 標 準 正規 分布 の確 率 分布 関数 で あ る.以 上 か ら,Pp剛 は 次 の等価 確 定 問題

Ppm2に 変形 され る.

Ppm2:maximizeん

聯 ・tt・ 善bgF(五*(ん)撃(ん)一 侮)銑 ≧1・9α(a66)

忽 ∈X(6.67)

式(6.60)お よび(6.61)を 式(6.66)に 代 入 す る こ とに よ り,Ppm2は 次 の 問 題Ppm3に 変 形 さ

れ る。

Ppm3:maximizeん(6.68)

蜘 嵯bgFe(ノ1+弊 嚇 一り ・・≧1・9α(6・69)

記 ∈X(6.70)

問題P脚3を 解 くた め にパ ラメー タ んを含 む 部分 問題P卸 を考 え る.

Pん:maximizepm

茎1・gF(ん(!1一 プb一 β¢孟o)+β 乞fo+プb一 μ信σ信)銑(e7・)

subjectto⑳ ∈X(6.72)

簡 略化 のた めに,c乞(ん)=(ん(!一 ゐ 一卵o)+β 痴+ゐ 一μ∂/σ乞と表す と!一 ∫一 α痴 く0で

あ る こ とか らc信(ん)は ん の減 少 関数 にな る.問 題P卸 は通 常 の最大 ス パ ニ ング ツ リー 問題

で あ り,こ れ ま で に開発 され て い るアル ゴ リズ ム を用 い て効 率 的 に解 くこ とがで き る.Xん

およびZん をそれぞれP卸 の最適解お よび最適値 とする.
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補 題6.4

Zhはhの 単調 増加 関数 で ある,

証明

h1〈h2に 対 して,Xh2の 最適 性 か ら次 に計算 式 が成 り立っ.

　 　
Zh、 一 Σ1・gF(・ ・(h、))・皇1≧ Σ1・gF(・i(h、))・ 夕2(6.73)

i=1i=1

の

〉 Σ1・gF(・ 、(h、))・22-Zh、(6.74)

i=1

こ こで最 後 の不等 号 はF(Ci(h))がhに 関 して 単調 性 を もって い る ことか ら導 か

れ る.

証 明終

さ らに(X*,h*)を 元 の 問題Ppmの 最適 解 と した とき,次 の定 理 が成 り立 っ.

定理6.5

LZh>109α ⇔h*>h

2pZh=109α ⇔h*=ん

3.Zh〈lo9α ⇔ ん*〈h

証 明

まずZhがhに 関 して連 続 で あ るこ とは 明 らかで あ る.

(1)⇒

Zh=Σ 窪110g.F(Ci(h))瞭>10gα な らば10g.F(・)の 連 続性 と単調 性 か らh〈h1

を満 た すhに 十分 近 いhiに 対 して次 の こ とが成 立す る.

れ 　

ΣlogF(ci(h))尋 〉 ΣF(ci(hl))瞭 ≧logα(6.75)
i=1i=1

上記 の関係 式は(Xん,ん1)がPpmに 対す る実行 可能解で ある ことを示 してい る.す

な わ ち んくhi≦h*で あ る.
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(1)〈 一

F(Ci(h))の 単調 性 と(X*,h*)の 実行 可能性 か ら

　 　
1・9α ≦ Σ1・gF(・i(ん*))媛<Σ1・gF(・i(h))媛 ≦Zh(6・76)

i=1i=1

(3)⇒

明 らかに の 　
Σ1・9α>Zh≧ Σ1・gF(・i(h))媛(6・77)
i=1i=1

が成 立 す る こ と とF(Ci(ん))単 調性 とか らh*〈hで あ るこ とが わ か る.

(3)〈 一

h*>hに 対 してZh>logα が成 り立つ と仮 定 す る と(Xh,h)が 実 行 可能解 で

あ る こ とに な り,ん*が 最適 値 で あ る こ とに矛盾 す る。

(2)(1)お よび(3)が 示 され た こ とか ら明 らか で あ る.

証 明終

それ ぞれ の枝e¢と 砺 ∈Nに 対 して新 た にgた(ん)=max{c乞(ん)le乞=(妬"z)∈E}を 定義 す

る.こ の とき,娠 ん)が んの線 形 関数 で ある こ とか らg鳶(ん)が んの 区分的線 形 関数 で ある こ と

が わか る.コ ス ト娠 ん),乞=1,_,η の任意 の2つ の 関数 にお け る交 点 を計算 し,次 の よ う

に昇 べ きの順 に並 べ替 え る.

んo;0<ん1<..。<ん5<ん8+1=1(6.78)

こ こで5は 計 算 され た交点 の んの 中で異 な るものの個 数 で あ る.

問題 を解 くアル ゴ リズ ム を構 築す るた め にSollin[2]の アル ゴ リズ ム を拡張 す る こ とを

考 え る.Zん はCheritonら[4]あ るい はYaoら[78]な どの アル ゴ リズ ム に よって計 算 可能 で

あ り,ま た 手 順2で 計 算 す るgん(ん)お よび手順4で 計 算す るg¢(ん)の交 点 はMegiddo[49]の

方 法 を用 い る こ とに よって 計算 され る.LB,σBを それ ぞれ ん*の上 限,下 限 とす る.

アル ゴリズム

手 順1Zん 、>logα を満 た す 最 小 のZを 求 め,五B← んz,σB← んz+1と し,手 順2へ 進 む.
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手順2区 間[LB,UB]に おい て,Vk∈1Vに 対 し9iC(h)を 与 え るよ うな枝eiを 用 いて 部分木 の

集 合(Ti,T2,...,Tt)を 形 成 す る。こ こでtは 部分 木 の個 数 を表す もの とす る.手 順3

へ進 む .

手順3t=1な らば,次 の条件 を満 たすX*は 最 適解 で あ る.

X*:可=1,ei∈Tl

媛=0,ei¢Ti

また最適 値 ん*は 次 の計 算式 か ら求 め られ る。

の
h*・ Σ1・gF(・i(h*))媛 一1・9α(6・79)

i=1

t≠1な ら ば手 順4へ 進 む.

手 順4Tiに 対 して

gi(h)=max{cゴ(g)fieゴ に よ っ てTiが 他 の部 分 木 と連 結 して い る}(6.80)

お よび 区 間[LB,UB]に 存 在 す る 交 点 を計 算 す る.g1(h),_,gt(h)に つ い て 交 点 を 計

算 し,次 の よ うに 昇 べ き の 順 に 並 べ る.

ho=:LB〈hl<...〈hr=UB(6.81)

手 順5に 進 む.

手 順5Zhj>logα を満 た す 最 小 の 場 を 求 め,LB← んゴ,UB← 場+1と す る.次 にh∈

[LB,UB]に 対 しgi(h)を 与 え る よ うな 枝 を付 け加 え る こ と に よ り,部 分 木 の 集 合

(Tl,T2,_,Tt)を 更 新 し,手 順3に 戻 る.

定理6.6上 記 のアル ゴ リズ ム に よって元 の問題 の最適 解(X*,ん*)は

0(mlog2η10910gη)の 計 算 時 間で求 ま る.

証 明

(妥 当性)定 理1に よって手順1と 手順4で 行 われ る五Bと ひBの 更新 が妥 当で あ

るこ とがわ か る.更 新 の回数 は明 らか に有 限 で あ り,各 繰 り返 しにお いてSolhn
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[2]の アル ゴ リズ ム を適 用 して い る.ア ル ゴ リズ ム を繰 り返 しが進 む につ れ て,

最 適値 ん*を 含 む 探 索 区間 の大 き さが小 さ くな る と同時 に スパ ニ ン グツ リー を

形 成す る基 とな る部 分木 の数 も減 少 してい く.ま た,各 繰 り返 しにお い て,部 分

木 の集 合 を形 成 す る枝 は欲 張 り法 に よって選 択 され る.ゆ えに手順3に お け る

終了 条件 を満 たす解 は最適 解 で あ る.

(計 算時 間)Sollinの アル ゴ リズ ムは0(logη)回 繰 り返 され るた め,手 順4と 手

順5の 手 続 き は0(logη)回 な され る こ とに な る.各 繰 り返 しにお い て,g¢(ん)の

すべ て の 交点 を導 出す るの に0(mlogη)の 計算 時 間 を必 要 とす る.砺 を探 索

す る こ とは 同時 に0(logη)回 の最 大 スパ ニ ング ツ リーのテ ス トを行 ってい るこ

とに な り,も し最 大 スパ ニ ング ツ リー の計 算 にCheritiol1ら[4]あ るい はYaoら

[78]の アル ゴ リズム を用 い る とす る と全 体 で0(mlogηloglogη)の 計算 時 間 を

必 要 とす る.手 順1-3を 実 行す るの に必 要 な計 算時 間 は明 らか に手順4と 手順

5を 実行 す る計算 時 間 に及 ば ないの で,最 適 解(X*,ん*)を 求 めるた めの計算 時 間

は0(mlog2ηloglogη)と な る.

証明終

6.3.2可 能 性 ・確 率 測 度 同 時最 大 化 問題

●本節では可能性測度だけでなく確率測度 も同時に最大化す る次の問題 を考える.

Pγm1:maximizeん 十9(α)

subjectto PT(min{ア(為(C∂ie6∈8}≧ ん)≧ α

1

至 く α 〈1,0≦ ん ≦1

留 ∈X

(6.82)

(6.83)

(6.84)

(6.85)

ここでg(α)は αに関して非減少かつ微分可能な関数であるとす る.前 節で述べたモデル に

おいては機会制約条件 において確率測度一定の下で可能性測度最大化問題 として定式化 し

たが,P。而 は可能性測度だけでなく確率測度 も同時に最大化する問題 に拡張 されてい る,機

会制約条件(6.83)は 次の よ うに変形 され る.

P・(min{ア ・、(。)(・∂1・・∈3}≧ ん)≧ α(6・86)



6.3ボ トル ネ ック型 フ ァジ ィラ ンダムスパ ニ ン グツ リー問題115

⇔ 漁{アq(。)(c¢)≧ ん})≧ α(a87)

⇔np・(アq(ω)(・ ∂ ≧ ん)≧ α・(6・88)

e乞∈3

アσ乞(ω)(c∂≧ ん を変 形 す る と次 の よ うに な る 。

寧upmin{μo乞(ω)(c¢),μG(c∂}≧ ん(6・89)C乞

く=〉 ヨc乞:μq(ω)(cの ≧ ん,μG(c∂ ≧ ん(6・90)

⇔ ヨ… 五(crd奄(ωβ
乞))≧ ん,μ・(・・)≧ん(691)

⇔ ヨq:砺 ≧ 碕(ω)一 五*(ん)風,Q≦ μと(ん)(6.92)

⇔(オ 盛(ω)一 五*(ん)β¢≦ μ乙(ん)(6.93)

こ こで μ乙(・)お よび 五*(・)は 次 の よ うに定 義 され る擬 逆 関 数 で あ る.

L*(ん)=オo(1一 ん)(6.94)

μと(ん)=ん(!1一 プb)一1一表)(6.95)

.Pγ@(ω)≦L*(ん)β 乞+μ 乙(ん))=Pγ[(4乞(ω)一 μ∂/砺 ≦(五*(ん)属+μ 乙(ん)一 μ¢)/σ日 で あ り,

ま た@(ω)一 μ∂/の は標 準 正 規 分 布 に 従 う互 い に独 立 な確 率 変 数 で あ る.よ っ てFを 標 準

正 規 分 布 の 分 布 関数 とす る と き,(6.83)は 次 の 計 算 式 に よ っ て 等 価 確 定 条 件 に 変 形 され る.

np嘱(ω)≦L*(h)5・+pab(ん))≧ α
ei∈S

⇔ 息F(L*(h)撃(ん)一 μう ≧α

⇔ 藷1・gF(L*(ん)撃(ん)一 μ乞)≧1・9α

⇔1
一,1・gF("(h)辱(ん)一 μ2)・・≧1・9α

ゆ え にP,mlは 次 のP;mlと 等 価 に な る.

　
Pγm1:maximizeh十9(α)

(6.96)

(6.97)

(6.98)

(6.99)

(6ユ00)
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・ubjectt・ 隆1・gF(五*(ん)β 乞+μ 乙(ん)一 μ乞
σ琶)亀 ≧1・9α

1=1

奮 く α 〈1,0≦ ん ≦1

¢ ∈x

(6.94)お よび(6.95)を(6.101)に 代 入 した 問 題 をP。mと す る.

PTm:maximizeん 十9(α)

・ubjectt・ 茎1・gF(ん(五 一ゐ 一響 噺 一侮

詔∈X

問題P。mを 解 くためにパ ラメータんを含 んだ次の部分 間題P偏 を導入す る.

P偏 ・ 一一 茎bgFe(五 一届 苑1孕+あ 一㌦

subjectto卯 ∈X

(6ユ01)

(6.102)

(6.103)

(6.104)

)銑 ≧1・9α(6.105)

(6.106)

(6.107)

(6ユ08)

簡 略化 のた め に,Ci(ん)全(ん(!一fo一 βito)+βito+fo一 μa)/σ諺 定義す る。この とき,fo>!1

かつto,βi,Ui>0で あるか ら,Ci(h)は んの狭 義増 加 関数 で あ る こ とが わか る.P翫 は枝ei

の コス トがlog.F(Ci(h))で ある通 常 の最 大ス パ ニ ングツ リー問題 で あ り,こ れ ま で提 案 され

て きた解 法 で解 くこ とが で きる.Xhお よびZhを それ ぞれP偏 の最適解 お よび最 適値 とす

る.こ の とき,次 の補題 が成 り立っ.

補題6.7Zhはhに つ いて狭 義減 少 関数 で あ る.

証 明

hl〈h2に 対 してXh2の 最適1生か ら

　 　 の

Zh、 一 Σ1・gF(c乞(ん2))・ 夕・≧ Σ1・gF(・ ・(ん・))・ひ1>Σ1・gF(・i(ん ・))璋1-Zh、

i=1乞=1i=1

(6.109)

式(6.109)に お いて最 後 の不等 号 は,F(Ci(h))が んに 関 して狭 義減 少 関数 で あ る

こ とか ら示 され る.
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証 明 終

さ ら に,(X*,h*,α*)をP。mの 最 適 解 と し た と き,次 の 定 理 が 成 り 立 つ.

定 理6.8

1.Zh>109α*⇔ ん*〉 ん

2.Zh=109α*⇔h*=h

3.Zh〈109α*<==>h*〈h

廻

明 らか にZhはhの 連続 関数 で あ る.

(1)⇒

Zh=Σ 窪110gF(ci(h))コ じク>10gα*な らばlogF(・)の 連続 性 と単調性 か ら,hよ り

大 き く,十 分 近 いh,に 対 して 次の不 等式 が成 り立つ.

の の

Σ1・gF(・i(h))尋 〉 Σ1・gF(・i(h、))尋 ≧1・9α*(6.110)
i=1i=1

こ の こ とは(Xh,hl,α)がP。mの 実 行 可 能 解 で あ る こ と を示 して い る。した が っ

てh<h1≦h*が 成 り立 っ.

(1)く 一

.F(Ci(h))の 単 調 性 と(X*,h*,α*)の 実 行 可 能 性 か ら,h〈 が に対 して

　 　
1・9α*≦ Σ1・gF(・ ・(h*))∬;<Σ1・gF(・i(h))媛 ≦Zh(6.111)

i=1i=1

(3)⇒

　 の

1・9α*>Zh一 Σ1・gF(・i(h))姥 ≧ Σ1・gF(・i(ん))媒(6 .112)

i=1i=1

で あ るこ とに注意す る と,こ の 関係 式 とF(Ci(h))の 単調 性 か らh*<hで ある こ

とは明 らかで あ る.

(3)←=

Zh>logα*が 成 り立 っ な らば(Xん,h,α*)が 実行 可 能解 とな り,h>ん*と な る

の で ん*の 最適 性 に矛 盾す る.

(2)(1)お よび(3)の 結果 か ら明 らか で あ る.
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証明終

定 理6.8は Σ挫110g.F(c乞(ん))姥=logα を満 た す 実 行 可 能 解(Xん,ん,α)の 中 に最 適 解

(X*,ん*,α*)が 含 ま れ る こ とを 示 して い る 。f=logα とす る とα=♂ で あ り,上 の 関 係 式 よ り

孟=Σ 窪110gF((CI(ん))姥 が成 り立 っ,

性 質6.9オ は んに関 して狭義 減 少 かつ連続 関数 で あ る。

証 明

オが 固定 され た んに対 す る最 小 スパ ニ ングツ リー の総 コス トで あ る こ とに注意

す る と,Qが 狭 義減 少 かっ連続 で,.Fと 対 数 関数 が狭義増 加 かつ 連続 で あ るこ と

か ら10g-F(c乞(ん))は 狭 義 減少 かつ連 続 で あ る こ とが わ か る.枝 の コス トの順序

が決 定 されれ ば最 大 スパ ニ ング ツ リー も求 め る こ とがで き,ま た,順 序 が変 化

しない 限 り最適 解 も変 化 しない.枝e乞 お よびeメ こ付 随 す るコ ス トの大小 関係 は

logF(c乞(ん乞ゴ))=logF(Cゴ(幅))を 満 たす 砺 を境 に逆 転 し,ま た そ の よ うな 暢 は

ただ一 つ 存在 す る.ゆ え にスパ ニ ングツ リー を形成 す る枝集 合 が 変化 す る とこ

ろ を調 べ るに は,せ いぜ いす べ ての 幅 につ いて調 べ る こ とで十 分 で あ る。こ こ

で 暢 は次 の よ うに計 算 され る.

ん乞ゴ={σ 盛(βゴオ0+∫0一μゴ)一σゴ(β≠0+ゐ 一μ∂}/{σゴ(!1一.fo一β乞孟0)一σ乞(∫1一ノb一βブ孟0)}

(6.113)

さ らに 区間(0,1)に あ る 幅 をつ ぎの よ うに非減 少順 に順 に並 べ る.

0=んo<ん1〈 …<ん8<ん8+1=1 (6.114)

こ こで8は 異 な る値 を もつ 幅 の個 数 で あ る.仮 にす べ て の 暢 が0以 下 また は1

以 上で あ るな らば 区間[0,1]に お いて は コス トの順序 は変 化 しないた め,最 適 な

スパ ニ ング ツ リー は ただ 一つ に求 ま る.す なわ ち,区 間(妬 ん乞+1)にお い て は最

適 解 は変化 しない た め,孟 は明 らか に減少 かつ連 続 な 関数 にな る.区 間 の端 にお

いて は一対 の コス トの順序 のみが逆 にな るた め,孟は 区間の境界 点 にお いて も連

続 関数 で ある こ とは 明 らかで あ る.ゆ えに オは狭 義減 少 かつ連 続 な 関数 で あ る.

証明終



6.3ボ トル ネ ック型 フ ァジ ィラ ンダ ムスパ ニ ングツ リー 問題119

fを 標 準 正 規 分 布N(0,1)の 確 率 密 度 関 数 とす るetは そ れ ぞ れ の 区 間(ん ゴ,ん升1),」=

1,2,...,sに お い て 微 分 可 能 で あ る.

続 潮 瑠 ・か 舎一戦 一茎 ∞甲多灘)ア]五 書 ま勤 く・

幕 一 茎 一f(c'(h))讐 辮)+f(c・(h))}・(fi一 侮一,(3・t・)2尋〈・

rl。、∈T.F(Ci(h))≧ α>1/2か つ ノ1-fo一 βito<0で あ る こ とか らCi(h)>0が 成 り立 っ.し

た が っ てtは そ れ ぞ れ の 区 間 でhに 関 して 狭 義 減 少 な 凹 関 数 で あ る.α ・=etをg(α)に 代 入

し,v(t)=g(eり とす る.さ ら にu(h)を 次 の よ うに定 め る.

u(h)一h+9(α)一h+・(t)一 ん+《 善1・gF色 曜)(6・1・5)

u(h)を 最 大化す るh*を 求 め る と(X*,h*,a)はP。mの 最 適解 とな る.こ こでdはh*に 対応 す

るα で あ る。す な わ ち,g(α)=蜜 ん*)一 ん*とな る.従 って次 の計算 式 が成 り立っ.

窒 一 ・+盤(6・1・6)

舞 一 繋+舞)2(6・1・7)

以 上 の議論 か らdv/dt〈0か つd2v/dt2>0な らば,uは それ ぞれ の 区間 にお い て んの凸 関

数 で あ り部 分 区間[馬,ん 升1],」=0,_,8の 中に最 適値h*が 存 在す る.一 方dv/dt>0か

つd2v/dt〈0な らばuは 各 々の部 分 区間 にお い て 凹関数 で あ り部 分 区 間の 端 点 も しくは

(dv/dt)(dt/dh)=一1を 満 たすhの 中 に最適 解 が含 まれ て い る.以 下で はu(h)が 凹 関数 に

な るよ うなh(α)の 中で,g(α)=λlogα で あ る場 合 とg(α)=一 λ/αで あ る場 合 につ い て詳

しく考察 し,そ の性 質 と効 率的 な解 法 を示 す.こ こで,λ は正 の定数 であ る.

1.g(α)=λIogα の場合

この場合u(h)=ん+λlogα=h+Atと な り,各 々の部分 区間[煽 _1,ん 司,k=1,_,8+1

にお いて,蜜 ん)は 次の よ うに表 され る.

　
u(h)一 蝋 ん)一h+λ Σ1・gF(・i(h))略(h∈[ん 、.、,ん 、],k・ ・1,_,・+1)(6.118)

i=1

te(h)を 各 々の部 分 区間(飯 一1,hk)に お い てhで 微 分 す る と

d2tLd2t伽dt

盃=1+λ 砺,扉=λ 禰 く0(6ユ19)
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最 後 の不等 号 は42〃dん2≦0か つλ>0か ら導 かれ る。ゆ え にu(ん)は 各部 分 区 間で 凹

関数 で あ る。した が ってu(ん)を 最 大 化す る候 補 とな る点 は ん1,_,ん 、また は 朔dん=

一1/λを満 たす 点で あ る.

2.g(α)=一 λ/αの場 合

この場 合

ψ)+Lん 一λ・イ(6ユ2・)
α

とな り,各 部 分 区 間[ん た_1,ん た],た=1,_,5+1に 対 してu(ん)は 次 の よ うに表 され る.

u(ん)…(ん)一 ん黒F(ま(ん)),(ん ∈[聴 い 一1・ … ・・+1)(a121)

ここで θんはある固定 された んに対す る最大スパニングツ リーを形成する枝集合であ

る.す な わ ち,n。 、∈。・・/F(cゴ(ん))は ・夢一 ・に対 してF(・ ・ω)の 積 にな る・各部 分 区

間(娠 一1,んの におい て 賜(ん)を微 分す る と次 の計算 式 に な る.

器 一 ・+λ・一盤(6・ ・22)

誰 一 一ど 傷)2+礁 く・(a・23)

最 後 の不 等 号 はd2〃4ん2<0か つ λ>0こ とか ら導 か れ る.上 の結 果 か ら扱 ん)は

区分 的 に 凹 関数 で あ る こ とが わ か る.ゆ えにu(ん)を 最 大 化 す る点 の候 補 と して は

ん1,_,ん 。も しくは 朔 砒=一(1/λ)♂ を満 たす 点 とな る。

以上 の2つ の場 合 にお いて次 の性 質 が成 り立 っ.

性 質6.10各 部 分 区間(んゴ,んゴ+1)に お いて,面/4ん=0と な る点 んは多 く とも一つ で あ る.

証 明

各 区間 にお いて 面/翫 は42u/dん2<0で あ るこ とか ら狭 義減 少 関数 で あ り,ま

た連続 関数 であ る.伽/dん1んk一、+o>0か つd賜/4ん1んro<0が 成 り立つ な らば,平

均値 の 定理 か ら4u/疏=0と な る点 はた だ一つ で あ る。

証明終
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前述 した よ うに オは ん1,...,ん,にお いて微 分不 可能 で あ る.以 上 の議 論 か ら解 を求 めるアル

ゴ リズ ムは次 の よ うにな る.

アルゴ リズム

手 順1任 意 の2つ の コ ス ト関 数 に 対 す る 交 点 を ん1,_,ん 、を 求 め る.次 に 伽/4ん の右 微 分 係

数 お よび 左 微 分 係 数 を 求 め,五.=伽/疏 振+o,R.=伽/4ん 臨_o醇,γ=1,_,8と

す る.

手順2瓦>0か つ 五。+1<0を 満 たす 区間[馬,ん 。+1]を 求 め,そ れ ぞれ の 区間 にお いて,

ぬ/疏=0を 満 たす 燦 を求 め る.

手 順3Qλ={ん 到4オ/4ん=一1/λ}と お く。畷 んの,撮 ∈Qλ とu(ん の,海=1,...,5を 比 較 し,

ん ∈QλU{ん1,.。.,ん8}の 中 か ら%(・)を 最 大 化 す る ん*を 求 め る.(Xん*,ん*,姫*))はP。m

の 最 適 解 で あ る.

η,mを それ ぞれ 点 の個 数,枝 の個 数 と した ときの スパ ニ ング ツ リー を求 め る計 算 時 間 を

窺3T@,m)と した とき次 の定理 が成 り立っ.

定理6.11摩 が0(恥 θT(η,m))の 計 算 時 間で求 ま るな らば,提 案 した手続 きに よって 問

題P。mの 最適 解 は0(m2恥8T@,m))の 計算 時 間 で求 ま る.

翅

アル ゴ リズ ムの妥 当性 は上記 の議 論 か ら明 らかで あ るた め,計 算 時間 につい て

のみ 示す.計 算 した結果 得 られ る ん1,_,ん 、の個 数 は0(m2)で あ るか ら並 べ 替

えの計算 時間 は0(m210gm)で あ り,i(～λ1の個 数 は0(m2)で 抑 え られ 五。,R.は

多 くと も0(m)で 計算 で き る.ス パ ニ ン グツ リー を求 め るの に要す る計算 時 間

は0(logm)に 満 た ない た め,全 体 の計 算時 間 はmax{0(m210gm),

0(m2)・ 窃3T@,m)}=0(m27泌 ∬@,m))で あ る.

証明終
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6.4結 言

本章では,コ ス トがファジィランダム変数で与え られ る場合 のスパニングツ リ澗 題を

扱い,意 思決定法 を示す と共に効率的なアル ゴ リズムを構築 した.

6。2節では通常の最小スパニングツ リー問題の拡張 となるモデル を考えたがこの問題 は

3次 元におけるκ一集合問題 と深 く関わってお り,ア ルゴ リズムの計算時間も陸集合の個数の

上界に依存 してい る.2次 元の 陸集合問題 は応用範囲が広いため早 くか ら多 くの研究が行わ

れてお り,最 近 になってD・y[7]ら の研究に よりオーダーが改善 されている・3次 元の ん一集

合問題 についてはこれ まで応用す る問題 が見当た らない こともあ り,あ ま り研究 されて こ

なかったが,今 後,研 究が進む につれてアル ゴリズムの計算時間は改 良され ると思われ る.

6.3節ではファジィランダム変数 をコス トにもつボ トルネ ック型スパニ ングツ リー問題

を扱 った.可 能性測度最大化 問題 ではパ ラメ トリックスパニングツ リー問題 の解法を応用

して効率的なアル ゴ リズムを開発 した河 能・1生確 率測度最大化問題では典型的な形 の重

み関数 に対 し効率的なアルゴ リズムを構築 したが癬 法は関数の形 に依存す るため,別 の関

数形 についてもさらに検討す る必要があると思われ る。



第7章

不確定状況下での確率的在庫管理問題

7.1緒 言

本章では費用の曖昧性 を考慮 した腐敗 しやすい商品の在庫管理問題 を考 える.商 品を売

る現場 においては,在 庫商品が少 なすぎると顧客 を逃 し,逆 に,抱 える在庫が多すぎれ ば

保管費用がかか るために利益が損なわれ るとい う状況が常に発生す る.こ の ような場合 に

おいて,ど れだけの在庫をもつべ きかを考 えるのが在庫管理 問題 であ り,こ れ までに様 々

な状況 に対す る意思決定法が考え られてきた.

本章で扱 う腐敗 しやすい商品 とは血液,薬,フ ィルムなどの ように,期 間が経つにつれ価

値が下が り,あ る時点で価値 を失 うものを指す.腐 敗 しやすい商品に対す る在庫問題の研究

はPrastacos[61]の 品切れ費用 と廃棄費用のみ を考慮 したモデルに始ま り,そ の後,様 々な

モデルが考え られている.Noseら[57!は 在庫管理問題 の一つである配分問題において品切

れ費用,廃 棄費用,輸 送費用を考慮 してモデル化 し,最 適発注方策 を求めている.

在庫管理の現場 において,元 来,品 切れ費用は見積 もりが難 しく,確 定値 として与えるこ

とは困難であるとされ てきた.Ishiiら[27]は 新 聞売 り子の問題において品切れ コス トの曖

昧性 を考慮に入れたモデルを考え,フ ァジィマ ックス順序を基 にした意思決定法を提案 し,

曖昧性を考慮に入れた場合には一般的に発注量は多くすべきであるとい う結果 を得ている.

腐敗 しやすい商品を扱 った在庫管理問題 においては費用の曖昧 さを考慮 に入れたモデルは

これまで考え られていないが,商 品の腐敗性 によって顧客を逃 した ときの見積 もりはさら

に難 しくなる場合 もあ り,品 切れ費用の曖昧性 はさらに大 きくなる可能性がある.ま た廃

棄費用について も,廃 棄が将来の ことであれば不確定である場合が多い.ま た,こ れ ら複数

123
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の費用の曖昧性 が存在する場合 に,そ れ らが解に どのよ うな影響を与 えるのか とい う問題

も生 じる.費 用が不確定である場合 には,期 待利益 にも曖昧性 が含 まれるため,通 常の在

庫管理問題 における解 の概念をそのまま適用す ることはできない.

そ こで,本 章では費用に不確定性が含まれた場合において,フ ァジィマ ックス順序 を基

に した非劣解を定義 し,そ れ らのい くつかをもとめる方法を提案す る.ま ず,7.2節 では,品

切れ費用の曖昧性 を考慮 に入れた配分問題 において非劣転送配分方策を定義 し,そ れ らの

いくつかを求 める解法 を示す.次 に7.3節 では,品 切れ費用 と廃棄費用が共 にファジィ数で

表 され る在庫管理問題 を扱い,非 劣発注量を求めると共に2つ の費用の曖昧 さが解に どのよ

うな影響を与えるかについて考察す る.最 後の7.4節 において結論 を述べる。

7.2フ ァジィ品切れ費用 をもつ腐敗 しやす い商 品の在庫 管理

問題

本節ではη個の配分点をもつ配分問題について周期的在庫モデルを考える.注 文は期間

の最初 に起 こる と し,費 用 は期 間 中にか か る もの とす る.さ らに次 の仮 定 脅設 け る.

1.商 品の寿命 は一定 でM期 間 で あ る.

2.在 庫 はLIFO方 策 に従 って,期 間 の最 初 に需 要 に よって払 い 出 され る.

3.各 々の期 間 の最後 に残 って い る在 庫 は,一 度 中央セ ンター へ戻 され,次 の期 間 で再配

分 され る.

4.商 晶 がM期 間経 って も払 い 出 され な けれ ば,廃 棄 処 分す る.

5.各 々の配分点 たでは,次 の費用がかか るもの とする.

亀:配 分点 んで品切れが起 こった場合の単位 あた りの品切れ費用

媒:配 分点 κで廃棄す る場合の単位 あた りの廃棄費用

砺:配 分点 たか ら中央セ ンターへまたはその逆 に輸送す る場合の

単位 あた りの輸送費用(こ こでは砺 〉臨 とす る)

ここで毒は次のメンバシップ関数 に特性づ けられ るLフ ァジィ数 とす る.

劇 一m・x{オ ーmた五(α
た),・}

(7.1)
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6.配 分点 たにおける需要は確率分布関数 凡,密 度関数 九をもつ互いに独立な確率変数 と

す る.

さ らに以 下 の記 号 を導 入す る.

鑑:配 分点kに お け る残 りの寿命 がMか ら2ま での商 品 の在 庫 量

Bk:配 分 点kに お け る残 りの寿命 が1で あ る商 品 の在庫 量

N=(N、,N2,_,Nn),.B一(B、,B2,_,Bn)
れ れ

N一 ΣN・,B一 ΣB・

鳶=11e=・1

商 品 の在 庫 量 がそ れ ぞれN,B単 位 で あ る時 の,全 体 の費 用 の期 待値0(N,B)はNoseら

[57]の 結果 を用 いて次 の よ うに表 され るe

∂(N・B)一 書{鴫
軌@一 砺 隅@)楓 膿 ㌔+疏 一照@)

+嘱 購)+(N・+Bl・)一 ハ 疏 一蜘)}(7・2)

品切 れ 費用亀 はLフ ァジ ィ数(mle,αk)Lで あ るか ら,拡 張原 理 に よ り0(N,B)は 次 の メンバ

シ ップ関数μ∂(N
,B)(t)に 特 性づ け られ る 五フ ァジ ィ数 に な る.

μ∂(N ,B)(t)一 一x{L(≒ 辮))・ ・}(7・3)

こ こでm(1V,B),α(N,B)は 次 の よ うに 表 され る.

m(N・B)一 潔 職 磁@+職@)+吋 野(Nl・+Bl・ 一・)dFK(・)

+咄 恥)+(Nl・+B・)u・+u・f
。Nh(Nk-x)dFk(X)}(7・4)れ

α(N,B)一 乙 α・砿@+B・)dF・(・)(7・5)

総費用が ファジィ数 であるため,通 常の在庫管理問題で用い られ る方法 をそのまま適用す

ることはできない.よ って,フ ァジィマ ックス順序に基づいた非劣転送配分方策を次に定義

し,以 下ではそれ らを求める解法を示す.
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t。1α(N,.B)一 α(N,B)1≦m(N,B)一m(N,B)

す な わ ち,次 の こ とが成 り立 つ こ と と同 値 で あ る.

れ

オ・Σ

た=1

れ

≦ Σm・,(x-Nゑ 一Bk)dFh(x)一
le==1十B和

ノ ノ

+)隻 ωle'e+B'e

た嵩1

+ωle{B轟(ハ 仏)一B轟(族)}+Ule{(N碇+Bl)一(Nle+Bte)}

ノ

+晦{ハ 鵡 照@)一 ハ 鑑 一・)嫌)}

次に非劣転送配分方策 をい くっか求める.ま ず,次 の定理が成 り立っ.

定義7.1(非 劣転送配分方策)
り が ノ ノ ねノ ノ

2つ の転送配 分方策(N,B)と(N,B)に 対 して条件0(N,B)≦0(N,B)か つ0(N,B)≠
む ノ ノ ノ 　

0(N,B)が 成 り立っ な らば,転 送配 分 方策(N,B)は(N,.B)に 優 越 す る とい う.ま た,

転 送配 分方 策(N,B)に 対 して優 越 す る方策 がな い とき,(N,B)は 非劣 転 送配 分方 策 で あ

る とい う.

バ ぼ ノ ノ

こ こで0(N,.B)≦0(1V,B)は 定理2.7の フ ァジィマ ックス順序 を用い て次の よ うにな る.

''"

(7.6)

α・{鵡
+B距N・ 一B・)嫌)一 鷹 疏@+隅@)}

{々.。1@一 魂 一Bた)覗@)一 膿 。、@一鑑 一B・)4恥)}

{疏k～+Bた 一脚)一 膿 塩(恥 疏 一・)嫌)}

定 理7。2m(N,B)を 最 小 に す る転 送 配 分 方 策(N*,B*)は 非 劣 転 送 配 分 方 策 で あ る 。

証 明

方 策(N*,B*)が 非 劣 転 送 配 分 方 策 で な い と仮 定 す る と次 の 条 件 を 満 た す 方 策

(NO,130)が 存 在 す る こ とに な る.

τolα(N*,」B*)一 α(NO,」BO)i≦m(N*JB*)一m(NO,BO)(7.8)

(m(N*,B*),α(N*,B*))≠(m(NO,」BO),α(NO,BO))(7・9)

と こ ろ が,m(N*,B*)≠(2vo,BO)の と き,

オoiα(N*,B*)一 α(No,Bo)1≧0>m(N*,B*)一m(No,」Bo)(7.10)

(7.7)
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で あ る が,こ れ は 皿(ヱV*,B*)が 最 小 で あ る こ とに矛 盾 す る.

ま た,m(N*,B*)=m(NO,BO)の とき,α(N*,B*)=α(NO,BO)が 成 り立 っ た

め,

(m(N*,B*),α(N*,B*))≠(m(No,.BO),α(No,BO))に 矛 盾す る.

証 明終

m(N,.B)の 最 小化 問題 はNoseら[57]の 方法 を用 い て解 くこ とがで き,ま た,彼 らのモ

デル にお いて 品切れ 費用 を 晦 と した場 合 に は最 適解 も一致 す る.し か し,状 況 に よって は

意思 決 定者 は曖 昧性 を最小 にす る解 を求 めたい と考 える こ ともあ る.す な わ ちα(1V,.B)を

最小 化す る次の 問題PAを 考 え る.

π

PA:minimizeΣ

鳶=1

れ れ

・ubjectt・]EN・ 一N,ΣB・ 一B

鳶=1た=1

NiC≧0,Ble≧0,k=:1,...,n

簡 略 化 の た め に αた(凡,Bた)を 次 の よ う に 定 義 す る.

α・磁(鳳 一照@)

姻 昨 α・磁(一 照 一B・)嫌)・ κ一 ・,之… ・η

(7.11)

(7.12)

(7.13)

(7.14)

こ こで 嚥>0と す る.仮 に 叫 ≦0と す る と♂(照,.Bの=0と な り,こ の とき,α(N,B)か ら

除 く.♂(N島Bの の 定 義 よ り,以 下 の 計 算 式 が 成 り立 っ.

∂αた(凡 β た)
=α た珂智(Nた十B鳶)_α た(7 .15)∂ハ儒

∂αん(ハ儒β ん)
=α た凡(臨 十Bた)一 αん(7 .16)

∂B鳶

∂2αん(ハ儒β 鳶)
=α 鳶九(ハ 儒 十Bん)(7 .17)∂N2

∂2α鳶(ハ儒,.B鳶)
=α た九(照 十 、B鳶)(7 .18)∂B竃

∂2αた(凡,B鳶)
=α た1㍉(1>ゐ 十B鳶)一 αた(7 .19)∂凡 ∂B

ん



128第7章 不確定状況下での確率的在庫管理問題

ここで
びα灘 塾1鋤 疏) 一(∂2αた(〈儒β た

∂疏 ∂Bた))2一 ・(7・2・)

よ り,CMIe(凡,Ble)は 凸 関数 で あ るこ とが わか る。ゆ えに,そ の和 で あるα(N,B)も 凸 関数 で

あ り,PAは 凸計 画 問題 で あ る こ とが わか る.問 題PAを 解 くた め に,次 の ラグ ラ ンジ ュ関

数 を導入 す る.

五(・N・B)≡tP
一,αkゐ=+B、、(x一・へlk-Bl・)dFk(x)+λ(1≦:⊇ ・怖 一一N)一 トμ(t?一iBl・一B)

この とき,PAの 最 適解 は次の キ ュー ン ・タ ッカー条件KTを 満 たす.

KT・ ∂五舞B)一 α・購+B・)一 α・+λ ≧ ・(7・2・)

∂L(N,B)
=orkFle(ハlk十Bk)一 αk十 μ ≧0,k=1,...,n(7。22)

∂Bk

れ れ
ΣN・ ・N,ΣB・ 一B,(7・23)
k=1k=1

畿 ・Nl・ 一 ・,畿 ・B・ 一 ・,k一 ・,…,n(7・24)

KTに お い て,N=0(B=0)が 成 り立 つ 場 合 に は,鑑(.Ble)=O,k=1,_,nで あ る の

で,N;B==Oと な る.し た が っ て,2V=B=0な らば,PAの 最 適 解 は 凡=Bk=・O,k=

1,_,nで あ る.

以 下 で は,1Vが.Bの ど ち らか 一 方 の み が0で あ る と き の 解 法 に つ い て 示 す.こ こ で は

B=0の 場 合 の み に つ い て 示 し,N=0の 場 合 に お い て も 同様 に解 く こ とが で き る。B=・O

の とき,Ble=0,k=1,_,nで あ り,KTは 次 の 問 題KT,と な る.

∂L(N)
=αkFk(Nk)一CMIe十 λ ≧0(7.25)KTノ: ∂N

le

∂五
・・Nk=0

,k=1,。.。,n(7.26)

∂Nkれ
ΣN・==N,N・,N・,…,Nn≧0(7・27)
鳶=1

次 の手続 きPKTはKT,の 解 を求 め る.
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PKT

手 順1ま ず,n個 の 配 分 点 を α1≦ α2≦ … ≦ αnと な る よ うに,番 号 付 け を行 う.さ らに

1≡(αi,ai+1),i=0,_,n-1と し,手 順2へ 進 む.こ こで αo……α1(1-Fl(N))と

す る.

手 順2i・ ・Oと し て 手 順3に 進 む.

手 順3λ ∈ ろとす る とNiC=0,k=1,...,i,Nle=町1(1一 λ/ak),k=i+1,...,n

が 成 り立 つ.も し,ΣZ_i+2町1(1-ai+1/αle)>1>な らば,手 順4に 進 む 。 そ うで な

け れ ば,Σ 』+1町1(1一 λ/ork)=Nを 満 た す λoを 求 め,鑑=4-1(1一 αi+1/ale)(k=

i+1,_,n),Nle=O(k=1,_,の と して 終 了 す る 。

手 順4i==i+1と し,手 順3に 戻 る.

定 理7.3.B=0の 場 合 に は手 続 きPKTに よ っ てPAの 最 適 解 が 求 め られ る.

証 明

KT,か ら,λ<CMkな らば,ま た そ の と き に 限 り 凡 は正 で あ る こ と は 明 らか で あ

る.ゆ え に,手 続 きPKTに よ っ てPAの 最 適 解 が 求 め られ る.

証 明 終

次 にNとBが 正 の 場 合 を考 え る.ま ず,鳳 ≡ 蕊+Bk,k・=1,...,nそ して,T≡N+Bと

す る.PAの 目的 関 数 はTl,T2,...,Tnの 関数 で あ る こ と に 注 意 す る と,PAは 次 の 問題PAT

に 変 換 され る.

れ
PAT・minimize暑 α・焉@一 乃)dF・(・)(7・28)

ゆ
subjecttoΣT,=T(7.29)

k=1

Tle≧0,k=1,...,n(7.30)

次 の 連 立 一 次 方 程 式SLPを 解 く こ と に よ っ て,PATの 最 適 解 甥,k・=1,2,_,nが 得 られ,

そ れ か ら,PAの 最 適 解 が 得 られ る.

れ れ
肌P:Nil十Bk=㎎k・ ・1,_,n,Z)N,=NΣBた=B(7.31)

た;1k=1

Nk,Bk≧0,k=1,..。,n(7.32)
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問題SLPは 変数 が2n個 で あ り,制 約 等式 が(n+2)本 あ るた め,n=1の 場 合 を除 いてPA

の解 は容 易 に求 め るこ とがで き る.一 般 に 自由度 は(n-1)で あ るた め,PAの 最適解 の うち

m(N,B)を 最 小 にす る解 を求 め る こ とが でき る.ゆ え に,次 の よ うな 問題PAMを 考 えるe

れ

PAM:minimizeO十 Σ

k=1 {ω・∬(恥)嫌)

+蝋 ㎎ 一鑑)購)槻 ハ 族 一・)砥@)}

ゆ
subjecttoΣ1>ll=N,0≦Nle≦T,o,k=1,…,n

k=1

ここで,0は 定数 項 で あ り,次 の よ うに表 され る.

・≡書{m・席@一 職@)+副

,

0≦ 凡 ≦卿 が導かれ るため,PAMの 制約式はSLPの 制約式に等 しい.

△

つ

ラジア ンを次 の よ うに定義 す る.

L(T,7)≡ 書 α・が@一 聯)+or(シ ーT)

五(T,7)か ら次の キ ュー ン ・タ ッカー条 件KTTが 得 られ る。

KTT・ 銑 一 α雌)一1)+or≧ ・・

れ

Tle≧o,κ 一1,_,n,ΣT・ 一T

k=1

(7.33)

(7.34)

(7.35)

簡単な計算によってSLPの 制約式 凡+疏=丁 鶏ハ偏 疏 ≧0の 制約か ら,PATの 制約式

次 にPATの 解 を求 め る手続 き を示す.T=(銑,T,2,_,7Dと し,PATに 関す る ラグ

(7.36)

(7.37)

(7.38)

PATは 凸計画問題 であ り,KTTの 解はPATの 最適解 となる。KTTに おいてTをNで 置

き換 えた問題は,KT,と 等 しくなる.よ って,KTTの 手続 きを省略 し,PATの 最適解が求

まった として,PAMの 解 を見つ ける方法のみ示す。ここでPATの 目的関数は次の挽(N)

に変換 され ることに注意す る.こ こで定数項0は 省略 している.

命(N)≡書{ωぜ 恥)蜘 沌族(恥)砥@)}(739)
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瑠 潅=1,_,η が正 と仮 定 して も一般 性 を失 わ ない.な ぜ な ら,あ る κ'に対 して ㍑ な らば

N鳶';0と し,そ の よ うな た'を除い て新 た に んを数 え直 して π=η'と す れ ば よい か らで あ る.

また,砺 〉 砺 よ り,

∂2挽

凝=(簸 一ω・)凧)≧0(740)

で あるか ら,挽(N)は 凸関数 で あ る.よ って,次 の よ うな キュー ン ・タ ッカー条件KTMを

満 たす解 はPAMの 最 適解 で ある。

KTM:Σ 鴛=1照=N

各 々 の 尾 砺 ≧0に 対 して(a),(b),(c)の い ず れ か の 条 件 が 成 り立 っ.

(a)照 一 〇,(砺 一 ωた)凡(0)一 λ≧0

(b)ノ 〉鳶=町,(鴛 た一 ωん)凡(甥)一 λ十 錫南≦0

(c)婿 〉 照>0,(隔 一 ω鳶)凡(照)一 λ一 〇

次に示 され る手続 きPKTMを 実行す ることによってPAMの 最適解 が得 られ る.

PKTM

手 順1α1=(町 一 ω1)F1(卿),_,砺=(砺 一 ωの凡(㎎),61=(u1一 ω1)E(0),_,bπ=

(u1一 ω1)凡(0)と し,α 島 砿,た=1,。

トす る.こ こ で 允は αん,6島 κ=1,.。

1,。..論 一1と し て,手 順2に 進 む.

..,η に 関 してC1〈C2<…<砺 とな る よ うに ソー

.,η の 異 な る値 の 個 数 で あ る.ゐ=(C島C鳶 十1)沸=

手1頂2.46={ん[α た≦c2},E6={た 臥 ≧c鳶+1},σ ¢={1,2,_,η}_4r瓦 とす る.さ ら に,

κ ∈ ん に 対 して 凡=㎎,κ ∈ 瓦 に 対 して1㌦=0孟 ∈ 銑 に 対 して1Vた=町1(λ
uた一ω海)

とす る 。 も し,Σ 綻 σ、疏 一N一 Σた鮒 、1囎を満 た す λ=λ 乞∈Jlが 存 在 す る な らば,

PAMの 最 適解 齢 ∈ α に対 して 疏 一 町1(λz
駕陀一初鳶),展 瓦 に対 して 照 一 聯 し

て終 了す る.そ うでな けれ ば,手 順3に 進 む.

手1頂3乞=乞+1と して,手 順2に 戻 る.
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PAMの 最適 解 をNOで 表 す とNOに 伴 って 次 の式 を満 た すBOが 求 ま り,PAの 最適 解 が求

ま る.

B£ 一 ㎎ 一N8,κ 一1,_,η(7・41)

定 理7。4(NO,Bo)はm(N,B)を 最 小 にす るPAの 最適 解 に な る.

垂 明

も し,λ が全 て の 砺,ん=1,...,η 以 下 で あ る な ら,K:TMの キ ュー ン ・タ ッカ ー 条

件 よ りN髭=0顕=1,_.,π が 成 り立 つ.こ れ は,条 件N≠0に 反 す る 。さ ら に,

分 布 関数 の 単 調 性 か ら,c1は あ る 婦 こ一 致 す る.そ こ でKTMの 解 λの 範 囲 を調

べ る .KTMの(a),(b),(c)の 条 件 ま た 陥 ≧0か ら,も しλ≧ 砺 な らば,鑑;㎎

で あ り,λ ≦ 偏 な らば1㌦=0で あ る.さ らに λが 叫 と 砿の 間 に存 在 す る な らば,

照 一 町1儲 。、)とす る・B>・ ・N〈T(一 Σ鴛一・甥)で あるか ら,λは ・・以 下で

ある.よ って,PKTMは 乞=舵 な る前 に終 了す る.こ の こ とはPKTMに よっ

てPAMの 最適 解 が求 ま るこ とを示 してい る.ゆ え に,(NO,BO)はm(N,.B)を

最小 化す るPAに 最適解 で あ る.

証明終

定 理7。5(NU,BU)は 上 の 問 題 の 最 適 解 で あ り,も し,m(NU,.BU)≧m(No,BO)を 満 た す

な らば(NO,BO)も 非 劣 転 送 配 分 方 策 とな る,

証 明

(NO,BO)が 非劣転送配分方策で ない と仮定す る と,sup{オ>OlL(¢ 一m(N,B)))>

0}=m(N,B)+あ α(N,B)で ある こ とか ら,次 の条件 を満 たす(Nd,B4)が 存

在 す る.

m(N・,.B・)+オ 。α(NOβ0)>m(N`,Bd)+孟 ・α(Nd,・Bd)(7・42)

≧ γ几(NU,」Bっ 十 オoα(NU,」Bっ(7.43)

(No,.Bo)と(Nu,Bu)は それ ぞ れPAとPMAの 極 小 解 で あ る.(No,.Bo)はPA

の非 劣 転 送 配 分 方 策 で あ り,m(NO,BO)≦m(NU,BU)で あ るか ら,上 の不 等 式 は
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成 り立 たない.も し,(N駕,Bu)が 極小 でない な ら,次 の条件 を満 たす解(1W,B")

が存在 す る.

7γL(N賜,Bっ 十 オoα(N駕,Bっ>m(N",」Bっ 十 舌oα(N",13")(7.44)

(7.44)は(NU,BU)がPMAの 最 適解 で あ る こ とに矛盾 す る.

証 明終

定理7.5は(NO,BO)が フ ァジ ィマ ックス順 序 の意 味 では必 ず しも最 小 にな る とは 限 ら

な い こ とを示 して い る.し か し,意 思決 定者 が曖 昧性 の最 小 にす る解 を希 求 す る場合 には,

(1vo,.BO)は 望 ま しい解 で あ る と思 われ る.

7.3フ ァジィ費用 と2種 類の需要 をもつ腐敗 しやす い商 品の

在庫管理 問題

次の在庫管理 問題 を考える.

1.1期 間,1種 類の腐敗 しやすい商品を考える.

2.発 注は期 間のは じめに行われ,単 位 当た りの仕入れ値 をcで 表す.

3.商 品の使用期限はm期 間である.

4.最 も新鮮な商品(使 用期限の残 りがm)の み購入す る客(タ イプ∬ と,新 しい商品と

比べて値段 が安 ければ古い商品を購入する客(タ イプ五)と す る.ま ずタイプHの 需

要が優先 され,次 に残 った在庫でタイプ 五の需要に応 じる.タ イプLに 対 しては先入

れ先 出し方策 を使用す るもの とす る.

5.m期 間過 ぎても売れ残 ってい る在庫は廃棄処分 され る.単 位 当た りの廃棄費用は次の

メンバシップ関数 μ∂(ので特性づけ られ る五ファジィ数θとする.

μ∂(孟)一m・x{五儲 θ)・・}

こ こで,五 はRか らRへ の型 関数 で,次 の条 件 を満 足す る もの とす る.
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(a)五(一 オ)一五(オ),オ ∈R

(b)L(の=1,オ=0の ときのみ

(c)L(う は[0,+○ ○)の範 囲 で非増加

(d)孟oは 五の零 点

ここで費 用 の性 質 か ら,一 般性 を失 うこ とな く㎜θ一オoαθ>0と 仮 定す る こ とがで

き る.

6.在 庫 は期 間の最 初 に起 こる需 要 に よって 払 い 出 され る.モ デル は1期 間 で求 め る。

7.そ れ ぞれ の期間 にお け るタイ プ ∬の需 要量 を表す確 率変 数 をDダ と し,確 率分布 関数

お よび確 率密 度 関数 をそれ ぞれ 理(・),が(・)と す る.ま た,Dタ は互 い に独 立な非負

の確 率 変数 とし,理(0)=ザ(0)=0,ブ=1,2,_,mで あ り0以 外 で連 続 で あ る も

の とす る.

また,そ れぞれの期間にお けるタイプ 五の需要量 を表す確率変数 をD'と し,確 率分

布関数 と密度関数 をそれぞれ 琢c),〃(・)と す る。確率変数および分布関数の満たす

条 件 につ いて は タイプHと 同様 で あ る とす る.

8.タ イプHの 需要,タ イ プ 五の需要 に対す る単位 当た りの品切 れ費用 は,そ れ ぞれ 五フ ァ

ジ ィ数PH=(mPH,αPH)L,死=(mPL,αp五)Lと して表 され る。こ こで,ρHと 死 と し,

ま た,単 位 当た りの保 管 費用 を んとす る.

9.使 用 期 限 が ん残 って い る商 品 は単 位 当た り塩,た=1,2,_,mで 売 られ,敢+1≧ 塩

とす る.

モ デル の定式 化 を行 うにあた って 次 の記 号 を導入 す る.

銑:② 期 間後 に腐 敗す る手 持在 庫 量

x:使 用 期 限が1～m-1残 ってい る商 品の 量 の合計

の 　 ユ

・一 Σ 銑
ぼニ ユ

Xp:P期 間 後 ま で 腐 敗 す る手 持 ち を 表 す ベ ク トル

Xp一@・,x2,…,x,),1≦P≦m-1

Xo=φ
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Bゴ:ブ 期間後 に腐敗する商品が全部払い出 された後の満足 されない全需要量

Bゴ=[Dナ 十Bゴ ー1一 ωゴ]+,1≦ ブ ≦m-1

Bo=0

但 し,[α]+=max{α,0}

%:Qπ の確 率密度 関数

κ:利 益

(売 り値)一(必 要経 費)

五:必 要経 費

(仕入 れ値)+(廃 棄 費 用)+(品 切 れ 費用)÷(保 管費 用)

Qπ(u:Xπ_1):Pγ{Dみ+Bη_1≦ 錫},1≦ η≦m

この とき,そ れ ぞれ の費用 お よび発 注量 は次 の よ うに な る.

1.仕 入 れ値

単位 当た りの仕 入れ 値 と発注 量 との積 に等 しい こ とか らc〃 とな る.

2.廃 棄 量

廃 棄処 分す る商 品 の数 をRと し,1期 間 目の後 の一番 新 しい商 品の在 庫量 をWと す る

とNahmiasら[54]の 結果 よ り,

w一{1一㍗;鍬 圃

とな るた め,Rの 期 待値E(R)は,

E㈹ 一 ∬ 擢(⑩ ∬ つQ㎜(錫 ・Xm一・)伽

一 ∬ 岬(・)Q一 い ・塩 一・)伽(746)

となる.

3.品 切れ量

(a)タ イプEの 品切れ量の期待値

孟..(吻 漂(ψ 一 兀..ザ@)的{・ 一擢 ω}(747)
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(b)タ イプ五の品切れ量の期待値

∬!タ@)農_(窃 十"一:r一 ツ)痒(・脚 ・

+{1-F野 ω}∠..(u一 競(賜)d賜

4.保 管量

保管す る商品の量をGと す ると,

G一{臨 酷D伊 沼1;甥

とな るた め,(7の 期 待値E(G)は,

E(G)一 ∬ が@)∬+〃@+ツ ーu一 ・)ガ(ψ 伽

+{1一 翠 ω}∬@一 曙(u)4u

(7.48)

(7.49)

(7。50)

5.売 上 量

使用期 限 が κ残 ってい る商 品の売 り上 げ量 を 砿 とし,使 用期 限 が た以 上残 ってい る商

品の売 り上 げ量 を砥 とす る.

まずD野 の値 に関 して場合 分 け をす る。

(a)理 ≧ ツの場 合 、

1期 問 目で全 て売れ るた め,砺=雪,仏=0,た ≠mで あ る。

(b)理 くツの場 合

D罫 の値 に関 して さ らに次 の よ うに場 合 分 け をす る。

　 {D野(Df≦ ω)理+Df一∬@<瑳く針 ッー理

〃(D{∫ 十Df≧ ¢十〃))圃

した が って砿 の期待 値E(σ た)は,次 に表 され る関数 とな る.

吻 一∬{(圃 一ズQ一 ←+
戸熱 紛・隔)伽}細 伽

(7.52)
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倉@)ズ{Q… ←+

一q一・←+謂 漕 ・娠)}紬

ま た,κ=mの 場合 の 砺 の期 待値E(砺)は 次の よ うに な る.

E(砺)一 ツイ が@)∬+"→ 理@)4諭

以上 の結果 か ら,期 待利 益κ は,次 の形 で表 され る.

K(ツ:X鵬_1)一》 倉@)ズ{Q… ←+黒 賜・隔 →

一Q-4←+謡 漕 ・娠)}血 伽

+塩{ツ ー倉@)∬+脚 増(賜)4ud・}

一[・ッ+ん{∬ が(の ∬+㌔+〃 … ・)芹(ψ 伽

+(・ 一理 ω)∬@一u)ガ(u)4u}

+PH{ゐ..・ ∫野(・)蜘(・ 一岬(〃))}

+死{∬ ノ野@)膿
_(蜘 … ツ)却(ψ 伽

+(・ 一擢 ω)∠..(鴛 一競(u)4u}

+∂ ∬ 擢@)Qm(〃 一":Xm_1)4・]

ゆ えに,の の期待 値E(砿)は(7.52)の 結果 を用 いて次 の よ うに計算 され る.

E(σ た)=E(σ 鳶)一E(σ た+1)(た ≠m)

一 黒 一 →

(7.53)

(7.54)

(7。55)

廃 棄 費 用,品 切 れ 費 用 が 五 フ ァジ ィ数 で あ るか ら,拡 張原 理 に よ り1((y:Xm-1)も 五 フ ァジ ィ

数(m(〃:Xm_1),α(ッ:Xm_1))五 と な る.こ こで,m(ッ:Xm_1)お よび α(〃:Xm_1)は 次 に 表
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され る関数である.

m(一 争 伽 ズ{唖+
、二 紛・x一)

.
一Q一 ←+黒

。一)}…

+Rm{〃 一∬!タ@)∬+〃 → 坪(u)伽 伽}

一[・ツ+ん{倉@)∬ 　 @+9一)帰(細

+(レ 理 ω)∬@一 賜)芹(賜)伽}

+m・ 。{ゐ0.幽 吻(・ 一晦))}

+m・ ・{∬ ノ野(・)農
_(賜+・ 一・一ツ)芹(繭 伽

+(1一 犀 ω)∠..(u一 ・)ガ(u)d賜}

+m・ ∬ 理 ωQ融 一・・編 一・)d・1

α(〃:Xm_1)一 α・・{兀..・が@)d・ 一〃(・一耶 ω)}

+α・・{倉(・)瓜(醐 一・一漁 勲

+(1-F野 ω)∠..(翫 曙(賜)d錫}

+α・∬ 擢(・)卿 一・・塩 一・)d・

(7.56)

(7。57)

廃棄 費用 と,品 切 れ 費用 は フ ァジ ィ数 で あ り大小 関係 が定 め られ て いない た め,最 適 な

発 注量 は一 般 的 には存在 しな い。そ こで前節 と同様 に,フ ァジ ィマ ックス順 序 を基 礎 に し

た非劣 発注 量 を次 に定義 し,そ れ らを求 め る方 法 を考 え る.

定義7.6次 の条 件 を満 たすgが 存 在 しない とき,発 注量ρは非 劣発 注量 と呼 ばれ る.

κ(ρ:X㎜_1):≦ κ(9:X皿_1)
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m(ッ:Xm_1)を 最大 にす る発注 量 ザ と,mω:Xm_1)+舌oα(〃:Xm_1)を 最大 にす る発

注量 ッoは 共 に非劣 発注 量 であ る.次 の定理 か らそれ らは共 にた だ一つ に決 定 され るこ とが

わ か る.

定理7.7m(g:Xm_1)お よびm(〃:Xm_1)+孟oα(g:Xm_1)は ッ=0を 除い て 〃に関す る

狭義 凹 関数 で ある.

証 明,

狭 義 凸 関 数 で あ る こ と を証 明 す る た め に は,y=0を 除 い て

∂2m(y・Xm一 、)

{
<0∂

y2
∂・{m(y・Xm一 ・)+t・ α(y・Xm一 ・)}

<。(7・58)
∂y2

で あ る こ とを示せ ば十分 で あ るeま ず,m(y:Xm_1)のyに 関す る1次 偏導 関数

お よび2次 偏 導 関数 の計 算結 果 は次 の よ うにな る.

∂m(y:Xm-1)m-1〃m-1

∂yle =1ゴ=m-k

の ヘ ユ

Σ
ゴ=m-k+1

∂2m(〃 ・Xm一 、)

∂〃2

一 Σ申@){縣 ← ・+Σ 賜・絢

一縣 ・← ・+賜 ・隔)}伽

艦{・ 一∬ 理(吻 一曜(吻}

一m・∬ 岬@)卿 一・・塩 一・)d・一・

一ん∬ ∬+㌦ ω が ω4繍 一狗
。(犀ω 一・)

一嘱 糖@){坪(物 一・)一・}4・(759)

一客喩){吸 鉱 紛・偏!

一脳 ・G懇 ・隔)}
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+倉(ψ ←@撫 ・x湘)

一 ← ・+、.鴛刊一)}一 嚇 ㈱

+∬ 芹画 一・)が圃

一m・∬ ∫タ(柵 一・・x一・)4　 m・・ザ ω

一ん{坪@㈱+倉@)ノ'(励 一ψ}

一 。。{∬!野@)∫'(吻 一のd岬 ω(琢@)一 ・)}(牝6・)

こ こ で,(～1@:φ),q1(u:φ)の 定 義 よ り,次 の こ と が成 り立 っ.

Q・(　 φ)一 且(Df+B・ ≦ ・)一 沌自じ帰(助 一 増@)(7・6・)

q、@姻 ・φ)一4Q1器:φ)1・ 一針。一 一 芹@姻)(7・62)

よって,(7.60)に おい て次 の計 算式 が成 り立っ 。

Rm{瑳@)が ω+∬ 芹@+〃 一・)擢(剃

一 縣{Q・@)が ω+∬9・@+〃 一・・φ)津(ψ}(7・63)

(7。63)を(7。60)に 代 入 し,ま とめ る と次 の 形 に な る.

びm(㌢:Xm_1
∂〃2)一 讐(一 蜘[Q一 ・レ 嗣

+∬!野(ψ←@撫 ・一)}]

一m・∬ が@)qmい ・X一・)伽

一ん{恥 ㈱+∬!w(叶 ψ}

イ 野ω{m。 ゼm。 。+m。 。坪(・)}
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一 ・・∬ が@)ガ(殉 一ψ(7・64)

売 値 に 関す る仮 定 職+1≧ 魚 よ り第1項 は負 で あ り,後 の項 につ いて もそれ ぞ

れ係 数 が負 で あ る ことか ら,全 体 と しては負 にな る.す なわ ち,

∂2m(ッ:Xm.、)
<0(7.65)

∂ツ2

が成 り立っ.次 にα(9:Xm_1)の 〃に 関す る第2次 偏 導 関数 を計算 す る と次 の よ

うにな る.

∂2α(〃・x飼)

∂ツ2

一 α・∬ が@)9mω 一嚥 一・)4・+α,。が ω

+α窺{倉(・)∫'(吻 一・)耐 タω(駒 一・)}(岡

(7.60)お よび(7.66)を 用 い る と次 の 計 算 式 が 成 り立 っ.

∂2{m(y・Xm.、)+孟 。α(㌢・Xm一 、)}

∂〃2

一書(職一銅 呵Q…c熱 ・隔 →

+倉@)伽{9m一 ←+
、鉱 一 一・)}]

一(mθ一オ0αθ)∬ が(蜘 一嚥 一・)伽

一ん{砕@)が ω)+∬ が@)芹(・+ッ ーψ}

一{(m
。ゼ オ。α。。)一(m。 ド オ。α。。)}ノ野ω)

一(m
p。一 オoαP。)増@)!野(ッ)

一伽 ガ オ・α
・。)∬ が(u)プr'(ω 十 〃一")d勉(7.67)

ここで,

PH≧ ρL,mθ 一 孟oαθ>0,mPL一 オoαPL>0,mPH一 オoαPH>0(7.68)
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な る仮 定 か ら,
∂2{m(9・X一 ・)+孟 ・α(9・Xm一 ・)}〈0

∂ツ2
(7.69)

とな るこ とがわ か る.

証明終

定理7.7よ りザ,プ が た だ一つ 存在 す るこ とが わか る.

定 理7.8ッmが[0,00)の 範 囲 に存在 す る.

ザー{ll篶ll二:lll

た だ し,gは ∂m(〃:Xm_1)/∂ 〃=0の 解 で あ る.

同様 に,プ が[0,00)の 範 囲 に 存 在 す る 。

ザー{ll畿 激1二llll

た だ し,雪 は ∂{m(〃:Xm_1)一 ト孟oα(〃:Xm_1)}/∂ 〃=0を 満 た す 解 で あ る 。

廻

ま ず,ッ=0に お い て 次 の 計 算 式 が成 り立 っ こ とが わ か る.

無讐 押)一一 …{=漁 な 三:lll

次 に,〃=○ ○におい て次 の こ とが示 され る.

無 ∂m(ツ:Xm_1∂ツ)一lim{一 ・一m・"→.。 ∬ 岬@)q融 一・・塩 一・)伽

一ん∬ ∬+"→!'(u)が@廊 ・}

=一C一 ん 一mθlim

〃→oo

(7.70)

∬!野@)Qm(ツ ーu:X伽1)伽

一 … ん一 ・沌..!タ(ψ

=一c一 ん 一mθ<0
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これ は 定 理7.8の 前 半 部 分 を証 明 して い る 。m(〃:X:m _1)の グ ラ フ は 図7.1,図

72で 表 され る.後 半 部 分 も 同 様 に 証 明 され る.

∂孟。α(9:x㎜ 一、)

∂ツ

一 孟・[α・∬ 岬@)q mい ・㌔ 一・)伽

,+α ・・岬 ω 一1)+α 窺 倉@){坪@切 一")一 ・岡(牝71)

無 ∂診0α(艶1L一 オ・%・

無 ∂舌0α㌦ 翫1Lオ ・α・

(7.72)

(7.73)

従 っ て,

∂{m(ッ:x:m一 、)+孟 。α(〃:Xm一 、)}
lim
9→+o∂y

一一 一 一・一{:::篶:1三1∴:;

無 ∂{m(ツ:Xm_1)毒 孟0α(嚥1)}一 一・+噛 α・

一 一c一 ん 一(mθ 一 舌。αθ)

仮 定 よ りmθ 一foα θ>0で あ る か ら,一c一 ん 《mθ 一 オoαθ)<0で あ る.

証明終
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m(㌢:Xm_1)

9

09

図7.1m@:Xm_1)の グ ラ フ(Rm+mPH-c>0の 時)

m(9:Xm_1)

9 0
〃

図7.2m(ッ:X㎜_1)の グ ラ フ(R㎜+mPH-c≦0の 時)
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定 理7.9廃 棄 費 用 の 曖 昧 性 の み を考 慮 した 場 合 はRm+mPH-c>0の とき ッo>gmで

あ り,そ の 他 の 場 合 に は ッo=〃m=0で あ る,

董 明

m(g:Xm_1)+孟oα(〃:X㎜_1)のyに 関 す る第1次 導 関 数 の 計 算 式 は 次 で 表 さ

れ る 。

∂{m(ッ:Xm一 、)材 。α(ッ:Xm一 、)}

∂〃

一 ∂m(〃:Xm_1
∂ツ)+診 ・α・倉@)蝋y一 臨 ・)伽(774)

雪>0に おいて

孟・α・唐@)伽 い ・塩 一・)4・〉 ・(乳75)

で あ るこ とか ら明 らか であ る.

証 明終

定理7.9は,廃 棄 費用 の曖 昧 さが含 まれ る とき には発 注 量 を増 や す べ きで あ る とい うこ と

を示 してい る.

定理7.10品 切れ 費用 の曖昧性 のみ を考慮 した場 合 はRm+mPH-c>0の とき 〃o〈 〃m

で あ り,そ の他 の場合 には 〃o=ッ ㎜=0で あ る.

垂 明

∂{m(㌢:X鵬 一、)+オ。α(〃:X祝 一、)}

∂〃

一 ∂m(ツ:Xm_1
∂ツ)+オ ・[%・ 岬 ω 一1)+%倉@){坪(鞠 一・)一 ・}d・]

で あ り,g>0即 ちR鵬+mPH一 孟oαPH-c>0の とき,

孟・[α・・晒)一1)+α 肛 ∬!野@)僻(励 一・)一 ・}4・]<・(776)

で あ る こ とか ら明 らか で あ る.ま た,C-mPH≦Rm≦C-mPH+あ αPHの と き,

0=〃o<ッmで あ る。ゆ え にRm+mPE-c>0の と き,ッo<ッmが 成 り立 つ.
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証明終

定理7.10は,品 切れ費用の曖昧 さが含まれ るときには発注量を減 らすべ きであるとい うこ

とを示 している.廃 棄費用 と品切れ費用の二つの曖昧 さを同時に考慮 に入れ る場合 には一

般 には どち らとも言えず,

オ・[%。晒)一 ・)+α町∬!罫(・){瑳(吻+・}蜘 ・∠〃岬(椥 一臨 ・)司

の正 負 に よって決 ま る.

7.4結 言

本章では在庫管理問題 において費用の曖昧性 を考慮 に入れたモデル を考 えた.費 用の曖

昧性 のために期待利益 もまた確定値ではな くファジィ数 として表 され る.こ の場合,期 待利

益 を最大化す る解を求める従来の方法 をそのまま適用することはできないため,フ ァジィ

マ ックス順序の基づいた非劣解 を定義 し,そ れ らのい くつかを求 める解法 を示 した.本 章で

は品切れ費用 と廃棄費用 の曖昧性 についてのみ考慮 したが現実 には,そ の他の費用 も曖昧

であることが多い.Ishiiら[29]は,倉 庫の制約量や固定発注費用についても考 えてい るが,

それ らの要因に曖昧 さを導入 したモデル についても考 えていく必要がある.さ らに,調 達期

間は交通事情等 によって変化するため確定的ではない と考 えられ,そ の曖昧 さを考慮 した

モデル について検討す ることに より,よ り現実 に近い問題の定式化を行 うことがで きると

思われ る.
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結論

本研究では不確実性 と不確定性が同時に存在す る状況下での意思決定問題 において,フ ァ

ジィランダム変数 を用いた有効な意思決定法 を提案 し,効 率的な数理的解法を構築 した.

第2章 で述べたよ うに,こ れまで不確実性や不確定性が存在す る状況下での意思決定法

は,そ れぞれ確率計画法,フ ァジィ数理計画法 といった形で別々に扱われ てお り,不 確実性

と不確定性 を同時に考慮 した研究はあま り行われて こなかった.本 研究で提案 した意思決

定法はランダム性 とファジィ性 に関す る情報を有効に利用 したものであ り,様々な問題 に対

し応用できるもの と考える.第3章 以降で提案 した意思決定法は可能性測度 に関す る機会

制約条件計画であるが,必 然性測度 に関 して も同様に考えることができる.こ れ らの意思決

定法は確率計画法 とファジィ数理計画法の中の特 に可能性計画法を拡張 した ものになって

い るが,ど ち らかといえば確率計画法か らの発展 とみなす ことができる.意 思決定問題にお

ける価値基準の多様化にともない,フ ァジィ性 とランダム性の2つ の情報を十分に生かす こ

とのできる新 たな意思決定法を考 えてい くことが今後の課題 の一つである.第4章 では第3

章で定式化 したファジィランダム線形計画法を基にポー トフォリオ問題 における単一指数

モデル に対 しファジィランダム変数 の導入 を行 った.こ のモデル によって各証券の収益率

がもつ確率的な情報だけでなく,熟 練者の経験や直感な どを反映 した意思決定 を行 うこと

ができる。これか らの高齢化社会を支える年金は生命保険,信 託銀行等に預託 され,市 場 で

運用 されてお り,今 後 より現実的なモデル を構築 してい く必要があると思われ る.

第5章 お よび第6章 ではそれぞれ,組 合せ最適化問題 への応用 としてナ ップサ ック問題

とスパニングツ リー問題 を扱 い,問 題の構造を十分に利用 した効率的なアル ゴ リズムを開

発 した.組 合せ最適化問題 に対す るファジィランダム変数の応用は我々が知 る限 り皆無で

147
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あるが,最 短経路問題 シェア リング問題 輸送問題 な どについて も研究を進める必要があ

る.フ ァジィランダムスパニングツ リー問題 に対す るアル ゴリズムでは組合せ幾何学にお

ける3次 元のκ一集合問題 と深 く関わっている.3次 元の κ一集合問題 はこれまで主だった応用

が見当た らない こともあ り,あ ま り研究 されて こなかったが,応 用 を見出 した とい う点で本

研究の成果がその分野の発展 に寄与できるもの と考える.

第7章 では曖昧なコス トをもつ腐敗 しやすい商品の在庫問題 を扱 った.あ る一定の期間

が経つ と価値を失 うとい う点で,流 行商品や情報な ども腐敗 しやすい商品として扱 うこと

ができるもの と思われ る.

不確実 ・不確定性 を同時に存在する状況下での意思決定法に関す る研究はまだ始まった

ばか りであるが,現 代 にお ける社会 システムの複雑化,意 思決定者の選好の多様化な どに

よ り今後 さらな る研究が必要 と思われ る.シ ステムに内在す る不確実性 を考慮 し,同 時 に

熟練者 の有用な知識を利用す ることは,費 用や時間の観点か らも合理的であ り,現 実の問

題 を解 くための有効 な方法の一つであると考える.そ うい った意 味でファジィランダム変

数 の果たす役割は大 きく,今 後ますます研究が必要であると思われ る.不 確実性 ・不確定性

を考 えることによって従来のモデルに比べ,モ デルの複雑性が増大す ることは避 けられな

いが,そ れ らが解 にどのよ うな影響を与えるかについて調 べることはモデル を構築す る上

で非常に重要なことであ り,よ り現実的なモデル を考 える上で不可欠である.本 研究での成

果はその意味で も重要であ り,ま た,さ らに発展 させてい く必要があると思われる.
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