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序      文

 本論文は，著者が大阪大学大学院工学研究科通信工学専攻に在学中，珍よび

神戸大学工学部システム工学科に拾いて行をった，ダイナミカルシステムの構

造と安定化に関する研究をまとめたもので，第1部r線形時変システムの構造

と安定化」（第一章～第5章）と第2部r大規模クイナミカルシステムの構造

と安定化」（第6章～第10章）から成っている．

 まず，第一部では，状態方程式で記述される有限次元線形時変システムを対

象に，その可制御性，司一到達性，可競演I雌，可決定性の概念とフィードバック

による安定化問題について考え，可制御性や可観測牲在とに関するいくつかの

性質がシステムをフィードバックによって安定にできるための条件であること

を示している．第1部の各章の内容は次の通りである．

 第1章は第1部の緒論で，線形時変システムの構造と安定化ぽ関する研究の

現状と本研究の目的拾よび意義を述べている．

 第2章では，第1音』で対象とする線形時変システムを軍述し。その可制御性。

可到達性，可観測性，可決定性に関する諸概念を定義している．これらの概念

のなかには本研究で初めて定義された概念がある．

 第3葦では、線形時変システムの状態フィードバックによる安定化について

考察し，安定化できる定めの条件を求めている．そのために，まず，閉ループ

ツステムに実現できる安定性の種類に応じて，珂安定性，逆可安定性，再設計

性の概念を導入している．そして，1これらと可制御性，可到達性の問に等価な

関係があることを示している．

 第4章では，状態を直接には取り出せない線形時変シヌテムに対する安定化

問題を扱っている．その在かで，まず．確定的状態推定器の構成問題につらて

考え，どのよう在推定誤差で状態を推定できるかに応じて司検出性，逆可検出

性，可推定性の概念を定義している．次に，この推定器の構成問題を双対ツス

テムや随伴システムに対する安定化問題に置き換えることができる．ことを示し．

第3章の結果を使って，可検出性．逆可検出性，可推定性と可観測性，司’決定

性の間に等価を関係があることを明らかにしている・そして・推定器により得

られる状態の推定値をフィードバックすることによっても，真値をフィードバ
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ックしたのと同様の安定化が可能であることを示している．

 第5章は第1部の結論で，第1部の研究の成果を述べている．

 次に，第2部では，フロック線図で表わされる大規模クイナミカルシステム

を対象に，状態方程式表現，リプシッツ条件拾よび線形化について考え，その

大規模システムが意味のあるツステムであるためにはサブシステムの特性とそ

れらの接続関係がどのよう渚条件を満大すべきかを明らかにしている．またサ

ブシヌテムが纏形時間不変かつ可制御方らば，サブシステムごとの安定化によ

って全体を安定にできる1＝とを示している．第2部の各章の内容は次の通りで

ある．

 第6章は第2部の緒論で，大規模ダイナミカルジヌテムの構造と安定化に関

する研究の現状と本研究の目的および意義を述べている．

 第7章では，第2音胆で対象とするブ四ック線図で表わされる大規模ダイナミ

カルシステムを，サブシステムの特性とそれらの接続関係．に分けて記述してい

る．

 第8章では，まず，線形サブシステムから成る大規模システムが全体として

状態方程式で表わせるために，サブシステムの特性とそれらの接統関係が満た

すべき必要十分条件を求め，次に，非線形サブシステムから成る大規模システ

ムの場合について十分条件を求めている．そして，非線形大規模システムが状

態方程式で表わせるとき，それがリプシッッ条件を満たすための十分条件を求

めている．重た，サブシヌテムごとの線形化によって得られる線形大規模シス

テムがどのよう在場合に全体の纏形化システムに在るのかを明らかにしている．

 第9叢では，線形時間不変サブシステムから成る大規模システムを対象に，

サブシステムごとの安定化によって全体システムを安定にする問題を考えてい

る．そして，各サブシステムが完全可制御であれば，状態のフィードバックと

フィードフォワードによる漸近安定化をサブシステムごとに行虐うことによっ

て．全体システムを漸近安定にすることができることを示している．書走，状

態を直接には取り出せをいよう在サブシステムから成る大規模システムの場合

にも，各サブシステムが完全可制喬」かつ可検出であれば，状態推定器によって

得られる状態の推定値を用いて同様の安定化が可能であることを示している．

 第10章は第2部の結論で，第2部の研究の成果を述べている．

（並）



        関．違 発 表 論 文

○ 第1部r線形鰐変システムの構造と安定化」に関するもの

（1〕池田，前田；状態変数フィードバックによるシステムの安定化について，

  昭和45年電気関係学会関西支部連合大会講演論文集・p G200

  （昭45一八）．

（21池田，前田；状態ベクトルフィードバッ．クによるシステムの安定化につ

  いて，電子通信学会 回路とシヌテム理論研究会資料，C T70－39

  （昭45－11）．

（31池弘前田，児玉．；線形時変システムの状態フィードバックによる安定

  化について，電子通信学会論文議（C）．第54－C巻，第11号。

  PP．一972－g78（昭46－ll）．．

（4）池田，笹野，児玉；状態フィードバックによる線形システムの設計と状

  態推定機の設詞一について，第2回ダイナミカルツステム・シンポジウム

  講演論文集，pp．43－46  （昭47＿7）．

（5）他日ヨ，前田，児玉∫一様完全可撤御在線形時変システムの状態フィード

  バックによる安定化について，電予通信学会論文詩（D），第55“巻

  第7号，pp．442－447（昭47－7）．

（6）池田，笹野，児玉三線形時変シヌテムに対する状態推定機に・ついて，

  電子通信学会論文詩（D），第55－D巻二第7号．pp．448－455

  （昌費47－7 ）．

（7〕池田，前田，児玉；線形時変シヌテムの状態フ4一ドバックによる設計。

  電子通信学会論文詩（D）。第55－D巻，第リ著 ・P，707－714

  （昭47－ll）．    サ．

（8） M．Ikeda．H．跳aeda a苅d S．kodama；Stabi1i2ation of 1inear

  syste買口s・ SIAM Jour鉋a1 on Contro1・Vo1・10テ No・4・

  PP．71ト729（N・・．19ケ2）．

（9） M．Ikeda，H．逝aeda and S．kodamを； Esti胴atioIl and feedback

  inlineartime－varyingsystem9：Adeter醐iηistic†he0fy，
  SIA巫 Jour皿a－ on Control． Vo二．tざ、 No．2． pp．304－326

  （ドeb．1975）．

               （濫）



○ 第2部r大規模ダイナミカルシステムの構造と安定化」に関するもの

（I、児玉，池口ヨ；線形システムの中間標準形について，第2回ダイナミカル

  シ．ステム’ツンボジウム講演論文集，pp．13－16（昭47＿7）

（2） 泌．Ikeda and S．Kodama；Large－scale dynam－ica1 syste唖s：

  State equations， Lipschitz conditions and －ineariza－

  t io頂， IEEE Transact i ons on C ircu i t Theory，Vo1．CT－20，

  No．3． PP．193－202（地iay i973）．

（3〕、児玉。池田；線形ダイナミカルシステムの表現式について，電子通信学

  会論文詩（D），第56－D巻，第10号，PP．553～560（融トlO）．

（4〕梅藤，池田；大規模線形シヌテムの安定化について，第17回自動制御

  連合講演会（前刷），pp．169－i70 （昭4g一リ）一．

（5）池田，梅藤，児玉；線形大規模シヌテムの安定化，電気学会 自動制御

  研究会資料，AC－75－3 （昭50一一）．

（蚊）



員     次

第 1 吝盾  線形時変シヌテムの構造と安定化・・

第 1 章 緒   論・

第 2 章

2

2

’2

2

2

2

システムの記述と司制御性，可到達性，

可観測性，可決定性

緒言・。。一。一．・・一

システムの記述。。一一。。．

可制揮性と可到達性、。一＿。。一。。一．一。。。。．。一一＿

可観測性と可決定性・・・・・・・…

可制御牧，可到達性と可観測性，可決定性の関係…

結  言・一・・…・…一・・…

6

6

6

7

11

14

－7

第 3 章

  3  1

  3 ．2

  3．3

  3 ．4

  3 ．5

  3．6

  3 ．7

状態フィードバックによる安定化

緒言・…・一・

可安定性，逆可安定性と再設計性・・・…

完全可制御凌システムの安定化と逆安定化…

完全可制働性に関して一様なシステムの安定化……

完全可到達性に関して一様なシヌテムの逆安定化・・

一様完全司制御凌システムの安定性の指定 一

緒言・・・…一・・一

 一8

 －8

 19

．． Q5

33

38

42

50

第 4 章 出力フィードバックによる安定化．一＿＿＿。一。一

  4．1緒  言…一・・・・………一・・

  4－2 確定的状態推定器の構成…

   4．2．1 可検出姓，逆可検出性と可推定性・・………・・・・…．・・…

   4．2．2 状態フィードバックによるシステムの構成問題と

         状態推定器の構成問題の関係・…・・一一…・・…一・一・…

   4．2・3 状態推定器を構成できるための条件…・

52

52

54

54

57

64

（V）



．  状態の推定値のフィードバッター

．緒言・一・・

66

77

第 5 葦 結   論一。 79

第 2 部 大規模ダイナミカルシステムの構造と安定化・一・ 8一

策 6 章 緒   論 8一

策 7 章

  7 ．1

  7．2

  7 ．3

  7 ．4

大規模シヌテムの記述＿…一・一一一。．。。．

緒   言一

サブシステム・一…．一。。・・・・・・・・… 一・…．。

ブロック纏図表現と接続マトリクス・・

緒言・・…一・・・・・・・・…一一・…

86

86

86

89

93

第 8 章

  8 ．1

  8  2

8 ．

 8 ．

 8

大規模シヌテムの状態方程式表現一・一一・…・…一・・一・一…・

緒言・・・…

線形大規．模シヌテムの状態方程式表現…・……・…一・・・……

．1 状態方程式表現できるための条件・……・・…・・・・…一・・

．2 線形時間不変大規模シヌテムの状態方程式表現一…

非線形大規模シヌテムの状態方程式表現・一・・……一・…一

．1 状態方程式表現できるための条件・・・…。・・・・…

．2 リプシッツ条件

非線形大規模システムの線形化一＿＿
緒言。．。。。。．．．．．．，．．，，、．1．．．．．．．．．．．．

95

95

97

97

107

114

114

123

134

144

第   章 線形時間不変大規模システムの安定化・・．

   。1 緒   言

   ．2 線形時間不変大規棲システムの安定条件。

】45

145

146

（前）



第

謝’

文

9．3サ㍗ステムごとの安定化による

   全体システムの安定化一・・……・

 9．3．1 サブシヌテムの状態を直接取り出せる

      場合の安定化法・一・・・・・・…一…・・

 9．き、2 サブシステムの状態を直接には取り出せ凌い

      場合の安定化法…・…・一・・

9．4結 言一・

10章結 論一一。。

辞

献・・

151

161

169

】73

175

177

－78

（棚）



第1部線形時変システムの構造と安定化

第つ章 繕  論

 制御理論に奉けるもっとも基本的で重要在問題はフ4一ドづツクシステムの

設計問題である．～＝の問題に関して，いわゆる古典制御理論では，線形時間不

変システムを対象にした周波数応答法，根軌跡法，極一零点法などの設計手法

が確立されている。一）・2）一方，状態方程式表現を基盤とする現代制御理論に拾

いて．も，多変数癌形システムを対象にしたフィードバックシステムの設計法が

いくつも提案されている．対象を時間不変システム年限定すると，その衰かで

定着しつつあるものに，古典制御理論の拡張である周波数領域での設計法3）・’）

入力と状態の2次形式を評価関数とする最適レギュレーダシステムの設計法，5）

～τ）閉ループシステムの極の分布を希望する分布に一致させる極指定（po1e

aSS ignment）法8）～12）がある．これらのうち，対象が線形時変ツステムの

場合にも適用できるのは。時変ツステムには周波数応答や極の概念がないので

当然のこと在がら最適レギュレーダシステムの設計法だけである．ところで，

極と安定性の関係を考えると，極の分布を指定できる～二とは安定佳を指定でき

る～二とを意味している．このように極の代りに安定性に注目して，時間不変シ

ステムに対する極指定闘題を時変シ戸テムのクラス．に拡張した設計問題が考え

られて侍り，いくつかの設計法が報告されているP・i＆）・M）しかし，これらの設

計法は（i）その対象が狭いクラスの時変システムに限定されている，（竈）安定

娃を指定できるための条件が厳しい，（瞳）安定鮭の精密雇指定ができ在い，

（泣） フ4ニトーバック員目を求めるための計算量が膨大，など不充分な点をもっ

ている．

 本研究はこれらの点を解決し，安定性に注目した有限次元線形時変．フィード

バックシステムの設計問題に完全在解を与えることを目的としている．そのた

一めに，対象とする線形時変システムのパラメータにはそのシステムが解をもつ

ことを保証するのに必要底最低の．制限しか設け在い．すなわち，ほとんどすべ

ての有限次元線形連続時間システムがこの研究の対象である，安定佳ρ指定に
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ついては，零入力応答の上界だけで底く下界も同時に指定することを考える．

そして，そのように安定性を指定できるための条件は可能な限りゆるめ，でき

れば必要十分条件を求める、線形時間不変システムの場合の極指定は零入力応

答の上界だけで凌ぐ下界の指定も意味しているが，一般の時変ツろテムに対し

ではこれまで上界のみを指定する問題がもっぱら考えられてきた．7）・14）さらに，

フィードバック則としてはそれを得るための計算量が少なくてすむものを求め

る．これまでに提案されているフィート“バック劇のなかにはRi cca t i形微分

方程式の極限解を用いているものがあるが，それを実現するには膨大宏量の計

算が必要である．7）

 以下の第2章から第5章重でぱこのよう在観点に立った本研究の結果を量と

めたもので，安定性に注目したフィードバックシステムの構成問題は状態フィ

ードバックによる構成問題，状態推定器の構成簡題，状態の推隼値のフィード

バックによる構成間懸の3つの問題に分けて考えられている．～二の研究でシス

テムを構成するために状態董たはその推定値のフィート｛バックを用いるのは，

状態がシステムの過去のふるまいが未来のふるまレに与える情報をすべてもっ

ているため，15） その情報を利用することによって精密凌，そして複雑でない

設計が可能に在ると予想されるからである．各章で述べることは次の適クであ

る．

 第2章では，重ず，本研究で対象とする線形時変システムを記述する．対象

とするシステムは状態方程式で表わされ，ほとんど制限がないと考えられる．く

らい一般的な有限次元線形時変ツステムである．次に，これまでの研究の結果

から，任意に指定された安定佳を状態フィードバックによって実現できるため

の条件と予想される可制御性と可到達性，拾よび状態推定器を構成できるため

の条件と予想される可観測性と可決憲性に関する概念を定義する．ここで定義

される概念のうち，完全可制御性，完全可到達性，一様完全司制御性，完全可

観測性，完全可決定性，一様完全可観測性はすでによく知られ走概念であるが，

5）・16）〃）完全可制御佳に．関する一様性，完全可到達性に関する一様性，完全

可観測性に関する一様性，完全可決定佳に関する一様性は新しい概念である．

これらの新しい概念は時変システムの性質を正確に表わすために導入されるも

のであって，有界システムのクラスでは一様完全可制御牧や一様完全可観測性

と等価であ珍，時間不変システムのクラスでは完全可制御佳，完全可到達性や
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完全可観測性，完全可決定性とも等価である．この章では．また．随1伴シヌテ

ムと双対システムを介して成ク立つ可制御性，可到達性と可観測性，可決定性

の闇の等価凌関係について述べる．

 第3章てば，指定された安定性を状態フィート缶バックによって実現する問題

を考える．この闘題は有限次元線形時間不変システムについては，開ループシ

ステムが完全可制御であることが閉ループシステムの極を任意に配置できるた

めの必要十分条件であることがWonh湖11）によって示され，すでに解決して

いる．しかし，時変システムについては，次の結果が得られているにすぎ凌い．

Wo1ovi ch－3）はパラメータの時間変化が充分に滑らか凌1入力の一様可制御

システムをリアプノフ変換により時問不変システムに変換して，指定された安

定性を時変システムで実現する問題を時間不変システムの極指定問題に置き換

え，子様可制御性よりも少し厳しい季件が安定性を任意に指定できるための十

分条件であることを示している．この場合，問題が極配置問題に一置き換えられ

ているので，安定性の指定は零入力応答の上界と下界を指数関数で指定できる．

もっと一般の時変システムに対しては・最適レギュレータ問題の結果として，

開ループシステムが’様完全可制御在らば閉ループシステムを一様漸近安定に

できることがKa lman5）によって示され，同じ条件のもとに零入力応答の」＝界

を指数関数で指定できることがJohns㎝14）拾よびAnders㎝と巫。ore7）に

よって示唆されている．

 このように，一般の時変システムに対しては，零入力応答の上界のみを指定

する安定化問題が考えられてきた．ところが，上界だけを指定して閉ループシ

ステムを構成したのでは，実現され定フィードバックシステムが必要以上に安

定に在り，外乱に対して非常狂敏感浜潅る可能隼がある．したがって，そのよ

うなことにをらないように，J二界ととも狂下界をも同時に指定してフィードバ

ックシステムを構成できることが望ましい．第3葦では，このよう在構成が可

能であるための条件と棒成方法を求めている・その結果狂よると，開ループシ

ステムが一様完全司制御ならば，零入力応答の」：界と下界を任意の指数関数で

指定して閉ループツステムを構成することができる．ま走，有界な開ループシ

ステムと有界凌フイ’ドバックゲインのクラスに限定して考えれば，～二の逆も

成り立つ．しかも，フィードバックゲインは積分計算によって得られ，RiCC－

at i形微分方程式の極限解を用いる場合よりはるかに簡単に求めることがで
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きる．この章では，これらの結果を得る過程で，可制御性や可到達性が閉ルー

プシステムの安定性をどのように指定できることを保証しているのか，をも明

らかにする．

 以上の第3章の結果から，指定され先安定性を実現するために状態フィート’

バックが有効であることがわかるが，それが可能であるためには状態を出力と

して取り出せることが必要である．しかし，一般に状態を出力として直接取り

出せることはほとんどない．このような場合に状態フィート．バックを実現する

ためには，開ル’プシステムの入力と出力から状態を何らかの方法で推定し凌

ければなら在い．第4章ではその1つの方法として，駒ループシステムと同じ

次元をもつ状態推定器を用いる方法を考える．そして，まず，このような推定

器を推定誤差の安定佳を指定して構成する問題が，時間不変システムの場合H）．

I2）と同様に，随伴システムや双対システムに対するフィードバックシステム

の構成問題と等価であ．ることを示す．したがって，推定器の構成が可能である

定めの条件やその構成方法は第3章の結果や第2章の可制御性，可到達一性と可

観測栓，可決定性の間の関係から直ちに得られる．それによると，開ループシ

ステムが一様完全可観測在らば，推定誤差の上界と下界を任意の指数関数で指

定して推定器を構成することができる．また，開ループシステムと推定器を有

界システムのクラスに限定すれば，この逆も成．り立つ．

 ところで，推定器が推定器としての意味のある動作をするためには第】に推

定誤差が減衰し在ければ哀ら安い．そして，その減衰の速さは少なくとも（閉

ループ）システムの減衰特性よりも速くなければならない．しかし，遠ければ

速いほど良いというわけでは潅く，あまりに速すぎると外乱に対して鋭敏に在

ってしまう．そこで，一般には，推定誤差の減衰特性は（閉ルーフ）システム

の減衰特性より少し速い程度に指定するのが良いと考えられている．18）この章

で榑られる推定器の構成方法では推定誤差の上界と下界を同時に任意の指数関

数で指定できるので，そのような指定が可能である．     ．

 さて．このようにして得られた状態の推定値をその真値の代りに状態フィー

ドバックに用いた場合，真値のフィードバックによって可能であった安定性の

指定が推定値のフィードバックによっても可能であろうか．もし，不可能在ら

は，前述の推定器を構成ナることの意味はをく在る．この問題に関しては，す

でに時間不変システムや一部の有界を時変システムについて可能であることが
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示されているが，一2）’i8）～20） 第4章では有界とは限らない一般の時変システ

ムについても肯定的浸解答を得ている．それによると，開ループシステムが一

様完全可制御かつ一様完全可観測在らば，零入力応答の上界と下界を指数関数

で指定して状態推定器を含んだフィート．バックシステムを構成することができ

る．また，この場合も，開ループシステム，推定器，フィート“バックゲインを

有界なクラスに限れば，逆も成立する．

 以上が従来の研究と本研究の概要である．
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第2章 システムの記述と可制衡性、可到受性，

可観測性、可決定性

2・1 緒   言

 この章では，まず，第1音吐で対象とする線形時変システムを記述する．この

システムは状態方程式で表わされる有限次元線形システムで，そのパラメータ

の時間変化についての制限はほとんどない．そして，次に、このシステムに対

して可制御健．可到達佳，可観測性，可決定性‡に関するいくつかの概念を定

義する．特に，線形時変システムの性質を精密に表わす定めに，Kalman5）に

よって定義され光一様完全可制御性の概念を可制御性と可到達牲に関する2つ

の概念に分けて定義する．一様完全可制御性は可制御性という語が用いられて

いるけれども，可制御性と可到達性の時間的一様佳を同時に意味ナる概念であ

る．同様に，一様完全可観測性5）の概念も可観測性と可決定性に関する2つの

概念に分けて定義する．重た，可制御性と可到達性に関して定義し走概念と可

観測性と可決定性に関して定義した概念の間に成り立つ等価在関係を随伴シス

テムと双対システムを用いて述べる．

2・2 システムの記述
 第1部r線形時変システムの構造と安定化」では，開ループシステムとして

状態方程式

   X（t） こA（t）X（t） 斗 B（t）u（t）
So：

   、γ（t） ＝C（t）X（t） 十  D（t）u（t）

で記述される有限次元線形時変システムを対象とする．ここに，x（t）は状態

を表わすn次元ベクトル，u（t）は入力を表わすr次元ベクトル，．γ（t）は出

力を表わすm次元ベクトルで，特に，u（・）の成分は可測かつすべての有限時

間区間で有界哀関数とする．Iまた，A｛・），B（・1，C（・），D（・〕はそれぞれn×n，

n×r，耐×n，m×rマトリクスで，それらの要素は可測かつすべての有限

・ 文献16）てば，可決定性（determinabi l i ty）の代クに可再成性

 （reconstructibility）という語を使っている．
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時間区間で有界流関数である．．“（・），A（・）．B〈・〕，C（・），叫）の成分と要素に

対するこのようを仮定は実在する一般の有限次元線形システムでは満たされて
拾り、S・が一意解をもつことを保証している．21）’22）

 s・のふるまいに密接凌関係のある同次システム

Z（t） ＝A（t）X（t） （2．1）

の状態転移マトリクスはΦ（・．・）で表わす．A（・）に関する仮定により・すべ

てのt，SについてΦ（t．S）は一意的に存在し，t，Sに関して連続で，かつ

正則である．そして，

Φ刊（t，S）＝Φ（S，t）

である．この状態転移マトリクスを用いると，Sωふるまいは次のように表わ

される．

             t
Z（t）＝Φ（t，t。）π（t自）十∫ ⑳（t、τ）B（τ）u（τ）dτ
             to

                               （2．2）
                  t
ツ（t）＝C（t）⑮（t．t。）Z（t。）十C（t）∫Φ（t，τ）B（τ）u㊥dτ十D（t）u（t）
                  ま。

2・3可制御性と可到達性
 Kal㎜日n5）によって導入された可制御性と可到達蛙の概念は次のように定義

されている．

〔定義2．1〕一6）＆の状態Xと時刻tに対してある時刻t、が存在し，時間区間

〔t，tエ〕で定義された入力化よって・tに拾いてXであった状態をt1で0．に

移すことができるとき，πはtで可制御であるという，重た・Sωすべての状

態が時亥O tで可制御であるとき，S砿時刻tで完全可制御であるといい，すべ

ての時刻で完全可制御であるとき，S紘完全可制御であるという．

〔定義2．2〕！6）艶の状態Xと時刻tに対してある時刻』が存在し，時間区間

〔㌧，t〕で定義された入力によって，』牝拾いてOであった状態をtでXに

移すことができるとき，Xはtで旬到達であるという．言走，S。のすべての状

態が時刻tで可到達であるとき，S砿時刻tで完全可到達であるといい，すべ
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ての時刻で完全可到達であるとき，S砿完全可到達であるという．

 Sψような有限次元状態方程式で表わされるシステムに対しては，このよう

漬物理的在定義に対する簡単な必要十分条件が得られている．いま，S水関し

て2つの対称マトリクスW（・、・），Y（・．・）を次のように定義する．

  W（t，。）全∫sΦ（t，τ）B（τ）Bl（τ）ΦI（・，τ）dτ t＜・（2．3）

        1二

  Y（、、t）全∫tΦ（t，τ）B（τ）Blケ）Φ1（t，τ）dτ。＜t（・．。）
        S

以下では，W（’．・）をS。の可制御姓グラミアンと呼び，Y（・．・）を可到達性グ

ラミアニ／と呼ぶ．

〔補題2．1プ6）罰が時刻tで完全可制街であるための必要十分条件は

W（t，t1）〉0

となるような時刻t、（＞t）が存在することである．

〔補題2．2プ6）勤が時刻tで完全可到達であるための必要十分条件は

Y（t．。、t）〉O

と在るよう在時刻t■（＜t）が存在することである．

（注2．1） 維のような有限次元線形システムに対してだけで在く．無限次元

線形システム侭ついても可制御性，可到達性に関する研究が行凌われ，同様の
         23）
補題も得られている．

（注2．2） 可制御性グラミァンW（・．・）と可到達性グラミァンY（・．・）の

聞には次の関係が成立する．

W（t，s）＝Φ（t，s）Y（t．s）Φ1（t．s）

Φ（t，s）は正則だから，この関係より，W（t，s）が正定であることとY（t，s）

が正定であることは等価である．しかし，次の例が示すように，完全可制御で

あるが完全司到達ではないシステムやその逆のシステムが存在する．それは，

可制御性の定義に拾いて時亥砧t。が時刻t以後であるのに対し，可到達性の定義

に歩いては時刻t．・が時亥い以前である．ことによる．
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〔例2．一〕 スカラ・システム

x（t）＝三（t）u（t） （2．5）

を考える．ここに，1（・）は単位階段一関数である．このシ．ステムについて可制御

性グラミァ1・を計算すると

W（t，1） 二1，

W（t，t＋1）工1，

t＜o

t≧0

であるから，（2．5）は完全可制御である．しかし，それは完全可到達ではない．

をぜなら，t＜0のとき・t．1（〈t）・をどのように選んでも

Y（t4，t）箏0， t＜o

だからである．

〔例2．2〕 スカラ・システム

X（t） 二1（一t）u（t）． （2．6）

は完全可到達であるが，．完全I可制．鋼ではない．

 ここで導入した可制御性グテミアンW（・，・〉と珂到達牲グラミアンY（・．・）

の性質については，すでにいろいろな研究がなされている．24）’25）それによる

と，S。が完全司」制御であるとき量時亥目tに巻いてZであった状態を時刻t。で0

に移すのに必要な入力の最少エネルギーはX1－W’エ（t，t、）Xである．同様に，

Soが完全可到達であるとき，時刻し。に拾いて0であった状態を時刻tでXに移

すのに必要な入力の最少エネルギーはX1Y・一（し。，t）Xセある．このような状

態転移に必要凌時間幅が初期蒔亥践や初期状態または最終時刻や目標状態に関係

凌く定まり，しかも，初期状態または目標状態が同じ場合には，その状態転移

に必要凌入力の最少エネルギが時間的には一様であるという条件を完全可制御

性や完全可到達佳の概念に加えて，次の2つの定義を設ける。

〔定義2．3〕 すべてのtについて

O＜αll≦ W（t，t＋σ） ≦的1 （2，7）

が成立するよう凌正数σ，．αエ，α。が存在するとき，S枇完全可制御准に関して．
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一様であるという．

〔定義2．4〕 すべてのtについて

0＜α。1 ≦ YI（トあ、t） ≦倣。1 （2．8）

が成立するようを正数ク，α3．巧が存在するとき，S岨完全可到達性に関して

一様であるという．

 注2．2で述べた可制御性グラミァンW（・．・） と可到達性グラミァンY（・、・）

の麗係から，完全可制御性に関する一様性と完全可到達性に関する一様性がど

ちらも完全可制御性と完全可到達性の両方を意味することが言える．そして，

Ka lmanによって定義された一様完全可制御性はこれらを合わせた概念と考え

られる．一様完全可制御性の定義は次の通りである、

〔定義2．5）5）すべてのiについて

O＜α11 ≦ W（t，t＋面） ≦α2I

O＜α3I ≦ Y（t一σ，t） ≦α4一

（2．9a）

（2．9b）

が成立するよう凌正数σ，α、，喝，α。，”。が存在するとき，S砿一様完全可制

御であるという．

（注2．3）5）（2－9、），（2．9b）がすべてのtで成立すれば，すべてのt，sに

ついて

町Φ（t・・）1≦γ（1卜・i） （2．9c）

が成立するよう在関数γ（・〕が存在する．しかも，（2．9a），（2．9b），（2．9c）

の3つの条件のうち，任意の2つが成立すれば，残りの1つも成立する．した

がって，（2．9a），（2．9b），（2．9c）のうち2つが成立するとき，S砿一様完

全可制御であると定義することもできる．

（注2，4） S。が有界システムならば．ずべてのt，sについて

llΦ（t．・）1≦・・p〔K，1ト・1〕

が成立する．ただし，すべてのtで籠A（t）螂≦軍ユとする．したがって，注2．

3により，完全可制御性に関して一様であること，完全可到達性に関して一様

であること，拾よび一様完全司制御であることはすべて等価である．
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（注2．5）定義から明らか潅ように，S紘，一様完全可制御漬らば，完全可制

御性に関して一様かつ完全可到達性に廃して一様である．一・・証明は省略するが，

1＝の遼も成立する．

 以上のように，ここでは，システムの性質を正確に表わすために，一様完全

可制御性の概念を完全可制稼i性と完全可到達性侭関する2つの概念に分けた．

ところで，実際化完全可制御性に関して一様であるが完全可到達性に関して一

様で漬いシステムやその逆のシステムが存在し着ければ，このよう衰概念の分

割は意味をも走亥い．そこで・次に・そのよう在システムの例をあげて拾く．

〔側2．3〕 スカラ・システム

  麦（t）二3ピ川）十πt・（t）       （2．10）

を考えよう．このシステムの可制御性グラミァンをσ・・1として計算すると

  W（t，t＋1）＝1－exP〔一6t2－6t－2〕

だから，すべてのtについて

  0く 1－exp〔山0．5〕 ≦ W（t．t＋】） ≦コ

が成立する．し走がって，一 i2，10）は完全可制働性に廃して一様である．一方，

可到達性グラミアンぱ

  Y（t一σ．t）二exP〔66ピし6μt＋2σ3〕一1

だから，どのようにσ（＞0）を選んでも有界ではない．したがって，（2．10）

は完全可到達性に関して一様では長い．

〔例2．4〕 スカラ・ツステム

  X（1）・・一3t㍑（t）十πt・（1）       （2．ll）

は完全可到達健に関して一様であるが，完全可制御性に関して一様で在い．

2．4 ・可観測性と可決定性
 可観測性と可決定値の概念もKa1腕an目9）によって導入され，次のように定義

されている．
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      16）
〔定義2．6〕  時刻t侭捨ける状態X（キ0）について，S・の零入力に対す

る出力がt以後のほとんど至るところで0であるとき，Xはtで可観測で浅い

という．重た．時刻tで可観測で危い状態が存在し長いとき，S拡時刻tで完

全可観測であるといい，すべての時刻で完全司観測であるとき，S。は完全可観

測であるという．

〔定義2．7プ6）時刻tに拾ける状態X（キ0）についてS。の零入力に対する

出力がt以前のほとんど至るととろでOであるとき，Xはtで可決定で安いと

いう．重た，時刻tで可決定でない状態が存在しないとき，S砿時刻tで完全

可決定であるといい，すべての時亥冒で完全可決定であるとき，S砿完全可決定

であるという．

（注2．6） Kalmanぱ「可決定」（determinab1e）という語の代り牝「
可再確」一（reconst．mctible）という語を使っているが，i6）この論文で

      26）はr可決定」  を使う．

（注2．7）Ka1manは最初，」二の定義の「可決定」の意味でr可観測」とい
う語を使っていたが，5）’27）現在では上のように変更している．一6）K，ei，d1e，

      17）とSarachik  の可観測性の定義は上の定義に」致する、

 可観測性と可決定性の概念は次のことを意味している．まず，＆が完全可観

測であるということは，将来の有限時間区間の入力と出力か一ら現在の状態を決

定することができるということである．それに対して，Sψ完全可決定である

ということは，過去の有限時間区間の入力と出力から現在の状態を決定するこ

とができるということである，

 ところで，S・のような有限次元線形ツステムについては，完全可制御佳や完

全可到達性の場合と同様，完全可観測，完全可決定であるための簡単な必要十

分条件が得られている．いま，＆に関して2つの対称マトリクスを次のように

定義する．

  ・（t・・）全ぺd（1・・）・111）・（1）Φ（1・・）・い＜・（・・1・）

  ・（。，t）全∫tΦI（τ、。）Cl（τ）C（τ）Φ（τ、。）。、．、＜・ （・．1・）

        S

以下では，M（・、・）を＆の可観測性グラミ了ンと呼び，N（・．一・）を可決定性

グラミアンと呼ぶ、
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〔祷題2．3〕16）鼠が時刻tで完全可観測であるための必要十分条件は

泌（t，t。）〉0

と在るよう在時刻t、（〉t）が存在することである．

〔補題2．．4〕16）跳が時刻tで完全可決定であるための必要十分条件は

N（しユ、t）＞0

と底るよう哀時刻仁ユ，（＜t）が存在することである．

（注2．8） 完全可制御性と完全可到達性の場合と同様，完全可観測であるが

完全可決定でないシステムやその逆のシステムが存在する．

 さて一可観測性グラミァンM（・．・）と可決定性グラミア：／N（・，・）を用いる

と，零入力応答の出力のエネルギを初期状態や最終状態の簡単な関数の形に表

わすことができる．す凌わち，時刻．tに拾いて状態がxであるとき，零入力に

対する時間区閥〔t．t、〕での出力のエネルギはガM（t，tユ；）xである．また，

時亥一tに拾いて状態がXであるとき，零入力に対する時間区間〔t．、，t〕での

出力のエネルギはオN（t．エ，t）Xである．～＝のような状態と出力エネルギの関

係が，時間区．間の幅が剛二浸らは，時間的に一様であるという条件を完全可観

測牲・や完全可決定性の概念にカロえて次の・定義を設ける．

〔定義2．8〕 すべてのtについて

0＜β工1≦巫（t，t＋σ）≦βパ （2．一4）

が成立するよう在正数グ，βエ，島が存在するとき，＆は完全可観測性に関して

一様であるという．

〔定義2．9〕 すべてのtについて

0く：．β3I≦≡≡ N（ t一〆．t ）≦β41 （2．15）

が成立するよう凌正数σ，β。，β。が存在するとき，S・は完全可決憲性化関して

一様であるという．

 完全可制徴性に関する一様姓と完全可到達性に関する一様性の場合と同様，

完全司観測佳に関する一様性と完全可決定性に関する一様姓も完全可観測佳と

完全可決定性の両方を意味する。そして，Ka1説an によって定義された一様
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完全可観測性はこれらを合わせ走概念であると考えられる．一様完全可観測性

の定義は次の通クである．

〔定義2．1O〕5）すべてのtについて

0＜β工I  ≦  M（t．t＋口） ≦； β2i

O＜β，I  ；≦； N （t一σ・t ）  二≦β4I

（2．16a）

（2．16b）

が成立するよう浸正数・，β。，β。，β帥β。が存在するとき，S雌一様完全可観

測であるという．

（注2．9） 注2．4，2．5で述べた可制御性，可到達性の場合と同様，一様

完全可観測である～二とは，完全可観測性に関して一様かつ完全可決定性に関し

て一様であることと等価である．重た，＆が有界システムならば，一様完全可

観測であること，完全可観測性に関して一様であること，完全可決定佳に関し

て一様であることはすべて等価である．

2．5 可制御性。可到達性と可観測性，可決定性の関係

 制御と観測が双対在概念であるとはよく言われることである．そして，その

具体的な事実として，最適レギュレーダシステムの構成問題とカルマン・フ4

ルタの構成問題28）～30≧線形時間不変システムに対する状態フイ向ドバツクに

よる極指定問題と状態観測器の構成問題H）・一里）がそれぞれ双対去問題であるこ

とはよく知られている．この論文でも4，2で，線形時変システムに対して，状

態フ4一ドバックによる零入力応答指定問題と状態推定器の構成闘題が双対で

あることを述べる．そのために，ここでは，上で定義した可制御性，可到達性

と可観測性，可決定性のすべての概念について，それらの間に成り立つ関係を

        31）＆の随伴システム

   ． πA（t）＝一Al（t）XA（t）十CI（t）・A（t）
 Ad．
     ム（t）＝ B・（t）XA（t）十D一（t）・A（t）

       31）と双対シーステム

    XD （t） ＝  AI（一t）XD（t） 十  C1（一t）uD（t）
Du：
    ツD（t）二Bl（一t）XD（t）十D．（一t）・D（t）
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を用いて述べよう．

（注2．10） 随伴システムと双対システムの本質的な違いは，随伴システム

の時間方向がS。の時間方向と同じであるのに対して，双対システムの時間方向

は＆の時間方向の逆であるという点にある．

〔補題2．5〕 S。が完全可観測（完全可制御）であるための必要十分条件は，

地が完全可制御（完全可観測）であ．ることである．

〔補題2．6〕 S。が完全可決定（完全可到達）であるための必要十分条件は，

Adが完全可到達（完全可決定）であることである．

〔補題2．7〕 Sψ完全可観測性（完全可制御性）に関して一様である定めの

必要十分条件は，地が完全可制御性（完全可観測性）に関して一様である1＝と

である．

〔補題2．8〕 ＄が完全可決定性（完全可到達性）に関して一様であるための

必要十分条件は，地が完全可到達性（完全可決定性）に関して一様であること

である．

〔補題2．9〕 S。が一様完全可観測（一様完全可制御）であるための必要十分

条件は，地が一様完全可制御（一様完全可観測）であることである．

 これらの補題は次のように容易に示すことができる、いま，．

   XA（t）＝一A’（t）XA（t）         （2－17）

の状態転移マトリクスを町（・、・）で表わすと，これは

   X（t） ＝ A（t）Z（t） （2．1）

の状態転移マトリクスΦ（・，・）と

ΦA（t・τ） ＝ ΦI（τ・t） （2．18）

の関係牝ある．3’）したがって，吻可制強1性グラ1アン・。（・，・），可到達

佳グラミァンYA（・，・），可観測性グラミァ；／MA（・，・）、可決定性グラミアン

NA（… ）はSωそれらと次の関係にある．

“（t・・）＝M（t・・）

㌦（・・t）＝N（・・t）

（2．19a）

（2．19b）
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亙A（t・・）＝W（t・・）

NA（・・t）＝Y（・・t）

（2．】9c）

（2．19d）

これらの関係を補題2．1～2．4、定義2．3～2．5，2．8～2．10に当てはめ

ると，上の補題は直ちに得られる．

〔補題2．10〕 勤が完全可観測（完全可到達）であるための必要十分条件は，

D凹が完全可到達（完全可観測）である～二とである．

〔補題2．ll〕 Sψ完全司決定（完全可一制御）であるための必要十分条件は，

D・が完全可制御（完全可決定）であるととである．

〔補題2．12〕 ＆が完全可観測性（完全可到達性）に関して一様であるため

の必要十分条件は，D・が完全可到達性（完全可観測性）に関して一様である

ことである．

〔補題2．13〕 ＄が完全可決定性（完全可制御性）に関して一様であるため

の必要十分条件は，D・が完全可制御性（完全可決定性）に関して一様である

ことである．

〔補題2．14〕  ＆が一様完全可観測（一様完全可制御）であるための必要十

分条件は，D・が一様完全可制御（一様完全可観測）であることである．

 これらの補題も。補題2．5～2．10と同様に，容易に証明できる．い重，

丈。（・）＝・1（一t）X。（t） （2．20）

の状態転移マトリクスを％（… ）で表わすと

   ％（い）＝ΦI（吋ドt）       （2－21）

    31）
である・  この関係を用いると，D・の可制御性グラミァンWD（… ），可到

達性グラミアンY1）（・，・〕，可観測性グラミアンMD（・。・）、可決定性グラミア

ンND（・、・）とS・のそれらとの間に次の関係が成立することがわかる、

WD（t・s）二N（一srt）
YD（s・t）  ＝  M（一t・一s）

MD （t・s）  三  Y （一s・一t）

ND（s・t）  ＝  W（一t・一s）

（2．22a）

（2．22b）

（2，22c）

（2，22d）
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これらの関係と補題2．1～2．4，定義2．3～2．5，2．8～2．10から，補題

2．lo～2．14は直ちに得られる。し

2．6 結    言

 この葦では，対象とする線形時変一システムを記述し，可制御性，可到達性，

可観測性，可決定性に関する概念を定義した．以下の章では，1二ごて定義した

概念がどのよう在フィードバックシステムや状態推定器を構成することができ

ることを保証しているのかを述べる．重た，随伴システムや双対システムを用

いて，可制御佳，可到達性と可観測性，可決定性の間の関係を述べた．この関

係は状態推定器の構成問題をフイート“バックシステムの構成問題に結び付ける

際に重要凌役割をはたす．
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                          32）～辮）
第る箪 状態7イードバックによる安定化

3．1 緒   言

 この章では，有限次元纏形時変ツステムS暗対象に，安定姓に注目したフィ

ードバックシステムの構成問題を考える．そして，その目的は，任意に指定さ

れ先安定性を状態フィードバックによって実現できるための条件を明らかにす

ることである．ここ侭，安定性の指定とはシステムの内部安定性，す凌わち，

零入力応答に関する安定性の指定をいう．この問題に関しては，線形時間不変

システムκついて，開ループシステムが完全可制御であることが開ループシス

テムの極を任意に配置できる定めの必要十分条件であることがよく知られてい

る．11）極の配置を指定できるということは零入力応答の上界と下界を指数関数

で指定できることを意味している．したがって，この時間不変ツステムに対す

る事実から，極という概念の漬い時変システムのクラスに拾いても，開ループ

システムが可制御（完全町勧御，一様完全可制御など）であることが，零入力

応答の上界と下界を時間関数で指定してフィードバックシステムを構成できる

ための必要十分条件ではないだろうかと推測される．この推測に対する解答は，

WO10vichコ3）によって，あるクラス狂属する時変システム浜ついては一部専

えられている．それによると，開ループシステムがパラメータの時間変化が充

分に滑らかな有界システムで，一様可制御性よりも少し厳しい条件を満たして

いれば，零入力応答の上界と下界を指数関数で指定してフィードバックシステ

ムを構成することができる．しかし，もっと一般の時変システムについては上

界麗数と下界関数を同時に指定すえ問題は全く研究されて拾らず，もっぱら上

界関数のみを指定する闘題，す亥わち，安定化問題が研究されている．5）’？）μ）

そして，開ループシステムが一様完全司制御ならば，任感に指定された指数関

数を閉ループシステムの零入力応答の上界とする～二とができるという結果が示

唆されているだけである．7）

 そ～＝で，この章では，ほとんど制限がないと考えられるくらい一般的在線形

時変ツステムS暗対象に，零入力応答の上界と下界を指定してフィードバック

システムを構成できる可能性と＄の可制働佳，可到達牲の関係を調べる．その

定めに，まず3．2で，上界関数や下界関数またはそれらを同時に指定できると
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という可安定佳，遼可安定性，再設計佳の概念を定義する．そして，3．3で，

S。が完全可制御であることが，任意に推定された時刻以降で，零入力応答の上

界または下界を連続関数で指定してフィートーバックシステムを構成できるため

の必要十分余件である1＝とを示す．続いて，3．4では，＆が完全可制御性に関

して一様であることが，閉ループシステムの零入力応答の」：界をすべての時間

区間について一様侭指数関数で指定できる定めの十分条件であることを示す．

さらに，Sが有界システムの場合には，フィードバックゲイニノを有界潅ゲイン

のクラスに限れば，それが必要条件でもあることを示す、同様に，3．5てば．，

完全可到達性に廃して一様であることが零入力応答の下界を一様に指数関数セ

指定できることを意味し，有界システムのクラヌではこの逆も正一しいととを示

す．そして，3．6で，S。が一様完全可制御衣らば，閉ループシステムの零入力

応答の上界と下界を指数関数で同時化携定できるという結果を得る．この結果

牝ついても，有界システムのクラスでは，逆が成立することが示される．

3．2 可安定性．遊可安達性 再設計性                1
 上で述べたように，この章では，線形時変システム

    X（t） 二1A（t）X（t） 十 B（t）u（t）
So：

    一ツ（t） こ C（t）X（t） 手一 D（t）u（t）

を開ループシヌテムとして，指定され先安定性をもつシステムを線形状態フィ

ードバック

口（t） 二 K（t）X（t） 十 v（t） （3．】）

によって構成する問題を考え，安定性を任意に指定できることと麗ループシス

テムの可制御姓・珂到達佳がどのような関係にあるのかを明らかにする．ここ

に，フィードバックゲイニ・K｛・）ばr×nマトリクスで，その要素は可測かっす

ぺての有限時間区間で；有界とする、V（・iは新しい入力で，uいに対する仮定を

満たすものとする．そして，～二こでいう安定性の指定とは，閉ループシステム

    X（t） ＝ ｛A（t） 斗 B（t）K（t）｝X（t） 十 B（t）v（t）
Sc：

    ツ（t） 二 ｛C（t） 斗 D（t）K（t）｝X（t） 十 D（t）v（t）
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の零入力安定性，すなわち，

裏：  X（t） 二 ｛A（t）十B（t）K（t）｝Z（t）

の安定性を指定することである．．以下では，Sあふるまいを表わす状態転移マ

     ＾トリクスを⑳（・，・） で表わす．

 ところで，この象の状態転移マトリクス金（・，・）を用いると，S・のふるまい

は

      く             t 〈
  X（t）二⑫（t，to）X（to）十∫ Φ（t，τ）B（τ）v（τ）dτ
                to

                 〈  ツ（t）1＝｛C（t）十D（t）K（t）｝Φ（tバ。）Z（to）     （3．2）

                 t〈      十｛C（t）十D（t）K（t）｝構）（t・τ）B（τ）・（τ）dτ十D（t）・（・）

                        〈と表わせ，～＝れらの右辺の第2項は入力による応答もΦ（・，・）の性質に関係が

あることを示している．したがって，ここでの安定性の指定は直接にはS・の零

              、（入力応答の安定性，す凌わち，Φ（・、・）の性質を指定することを意味してい

るが，間接的には入力による応答の性質を指定する～二とでもある．零入力応答

安定性（一様漸近安定性）と入力による応答の安定性（有界入力一有界出力安

定性）の関係は文献ω），41）に述べられている．

 さて，それでは，指定・された安定性を状態フ4一ドバックによって実現でき

るという概念をはっき♪定義しょう．指定され走時刻t。に対して，δ（・，t。）

を〔t。、oo）で定義されたδ（t。，t。）羅0なる連続関数とする．

〔定率。3．1〕 任意の初期時刻t。と連続関数δ（・，t。）に対して，Sとのすぺて

の解がすべてのt（≧t。）て

い（t）1≦・（O1川）い・・ll（・・t。）〕 （3．3）

を満たすようなフィードバックゲインK（・）と正数b（t。）が存在するとき，S。

は完全町安定であるという．

〔定義3，2〕 任意の初期時刻t。と連続関数δ（・，t。）に対して，Sどのすべて

の解がすべてのt（≧to）で

・（t。）1川。）ll… 1川・t。）〕≦1川）1 （3．4）
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を満たすようなフ4一トソミックゲインK（・）と正数a（t。）が存在するとき，So

ぱ完全逆可安定セあるという．

（注3．1） 曳のすべての解が（3．3）を満足す1＝とは一そめ状態転移マトリ

  〈
クスゆ（・、・）が

   く  1Φ（t，t。）1≦b（t。）・文・／δ（い。）〕   （・．・）

を満たすことと等価である．また，すべての解が（3．4）を満たすことはり
＾
Φ（・，・）が

   く               ＿1
  lゆ（・。・t）1≦・（t。）・塁・／一δ（・・t。）〕  （…）

を満たすことと等価である．

（注3，2） 上述の連続関数δ（・，to）を（to，oo）で違統微分可能な関数と

しても，定義3．1と3．2の意味するところは変ら凌い、その理由は定義3－1

については次の通りである．重ず，拾の券の連続開教δ（・｛）牝対してδd

（to・to）こOかつδd（t・㌔）≦δ（tバ。）・t≧toを満たす連続微分可能な関数

δd（・・t。）が必ず存在する．嘩えに，δ（・｛）が指定されたとき，そのよう

凌δd（・、t。）に対して（33）一 �梠ｫすK（・〕，b（to）が存在すれば，それら

はδ（・。t。）に対しても（3．3）を満たす．したがって，任意のδd（・、一to）に対

してK（・），b（to）が存在することは，任意のδ（・バ。）に対してもそれらが

存在することを意味するのである．同様のことが定義3．2についても言えるの

で，以下て一は，δ（・，t。）を微分可能凌関数と仮定することがある一．

〔定義3．3〕 任意の実数Mに対して，室のすべての解がすべてのtユ，t2（≧

tユ）について

  い（t・）1≦・1川・）い・・／・（・ゼ・・）〕  （…）

を満たすようなフィードバックゲインK（・）と正数bが存在するとき，S・は一様

完全町安定であるという．

〔定義3．4〕 任意の実数m牝対して，長のすべての解がすべてのt工，t2（≧

t、）について

・い（t・）1・蕊・1・（い1）〕≦い（・・）1 （3．8）
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を満たすよう凌フィートτバックゲイニ／K（・〕と正数aが存在するとき，S雌一様

完全逆司安定であるという．

〔定義3．5〕 任意の実数m，M（≧m）に対して，Sさのすべての解がすべて

のt1，t畠（≧tユ）について

・1予（・）ll…1・（tゼt・）〕≦1川1）1

                  ≦．blX（tバ… 〔独（t｛）〕

                               （3．9）
を満たすよう哀フィードバックゲイ1・K（・）と正数a，bが存在するとき，S雌

一様完全再設計であるという．

（注3．3） S；のすべての解が（3．7），（3．8）を満たすことは．その状態転

      く移マトリクスΦ（・，’）が

   く
  ！1Φ（t・｛）li≦・…／舳。ぺ・）〕    （・・1・）
   〈  llΦ（t…、）1；≦が岬1一・（tドt・）〕    （・一1）

を満たサこととそれぞれ等価である．董た，Sどのすべての解が（3．9）を満た

     く
すことは，Φ（… ）が（3．10），（3，ll） を同時に満たすことと等価である．

 これらの概念の間に成り立つ関係を量とめると次のようになる．まず，完全

町安定佳と完全逆可安定性は等価である、ζの関係は定義から直接には示せ長

いが，後に得られる定理3．1と3，2から導ける．一様完全再設計であることが

一様完全町安定であることと一様完全逆可安定であることを同時に意味するこ

とは定義から明らかである．その逆，す凌わち，一様完全町安定かつ一様完全

逆可安定であることが一様完全再設計であることを意味ナるのかという問題に

対する解答はい重のところ得られてない．例3．1，3．2に示すように，一様完

全町安定性だけ，または一様完全逆可安定礎だけでは一様完全再設計娃を意味

しないことはわかっている．重た，これらの例と例3．3は完全町安定性（また

は，完全逆可安定佳），一様完全司安定性，一様完全逆珂安定性の間には何ら

の包含関係も在いことを示している．

〔例3．1〕 線形時変ツステム

「ll：：十「1川；1：：：」斗「ll・ω
（3．12）
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を考えよう．任意の実数雌に対してフ4一ドバックゲインを

K（t） 竈 〔跳十1 0〕

と定めると，閉ループシステム＆の零入力応答，すなわち，裏の解は

［川十∵∵∴げ〕llボ・1・）

と混る．そして，すべてのt1，t写（≧t1）について

一t。百十t。豊 ≦ 腔十1＋巫（t。一t、）

が成り立つので，1＝の解はすべてのt1，t2（≧t、）について

1川）1≦…1税・・1〕い（ち）1…／舳・｛）〕

を満たす．し走がって，（3．12）は一様完全町安定である．

 しかし，このシステムは一様完全逆可安定では雇い．い重，S里の状態転移マ

    〈
トリクスΦ（・．・）を考えよう．これはと・のよう在フィードバックゲインに対

しても

畠（い1） ¥（∵∵1∴〕1

の形をしているので，そのノルムは次に示すように下から挿さえられる．

               一く   …甘十ち・〕≦1Φ（t∴ち）l1

ゆえに，注3，3より，（3．一2）が一様完全逆可安定であるためには，少なくと

も，すべてのt1．t2（≧t1）について

eXP〔一t～十t23〕’≦a■1exp〔一m（t2イ1）〕

が成立し広ければ凌らない．ところが，たとえば㎜＝Oの場合，ずべてのt1，

t孟（≧t1）についてこの不等式が成立するよう凌正数aは存在し念い．した

がって，（3．一2）は一様完全逆可安定ではない．当然，’様完全司設計でない．

  また，このシヌテムが完全町安定でないことが次のように示される．いも
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   δ（tIt。）；一t。十t．3帖（卜t。）

としよう．上で述べたように，どのようなフィードハックゲイニ／に対しても

   …／一ボ・・…≦峰（い。）1；

が成立する．ゆえに，注3．1より，（3．12）が完全町安定凌らば，すべてのt

（≧tO）について

   exp〔一t3＋to竈〕≦b（to） exp〔一七十to3一（t－to）〕

重だは，これと等価な

   ド≦ b（to）expト（卜t。）〕

が成立するはずである．しかし，すべてのt（≧to）についてとρ不等式が成

立するよう盾正数b（t。）は存在せず，したがって，（3．12）は完全町安定で

は在い．同様に，完全逆可安定でも凌い．

〔例3．2〕 線形時変システム

lllll：1寸1∴い1：：：1・川・…
（3．14）

は一様完全逆可安定であるが，一様完全可安定ではなく，したがって，一様完

全再設計では在い．一また，完全町安定で在く、完全逆可安定でも凌い．

〔例3．3〕 スカラ・システム

   X（t）＝一X（t）十1（t）u（t）          （3．15）

を考えよう．任意のtoと任意のδ（・，to）に対して。フィードバックゲインを

   K（t）＝δ（t，t。）十1．  t≧t。

と定めると．まの解はすべてのt（≧to）で

llπ（t）ト・（い1川）1岬11（・…）〕

・（い・ sxp∵（い）〕・ は
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を満たす．したがって，このシステムは完全町安定かつ完全逆可安定である．

 しかし，このシステムは一様完全町安定ではない．在ぜなら、tエ≦tπ＜oの

場合を考えると，．どのようをフィードバックゲインに対しても隻の解は

X（t。）二X（t。）exP〔」（t。一t、）〕

である．ゆえに，このシステムが一様完全町安定であるためには，任意の実数

Mに対して，すべてのt1，t2（ただし，t1≦t2く0）牝ついて

exp〔一（t。㍉、）〕≦b exp〔M（t。一t、）〕

が成立するよう凌正数bが存在し在ければならないが，M＜一1の場合にぱそ

のようをbは存在しないからである．同様に，1＝のシステムは一様完全逆可安

定ではなく，当然，一様完全再設計でも広い．

3．3 完全可制御なシステムの安定化と逆安定化

 ここでは，完全可制御なシステムに拾いてはどのような安定化や逆安定化が

可能なのかという問題を考える．完全可制御性の定義から明らかなように，こ

のシステムでは，適当なノカによって，状態を任意の初期状態から平衡状態0

に有限時間で移すことができる．そのよう在入力は線形状態フィードバックで

は得られ長いが，42）この事実は完全可制御哀システムが完全町安定であること

を予想させる．また，このシステムでは，Oに移すのと1司し有限時間区間で，

任意の初期状態から（oとは限らない）任意の目標状態に状態を移す～二とがで
きる．・・）これは完全可制鰍システムが完全逆可安定でもあ三ことを予想させ

る．一方，完全可制御てば哀いシステムに寄いては、状態空間に入力の影響を

受けない部分空間が存在する．24）この部分空間に奉ける壮途のふるまいは，当

然，状態フィードバックに無関係なので，それを用いて任意に安定化や逆安定

化を行涜うことはできない．ゆえに，完全可制衛で庄いシステムは完全町安定

・でも完全逆可安定でも浅いと予想される．実際，完全可制御性と完全一可安定性，

完全逆可安定性は等価である．

〔定理3．1〕 勤が完全町安定であるための必要十分条件は，それが完全可制

御であることである．

〔定理3．2〕 ＆が完全逆可安定であるための必要十分条件は，それが完全可
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制御であることである．

 これらの証明の前に．必要な補題をあげて捺く．

〔補題3．1〕ホ（一．to）を〔to。∞）で定義され走連続微分可能流関数としよ

う．このとき，S。が完全可制御在らば，

  X（t） ＝ ｛A（t）一δ（t，to）I3Z（t）十B（t）u（t），  t≧to  （3．16）

もすべてのt（≧to） で完全可制御である．

（証明） 岡次システム

  X（t）二｛A（t）一δ（t，to）1｝X（t）， t≧to       （3．一7）

の状態転移マトリクスΦδ（… ）はΦ（・・．）を使って

  Φδ（t・τ）1＝Φ（t・τ）exp〔一ホ（t・to）十δ（τ・to）〕・ t・τ≧to

と表わせるから，（3．16）の可制御性グラミァンWδ（・、・）’ ﾏ

  Wδ（t・tl）
    t1
  ＝イΦ（t・1）帥■（1〕Φ1（t・τ）…ト州・い斗2δ（τ・㌔）〕dτ・

                          t，t、≧t。 （3．18）

と書ける．そして，t≡≦τ≦tlのときには

  Φ（t，τ）B｛τ〕B．（τゆ（t，τ）expト2δ（t．to）斗2δ（τ，to）〕

  ≧Φ（t．τ）珂τ〕B一（τゆi（t、τ）exp〔一2δ（t，㌔）十2 infδ（τ，to）〕

                        t≦τ≦t1
が成立するので，ナベてのtユ（≧t）について

  Wδ（t・t・）≧W（t・t・）・・p〔箏2δ（t・t・）十2i・リ（τ｛）〕

                        t≦包’≦㌦

である．したがって。W（t．t1）が正定ならば，怖（t．t1）も正定である．補

題2，1によると，これは，Sが完全．可制御ならば，（3．16）もすべてのt（≧

to）で完全可制御であることを意味している．        （証明終）

（定理3．1の証明） 必要性： S・は完全町安定であるとしよう．いま，それ

が完全可制御で広いとすると，補題2．1により，すべてのt（≧いについて

λ■W（tu．t）λ＝O，す在わち
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  ∫、ごい’Φ（t・・1）・（1）1・・1㍉

となるよう凌時亥O t。とn次元一ベクトルλ（十0）が存在する．～＝れは，ほとん

どすべてのt（≧tu）で

  パΦ（t・．・t）B（t）二〇          （3・19）

であることを意味している．ところで，初期時刻をt、とすると，S；の状態転移

     く
マトリクスΦ（・，・）は積分方程式

  く               t            へ
  ⑮（t，tモ、）＝⑫（t，t。）十∫ Φ（t、τ）B（τ）K（τ）Φ（τ，t）dτ
              t皿              o

または，それと等価な方程式

      へ           t             〈
  Φ（tいt）Φ（t｛）：I＋｛。Φ（t・・τ）B（τ）K（τ）画一（τ心）dτ

を満たす．25）したがって，（3．19）より，すべてのt（≧t、）で

        く
  λ1Φ（いt）⑫（t，t。）二 λ一          （3．20）

であり．，ゆえに。

  い1・川1Φ（い・）川全（・。・皿）1

が成立する．そして，Wazewskiの定理15）によれば、t≧t。のとき

  1Φ（い）1・…叫㌦i・（・（τ）・州）・1〕（・・1）

だから，結局，すべてのt（≧t凹）で

   1・岬叫tl・i・（・（τ）・・（τ））・τ〕1全（t川（・捌

か成立する，
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 一方，仮定によると，S砿完全町安定であるから，初期時刻をt口，連続関数

を

                t
  川・㌔）・一（H・）十音41・iη1・（1）・・’（τ））・1 （・週）

                u

      〈
と定めても，Φ（… ）がすべてのt（≧t。）で

  1金（t．t、）1≦・（t、）…ll（t．t。）〕

を満たすようにできる（注3．1参照）．これを（3，22）κ代人すると，

   1≦b（t、）・・p〔一（トt、）〕        （3－24）

が得られるが・この不等式がすべてのt（≧t、）で成立するよう在正数b（t・）

は存在しない．したがって，完全司安定凌システムを完全可制御でないとした

ことは誤りである．ゆえに，S柑，完全町安定凌らば，完全可制御である．

 十分性： S砂完全可制御であると仮定しよう．任意の初期時刻t。と連続

微分可能在関数δ（・、t。）に対して，フィードバックゲインK（・〕を〔t。、oo）で

      1
K（t）＝一τB’（t）（P（t）一1）・t≧㌔ （3．25）

と定める（注3．2参照）．ここに・n×nマトリクスP（・〕はRiccati型マト

リクス微分方程式

   P（t）十｛A一（t）一δ（t．t。）1〕P（t）十P（t〉｛A（t）一あ（t，to）1）

                 一P（t）B（t）B一（t）P（t） 二一E（t）．

                      t≧t。     （3．26）

の対称かつ準正定な解で、n×nマトリgス別・）は可測， 〔t。，oo）のすべて

の有限時間区間で有界，対称かつ準正定で

   E（t）≧A（t）十Al（t）一2δ（t，to）I＋B（t）BI（t）t≧to

を満たすものとする．仮定と補題3．1によって

   X（t） ＝｛A（t）一δ（t．t。）I｝X（t）十B（t）u（q t≧t。 （3J6）
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がすべてのt（≧t。）で完全可制御であるから，このRiccat i型微分方程式

                          5）が〔㌦・oo）で準正定を解をもつことは保証されている・

 さて，（3．25）で定義したフィードバックゲインを用いると臭の解が（3．3）

を満たすことを示そう．いIま，〔t。．OO）で，n次元ベクトルXと時刻tのス

カラ関数V（X．t）を

   V（Z，t）＝Xl（P（t）斗1）X               （3．27）

と定義する．P（・〕が準正定だから，

  1・iい≦・（・。t）≦（1…（・（・））斗1）肝刈・ （・．・・）

である．そして，製の解X‘・〕に沿っ走V（X（・），・）の時間微分はほとんどす

べてのt（≧to）で

  V（X（t），t）

   ＝ Xl（t）吾2δ（t，to）P（t）一E（t）十A（t）十Al（t）十B（t）B一（t）｝X（t）

   ≦XI（t）｛2δ（t，to）P（t）斗2δ（t．to） 1 ）X（t）

   二2δ（t，to）V（X‘t），t）              （3．29）

を満たすから，すべてのt（≧to）について

   V（X（t），t）≦V（X（to），一。）exP〔2ホ（t，to）〕    （3．30）

が成立する．ゆえに，（3．28）より，S呈のすべての解はすべてのt（≧t。）で

1舳川・π1・（㌔）1…／l（t・｝、、）

を滴たナし牟がって，Soは，完全可制御在らば，完全町安竈である．（証明終）

（定理3．2の証明） 必要性1S・は完全逆司安定．であるとしよう．いま，それ

が完全可制街で広いとすると，定理3．1の証明で述べたように，．ある時刻t。と

n次元ベクトルλ（キ0）が存在して，どのような状態フィードバックに対し

でもすべてのt（≧t。）で

          へ   λIΦ（㌦．t）Φ（t、㌧）＝λ1            （3．20）

一29一



が成立する．これは

        く   λ一＝λ1Φ（tパt）Φ（t・㌦）        （3・32）

                    15）と等価であり，そして，Wazewsk1の定理  によると，t≧tuのとき

   ilΦ（t川・…ψ、㌦・・（・（1）・用）・1〕（・側
                u

であるから，すべてのt（≧t。）で

  いll・い〕畠（1・・t）1…壱｛：1…（用・用）由〕

                                （3．34）

が成立する．

 一方，仮定によると，S・は完全逆可安定であるから，初期時刻をt口，連続関

数を

            l t
δ（い・）こ（トt・）十万｛、λm・x（A（τ）十A一（τ））dτ （3．35）

      〈
と定めても，Φ（・。・）がすべてのt（≧t、）で

  l1全（t。，t）ll≦・（t。）1’…／－1（t，㌔）〕

を満たすようにできる（注3．1参照） これを（3．34）に代入すると

   1≦ a（㌔）．’exp〔一（卜t。）〕        （3．36）

が得られるが，この不等式がすべてのt（≧t、）で成立するよう凌正数a（t。）

は存在．し淡い．したがって，完全逆可安定なシステムを完全可制御でないとし

たことは誤りである．ゆえに，S・は，完全逆可安定ならば，完全可制街である．

士変性・ Sφ完全可制強であるとしよう．すると，補題3．一により，任意

のt。と連続微分可能な関数δ（・，tO．）について

   X（t）＝｛A（t）一δ（t，to）1｝X（t）十B（t）u（t）， t≧to   （3．16）

もすべてのt（≧t。）で完全可制御である．したがって，このシステムの可制
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御姓グラミアンWク（・、・）が

  Wδ（tいt・）〉0・ ．W6（い・i・・一）〉・・i＝1・2．H

  t。＜t・＜…＜ti＜ti＋・〈…，い㎜ti＝。。
                    一・“◎D

を満たすような時刻列｛り｝ζ1が存在する．い・ま，時間区間〔t。。t1〕に

赤いて

  k。⑫（t，t。）ΦI（t，t。）e即〔一2δ（t，t。）〕；≧1   （3．37）

が， 〔ti，ti＋エ〕，i＝1，2，31…“に拾いて

  ki雪（いi一・）Wδ（ti中ti）⑳．（t～）・・Pト2δ（t・お）十2δ（ti－1，t。）〕≧！

                                 （3．38）

が成立するような正数ki，i・・1．2，3…を見つみナn×n対称マトリクス

Q（・）を次のように定義しょう．

  ．Q（t）二島⑳（t，t。）⑩I（t，t。）exp←2州，t⑪）〕

      一t
    ＋∫k（τ）画（t、τ）B（τ）B一（）砂（t、τ）以pト洲t，・t。）十・2δ（τ，t。）〕dτ

     t。

   ・（・）全Σ二、・青い（卜・i一工）一（卜・i）1一・． （・．鯉）

ここ肥，サ㌦（ti｛・ti）が正定であるから、・（3．ら8）が成立するよう在k、は必ず存

在する．このとき，Q（・1は時間区間〔ti．t｝｝。き＝0，r，2，・1一で

 Q（t）二＝ko⑫（㌦to）Φ（t，to）expト2δ（t，to）〕

     十k1Φ（t・to）Wδ（も山）Φ（t・to）exPト2δ（f・to）〕

     十k2⑫（t・ti）Wδ（t丑・t2）Φてt・ti）・e・xp←帥（r・to）斗2δ（h・七〇）〕

     十・、Φ（…、。、）Wi．、・・、）ΦI（い、．、）…ト・1（・｛）十・δ（・、、、｛）；

     十ki中、Φ（t・・i）場（・i・t）Φ1（・・ti）・・pト25（t｛）十2δ（ti山）〕
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と表わせるから、（3．37）と（3．38）より，すべてのt（≧to）で

  Q（t）≧ 1

が成立することが言える．このQ（・〕を用いてフィードバックゲインK（・1を次の

ように定めよう．

     1
K（t） ＝ 万  k（t） BI（t） Q｛（t）， t≧t。 （3．40）

ここに，Q（・）が正定だから，Q11（・1は存在して正定である．

 さて，～＝のフィードバックゲインを用いるとSとの解が（3，4）を満たすこと

を示すために，〔t。、oo）でスカラ関数V（・，・）を

  V（X．t）＝X■Q一（t）X． 一   t≧ら        （3．41）

と定義しよう．すると，Q－1（t）≦ 1’であるから

  1・i・（舳））同1≦・（・、・）≦1小   （・μ）

が成立する．そして，

  Q－1（t） ＝一Q－1（t）Q（t） Q．ユ（t）

      〒一Q刈（t）A（t）一A．（t）QI上（t）斗25（t・to）Q一（t）

                  一k（t）Q一・（t）B一（・）Bl（・）Q一三（t），・≧t。

であるから，S；の解X（・iに沿っ牟V（X（・），・）の時間微分はほとんどすべて

のt（≧to）で

  V（凪t），t）＝2δ（t，to）X■（t）Q－1（t）X（t）

        こ2δ（t，to）V（Z（t），t）

と在り，ゆえに，すべてのt（≧to）で

  V（Z（t）・t）：＝：V（X（t。）。t。）exp〔2δ（t，to）〕       （3．43）

である．したがって，S・のすべての解はすべてのt（≧㌦）で
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戸1川1…11（t・㌔）〕・ll・（・）1 （3．44）

を満たす．以上より，S縦，完全司制御ならば，完全逆可安定である．

                               （証明終）

3．4 完全可制1御性に関して一様なシステムの安定化

 ここでは，完全可制御性に関して一様在システムの安定化について考える．

完全司制衝惟に関して一様盾システムぱ，当然，完全司制御であるから，定理

3．1により，完全司安定である．そして，このシステムでは，状態をCに転移

させるのに必要な入力の最少エネルギが時間的に一様在ことから予想できるよ

うに，時間的に一様凌安定化が可能である．

〔定理3．3〕 S雌，完全可制御性に関して一様凌らば，一様完全可安定であ

る．

〔定理豊．4〕 有界なS嚇有界在フィードバックゲインによって一様完全町安

定であるための必要十分条件は，それが完全可制御性に関して一様であること

であるご

（注3．4） 次の例に示すように，定理3．3の逆は成立しない．

〔例3．4〕  スカラ・システム

X（1二） ＝  X（t） →一 eXp〔t〕 u（t） （3．45）

を考えよう．任意の実数巫に対して，フ4一ドバックゲイ1・Kl・〕を

K（t）  ＝  （秘 一  1 ） exP 〔一t〕

と定めると，まの解はすべてのt、，t2について

X（t。）＝X（t。）exp〔M（t。一t。）〕

と在るので，このシステムは一様完全町安定である．しかし，可制御性グラミ

ァンW（・，・）はどのよう凌正数σに対しても

W（t．t＋σ） ＝σexp⑫t〕

‡ S。が有界であるとは，そのパラメータA（・），B（・〕，C（・1，D（・1が有界な関

数であることを意味する．
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であるから，このシステムは完全可制衝性に関して一様ではない．

（定理3．3の証明） 島は完全可制御性に関して一様であるとしよう．任意の

実数Mに対して，フィードバックゲインを

  ・（t）＝一音・’（t）和（t・t・・）     （舳）

で定義する．ここに，

  斎（t．t。、）全∫t＋σΦ（t．、）・（τ）・1（τ）Φ1（ω、。。卜舳卜1）〕・τ

          t

で，σは完全可到達性に関する一様性を定義した

  0 ＜ αII ≦W（t，t＋σ） ≦α2王            （2．7）

がすべてのtで成立するよう．在正数である．仮定，拾よびt≦τ≦t＋σのと

き成立する不等式

  Φ（tlτ）B（τ）Bl（τ）Φ（t．τ）・・p〔一21則σ〕

  ≦Φ（t．τ）B（τ）Bl（τ）φ（t，τ）exp〔一2碓（t一τ）〕

  ≦Φ（t．τ）B（τ）Bl（τ）ΦI（t．τ）exp〔21州σ〕

によって，W（’．’）がすべてのtについて

  0＜砒、・・。〔一・1職1川≦市（t，t＋σ）≦α、…121川σ〕1

                                 （3．47）

を満たすことに注意して呑く．いま，スカラ関数V（… ）を

  V（XIt）二ZIW’工（t，t＋σ）X              （3．蝸）

で定義しよう．すると，（3．47）より・すべてのtで

  α？…1－21Mlσ〕i同11≦v（x．t）≦αデ…〔・同φ〕（・．鴫）

が成立する．そして，S二の解X（・〕に沿ったV（X（・1，・）の時間微分はほとんど

すべてのtで
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V（X（t），t）＝X一（t）｛2MW一ユ（t，t＋σ）一W1（t，t＋σ）Φ（t，t＋σ）B（t＋σ）

         ・BI（t＋σ）Φ（t．t＋σ）W一ユ（t，t＋σ）exP「2Mσ〕 ｝X（t）

     ≦ 2MZI（1二）W－1（t．士→一σ）X‘1二）

     ＝2滋V（λ（t），t）

を満たすから・．すべてのt・、t2（≧ti）について

  V（X（t2），t2）≦V（X（t1），tエ）expr2砿（t2－tユ）〕      （3．50）

が成立する．ゆえに，曳のすべての解はすべてのt1．t2‘≧tユ）について

  1川、）1≦r…1・州1川舳、）1…1・（い、）〕
                                 一（3．51）

を満たす．したがって，S砿，完全可制御性．に関して一様ならば，一様完全町

安定である．                      （証明終）

 定理3．4の証明の前に，その証明に必要在補題を述べておく．

〔補題3．2〕 有界なS。が完全可制御性に関して一様であるための必要十分条

件は，その可統御性グラ“アンW（・、・）がすべてのtで

   O ＜ α工I ≦ W（t．t＋σ）           （3，52）

を満たすような正数へα、が存在することである．

（証明） すべてのtで

  1・（・）1≦・い ll・（・）1≦・。

であるとしょう，Beリman－Gr㎝wa11の不等式43）によると，すべてのt。

τについて，X（t）こA（t）X（t）の状態転移マトリクス⑮（・、・）は

  1Φ（t，1）1≦・・。1・、トtl〕

を満たす．したがって，どのよう在正数σに対しても，ずべてのtについて

  ・lt…1）・ぺ十rlΦ（・・1）lH・（1）いポ1
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     t＋σ
≦K・月 S …／2K1（卜・）〕dτ’1

  K22
二，（exp〔2K1σ〕＿1）1  2K1

が成立する．これは（3．52） が成立することと（2．7）が成立することが等価で

あることを意味している．                 （証明終）

（定理舳の証明） 必要性：．まず，補題3－2の証明で述べ走ように，llA（t）

≦K1のとき，X（t）＝A（t）X（t）の状態転移マトリクス⑳（・、・）がすべての

t1．t2（≧t1）について

   1Φ（t、．ち）1≦・・。胆、い，一・、い   （・別

を満たすことに注意して巻く．

 S。が有界なフィードバックゲインによって一様完全町安定であると仮定しよ

                 へう．すると，ミの状態転移マトリクヌΦ（・，・）がすべてのt、，t2（≧t1）

について

    く   1州・・t1）ll≦・…1一…（い・1）〕   （舳）

を満たすような有界在フィードバックゲインK｛・〕と正教bが存在する（注3．3

参照）．ここで，すべてのtで

ll・1・）ll≦・。

                〈
としておく．ところで，Φ（・．・）とΦ（・、・）はすべてのt1，t2について

金（い）・Φ（…1）・｛t2Φ（1・τ）肺）・（づ金（い・）ホ

ま走は，これと等価凌

  Φ（t、，t、）金（ら，・、）＝け∫t・Φ（t、，τ）・（τ）・（τ）金（τ．t、）・τ

                t1

を満たすから，25）任意のn次元ベクトルμについて
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      〈         ち          くμIΦ（い・）Φ（t・・ち）二μ’斗4μIΦ（い）B（τ）K（τ）Φ（τ・t・）改

である．ゆえに，すべてのt1，t2（≧tユ）について．

  llμllΦ（t、，t、）11金（ら，・、）1

   ・1＋∫、らllIΦ（い）彊（1川；・σ）l1金（｝1改

                               （3．55）一

が成立し，この両辺に（3．53）と（3．54）を代入することによって次砂不等式が得

られる．

  ・1μll…1－K、（tドt、）〕

     ・11ト・～∫、：r1州い！舳・1改・・・…

                               （3．56）

 いま，sが完全司制御性に関して一様で在いとしてみよう二すると，。補題3－

2により，あらゆる正数σと任意の正数ρに対して，λ’W（s，s＋σ）λ＜ρλリ，

す凌わち，

ぺ1川・・1）州1・・1・州・ （3．57）

と在るよう在時刻sとn次元ベクトルλ（キ0）が存在する．B61derの不等
式44）を用いると，このよう凌σ，ρ，S，λが次の不等式を満たす～二とがわ

かる．

∫s＋σ ｢1Φ（・・1）・（1）1・1＜rrい1
S

（3塊）

どこで，σ＝（1og3b）／Kl． ρ二1／（9b邊K3室σ）と拾いて（3．57）を

満足すs，λを求め，（3．56）でμ＝λ，t1＝s．t2＝s＋σとしよう．すると，

（3．58） より，

   古いト・いll…1一・。1〕
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〉l11 …「；1i11＝音11111 （3．59）

が得られる．この不等式は明らかに矛盾している．したがって，有界なSが有

界なフィードバックゲインによって一様完全司安定ならば，それは完全可制御

性に関して一様である．

 十分性： 定理9．3の証明がそのまま適用できる．ここで対象にしているシ

ステムでは，B（・〕が有界で，かつ（3．47）よりW一（・．・十・） も有界だから，

（3．46）で定義されたフィードバックゲインK（・）は有界である．  （証明終）

 注2．4，2．5で述べたように，一様完全可制御牧は完全可制神性に関する一

様性をも意味し，有界なシステムではこれら2つの概念は等価である．したが

って，定理g．3，3，4から直ちに次の2つの系が得られる．

〔系3．1〕 3ぱ，一様完全可制徴ならば，一様完全司安定である．

〔系3．2〕 有界なS。が有界なフィードバックゲインによって一様完全町安定

であるための必要十分条件は，それが一様完全可制御であることである．

3．5 完全可到達性に関して一様なシステムの逆安定化

 完全可制御性に関する一様性と完全可到達性に関する一様性拾よび一様完全

可一安定性と一様完全逆可安定性の物理的意味を比較すると，完全可制循11性に関

する一様性と一様完全司安定性。の関係を述べた定理3－3，3．4から，完全可到

達性に関して一様であることが一様完全逆可安定であるための十分条件ではな

いかと考えられる．この類推は正しく，特に，有界シヌテムのクラスでは必要

条件でもある．

〔定理3．5〕 S雌，完全可到達性に関して一様彦らば，一様完全逆可安定で

ある．

〔定理3．6〕 有界なS。が有界在フィードバックゲインによって’様完全逆可

安定であるための必要十分条件は，それが完全可到達性に関して一様であるこ

とである．

（注3．5） 定理3．3の逆が成立し衣いように，定理3．5の逆も成立し在い．

〔例3．5］ 例3．4で考えたスカラ・シヌテム

   X（t）＝Z（t）十 exp〔t〕種（t） ．       （3．45）
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をふたたび考えよう．任意の実数mに対して，フィードバックゲインK（・）を

   K（t） ＝ （rロー一） exP〔一t〕

と定めると，峯の解はすべてのt！，t2について

   X（t2） ＝X（正ユ）exp〔m（t2－t1）〕

となるので，このシステムが一様完全逆可安定であることがわかる．と1ころが，

可到達性グラミアンY（・、・）はどのような正数ψに対しても

   ．Y（t㍉，t）二σ exp〔2t〕

であるから，このシステムは完全司到連性に関して一様、ではない．

（定理3．5の証明） S砿完全可到達佳に廃して一様であるとしよう．任意の

実数mに対して，フィードバックゲイ1／K（・〕を次のよう牝定める．

        1      ～   K （t） こ＝ 一  Bl（t） Y’1 （t一σ．t）               （3．60）        2

ここに，

   ～        △  t
   Y（t一σ，t）割∫  愈（t、τ）B（τ）BI（τ）Φ・（t．τ）exp㎞（トτ）〕dτ
             t一σ

で，σは完全可到達佳に関する一様性を定義した

   0くα31≦Y（t一σ，t）≦α4I    （2．8）

がすべてのtで成立するよう在正数である．この条件により，Y（・．・）はす一

べてのtで

 0くα、exP〔｝2＋mい〕1≦Y（t－4，t）≦α4exp〔21腕レ〕1
                                 （3．61）

を満たす．い茸，スカラ関数V（… ）を

  V（X，t）＝〃Y・1（t一σ，t）Z            （3．62）

としよう．すると，（3．61）より，不等式
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  ατ1・・。1一・1・l1〕1峠≦v（x．t）≦αξ・…／・lmll〕llル
                                （3．63）

が得られる．また，嚢の解X（・〕に沿ったV（X（・），・）の時間微分はほとんど

すべてのtで

 寸（X（t）．t）こ＝Xl（t）｛2mY．1（トσ，t）十Y－1（トσ，t）Φ（t，t＿σ）B（卜σ）

          ・BI（ト。）ΦI（t．トσ）Y－1（t一σ，t）expト2mσ〕｝X（t）

      ≧2㎜ XI（t）Y’’（t－5，t）X（t）

      二2触 V（X（t）、t）

を満たすから，すべてのt1，t2（≧ti）について

  V（X（t1），t1） exp〔2m（t2－t1）〕 ≦ V（X（t2）。t2．）      （3．64）

が成立する．ゆえに．Sとのすべての解はすべてのtl，t2（≧t1）について

斥／α、・・。／一・1市〕l1川、）」1…1π（・ゲt、）〕≦1・（t。）1
                                （3．65）

を満たす、したがって，S砿，完全可到達性に廃して一様ならば，一様完全逆

可安定である．                    （証明終）

 定理．3．6を証明するためには次の補題が必要である．

［補題3．3〕 有界なS。が完全可到達性に廃して’様である定めの必要十分条

件は，その可到達性グラミアンY（・、・）がすべてのtで

  O 〈 α31 ≦Y（トσ，t）         ・ （3．66）

を満たすような正数σ，α。が存在することである．

（証明） 補臨32の証明と同様に，llA（t）旧≦K1，lB（t）ll≦K2 と

すると，どのような正数σに対しても，すべてのtで

         K2里
Y（t一”．t） く     （ex p〔2K1”〕 一1）い
      一 2K1

が成立する．これは（3．66）が成立することと（2．8）が成立することが等価

であることを意味している．                （証明終）
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（定理3．6の証明） 必要性： 定理購の必要性の証明と同様に証明できる．

Iまず，有界なS・に関しては，すべてのtいt。について

  1⑫（t、．t、）1≦・・p〔K，lt，一、1〕      （3．6・）

が成立することに注意しよう．ただし，邊A（t）亜≦K、とする．このシステ

ムが有界在フ4一ドバックゲインによって一様完全逆可安定ならば，m＝2K1

に対しても有界なフィート’バックゲインK（・〕と正数aが存在して，注3．3で述

べたように，すべてのt1．t2（≧tユ）について

   く  世雷（t、、t。）1≦・一・・次P〔箏2K、（t、ぺ、）〕    （3．68）

                                〈が成立する．いま，邊K（t）簗≦K3 として巻く．ゆえに，Φ（・，・）とΦ（・．

．）がすべてのt1，t2について

      〈         t2        〈Φ（t・・t・）Φ（t・・t・）＝iメ、Φ（t・・τ）B（τ）K（τ）Φ（τ・t・）d1

を満たす1＝とを考慮すると，任意のn次元ベクトルμ拾よびすべてのt1，t2

（≧tユ）について次の不等式が成．立する．

   ・一・llμli・・p〔一K、（tゲt、）〕

・lllトガ…41里11一Φ（t・・1）州1・τ （3．69）

さて，S。が完全司到達性に関して一様で凌いとしてみよう、すると，補題3．

3により，あらゆる正数σと任意の正数ρに対して，ある時刻sについて

∫Sい1Φ（・、τ）・（τ）い・1＜ρllllい
S’σ

（3．70）

となるようをn次元ベクトルλ（キ0）が存在する．hδl derの不等式による

と，このよう凌σ・ρ・S・λについて・次の不等式が成立する．

∫sい1Φ（・．τ）政τ）1・τ〈η7いll

H
（3．7一）
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ここで，σ＝（一09 3／a）ノK1，9二a，／（9K32σ）と拾いて（3．70）を満たすs，

λを求め，（3．69）でμ＝λ，t1＝s一σ，t2＝sとすると，（3．71）より，

古い1トが1いll…／一・・1〕

    〉川1一τ… η7川ト号1川1 （3．72）

が得られるが，この不等式は明らかに矛盾している．したがって，有界在S。が

有界なフィート“バックゲインによって一様完全逆可安定在らば，それは完全可

到達性に関して一様である．

 十分性： 定理3．5の証明がそのまま適用できる．ここで対象としているシ

ステムでは・B（・）が有界で，かつ（3．61）よりY－1（・一6，・） も有界だから，

（3．60） で定義されたフ4一ドバックゲインK（・iは有界である． （証明終）

 注2．4，2．5で述べたように，一様完全可制御性は完全可到達性に関する一

様性をも意味し，有界なシステムではこれら2つの概念は等価である．したが

って，定理3．5，3．6から直ちに次の2つの系が得られる

〔系3．3〕 S砿，一様完全可制御ならば，一様完全逆可安定である．

〔系3．4〕 有界在S・が有界衰フィードバックゲイニ・によって一様完全逆可安

定であるための必要十分条件は，それが一様完全可制御であることである．

3．6 一様完全可制御なシステムの安定1性の指定

 これ重でに，完全可制働性に関して一様であることが一様完全町安定である

ための，完全司到達性に関して一様であることが一様完全逆可安定であるため

の十分条件であることを示した．これらの事実から，完全可制御佳に関する’

様性と完全可到達性に関する一様性を同時に意味する一様完全可制御性が，一

様完全再設計であることを保証すると推測できる．この推測は正しく，次の定

理が成立する．特に，有界システムのクラスでは，一様完全可制御性と一様完

全再設計性は等価である．

〔定理白一7〕 ＄は，一様完全可制御ならば，一様完全司設計である．

〔定理3－8〕 有界なS・が有界底フィードバヅクゲイ；・によって一様完全再設

計であるための必要十分条件は，それが一様完全可制街であることである．

（注3．6） 定理3．3と舳の逆が成立しないように，定理3－7の逆も成立し
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浅い．これは次の例によって示される．

〔例3．6〕 例3－4，3．5で考えたスカラ・システム

   X（t） ＝ X（t）十exp〔t〕u（t）         （3．45）

をもう一度考えよう．任意の実数m，雌（≧m）に対して，フィードバックゲ

インK（・）を

   ・（・）二1一町（㎜十姐）い・・1一〕

とする．このとき，製の解は

・（t・）＝・（・。）… 1古（m刊）（tゲt1）〕

であるから，すべてのt1・，t2（≧tl）について

 1川、）1…〔m（・ビt、）〕≦；1舳盾）1≦1Z（t。・）i…〔舳ジtル）〕．

を満たす・し大牟って・（3．45）は一様完全再設計である．しかし・側3－4，

3．5で示し走ように，このツステムは完全可制御性に関しても完全可到達性に

関しても一様ではないので，一様完全可制御では在h．。

 定理．3．7，3．8 の証明の前に，これらの証、明に必要注2つの補題をあげて蜘

く．

〔補題3－4〕 S。が一様完全可制御凌らほ，すべてのt1，t2（≧」tl）牝つい

て

   小州1里・τ・・1…（・・一・ユ）  （・側

が成立するような正数C1，C2が存在する．

（証明）重ずl

 lB（・）1・＝lBl（・）い＝λm・・（舳Bl（・））＝lB（・）Bl（t）1

であることに注意し土う．S。が一様完全可制御であるから，すべてのt、につい

て
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∫、：’十r州；・・1－41’斗1・・）州・τ

・∫t・十σ 撃激ｳ（1，t、）Φ（t、，1）・（1）・1（1）Φ（t、、1）Φ1（1．t、）ll・1

 t1
・、、。二、、十。1Φ川1・∫、：ユ斗11Φ（t・州舳（t・…1・τ

≦l sup γ（τ）1・
  ○くτくσ

      suP
≦nα21    γ（τ）
     0くτくσ

・lW（tいt、十σ）1

  △2  昌C1 （3．74）

が成立する．ここに，σは一様完全可制御性を定義した（2．9a），（2．9b） が

すべてのtで成立するよう在正数，γ（・）は注2．3で述べた関数である．したが

って．i1＋iσ≦t2≦t！十（i＋1）σ （i：＝O，1，2，……）底るt2

に対して

小山1・・τ・411＋（i＋1）σ11州宮・τ

・411＋！1州・τ・∫、1∴2σ酬・・τザ・・

・｝1量十’）σlW・τ・（i・1）・・

≡≦  C1 ｛1＋（t2－tl）／σ ｝

二  C1＋C2 （t2－t1），
  △
C2鉋 C1／σ （3．75）

である．                        （証明終）

〔補題3．5〕 F（・〕を可測かつ有界な関数を要素とするn×nマトリクスとす

る．このとき，＆が一様完全可制御ならば，フィードバックゲイン

K‘t） ＝＝ B．（t） F（t） （3．76〕

によって定重るSべ一様完全可制御である．

（証明） 文献41） の定理4により，ずぺてのtについて
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 宣十¢

4 1B一（1）F（1）萌Id1≦C・

が成立するよう凌正数C3が存在することを示せば十分である．F（・）は有界だか

ら，垂F（’t）理≦≡K4 としよう、S。が一様完全可制御だから，（3．74） より，

すべてのtで

∫～十δ舳剛・・1・へt斗r帥11・・1

                     △
             ≦ K4里 C1   昌  C3           （3．77）

が成立する．                       （証明終）

（定理3．7の証明） S雌一様完全可制御であるから，当然，完全可到達性に

関して’様である．したがって，定理3．5により，任意の実数Mと正数εに対

して，

  X（t）二｛A（t）斗B（t）K1（t）｝X（t）十B（t）u（t）      （3．78）

のすべての零入力応答がある正数aユとすべてのtl，t2（≧t1）について

  ・、1川、）1…1（・十ε）（tゼt豆）〕≦1川。）1’ （・乃）

を満たすよう在フィート｛バッタゲインKl（・減1存在する．このフィート｝バックゲ

インK1（・1として，ここでは，定理3．5の証明のように・（3．60） の形のものを

用いること化しよう．すると，補題3．5により，（3．78） は一様完全可一制御に

在り，その司制御性グラミアン

      △  S・1（ピ・）一4Φ｛τ）B（1）・I（τ）剣（t・1）dτ （330）

がすべてのtで

  0 ＜ α1 1 ≦≡ W1（t，t＋σ1） ≦ α2 1           （3．81）

を満たすような正数σ、，α1。α。が存在する．ここに、Φ。（・・，・）は

  Z（t） 二＝： ｛A（t） 十 1B（t）K1（O〕Z（t）
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の状態転移マトリクスである．（3．78） のすべての零入力応答が（3．79）を満た

すことは，こ」 ﾌ状態転移マトリクスが

  1Φ工（・、，t畠）1≦・ゴ・・pト（M斗ε）（t、一・、）〕  （3石2）

を満たすことと等価である（注3．3参照）一．

 さて，～＝ごて，実数m，Mの関係をm＜Mの場合とm＝Mの場合に分けて考

えよう．重ず，m＜巫の場合を考える．この場合には，Sめ逆安定化によって

得られた（3．78）に，今度は安定化のためのフィートソミックゲイン

   ・・（・）＝一音・1（t）面一・（い斗7）    （脳）

を用いて，もう一度状態フィードバックをほど～＝す．ここに．

  ～   ～ △ t＋         l  W1（t．t＋σ）鵠∫   Φ1（t．τ）B（t）BI（τ）⑫1（庄．τ）exp〔山2泌（t一τ）〕dτ
         t

                               （9．84）

  ～  △            I     C2exP 〔21雌1σ1〕

  ロニ maXレ〕中109   ～    1            2ε  2・｛α・（トm）・    （3．85）

とする．その結果．Sとは

   X（t） ＝ ｛A（t） 十B（t）K（t）｝X（t）           （3．86）

       △     K（t）目K1（t） 十K2（f）

となる・いも｛次元ベクトルZと時刻tのスカラ関数V（λ，」t）を

   V（X・t）＝Z’W・一’（・・t＋σ）Z     ．（螂）

で定義しょう．この証明の最後に示すように，どのような正数σ（≧σ1）に対

しても，すべてのtについて

   0 ＜  C41 ≦  Wl（t，t＋”） ≦ C5 1           （3．88）

    ・、㌫、。・。／一・1則σ、〕，・、全  C・
                     a12 （1－exp 〔一26”〕 ）
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が成立するから，V（・，・）はσ（≧o1）κかかわらず，すべてのtで

   C51割X旺‘ ≦ V（X，・t） ≦ Cご目．X蛯雷         （3・8S）

を満たす．重た，（3．86）の解朴）に沿っ走V（X（・〕，・）の時間微分はほとん

どすべてのtで

  V（X（・）・t）rX■（t）｛2逝W王工（t・t＋σ）一Wτ1（t・・十σ）Φ1（t・・十σ）B（t＋σ）

        ・BI（t＋σ）⑥、一（t，t＋σ）W三・（t，t＋σ）・・P〔舳σ〕1川）

                                  （3．90）

である．（3．82）と（3．88）によると，～これから，ほとんどすべてのtで

  1・トex芸～〔青〕1州・㌻）1リ・（舳）・t）

          ≦V（X（t）．t） ≦2MV（X（t）．t）      （3．91）

が成り立ち：ゆえに，すべてのt1，t2（≧t1）について

                    eXp←2εσ〕t2＋σ
  V（Z（・・）・t・）…〔洲（tゼt・）山、、畠。、∫t、。㌻lB（1）1ドd1〕

    ≦V（X（t2），t2）≦V（X（tl）、tl）exP〔2巫（t2㍗t1）〕   （3．92）

が成り立つことがわかる．（3．89）を用いると，右側の不等式から，直ちに

 1州，）1≦〉π1川ユ）ll…／・（tゲt。）〕   （㈱

が得られる．一方，補題3．4により，左側の不等式からは

 V（X（t2）、t2）

・・（・（川）…1・C1葦p星2ε一〕・・（トら妹1列）（tゼ・・）！

一榊
^Clデ・c判・（舳）岬1・（泌C・1等苧）（t一・〕

（3．94）

・ W；1（t，t＋σ）Wr1（t，t＋口）≦CエユWf1（t，t＋σ）を用いている。
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が得られる．どこ．ろで，”は（3．85）により

   C2exp 〔一2ε？つ
泌            》  m
    2aユ2C。   一

となるように定められているから，（3．94）は

 V（π（t2），t2）

・…／ClilPξ2詞1舳1）・tユ）舳・（・ゲt・）〕、、側

が成り立つことを意味している．ゆえに，（3．89）を用いると

冷…卜C’ξ1苧ル（t・）i1帥／・（t一・ユ）〕・1・（・・）、馬

が得られる．このように，m＜Mの場合には，適当なフ4一ドバックゲイニノに

よって，Sどのずべての解がすべてのt1，t2（≧t、）について（3．93）’ ﾆ（3，96）

を同時に満たすようにできることがわかった．

 次に，m：・Mの場合を考えよう．この場合には，（3．83） で定義したフィー

ドバックゲインK望｛・〕の代りに

K。（t）＝一音・1（t）・㍗（・川 （3．97）

を用いて，（3．78）に状態フィードバックをほどこす．W1（t，s）がtを固定し

たときsの単調一非減少関数で，（3．88）より，つねにW1（t，s）≦C51 である

から，W1（t，oo〕 はすべてのtについて存在する．そして，すべてのtにつ

いて，（3．88） と同様の不等式が成立する．

O  ＜  C4 I  ≦≡ W1 （t，oo）  ≦≡ C5 1 （3．98）

いま，スカラ関数V（・，・）を（3．87）の代りに

V（κ、t）＝ γIW丁1（t，oo）X （3．99）

で定義しよう．このときも，（3．98）より，V（・、・）はすべてのtで（3．89）
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を満たす．煮た，（3．86） （ただし，K2（・〕は（3．97） で定義されたもの）の解

Zl・iに沿ったV（X（・）．・）の時間微分はほとんどすべてのtで

  V（X（t）、t）＝2MV（X（t）．t）（ま2mY（X（t），t））     （3，100）

を満たすから，すべてのt1，t2（≧tl）について

  V（π（t2），t2）＝V（X（tl），t1）exp〔2湖（t2－tl）〕

       （ ＝ V（X（t1），t1） exp〔2m（t2－tl）〕）    （3，101）

である．ゆえに，（3．89）より，

杯1川・）い・・㎞（い・）〕≦i1川・）ll

           ≦杯！！舳、）！1・・一・〔帥。｛）〕
                                （＆．102）

が成立する．このように，m＝Mの場合にも，適当なフィードバックゲインに

よって，S；のすべての解がすべてのt1，t、（≧tエ）について（3，102）を満た

すようにできることがわかった．

 それでは，最後に，不等式（3．88）を導こう．まず，Wl（t，t＋σ）はtを固

定したときσに関して単訳非減少在マトリクス関数だから，‘≧61ならば，

（3．81） より，

   W1（t，t＋σ） ≧W1（t，t＋σ1）

          ≧茅、・・。／－21Mlσ、〕1全、C，1

である．一方，（3．74）と（3．82）を考慮すると

斎・（・・t甫）≦べll・（1）ll・l1Φ・（ωll・…1一・・（ト1）〕・1・1

・∫r÷l1肺）ll・…lr・ε（τ一・）〕・τ・1

  1   t＋σ
＝マ｛41B（1）H2…ト2ε（1－t）〕d1

    ・4二士2”ll・（1）ll・…1一・1（1－t）〕・1・一リ
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     t＋σ                 t＋2σ
≦一V｛イ11B（τ）H2dτ十ex・〔一2εσ〕∫、。、 蠣B（τ）llldτ十・“｝I

  Cl
≦了い十・・p〔一2εσ〕十・・…・…ll
  a1

         C1       △
＝             1 士C5I  a1畠 （1－ exp 〔一2ε”〕 ）

である．1＝こに，C4，C5はtにもδにも独立だから，どのような。（≧σ一）

に対しても，すべてのtについて（3．88）は成立する．

 以上で，S雄一様完全可制御哀らば一様宰全町撃計であることが完全に証明

された．                       （証明終）

（定理3，8の証明） 必要性： 有界な＆が有界在フィードバックゲインによ

って一様完全再設計凌らば，当然，そのシステムは有界なフィードバックゲイ

ンによって一様完全町安定である、したがって，系3．2により，そのシステム

は一様完全可制御である．

 十分性： 定理3．7の証明がそのまま適用できる．このシステムは有界だか

ら，まず，定理3．6の証明で述べたように，（3．60） の形のフィードバックゲ

イン鳴（・〕は有界である．書だ，B（・〕が有界で，かっ（3－88）と（3．98） より

W三1（・，・十σ）とWデ（・，oo） も有界だから，（3．83）と（3．97）で定義されたフ

                           △イードバヅクゲインK2（・）も有界である．したがって，K（・）呂K11・i＋K2（・〕

は有界である．                     （証明終）

3．7 結   言

 この章では，有限次元線形時変ツステムS暗対象に，指定された安定性を状

態フィードバックを用いて実現する問題を考え，可安定性や逆可安定性と可制

御性や可到達性の間に成り立つ関係を調べた．そして，まず，完全可制御であ

ることは完全町安定であるための必要十分条件であるとともに，完全逆可安定

であるための必要十分条件でもあることを明らかにした．この結果は，当然の

ことであるが，完全司制御でないシステムにはフィート“バッタによって任意の

特性を与えることができ彦いことを意味している．

 次に，完全可制御性に関して一様であることが一様完全司安定であるための
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十分条件であることと，完全可到達性に関して一様であることが一様完全逆可

安定であるための十分条件であることを示した．これらの結果は，単に，完全

可制御性に関する一様性と一様完全町安定性，呑よび完全司到達性に関する一

様性と一様完全逆司安定性が密接在関係にあることを示しているだけでなく，

可制働性や可到達性に関する一様性の物理的意味をより明らかにしている．有

界システム（たとえば，時間不変システム）では，完全可制御性に関する一様

性と完全可到達性に関する一様性は条件のうえでは等樋に在るので，概念の差

異ははっきりとは現われない．しかし，可制御性や可到達性に関する一様性の

物理的意味がより明らかになった結果，有界システムを解析，設計する場合に

も，どの現象にはどちらの性質が本質的凌役割を果たしているのかがわかり，

いままでより理論的在解析，設計が可能に危ると考えられる．

 最後に．一捻完全司制御であることが一様完全再設計であるための十分条件

であることを示し走．この結果は，可制御牧と可到達性に関する一様性の物理

的意味が明確に漬った結果得られたもので，」二で述べた理論的な解析，設計の

一つの放．果と言える．そして，廉ループシヌテムと閉ループシステムを有界シ

ステムのクラスに限れば，この関係が必要十分の関係として成立することも示

し，時問不変システムの瞥指定問題に対するWonhamlI）の結果を有界な時変

システムのクラスーまで拡張した．

 完全可制御性に関して一様なシステム・完全可到達性に関して一様在システ

ム，一様完全司制御なシステムに，指定された安定性を実現するため使用した

フィート“バックゲインは（可制翻性，可到達性）グラミア！を用い先ものであ

っ走． このフ4山ドパックゲインは積分と逆マトリクスの計算κよって．具体

的に求まり，極限をとる操作が必要で清いので，RiCCati型微分方程式の極

限解を用いたものよりも簡単に計算できる．可制御性グラミアンを用いたフィ

ードバックゲインは，これ重てにも．有限次元跨よび無限次元の線形時間不変

システムの安定化に使われている．45）～48）
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                          39），49）．50）
第4章 出力フィードパックによる安定化

4．1 緒   言

 第3章では，有限次元線形時変システムS柁対象に，線形状態フィードバッ

クによる安定性に注目したシステム構成問題を考えた．この状態フィードバッ

クが可能であるためには，状態を出力として取り出せることが必要不可欠であ

る．第3章ではそれを暗黙のうちに仮定していた．しかし，一般には，状態を

出力として直接取ク出せることはあまり在い．このようを場合に状態フイ’ド

ぐツタを実現するためには，（システムの外部の）入力と出力から（内音bの）

状態を何らかの方法で推定することが必要である．そのための推定機構として

よく矢口られているのが，カルマン’フ、ルタ28）’30）と（線形時間不変システム

に対する）Luenbergerの観測器5i）・52）．である．これら2つの推定機構のも

っとも大きな違いは，カルマン・フィルタが雑音の確率分布を考慮して構成さ

れているのに対し，観測器は雑音を考慮せず，推定誤差の減衰特性に注目して

構成されている点である．この葦では，線形時変システムS故対する，雑音を

考慮し凌い確定的衣推定機構について考察する．

 Johnson14）も述べているように，確率的在扱いは対象とするシステムが雑

音を考慮し走適当な確率モデルで正確に表わされているときには有効であるが，

一般にはそのよう在確率モデルが得られるとは限らない．このよう在場合に，

雑音が着ければ状態の真値と推定値の誤差が漸近的に0に近付くことを保証す

る確定的在扱いが有効と底る．

 確定的な推定機構（以下，（状態）推定器と呼ぶ）については，～これまで，

次のような研究が行なわオLてきた．コ1）I12）’一8）～20）’51）～59）

 （i〕推定器を構成できる定めの条件を求める研究

 価）推定器の簡単な構成方法を求める研究

 価）推定器の次元を減らす研究

 榊 最適推定器を求める研究

そして，対象が線形時間不変システムの場合についてはほとんど完全に解決し

ていると言ってよい．得られている結果によると，対象とするシステムが完全

司観測であることが，推定誤差の」二界と下界を指数関数で指定して推定器（観

一52一



測器）を構成できるための必要十分条件である．

 一方，対象が時変システムの場合については次のことがわかっている．童ず，

Johnson－4）の結果によると，システムが任意に小さい鰐間区間に対して一様

完全可観測ならば一，状態の真値と推定値の誤差の上界を指定した特性で漸近的

に0に近付けるような推定器を構成することができる．また，WO10vichコ9あ

得走結果によると，パラメータの騎間変化が充分に滑らかな有界シヌテムのク

ラスでは，システムが一様可観測性よりも少し厳しい条件を満たしていれば，

推定誤差の上界と下界を指数関数で指定して推定器を構成することができる．

 ところで、推璋器が推定器としての意味をもつためには，当然のこと凌がら。

それによって得られる状態の推定値が漸近的に真値に近付か広ければ在らない．

すなわち，推定誤差の上限が漸近的に0に近付かなければなら清い．そして，

一般的には，推定誤差は対象とするシステムの減衰特性よりも速く減衰する必

要がある．JohnsonやWolovichの方法によれば，推定誤差の減衰特性をい

くら速く指定しても推定器を構成することができるので，この必要性は満たさ

れる．しかし，～二の減衰の速さは速いほど良いというわけではない．たとえば，

減衰があまり速過ぎると，推定誤差が雑音に敏感に在るという問題が生じる．

この減衰特性は一との程度が良いのかという問題にはまだ解答が与えられていな

いが，実際間題としては，対象とするシステムの減衰特性より少し速いくらい

が良いと考えられている．一8）時間不変システム．に対するしuenberger の観測

器51）’52）や」二で述べたWΩ一 Povich の推定器はそのように推定誤差の減衰特性

を指定して構成する～＝とができる．しかし，Johnsonの推定器については，

推定誤差の上界しか指定でき在いので，その減衰特性は実際には非常に速いも

のに在る可能性がある．この意味で．Johnsonによって得られた推定器の構

成方法はまだ充分なものとは言えない．

 そこで，この章では，Wolovichが対象としたような狭いクラスのシヌテ

ムでは凌く，ほとんど制限が危いと考えられるくらい一般的な線形時変システ

ムS晴対象に，推定誤差の上界と下界を時間関数．で指定して推定器を構成する

問題を考える．そして，この推定器によって得られる状態の推定値を真値の代

りにフィードバックして閉ループシステムを構成し，その安定性について考察

する．まず，4，2では，S。に対するそれと同じ次元の状態推定器を構成する問

題が，その随伴シヌテムや双対システムに対する状態フィードバックシステム
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の構成問題と等価であることを述べる．したがって，推定器を構成することが

できるための条件やその構成方法は第3章の結果から直ちに得られる．4．3で

は，この結果を用いて、推定値のフィードバックによって得られる閉ループシ

ステムの安定性を指定できるための条件を求め，ある条件のもとでは，推定値

のフィードバックによっても真値をフ4一ドバックする場合とほとんど同様の

安定性の指定が可能であることを示す．

4，2 確定的状態推定器の構成

4．2．1 可検出性，逆可検出性。可推定性

 こ1二で考える状態推定器はS・と同じn次元のシステムで．状態方程式

Es  差（t）＝F（t）z（t）十G（t）u（t）十H（t）y（t）

で記述されるものとする．こ～＝に，Z（t）はこの推定器の状態を表わすn次元

ベクトルで，Sω状態X（t）の推定値でもある．F（・〕，G（・〕，則・〕はそれぞれ

n×n，n×r，n×mマトリクスで，それらの要素は可測かつすべての有限

時間区間で有界な臨教とする．

 このように推定器の形を定めた結果，状態の真値X（・）と推定値Z（・〕の誤差

     △  e（t）鶯 X（t）一Z（t）

は次の微分方程式を満たす．

  ・        o      ■
  e（t）＝Xlt）一Z（t）

     二 F（t）e（t） 十｛A（t）一H（t）C（t）一F（t）〕Z（t）

            十｛B（t〕一H（t）D（t）一G（t）｝ u（t）   （4．1）

E・が状態推定器として動作するということは，Sω状態川・〕や入力叶〕のどの

よう在ふるまいに対して奄，e（・1が漸近的に0に近づくということである．そ

のためには，F（・〕とG（・〕は

F（t） ＝A｛t）一H（f）C（t）

G（t） ＝ B（t）一H｛t）D（t）

（4．2a）

（4．2b）
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で在ければ在らない．つまり，F（・1とGl・〕は則・）が定まれは自動的に決重るパ

ラメータである．また，このとき，e（・〕のふる重いは

＆：  さ（t） ：＝＝ ｛A（t）一H（t）C（t）｝e（t）

に従うので，H（・iはこの微分方程式が漸近安定になるように定める必要がある．

そして，これからわかるように，E・の推定器としての特性は＄の安定性，した

がって，推定器ゲイノH（・1の定め方によって決まるのである．以上よ珍，結局，

ここで考えている推定器構成問題は，轟が指定された安定性をもつように則・〕

を定める問題に帰着する．このようにして構成される状態推定器は，一（4．2）

より，次のように記述され・それは漸近安定である．

  I      ・
 Es二  z（t） こ ｛A（t）一H（t）C（t）｝z（t）

         十｛B（t）一H（t）D（t） ｝ u｛t）十 亙（t）y一（t）

以下では，＄の状態転移マトリクスをΦ（・，・）で表わす．

 これまでの議論をもとに．どのよう凌推定誤差特性の状態推定が可能である

のかを表わす，可検出性，逆可検出性，司推定姓の概念を定義しよう．指定さ

れた時亥い。に対して．δ（・，t。）を〔tザ。o）で定義された・週（t。・㌔）二〇

を満たす連続関数とする．

〔定義4．1〕任意の初期鰭亥い。と連続簾数δ（・．t。）に対して，＆のすべて

の解がすべてのt（≧t。）で

il・（t）ll ≦b（t。）ll・（t。）1・・p〔参（・・t。）〕 （4．3）

を満たすよう凌推定器ゲインH（・〕と正数b（t。）が存在するとき，S砿完全可検

出であるという．

〔定義4．2〕 任意の初期時刻tλ連続関数δ（・．O に対して，S・のすべて

の解がすべてのt（≧t。）で

   ・（f。）ll・（t。）l1…1分（…1）〕≦1ト（・）1   （・J）

を満たすような推定器ゲイン別’〕と正数a（t。）が存在するとき，Sぬ完全逆可

検出であるという．

（注4．1） ＆のすべての解が（4．3）を満たすことは，その状態転移マトリク
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スΦ（・，・）が

   1轟（。、t。）1≦。（t。）、、。〔δ（。、・、）〕   （。別

を満たすことと等価である．すべての解が（4．4）を満たすことは，Φ（・，・）

が

   llδ（t。．t）ll≦・（t。）刈・・。／一川．・。）〕   （・．・）

を満たすことと等価である．重た，注3，2で完全町安定性と完全逆可安定性に

ついて述べたのと同様に，上述の連続関数δ（・。to）を（t。、oo）で連続微分可

能な関数としても，定義4．1と4．2の意味するところは変らない．

〔定義4．3〕 任意σ実数Mに対して，康のすべての解がすべてのt1，t壇（≧

t1）について

  ll・（f・）11≦・l1・（1・）1…1肺ゲ・・）〕  （・・）

を満たすような推定器ゲインH（・）と正数bが存在するとき，S砿一様完全可検

出であるという．

〔定義4．4〕 任意の実数mに対して，S・のすべての解がすべてのt1，t2（≧

t1） について

   ・ll・（t1）l1…lm（tゲ・。）〕 ≦il・（・・）ll  （・一・）

を満たすよう漬推定器ゲインH（・〕と正数aが存在するとき，S雌一様完全逆可

検出であるという．

〔定義4．5〕 任意の実数亙i，M（≧m）に対して，S・のすべての解がすべて

のt1，t2（≧t1） について

    ・ll・（t、）ll・・p〔m（t、一、）〕≦1・（・，）ll

                  ≦blle（t1）ll・・p〔M（trt1）〕
                                 （4．9）

を満たすよう哀推定器ゲインH（・、と正数a．bが存在するとき，＆は一様完全

可推定であるという．

（注4．2） ＄のすべての解が（4．7），（4．8） を満たすことは，その状態転移

マトリクスΦ（’．’）が
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l1壷（・。、・、）1≦・…1川ゼt1）〕

1壷（tいt。）1≦・一・…／－m（t。一t、）／

（4．一0）

（4．ll）

を満たすこととそれぞれ等価である．すべての解が一（4．9）を満たすことは，

（4．1O），（4．1一）が同時に成立することと等価である．

 ここで定義した概念の間には，第3章で述べ走完全司安定性，完全逆司安定

性，一様完全町安定性，一様完全逆可安定性、一様完全司設計性の間の関係と

同様の関係が存在する．すなわち、完全司検出性と完全逆可検出性は等価であ

る，一様完全町推定であれば一様完全司検出かっ一様完全逆可検出であるが，

この逆が成立するかどうかは重だわから老い．これらのほかには等価関係や包

含関係は存在しない．

4・2・2 状態フィードバックによるシステム構成問題と状態推定器の

     構成問題の関係

 第3章で述べたように，状態フィードバックによるシステムの構成問題は，

A（・〕とB（・〕が与えられたとき，

 Sc ：  X（t） ＝ ｛A（t）十B（t）K（t）｝X（t）

が指定された安定性をもつよう在フィードバックゲインK（・）を求める問題であ

った．それに対して，状態推定器を構成する問題は，A（・〕とC（・〕が与えられた

とき，

So   e（t） ＝ ｛A（t）一H（t）C（t）｝e（t）

が指定された安定性をもつような推定器ゲイニ／則・〕を求める藺騒である．この

比較からわかるように，状態フィードバックによるシステム構成問題と状態推

定器を構成する問題は形の上では非常化よく似ている．事実，線形時間不変ツ

ステムのクラスでは，この2つの問題は次の意味で同一の問題である．一一）’12）

す在わち、線形時間不変システム

   X（t） ＝ AX（t） 十 Bu（t）
                                 （4．12）
   ツ（t） コ CX（t） 十 Du（t）
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に対して状態推定．器を構成する問題は，その双対ツヌテム

   XD（t） 二  Ai XD（t） 十  Cl uD（t）

                                （4．13）
   一ツ（t）＝B’XO（t）十DI・D（t）・
   D
を対象とする状態フィードバックによるシステム構成問題である．なぜ潅ら，

A，C，Hが時間不変であるとき，

さ（t） 二 （A－HC）e（t） （4．14）

の安憲性を指定することはA－H Cの固有値を指定することと等価であり，

A－H Cの圏有値とALClHIの固有値は同一凌ので，（4．14） の安定性を指定

する問題はその双対システム

   XD（t）＝（A」ClH．）πD（t）          （4・15）

の安定性を指定する問題に置き換えることができるからである．Simo口 と

Mi tter12）はこの関係を使って，状態フィードバックによる極指定問題の結果

より、（4．12） が完全可観測であることが，（4．14） の極を任意に指定できる

（安定性を任意に指定できる）ための必要十分条件であることを明らかにした．

 ところが，時変システムのクラスでは．後に例4．1で示すように，一般に，

同次システムX（t）こS（t）X（t）の安定性とその双対ツステムXD（t）＝S’（■t）

・πD（t）の安定性の間に直接の関係は衰いので，時変シヌテム

     X（t） ＝A（t）X（t） 十B（t）u（t）
 So ：
     ツ（t） こ Cft）π（t） 十D（t）u（t）

                       31）に対する状態推定器の構成問題はその双対シヌテム

     XD（t）こA・｛一t）X D（t） 十  CI（一t）u D（t）
 】〕ユ ：

     ツD（t）＝B．（一t）XD（t） 十 D■（一t） uD（t）

に対する状態フォードバックシステムの構成簡題と完全には同一では在い．し

かし，＄やS。の安定娃を全時間」：で一様に指数関数で指定する場合に限れば，

これらの問題が同一の問題であることが次の補題から導かれる．

〔補題4．1〕  ある正数bと実数Mについて，X（t）＝S（t）X（t）のすべての
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解がすべてのtエ，t2 （≧t1）について

  1！舳、）1≦b11川、）ll・・p〔肺グt玉）〕      （4．16）

を満たすことは，その双対システムXD（t）＝Sl（一t）ZD（t）のすべての解が

すべてのt1，t2（≧t。）につレて（4．蝸）と同じ不等式を満たすことと等価

である．重た，ある正数aと実数触について，X（t）＝S（t）Z（t）のすべての

解がすべてのt1．t2（≧tl）について

  ・1・（t、）1…／・（t。一1）〕≦l1川。）1   （・一1・）

を満たすことは，XD（t）二SI（一t）XD（t）のすべての解がすべてのtl．t2（≧

t一）について（4．17）と同じ不等式を満たすことと讐価である．

（証明） X（t）＝S（t）X（t）とXD（t）＝S■（一t）XD（t）の状態転移マトリク

スをそれぞれ暫（・、・），Ψ』（’，・）としよう．これらはすべてのt．Sについ

て次の関係にある．31）

   Ψ（t，s）二Ψ’（一s、一t）             （4．！8）          D

ところで，X（t）＝・S（t）れt）のすべての解がすべてのt1，t・2（≧t1）につ

いて（4．16）を満たすことは，里（・，・）がすべてのtエ．t2（≧t1）について

  日Ψ（t2．t1）竈≦b exp〔鮎Ctゼtl）〕         （4．19）

を満たすことと等価である．ゆえに，（4J8） より，すべてのtl．t2（≧t1）

について

  岬（一tい一t・）ll≦b…／雌（（一・・）一（一t1））〕   （・・2・）

が成立することと等価である．これは，t畠＝＝一t1，t1＝」t拮 と置いて言い換

えると，えD（t）こSl（一t）XD（t）のすべての解がすべての71，τ望（≧γユ）につ

いて
   1・。（書パ≦・11ゆ）11…1魅（τ。一下、）〕    （・．・1）

を満たすということである．補題の後半は，X（t）こS（t）X（t）とXD（t）＝

Sl（一t）XD（t）のすべての解が（4．！7）を満足すことが，それぞれ

一59一



  1Ψ（・1・・。）！1・≦ゴ1・・p．1－m（・。一・・）〕     （4・22）

  llΨ。（・いt・）1≦〆… 〔一m（tグ・1）〕    （4・鴉）

が成立することと等価であることに注意すれば，同様に証明できる．

                               （証明終）

 1＝の補題によって，安定性が全時間上で一様な場合にけ，推定誤差のふるま

いを表わす

 ＄： ら（t）こ｛A（t）一H（t）C（t）｝e（t）

と，Sの双対システムD山に状態フィードバックをほどこして得られる形の

   XD（t） 一二  ｛A．1（一t）一C．（一t）Hl（一t）｝ XD（t）         （4－24）

は安定性に関して同一の性質をもつことがわかる．したがって，次の補題が成

立する．

〔補題4．2］ S。が’様完全可検出であるための必要十分条件は，D・が一様完

全町安定であることで麦る、

〔補題4．3〕 S。が一様完全逆可検出であるための必要十分条件は，D・が一様

完全逆可安定であることである．

〔補題4．4〕 鼠が一様完全町推定であるための必要十分条件は，D・が一様完

全再設一計であることである．

 S帆対する状態推定器の構成問題をどのようにI）皿に対する状態フィードバッ

クシヌテムの構成簡愚に対応させた場合，象と（4．24）の比較により，推定器ゲ

インH（・iは次のよう捉定めればよいことがわかる．まず．S・について指定され

た安定性をD皿に対する状態フ4一ドバックシステム

   XD（f）＝ ｛Al（一t）十Cl（一t）KD（t） ｝ XD（t）

がもっよう左7イードバックゲインKD（・）を求める．そして，このフ4一ドバ

ックゲインを用いて

   H（t） 二一Kl （一t）         D

と定める．
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〔例4．1〕 線形時変システム

／lll；1」一に∵jlll：lj
（4．25a）

とその双対シヌテム

！lll：ト「1 11：：：：1
（4．25b）

を考えよう・（4・25a）と（4・25b）の状態転移マトリクスΨ（… ），馬f… ）

はそれぞれ

一（t・τ）一
P、、、∴∵τ）、J（■

       f
馬（t、τ）■e∵）

。．2（、十1一、一・…1）／

   、．、、、一、」

である．したがって、（4．25b）は漸近安定であるが，（4．25且）はそうでは在い．

このように，一般に，X（t）＝S（t）X（t）の漸近安定性とその双対ツステム

XD（t）＝S’（一t）㌔（t）の漸近安定性の聞には直接の関係は底い・これは当然

のことである．なぜなら，XD（言）＝SI（一t）㌔（t）の漸近安定性，すなわち，

t→ooに拾けるふろまいは，X（t）＝S（t）X（t）のt→一〇〇に拾けるふる書い

には関係があっても，そのt→・oにおけるふる重いにはまったく関係がないか

らである．

 以上のように、Sω一様完全可検出性，一様完全逆可検出性，一様完全可推

定性は腕の一様完全町安定性，一様完全逆可安憲性，一様完全再設計性とそ

れぞれ等倣である．しかし，例4．1からわかるように，安定．性を全時間J二で指

数関数で一様に指定しない場合，すなわち，完全可検出性，完全逆可検出性と

完全司安定性，完全逆司安定性については，このよう在双対システムを介して

                        3一）の等価関係は成立し哀い．その代り，随伴システム
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      X・（t）＝一A’（O狐（t）十CI（『）・。（t）
  Ad
      ツ・（t）羅B’（↑）X・（t）十D■lt）・。（t）

を介して別の等価麗係が成立する1＝とが次の補題より導かれる、

〔補題4．5〕ある正数b（to）と〔fo，oo）で定義された連続駒数δ（・．㌔）

について，X（t）：＝S（t）X（f）のすべての解がt（≧to）で

     ㍑（t）1≦b（t。）l1川。）ll・・p〔δ（t，t。）〕  （4．26）

を満たすととと，その随伴システムXA（t〕＝・一S，（t）XA（t）のすべての解が〔

（≧to⊃で

    ・（い1・、（t。）ll…1－1（・、t。）〕≦ll・A（・）l1 （・〃）

を満たすことは等価である．また，ある正数a lt。）と連続関数δ（・，to）につ

いて，X（t）二S（t）X（t）のすべての驚カt（≧to）で

     ・（t。）1川。）ll…／δ（t．1。）〕≦l1川）ll  （影）

を満たすことは孤（t）二一Sl（t）XA（t）のすべての解がt（≧言。）で

    lix。（t）li≦・（けリx。（t。）！1…〔一δ（・、・。）〕  （・29）

を満たすことと等価である．

（証明） X（t）二S（t）X（t）とXACt）＝一Sl（t）XA（t）の状態転移マトリク

スをそれぞれΨ（… @），玖い．・）としよう．これらはすべてのt，sについ
て次の関係にある．31〕

      Ψ（t，s） ＝ Ψ・（s，t）               （4．30）
             A

ところで，X（t）＝Sてt）X（t）のゴベての解が（4，26）を満たすことは

     1Ψ（t｛）11≦；川。）…〔δ（1．t。）〕   （・．・1）

か成立．することと等価である．ゆえに，（4，3C）より

     ！i耳（t・・t）il≦b（t・）…／川｛）〕   （影）
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が成立することと等価であるが，これはXA（t）：一S’（t）XA．（t）のすべての解が

1以A（to）l1 ≡≦ b（to）  冊XA（t）ll  exp 〔ク（t．to ）〕

              1                     ’

（4．33）

すなわち，（4．27） を満たす～＝とと等価である．補題の後半も同様に証明でき．

る．                          （証明終）

 この補題によれば，

Se   さ（t）＝｛A（t）一H（t）C（t）｝e（t）

の安定化は

XA（t）＝1－A’（t）十（1一（t）一ぽ’（t）｝ZA（t） （4．34）

の逆安定化に，Sψ逆安定化は（4．艶）の安定化に対応していることがわかる．

（4．34）はS紛随伴システムAdに状態．フィードバックをほどこして得られる形

のシヌテムであるから，次の補題が成立する．

〔補題4．6］ S紛完全可検出であるための必要十分条件は，Adが完全逆可

安定であることである．

〔補題4．7〕  Soが完全逆可検出である丸めの必要十分条件は，Adが完全町

安定である1二とである．

 補題4．5は．b（一6）とa（㌔）をbとa牝，tとtoをt2とt1欠，δ（㍑o）を

M（tゲt1）や臨（1ゲt1）に置き換えても成立するので，次の補題も同様に成

立する．

〔補題4．8〕 S。が一様完全可検出であるための必要十分条件は，Adが一様

完金逆可安定であることである．

〔補題4．9〕  Sが一様完全逆可検出であるための必要十分条件は，Adが一

様・完全司安定であることである，

〔補題4，lO〕 S。が一禄完全町推定である丸めの必要十分条件は，Adが一様

完金再設計であることである。．

 このようにS水対する状態推定器の構成問題をAd を対象とした状態フィー

ト｛パックシステムの構成問題に対応させ走場合，推定器ゲインH（・1は次のよう

に定めればよい．・まず・S・の解の上界がexp〔δ（・l to）］で指定された推定器

構成問題の場合には，下界がexp〔一δ（・．t・）〕で指定されたAdに対する状
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態フィードバックによる逆安定化問題を考え，フ4一ドバヅクゲインKA（・）を

求めて，
      H（t） ＝醐（t）

と定める．また，＆の解の下界がexp〔参（†，to）〕で指定された推定器構成問

題の場合は，上界がeXp〔一δ（t，to）〕で指定されたAdに対する安定化問題

を考え，フィードバックゲインを求めて，同様に定める・exp〔泌（t2－t1）〕や

eXp〔m（t2－t1）〕で上界や下界が指定されている場合も同様である．

4．2．3  状態推定器を構成できるための条件

 ～これ．までの議論で，Sκ対する状態推定．器の構成問題を，その双対システム

D・や随伴シヌテムAdを対象とする状態フィードバックによるシステム構成

問題で竃き換えてもよいことがわかった．この結果（補題4．2～4，4，4，6～4．

lO）と第2章で述．べた可制御性，司到達性と可観測1性，可決定性の間で成り立

つ関係（補題2．5～2．14）を用いれば，第3章の状態フィードバックによるシス

テム構成問題について得られた結果（定理3．1～3．8）より，状態推定器を構成

できる定めの条件が直ちに得られる．

〔定理4，1〕S。が完全司検出であるための必要十分条件は，それが完全可観測

であるととである．

〔定理4．2〕S・が完全逆可検出であるための必要十分条件は，それ．が完全可観

測であることである．

〔定理4．3〕S・は，完全司決定性に関して一様ならば，一様完全可検出である．

〔定理4．4〕有界なS。が有界在状態推定器によって一様完全司検出であるため

の必要十分条件は，それが完全司決定性に関して一様であることである．

〔定理4．5〕S・は，完全司錘激性に関して一様ならば，一様完全逆可検出であ

る．

〔定理4．6〕肩界凌S。が冶界凌状態推定器によって一機完全逆司検出であるた

めの必要十分条件は，それが完全司観測性に製して一様であることである．

〔定理4．7〕S・は，一様完全可観測ならば，一様完全町推定である．

〔定理4；8〕有界なS。が有界在状態推定器によって一様完全司推定であるため

の必要十分条件は，それが一様完全町歓瀞であることである．

（定理4・1の証明） まず，S功完全司検出であることは，補題4．6により，
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Adが完全逆可安定であることと等価である．ゆえに，定理3．2牝より，Ad

が完全可制御で．あることと等価であり．したがって，補題2．5により，一S。が完

全可観測であることと等価である．              （証明終）

（定理4．2の証明） 補題4．7，定理3．1，補題2．5を用いると，定理4．1 と

同様に証明できる．                   （証明終）

（定理4．3．の証明） S。が完全可決定性に関して一様ならば，補題2．13により

D旭は完全可制御性に関して一様である．ゆえ虹，定理3．3牝より．D皿は一様

完全町安定である．したがって，補題4．2牝より，一S。は一様完全可検出である，

                              （証明終）

（定理4．4の証明） 補題4．2によると，Sめ一様完全可検出性とD・の一様

完全可安定性は等価である．そして，S・と（4．24）を比較すればわかるように，

もし有界凌＆が有界底状態推定器牝よって一様完全可検出ならば，推定器ゲイ

ンが有界だから，有界浸D・は有界なフ。一ト“バックゲイン浜よって一様完全

町安定である．一逆に，有界凌肪が有界なフ4一ト．バックゲインによって一様

完全町安定在らば，有界なS雌有界な推定器ゲインによって一様完全可検出であ

る．（4．2）によると，有界なS水対しては，推定器ゲインの有界性は推定器の

他のパラメータの有界性をも意味する．このように，有界なSψ有界在状態推

定器によって一様完全可検出であることは，有界なD・が有界在フィードバッ

クゲインによって一様完全町安定であることと等価である．

 他方，定理3．4によると，有界凌D・1が有界なフィードバらクゲインによっ

て一様完全町安定であるための必要十分条件は，それが完全可制御性に関して

一様であることである．また，補題2．鴫阪よると，D旭が完全可制御性に関し

て一様であることと，S。が完全可決定性牝関して’様であることは等価である．

し允がって，以上より，有界凌S。が有界凌状態推定器によって一様完全可検出

であるための必要十分条件は三それが完全可決定性に関して’様であることで

ある．                         （証明終）

（定理4．5の証明） 補題2．12，一定理3．5，補題4．3を用いると，定理4．3と

同様恒証明できる．                    （証明終）

（定理4．6の証明） 補題4．3．定理3．6，補題2．12を用いると，定理4．4と

同様に証明できる．                   （証明終）
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（定理4．7の証明） 補題2．14，定理3．7，補題4，4を用いると，定理螂と

同様に証明できる．                   （証明終）

（定理4．8の証明） 補題4．4，定理3．8，補題2．胆を用いると，定理4．4と

同様に証明できる．                   （証明終）

 注2．9で述一べたように，一様完全可観測性は完全司観測性に関する一様性と

完全可決定性に関する】様性を同時に意味し，有界システムのクラスではこれ

ら3つの概念は等価であるから，定理4．3～4．6 から次の系が得られる．

〔系4．1〕  S・は，一様完全可観測凌らば，一様完全可検出である．

〔系4．2〕 有界凌鼠が有界凌状態推定器によって一様完全可検出であるため

の必要十分条件は，それが一様完全可観測であることである．

〔系4．3〕 S雌，一様完全可観測在らば，一様完全逆可検出である．

〔系4．4〕．有界凌Sが有界凌状態推定器によって‘様完全逆可検出であるた

めの必要十分条件は，それが一様完全可観測であることである．

4・3 状態の推定値のフイ・ドパツク

 これ重てば，システムの内部の状態を外部の入力と出力から推定するための

状態推定器の構成について述べてきた．ここでは，この推定器によって得られ

る状態の推定値Zl’）を，真値X（・〕の代りに状態フ4一ト“バック則（3．1）に代入

して・フィードバックシステムを構成する．この場合・真値のフィードバック

によって可能であっ先安定性の指定が、捷定値のフィードバックによっても可

能か，それとも不可能かが問題と在る．す凌わち，ここで考える問題は，開ル

ープシステムS叱状態推定器Eま拾よびフィードバック則

u（t）＝一K（t）z（t）十v（t） （4．35）

をまとめて得られる2n次元システム

じ；；1トし、二∫二、出、ぶ㌫趾、醐）八二練・帥州

St

              犯t）
y（・）二［α・〕皿・）舳1  ＋皿・）・（・）
              Z（t）
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の零入力安定性を任意に指定できるための条件を求める問題である．

 ここでは，この問題を，状態フィードバックによるシステム構成問題につい

て得られた第3章の結果や，状態推定器の構成問題について得られた4．2の結

果を用いて考える．そのために，・まず，Stの零入力応答を表わす同次システム

・い
All：lH、、ぶ、、、、1、：1㌫）、。／に1：：〕

を，それと同じ安定性をもつ2つのシステムに等価変換しょう．その2つのシ

ステムとは，正則変換

は：：1－r：．山111：〕
（4．36）

によって得られる

1；：HAα）斗1（㈹亙。㍗1）〕は一
（4．37）

と，正員口変換

し；：：：H11は1：／
（4．38）

によって得られる

は：：ト［州二㍑火。、㌦、。風。〕［；ll：／（！・・）

である．これらのシステムは安定性に関してStと同じ性質をもっているうえ，

Sはりも構造が簡単珪ので，以下では，主化ζれらの安定性について考えてい

く．

 ここで，対象とする開ループシステムSめ時間不変システムで．状態推定器
E、’

ﾆフ4一ドバックゲイ；／も時間不変である場合について少し考えてみよう．

Soの’パラメータA（・〕，B（・i，C（・）をそれぞれA，B，Cと書き、フィードバッ

クゲインK（・）と推定器ゲインH｛’〕をそれぞれK，Hと書くことにする．この場
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合，

1：
ﾍ1：／一は、∵十、、〕は：：／

の極は等価変換されたシステム

にll：〕一けBK lllC〕は；：／

の極と同一であるから，それはA＋BKの固有値とA－HCの固有値を合わせ

たものである．したがって，極指定間題化づいて稽られているWonbam の結

果11）やSim㎝と秘iけerの結果I2）によると，S。が完全可制御かつ完全司観

     ～I測方らば，Stの2n個の極のうち，n個はフ4一ドバックゲインKによって任

意の実数および共役宏複素数の組に指定でき，残りのn個も推定器ゲインHに

よって同様に指定できる．また，その逆も成り立つ．す在わち，時間不変シス

テムのクラスでは，Stの安定性を任意に指定できるための必要十分条件は，S・

が完全可制御かつ完全司一観測であるこ一とである、

 ＆が時変システムの場合にも，安定性の指定と可制御性， 可到達性．可観

測性，可決定性の間牝同様の関係が存在する．いま，S。が条件Aや条件Bを満

たすとは次のことを意味するとしよう．

 条件A： すべてのt。，t宮（≧t。）について

小1州・・1・・…パ・グt・）

が成立するよう在正数C・，C。が存在する．

 条件B： すべてのtユ，t2（≧t1）について

41211α1）l1宮・1… 十・・（・グt・）

が成立するような正数CいC。が存在する．

 明らかに，これらの条件はB（・〕やC（・〕が有界在システムでは満たされている．

また、補題3．4で述べたように，一様完全可制御在システムは条件Aを満たす．

同様に，一様完全可観測在システムは条件Bを満たす．
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〔定理4．9〕 S。が完全可制御性侭関して一様かつ完全可決定性に関して一様

で，条件A重たはBを満たしていれは，任意の実数Mに対して，Slの零入力応

答がすべてのt1，t2（≧t1）について．

1国：：1ト・1に1；：：上1州一t・）〕
（4．40）

を満たすようを状態推定器E・とフィードバックゲインK（・〕拾よび正数bが存在

する．

〔定理4．lO〕 曲が完全可到達性に難して一様かつ完全可観測性に関して一様

で，条件AまたはBを満たしていれば，任意の実数職に対して，Stの零入力応

答がすべてのt1，t2（≧t1）について

・ll
撃撃戟Fll〕1州川・l1は：：1〕1

（4．41）

を満たすような状態推定器五・とフィードバックゲインK（・）拾よび正数aが存

在する．

〔定理4．ll〕 S。が一様完全可制揮かつ一様完全可観測在らば，任意の実数胴，

巫（＞㎜）に対して，Stの零入力応答がすべてのt1，t呂（≧t1）について

・ll
ﾉ1：：1／1…出）〕・llに1：ll／l

       ・・l1蓑11：／i1州川〕
（4．42）

を満たすようを状態推定器E・とフィードバックゲインK（・〕拾よび正数a，b

が存在する．

〔定理4．12〕 S。が有界システムであるとしよう．このとき，任意の実数m，

雌（〉m）に対して，Stの零入力応答がすべてのt1，t。（≧ti）について

（4－42）を満たすよう在ノ有界な状態推定器E・と有界庄フ4’ドバックゲインK

（．）持よび定数a，bが存在するための必要十分条件は、Sψ一様完全可制御か

つ 様完全可観測であることである．
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（注4．3） 定理4．11，4．12では，定理4．9，4，10・と異在り，S・が条件Aま

たはBを満たすことは（明白には）要求されてい凌い．それは，上で述べたよ

うに，一様完全可制御かつ一様完全可観測なシステムはこれらの条件を満足し

ているからで．ある．

（注4．4） 定理4．9，4．10，4．llの逆は，定理婁．3，3．5，3．7の逆が成立

し左いのと同様，成立しない．ただし，有界システムのクラスでね．成立する．

（注4．5） 定理4．11，4．12で注意すべき点は，安定性を指定する際，実数

m，雌はm＜Mとなるようにしか指定できないという点である．状態の真値の

フィードバックが可能凌場合には．定理3．7，3．8で述べたように，m＝職と

することもできた．それに対して状態の推定値をフィードバックする場合κそ

のようにできない理由は，時問不変システムの場合を考えても容易に理解でき

る．

 い重，開ループシヌテムS焔次元が奇数で，完全司制御かつ完全町饒測混線

形時間不変システムであるとしよう．この場合，m＝酸としようとすれば，St

          ～1の零入力応答を表わすStの極の実音5はすべて㎜にしなければなら浅い．前に述．

べたように，事の極はA＋BKの固有値とA－HCの固有値を合わせたもので，

これらはそれぞれフィードバックゲインKと推定器ゲインHによって任意の実

数と共役庄複素数の組に別々に指定できる．．また，別々にしか指定できない．

したがって，S。の次元が奇数の場合に蟹の極の実部をすべてmにするためには，

A＋BKとA－H Cの固有値のうちそれぞれ少なくとも1つは実数胆にせざる

を得ない．ゆえに，S｛は実数mの極を少なくとも2つもつ．その結果，S｛の状

態転移マトリクスの要素にt exp〔mt〕の項が現われることがある（例4．2参

照）．このよう在場合があるので，m＝Mと底るようには指定でき危いのであ

る．

｛例4．2〕 開ループシステム＆として，線形時間不変スカラ・システム

      X（t）二X（t） 十 u（t）

      メt）＝狐t）

を考えよう．この場合，冒は

      隻：ザ1卜∴、、に：：l／

                －70一

（4．43）



と書ける．これと同じ安定性をもつ

は；H∵，1リに1；l／

を考えると，たとえは㎜＝M二一1であるためには，1＋k＝1－h＝一，

し走がって，kε一2，h：2てなければなら在い．このとき．S呈は

lll：卜［llllに1：l！

と凌る．この解

ll11＋∵∵∵∵lll
狐t’ u
、、（t、）」

がm＝M＝・一1とすべてのt1・t2（≧t1）について（4．42）を満たすようを正

数a，bは存在し凌い．ゆえに，Stの安定性を㎜二巫＝・山1と指定する1＝とは

できない．

（層理4．9の証明） まず．S。が条件Aを満たしている場合を考えよう．S｛と

同じ安定．性をもつ

は：1ト！舳∵ω胤。ぶ川二；l／  ㈱

の状態転移マトリクスをΦt、（・パ）とすると・これは

 S占 ：  玖t） ＝  ｛Al t） 十嵐t）K（t）｝X（t）

          〈
の状態転移マトリクス⑫（’、・）と

 Se ：  e（t） ＝  ｛A（t） 一脳t）αt）｝e（t）

の状態転移マト・リクスΦ（… ）を用いて．次のよう陀表わすことができる、
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w＋∴）寸㍗∵）1則

ゆえに，幸のノルムはすべてのt1，t2について

llΦ、、（い・・）ll≦ll＄（い。）ll＋1＄（t。・・。）1

・11ぺ“州・（伽・t1）・τil （4．45）

を満足す．

 いま，S雌完全可制御佳に関して一様かっ完全可決定性に関して一様である

から，定理3．3と4．3によか，任意の実数Mと正数εに対して，S；とSψすべ

ての解がすべてのt1．t2（≧t1）について，それぞれ

 1X（t。川≦ b、㍑（㌧）1・・p〔（M一ε）（t。一t、）〕

 ll・（t。）ll≦ b．ll・（t。バ・・p〔（トε）（t。一t。）〕

             へ        ～
を満たすよう在，すなわち，Φ（・，・）とΦ（・、・）が

11金（・，．t、）l1三・、。・。1（トε）（t、一、）〕   （㈹

 l1壷（・いt、）l1≦・，…／（トε）（・匿一・、）〕   （ψ）

を満たすよう在フィードバックゲインKl・〕と推定器ゲインH（・〕券よび正数b1，

b。が存在する．したがって，このフィードバックゲインとして（3．46）で定義し

たものを用い九ぱ，条件Aが満足されている場合，次の不等式ヂすべてのt1，

t2（≧t、）について成立する．ただレ．C6全0．5αrユexp〔21M一εい〕とす

る．

14：2金（い）舳1）轟（τ・t・）・11

・・｛い・・／（ト1）（tゲ・・）〕小附11・・1
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 ≦ b1㌧C6 exp 〔〕舷（t2－t1）〕 exp 〔一ε（t2－t1）〕 ｛C1＋C2（t2－t1）｝

 …≦blb2C6 （C1＋C2 ε一ユe二1） exp庫抵（t2－t1）〕

 △
 ＝b． exp〔雌（t。一tl）〕             （4．48）

そして，この不等式を（4．46），（4．47）とともに（4，45）一 ﾉ代入すると

 躰Φ （t2，t1）割≦ （b1＋b2＋b3）exp〔巫（t2－t1）〕   （4．49）
   ta

が得られる．これは。（4．37） のすべての解がすべてのt1，t2（≧t。）牝

ついて

戦1ト（い出）ll［ll；ll／1州（t一・・）〕

を満たすことを意味している．ζのとき、（4．36）より，S｛のすべての解はすべ

てのt1，t2（≧t1）について

l／l；llll・州・用11じ：li／1州（州用）

を満友す．以上で，条件Aが溝たされている場合κついて娃証明できた・．

                  I S必条件Bを滴定している場合浜は，Stと同じ安定性をもつ

［二：lH㌦二；㍗舳、、㌧。膿、／［；：ll〕
（4－39）

を考え、この状態転移マトリクヌΦtb＝（… ）が

w一
轣A∴11轟一）伽凱1、、」一

         t1

と表わせることを用いると，条件Aが満たされている場合と同様に，証明でき

る，                        （証明終）
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（定理4．・lOの証明） 重ず，跳が条件Aを満たしている場合を考える．定理4－

9の証明で述べたように、S是と同じ安定性をもつ（4．37）の状態転移マトリクス

Φ （・．・1） がすべてσ）t1，t2について to

lΦ、、（t、，t、）1≦llδ（・、、・。）1川峰（・、，・。）1

十11∫、’Φ（い）恩1）・（1）⑩（1・t・）・で，1 （4．52）

を満乍すことに注意して秦こう．

 いま，S砿完全司一到達佳に関して一様かつ完全可観測性に関して一様である

                             1から，定理3．5と4，5により，任意の実数mと正数εに対して， S・とS・のすべ

ての解がすべてのt1，’ 堰A（≧t、）について，それぞれ

  ・、l1地・、）iい・・〔（m＋ε）（・ビt、）〕≦l1出。）1

  ・，ll・（tl）iい・・／（㎜十ε）（t・一t1）〕≦ll・l1・）li

を満たすよう在，す在わち，

  ＾ IlΦ（t1．t2）ヨI≦ ar1 exp〔一（m＋ε）（t2－tエ）〕      （4，53）

 1Φ（・、・t。）ll≦・戸… 卜（m＋ε）（・・一・1）〕   （州）

が成立するよう在フ4一ドバックケインK（・〕と推定器ゲイン豆（・〕玲よび正数aい

a2が存在する．このとき，（3．60）で定義されたフィードバックゲインを用いる

と，条件Aが満たされているから，（4．姻）を導いたのと同様にして，

 tl 〈        ～ll∫  Φ（t1，τ）恵τ）鮒τ）Φζτ・t2）dτ明 ≦ aゴ1－exp〔1n（庁2イ1）〕

 t2                       ‘4．55）

がすべてのt1．t篶（≧庁1）について成立するよう衣正数a3が存在することが。

言える．ゆえに、（4．52）～（4．55）より，すべてのt1．t2（≧ti）について

 llΦ。、（tい・・）ll≦（・f’十・デ十・51）・・Pトm（・グ・・）〕（4お6）

が成I立する．これは，（4．37）・のすべての解が
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！〃・
?1：1：ト・1・ぺい〕・1にlll：／l

を満たすことを意味している．したがって，（4．S8）より，Slのすべての解はす

べてのt1，t2 （≧t1） について

÷⑫〃・｛1：：：1：ll・㎎／叶tユ）〕・l1度1：：ト1帥）

を満たす．

 S。が条侍Bを満たしている場合については，S‘と同じ安定性をもつ（4．39）

を考えると，同様に証明できる．              （証明終）

（定理4．11の証明） S。が一様完全可制御かつ一様完全可観測であるから，定

理3．7と4．7により，任意の実数m，舷（〉㎜）と正数ε（≦（無一m）／2）

に対して，

 1壷（tい・。）l1≦・・1…／一（棚十1）（・ビ・・）〕   （㈹

 1壷（…tl）ll≦・1・羊・1（トε1（・ビ・・）〕   （・…）

i1轟（・、、・。）1≦・デ…／一（棚・1）（・グ・1）〕  （・…）

 l1轟（・、，・、）ll≦b、…／（トε）（t、一t、）〕   （・釧

がすべてのt1，t2（≧tl）牝ついて成立するよう在フィート｝バックゲインK

（・〕と推定器ゲインH｛・〕拾よび正数aヵaヵb1，bが存在する。い．もこのフィ

ドバックゲインとして定理3．7の証明で用いたものを用いれば，一様完全可制

御在システムは条件Aをつねに溝走している（補題3．4）ので，定理4．9と4．

10の証明と同様にして，S｛のすべての解がすべてのt1，t2（≧t1）κついて

÷（州・ぺ）l1度：ll」1・・州一・・）1・1［：1；：：／l！

      ・・（…用）iiに：；11111・岬出）1ω・）
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を満たすことが示される・                 （証明終）

（定理4．12の証明） 必要性： 任意の実数m，M（〉m）牝対して，S呈の

すべての解がすべてのt1．t2（≧tl）保ついて

・！1度1：／ii卿叶t・）〕・l1度：1：／l

・・llは；1：jll…1叶・・）〕
（4．42）

を満たすような有界なフィート“バックゲインK（・〕と有界を状態推定器亙・拾よ

び正数a，bが存在するとしよう．このとき，Slを等価変換して得られる（4．

37）の解はすべて

llはll：／l…ll／：1；ll／1州・一・）1

を満たす．すなわち，（4．37）の状態転移マトリクスΦt、（・。・）は

冊Φt、（t2・、ユ）ll≦ 4b exp〔M（tグt1）〕 （4．63）

を満一魔ｷ．これは，（4－44）で示したΦt、（・，・） の形からわかるように，すべ

てのt1．t2（≧t1）について

lIΦ（・・｛）ll

11引t。、t、）1

≦4b e瓦P〔M（t。一t1）〕

≦4b exp〔Mけグt1）〕

（4．64）

（4．65）

が成立することを意味している．したがって，ここで考えている有界な＆は有

界在フィードバックゲイ；・によって一様完全司安定かつ有界な状態推定器κよ

って’様完全可検出である．ゆえに，系3．2と4．2により，このS柑一様完全

可制御かつ一様完全司観測iである．

 十分佳： 定理4．l1の証明がそのま重適用できる．ここでは，Sψ有界だか

ら，定理3．8と4．8により．（4．跳）～（4．61）が，したがって，（4．62）がすべて

のtl，t2（≧t1）について成立するよう涜有界なフ4一ドバヅクゲインと有

界衣状態推定器が存在する．                  （証明終）
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 ところで，一様完全可制御注システムが条件Aを満たしている（補題3．4．・）

ように， 様完全可観測なシステムはつねに条件Bを満たしている．また7一

様完全可観測在システムは完全可観測性に関して一様かつ完全可決定性に関し

て一様であるから，定理4，9と4．10より，次の系が得られる．

〔系4．5〕 S・が完全可制御佳に関して一様かつ一様完全可観測在らば，任意

の実数Mに対して，Stの零入力応答がすべてのtいt2（≧t1）牝ついて（4．

40）を満足すような状態推定器脹とフィードバックゲイン別・〕拾よび正数bが

存在．ナる；

〔系4，6〕  S。が完全可到達性に関して一様かつ一様完全可観測在らば，任意

の実数㎜に対して。Stの零入力応答がすべてのt1．t2（≧t1）について（4．

41）を満たすようを状態推定器底とフ4一ドバックゲインK‘・）券よび正数aが

存在する。

 これらの系券よび定理4．11と4．12から．S。が一様完全可観測ならば，状態

の推定値のフィードバックによって，真値のフィードバックにより可能であっ

た’様注安定性の指定がほとんど同様化できることがわかる．

4．4 結   言

 この章では，まず，有限次元線形時変システムS暗対象とする状態推定器の

構成問題が，その随伴システムや双対システムを対象とする状態フィート“バッ

クによるシステム構成間懸と等価’であることを示した．そして．フィート“バッ

クシネテムの構成問題について得られた第3章の結果を用いて，推定誤差特性

を指定して状態推定器を構成できることとS。の可観測性．可決定性の聞に成一り

立つ関係を明らか化した．対象としているシステムS水拾いてはパラメータの

連続姓や微分可能性が仮定されてい在いので，得られた結果はWo1oV i Ch19拙

対象としたシステムよかも広いクラスのシステムに対しても適用できる．．しか

も．状態推定器の構成が可能であることを保証する一様完全可観測性をどの条

件は．有限時間区間でC（・1が0・ナ底わち、状態9情報が出力に現れないよう

在時間が存在するシステムでも満たされるので，JObnS㎝M）によって得られ

ている条件よりもゆるく．有界システムのクラスでは必要条件でもある．重た，

 様完全可観測衰システムに対しては，推定誤差の上界だけでなく，下界も同

時κ指数関数で指定して状態推定器を構成できるので，雑音牝対する推定誤差
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の感度を適当に抑えた状態推定器の構．成が可能になった．以上のように，この

章の結果は，線形時変システムに対する状態推定器構成問題に充分な解答を与

えている．

 次に，推定器忙よって得られる状態の推定値を真値の代りに状態フィードバ

ック則に用いた場合，真値のフ4一ト．バックによって可能であった安定佳の指

定が推定値のフィードバックによっても可能かという問題を考えた．得られた

結果によれば，対象とするシステムが可観測性や可決定性などに関する適当な

条件（たとえは，一様完全町翻測性）を溝走していれば，真値のフ4中ドバッ

タによって可能な安定性の指定が推定値のシィードバックによっても症とんと

同様に可能である．この結果，い重まで線形時間不変シヌテムや一部の線形特

変システムのクラヌについて知られていたI2）I18）～20）のと同様に，一般の線

形時変システムに対しても，フィードバックシステムを構成する定めに状態推

定器が有用であることがわかった．

 1＝の葦で考え走状態推定器の次元は，対象とするシステムの次元と同じであ

る．それに対して、Luenberger51）・52）やWo1ovich19）の推定器の次元は，

対象とするシステムの次元より出力の次元だけ少彦い．一般の線形時変システ

ム肥対する．このよう在次元の低い推定器については，笹野と著者が詳しく研

究している．6o） ただし，次元の低い推定器が構成できるためには，出力に状

態の情報が鰯階でも現われない，す浸わち，C｛・）が0となる時刻が存在するこ

とは許されなくなるので，対象と在る時変システムのクラスは狭くなる．
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第5章 緒  論

 本研究では，ほとんど制限がないと考えられるくらい一般的底線形時変シス

テムを対象に，安定健を指定してフィードバックシステムを構成する問題を，

状態フィードバック，状態推定器の構成，一状態の推定値のフィードバックの3

つの問題に分けて考えた．そして，書ず，状態フィート｛バックによるシステム

構成問題について，指定された安定性を状態フィードバックによって実現でき

るための，開ループシステムが満たすべき．可制御性と可到達佳に関する条件

を求めた．その結果によると，零入力応答の上界を指数関数で指定して，状態

フィート“バックκよりシステムを構成することができるためには，騨ループシ

ステムは完全可制御性に関して一様であれば十分で，一様完全可制徴である必
要はない．これは，い’ままでに知られている条件（一様完全可制御性）？）より

もゆるい条件のもとに安定化が可能で凄ることを意味している．しかも，この

安定化のためのフィードバックゲインはい董重でのものより比較的簡単底計算

によって求めることができる．また，関ループシステムが一様完全．可制御であ

れば，零入力応答の上界だけで在く下界も同時に指定することができることを

示した．

 次に，状態推定器の構成問題については，こ・の簡題が随伴システムや双対シ

ステムを介して状態フィードバックによるシステム構成闘題と等猫であること

を示した．そして．状態フィードバックによる安定性指定問題について得られ

た結果一を用いて，指定された推定誤差特性をもつ状態推電器が構成できるため

の，開ル‘プシーステムが満たすべき，可観測性と可決定性に関する条件を明ら

かにした．

 最後に，状態のフ4一ドバック泰よび状態推定器の構成の2つの問題につい

て得られた結果をもとに，状態の推定値をフィードバックする問題について，

願ループシステムが一様完全司制御かっ一様完全可観測哀らば，零入力応答の

」二界と下界を同時に任意の指数関数で指定して，状態推定器を組み込んだ閉ル

ープー Vステムを構成することができることを示した．さらに，開ループシステ

ムと状態推定器拾よびフィート“バックゲインを有界システムのクラスに限れば，

この逆も成立することを示した．
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 以上のように，本研究は一般的な線形時変システムを対象κして，安定佳を

指定できるための条件をゆるめ，精密な安定性の指定を行なう方法を求め，そし

て，フ4一ドバヅクゲイ；・や状態推定器の求め方を簡単にした．すをわち，線

形時変システムに対するフィードバックシステム構成問題についてこれ重でに

得られていた結果の問題点はすべて解決され、緒論で述べ大本研究の目的は充

分に達成された．得られた結果では，状態フィードバックによって安定性を指

定できることと可制御娃，可到達佳との魔係，状態推定器が構成できることと

可観測性，可決定性との関係，券よび状態の推定億のフィードバックによって

安定性を指定できることと可制御佳，可到達性，可観測性，可決定性との関係

がすぺてきれいに・まとまった形で明らかにされている．したがって．本研究狂

よって，有限次元線形時変システムを対象とする，安定性に注8し先フ4一ト．

バックツステム構成問題はほとんど完全に解決したと言ってもよいだろう．

 緒論で述べたように，安定性に注目したフ4一ドバヅクシステムの構成問題

は．線形時間不変システムに対する極指定問題8）～一2）を，極という概念の広

い線形時変ツヌテムのクラヌに拡張したものである．時変システムと同様化極

の概念がをい非線形システム狂対しても，安定性を指定してフィート“バックシ

ステムを構成する問題が考えられる．広瀬61）は非線形増幅器と線形システム

の直列結合から成る非線形シヌテムを対象化との問題を考え，本研究の結果を

用いて・充分に満足できる結果を待ている．
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第2部大規模ダイナミカルシステムの
                        構造と安定化

第6章  緒 論

 一般に，大規模システム．とはそれを構成する要素の数が非常に多いシステム

を意味する．このような・システムの解析，設計を行なう場合，それは単に構成

要素の数が多いというだけで，システムであることには変りないのだから，い

’ままでに開発されている解析，設計手法が理論土は適用できる．しかし，実際

には，いIま．までに得られている手法を大規漠ツステムに直接適用すれば，一般

にそれに必要な変数量と計算量は要素の数の2乗，3乗またはそれ以上に比例

するので，電子計算機を使っても，計算時間が非常に長くなったり，記憶容量

が不足する場合が多い．つ重り，いままでに得られている解析，設計手法を大

規模システムに直接適用しようとしても，う’まくいくとは限らないのである．

 そこで・このような不都合な点を克服する1つの方法として，大規模ツステ

ムをいくつかのサブシステムが結合したものと見なし，個えのサブツステムご

とに解・析，設計を行なって，その結果とサブツステム間の結合関係を用いてシ

ステム全体の解析，設計を行なう方法が考えられる．この方法によれば，サブ

システムの解析や設計に必要な変数量や計算量は非常に少なく危り・サブシス

テム間の結合関係がある程度単純ならば，大規模システム全体を解析，設計す

るのに必要な変数量や計算量も，それを1つのシステムとして解析，設計する

場合に比べて，永なり少なくなると予想される．そして，実際、このようにサ

ブシステムの概念を導入して初めて大規模システムに適した取り扱いが考えら

れ，大規模システムに対する有効な解析，設計手法が得られる可能性が生重れ

るのである．

 本研究でも，以上の観点から，対象とする大規模ダイナミカルツステムはい

くつかのサブシステムが結合して構成されているものとし，その構造をサブシ

ステム内部の特性とサブシステム間の接続関係に分けて考える．このような場

合に重要な問題は，個々のサブツステムの特性とそれらの結合の仕方が金体シ

ステムの特性にどのように影響するのかという問題である．本研究では．’まず，
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そのなかでも最も基本的であり，解の存在性と密接な関連がある，サプツステ

ムの表現式と全体ソステムの表現式の関係について考察する．この関係が明ら

かに危らなければ，大規模ツステムの解析と設計は不可能である．次に，個々

のサブシステムを設計することによって全体システムを設蕎千する方法の1つと

して，サブシステムごとの安定化による大規模システムの安定化問題を考える．

上で述べたように，大規模システムの設計方法としては，サブシステムごとの

設計によって全体システムが設計できるものでなけれぱ実用上意味がない．こ

の意味で，い一ま重でに得られているダイナミカルシステムの設計カ法のなかに

は大規模ツステムに適したものはほとんど在い．以下の第7章から第10章・ま

では本研究の結果を’まとめたもので，各章で述べること拾よび他の研究との関

連は次の通りである．

 第7章では，本研究で対象とする大規模ダイナミカルシステムを，サブツス

テムの特性とサブシステム間の接続関係に分けて記述する．まず，サブシステ

ムは線形の標準形状態方程式

  x（t〕＝A（t）x（tl＋巫ωu（tl，   yω＝C（ωx（ω十D（ωu（t）

’または，非艦形の正規形状態方程式

  x（い＝f（x（t），u（t〕，リ
                ，

y（t）：9cxω，u（tl，t）

（X（・1：状態，uい：入力，y（・〕：出力）で表わされる多入力多出力の有限次

元システムであるとする．そして，標準形状態方程式にはそれが全時間上で一

意解をもつことを保証する条件を付加し，正規形状態方程式には（少なくとも）

初期時刻の近傍で一意解をもつことを保証する条件を付加する．一方，サブツ

ステム間の接続関係はブロック線図で表わされるものとする．こうすると，接

続関係を0，1，一1を要素とするマトリクスで表わすことができ，サブツス

テム間の信号の流れはこの接続マトリクスを係数として線形の代数方程式で記

述できる．この線形代数方程式とサブシステムを表わす状態方程式を合わせた

ものが対象とする大規模ダイナミカールツステムの記述式である．

 ところで，大規模ツスーテムをいくつかのサブシステムが結合したものとして

表わし，解析，設言十を行なう場合，その接続関係がある程度単純でなければ，

サブシステムの解析や設計がいくら簡単であっても，ツステム全体の解析，設
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計は決して簡単にはならない．重た，結合関係が複雑であれば，サブシステム

ごとの評価を用いて全体システムの評価を行なう場合，糧雑な評価しか得られ

ないため，大規模システムに適した有効な解析，設計手法が得られる可能佳は

少ない．その点，ブロック線図表現は，システム閥の結合関係が線形時間不変

代数方程式で表わされるので，大規模システムに適した表現方法であると言え

る．しかも，この表現は実際の制御システム等を表わすのによく用いられ，す

でに定着し走表現方法となっている．

 以上のように記述される大規模システムに拾ける最も基本的な問題は，全体

ツステムが状態方程式表現できるのかという問題である．この状態方程式表現

の問題は解の存在性と一意性に密接に関係する重要な問題で，回路理論に拾け

る主要なテーマになっている52）～69）そして，回路が状態方程式で記述できるた

めに素子とそれらの接続関係が満たすべき種々の条件が明らかにされている．一

回路は，サブツステムが1入力1出力の増幅器や1次の状態方程式で表わされ

          ＊るシステムに制限され ，それらの結合関係がキルヒホッフの方程式で表わさ

れる大規模ツステムと見なすことができるから，それに対して得られた結果や，

その結果を得る過程は大規模ツステムの状態方程式表現についても有益な示唆

となる．

 第8章てば，この表現問題に関して，初めに，標準形状態方程式で記述され

るサブツステムから成る線形大規模システムについて，全体シーステムがやはり

標準形で記述できるための条件を求める．このとき問題となるのは，標準形で

記述できる場合，各サブシステムの状態ベクトルを成分とする大きなベクトル

が全体システムの状態ベクトルとなり得るのかという問題である．ここでは，

重ず，全体一ツステムが一意解をもち，この大きなベクトルを状態ベクトルとし

て標準形で記述できるための必要十分条件を明らかにする．この場合，全体シ

ステムの次元は当然サブシステムの次元の総和になっている．そのあとで，サ

ブシステムが線形時間不変システムの場合には，全体システムがサブシステム

の次元の総和より低い次元の標準形状態方程式で記述できる場合があることを

示し，そのための必要十分条件も明らかにする．

 この草では，次に，正規形状態方程式で記述されるサブヅステムから成る非

線形大規模シスヂ半について，それがサブシステムの状態の直和を状態として

脚注＊ 変成器やジャイレータなどの結合素子を従属電源で等価表現すると，

回路はすべて1入力1出力の素子で構成できる．
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正規形で記述できるための条件を求める．ところで，正規形で記述できるとい

うことは必ずしもそのツステムが全時間上で一意解をもつことを保証しない．

全時間上で一意解をもつための1つの十分条件はその正規形が大域的リプシヅ

ツ条件を満たすことであるが，大規模ツステムの場合，各サブシステムを表わ

す正規形が大域的リプシヅツ条件を満たしていても，全体システムを表わす正

規形が同じ条件を満たすとば限らない．そこで，ここでは，全体ツステムを表

わす正規形が大域的リプシヅツ条締を満たすために，サブシステムの特性と接

続関係が満たすべき条件も明らかにする．

 第8軍では，童た，正規形状態方程式表現に関連して，非線形大規模システ

ム特有の問題である，線形化に拾けるサブッステムと全体システムの関係を考

察する．よく知られているように，従来から制御工学等で線形システムとして

取り扱ってきたものにぱ非線形システムを（ある解の近傍で）線形化して得ら

れたものが多い．それでは，全体システムの纏形化式を求めたいときに，各サ

ブシステムを線形化して得られる線形サブツステ争から成る線形大規模システ

ムの記述式を直ちにそれであるとしてもよいのかというのがここで考える問題

である．もし，そうしてよいのなら，全体ツステムの線形化式を得るためには

それを記述する正規形を求める必要がなくなり，その線形化式一は容易に得られ

る．～二こては，このようなサブシステムごとの線形化によって全体システムの

線形化式が得られることを保証する条件を明らかにする．

 さて，最初に述べたように，大規模システムに対する設計方法としては，サ

ブツステムごとの設計によって全体システムの設計ができるものでなけれぱ意

味がない．第9章では，そのような設計方法の1つとして，線形時間不変サブ

システムから成る大規模ツステムを対象に，サブシステムごとの安定化によっ

て全体システムを安定にする方法を考える．サブシステムの安定性と全体ツス

テムの安定性の関係については，すべてのサブシステムが漸近安定でも全体シ

ステムが漸近安定とは限らないことがよく知られている．しかし，直観的には，

各サブツステムが充分に漸近安定であれば，全体システムも漸近安定になると

予想される．そ1ごて，1二こでは，各サブシステムを充分に漸近安定にする方法

として，状態フィードバックによる極指定法11）をサブシステムごとに適用する

ことを考える．そして，この方法により各サブシステム（完全可制御とする）

の極の実部を負の充分小さな値にし走うえ，入出力聞に直結経路をもつサブシ
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ステムに適当な状態フィードフォワードをほどこすと，全体システムを漸近安

定にできること．を示す．この状態フィートソ寺ワードぱ，状態フィードバック

が直結経路を通して出力に直接考える影響を打ち消すために用いられ争のであ

って，サブシステ牛の安定化は本質的には状態フィードバックによっている．

また，この結果を得る過程で，状態フィードアー才ワードを併用しない場合や，

たとえこのような状態フィードフォワードを併用しても状態フィードバックの

仕カによっては，各サブシステムをいくら漸近安定にしても全体ツステムが漸

近安定に看らない場合があることを例示する．この章では，さらに，サブツス

テムの状態を直接取り出せない場合にも，それらが可検出であれば，状態推定

器によって得られる状態の推定値をサブシステムごとにフィードバック捨よび

フィードフ片フー一ドすることによって，全体ツステムを漸近安定にすることが

できることを示す．

 以上が本研究の概要である．
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第7重 大規模システムの記述

7．1 繕  音

 この軍では，本研究で対象とする大規模ダイナミカルシステムを，サブシス

テム内部の特性とサブシステム間の接続関係に分けて記述する．’まず，各サブ

システムは多入力多出力の有限次元システムとし，状態方程式で記述する．そ

して，その特性としては非線形時変，線形時変，線形時間不変の3つの場合を

考える．一カ，サブツステム間の接続関係は，直観的に理解しやすく，制御工

学者に危しみの深いブロック線図を用いて表わす．そして，この接続関係を表

わす接続マトリクスを定義して，サブツステムの入力，出力，全体ツステムの

入力，出力の結合関係を線形方程式で記述する．

7．2 サブシステム

 第2部「大規模ダイナミカルシステムの構造と安定化」では，図7．1のよう

かN個のサブシステム（ブロック）といくつかの加え合わせ点，引き出し点

およびそれらを結ぶ矢印から成るブロック線図で表わされる大規模ダイナミカ

ルシステムを対象とする．このソステムにおいて，サブシステムに任意に番号

付けを行なべ i番目のサブシステムをS iで表わすことにしよう．そして，

   r’’…’一一…’一‘’一山一hしかw，

11111 111⊥」篶   1・・。、  ・m、 十↑  I
   l                           ・
  ・I   ．             1

：＝丁上11：・“；二
  1－      uN・・  恥。い

、、■之 汰、十 ㌧
   i＿＿＿＿＿．＿＿＿＿＿＿＿＿．」＿」

   図7・1 ブロン」ク線図で表わされる大規模クイナミカルシステム
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一般的には，S iは（非線形の）有限次元状態方程式

    x州＝fi（x州，・州バ）． （τ1a）

    川包1＝9i（刈り、・州，t）     （τ1b）

で記述されているものとする．ここに，xiωはSiの状態を表わすni次元ベ

クトル，u i（t）は入力を表わすri次元ベクトル，yi（ωぱ出力を表わすmi次元

ベクトルである．ま走，fi（・，・，・）はRni×R「i×RからR皿iへの関数，

gi（・，・，・）はRn三×R「i×RからR㎜iへの関数で，どちらも初めの（皿i斗

㍉）変数に髄して連続微分可能，最後の1変数に関レて連続とする．この仮定

によれば，f i（・，皿i，t）は任意のuiとtについて局所的なリプツヅツ条件

を満たしているので，各サブツステムが任意の初期時刻と初期状態拾よび（連

続右）入力に対して初期時刻の近傍で一意解をもつことは保証されている．以

下では，便宜上，このような状態方程式を正規形状態方程式と呼ぶことにする．

 ところで，増幅器ブロック，すなわち，出力がその時刻の入力によってのみ

決まるサブシステムを考えれば，その入出力特性は

    yi（・卜gi（・i（・い）

と表わされる．～これは0次元の正規形，すなわち，状態ベクトルの次元が0の

正規形と見なすことができるので，以下では，（7．1）の形の正規形状態方程

式で，ダイナミックブロック（状態ベクトルの次元が1以上のサブシステム）

はもちろん，増幅器ブロックも記述されているものとする．そして，表現のわ

ずらわしさを避けるために，各サブシステムを表わす正規形を量とめて

    X（t）＝ f（X（ω，U（缶〕，t）           （7．2a一）

    Y（t，・・ g（X（り，U（ω，t）           （7．2b）

と書くことにする．ここに

                                、        x、（資）     皿、（缶）     y、（6）

      △ X。（｛）    △O。（t）   △ y2（t）
   X（り二  ・  ， U（ω＝  ・  ，Y（”＝  ・

        ・二（・）  1。（1）  ・’（1）」
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            △
f（X（り，U（tl， ｛） ＝

            △
9（X（缶〕，Uω， t） ＝

fI（x－tl，u、（t〕，t）

f2 （ x2（ω ， u2〔tj， t）

fN（・Nω・・Nω・t）

9・（X・（り，u・ω，t）

g2 （ x2（t， ， I12（七〕 ， t）

gN（・N（ω・｝t〕一）
である．

 サブシステム内部の特性としては，以上の非線形時変の場合のほかに，線形

時変の場合と線形時間不変の場合を考える．まず，線形時変の場合には，サブ

システムSiは状態方程式

xi（t〕＝Ai（いxi（ω 十 巫i（い岨i（い （7．3a）

    yi（O＝ Oi（t〕xi（ω 十 D．i｛O胆i｛t，       （7．3b）

で記述されているものとする．ここに，A i（・1，＝B iリ，Oi（・1，D i（・1はそれぞ

れni×ni，ni×ri，m三×ni，mi×riのマトリクスで，その委棄は連続関

数とする．この仮定により，Siが任意の初期状態と（連続な）入力に対して

全時間上で一意解をもつことは保証されている．上述の非線形サブシステムの

場合と同様，この場合も増幅器ブロックをダイナミックブロックと区別せず，

増幅器ブロックも（τ3）の形の方程式で記述されているものとし，A三（・，，

遍i（・〕・Ci（・1はそれそれ形式的に0×0，OX ri・mi XOのマトリクス

と見なすことにする．以下では，（7．3）の形の状態方程式を標準形状態方程

式と呼び，各サブシステムを表わす標準形をまとめて

    X（ω：A（tJXω十 思ωU｛ω             （τ4カ）

    Y（tl＝ C（ωXω十 DωUω             （7．4b）

とミ書く． ここに，
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    A（い全ai。。．1A川，A。（ω，一・、A。（ぺ

    州会舳。。．一｛・、（ω，一五州ナ…・・，へ（・〔

    C（・）全砒。。．｛C1（O，C州テ…一，ON㈹｝

    D（ω会・i・。．1D出，D州，・一，｝N（パ

てある．

 各サブシステムが線形時間不変の場合には・標準形状態方程式（τ3）を

    x三（り＝Aixi（ω十遍i・i（tl     （τ5・）

yi（｛．）＝Ciエi（t）十Di㎜i（ω

と書き，（7．4）を

    X（tl＝AXω十

    Y⑰■，＝ CX（り十

と書く～二とにする．ただし，

     △    A ＝  diag・｛ A一

     △    過＝砧ag．｛B1

     △    C＝aiag一｛Ci

     △    D．干 δiag・｛D1

である＾

BUω

DU（t）

A。，…・・ムN；

B。パ・…BN1

C・，・一・C町1

D2，・・…  D  ｝
       N・

（7．5b）

（τ6a）

（τ6b）

7．3．ブ回ック線図表現と接続マトリクス70），州

 ブロック線図表現された大規模システムでは，サブシステムとサブシステム，

サブシステムと全体の入力，出力などの接続関係は加え合わせ点i引き出し点

拾よび矢印によって表わされている．ここでは，1二のようにグラフ釣に表現さ

れた接続関係をマトリクスで表わし，サブシステムの入力，出力，全体ツステ

ムの入力，出力の結合関係をこの接続マトリクスを係数とする線形方程式で記
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逃する．

 いま，全体システムの入力の数をr，出力の数を㎜としょう．上で述べたよ

うに，サブ・・ステムSi（i＝1，2，…，N）の入力の数はri，出力の数はmiで

ある．このようなシステムに赴いて，sjの4番目の出力yj4から出た矢印

をたどっていくと，いくつかの加え合わせ点と引き出し点を経て，S iのk番

目の入力u・i kに達するとしょう．ただし，y〃から口i kへの経路はただ1

    ＊つとする ・このとき・yj4はmikに接続しているという・そして・加え合

わせ点の一符号の付いた入力を偶数回通って接続しているとき，正に接続して

いるといい・奇数回通って接続しているとき・負に接続しているということに

する．同様に1全体ツステムの入力とサブツステムの入力の聞・サブシステム

の出力と全体システムの出力の間，全体システムの入力と出力の間にも，正，

負の接続関係を考えることができる．これらの接続関係を次に定義する接続マ

トリクスで表わすことにする．

 一まず，サブシステム相互の接続関係，すなわち，サブシステムの出力からサ

ブシステムの入力への接続関係を表わすブロ少クーブロック接続マトリクスF

はw個のフロックマトリクスから成る。

       「へ、・ガ・・…。／

    F。、F・・・…  F・N
F ＝      ， ・      ．

    FNエ FN2 ‘’    FNN

そのijブロックFijはri×㎜jの大きさをもち，要素はSjの出力がSiの入

力にどのように接続しているのかを示すように定められる．すなわち，亙ijの

k4要素fij（k，4）は次のように定められる．

      ド：Sjの鵬目の出力がS’のk番目の入力に正に接

・、j（・，・〕 続しているとき・

      一I：Sjの4番目の出力がS三のk番目の入力に負に接

        続しているとき．

脚注＊ この仮定は，接続関係を単純に扱うために必要なのであって，本質的

 な仮定ではない．加え合わせ点を多入力1出力のサブシステム，引き出し点

 を1入力多出力のサブシステムとして扱えば，この仮定は必要でなくなる．
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          し           O：S3のe番目の出力がS三のk番目の入力に接続

             していないとき．

全体システムの入力からサブシステムの人カベの接続関係を表わす入力一プ

ロヅク接続マトリクスGはN個のブロックマトリークスから成る．

G  ＝

G一

G 2

GN
i番目のブロックGiはri×rの大きさをもち，そのk4要素gi（k，2）は，

全体システムの入力がS iの入力にどのように接続しているかを示すように，

次のように定められる．

9i（k，4）．ニノ

r

 1：全体システムのe番目の入力がSiのk番目の入

   力に正に．接続しているとき．

一1二全体システムのe番目の入力がS1量のk番目の入

   ．．力に負に接続しているとき。

 0」：全体システムのe番目の入力がS iのk番目の入

   力に鐸続していないとき．

 サブシステムの出力から全体システムの出カベの接続関係を表わすブロッタ

ー出力接続マトリクスJもN個のブロックマトリクスから成る．．

J ＝ 〔J．J。 ・’一一‘・“ @SN」

i番目のブ6一らクJiはm×miの大きさをもち，そのkビ要素ji（k，召）は，

S iの出力が金体システムの出力にどのように接続してい．るかを示すように，

次のように定められる．

ji（k，召）

、」．l1篶篶111111111111

     力に負に接続しているとき．

   O：S iのC番目の出力が全体ツステムのk番目の出

     力に接続していないとき．
＼
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 全体システムの入力から出力への接続関係を表わす入力一出力接続マトリク

スLはm×rの大きさで，そのk e要素2（k，e）は，全体システムの入力が

全体ツステムの出力にどのように接続しているのかを示すように，次のように

定められる．

          ／
           1：全体システムのe番目の入力が全体システムのk

             番目の出力に正に接続しているとき．

          一1：全体システムのe番目の入力が全体システムのk
   e（k，e）＝
             番目の出力に負に接続しているとき．

           0＝全体システムの2番目の入力が全体システムのk

             番目の出力に接続していないとき．

 これらの接続マトリクスF，G，J，Lを用いると，それらの定義から明ら

かなように，全体ツステムの出刀W（・1とサブシステムの入力uil・j（i＝1，2，…・

，N）を全体ツステムの入力V（・）とサブツステムの出力yi（・1（i＝1，2’一㍉N）

の線形結合として次のように表わすことができる．

                   ／ul（ω

皿2（ω

uNω

亙・・F・グ∴・F・N y、（い

「・・F・・∵… F・N ア差（り

FN1「Nパ・一’FNN yN（t）

W’ﾖ＝／J川… ……

G1

02
  V（い   （7．7a）

GN

y1（缶）

y2（缶1

    ＋LV（り

アN（ω

（τ7b）

以下では，簡単のため，これらを

U（り ＝ FYω

WI it）＝

十 GV（O

JY（ω 十 LV（ホ）

（7．8a）

（7．8b）

と書くことが多い．

 このように，ブロック線図で表わされる大規模ソステムに拾いては，サブッ

ステムの外部の接続関係は，サブシステムの内部の特性に関係なく，線形の代
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数方程式で記述できる．この接続関係を表わす代数方程式と前に述べ先サブシ

ステムの特性を表わす状態方程式を合わせたものが大規模ツステム全体の記述

式である．すなわち，本研究で対象とする大規模ダイナミカルツステムは非線

形大規模システム

Xω＝

Yω＝

Uω二

W（い＝

f（Xω，U（ω1 一

9（X（士）、U．ω， t

FY（ω十GV（ω

JY（ω十LV（り

（7一れ〉

（7．沁）

（7．8・a）

（τ8b）

線形時変大規模システム

X（ら）＝

Y（ω＝

U（ω＝

W（tl＝

AωX（ホj＋B（ωU（ω

C（ωX（f．1・十DωU（t）・・

FY（ω十GV（り

JY（t）十LV（缶）

（7一’4a）

（τ4b）

（τ8a）

（7．8b）

拾よび線形時間不変大規模ツステム

X｛り＝

Y（り＝

Uω一

Wω哀

AX（t）十 週Uω

CX（t）十 DU（O

FY（ω十 GV（ω

JY（t）十 LV（ω

（7．6＆）．

（τ6も）

（7．83）

（τ8b）

の3つである．

7－4 結   言

 この1章では，本研究で対象とする大規模ダイナミカルシステムを，サブシス

テム内郡の特性とサブシステム閥の接続関係に分けて記述した．ここでは，も

ともとサブツステムが存在し，それらが結合して大規模システムを構成してい

る，すなわち，大規模システムはすでにサブシステムに分割されているものと
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している．実際，制御システム等には，このように与えられたサブシステムを

結合して構成されたものが多い．

 ところで，大規模システムを解析する場合，サブシスナムヘの分割の仕方を

固定して考える必要はなく，いくつかのサブッステムを・まとめて，新しく1つ

のサブシステムと考えることもできる．この観点から，（新しい）サプヅステ

ム間の接続関係が単純になるように大規漢システムを分割する系統的危方法が

Ramamoor仙y らによって得られている72）’73～大規模システムをサブシス

テムが結合したものと見なして解析する場合，サブシステム間の結合がある程

慶1単純でなければサブツステムに分割して解析する意味は一般にないので，こ

れは有効な方法である．

 大規模システムを表わすのには，ブロック線図のほかにシグナルフロー・グ

ラフもよく用いられる．しかし，このグラフは1本の枝が1つのサブシステム

を表わす有向グラフだから，各サブシステムが1入力1出力の場合を表わずこ

とはできても，多入力多出力でそれらが複雑に接続している場合を表わすこと

は困難である．

一g4一



第8章大規模システムの状態方程式表現70）川’74）～76）

8・1 繕   言

 第7草で述べたように，標準形状態方程式で記述されるサブシステムは任意

の初期時刻と初期状態呑よび（連続な）入力に対して全時間上で一意解をもつ．

しかし，そのようなサブシスチムーが結合して構成される線形大規模システムが

つねに一意解をもつとは限らず，後に例で示すように，一意的でない解をもつ

場合や，ある特定の入力しか受け付けない場合がある．また，たとえ全体シス

テムが一意解をもっても，それか標準形で記述できるとは限らない．同様に，

正規形状態方程式で表わされるサブシステムから成る非線形大規模ツステムも

一意解をもつとは限らず，正規形で記述できるとは限らない．この草では，こ

れらの点を考慮して，大規模システムが一意解をもち，標準形や正規形の状態

方程式で記述できるためには，サブシステムの特性と接続関係がどのような条

件を満たしていなければならないかを明らかにする．

 このような解の存在性と状態方程式表現に関する問題は回路理論に食いて最

も基本的な問題として研究され剛～69），線形受動回路，線形能動回路，非線

形回路等が一意解をもち，状態カ程式で記述できるための種々の条件が明らか

にされている．これらの条件は，その回路をもとに構成される低抗回路，一キキ

バシタ回路，インダクタ回路がそれぞれ一意解をもつための条件と考えられ，

多くはそれらの回路を記述する（非線形）方程式に対女る逆関数定理や陰関数

定理の条件に帰着する7へ 童た，サブツステムが状態方程式で表わされ，一接

続関係が回路クラフで表わされる複合システムについても，本質的には同様の

解析が行なわれている78）刷．そして，特に，線形時間不変回路に対しては，

電子計算機を用いるのに適した，代数的かつ系統的に状態方程式を導く方法が
開発されている鮒）’69）．

 一方，信号の流れがブロック線図で表わされるダイナミカルツステムについ

ては，記憶素子を入力に置き換えて得られる静的な（非記憶素子から成る）シ

ステムが一意解をもてば，その記憶素子の変数を状態変数として状態方程式表

現できる～二とが知られている80Σ本研究でも，8I2．1と8．3．1で，本質的には

これと同じ考え方に基づき，大規模システムが状態方程式で記述できるために
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サブシステムの特性と接続関係が満たすべき条件を求める．したがって，得ら

れる条件は，回路の場合と同様に，ある静的なシステニを表わすカ程式に対す

る陰関数定理の条件になる．そして，このとき，全体システムを表わす標準形

や正規形の状態方程式の次元はサブシステムを表わす状態方程式の次元の総和

になる．1これに対して，8．2．2では，標準形で表わされる線形時間不変サブシ

ステムから成る大規模システムのなかには，上の静的なソステムが一意解をも

走なくても全体システムが標準形で記述できるものがあり，この場合は，全体

ツステムを表わす標準形の次元はサブシステムを表わす標準形の次元の総和よ

り低く看ることを示す．そして，1二のような場合も含めて，線形時間不変大規

模ツステムが標準形で記述できるための必要十分条件を回路理論で得られてい
る結果帥）・㈹）を用いて明らかにする．

 ところで，正規形状態方程式については局所的リプシヅツ条件を満たすこと

が仮定されているだけだから，システムが正規形で表わせるということはその

解が初期時刻の近傍で一意的に存在することしか保証していない．すなわち，

全体ツステムは正規形で記述できるからといって，全時間上で解をもつとは限

らないのである．そして，たとえ全時間上での解の存在を保証する大域的リプ

シヅツ条件を各サブシステムを表わす正規形が満たしていても・全体システム

を表わす正規形が大域的リプシッツ条件を満たすとは限らない．そこで，8．3．

2では，全体システムを表わす正規形が大域的リプシッツ条件を満たすために．

サブシステムの特性と接続関係が満たすべき条件を求める。

 8．4では，非線形大規模システムの線形化について，サブシステムごとの線

形化によって全体シ’ステムの線形化システムが得られるのかという問題を考え

る．全体ツステムが線形化できるためにぱそれは正規形で記述できなければな

らないが，上で述べたように，一般には全体システムが正規形で記述できると

は限らない．それに対して，サブシステムは正規形で表わされているので，つ

ねに線形化は可能である．つまり，全体ツステムが線形化できない場合でも，

サブシステムの線形化は可能である．そこで，～二こでは，個々のサブシステム

を線形化して得られる線形化サブシステムを接続して構成される線形大規模シ

ステムは，どのような条件を満たすときに，全体システムの線形化システムと

いえるのかを明らかにする．
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8・2 線形大規模システムの微態方程式表現

8・2・1 状態方程式表現できるための条件

 ここでは，標準形状態方程式で表わされるサブシ又テム。から成る線形（時変）

大規模ツステム

Xω＝AlりX（り

Y（い＝CωXω

U（tl＝亙Y（ω十

W（t）＝JYω十

十 週ωUω

十 D（いU（t－1

GVω

LVlω

（τ4a）

（7．4b）

（7－8a）

（7．8b）

が一意解をもち，かつ標準形状態方程式で記述できるための条件を求めよう．

各サブシステムは標準形で表わされているので，第7章で述べたように，それ

ら自身が任意の初期時刻と初期状態拾よび（連続な）入力に対して全時間上で

一意解をもつことは保証されている．しかし，次の例で示すように，それらを

接続して構成される大規模システムかつねに一意解をもつとは限らない．一意

解をも足ないという1二とは，（標準形で記述できれば一意解をもつので）標準

形では記述できないということでもある．

〔例8．1〕 標準形で表わされた2つのスカラ・システムから成る図8．1のシ

ステムを考えよう，尤のシステムは初期条件x1（0＿）こx2（0＿）＝・0と任

    r｝’’’一一中1山一’u’■

Sl

V
u1 x1ω＝xlω十ul（場）

yl（t｝哨Iω十㎜1（ω

   十
y1 ＋
    ’「→W

S。

y2・ ㍉（咋皿。（ω

y2（ω竈一X21出u2（止）

u2

＿＿＿＿」

図8．1 解が一意的で危いシステム
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意の入力に対して，明らかに．

’

lu一ω＝o
～・。（い＝0
／、、、畿，、

W（い＝ V（り，

／・。（ω＝0

ノ・、（ド。

！、、（、，一。

t≧0

（8，1）

という解をもつ．また，簡単な計算からわかるように，同じ初期条件に対して

llll∴）、・llllll∴
（8．2）

W（ω＝・ （1＋t）et＋Vω
         ，

t≧0

もこのツステムの解である．す危わち，図8．1のシステムの解は一意的ではな

い．以上よりわかるように．標準形で表わされるサブシステムから成る大規模

システムがつねに一意解をもつとは限らない．

〔例8．2〕 標準形で表わされた2つのスカラ・システムから成る図8．2のシ

ステ4を考えよう．このシステムの初期条件xエ（O＿）＝・x2（0＿）＝Oに対する

解は，もし存在すれば，各サブシステムの特性とそれらの接続関係からわかる

        「｛…一一■’’…’■
     ・1111：llll：：；l1＋＋11

●Xl“、1＝X。（lll＋u．lf．）
I

十、  “1
y1

七十

1
y一他j＝x1付，）十皿1（ω

1

1

1

S。 I

●均（七1＝・パり
i

y2 u2
1

・・（ω＝．X州十u・（劇  ，

＿．＿＿＿＿＿＿＿． ．＿」
 図8．2 解をもたないシステム
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ように，

     f，ア、（・）・・∫・トτ・、（τ）dτ十・、（・1

     0．
y・（続＝一∫ 種・（τ）aτ十u・1｝
      0

u一｛～＝ y2ω十Vω

識2（ω＝  yI（ω

W（f．1＝γ一（ω

（8．3a）

（8．3b）

（8．3①）

（8，33）

（8．3e）

を満たす．（8．3a）～（8．3d）を辺ごとに加えて，整理すると，すべての缶で

州一パ・、（τ）・τ一プ・トτ・、（τ）・τ
     0                  0

が成立することがわかる．したがって，

れド・，ω一・、（い一∫t・卜㌦（τ）・τ

               0．

である．ところが，（8．3a）と（8，3d）より

     t
皿川＝∫ ・トτ・、（τ）aτ十・川
     0

であるから，．結局，

V（f一）＝O

ということになる．つ重り，図8．2のシステムが解をもつためには，全体ツス

テムの入力は一定の値てなければならない．すなわち，任意の入力に対しては，

このシステムは解をもたないのである．

 このように，一般には，サブシステムが一意解をもつようなシステムでも，

金体システムが一意解をもつとは言えない．また，次の例で示すように，たと

え一意解をもっても，それが標準形で記述できるとは限らない．

一g9一



〔例8．3〕 標準形で表わされた2つのスカラ・システムから成る図8．3のシ

ステムを考える．まず，このシステムが一意解をもつことをS領域で示そう．

いま，xl（・1，口11・1｛（・j，x・2（・1，皿2（・），y2（・1，V（・j，W・1のラプラス変換をそ

   く     く     く     く     く     く     く    く
れぞれx11・1，u1（・j，y－1・1，x2（・1，02（・1，y21・1，V（・1，W（・1で表わすと，サブシ

ステムの特性は

        ／
    臥：／ボ土㍉（し）十・11い（、、、）

       し
         く        く       く
         y－ls）＝  x■81＋ u1181

一：

〈

X21Sl＝

へ

yパs）＝

昌 十3
x2（0＿）十

会。1・1＋念。（・j

1  〈
  皿。（・1

S＋3
（8．4b）

と記述でき，接続関係は

ul（s〕＝
＾          〈

y2｛81＋ Vlsl

分2（。，＝翁｛。，

（8．4①）

（8．4a）

    命｛。，＝免1。，           （8．4。）

                               〈
と記述できる．これらは任意の初期条件x、（O＿），x2（0＿）と入力V（・1に対

して一意的に解け，たとえば，

    「一一’一’’‘・一’”’｝．「
    1．  ・、      ・，    1

V

1

●

｝・、
●

1

、（り＝一xlω十mlω アlu2 x州竈一3x。（ω十皿2（引 y2  1
i＋

y・（咋x・（い十岨。（り y州＝X刈十・。（” I

1 I

I

W

＿＿」

図8．3 一意解をもつが標準形では表わせないシステム
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へS－1－4 S今1（も一ト1）（8＋4）〈田・（・）r扁・・（Or、扁、1；1（O‘。、。、V（8）

・   S＋3   S他   （S＋2～・（・坤）へ
亙・（・ト業；x・（しト。扁x・（。一）。、、。。・V（s〕

（＆5a）

（8．5b）

 へ． ・十4．  叶工  一（邑十2）（・μ）《
 W（s）一   xl（し）一一基2（し）一一     V（s〕    （8・5①）
     2。十5  － 2。千5    2・s＋5
である。（その他の変数は念i｛・1台2（・〕を（8．4a），（8－4b）に代入すれば直ち

に求．まる．） このよう一に、図＆3のシステムは一意解をもつ．しかし，このツ

ステムは標準形では記述できない．在ぜ危ら，このツステミムの伝達関数

（s＋2）．（s＋4）

28＋5
（（8．5o）参照）

の分子の次教は分母の次数より高いが，標準形で奉わされるシステムでは分子

の次．数ば分母の次数よ．り高くはならないからである．

以上の例が示すようr，サブシステムが標準形状態方程式で表わされていて

も，・全1俸ツステムは標準形で記述で一きるとは限らな」い．それでは、どのような

条件が成り立つとき全・体システ・ムも標準形で記述できるのかを述べているのが

次の定理である，

（定理8．．I〕 （τ．4）と（’τ8）で表わされる線形大規模システムが一意解

をもち，サブッステムの状態の直和を状態として標準形状態方程式で記述でき

る．すなわち，

  X（t）．害A（も）X（t．）十B（t）V（也）
      ～            ～                               （．8．6）

  W（也）富C（t）Xてt）十D（t・）V（・t）

の形に記述できるための必要十分条件は・，すべてのtで

   δot（I｝D（t）亙）  （＝d・6t（．I－FD（・t）））≠0

                                （お，7〕
が成立するζとであ。る．

（注8．1） ここで，サブッステムの状態の直知，すな」わち・Xl・1，を状態．と．し
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て標準形で記述できるとは，状態空間の次元がサブッステムの次元の総和n

（全Σi星1・i）であって・初鰍態として・nのどの値でも任意に指定でき

ることを意味している．

（定理8．1の証明） 必要性： （τ4b）と（7・8a）を量とめた

、’、、1に：：ゾ。1缶1一㍗一・（・一）

を考えよう．もし，ある時刻toでd oも（I－D（t o〕亙）＝0とすると，

   …｝、。、ル出（い胴

であるから，（8．8）の左辺の係数マトリクスはt oで正則ではない．したがっ

て，その時刻で．係数マトリクスは適当な行変換によって最下行が0に旋るよ

うに変．換できる．この行変換をt＝t oとした（8．8）の全体にぽどこすと，そ

の結果は次のような形に書ける．

け：：ll／一に1：：ll
・（い
|：トい

（8．9）

この最下段の式

   ⑬2（t o）X（t o）十92V（t o）＝0                （8．10）

について考えよう．係数ベクトル。含（to），92・に関して，次の・3つの場合が

生じる可能性がある．

   （1） ㌦（t。）デO

   （ii） ・、（・。）＝0， 9，≠0

   （m） ～（t。）コ0， タ。＝0
まず，（I）の場合には，（8，1O）はX（t o）がある拘束条件を満たすことを

意味して香り，t oを初期時亥1」とするとき，初期状態X（t o）をRpの任意の値

には設定でき在いことになる．すなわち．たとえ全体ツステムが状態方程一式で

記述できても，その状態空間は酔ではないのである．（ii）の場合⑳丈92V（to）

＝Oを満たす入力以外はこのツステムが受け付けないことを意味している．こ
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れば，入力は任意の（連続）関数であるという暗黙の仮室に反する．（m〕の場

合は，全体システムを表わす（7．4a），（7．4b），（7．8a），（7．8b）の（玉十

王。7。。）個の式（ただし，逃．蔓。i，4．i）のなかに互いに従離
               ■1宝1 －  1＝＝1
式がある1二とを意味する．したがって，独立な式の数ば未知数Xl・〕，Ul・1・

y（・〕，Wいの数（玉十7＋霊一ト㎜）個よりも少なく，ゆえに，全体システムは

一意解をもたない．以上からわかるように，この定理の条件が満たされないと

きは，・全体システムをX（・〕を状態とレて標準彩で記述することはできないので

ある．

 十分佳： すべてのtでa o t（I－D（t）F）（＝d e t（I一晒（い）≠0であ

るとしよう．これば，（7．4b）と（7．8a一）をまとめて得られる（8．8）の

左辺の係数マトリクスが正員1jであることを意味している．ゆえに，（8．8）は

U（・〕とy（・〕について’意的に解ける．

                    ／に1：ザ：l11勝11：㌻・／l：l1線：二1化小

                                （8，11）

1これらを（7．4a），（7．8b次代入すると，全体システムを表わす標準形状態

方程式が得られる．

Xlt←｛Aω令酬t〕（I一亙D（い）一1亙O紀”X（t）

          十Bω（I－F酬缶〕）’1GV（tj

W（tトJ（I－D（恢）’1O1帆1t〕

          十｛L＋J（I－D｛t廠）’一0｛t逼｝V（ω

（8．12a）

（8．12b）

したがって・X｛・〕とWl・）ば任意の初期状態と人カヤ（・〕に対して一意的に定・ま1る．

また，Ul・）とyいは（8，11）のようにX（・〕とV‘・肌よって定重るから，やはり

一意的で菱）る．                      （証明終）

 以」：の証明からわかるように，定理8．1の条件は，（τ4b）と（7．8a）を．ま

とめた（8．8）が，任意のX（缶〕とVωに対して，U（ωとYωについて，陽に解け

るためσ）必要十分条件である．ところで，X（・〕を入力と見なせば，．（8．8）

ぱ，ここで考えている線形大規模ツステムに拾いて記憶素子を入力に置き換え
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て得られる静的な（非記憶素子から成る）システムを表わしている．・、

したが？一て・この定理は・そのような静的なシステムが一意解をもてば（記憶

素子の変数を状態変数として〕もとのツステムが状態方程式で読途できるとい

うDer乞6u竃。s80〕の定性的な結果を，その逆も成立することを含めて，真体化1

したものと考えることもできる．

 次に，一般的にdet（I－DωF）（＝a“（I一亙D（t〕））一剣，すなわち，・I－

DlωFとI一亙Dωが正則になるような接続の条件を考察して拾こう．接続関

係を論じるには，0と1を要素とし，その加算や乗算がプール演奏によって定

義されるブールマトリクスの考え方が有効である一73之｛い重一，・

         〆                       、            ＊
          d110・・…0
               ＊       ＊  0  畑 い… 0
      D＝  ・   ．．    （8－1ε）
          ．    ’    ㌧  ’‘一＊

         、0 0 ’．．’d㎜一

         戸     ド：Siに直結経路があるとき・す危わち；’Dω声O

・、i＊ S／。、ζ、意結経路がないとき，すなわち，、、缶，三。

  ＊f．i】

＊

 ＼

i竈1，

 i／

△

f11

f2一

  ＊f㎜
㌧

のとき．

2． …  ，N

＊   ＊       ＊、
  f2 …… f．N
＊    ＊        ＊
  f22 …・・f．N

 ＊    ‘’一 半
f鵬 ・・…’f醐

（8．14）

 1：Sjの出力がSiの入力に接癌して一い・るとさゴず左1わ

   ち，」亘ij≠0のとき．．

τ
 O：Sjの出力がSiの入力に接続していないとき，すな

   わち、F－j記。のとき．

        1， 二I宮1， 2， ． ・・，N

によって・2つのブールマトリクスD＊，．F＊を定義す紅．どれらの々トリク
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スを用いると，I．一DωFやI－F眺〕が正則になるための簡単な十分条件が

求Iまり，次の系が得られる．

〔系8．1〕

（D＊F＊）N二〇 （8．15）

または

（F＊D＊）N＝0 （8．16）

ならば，（7．4）と（τ8）で表わされる線形大規模システムは一意解をもち，

サブシステムの状態の直和を状態として標準形状態方程式で記述できる．

（証明） （辞D＊）N＝Oの場合も！同様なので、ここでは（D＊F＊）N一＝Gの場

合を証明しよう．D＊とF＊の定義からわかるように，（D＊F＊）Nのリ要素

が0であることは（D（t〕F）Nのi jブロックがOマトリクーズーであることを意

味する．したがって，（D＊F＊）N＝0は（川tぽ）N…＝¢を意味している、

い重，時刻竈OでI－D（竈。）Fが正則でばないとしよう．すると，（トD（to）F）

・xo＝O，す底わち廿xo＝D（to）亙xoとなる轟次元ベクトルxo（≠0）が

存在する．この式に左からD（t o）Fをかけると，D（己O）Fxド（D（tC）F）2×0・

ゆえに，x O＝O（t o）Fxo・＝（D（‘o）亙）2xOである．以下，同一様にして、 x o

＝（O（山0）F）Nxoが得られる、ところが，上で述べたように，（8．I5・）より，

（D（t o）F）N＝Oだから， x o＝0と在る．これは，五一D（ωFが正則ではない

としたことに矛盾している．したがって，五一DωFは正則であり，定．理8，1

により，こσ）系は証明された．               （証明終）

（注8．2） この系は（D＊亙＊）Nや（F＊D＊）Nを実数体上のマトリクスの積

と見なしでも成立する．それは，D＊とF＊の要素が0と1だけだから，ブー

ル演算で（8．15）が成立すれば実数体上の演算でもそれは成立し，逆に実教体上

の演算によって成立すればブール演算によって成立するからである．

（注8．3） （8．15）が成立することと（8．16）が成立することは等価である．

注8．2で述べたように，（8，15）や（8－16）がブール演算で成立することと実

数体上の演算で成立することば必要十分の関係にあるから，こ1二では，実数体

上で（8．15）と（8．16〕が等価であることを示す．い重，（D＊亙＊）N二0であ

るとしよう．すると，（F＊D＊）N＋1寸＊（D佃＊）D＊・＝O． F＊D＊の固有憧
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を．λ、とすると（F＊⑪＊）N＋1の固有値ぱλN判だから，これは亙＊D＊  のN個

の固有値がすべて0であることを意味している．したがって，（F＊D＊）N・＝0

である．このように・（8・15）が成立すれば・（8・16．）も成立する．また・こ

の逆も全く同様に示すことができる．

 ここで，プロツク線図から導かれる有向グラフを考え，系8．1の条件の具体

的な意味を調べよう．このグラフはサブシステム（ブロック）の入力と出力を

節点で置き換え，それらの’接続1裏係を枝で表わしたグラフで，具体自勺には次の

ように描かれるものとする．童ず・サブッステムS i（i箏1，2，…   N）
                                  ，
                         一〃」1への入力に対応して節点①を警き1出力に対応して節点ヒ）を蓄く・次に・

・iが直結経路をもつならば・①から⑰に向う枝を書き・・j（j一・・
                              ／｛、
2・’．’，N）の出力がSiの入力に接続しているならば・（N・リから①

                              ㌧1・一に向う枝を書1く．このようにして作られたグラフはサブシヌテム間拾よびサブ

ツステム内部の静的な接続関係を表わしている．

 い重，このグラフをアソッエーツヨンマトリクス（節点接続マトリクス）73）

を用いて表わそう．アソッェーツヨソマトリクスとは，そのi j要素が，節点

①から節点①に向う枝があるときユ，友いとき0で定義される正方マト1jクズ

である．上で述べたグラフの描き方倉丈びブールマトリクヌD＊，F＊の定義

を比較すれば容易πわかるように，このグラフのアソッェーシヨンマト叩クス

は

し1．1＊l
である．このブールマトリクスを（2N）乗すると

     ド㍗1（㍗（∴一

だから，系8．1の条件が成立することは

     ヘト   …
であることを意味している（注8．3参照）．ところで，アソッエーツヨンマト
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ljクスのk桑（k＝1，2，…  ）の｛j要素が1であることは。節点O

から節点①へのk太の枝を通る経路が存在することを表わし・9はそのような

経路が存在しないことを表わす73） したがって，（宰17）より，上の有向グ

ラフには，（2N）本の枝を通る経蕗は存在し庄い．これは，もしサイクルが

あれば（2N〕本以上の枝を通る経路が存在するので，このグラフにはサイク

ルがないということである．以上より，系8．1の条件は，対象としている大規

模ソヌテムに静的なフィードバックがないこ．とを意味していると言える．

 線形大規漠ツステムが系8．工の条件を満たす具体的な場合としては次の場合

がある．

 1り すべてのサブッヌテムが直結経路をも足ないとき．すなわちl D＊箏0

  のとき

 l1i〕 サブッステム間に婁続が添いとき．すなわち，F＊＝0のとき．

 舳 全体システムが一方向干渉ツステムの構造をしているとき．すなわち，

  ・サブッステムの番号付けを適当に変換することによって，

               ＼     0＊・…一一・＊

     0   0’     ・

  ＊           ．   ’
 F  ＝          ・  ’

     0 0  ．＊
    、0 ・……・り
となるとき．ただし，＊はO童だは1を表わす．

8．2．2 線形時間不変大規模システムの状態方程式表現

 これまでに述べたように，．線形大規模システムが一意解をもち，サブシステ

ムの状態の直和を状態として標準形状態方程式で記述できる丸めの必要十分条

件は，五一DωFが正剛（または。それと讐価な五一F引t〕が正則） である

ことである．ところで，次の例で示すようκ，サブシステムが時間不変ツステ

ムの場合には，この条件が成立し浅くても全体システムが一意解をもち，状態

はサブシステ今の状態の直和では衣いが標準形状態方程式で記述できることが

ある．以下では，線形時間不変サブツステムから成る大規摸ツステム
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Xω ＝ AXω 十 BU（ω

Y（ω ＝ CX（ω 十 DUω

Uω ＝ FY（t〕 十 GVω

W（ω 二 J Yω 十 LV（t）

（7．6a）

（’乙6b）

（τ8a）

（7．8b）

を対象に，このような場合も含めて，会津ツステムが一意解をもち，標準形で

記述できるための一般的な条件を求める．

〔例8．4〕 標準形で表わされた2つのスカラ・システムから成る図8，4の線

形時間不変システムを考えよう．このツステムが一意解をもつことは，例8．3

のシステムと同様に，s領域で示すことができる．一さて，2つのサブツステム

を表わす標準形を咳とめると次の通りである．

に：1：、一…．：lll：l11・いXll：ll〕

         A           遍

（8118a）

lll：ザい」にll：1」・！ll
，

「

皿1ω

し・・（t〕 （8．18b）

C          D

一方，接続関係ぱ・

           S1         S2

 1      ＿r      一                       「
      ・・（t〕＝一・・（ω十・・（O  ま・lO＝一3・。（舳・・（Oy。十

Vl＋ u士      y1u2
   ＋ y・ω＝・・（t〕十・・ω  y・ω〕坦 ・・（叶・・（・）

一1W

                             」 l

L＿．＿                    1

 図8．4 a o t（I－DF）二0だが，標準形で表わせるツステム
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［l1剛十1 y1（ω
／・・ω／

・川州 （8．19a）

F         G

   Wω  ＝〔一1 工〕

          J

で表わされる．これらより

一・・一

y ω

y （ω

．リ

十〔0〕Vω

  L

（8，19b）

は正鼻11ではないので，このシステムは〔x ll・！ x21・D’を状態としては標準形

で記述できない．しかし，これから導くように，1次元の標準形で記述するこ

とができるのである．まず，（8，18b）と（8．19a）を展開して得られる4つ

の式を辺ごとに加えて，整理すると，

   x1 ｛t〕＝一 x2包）一V（t〕                              （8．20）

が得られる．この両辺を微分して，（8．18a）の2つの式を代入・する．

   一x1（ω十u1ω＝一（一3x2ω十u2ω）一Vω

これから（8．18b）の下の式と（8．19a〕の上の式を引き，（8．20〕を加えて，

一㎜2（・jに二）いて整理すち．

   む2ω二0．5x2ω‘Vω一0．5Vω           （8．21）

これを（8．18a）の下の式に代入することによって

   三2（ω二一2．5x2ω一Vω一0．5V缶〕          （8．22）

が得られる．一方，（8，19b）から（8．18b）の上の式，（8，19a）の上の式，

（8．20）を引くと，

   Wω ： x2ω                （＆・23一）
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が得られる．ここで，新しい変数X＋）を

xω全 x2ω十 〇．5Vω

と定義すると，これらは全1本ツズテムを表わす標準形状態方程式

ま（ω ＝ 一2．5x（t） 十 0．25Vω

W（ω ＝ xω 一 0．5Vω
（8．24）

になる．

 このようなI一）Fや工一F Dが正則でない場合も含めて，解の存在性や一

意性と状態方程式表現について一般的に考察する場合，全体シ。ステムを中間標

準形74），76）で表わすと，回路理論で得られている結果64）・67）・的，81）が適用で

きる．申聞標準杉とは，ある中r罰変数Z（・〕全（Z11・j  完。．1・い・・磨Nl・j）・

および入力u（・1と出力y l・〕に鱒する

   ξ；ω＝五月十重。ω        （8・25・）

y（缶〕 ＝ 6π（t〕 十一 5u｛t〕 （8．25b）

         S， AξRHxn

の形の方程式で，標澄形状態方程式；との違いはSが単位マトリクスとは限らず，

正則でなくてもよい点である．この中間標準形で表わすことのできるシステム

のクラスは非常に広く，有限個の増幅器，積分・器，加算話で構成されるツステ

ムや入出力・微分力穫式で表わせるソステムはすべて記述できる76）． しかも，中

間標準形は一意解をもた履いツステムを記述することもできる．中間標準杉に

ついてはむO I e富包18ユ）によって次の補題が栂られている．

〔補題8．1〕81）申聞標準形（8，25）が任意の初期条件z（O＿）と入力に対

して一意解をもつ定めの必要十分条件は。

   d o t （s S＿A）  ……ξ  O                                 （8．26〕

が成立することである．

 さらに，F e“wo i s舳とDe r v｛s o湊1u69）ぱ，この補題の条件が中

間標準形に等1面な7ω
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圭（続 ： Ax（缶） 十 児uω

y（ω ＝ Cxω 十 Dωu（竜）

・（奮〕＝冠X（缶1＋Flか（ω

（8．27a）

（8．27b）

（8．27o）

（δ（・P），歪（P）は微分オペレー〃P全d／“  の多項式を要素とするマトリク

ス）の形の方程式（準標灘形と呼ぶ）が存在するための必要十分条件であるこ

とを示した＊．この結果に若干の考察をカロえると，申聞標準形で表わされたシ

ステムが標準一形で記述できるための必要十分条件が得られる．すなわち，準標

準形でD（P淋定数マトリクスになれば，そのシステムは標準形で記述できた

ことに在る．これはそのシステムの入出力闘の伝達霞数がS＝o。に極をもたな

いことと等価である．し走加って，次の痛還が成立する．

〔補題8．2〕 中間標準形（8．25・）で表わされたシステムが一意解をもち，標

準形状態方程式で記述できる走め・の必要十分条件は，

川“・（・S－A）≠0
     ’     一  ．   oエ ’      一      ～

㈹ lim O（sS－A、  児 十 D ＝ D
  S・亨。q

    D   定’敬マトリクス

（8．26）

（8，28）

が成立することである．

 それでは，この補題をここで考えている線形時濁不変大規模ツステムに適用

するために，（7．6〕と（7．8）をまとめて中間標準形の形に書こう．

ポ脹1ザ∴lllハll…（一

脚注＊ 厳密に言えば，亙OいWOiSと0HViSO曇1uは中間標準形とX（t）：

Axω十B（p）u（缶），y（ω＝Cxω十D如〕u（t｝，z（O・＝E豆ω十F畑〕u（ω、

の形の方程式の等価性を論じている．この方程式が準標準形に等価変換できる

ことはPoい1e64）が示している．
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Wω ・＝ 〔0 0 J） 叶一 （8．29b）

この中間標準形に拾いでは

d et

s I－A    ’B

  O     I

 －O     －D㌧

  「
一1」

＝dθt（風I－A）  d－e t （I一（C（s I－A）一1B＋D）F）

＝ aθt（ 8 I－A 〕   a o t （ I一 五｛s〕F ）              （8．30）

  亘（s1全 C（sI－A）一1B＋D

・1（・ト・・ジ1過t・・1  0

㌧ ○  ・・（・卜・・）一’遍・…

で，つねにユ6t（s I－A≠Oは成立するから・補題8・2の条件（1）が成立

することは，d eむ（I一田sぼ）≠0が成立することと等価である．喧た，

・一
^∴1

＝J（I－H（s，F） 一一 H〔s〕G

寸小・

十 L （8．31）

である．し走がって，補題8．2より直接，線形時間不変大規1膜ツステムの状態

方程式に関する次の定理が得られる．

〔定理8．2〕 （7．6）と（τ8）で記述される線形時間不変大規模ツズテムが一

意解をもち，標準形状態方程式で記述できる，すなわち，
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              〈   ■           〈
   工ω ＝ 真x（ω 十 Bv（ω
        〈．   ＾           （8・32）
   W（t〕＝ Oxω 十 D V（t）

の形に記述できるための必要十分条件は，

1いd“（卜酬F）（＝a・・（ト亙酬））声〇

              一              く （il〕 a i㎜ J（I一且fs〕亙）  H1s〕G  ＋ L ＝ D

   s→oo
         〈         D ： 定教マトリクス

が成立することである．

 この場合，得られる標擦形状態方程式；（8．32）の次元は

・∴All÷
の次数に一致することが知られている67）・69）．それは行列式の定義からnを越

えない．すなわち量全体ツズテムの状態空間Iの次元はサブツステムの状態空間

の次元の総和より低いか，または等しいのである．

   di㎜x≦dimX           （8．35）

 と・ごろで，定理8．Iより，I－D Fが正員脆らば，定理8．2の条件（1〕．

（蘭肱当然成立しなければならない．それを確かめて巻こう．・まず，

   ao化 （I一亙（oo）F）  ＝  a o己 （I－1－1）亙）

子あるから・d66（I－0亙）≠0のとき・条件（リが成立することはわかる．

しかも，このとき，

  a i m J（I一且（s〕F）一田畠1G＋L＝J（I－D亙）一1DG＋L

  S→oo
と在るから，条件（棚も成立する．
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8．3 非線形夫規模システムの状態カ程式義理

8．3．1 状態方程式表現できるための条件
 ここでは，正規形状態方程式で表わされるサブツステムが接続して構成され

る非線形大規模ツステム

Xω ・・ lf（Xω，U（t〕，t）

Y（t〕 ＝ 9（Xω，Uω・缶）

Uω ＝ FYω 十 GVω

Wω JY（ω 十 LVω

（7．2a）

（7．2b）

（7．8a）

（τ8b）

を対象に，その解の存在一1全と一意性，および状態方程式表現について考えよう．

線形大規模ソステムについてこれ’までに述べ走ように。サブッステムを表わす

状態方程式（7．2）が線形の標準形（これは正規形の1つである）の場合でも

全体ツズテムは一意解をもつとは限らず，・まして状態方程式で記述できるとは

限らない．したがって，当然，ここで考えている非線形大規模システムも一意

解をもつとは限らず，正規形状態方程式で記述できるとは限らない．そこで，

以下では，どのような条件が成り立つとき，全体ソステムが一意解をもち，正

規形状態方程式で記述できるのかという問題を考える．

 そのために，線形大規模ツステムの場合（定理8，1の証11角）と同様に，サブ

システムの出力を表わす（7．2b）と入力を表わす（τ8a）を合わせた連立方程

式

    Y（tl ＝  g（Xω，Uω，t）            （7．2b）

    Uω ＝ FY（ω 十 GV（ω             （τ8a〕

を考えよう．これは，ここで考えている大規模システムの記憶素子を入力に置

き換えて得られる静的在（非記憶素子から戎るiシステムに表わしている．い

ま，この連立方程式1か，任意のXω，Vω，tに対して，UωとY（ωについて

U（ω ＝ h（Xω，V伍〕，乞） （8．36）
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        〈   Y（ω ＝ h（X他j，V（竈），七）           （8・37）

の形に，陽に解け足としよう．ここに，h（・，・。・、ぱRn×昆～×RからRT
     〈               ～            ～
への開教，h（・，・，・）は鼠皿×膿×Rか舳㎜への関数で、どちらも初めの

（言付）変数に関して連続微分可能，最後の1変数に謁して連続とする．する

と，（8．36）と（8．37）をそれぞれ（㍑a、と（7．8b）に代入することによっ

て，全体ツステムを記述する正規形状態方程一式が得られる．

   ‘
   X（剛＝f（X（t）、h（Xω，Vω，t），t）

     今r（X（・〕，Vω，・）        （8．38・1

       〈   W（t〕＝J h（XlけVω，t〕十LVω

     全；（Xω・Vl・い）       （8・38b）

そして，この正規形と，Ul・）と別・1が（8．36）と（8．37）で表わせることから，

全体ツステムが一意解をもつことが言える．このように，（7－2b）と（7．8a）

を合わせた連．立方程式がUいとYωについて陽に解けることが，～ここで考えて

いる非線形大規模ツステムが一意解をもち，X（・〕を状態として正規形状態方程

式で記述できるための十分条件である．したがって，（7．2b）と（7．8a） が

UωとYωについて解けるための条件を明らかにすることが，ここでの問題と

在る．

 そこで，この条件を明らかにするために，（7．8a）に（7．2b）を代人して得

られる

   U（tト亙g（Xlt一〕、U（い，缶）一GV（O＝O       （8．39）

と， （7，2b）に（τ8a）を代入して得られる

   Yω一9（Xω，亙Y（ω十GVω，己）：O       （8．40）

を考えよう．もし，（8．39）が引ωについて（8．36）の形に解ければ，その結

果を（7．2b）に代入することにより，yωぱ（8，37）の形に表わせ，・また，

（8．40）がYωについて（8．37）の形に解ければ，その結果を（7。ポ五）に代
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火することにより，Uωは（8．36）の形に表わせる．す方わち，（8．39） が

Uωについて，重奇は，（8．40）がYωについて陽に解ければ，（τ21・） と

（7．8a）を合わせた連立方程式はU（t〕とYωについて解けた～二とになるのであ一

る．（したがって，全陣システムは正規形で記述できる．）   以上の考

察をもとに，（8，39）と（8．40）に大汝的陰関数定理を適用して，UωとYω

が（8．36）と（8．37〕の形に解けるための条件を求めると，次の定理が得られ

る．

〔定理8．3〕 すべてのX，U’・tについて

  li〕・。・（1一一三〕（一・。・（1一㌫））≠。（・．・1言

           ∂U         ∂U

かつ，すべてのX，V．tについて

（購 ハm llU－Fg（X，U，化）一GV il ＝oo
 リU fl’→oo

（8．42）

または，

㈹’ 4im lly－g（X．FY＋GV，O） ll コ。o
  llY！1→o。

（8．43）

が成立すれば．（7．2）と（7，8）で表わせる非線’形大規模システムは一意鴻をも

ち，サブツステムの状態の直和を状態として正規形状態方程式で記述できる．

す衣わち，

X（t〕 ＝ 主（Xω，Vω，｛〕

W（6〕： 9（X（缶〕・V（も〕，リ
（8．44）

の形に記述できる．

（注8．4） この電曝で非線形大規模システムが一意解をもつとは，任意の初

期時刻と初期状態拾よび（連続凌〕 入力に対して初期時刻の近傍で一意解を

もつという意味であって，全時間上での一意解の存在を意味しているのではない．

脚注＊

       ∂        ∂9
簡単のため，   g（X，U，t）を一と書く．
       ∂U’       ∂U
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 この定理の’証明の定めに，大域的陰関数定理を与えて拾こう．

〔補題8．8〕 v（・，・、・）を昆n×妙×R4からRnへの1，最初の（n＋k・〕

変数に関して連続微分可能かつ残りの4変敏に饅して連続な関数として，方程
                            k
式v（x，y，2）＝Oを考えよう．もし。倉の倉ののyξR ，Z§温4ご

とにV（・，y，Z）が鼠nからR nへの露数として微分1同相，すなわち，その

連続微分可能な逆開教が存在すれば，すべてのy，ZについてV（W（y・屠），

y，z、＝0，す在わち，x官w（y，一が成立するようなRk xR4から

R nへの関数w（・、・）が一意的に存在する．そして，この調教は最初のk変数

に関して連続微分町能，残りの4変数に関して連続である．

（証明） 方程式V一（X，y，Z）＝uを考える．V（・，y，．竈）は微分同相

であるから・すべてのX・y・Zについて葛e t∂V／∂X≠O雀， かつ，各

y・zごとに逆関数熱・1が一意的に存在する82）．す哀わち，x＝訊、し当然，

Wl・〕ぱy，量に依存しているので，これはX：秀一（u，y，・）となるような

鼠皿XR k×R4から昆nへの漢数令（・，・，・〕が存在することを意味している．

1二ごて，u＝Oと拾き，金（O，y、搦）をw（y．z）と書くことにすると，

V（W（y，Z），y，Z）＝⑪が成立する．すなりち，すべてのy，2に対して，

方程式V（．X，y，2）＝OはXについて一意解をもち，X二・W（y，Z）と表わ

せる．ところで，すべてのx，y，zについてde t∂v／∂x≠Oであるから，

局所的陰駿数定理83〕により、すべてのy，zの近傍でv（w（y，Z），y，2）

＝Oを満たすようなRk×R4から盈皿への関数w（・，・麻一意的に存在する．

’したがって，W（・、・〕はW（・，・）を連絡したものクこほかならない．この需

（・，・）は最初のk’変数に関して連続微分可能，かつ残りの2変一数に関して連

続で83、微分可能性や連続性は局所的在性質だから，w（・，・1も同様σ）性質

をもつ．                 （証明終）
 この補題では・ある逆開教の存在カ艦関数の存在を意味している．逆関数が

存在するための条件は重々得られているので。この補題を用いると，それらに

応じて陰関敏が存在するための条件が得られ，したがって，全体システムが一

意解をも．ら，正規形状態方程式；で記述できるための条件が得られる．定理8．3

脚注＊

簡単の’閧ﾟ，∂ V（X，y，、）を上と書く．
      ∂x         ∂x
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は次に述べるPa1a i S84〕の大域的逆関数定理によっている．

〔補題8．4〕84）v1・1をRnからR皿への連続微分可能．在関数とする．1二のと

さ，すべてのx竃昆nについて

∂VlXl
li〕  a洲 声 0

∂x

かつ，

（1い バm llVl・〕ii＝心

  リXlト。。

衣ら1ば，Vl・肱微分同相である．

（定理8．3の証明） 定理の前に述べたように，（8．39）がUlt，1について

（8－36）の杉に解けることか，（8．40）がYωについて（8．37）の形に解ける

ことを示せば十分であろう．唆す，P西1乱i sの大域的逆蘭数定埋（補題8．4）

によると，この定耀の条件1ilとOi〕は，σ一F g（X，U，缶）一GVをUの翼

教と兇なしたとき，その逆開教が存在することを保証している．したがって，

大域的陰開教定理（補題8．3）により，方程式U－Fg（X，U，｛）一GV＝O

はUにっし（てU＝b（X，V，t）の形に解ける．これは（8．39）がUωについ

て（8．36）の形に’解けることを意味している．同様に，この定理の条件川と

（iパは（8．40）かY（いについて（8．37）の形に解けることを保証している．

                              （証明終）

 以上で定理8．3は証明され・走が，この定理の条件㈹とliザは実際間題には適

用しにくい杉をしている．そ1二で，Rh6inbo1d085〕や0htsuki，W乱一

t融n abe66）によって得られている大域的逆関数定埋を殆いてもう少し使レや

すい条件を求めてあ・こう．昆ho1nb o1“やOいs1ik i，Wa t aM1）eの

大域的逆開教定理は次の通りである．

〔補題8．5〕85）vl・〕をR皿’からRn・への連続微分可能な関数とする．このと

き，すべての、x俸瑠皿について

      ∂ V1対
（1j ae t ≠ O

∂x
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が成立し，かつ，すべてのx逗R nについて

     ∂Vω 一
（禰）  ll（    ）  ll≦αll xll＋β

σX

が成立するような正数α，βが存在すれば。Vl・）は微分同相である．

（補題8．6〕66）v（・〕を冠n・からRnへの連続微分可能在関数とする．このと

き，すべてのxξ鼠nについて

（iV）
∂VlX〕     ＊
    ≧ εI
∂ x

’または

＊

M
∂・f・｝

     く  一εI
∂ x

が成立するような正教εが存在すれば，Vl・肱微分同相である．

（注8．5） マトリクスMと定教εについて，M≧εXやM≦εIが成立する

ことば，それぞれ

⊥λ職i。（M＾i・）≧ε
2

⊥λmx（皿十亙・）≦ ε
2               一

が成立することと等価である．

 これらの大域的逆関数定理を大域的陰開教定理（補題8．3）とともに（8．

39）と（8．40）に適用すると，補題8．5と8．・6に応じて，次の2つの系が

得られる．

〔系8．2〕 すべてのX，U，化について

脚注＊ 非対象（正方）マトリクスMについても，ある定数εに対して，すべ

てのxについてx’Mx；≧εx’x（x’Mx≦εx’x）が成立することを，

M≧ε．I（一M≦εI）と書くことにする．
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ω a、＾（I＿亙互旦〕
         ∂U

（＝d偉t（I一立生F））≠o
       ∂U

（8．41）

が成立し，かつ，任意のX，tに対してザすべての口’について

         ∂9一、
（棚）  月（I－F一一）  ll ≦ αllU11＋β
         ∂U （8．45〕

または

          ∂9  ｛、
  （榊）’ ll（I一・一・F）  ll ≦ αllUll＋β      （8．46）

          ∂U

が成立寸るような正教α，βが存在すれば，（τ2）と（7・8）で表わされる

非線形大規模システムは一意解をもち，サブシステムの状態の直和を状態とし

て正規形状態方程式で記述できる．

〔系8．3〕 任意のX，tに対して，すべてのUについて

（～） トー土≧ ε。
        ∂U

       ∂9
（1V〕・ I＿、 F＞ εI
       ∂σ

        ∂9
｛〉）     I一］ア      くご  一ε・I

        ∂U 筥

       ∂9
｛V〕’   I一一二F ≦； 一εI
       ∂U  一

（8．47）

（8．48）

（8．49）

（8，50）

のうちのどれか1つでも成立するような正教εが存在すれば，（τ2）と（7．

8）で表わされる非線形大規模ツステムは一意解をもち，サブツステムの状態

の直和を状態として正規形状態方程式で記述できる．

 こ1二で，非線形大規模ツステムの特別な場合として，サブシステムの出力が

y－ 堰iω ＝ 9i（㍉ω・畿）十Diω口i（缶） （8．51）

の形に記述できる場合を考えよう．ここに，9 （・，・）ぱRni×RからRmiへ                     i
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の．最初の㍉変数に関して連続微分可能かつ残りの1変数に関して連続な関

数とし，0i（・）はiniXri。マトリクスで，その要素は連続とする。サプニシス

テムρ出力をまとめ下表わすと

 Y（t）＝9（X（t），t）十⑪（む）U（t）             （＆52．）

          「g、（・。（・），t）   ’D・（t）   一
                                〇
  ・（X（tい）全・・（xl（tゲ生D（t）全 舳）

                        」O    DN（t）
          LgN（xN（t），t），

と書けるから，定理8．3の条件（1）と（ii）はそれぞれ

（1）’ d・t（I二FOω）（＝d・t（卜0（山））≠0 （8．53）

 （ii）” 4im H（I－Fp（t））UrFg（X，缶）一GVll＝oo   （8－54）
   llU－ll→oo

という条件になる．ところが，I一亙D（缶）が正則率らば

   li．（トF眺｝）卜F・（X一）一gV，一

   ≧≡ ll（五一F三）｛t〕）1⊃11－llFg（X， t）十GVll

   ≧li（Iイ州ゾ1〔ml－llFg（X，・）斗Gn

であるから，条件（1γが成立すれば条件㈹’はつねに成立する。以上よ．り，次

の系が得られる．

〔系8．4〕 すべてのtで

  （1）’ d・t（I－FD（t）） （＝d・t（I－D（t）F））声0 （8，53）

が成立するならば，（7．2a），（一8．52），（7．8）で表わされる非線形大

規模ツステムは一意解をもち，サブシステムの状態の直和を状態として正規形

状態方程式で記述できる。

（注816） 証明は省略するが，線形大規模システムに対する定理8，1と同様，
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この系の逆は成立する．

 以上の定埋8，3，系8．2，8－3，8．4ばすべて（τ2b）と（τ8a）を合わせ

た連立方程式がU（t）とY（t）について解けるための条件を大域的陰関数定理を使

って求めることによっている．それに対して，次に述べる系8．5ば，線形大規

模システムに対する系8．1と同様に．ブールマトリクスを使って接続関係を奉

わす考え方から得られる．い意．線形サブシステムの場合と同様，非線形サブ

システムに対してプールマトリクスを
       ’～  ＊
    山1

    0
～＊
0  ＝  ・

    0

O

～＊d22

●    ・

O ・

・ …   o

・ …   0

    ●

 …  dN㎡

（8．55）

「1：・iに直結経路があるとき，拙1ち，出力が

～  ＊△ノ  yi（t）＝gi（xi（t），t）の形てば表わせ庄いとき・

∵・：1；畿rl㌃㌦11線
で定義しよう．サプツステム間の接続関係は（8．14）で定義したプールマトリ

クスF＊を用いて表わす。このとき，次の系が成立する。

〔系8．5〕

（5・亙＊）N＝O （8．56）

または

（F＊3＊）N＝0 （8．57）

ならば，（7．2）と（7．8）で表わされる非線形大規模システムは一意解をも

ち，サブシステムの状態の直和を状態として正規形状態方程式で記述できる。

（証明） 注8．3で述べたように，（5＊F＊）N＝0と（F＊O＊）N＝Oは等

価だから，ここでは（F＊3＊）N＝0の場合を証明しよう．この条件が成立す

るとき，対象としているシステムが静的友サイクルをもたないこ・どは，線形の

場合と同様である。もっと具体的に言えば，任意のサブシステムの入力から．

サプソステムどうしを結ぶ矢印と直結経路をもつサブシステムだけを逆方向に
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たどると，必ず直結経路をもた旋いサブシステ．ムの出力または全体システムの

入力に到達し，それ以外にはない。このことを数式の上で述べれば，（8．39）

を変形した

U（t） ＝Fg （Xω，U（tl，t）十GV（t〕 （8．58）

の右辺にそれ自身を（N－1）回代入して得られる

            N

                          へ
U（t）＝亙9（X（ω，亙9（X（t），… ，F9（X（t）．皿9（X（t〕，U（t），t）

      十GV（t），t）十・・斗GV（t｝， t）十GV（t），t）十GV（t｝
     し．
             一一山、
                 N

                              （8．59）

の右辺ばもはやσ（t）の関数でぱないということである。しかも．この右辺の

関数は，その形からわかるように，X（t）とV（t）に関して連続微分可能かつ

tに関して連続である。このように，（8－57）の条件が成立するとき，任意の

X（t），V（も），tに対して，（8－39）はU（t）について（8，36）の形に一意

的に解ける，したがって．上で述べたように．全体システムは一意解をもち一，

X（・）を状態として正規形状態方程式で記述できる．      （証明終）

 系8－5の条件を満たすような非線形大規模システムの具体的な例としては，

線形大規模システムの場合と同様，すべてのサブシステムに直結経路がないよ

う底大規模システム，サブシステム間に接続がないような大規模システム、接

続関係が一方向干渉シヌテムの構造になっている大規模システムなどがある．

8．3．2 リプシッツ条件

 これ一までは一井線形大規模ツステムが一意解をもち．正規形状態方程式で記述

できるための条件を求めてきた。ところで，正規形状態方程式は状態変数に関

して局所的リプシッツ条件を満たしているだけだから，上で得られた条件は初

期時刻の近傍での一意解の存在を保証しているだけで，初・期時刻以降の全時間

上での解の一ｶをは保証していない．つまり，解は有限時間で発散してしまうか

も知れ危いのである．そこで，以下てば，全時間」二での一意解の存在を保証す
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る大域的リプシッツ条件が，状態変数に関して，全体システムを記述する正規

形状態方恕式の微分方程式に拾いて成立するための条件を求める。次の3つの

例が示すように，各サブシヌテムを表わす正規形の微分方程式が状態変数に関

して（例8．7では，正規形全体が状態変数と入力変数に関して）大域的リプシ

ッッ条件を満たしていても，全体システムの正規形がこの条件を満たすとぱ限

らない．すなわち，大域的リプシッツ条件についても，一正規形や標準形状態方

程式表現についてと同様，サブツステムの特性が全体システムに保存されると

は限らないのである．

〔例8．5〕 正・規形で表わされた2つのスカラ・システムから成る図8．5のフ

ィードバックシステムを考えよう。このシステムに拾いて，ブールマトリクス

～＊    ＊
D ，F はそれぞれ

・㌧
撃

：1・ハードl／

だから

    （5＊F＊）・＿ 00
             0 0

となる。したがって，系8．5により．このシステムは一意解をもち，正規形状

態方程式で記述できる。そして，その正規形は，簡単な言†算により，次のよう

l                  l
            Sl
1
十 u工．

■X、（t）＝一X、（t）十u・2（t）
yl

1

V
1 ＋ →

一 ｝ 1

1 1

I
S2

し、 ｛一
1

●X2（t〕＝一X2（t）十u・（t）
u宮

，

1
y2（t）＝x2（t）十u・（t）

1

→W

図8，5 大域的リプシッツ条件を満たさないシステム（1）
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に得られる．

    X1（t）＝一X1（t〕十（X1（t〕十X2（O）十市））2

    ×2（t）o X1（絶〕一X2（t） （8．60）

    W（t） ＝xl（t）

これば明らかにX1ωに関して大域的リプシッッ条件を満たしていない．

〔例8．6〕 正規形で表わされた2つのヌカラ・システムから成る図8，6のフ

ィードバックシステムを考えよう．このシステムが一意解をもち，正規形状態

方程式で記述できることは，例8，5と同様，系8．5を用いて示すことができる．

その正規形は

    x。（t〕：一x、（t〕十x12（t〕十x。（t）十V（t）

    ・｛）＝x．2（t）一x・ω         （8・61）

    W（t）＝x12（t）．

であるが，こればx亘（t〕に関して大域的リプシッッ条件を満たしてい庄い。

   1                －  l              S1
   l                    l

・．1＋予○」㌧           W
 1＋  ui・一  予○H    、

I
●xI（t）＝一x1（t〕十ul（o）

y， 1
y1（t〕＝X12（t）

I

1

1 ＋
I

I 1

I S2 1

1
y，1王。（トー・用十・・（・）

1
u2

I
y目ω＝x・（tl＋・。（t〕一一

■’ 1

』

図8．6 大域的リプシッツ季件を満たさないシステム（2）

 以上の2つの例では，S1の入力または出力に（大域的リプツッツ条件を満た

さたい）2次関数特性が存在するために．・全体システムを表わす正規形が大域
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的リプシッッ条件を満たさなくなっている．次の例では．サブシステムを表わ

すすべての関数が（すべての変数に関して）大域的リプツッツ条件を満たして

いるにもかかわらず，全体シ・ステムを表わす正規形はその条件を満たさない．

〔例8．7〕 正規形で表わされた2つのスカラ・システムから成る図8．7のフ

ィードバックッヌテムを考えよう．サブシステムSlは線形時間不変ツステム

であるから．それを表わす状態方程式は大域的リフツッッ条件を満たしている．

童た．サブッステムS2（増幅器）の特性を表わす92（・1ぱ連続微分可能で，

すべての山2．リ2について

       ～         へ            ～   〈
    lg2（・2）一92（・・）1≦1．51・．。一u．21   （8．62）

を満たすから、やはり大域的リプツッツ条件を満たしている．さて，このシス

テムが一意解をもち，正規形状態方程式で記述できることは．

一11）一・・十： 刊

Sl

v

I 1

      1 ・P＋ lX’〔卜X’（tい1（t）

P＋ @L（tトxユω十u’（乞）
y・  1

，

一

1
S2

I

3 1

I y2・           u2@－  y2（t）＝92（u2〔t）） 1

W

l                  l

         i・。十＾・日0．5，  1≦・・

｝∵÷、ひ、，∵∵

図8．7 大域的リプツッツ条件を満たさないシステム（3）
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     ∂g、
・＝ 1 一

∂山

        1
 1－0．5 ・22・

＝く一0．5，
 λ         】
        〇  一  一一0，5（一u2）2。

≠ O

 1≦u2

－1＜u2＜1

 u2≦一1

（8．63）

で．かつ，ハノルムに関して

    ∂g
ll（I－F・

一1

∂U

．，≦、、、生三、一・、，・ll：1

      ∂・・ 、11」

 ≦ （2＋21u21）x2．5

≦5＋511Ull

n

（8，64）

が成立するので．系8－2により，保証されている．そして，その正規形は簡単

な計算によって次のように求まる．

一（x、（6）一V（缶）一0．5）2，

∵：ll∵∴、，

ト（x・（t）一市）一〇．5）2．

∵：∵∴、，

x1（t）一V’｛t）≡≦一0．5

一〇、5〈x1（t）一V（t〕＜O．5

0．5≦≡xユ（t）一V（t）

x1（t）一V｛t）く一〇．5

（8．65）

一0．5＜x1 （t〕一V（t）＜O15

O．5≦x i （t〕一V（t）

これは，明らかに，x、（t）に関して大域的リプシッツ条件を満たしていない．

そして．この正規形のxエ（O）＝2．剛t〕三0．5に対する解
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          2
    X、（t）・＝

        1－2t
          4                    （8．66）
    W（t） ＝
        （1－2t）2

がt→0．5で発散するように．図8．7のシステムの一解は全時間上では存在しな

い．

 非線形大規模システムが正規形状態方程式で記述できる場合，その正規形が

大域的リフ＝ンッツ条件を満たすための条件は次の定理で与えられる，

〔定理8．4〕 （7．2）と（7．8）で表わされる非線形大規模システムが定理

8．3の条件を満たしているとしよう。このとき，すべてのX，U，tについて

     ∂f  ∂f    ∂g－1 ∂g
    トー十一一（卜F一）F一一11≦O。（・） （8．67す
     ∂X   ∂・U     ∂0’   ∂X

が成立するような連続関数O11・）が存在するならば．全体システムを記述する

正規形状態方程式

    X（ω＝f（X（O〕，γ（t），t）

    V7（t）＝9（X（t〕．V（t）， t）               （8．44）

において，f（・、・，・）はすべてのXl，X2．V．oについて

   ll f（x2，v，t）一f（xl．v，t）H ≦cI（t川x2－xl ll（8．68）

を満たす．したがって．このシステムは全時間上で一意解をもつ．

（証明） 定理8．3の条件が満たされているとき．全体ツステムを表わす正規

髪状態方程式は（8・38）のように書けるので

脚注＊

         ∂       〃   ∂
  簡単のたゆ，・一…一一｛（X．U，じ）を一   と，  f（X，U二t）を
        ∂X       ∂X  ∂U一

∂f  ∂      ∂g
   と，一一9（XプU，t）を一＿＿一 と書く．
灯   ∂X      ∂X
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    f（X，V，f）＝f（X，血（X，V，t），t）

である．これより，次の蘭係が成立する．

    ∂f    ∂f    ∂f  ∂11
       ＝   十             （869亨
    ∂X    ∂X    ∂U 3X

そして，血（・，・，・）が，（8・36） と（8・39二より，

    h（X，V，t）一F9（X，止（X，V，t），t）一GV＝O

を満．足すことに注意すると

    ∂h     ∂g －1 ∂g
       ＝＝（I＿1丁    ）  1ア                （870）
    ∂X       ∂口’    ∂X

であるから，結局，∂f／∂Xぱ

    ∂7  ∂f ∂f   ∂g一 ∂g
       ＝一一一÷一（I－F一） F一   （8．71）
    ∂X   ∂X   ∂U     ∂一U    ∂X

と表わせる。したがって1．仮定によりけべてのX・V・・について

     ∂7
    H＿＿＿ il ≦ O1（t）                    （8．72）

     ∂X

                 跳）
が成立する．ところで，平均値の定理 によると

  llf（X2，V，t）一r（X1，V，書）l1

                  ∂～
   ≦ llX2－Xl li sup ll－f（ξXl＋（1一ξ）X2，γ，t）l1
            0≦ξ≦1 ∂X
                               （8．73）

であるから，（8．72）が成立することは，すべてのXl，X2，V，tについて

脚注＊

∂～      ∂ε   ∂ ～
一f（X，γ，じ）を一一 と，一b（X，V，缶）を
∂X      ∂X  ∂X

             －129一

∂τ

   と書く．
∂X



（8．68）が成立することを意味している．           （証明終）

 この定理では，サブシステムを表わす正規形状態方程式に何も制限を設けて

いない．すなわち．非線形大規模システムを構成する各サブシステムが大域的

リブンッ．ツ条件を満たず正規形で表わされているとは仮定してい在い．それに

対して，以下てば，サブシステムの特性が大域的リプシッツ条件を満たす関数

で表わされている場合について考えよう。重ず，サブシステムを表わす正規形

に関して．次のL1～L3を仮定する．

 L1： すべてのXl，X2，U’，tについて

Il f（X2，町 t）＿f（Xl，U。化）Il≦kl（t川X2＿Xl I， （8．74）

を満たす連続関数k1（・）が存在する．

 L2： すべてのX，U－1，σ2，Gについて

  I－f（x，U2， t、一f（x，U1， じ）I一≦k2（t川U－2一σ111（8－75）

を満たす連続関数k。（・〕が存在する．

 L3： すべてのXl，X2，U。むについて

  ll g（Xi，U， t）一9（Xユ，U一，t川≦k3（t川X2－X■1 （8．76）

を満たす連続開教k3（・〕が存在する．

 これらの仮定は，各サプソステムを表わす正規形ごとに．同様の条件が満た

されていることを意味している．このようなサプッステムから成る非線形大観

模システムについて，次の2つの系が成立する．

〔系8．6〕 （7．2）と（7．8）で表わされる非線形大規模システムに拾いて

L i～L3を仮定しよう．このとき，定理8－3の条件が成立し，かつ，すべて

のX U tについて  ■    ，

    ∂9 －1            ∂9   一一1
1■（I’F一） Fii（＝i，F（I－OF）  ■；）≦02（t） （8．77）
    ∂U         ∂U

を満たすような連続関数C2（・〕が存在するならば，全体システムを記述ナる正

規形状態方程式（8．44）に拾いて
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  n f（X2，V．t）一f（X1，V．t川≦C3（t川X2－Xユ”  （8－78）

がすべてのX1，X。，V，tについて成立するような連続関数C3（・）が存在

し，このシステムは全時間上で一意解をも？．

（証明） ∂f／∂Xの第1列を考えよう。Xの第1番目の要素をκllと書く

ことにすると，これば∂f／∂xエ1である＊．そして，f（・， ・．・）が最

初の変数に関して連続微分可能だから。

   、；、・（べい）一6二言÷（・（・・｝）一・（｝））

    O

△＝δ 、＼言

    O l
   ㌧  ／

と表わせる．ところで，仮定Lユによると．一般に

  llf（X＋△，U，ち）一f（X，U．t）ll≦k、ωll△1トδkユω

が成立する．ゆえに，δf／∂κllのノルムは次の不等式を満たす．

＆

ll   f（X．U， t）口≦kl（t）
 ∂κ1、

∂f／∂Xの他の列についても，同様にして，岡し不等式が得一られるので，結

局すべてのXUtについて ，             ，    ，・

   ∂f  ～
  l1－ll≦・k、（t〕             （8．79）
   ∂X

が成立する．同様に、仮定L2とL3により，∂f／一∂Uと∂g／∂Xについ

脚注＊
        ∂一         ∂f
  簡単のため，一一f（X、σ。t）を   と書く．
        ∂〃11           ∂κll
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し，すべてのX，U。 tについて

 ∂f    ～
員  ”≦n k・（t）
 ∂U

 ∂g   ～
リ、 ll≦n k。（t）
 0X

（8．80）

（8．81）

が成立する．これらと（8．77）より，不等式

ll★・光（・一・缶プ・告11・｛（・解舳舳・（・）

（8－82）

が得られるので，定理8．4により，この系は証明された．    （証明終）

〔系8．7〕 （7．2）と（7．8）で表わされる非線形大規模システ・ムに拾いて

L1～L3を仮定しよう．このとき，

       ∂g
    I－F一  差． ε｛t）I                            （8．83）

       ∂U 凸

      ∂g
    I 一一  F ≧… ε（t〕I                              （8．84）

      ∂U

       ∂g
    I －F一  ≦；二 一ε（t）】二                         （8．85）

       ∂U ■

      ∂g
    I一一一F≦： 一ε（t）I                        （8．86）
      ∂U’ 一

のうちのどれか1つでもすべてのX，口’ Ctについて成立するような正値連続

開教ε（・）が存在すれば，全体システムを記述する正規形状態方程式（8．44）に

拾いて（8．78）が成立し，このシステムは全時間．上で一意解をもつ．

（証明） まず，（8－83）がすべてのX，口，tについて成立する場合を考

えよう．系8．3により，このシステムが初期時刻の近傍で一意解をもち，正規

形状態方程式で記述できることは保証されている．いま，ε（・）は正値開教だから，

I－F（∂g／∂U’）はつねに正則である．すなわち，（I－F（∂g／∂U’））■1が

存在する．ゆえに，（8．83）に左から1ゴ（I－F（∂g／∂U））’．1を，右から
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（I－F（∂g／∂U）ア1岨をかけることができ，その結果，

・・（H1書｛・州・一・各パ（卜今・

が成立する．ただし，・は圧意の㌻次元ベクll㌃である．一
ｱの両辺州ノル

ムを考えると，次の不等式が得られる．

  ■1（、一｛）’’叶同1。、｛、川（ト。生）一’剛I・ （。．。・〕

       ∂U             ∂U一

これより，

        ∂g一、
   ll（I－F一一）ull
        ∂U                  1
               ≦
       l1引1   州

であるから，結局，

                     ∂g－1
       l・．亘 1，（∵万）．uH－1
  H（卜F万）Iトi芸ザ 11・11  ≦丁）

                               （8．88）

が成立する。したがって，すべてのX，U，tについて

        ∂g一・   1一
   ”（I－F一） F” ≦一一11万”
        ∂U      ε（t）

が成立し，系一8，6により，この系は証明された．（8．84）が成立している場

合も同様に証明できる．また，（8．85）や（8，86）が成立している場合に

は，それらと等価な

        ∂g
   一（I－F一）≧εωI         （8，85γ
        ．∂U
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    ∂g
一（I一一F）≧ε（む〕I
    ∂U

（8．86）’

を考えると，まったく同様に証明できる．          （証明終）

 サブシステムを表わす正規形に関して，上で述べたL1～L3とともに，次

のL4を仮定すると，系8．5の条件と同じブールマトリクスを使った簡単な条

件が得られる．

 L4： すべてのX，U’いU2，tについて

ll g（x，σ2，t）一9（x，σ1，6）ll≦k4（州1U2－U－l ll （8．89）

を満たす連続開教虹4oが存在する．

〔系8，8〕 （7．2）と（τ8）で表わされる非纏形大規模システムに拾いて

I－1～L4を仮定しよう．このとき・

    ～＊ 亭 N
   （D F） ＝0              （8．56）

または

（F＊D＊）N二0 （8，57）

ならば，全体システムを記述する正規形状態方程式（8．44）に食いて（8，78）

が成立し，このシステムは全時間上で一意解をもつ．

（証明） 系8．5の証明で述べたように・（8．56）または（8．57）が成立

するとき，全体システムは正規形状態方程式で記述でき，その微分方程式は

（7．2a）に（8－59）を代入して得られる．す在わち，f（・，・，・）は

f（・，・，・）に9（・，・，・）を有限回代入した形をしている．したが

って，仮定L1～L4により，竃ちに結論が得られる．     （証明終）

8・4  非線形大規顧システムの線形化

 すでに諸論で述べたように，制御理論等で線形システムとしてわれわれが取

り扱うシステムには，もともと非線形ツステムであるものをある解の一まわりで

線形化して得られるものが多い．8．2で考えたような線形大規模システムを構

成するサブシステムについても同様である．と～二ろで，サブシステムが1二のよ
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うな線形化システムである場合，それらが結合して構成される線形大規模シス

テムぱ，もとあ非線形サブシステムから成る非纏形大規模システムの線形化シ

ステムになっているのであろうか．もし，そうならば，非錘形大鏡模システム

を線形化する場合，サブシステムごとに線形化を行ない，得られた線形化サブ

システムをもとの非線形サプツステムと置き換えることによって，全体の線形

化システムを得ることができる．この方法によれば，全体システムの線形化式

を求めるためには，そ＝れを表わす正規形状態方程式を求める必要が安い．一般

に，全体システムを記述する正規形を求めることは非常な困難をともなうので，

全体システムを表わす正鐘形からその線形化式を求めることは不可能に近く，

したがって，この方法が正しければ，有効である．実際，非線形大規模ツステ

ムの線形化は，理論的裏付けのない重責，実用上，この方法によって行なわれ

ている．しかし，理論的には，8－3で述べたように，一般に全体シヌテムが正

規形で記述できるとは限らず，全体システムの線形化式が存在するとは限らた

いので，サブシステムごとの線形化によって得られる線形犬規模システムを直

ちにもとの非線形大鏡模システムの線形化システムであるとすゐことはできな

い．以下てば，線形化サブシステムから成る線形大規模システムぱ，どのよう

な条件を満たしているとき，もとの非線形大規模ツーステムの線形化システムで

あると言えるのかという問題を考える。ここでは，もとの非線形大規模ツステ

ムが正規形状態方程式で記述できるのか，できないのか，・などはわかっていな

いものとする．

 いま・非線形大規模システム

X（t）＝f（X（t），U（6），t）

Y（t）＝9（X（t），U一（t），t）

U（一t） ＝ FY（t）十GV（t）

W（参） ＝ JY（t）十LV（t）

（τ2a）

（7．2b）

（7．8a）

（7．8b）

が初期条件X（t。）＝支。と入力V（t）＝V。（t），t≧t。に対して，解

X（t）＝Xo（t），U（t）＝U’o（t），Y（t）＝Y o（t），一W（t）＝Wo（t），

t≧toをもったとする．すなわち，
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   刈トf（X・（・〕・｝・）・t）      （8・90・）

   ・。（。〕一。～X。（・），σ。ω，・〕     （・．…）

   Uo（t）＝FYo（t）十GVo（t〕             （8．91a）

   W－o（t）＝Jyo（t）十ムVo（む〕                （8．91b）

とする．各サブシステムをこの解

         ・1把（・）  r・、。（・）  。、。（・〕

         ・州    ぺ・〕   一y、。（・）
       △                 ∠1                  △
    Xoω＝  ． ， Uoω＝  ・  ， Yo（t）＝  ・

         ・ψ   、・・。（t）   ・・。（ω

のまわりで線形化しよう．得られる線形化サブシステムは次の標準形で表わさ

れる．

   1、、｛、）一∂f三。、、（、）。∂fil、三、（、） （、。、、）

         ∂X       ∂u 1
          i 己        i t

   、、、トムー、、、ω・∂9i・、、（。） （・．…）

         ∂・i t   ∂ui t

ここに，xid（t），μidω，yid（t〕はそれぞれ・xi（t），ui（t），yi（t）の

脚注・∂・i一 @∂f1 ム． 血．
         ，            ，             ，

    ∂工i。 ∂・i。 ∂・i。 ∂・三。

 はそれぞれXi＝X iO（ω，ui＝uiO．ω，t＝tに拾ける

     ∂ ．      ∂
    1。、f・（xパパ），1・、．f・（㍉・u・・t）・

     ∂           ∂
       gi（Xi・㍉・・）・一一・9i（㍉・呵i・・）
    δ・i・       ∂・i

 を表わす．
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X i。（t）・u｛O（t）・yi。（t）からの変化量を表わす・すなわち・

          △    xid（t）＝立i（t）一㍉。（t）

          △    ・id（t）＝皿i（t）」h（t）

          △    yia（t） ＝  yi（t）一y三〇（t）

である

 さて，もとの非線形サプツステムをこれらの線形化サブツステムで置き換え

て得られる線形大規模システムを考えよう．各サブッステムを表わす標準形を

喧とめると・次のように書ける．

   ・     ∂f      ∂f
   ・。（・）＝・一舳）・一U。ω   （8一・3・デ
         ∂X  d  ∂U
           t          t

         ∂g    ∂gI
   Y・（・）＝下X・ω十青舳   （＆舳
           t          t

ここに，

脚注＊ ∂f

    ∂X

 はそれぞれ

    ∂

    ∂X

    ∂

    ∂XI

 を表わ与

，∂f 戟C∂・，∂・
 t  ∂U l t ∂X  t ∂U  t

X＝Xoω，σ＝σo（6）， t＝t に拾ける

          ∂
f（X，U’，t）， 一f（X，U，包），
          ∂U

          ∂
9（X，一
t，い，一9（X，U，・）

          δU一
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なぜなら，f（・，・， ・）と9（・，・，・）の定義より，

∂fl   ∂・・
司、＝d’a・・｛1、、

∂f

∂U

∂g

∂X

∂f1

 ＝diag・｛・
t     ∂・。

       ∂き、
＝di・g・｛
t     ∂x正

∂f。

化，

t，

∂X。

∂f。

δu。

∂g、

t，∂X。

t ，

t ，

∂fN

∂・N

坐し
∂軸

∂出

t，   ∂XN

｝

｝

｝

∂g

元
       一∂gユ
 ＝ai・g・｛
t     ∂・。

∂g，

t，∂・。

∂gN

・，  ∂・N
｝

であるからである．一方，この線形大規模システムでは，その構成の仕方から

明らかなように，サブツステムの外部の接続関係はもとの非線形大規模ツステ

ムと同一である．したがって，全体システムの入力，出力ををれぞれV d（・），

W d（・〕とすれば，それらとサブシステムの入力，出力との関係ぱ

    σd（t〕＝FYd（い十GVdω               （8・94a）

    Wd（t）＝JYdω十LVdω           （8・94b）

と表わせる。

 それでは，このような（8．93）と（8．94）で表わされる線形大規模システム

ぱ，もとの非線形犬規模システム（7．2），（τ8）に対してどのような意味

をもっているのか調べてい1二う．いま，この線形大規模システムが一意解をも

ち，X d‘・〕を状態として標準形状態方程式で記述できるとする．すると，定理

8．1により，すべてのtで

…（卜十、）（一…（・一缶1、・））・・（…）

が成立する．ここで，8．3で考えた，（τ8a）に（7，2b）を代入して得られる

U（t〕一Fg（Xω，〔『ω，t）一GV（t〕＝0 （8－39）
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と，（7．2b）に（7．8a）を代入して得ら九る

   Y（t）一9（X（t〕，FY（缶）十GV（t），t）＝O        （8．40）

をふたたび考えよう．（8，90b）と（8．91a）からわかるように，X（t）＝

Xo（t〕，1σ一（t）・＝・0’ 潤ot），Y（ω＝Yo（t），V（t）＝Vo（ωは（7．2b）と（τ8a）

を満たすので，（8．39）と（8．40）はこのようなXω，U（t〕，Y（む），V（t〕

に対して成立する．すなわち，

Uo（t）一Fg（Xo（い，σoω，o）一GVoω＝O

Yo（t〕一黛（Xoω・Fyoω十GVo一ω・．も）＝O

である．をしセ，（8．95）より，X＝Xo（t），Uこσo（ti，t＝もに対して

   。。。（卜・五）（一。、、（レム。））≠。

          ∂U          ∂U

                説、が成立しているので，陰関数定理  により，（8，39）と（8．40）ぱXω

＝Xo（t，，σ（t）こσoω，Y（い＝Yoω，Wt〕＝7o（t〕，山＝・tの近傍でU（t〕

とY（t）について

   てJ‘t）＝h （ X（t｝， V‘t）， t ）                           （8．36）

      ハ   Y（t｝＝h（X（t〕，Wt），t）               （8．37）

の形に解くことができる．したがって，定理8－3の上で述べたように，非線形

大規模システム（7．2），（τ8）は同じ近傍で’意解をもち，正規形状態方

程式

   Xω＝f（Xω，V（｛ t）
      ～                        （8．44）
   Wω＝9（X（t〕，Vω，t）

で記述できる．つまり，線形化サプツステムから成る線形大規模システムが一

意解をもち，一サブシステムの状態の直和を状態として標準形状態方程式で記述．

できれば，もとの非線形大規模システムは線形化を行なった解の近傍で一意解

をもち，やはりサブシステムの状態の直和を状態として正規形状態方程式で記
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述できるのである．

 ところで，この場合，線形化サブシステムから成る線形大規模システムを記

述する標準形状態方程式は，（8．12）より，

．     ∂f
X・（・）＝｛∂X

  ∂f

 ＋一t ∂U’
（、．、土1デ、生
t   ∂口’㍑  ∂X

｝Xdω

  ∂fl
＋｛山 （H告
t   ∂Ult

          ∂g
W小〕＝ ｛J（I一一
          ∂U

      ∂g
＋｛J（I一一
      ∂σ

 一1∂g
F）・

  ∂X

・1

）G｝Vdω

  一1∂g
 F）・

t   ∂U

｝Xd（t）

（8，96a）

G＋L｝Vd（t）（8．96b）

である．これがもとの非線形大規模システムを（線形化を行なった解の近傍で）

記述する正規形状態方程式（8，44）の（その解のまわりでの）線形化式

    ’     ∂f  ～    ∂f  ～
    支d（・）＝   Xd（・）十・  Vdω  （8．97。テ
          ∂X t    ∂V t

～     ∂”
wd（t〕＝
      ∂X

 ～   ∂g
 Xd（t）十・
t     ∂V

Vd（も〕  （8．97b）

脚注＊  ～    ～    ～    ～
    ∂f  ∂f  ∂g  ∂g
    ∂X  い ∂V  t， ∂X  t， ∂V’ t

 はそれぞれ X＝Xo（t），V＝Voω，t＝tに倉ける

     ∂ ～         ∂ ～
   一一f（X，V，七），   一f（X，V，化），
    ∂X・       ∂V

     ∂～        ∂～
      9（X，V，t）， ・r一一9（X，V，t）
    ∂X          ∂V

 を表わす
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に一致することを示そう・ここに・一Xd．（t）・Vd（t）・Wd（t）はそれぞれ

X（t）、V（t），W（t）のXO（t），V0・（t），W0（t）か・らの変化量である一

    Xa（・）全X（・）一X・（・）

    Vd（t）  会  V（t） 一 V0（t）

   Wd（・）全W（・）一W・（・）

まず，8．3で述べたように，この正規形状態方程式（8．44）ぱ（＆38）のよう

に書けるので，γ（・，・，・）と蟹（一．．，・）は

    f（X，V，t）＝｛（X，h（X，V，t），t）

    ～              〈
    9（X，V，t）；Jh（X，V，t） 十 L

と表わせ，こ幻らの両辺を偏微分することによって，次の関係が成立すること

がわかる．

    1；、÷、・1ξ1，1；、（…；

    ∂τ  ∂f  ∂τ
        ＝                    （8．99）
   ∂V t  ∂U t  ∂V t

             〈   ∂τ     ∂h
        ＝J             （8・100）
    ∂X t   ∂X t

＊  ∂h    ∂h

   ∂X t  OV

はそれぞれX＝XO（t）・

    ∂ ～
     h（X，V，t．）
   ∂X

   ・∂ 〈
      h（X，V，t）
   ∂X
を表わす．

   〈           ■へ

  ∂h   ∂h

t ∂X t ∂V さ

V＝V0（t）， 亡＝tに拾ける

  ∂ ～
．    b（X，V，t）
 ∂V

  ∂ ＾
，    h（X，V，t）
 δV
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   ∂こ   ∂念1
   ∂、、＝J∂vl、十L   （8川）

重た，（8．36）と（8．39）より，h（…，・）は一

    h（X，V，t） 一 Fg（X，b（X，V．一t），士）一G V＝0

を，（8．37）と（8，40）より，b（・，・，・）は

    ／㌔．                     ’、

    b（X，V，t） 一 9（X，F11（X，V，t）十GV，t）＝0

をX＝XO（t），V；VO（t）の近傍で満たすので，

   ∂τ     ∂g → ∂g
        ＝  （I－F       ）  F            （8，102）

   ∂X t     ∂U t   ∂X t

   ∂h 一（I．。∂g ）一’。   （・．…）一
   ∂V t     ∂U t

    〈   ；妄、一（1－1書、・）一’l11、（・舳

    く   ∂h          ∂9    －1  ∂9

       ＝（I－ F）   G（8，105）   ∂V  t     ∂U t    ∂U  t

が成立する．こ幻らを（8．98）～（8，101）に代入することによって，（8．

g7）の係数マトリクスが次のように表わせることがわかる．

   1隻、一六、・焉、（1一・1書i、デ・1隻、（・…）

   ∂τ」  ∂f    ∂9
       ＝   （IiF   ）一1G     （8ユ07）
   ∂V  t   ∂U t    ∂U  t

   1隻、、一1（卜荒・、・）→1ξ1、  （・…）
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1ξ1、一州青、・）一’1書1、… （8．109）

つまり，もとの非線形大額模システムを表わす正規形の艦形化式（8．97〕の係

数マトリクスぱ，線形化サブシステムから成る線形大規替システムを記述する

標準形（8．96）の係数マトリクスに一致する．したが？て，結局，線形化サブ

システムから成る線形大規模ツステムが一意解をもち，サブシステムの状態の

直和を状態として標準形で記述できれば，もとの非纏形大規模システムの線形

化ツステムは存在し、それはこの標準形で記述できるのである．

 以上を量とめたのが次の定理である．

 〔定理8．5） （7．2）と（τ8）で表わされる非線形大規模ツステムが1つ

の解をもったとしよう．各サブシステムをこの解のまわりで纏形化して得られ

るその線形化サブーシステムで菅き換えた，線形大赦模システムを考える．もし

この艦形大規模システムが一意解をもち，サブシステムの状態の直和を状態と

して穣準形状態方程式で記述できるならば，もとの非線形大規模システムは上

の角牟の近傍で一意解をもら，サブシステムの状態の直和を状態として正規形状

態方程式で記述できる．そして，その（上述の解の育わりで得られる）纏形化

式は線形化サブシステムから成る艦形大規模システムを記述する標準形状態方

程式に一致する．

（注8．7）  1二の定理は，対象とする非線形大額模システムのもつ解が一意的

か，そうで広いかにかかわらず成立する．．また，その解が初期時刻の近傍での

み存在し，全時間上でけ存在しない場合には、以上の議論はすべて初期時刻の

近傍での議論に看る．

（注8．8）  この定理によ幻ば，系8．5や8．8のブールマトリクスの条件（8．

56），（8，57）を満たす非線形大額模システムでは，サブツステムごとの纏

移化によって得ら杓る線形大規模システムはつねに全体システムの線形化シヌ

テムである．序ぜ在ら，サブシステムごとの線形化によって得ら幻る線形大規

模システムは，系8－1の条件（8．15），（8．16）を満たすので，一意解をもち，

サブシステムの状態の直和を状態として標準形状態方程式で記述できるからで

ある．
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8．5 結   言

 この章てば，いくつかのサブシステムが結合して構成されている大規模ダイ

ナミカルシステムを対象に，解の存在性と一意性に密接に関係する基本的問題

として，サブシステムの表瑚式と全体システムの表現式の関係を考察した．そ

の結果，明らかに衣ったことは、サブシステムの表球式の性質は全体システム

の表現式に保存されるとは限ト方いということである．すなわち，サブシステ

ムが標準形や正親．形の状態方程式で記述されていても，全体システムが同様の

状態方程式で記述できるとは限らず，場合によっては解をもた在いことさえあ

る．そして，サブシステムが大域的リプシッツ条件を満たす状態方程式で表わ

ざ幻．全時問上で一意解をもつシステムであっても，全体システムがそうであ

るとば限らず，また，サブシヌテムごとの線形化は可能であつても，その結果

が全体システムの線形化になるとは限らない．つまり，サブシステムが（解の

存在性等に関して）意味のあるシステムであつても，全体システムは意味のな

いツステムに在る可能性があるのである．したがって，サブシステムを接続し

て大規模システムを構成しようとする場合にけ，つねにこの点に留意して，そ

のシステムが意味の涜いシステムにならないように注意し危いねばならない．

 この章てば，さらに，以上σ）事実を考慮して，それでは，サブシステムの特

性とそれらの接続関係がどのような条件を満たしていれば，サブシステムの表

現式の性質が全体システムの表現式に俣在されるのかという問題を考え，その

ための条件を求めた．得られ危条件は，サブシステムを接続して構成される大

規模システムが意味の衣いシステムに在らない1二とを確認するために有用であ

る．こ幻らの条件のうち，接続関係をブールマトリクスで表わして得ら幻た条

件は，使いやすい単純友形をして倉り，サブシステムの数が非常に多い場合に

は特に実用的である．
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第9章 線形時間不変大規模システムの安定化87）・88）

9．1 緒   言

 この章てば，線形時間不変サブシステムから成る大規模システムを対象に，

各サブシヌテムを寄定にすることによって全体システムを安定にする方法を考

える．緒論で述べたように，ナ規模シヌテムと言っても，それは構成要素の数

が多いだけで，システムの1つであるこ・とに変りはカいのだから・こ桐までに

開発されている安定化法，たとえば状態フィードバックによる極指定法8州2），

を全体ツヌテムに直接適用することもできなくは衣い．しかし，このよう危安

定化法では，設計するパラメータ，たとえはフィードバックゲインを求めるた

めに必要色変数の数や計算量が要素の数の2乗や3乗書たはそれ以上に比例す

るので，要素数の非常に多い大規．模システムに直接・適用することば不適当であ

る．そこで，この童では，い童重でに得られている安定化法をサブシステムご

とに適用し，各サブシ．ステムを漸近安定にすることによ一て全体ツステムを漸

近安定にすることを考える．

 と～二ろで．よく知られているように，大頬．模システムにおいては，すべての

サブシステムが漸近安定でも全体ツステムは漸近安定とは限ら衣し（．しかし，

直観的には，各サブシステムが充分に瀞近安定であれば，すなわち，各サブツ

ステムの極の実部が負の充分に小さ在値であれば，全体システムも漸近安定で

あると推測できる．そ1．一、て，サブシヌテム（完全可制衛とする）を充分に漸近

資定にする方法としては，状態フィードバックによる極指定法が考えらカる．

ところが，後に例で示すように，単にこの方法を用い虎のでは，すべてのサブ

システムの極…の実部を負のいくら小さ在値にしても，全体システムが漸近安定

にならたい場合があるのである．また．同じく例で示すように，指定さわた極

の分布を実現する状態フィードバックが一意的で方いサブシス・テムが存在する

場合，ある状態フィードバックによって各サブシステムを漸近安定にす幻．ば，

全体システムも漸近安定に在るが，別の状態フィードバックによってサブシヌ

テムごとに同一の極分布を実現し」。ても，全体システムが漸近安定になるとは限

ら危いのである．この章でけ，これらの点に注目して．一意解をもち、サブシ

ステムの状態の直和を状態として標塗形状態方程式で記述できる線形時間不変
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大規模ツステムを対象に，どのよう存条件が成り立っているときに，どのよう

にサブシステムを安定化す幻ぱ，全体システムを漸近安定にすることができる

のかという問題を考える．

 まず，9．2では，全体システムが漸近安定であるための．各サブシステムが

満たすべき条件をs領域で求める．そして，9．3．1で，この条件を使って，す

べてのサブシステムが完全町翻御である場合，サブシステムごとにLuenber－

gerの正準形・・）にもとづく適当た状態フィードバックをほどこし，その極の

実部を負σ）充分に小さな値にしたうえ，入出力間に直結経路をもつサブシステ

ムには適当な状態フィードフォワードをほどこせぱ，全体システムを漸近安定

にすることができることを示す．重た，9，3．2では，状態を直接には取り出せ

ないよう右サブシステムから成る大規模シヌテムの場合でも，各サブシステム

が完全可制御であるとともに可検出（d，te，tab1、）剛であれば，サブシス÷

ムごとに推定器から得らカる状態の推定値を真値の代りにフィードバック捨よ

びフィードフォワードすることによって，同様の安定化が可能であることを示す

喜一2 線形時間不変大規模システムの安定条件

まず，この葦で対象とする線形時間不変大規模システム

X（t） ＝AX（t） 十 BU（t）

Y（t） ＝CX（t） 十 DU（t）

U（t） ＝ FY（t） 十GV（t〕

W（t）＝JY（t）十LV（t）

ぱ定理8．1の条件，すなわち，

    det（I■DF） （＝det （I－FD））キ0

（τ6a）

（7－6b〕

（τ8a）

（7．8b）

（8．7）’

を満たしているものと仮定する．したがって，この線形大規模システムは一意

解をもち・X（・〕を状態として標準形状態方程式て完全に記述できる（（8．11），

（8，12）参照）．。

．146一



X（t）
           一1
二｛A＋B（．I－FD）  FC｝X（t）

               ’1        ＋B（I－FD） GVCt） （9．1a）

W（t）
        一1
草J（I－DF） CX（t）
               一・1
      ＋｛L＋J（I－DF）  DG｝v（t） r9．1b）

U（t） ＝ （」I－FD）
’旦
           一1FCX（t）十（I－FD） GV（t）（9．1c）

Y（t）       一1＝ （I－DF）           一出1CX（t）十（I－DF） DG V（t）（9．H）

 それでは，～二の線形時間不変大規模システムが漸近安定であるための条件を

求めよう．（9．1）からわかるように，このシステムが漸近安定であることは

 A＋B（I－FD戸FCのすべての固有値の実部が負であることと等価であ

る．そこで，A＋B（I－FD）’1FCの特性多項式を計算してみる。

d。・1・1－lA・B（1－FD）一王FC〕）

                  一         ■1＝det（s I－A） det（I一（s I－A）  B（I－FD）  FC）

＝det（s百一A）det（I－Cr s I－A）一1B（I－FD）一F） （9．2）

ここに，

（sI－A＝「1B
’          一1
 C1（s I－A1） B1

CN（s I’AN）’1 BN

はサブシステムの直結経路を除いた部分の伝達関数マトリクスから成るブロッ

ク対免マトリクスである．以下では，それをHp（s）で表わし，その対角フロ

ックをHpi（s）（i＝1，2，… ．N） で表わすことにする．す危わち，

    Hp（・）全di・g．｛Hp一（・），Hp・（・）， ・一・，HpN（・）｝

                  ’一       Hp i（s）会C i（s I－A i）  Bi，  i＝1，2・…  ，N・
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そうすると，（9，2）は

det（s I一｛A＋BC I－FD）■l FC〕）

二det（s I・一A）det（I－BP（s）（I－FD）一1F） （9．3）

と書ける．ところで，A＋B（I－FD）一一1FCの固有値の実都がすべて負であ

ることは，この多項式の値がR．e s≧oで0に守ら衣いことである．したがっ

て，次の定理が成立する．

〔定理9，1〕 （τ6）と（7．8）で表わされる縁形時間不変大規模システム

が定理8．1の条件を満たしているとしよう．このとき，～二の大族模システムが

漸近安定であるための必要十分条件は，R e s≧0で

det（sI－Aj det（I－Bp（s）（I－FD）’1F） キ 0  （9－4）

が成立することである．

 玄た，各サブツステムか漸近安定である場合には，Re s≧oで

det（s I－A）

＝det（s I－Ai〕det（s I’A2）…  det（s王’AN） キ 0

が成立するから，この定理より，次の系が得られる．

〔系9・1〕 漸近安定衣サブシステムから成り，（7．6）と（7，8）で表わさ

れる線形時間不変大規模システムが定理8．1の条件を満たしているとしよう．

このとき，この大規模システムが漸近安定であるための必要十分条件は，

Re s≧0 で

    det（I’Hp（s）（I－FD）’！F）キO          （9．5）

が成立．することである．

 これらの必要十分条件は，大規．模システムを喧とめて1つのシステムとして

取り扱い，得られた条件である．したがって，これらの条件からは，各サプツ

ステムがどのよう友特性をもっていれば全体ツステムが漸近安定右のかわから

ない．次に述べる系はその点を明らかにして拾り，サブシステムごとの安定化
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によって全体システムを漸近安定にできることを示唆している．ここで，

（I－FD）’1FをFのプロックマト
  〈リクスFijに分割して

・クスFijと同じ大きさのブロックマト

（、．、、）一、会け

二

しFN1

＾、

F
〈12

予・

雫。、

 〈
’F1N
 ＾．

’F2N

 “〈
’ F
  NNノと書くことにする．

〔系9．2〕 漸近安定攻サブシステムから成り、（7．6）と（7，8）で表わされ

る線形時間不変大規模システムが定豫8，1の条件を満たしているとしよう．

このとき，各サブシステムSi（i＝1，2，… ，N）について，Re s≧0で

            N
               〈    i旧pi（・川（ΣllFijll）＜1     （9．6）
            j＝1

が成立するたらば，この大規橡システムは漸近安定である．

（証明） この線形大規模システムが漸近安定でぱないとしよう．’すると，系

9．1により，

    d。・（卜恥（♂）（1－FD）．’F）＝0

と在るよう盾Pe含≧0なる複素数言が存在する．ゆえに，

                   〈    （I’Bp（♂）（I－FD）一1F）X 二0

      N
と有る新（全Σ胴量）次元襖素ベクトル麦（キO）が存在する．このベクトル
     一i＝工
くXをm1次元ヘクトル・．m2次元ベクトル・’川・mN次元ベクトルに争割して

麦一／宝i 篶…剛・
麦iξ・mi，」］，。，，．．，。

と表わそう．すると，（9．7）は
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      へ               く                   く   」  〈  、
 1－Hp］｛旬FI1   －Hp1（言）F12 ・ …   J｛P16）FlN  Xl  O

－H。。㈲曾。1 l－H。。（育）言。。・・一令。（奮）含。。 麦。0

L、∴、∴∴∵、Jし1

と書付るから，すべてのi（＝1，2、… ，N）について

〈    、、 N 〈  〈
Xi箏・・1（・一）j≧1Fij文j （9．8）

である．ゆえに，任意のノルムに関して

 〈            N  ＾  へ
HXi■…≦［H・i（♂）Hj書、（口Xjll㌦／） （一9．9）

が成立し，そして， 1ほ111，i1島il，、… ，1ほNllのうちで／1匁！1か最大で

あるとすると，iコkについて

               〈・・1・。｛、至、（l1妻1い争・jl）

              N  〈
    ≦1，恥・（食）lj≧、liF・jl    （川）

が成立する．ところが，これば量；kについてRe s≧oで（9．6）が成立す

ることに反している．したがって，Re s≧oで（9．6）が成立する衣らば，

ここで考えている線形大規模システムは漸近安定である．    （証明終）

 この系は．すべてのサブシステムが漸近安定である場合，各サブシステムの

直隷経路を除いた部分の伝達関数マトリクスHpi（s）のノルムがRe s≧0で

充分に小さければ，全体システムが漸近．安定であることを意味している．一とこ

ろで，Hpi（s）のノルムがRe s≧Oで充分に小さいということは，直観的に

は，その極の実音匹が零点の実部に比べて充分に負の小さな値であるということ，

す在わち，複素平面上で極が零一点に比べて充分に左にあるということである．
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1これから述べるサブツステムごとの安定化による大頬模システムの安定化法は。

各サブシステムに滴当盾状態フィードバックを，さらに，必要ならば適当な状

態フィードフォワード｛をほどこして，Hpi（s）の極と零点の関係がこのように

カるよりにする方法である．

9．3 サブシステムごとの安定化による全体システムの安定化

 首ず，初めに，各サブシステムを状態フィート’バックによって単に漸近．安定

にするだ竹てば，それらをいくら漸近安定にしても，全体システムが漸近安定

になるとは限ら夜いことを例にようて示そう．

〔例9－1〕 2つσ）漸近安定かつ完全可制御在スカラ．システムS1S2から

成る図9．1のフィードバックシステムを考えよう．このシステムは定理8．1の

条件を満たしているので、一意解をもち，次の標準形状態方程式で記述できる．

lll：：ザ／lll11刈十11／・ω

・（・）十・川ポ・州 （9．11）

そして，マトリクス

「’一一’＾一一一’
l       S1
1
十 ul yI

．

1 斗
yI（剛＝ 2xl（t〕十2u1｛t〕

1

1

1 S2
一

y2 ●X2（t）箏一2×2（t〕一u2“） u2
1

1 y2（剛＝ 2x・ω十皿・ω1
i

L 」

W

図9，1 漸近安定圧サブシステムから成る不安定たフィート“バックシステム
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ll：／

の固有値が（3一炉）／2 と（3＋π）／2 だから，漸近安定では古い．

 い’ま，このツステムに古いて，S1とS2に状態フィードバック

u1（t） 二 u1（t） 十 kl x1（t）

u2（t） ＝ u2（t） 十 k2x2（t）

k、＞一1

k。〉一2

（9．12）

（9．13）

をそ桐ぞわほどこしてみよう、ここに，τ11・），冨2（・jはそれぞれS1・S2の

新しい入力である．～二のときも，全体システム（図9．2）ぱ一意解をもち，標

準形状態方程式

に1：ll」 一「、、：lll）

W（。）■一・（1・k、）

：lll∬ll：1；／・［ll・‘・）

              （9．14）
一・（・…）〕に∴ト）

で記述できる．そして，こオ1．らの状態フィードバックにょ幻ぱ，k1（〉一1）

とb（＞一2）を大きくすればするほど，S1とS2をより漸近安定にすることが

「一 ’’’一 @’’・一1  S1

図9，2

十

阯    ‘ I

～u1．
文。（1）＝一（1＋k、）x、（・）イ、（・）

@            ～凵B（・）＝2（1＋k。）X。（・）十2u、（t）

y1
5

S2

狛
文2（t）＝一（2＋k2）x2（t）一i2（t）

凵B（1）＝（2＋k。）x。（・）・ち（・）

i2

L＿＿＿＿＿＿、＿＿＿＿＿＿1
状態フィードバック（9．12），（9．】3）をほどこしたシステム
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できる．しかし，kいk2を大きくしてs1，s2をいくら漸近安定にしても，全

体．システムは漸近安定にけ彼らたい．友ぜ在ら．（9．14）に拾いて，

 I＋k1L
2（1＋k1）

：lll〕

  の固有値の1つは，S1，S2を漸近安定にするk1（＞一）とk2（＞一2）に対

  しては，必ず正になるからである．つ蒙り，図9．1のシステムは，各サブシス

  テムを状態フィードバックによっていくら漸近安定にしても，漸近安定に在ら

  次いのである．

  〔例9，2〕 2つの漸近安定かつ完全可制御なサブシステムS l S2から成る図

  9．3のフィート“バックシステムを考えよう．このシステムは定理8．1の条件を

  満たすので，一意解をもち，次の標準形状態方程式で記述できる．

外∵∵にlllザll・…

                                （9．縦）

  一一一一一’’一一’’叶一一．．’血’I l
                 S1

、刈鮒」にリにll：lll・い〕！l：lllμ・

・旦［二：1出1：l／＝llll〕

ド 勤
池制一」：パlllll〕・い［llllll

叫：：lll！－lll〕1：隻1：1〕

y12

u22

図9．3 漸近安定なサプツステムから成る，漸近安定てば庄いシステム
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・（・）一／・… ／

XH（t〕

X12、（t）

1：lllリ

そして，

r・…
 一1  一一1  1  0

 0   1  0   1

 1   0  －1  －1㌧

の固有値が一1、一1，0，0庁ので，漸近安定ではない．

 い重，S1，S2に状態フィードバック

［ll：lll，一、lll：：ll｝・㍍）〕、llll：1〕（州

／1：1：llト！l：川。一二馬∴パ：か）

をそれぞれほどこしてみよう．ここに，百ユエ1・）・π121・1・u21（・ム可22（・〕は新

しい入力である．そσ）結果得られるのが図9．4のシステムである．このとき，

Sl l S2を表わす標擦形に拾いて，マトリクス

    ト∴一（㍍ザいパ（㍍）」

の固有値がそれぞ幻一α1と一α2，」β1と一β2だから，（9．16）と（乱17） の形

の状態フィードバックによってS1，S2に任意の安定性を実現することができる．

ゆえに，S1とS2げいくらでも漸近安定にすることができるのである．しかし，

サプツステムをこのように漸近安定にしたのでは，全体システムを漸近安定に

す宕ことはでき友い．たぜたら．このとき全体システムを記述する標準形状態

方程式
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ll11汁十∴∵実1111
斗

1

0

0

0

V（t）

（9．I8）

Wω
  ノ               ㌔

一い… ！

X11ω
XI2（tl

し

 X21（t）

X・・〔tリ

に拾いて
    ，

   O

 iα1α2

   0

」 1

  1

一（巧十α2）

  1

  0

 0
 1
 0
一局β2

  I

  O

  I

一（局十β2）

SI

V l＋

1＋

1

“1い、吻㌧．（1＋的ソ

uI2 ryHltlしr1
・！・I州八・

1〕 ’・・（・1／

、・1・（・リ

1二1111川一 ：π幕11：劇

S2

y21
し

馬1ω
●

馬2ωノ

一段111ト11

L．
図9．4

          「｝馬一（二十屈、」

。㍑：1〕

＝lll：1」・、H〕／等：1樹

状態フィードバック（9．16），（9．17）をほどこし虎システム
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の階数はどのよう友α1・α2，β1・β2・対しても3以下衣ので・その固有借のう

ち少存くとも1つけ0であるからである．

 以上の2つの例から，各サブツステムを状態フィードバックによって単に漸

近安定にするだ竹でげ，それらをいくら漸近安定にしても，全体システムが漸

近安定にかるとぱ限ら在いことがわかった．その理由を少し考えてみよう．系

9．2の安定条件・について上で述べたように，各サプツステム（漸近安定とする）

の直結経路を除いた部分の伝達関数マトリクスHpi（s）のノルムの値がRe s

≧Oで充分に小さけ幻ぱ，全体システムは漸近安定である．そして，直観的に

は，各サブシステムの極の実部を負の充分に小さ安値にすれば，Hpi（・）のノ

ルムはR．e s≧Oで充分に小さた値になり，その結一果，系9．2の安定条件を満

たすようにできるだろうと予想さ利た．しかし，状態7イードバックのみを用

いたのでは，極の実部を負のいくら小さ危値にしても，ノルム（り値が小さくな

るとは限『）ず，したがって、全体システムを漸近安定にできるとは限ら庁いの

である．＊

 それを，首ず，側9．1のシステムについて確かめよう．このシステムに拾い

て，サブツステムごとに状態フィードバック（9．12），（9．13）をほどこすと，

S1とS2の直結経路を除いた部分の伝達関数はそカそれ

  町（・）一」（1＋』） ・。、（、）一一・十・・
        s＋（1＋k1）   ，           s＋（2＋k2）

と右る（図9．2参照）．そして，～二幻らのs＝Oに拾けるノルム（絶対値）け

どのよう宥k1，k2に対してもつねに2と1である．すなわち，k1とk2を大きく

してHp1（s）とHp2（s虹府を負のいくら小さカ値にしても，ノノレムは小さく

在らず，系9．2の条件を満たすようにほでき在い．次に，例g．2のシステムを

考えると，サブツステムごとの状態フィート．バック（9．16），（9，17）をほど

こした後，S1とS2の伝達関数マトリクスはそわぞ幻

          1
HP1（・）＝
      （s＋α1）（S＋α2）

〔

・十（吻十α2）

 一α1α2

1／

＊ ただし，系9，2の条件は漸近安定であるための十分条件だから，この条件

 を溝淀すようにできないからと言って，漸近安定にでき友いとも言えない．
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軌（・）一、、、、、1、斗伽）｝∴）リ

である（図9・4参照）・これらのノルムは，α1・α2拾よびβ1・β2σメ敵かかわ

らず，s二〇でつねに1より大きいか等しい．ゆえに，この場合も，系9．2の

条件を満たすようにはでき古い．

 以上より，それでは，どのようにすれば，Hpi（s）のノルムをRe s：≧0で

充分に小さくすることができるのか，という問題がこれからの問題にカる．次

の2つの例はこの問題に対する解答を示唆している．

（側9．3） 例9．1で考えた，図9．1の不安定冠フィードバックシステムをふた

たび考える．側9．Iでは，サブシステムS1，S2に状態フィードバック（9．12），

（9．13）をほどこして拾の拾のを漸近安定にしたが．全体システムは漸近安定

にはならなかった．ここでは，これらの状態フィードバックに加えて，拾σ）拾

のに状態フィードフォワード

    元（・）一y工（・）一・k・・1（・）   （・・1・j

    泥（・）＝y。（・・）一・k・x・（・）     （9．20）

をほどこしてみよう．ここに，γ（・）と篶（・1ぱそ幻それS1とS2の新しい出力を

      「一一’一一一■、一＾’・…■

V

L＿

             ～桙P（t）＝一（1＋k1）xI（t）一u1（t）＾’                                   ’、一

凾P（・）＝ 2x1（・） 斗2u1（t）

7I

S2

麦。（・）＝一（2＋k。）巧（・）一五。（・）

V。（・）二2・。（・．）十五。（・）
血2j

＿＿＿＿＿＿＿＿」

W

図9．5 状態フィート“バック（9．12），・（．9，13）と状態フィード

    7才ワード（9．19），（9．20）をほどこしたシステム
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表わす．その結果得られるのが図9．5のシステムである．こ0〃ステムもやは

り一意解をもち，次の標準形状態方程式で記述できる．

にllザ1’；㌧！こllザ1卜）

・（・）十…〕／lll：ザ・（・）（舳）

そして・たとえば・kユ＝5・k2＝6とおくと・

■、1虹」

の固有値が一2と一6に在るので，このツステムは漸近安定である．（1二のk1，

k2に対してはs1，S2も漸近安定である．） つ重り，図9．エのシステムは，サ

ブシステムを状態フィードバックによって漸近安定にするだけでは漸近安定に

たら友いが、適当没状態フィードフォワードを併用することによって漸近安定

にすることができるσ）である．

〔例9．4〕 例9．2で考えた，漸近安定で危い図9．3のシステムをふたたび考

え．よう．このシステムぱ，（9．16）と（9，17）の形の状態7イードバックによ

ってS1とS2を漸近安定にしたのでは，漸近安定にならなかった．ここでは、

次の形の状態フィードバックをほどこして，S1とS2を漸近安定にしてみよう．

／                ’

／llllll」一し1：llll／＋■

！lll：∵1：ll：リ十…

｝に：lll：〕

i1川1：1：1：〕

（9．22）

（9．23）

その結果が図9．6のツステムである．このとき，SIとS2のマトリクス

r∴」 「7．二／
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の固有値はそれぞれ一α1と一α2，イ1と一β2であるから・～二の形の状態フィート’

バックによってS1とS2に実現される極分布は（9．16）と（9．17）の形の状態

フィニトバックによって実現できる範麗に含Iまれている（例9．2参照）．とこ

ろが、この形の状態フィードバックによってS1とS2を漸近安定にすると，（9．

16）と（9．17）の形の状態フィードバックによっては不可能だった全体システ

ムの漸近安定化が可能になるのである．たとえば，α1＝σ2＝β1＝β2＝2と指定

しセS1と§2を岬近安定にすると・全体システムを表わす穣準形状態方程式

ノlll：：∴∴’ノ1：1：：：1＋1珊

  x21（t）  0  1 一β1 0  x21（t）  0

  …（t） 、1 0 0一β・い・・（t） 」0ノ

W（・）一／…

「’  ’…

    、r又・1（・）

   ス12（t）

0〕に1：：：

S1

（9．24）

’’’’I @I

V
1一・

．斗
～u11 y、、lW

十
～u12

              ’～   、ﾍllll：トげ．㍑：：；〕1川書11：：1

w一11リ1：llll；1

S2

  奏y12．  ■  i石121  1石。。 一1

y2I

y22

i

［lll：：ll一は、い：llll！＋い！1書：1：ll／                 ／続ト1；：〕［1：ll：；

L＿
図9．6

はllll：！一ピ8’．㌧1に：1：：；〕1川書11：：1」

          リ1：llll；1

［lll：：ll一は、い：llll！＋い！1書：1：ll／

状態フィードバック（9．22）、（9．23）をほどこした！ステム
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に拾いて，マトリクス

     r                     ，               0           0                    1      ．α1

               1       0           ．α2                   0     L

               一β1            1       O                   0

       1           0               0                   一β2
                     ’

0）固有値が山1，一1，．3，一3になるので，全体ツステムは漸近安定にた

る．～二のように，サブシステムごとσ）極分布が同一でも，全体システムが漸近

安定である場合と，そうでない場合があるのである．

 こ幻．らの2つの例についても，状態フィート｛バックや状態フィードフォワー

ド卍とサブシステムの直結経路を除いた部分の伝達関数マトリクスHpi（s）の関

係を調べて拾こつ．まず，例9．3のツヌテムでは，状態フィードバック（9．12），

（9．13）拾よび状態フィードフォワード“（9．19），（9．20）をほどこした結果，

S1とS2の硬結経路を除いた部分の伝達関数ぱ

            2                     2

   Bp1（s）＝一              Hp2（s）＝一
          ・十（1＋k1） ，      ・十（2＋k。）

と在る．こわらのRe s≧0に埼けるノルム（絶対値）ぱk1，k2を大きくして

S1，S2を漸近安定にすればするほどいくらでも小さくカるから，嫡当にk1・k2

を大きく定めることによって系9．2の安定条件を満たすようにできる．したがっ

て，全体ツステムを漸近安定にすることができるのである．次に、例9，4のシ

ステムでは，状態フィードバック（9．22），（9．23）をほどこした後のS1とS2

の伝達関数マトリクスはそれぞれ

           1                   1
                O                   O

          ・十α1        ・十β1
   Hl〕1（s）＝              Hp2（s）＝
                1  ，              1
           0                  0
               s＋α2                         S斗β2

である・この場合も，これらのRe s≧0に拾けるノルムは，α1，α2，β、，β2

を大きくしてS1とS2を漸近安定にすればするほど・小さく在る．したがって・

系9．2の安定条件を満たすようにできて，その結果，全体システムは漸近安定

になるのである、
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 以下では，これ育でに述べてき走こと弗考慮しつつ，各サブシステム争漸近

安定にすることによって全体システムを漸近安定にする方法官考える．

93．し サブシステムの状態を直接取リ出せる場合の安定化法

 ここでは，線形時間不変大規模システム（τ6），（7．8） を構成しているサ

ブシステムはすべて完全可制御で，それらの状態は直接取り出せると仮定する．

この仮定により，サブシステムごとに任意の極分布を状態フィート．バックによ

つて指定できることが保証されている．そして，一般性争失なうこと衣く，各

サブシステムはLu6n b e r g e rの正準形89）で記述されているものとする～二と

ができる．すなわち，サブシステムSi（iこ1，2，… ，N）亭表わす標準

形状態方程式

x i （t） ＝AiXi（t）十 B．u （t） 1 i （τ5a）

yi（t） ＝  Ci X i（t） 十  Di u i （t） （7．5b）

に拾いて，マトリクスヘ，遍三，C三はそれぞれ

Ai纐

「五・

i

ム21

L  ●  ●
  1
 へ・

ぶ1グ・1…へ

ぶヅ・…・。㌔i

 i      ． i

抽2… 一A里q        i i

Bi吉

 i
B．1

B i
 f

遍i
 qi

   ・i－／・1・；一・リ・i全一・・1i（父i）

のようにブロヅクマ1リクスから成1，特に，・品（m，卜・，・，＿，

qi）と協よ（㎜＝1，2，… ，qi）は次のような形をしているとすることが

できる．ただし，＊は定数（同一とは限ら在い）を表わし，σ1（m二1，2，
                            m
…，理）は三’σ㎜’一・｛を鰍すよ1色ある正整姦である．

      ㎜＝1
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A1＝㎜

Ai＝m4

把i＿m

  i  σ  m
 ノ    「010 ・．・・0
001．…  0

000 ・・■．1
＊＊＊・… ＊
   i
  σ4

ノ｝∵…ll
い二二ニニ1」

   r   i
O・・．0 0 0…  O

O… 0 0 0．一．0
㌧0・・．0 1 オく・．．オく

 ＼’ ㎜｝1

／ぺ

∵’

・ i
〉σm

㎜→・2

ところで、n．i×riマトリクスBiは。一皿三xqiマトリクス

〈 △
丑i＝

鼠i

〈1
晩

L ．^ 1児；
町1

ただし，

、

  へ． △  lB1二   m

  qi
・J’」r0・．．000．．・O

O …   O OO ・． ・0

0・．．O10．・・O

、ノ ㎜一1

i
σ皿
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を用いて

       〈   Bi＝遍iQ三          （9．25）

と表わせる．ここに，Q iは

        「i
               、    、    1 ＊＊…  ＊＊…  ＊

    O1）k… ＊＊1・■＊

    001… ＊＞く．・・＊

    ．． ．・ ’．  ．    qi

    OOO・・．1＊・．・＊
       qi
のような形をしたqi×『iマトリクスで，その形からわかるように，行に関して

最大階数亭もりている．剛がこのように表わせることが，～これから述べる安定

化法では重要である．

 それでは，フィードバリクゲイジKiを

          一1   ・、一く（Q、〆、）食、

       盾1㍑二・・…食、’、、

  念、全写二亭．・・…享・’・i，講ε・’×σ杉

       忌ニテ食1パ．．’‘ぷ、、量

と拾いて、サブγステムsiに状態フィードバック

   l1i（t）＝ui（t） 十KiX｛（t）

と状態フィードフォワード“

（9，26）
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  アi（・）＝yi（・）一DiKiXi（・）    （・…）

をほどこしてみよう．ここに，ui（・）と流（・）はそれぞれ新しい入力と出力である

（図9．7参照）．その結果，各サブシメナムはこの新しい入出力に関する標準

形状態方程式

  支i（・）＝（Ai＋・iKi）・i（・）十Bi盲i（・）

  了i（・）＝Oi・i（・）十D｛（t）

で表わされるツステムになる．そして，

                一1       〈    ノ     ’  〈    〈 ＾
  B三K亘 二BiQiQi （QiQi）Ki 二BiKi

だから，

        lH

（9．28a）

（9，28－aj

  ・二合 1 σよ・ ・＝1… …・qi
        ○
       し 1 1

                        ＊とすると・Ai＋思・iKiは次のようなブロックマトリ、クスになる・

              Si

五i 十  u1

十

太（t）＝AX（t）十過・u．（t）
i   i i   亘．1

yi（・）・・Ci・i（・）十Diui（・）

yi＋   yi

Ki

Xi

図9．7 状態フィードバック（9．26）と状態フィード

   フォワード（9，27）をほどこしたサブシステム

脚注＊．

倉ド山・・｛い・一・・11，1 であることに注意しょう．
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Ai＋Bi Ki

 i   i 〈i
A11 ＋e1 kU

量、。、…、儂、

。、二・＾。・一一A㌧・終・、

・1、。熟一．＿一・．；、、…鵜、、

 i  i〈、i  i i〈i      1  ・〈i五・i1・・い理一・A・町i・…ik・ポ・∴…｛・・“・i・、

 ここで，このマトリクスの各ブロックの形に注目しょう．まず，非対角ブロ
        ＾                            〈
ックA i ＋e i k二（mキ2）てば，Aiとei k iの形がいずれも
   m垣 m m4      ㎜6皿m4
     ’                  ㌧

      O  O・…  0

      0 0・…  O
      ＊ ．＊・…  ＊
         〈                                〈 ．
である・そして・笛k。。’に洲では・・で表㌢亭れている定教を㌦にい

て任意の値にすることができる．したがって，k山を適当に定めることによっ

て非対角ブロックを零マトリクスにすることができ，

Ai＋児iKi

／          〈
Aべ 十  eli k1…

     〈A2麦 十 eまk基

○

         ○
                                  〈 ．                            1                                 ．                           A1                               ＋d k1
      し             篭qi qi qiqi
                        〈とすることができる．一方，対角ブロックA i＋ei ki は次のよう在形を
                    皿1I＝皿    m   迎］m
．して沓り．，その＊で表わされている定数は盆iによって任意の値にすることが
                    mm
できる．

一165｝



 0

 0

 0

」＊

1

0

0

＊

0

1

0

＊

0

0

1

＊

したがつて，このブロックの固有値は任意に指定できる．つ重り，適当たフィ

ードバックゲイン県を用いることによって五i斗二Bi Kiをブロック対角マトリ

クスにすることができ，しかも，その対角ブロックの固有値は任意に指定でき

るのである．

 さて，これからは，このようなフィート“バックゲインを状態フィードバック

（9．26）と状態フィート“フォワード（9．27）に用いることにする．そうすると，

各サブシステムの車結経路を除いた部分の伝達関数マトリクス亘pi（S）は・

    へA i＋ei k iと含iの組が可制御正準形の形をしているから，次のように計
II虹n   ㎜  I㎜n     m

算できる．

  H （s）   pi

全Ci〔、卜（Ai＋皿iKi）〕一1重i

               刈く＝Ci〔sI山（Ai＋Bi Ki ）〕 逓iQi

   i
＝〔C、

■

C．i ． ． ． ．  Ci

＾     qi〕
〔、レ（・1、。。脳、）〕■王

         〈   一1〔、卜（Aガ。2k、；）〕

○   ・・ポ（A i。θi ｢）〕一1
qiqi qiqiqi

倉’

〈i
B。

〈・量

B
 qi

Qi
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   i    i   i i  －1〈云
・＝・〔cl 〔s I一 （AH ＋e｛ kH ） 〕 B1

     i    i  i i －1〈i    ＋C。〔・1一（地・十・。k・・）〕週・

              i        〈i  ・一1〈i     ・・・・…、（・・一（・・、・、・・1ik・、・、）・遍・、〕・i

ゼ

         ・         1
    C呈n（・・σ1）

        ．  ．〈
 d帥〔sI 一（A～】十e量 k一号）〕

 1       1
0』n．（昌・σ）

d．t〔、I＿（虚、十4砧）〕

、。、、｛辛ポ1・・

ただし，

／         1

         S
          2
    ‘          B
n（。，σ1）△  ．
   m    ＝

         鴫一1
        －9

（9．29）

 i
σm・ 皿＝1・2・’．’・qi

とする．ここで，食よ醐（・一・，・，…，。、）を・よ、・槻押有値の

うち（6よ一・）個が一・よ1小さい実数，残りの・つの賄値が一・iσ二・i

・ilC ilリパ秘il・より小さい実数に在るように定めることにしょう．ただし，aiは
 m                           〈任意の正数とする．このとき，Ai＋Bi KiはA i＋e i k iを対角ブロック
                       m㎜   m   m互口
とするフロック対角マトリクスだから，その固有値はすべて負の実数である．

す在わち，各サブシステムは漸近安定になりている．そして，簡単在計算によ

ってわかるように，j＝O，i，2，… ，（σi－1）について，逓。s≧0
                      ㎜
で
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き・j

d．t〔。I一仏i＋
       ㎜

 一一入

θi ki）〕
皿1  mIn一

〈
      1
   a  σ 蟹
    i ㎜

1

il・よいlQil

（9．30）

が成り立つから・m＝1・2・・… qiについて

        Oin（s，σi）
    ＿＿＿一、↓
、d．t〔。I一仏i
        ㎜

十ei隻i）〕
  In   口皿n

・llく1リ
n（。，σi）
    m

d．t〔。I一仏i＋
       n1m

 〈．ei k・）〕
m   m㎜

≦ lldi l1

   皿

i

屯■1
Σ

j＝0

昌j

≦ （a q    i i

a・t〔・卜（Aよ十“は）〕

     一工
11Qi ll） （9．31）

が成立する・したがって貝pi（8）はRe s≧Oに対して

11亘。i（・）il≦

    ・i ・血i・（・，σ二）
llQ■1、三11、、、、、、、④・、

             ㎜
            …1
         ≦ ai

        〈を満たし，ゆえに，k iを定めるとき
         ㎜

N
Σ

j二1

〈

llF  il＜a ij     i

正数a を   i

、出）／1

（9．32）

（9．33）

の範囲で指定して呑けば，各サブヅステムを漸近安定にしつつ，系9．2の条件

が成立するようにすることができるのである．つ’まり，サブシステムごとに

（9．26）と（9．27）の形の適当在状態フィードバ四クと状態フィートソォワー

｝168’



ドをほどこすことによりて，各サブシステムを漸近安定にしつつ，全体システ

ム帝漸近安定にすることができるのである．、

 以上を黄とめたのが次の定理である．

〔定理9．2〕 （7．6）と（7．8）で表わされる線形時間不変大規模システム

が定理8．1の条件を満足しているとしよう．このとき，すべてのサブシヌテム

が完全可制御方らば，各サブシステムを適当な状態フィードハックと状態フィ

ードフォワードにより充分に漸近安定にすることによりて，全体システムを漸

近安定にすることができる．

（注9．1） この定理は各サブシステムに状態フィードフォワ＾ド争ほどこす

こと苧許しているが，（9．27）の形からわかるように，それは状態フィードバ

ック（9．26）が入出力聞の童結経路を通して出力に直接与える影響を打ち消す

ためだけに使われている．つ書り，この定理が保証している安定化法は本質的

にはサブシステムごとの状態フィート＃バックによっている．

 特に，・すべてのサブシステムが入出力間の直結経路弗もだ哀い場合には，

（9．27）の状態フィードフォワードは安くなるので，状態フィードバツークのみ

による安定化が可能である．青た，この場合には，定理8，1の条件はつねに成

立するので，定理9，2は次のように言い換えられる．

〔系9．3〕 （7．6）と（7，8）で表わされる線形時間不変大規模システムに

拾いて，各サブシステムは入出力間に直結経略弗も。てい危いとしよう．この

とき，すべてのサブシステムが完全可制御ならば。各サブシステムを適当な状

態フィードバックにより充分に漸近安定にすることに一 謔ﾁて，全体システムを

漸近安定にすることができる．

a a2 サブシステムの状態を直接には取リ出せない場．合の安定化法

 これ首でに述べてきた安定化法は，各サブシステムの状態帝直接取り出せる

ことを前提としている．しかし，サブシヌテムの状態をすべて取り出せること

は実際にはほとんどなく，そのような大規模システムにこの安定化法を適用す

るためには，サブシステムの入力と出力からその状態を何らかの方法で推定し

てやらなければならない．以下では，この推定の方法として第4章で述べたよ

う冠状態推定器苧用いる方法を採用し，この推定器より得られる状態の推定値

をサブシステムごとにフィードバック巻よびフィートソォワードすることによ
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って，各サブシステムを漸近安定にするとともに，全体システムを漸近安定に

することができること亭示す．～二こでも，これ’までと同様，すブンステムはす

べて完全可制御であると仮定する．

 い’ま，サブシステムSi（i＝1，2，、．．，N）

  X i（t） 1＝ムi・xi（竈） 十遣i ui（t）                    （τ5a）

  yi（t）＝Cixi（t）十Diui（t）

に対して

（7．5b）

 Z i（t） ＝ （A i一旦iO i）Z i（t）十 （B i－HiD i） u－i（t）十H二y i（t）

                               （9．34）

で記述される状態推定器を考えよう（第4章参照）．ここに，zi（t）はni次元

ベクトルで，Siの状態xi（t）の推定値である．童た，Hiはni×miマトリクスで，

われわれが設計するパラメータてあみ．このとき，状態の真値Xi（・）と推定値

z ｛・，の誤差 i

    △ei（t） ＝  Xi（t） 一 Zi（t）

のふるまし（は

    さi（・）．二（AドHiCi）・i（1）    （。．。一。）

に従うから，（9．34）が状態推定器として動作するためには，（9．35）が漸近

安定でなければならカい．そこで，（9135）が漸近安定になるような推定器ゲ

イニ肌が存在することを保証するために，以下では，すべてのサブツステムが

（完全可制御であるとともに）可検出（dθt ectab1e）であると仮定する．

〔定義9．1〕吻 A．i＿Hi Oiの固有値の実部がすべて負になるような推定器

ゲインHiが存在するときI S iぱ可検出であるという．

（注9．2）Aiのすべての固有値の実部が負ならば，亙．i＝0に対してAi－

Hi Ciの固有値の実都はすべて負であるから，iは可検出である．また，Siが

完全可観測在らば，亙iによりてAド再Ciの固有値苧任意に指定することがで

きるので，完全可観測なサブシステムは可検出である．

 それでは・．推定器ゲインEiをAi一且iCi固有値の実都がすべて負に危るよ
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うに定めて状態推定器（9．34）を構成し，それによって得られる推定値Zi（・）を

真値Xil・）の代りに（9．26）の形のフィードバリタと（9・27）の形のフーイードフ

ォワード．に用いよう．すカわち・ここでは、次の形のフィート“バックとフィー

ドフォワードをサブシステムS にほど1二す（図9，8参照）．             i

  ui（t）＝ui（t）十KiZi（t）       （9－36）

   yi（t） 二 yi（t） 一 Di Ki Zi（い          （9．37）

ここに・一ui1・）とア‘・はそれぞれ新しい入力と出力である・そして・フィードバ

ツー

NゲインKiは，上で述べたサブシステムの状態を直接籔り出せる場合の安定

化法によって定めるものとする．以上の結果，各サブツステムは標準形状態方

程式

／111：；！＋1、、∴遍路ル1小（・）

篶（・）一・・i・・
撃撃撃撃撃戟l…（・）（舳

で表わされる2ni次元システムと在る．
           Si

ui＋

㌣十

ui

」一へyi（・）＝＝Ci・i（・）珊iu三（・） ハ
一

I
一！r“’

’

●

Zi（・）＝（Ai耳Oi）Zi（・）

十（児i丑iDi）ui（・）棚iyi（・〕

1

Zi

τ □DiKi 」 一

IL

汀一・、・、（t〕・
y三

〈

図9．8 フイ｝ドバヅク（9．36）とフィードフォワード（9．37）を

ほどとしたサブツステム
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 さて，この新しいサブシステムに拾いて，入出力間の直結経路のゲインはも

とのサブシステムと同じlDiである．首だ，～二ごて考えているフィー．ドバックや

フィードフォワード．によっては，Fで表わされているサブシステム間の接続関

係は変更されない．したがりて，もとのサブシステム（7．5）を新しいサブシ

ステム（9．38）で置き換えて得られる線形時間不変大規模システムも，もとの

大規模システムと同様，定理8，1の条件を満たしている．そして，（トFD）

・・の各ブロック念ijももとの大規模システムの場合その朽である・したが

｝1

りて，（サブシヌテムは違ったものになりているが，）この新しい線形大規模

システムの安定判別にも系・9．2帝そのま首用いることができるのである．すな

わち，各サブシステムが漸近安定で，それらの入出力間の直結経略を除い・た部

分の伝達関数マトリクス皿（s）がRe s≧Oで（9，6）を満たせば，新しい            pi

大規模システムも漸近安定在のである．

 そこで，新しいサブシステムの安定性を調べ，直結経路を除いた部分の伝達

関数マトリクスを求めよう．そのために，新しいサブシステムを表わす標準形

状態方程式として，（9．38）と等価な

［llll：1∴榊∴、／lll：：：1・にト）

                                （9．39）
    ・・（・）／・i・・ll；llリ…1・（・）

を考える．重ず，安定性について考えると，この標準形に拾いて，マトリクス

      ∵晦、㌃、1

の固有値の実部がすべて負であれば，このサブシステムは漸近安定である．そ

して・そのためには・Ai＋BiKiと・AドHiCiのすべての固有値の実部が負で

あればよいが・ここでは・フィードバックゲイン・Kiと推定器ゲインHiはそうな

るように定めてあち．ゆえに，新しいサブシステムは漸近安定である．次に，

直結経路を除いた部分の伝達関数マトリクス亘pi（母）を求めると・
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㌦・）1・い i・・一∵、1町／

一1

＝Ci〔・I一（Ai＋BiKi）〕 Bi   （9・40）

である．すなわち，新しいサブシステムの直結経路を除いた部分の伝達関数マ

トリクスぱ，もとのサブシステムに状態の真値をフィードバック合よびフィー

ドフォワードした場合のそれと重りたく同じなのである．ゆえに，フィードバ

ックゲイン室iの定め方により・このHpi（s）についてもRe s；≧Oで（凱6）

は成立する．したがって，新しいサブシステムから成る線形大規模システムは

漸近安定である．

 以上で，サブシステムごとの状態フィードバックと状態フィードフォワード

によつて可能でありた線形時間不変大規模システムの安定化が，状態の推定値

のフィート｝バックとフィードフォワードによ｛ても同様に可能であることが示

された．この結果をまとめたのが，次の定理と系である．

〔定理9，3〕 （7．6）と（τ8）で表わされる線形時間不変大規模システム

が定理8．1の条件を満たしているとしよう．このとき，すべてのサブシステム

が完全可制御かつ可検出ならば，サブシステムごとに状態推定器を構成するこ

とができ，各サブシヌテムを状態の推定値の適当なフィート｛バックとフィード

フォワードにより充分に漸近安定にすることによって，全体ツステムを漸近安

定にすることができる．

〔系9．4〕 （7．6）と（7．8）で表わされる線形時間不変大規模システムに

拾いて，各サブシステムは入出力間に直結経路をもってい危いとしょう．この

とき，すべてのサブシステムが完全可制御かつ可検出ならば，サブシステムご

とに状態推定器を構成することができ，各サブシステムを状態の推定値の適当

なフイ山ドバヅクにより充分に漸近安定にする～二とによって，一全体システムを

漸近安定にすることができる．

9・4結  言
 この章てば，線形時間不変大規模システムを対象に．各サブシヌテム牙漸近
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安定にすることによりて全体システムを漸近安定にする方法を考えた．そして，

すべてのサブシステムが完全可制御在らば，各サブシステムを適当な状態フイ

｛ト“バックにより充分に漸近安定にしたうえ，必要ならば補助的に適当な状態

フィードフォワードをほどこずことによって，全体システムを漸近安定にする

ことができることを示した．重た，状態を直接には取り出せないようなサプッ

ステムから成る大規模ツステムの場合にも，すべてのサブシステムが完全可制

御かつ可検出であれば，サブシステムごとの推定器から得られる状態の推定値

を真値の代りにフィート“バック券よびフィードフォワードすることによつて，

同様の安定化が可能であることも示した．例で示したように，状態フィードフ

ォワード’をほどこすことを許さなければ，各サブシステムを状態フィードバッ

クによっていくら漸近安定にしても，全体システムが漸近安定に在るとは限ら

在い．・まわ状態フィードバックはサブシステム争充分に漸近安定にするもの

ならどのよ．う危ものでもよいというわけではなく・サブシステムに同一の極分

布を実現する状態フィードバックのなかにも，全体システムを漸近安定にする

ものとしないものがある．したがって，上の結果，倉よぴそれらを示す過程で

得られた安定化法は重要である．

 この章では，全体ツステム膏単に漸近安定にすることだけを考えて，安定度

の指定については考えなかつた．安定度を指定する問題は梅藤剛にょ。て研究

されて倉り，サブシステムが完全可制御（状態を直接には取り出せ危い場合に

は，かつ完全可観測）在らば，この章の安定化法と本質的には量ったく同じ安

定化法によって，任意に指定された安定度をサブ！ステムと全体システムに実

現することができることが示されている．

 と1二ろで，この章の安定化法では，入出力間に直結経鋸苧もつサブツステム

には必ずフィードフォワ｝ドをほどこすことになっていゐ．しかし，直結経路

のゲインが小さい場合には，フィードフォワードをほどこさない・フイ｝ドバ

ヅクのみによる安定化も可能なのである．そのような安定化が可能な大規模ゾ

             91．、ステムのクラスはやはり梅藤 によりて求められている．
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第1書章  結 論

 本研究では，サブシステムが状態方程式で記述され，それらの接続関係がブ

ロ理ク線図で表わされる大規模ダイナミカルシステムを対象に，サブシステム

の特性とそれらの結合の仕方が全体シネテムにどのような影響を考えるのかと

いう問題を，状態方程式表現と安定化について考察した．

 まず，状態方程式表現に関しては，全体システムが状態方程式で記述できる

ための条件，その状態方程式が大域的リプシリッ条件を満たすための条件，サ

ブシステムの線形化システムから成る大規模システムが全体の線形化システム

になるための条件を求めた．状態方程式表現や大域的リプツらツ条件が解の存

在性や一意性を保証すること，拾よび，われわれが扱う線形大規模シヌテムに

拾いて一サブシステムの多くが線形化システムであること亭考慮すると，これら

の条件を満たさない大規模システムは一意解をもたカい，書たは線形化の意味

をもたないシステムに方りている可能姓がある．したがって，大規模システム

の解析や設計を行なう．場合，他の条件盾どにょ。て解の存在性や一意性，重た

はそのシステムが線形（化）システムとして意味のあるものであることが保証

されない限り，これらの条件を満たすシステムだけを対象とするべきである．

このように大規模ツステムの解析や設計の箭提に在るという意味で，本研究で

得られた条件は重要である．

 次に，安電化問題に題しでは，対象浄線形時間不変大規模システムに限って，

サブシステムごとの安定化によって全体シヌテムを安定にすることができるた

めの条件を明らかにし，そのよう在安電化法脊開発した．その条件は本質的に

はサブシステムが完全町勧御であることで壱る．そして，その方法は本質的に

は状態フィート＃バックによる極指定法であるが，状態フィードフォワードも併

用する方法である．緒論でも述べたように，大規模システムの設計法としては，

変数の数や計算量が比較的少ない，サブシステムごとの設計によって全体シス

テムを設計する方法でなければ実用的でない．この意味で，ここで開発された

安定化法は有用である．

 以上の2つの闘題を考察した結果言えることは，線形性や時間不変性のよう

な性質労除いて，状態方程式表現や解の存在姓と一意性，大域的リプシッツ条
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件，線形化拾よび安定化右とに関しでは，サブシステムの性質がr般には全体

システムに保存されないということである．つ重り，．大規模システムの性質は

緒一合の仕方によ1りでは，それを構成するサブシステムの栓質と首ったく異なる

ことがあるのである．したがって，サブシステムの性質拾よびそれらの結合の

仕方と全体システムの性質の関係を明らかにした本研究の意義は大きい．
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