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本論文の要旨

生体の神経系における情報処理過程において，神経細胞膜の電気的興奮特
性は重要な役割を担っている.ところが，神経細胞の電気的振舞いは細胞
の種類や環境によって様々である.数ある神経細胞モデ、ルのなかで，それぞ
れの神経細胞の多様で複雑な電気的振舞いを最も忠実に再現するモデルは
Hodgkin-Huxley 方程式(以下 HH 方程式と省略)タイプモデ.ルで、ある.そ

の典型である HH 方程式はヤリイカの巨大軸索膜のモデ‘ルで、あり，連立の
常微分方程式で記述される非線形力学系モデノレで、ある. HH 方程式は HH 方
程式型モデ、ルの中で最も単純なもののひとつであり，他の HH 方程式型モ
デ、ルの基本で、ある. HH 方程式は複数のパラメータによってパラメータ付け
られており，それらの値によって質的に異なる様々な振舞いを示す.本研究
の目的は，非線形力学系の分岐理論の立場から神経細胞モデ、ノレの雛型で、あ
る HH 方程式のパラメータに依存した分岐構造を詳細に調べることにより，
神経細胞が示す電気的振舞いの多様性を，モデルの分岐構造という視点で
とらえることである.

本研究では HH 方程式の分岐構造について主に 2 つの視点からアプロー
チした.まず始めに， HH 方程式に含まれる複数のパラメータに関して，そ
の値を広い範囲で変化させ， HH 方程式で生じる分岐を調べた.その結果，
HH 方程式の大域的な分岐構造および HH 方程式が持つダイナミクスの多
様性が明らかになると共に，周期と振幅の異なる 2 種の周期解を同時にも
つ，周期解の双安定性がパラメータの広い範囲で見られることがわかった.
それらのパラメータ領域は，高度に退化した Hopf 分岐点に関連していた.
そこで，次に特異点理論の枠組で HH 方程式のパラメータ空間内で高度に
退化した Hopf分岐点の解析を行い，これまでに確認されていないタイプの
高度に退化した Hopf分岐点を同定した.

本論文は以下のように構成される.第一章では HH 方程式に関してまと
める.第二章では HH 方程式の様々なパラメータに関して大域的な分岐構
造について報告する.まず，直流刺激電流のパラメータ IextNa+ と K+ に関
するパラメータとのそれぞれの 2 パラメータ分岐図における分岐の大域的
構造の類似性，および，他の HH タイプ神経細胞モデ、ルの 2 パラメータ分
岐図の分岐の大域的構造との類似性について議論する.次に HH 方程式の
主要な殆どのパラメータ平面において現れた周期と振幅の異なる 2 種の周
期解が同時に存在する，周期解の双安定性が生じるパラメータ領域につい
て詳しく報告する . それらのパラメータ領域は高度に退化した Hopf分岐点
に関連していた.そこで第三章で HH 方程式における高度に化した Hopf 分
岐について特異点理論の枠組を用いて報告する.第四章では HH 方程式に
対する様々な批判について分岐理論の立場から考察する.第五章で本研究
で得られた結果をまとめる.
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Chapter 1 

立
早

序

脳神経系という情報処理システムにおいて，電気的興奮特性をもっ神経細
胞は基本単位である.ところが個々の神経細胞の電気的振舞はその種類や
環境によって様々である.神経細胞の一般的な特性は可興奮性，すなわち膜
電位が安定な平衡電位にある膜に，ある一定以上の入力が加わると(膜電位
が闇値以上に上昇すると)，膜電位は急激に上昇し，一度発火した後，不応
期特性を伴う過分極を経て静止電位に戻るものである.ところが，例えば心
筋のプルキンエ繊維のように自励的に発火を繰り返すものや (NIcAllister et 
al. 1975)，勝臓の P 細胞のようにパースト的発火と呼ばれる数回脱分極側
で発火を繰り返した後に平衡電位へ戻るようなタイプのものもある (Chay
and Keizer 1983). 

神経細胞の電気的振舞いは，これまで様々なレベルで、モデ、ノレ化されてき

たが，そのなかでも，それぞれの神経細胞の固有の電気的振舞いを最も忠

実に再現するモデルは Hodgkin唱Huxley 型神経細胞モデルで、ある. Hodgkinｭ
Huxley 型神経細胞モデルとは， 1952 年に Hodgkin と Huxley によって提案さ
れたヤリイカの巨大軸索膜のモデルで、ある Hodgkin-Huxley 方程式 (Hodgkin
and Huxley 1952d , 以下 HH 方程式と省略する)を典型とするモデ、ルで、 あ

る. Hodgkin と Huxley は，ヤリイカ巨大軸索を用いた生理実験により，神
経の電気的興奮が軸索内外の複数のイオンの濃度差，および膜電位に依存
した Na+ と K+ の膜透過性の変化によって生じることを示し，それらの特
性を方程式にまとめた . 方程式は，脂質 2 重膜の神経細胞膜をコンデンサー
とし， Na+ と K+ のイオンチャネルを可変抵抗としたときの膜の等価電気回

路の式と，それぞれのイオンチャネノレの膜電位に依存したイオン透過性の変
化を記述する複数の式との連立常微分方程式であらわされる.他の HH 型
神経細胞モデ、ルは同様に，それぞれの神経細胞膜が固有にもつイオンチャネ

ルの特性と膜の等価回路を記述する連立常微分方程式の数理モデルで、ある.

ここで注意しなければならないことは HH 型方程式は現象論的モデルで、

あるということである.例えば， HH 型方程式の各イオンチャネノレの特性に

関する関数は，様々な条件下でのイオンチャネルの特性にフィットするよう

なものが選ばれる. HH 型方程式は膜の分子生物学的な構造やその仕組みに
ついては言及しない.実際 Hodgkin と Huxley がモデ、/レを提案した時点で
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はイオンチャネルの存在は知られいなかった.膜に何らかのイオンに選択
的な透過性があり，それが膜電位にのみ依存しているという実験による結
果から， 彼 らはその電位依存特性に関数を当てはめることによりモデ、ノレを

構築した.この意味でも HH 方程式が唯一の神経細胞膜の電気的興奮特性
を記述するモデルであるかどうかはわからない.

また HH 方程式は細胞膜の特性やそのおかれた環境に対応する複数の
パラ メ ータによってパラメータ付けられている . これらのパラメータの値

が Hodgkin と Huxley の定めた値のとき， HH 方程式は，過渡的な膜電位
摂動の入力 を加えた時のヤリイカ巨大軸索膜の応答特性を非常に よ く再現
した (Hodgkin and Huxley 1952d). しかしパラメ ータの値を変化させると，
HH 方程式は質的に異なる様々 な振舞いを示す.例えば外部からの直流刺激

電流 Iext を大きく していくと， HH 方程式は安定な周期解を持つよう にな
る (Troy 1978 , Hぉsard 1978, Rinze 1978). また ， 1.ω と共に K+ の平衡電

位 VK を変化させると複数の安定な平衡電位を持つよう になる (Aihara and 
Matsumoto 1983 , Bedrov 1992). パラメータを変化させたときの方程式の
振舞いの質的な変化が同様に，方程式のパラメータ に対応する膜の環境を
変化させたときの膜の電気的振舞いの変化とうまく対応するかどう かは分
からない.言葉を変えて言えば， HH 方程式はパラメータ空間のある一点で
の膜の現象をうまく再現できるようにモデル化された(関数が選ばれた)だ
けであり，パラメータ空間の他の領域でも同様に，そのパラメータに対応

する膜の環境や性質を変化させたときの膜の性質をうまく再現できるかど
うかは分からない .

HH 方程式のダイナミクスは， HH 方程式が非線形の力学系であるため
非線形力学系の分岐理論を用いて解析される.膜の安定な平衡電位，周期
的興奮はそれぞれ方程式の安定平衡点，周期解に対応する.軸索膜の環境
を変化させたときに生じる膜の電気的振舞いの質的な変化は方程式のパラ
メータに依存した分岐に対応する . パラメータ空間において分岐点からな

る集合を求めることで方程式の質的振舞いに基づきパラメータ空間を分類
することができる .

本研究の目的は，非線形力学系の分岐理論を用いて HH 方程式を解析す
ることにより，神経興奮現象のダイナミクスの理解を深めることである.

HH 方程式に関する研究には様々なものがある.例えば， HH 方程式を膜
モデルとして入力に周期入力などの時間的に変化する入力を加えた時の HH
方程式の応答特性などが詳しく調べられている (Aihara 1984, Aihara and 
Matsumoto 1987). また空間特性を考えた編微分方程式で、表された HH 方

程式や， HH 方程式を電気的に結合させた系における神経興奮の伝播の特

性 (Awiszus 1994, Horikawa 1998) , HH 方程式を一つの神経細胞とみたし，
様々な様式で結合させた系の特性なども調べられている.

これらの HH 方程式に関する様々な研究のなかで本研究の特徴は，入力

としての Iext は常に直流とし，自励系における主要な分岐ノミラメータとし
て扱うこと，そして， HH 方程式に含まれる様々なノミラメータを変化させる

範囲を大きくとり大域的な分岐構造を調べることにある.ところが，現実の
神経細胞において入力が直流の Ip.T. t に対応するとは考えに くい.また，本



研究ではヤリイカにとって生理学的にも意味のない範囲までパラメータを
変化させて調べる.これらのことには次の意味がある.つまり，本研究で
は神経細胞の応答特性よりむしろ力学システムとしての分岐構造に視点を
おく . Iext はヤリイカの巨大軸索を用いた実験では人工的に最も制御しやす
いパラメータであり，また HH 方程式のパラメータのそれぞれに対応する

ヤリイカ軸索の環境は実験によってある程度制御可能である.もしヤリイ
カ巨大軸索の実験環境を制御することにより，実際のシステムの分岐構造

を知ることができれば HH 方程式の妥当性の評価の指標となる.

また他の神経細胞に対する HH 型モデルは，式の構造は HH 方程式と類

似しているが，変数の数はもとより，関数の形やパラメータの値は様々であ
る.もし，それぞれの HH 型モテ、ノレの分岐構造を知ることが出来れば，モ

デ、ノレの分岐構造という統ーした視点からそれら複数のシステムの比較が可

能である.

本研究の目的は言い変えれば， HH 型モデ、ルを通じて，多様な振舞いを
示す神経細胞の電気的興奮現象を非線形力学系の分岐理論という統一的な
視点から理解を深めることである.

HH 方程式が示す様々な分岐の研究はこれまで数多くなされてきた Troy
(1978) , Rinzel (1978) , Hassard (1978) は，パラメータ Iext を変化させたと
き平衡点から Hopf 分岐によって周期解が分岐することを示した. Rinzel 
and lVliller (1980) は Iext を変化させたときに生じる安定および不安定周期
解を数値的に計算し，これらの周期解の発生・消滅の様子が温度ノミラメー

タ T に依存して変化することを示した. Aihara and Matsumoto (1983) は
I口t と VK を変化させたときに平衡点が 3 つ存在するパラメータ領域が存
在し ， 2 種の安定な平衡電位を同時に持つことを同時に持つことを示した.
Guckenheimer and Labouriau (1993) は，そのパラメータ領域の詳細な分岐
図を報告した. Bedrov et al. (1992 , 1995) は Na+ ， (または K+ ) の最大コ
ンダクタンスを表すノミラメータ gNa (gK) を変化させたとき， HH 方程式が

周期解を示すパラメータ領域を特定した.

これらの HH 方程式におけるいくつかの分岐構造は 実際のヤリイカ

巨大軸索の実験環境を制御したときに観測されることが報告されている.
Guttman (1980) らは膜の Ca2+ 濃度を調節し，膜に加える直流電流刺激の
大きさを変化さることで HH 方程式に直流刺激電流 Iext を加えていったとき
の分岐構造がヤリイカ巨大軸索膜で観測されることを示した.また ， Tasaki 
(1959) は膜内外のイオン濃度を変化させることにより.ヤリイカ軸索膜が 2
種の安定な平衡電位を同時に持つことが報告されていた.これらのことは，
HH 方程式がパラメータの変化に対しでもある程度妥当なモデ、ノレで、あること

を示している.このことは， HH 方程式が現象論的なモデ.ルで、あることを考

えると驚きである.

本研究ではまず，他の研究によって調べられた複数のパラメータ領域を

統括し， HH 方程式に現れる分岐の全体像をつかむことを試みた.そのため
に， HH 方程式の様々なパラメータを広い範囲で変化させ 方程式が示す分

岐の構造を大域的に調べた.

ところで，パラメータを複数変化させると 高次元のパラメータ空間内
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に複数の分岐条件を同時に満たす高度に退化した分岐点(特異点)が現れる
ことがある . 高度に退化した分岐点にはより低次の複数の分岐集合が集中

し ， その結果その分岐点近傍では分岐点特有の方程式の様々なダイナミク
ス が観測できる.このような高度に退化した分岐点は組織化中心点とも呼
ばれる (Guckenheimer and Holmes 1983, Gol u bitsky and Schaeffer 1985). 
Labouriau (1985 ヲ 1989) は ， Iext , T に加え ， 9Na， ' もしくは Na+ 平衡電位
のパラ メータ VNα の値を変えたときに ， Hopf 分岐が高度に退化した特異点
が現れることを示し，その近傍で HH 方程式が示す振舞いを理論的に予測

した. Hassard and Shiau (1989) , Shiau and Hassard (1991 ) は， Labouriau 
(1985, 1 989) によ っ て報告された高度に退化 した Hopf 分岐点近傍のパラ
メータ値に対して周期解を数値的に計算し， HH 方程式があるパラ メータの
組で双安定な周期解，すなわち周期と振幅の異なる 2 つの安定周期解が同
時に存在するこ と を示した.

高度に退化した分岐点を解析することにより 我々は方程式が少なくと
もその特異点近傍のパラメータ空間においてどのような振舞いを示すかを

知ることができる点が重要である.また複数のシステムの比較をする場合，
特異点は重要な役割を果たす.複数の異なるシステムは必ずしも同じよ う
にパラメータ付けられているとは限らない.つまり 大域的なノ々ラメー タ

空間の構造は異なるように見えても，その幾何学的構造，すなわち，特異

点のタイプで比較するとシステムの同値性が議論できる.特異点の解析だ
けでは，特異点近傍に集中した各パラメータ領域が特異点からどれだけ離

れたパラメータ領域まで広がっているかはわからない.この問題は，分岐

の大域的構造を実際に数値的に調べることで、解決する.

本研究では， HH 方程式の様々なノミラメータに関する分岐の大域的な構

造を調べる上で，特に HH 方程式が周期解の双安定性を示すノミラメータ領
域がパラメータ空間にどのように広がっているかを調べ ， Iext と，その他
のパラメータの内のひとつに関する多数の 2 パラメータ分岐図を計算した.
この解析により ， Iext-VK-VNα のパラメータ空間に ， HH 方程式でこれまで
報告されていないタイプの 2 種の高度に縮退した Hopf分岐点の存在を示唆

する結果を得た.本論文では，分岐図の大域的な形状の変化から，その存

在と標準形 (Golubitsky 1981 , 1985) を推定する .
以下，本論文は次のように構成される. 2 章でまず HH 方程式を紹介す

る. 3 章では， HH 方程式の様々なパラメータに関して，その値を広く変化

させたときの大域的な分岐構造を説明する.なかでも特に 周期解の双安
定↑生と，平衡点の双安定性が生じるパラメータ領域に関してそれぞれ詳 し

く説明する. 4 章では， 3 章で明らかになった周期解の双安定性が生じるパ
ラメータ領域に関する結果を用いて， HH 方程式のパラメータ空間に存在す
る高度に退化した Hopf 分岐点を特異点理論の枠組で説明する. 5 章では，

HH 方程式に対する批判と，修正された HH 方程式について，分岐構造の立
場から考察する . 6 章で，本研究で得られた結果について議論する.



Chapter 2 

Hodgkin-Huxley 方程式

活動電位の電気化学的機構は， 1940 年代から 1950 年代にかけて確立され
た.このころ，小さな単一細胞レベルで、の電気的活動を研究する技法はま

だ確立されていなかった.ヤリイカの巨大軸索は，無髄神経であり構造が

簡単であることと，軸索の径が大きく (400 ~ 900μm)，かつ容易に長く (4
~ 8 cm) 切り出せることから，神経細胞膜の電気的特性を調べるのに適して
いた. A.L.Hodgkin と A.F.Huxley はヤリイカ軸;案内に電極を刺入し，軸索

内外の電位差を様々に固定したときの膜の透過電流特性を調べた (Hodgkin
and Huxley 1952a， b ， c). その結果，神経細胞膜の電気的興奮が主に，膜を
透過する Na+ と K+ 電流の時間的変化によって引き起こされることを観測
した.イオンの透過性は，膜を流れる電流には依存せず，膜電位と時間の
みに依存していた.そこで彼らは，それぞれのイオン透過性の膜電位依存

性を調べ，その特性に関数を当てはめることにより，それらを現象論的方
程式としてまとめることに成功した (Hodgkin and Huxley 1952d). 彼らは
この業績により 1963 年ノーベル医学生理学賞を受賞した.この現象論的方
程式を Hodgkin-Huxley 方程式と呼ぶ.

Hodgkin と Huxley は，膜の電気的特性を Fig. 2のような電気回路で表
した.膜の外部と内部はそれぞれ電気回路の上部と下部にあたる .E は膜

内外の電位差(膜電位)をあらわし ， 1 は膜全体を透過する電流をあらわす.
CM はコンデンサの働きをする 2 重脂質膜の膜容量をあらわす.膜を透過
する電流 I は膜容量の充電，および膜容量に並列に配置された抵抗を通過
するイオンによる電流の総和であらわされる.イオン電流はそれぞれナト

リウムとカリウムイオンチャネノレを流れる電流 INa ， IK1 および少量の塩素
イオンなどによる漏れ電流 L の総和であらわされる.ただし ， Hodgkin と
Huxley がし、わゆる Hodgkin-Huxley 方程式を提案した 1952 年の時点では，
イオンチャネルの存在は知られていない.ここで ， INa およびんはそれぞ
れ膜電位 E とそれぞれのイオンの平衡電位 ENa1 EK との差 (dri ving force) 
と，コンダクタンスの次元を持つ透過性をあらわす係数 gNal gK との積で
あらわされる • ENα1 EK および Et はそれぞれ Na+ ， K+，および漏れ電流
に関するイオンの膜内外の電位差をあらわしており，現在ではイオンポン

プによるものであることが知られている.

9 
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+ 

CM == IE 
+ 

Outslde 

" 1... 

全土上
寸二. TIK T F 

Inside 

Figure 2.1: Electric circuit representing membrane. RNα=l /gN山 RK=l/gK ，
Rl=l/gl' RNαand RK vary with time and membrane potential. The other 
components are constant. 

Figure 2の電気回路を式であらわすと，

dV 
Ip.xt = CM一一+ム山レ 川

dt . - ., 

Ii = INα +IK+Il ， 

ここで，

I 膜電流密度の総量(内向き電流をEとする)

L イオン電流密度の総量(内向き電流を正とする)
V 平衡電位からの膜電位(過分極側を正とする)

CM 単位あたりの膜容量

t 時間

INα ナトリウム電流密度

IK カリウム電流密度

L 漏れ電流密度.

以下に電位が空間固定された HH 方程式を示す (Hodgkin and H uxley 
1952) 

c dV 
M ~~ = Iext -9Nam3h(V -VNα ) -9Kn4(V -VK) -9l(V -V[), 

安=帆(1 -m) -ßmm ], 

dh 
dt - ゆ[αh(l -h) -ßhh ], 
dη 
dt - ゆ[αη (1ー η) -ß.ηη]. 



11 

ここで， V は膜電位を ， O~m~l は Na+ チャネルの活性化， 0 く h < 1 
は不活性化を， 0 <η~ 1 は K+ チャネルの活性化の害1]合を表す変数であ
る.すなわち ， Na+ と K+ 電流のコンダクタンスは， m , h ， η の値に応じ
て O からそれぞれの最大コンダクタンス 9Na' および 9[\ までの値を取る.
αi ， i゚ (i = m , h ， η) は各イオンチャネルの活性化，不活性化因子の速度定数
[msec]-l で，次のように表される.

αm(V) = 0.1(25.0 -V)j[exp((25.0 -V)j10.0) -l.0], 
m゚(V) = 4.0 exp( -Vj 18.0) , 
αh(V) = 0.07 exp( -Vj20.0), 
h゚(V) = l.Oj[exp(( -V + 30.0)j 10.0 ) 十 l. 0]，

αη (V) = 0.01(10.0 -V)j[exp((10.0 --V)j10.0) -l.0], 
仇(V) = 0.125 exp( -Vj80.0). 

方程式は複数のパラメータによってパラメータ付けられている • VNα (= 115.0mV), 
V[((= -12.0mV) , V�(= 10.613mV) はそれぞれ Na+ ， K+ のイオン電流およ
び洩れ電流の平衡電位で，ネルンストの方程式から膜内外のイオン濃度に
よって一意に決まる定数で実験的に制御可能である 9Nα(= 120mUj cm2) , 
9K(= 36mUjcm2

) , 9l(= 0.3mUjcm2 ) は各イオン電流の最大コンダク タン
スで，細胞膜に分布するイオンチャネル密度を反映している.これ らの値
はイオンチャネルブロッカーを用いである程度変化させることが出来る.
ゆ== 3(T-6.3)/lO は細胞の置かれた環境の温度 T(==: 6.30 C) に依存する補正項
である • Cm(== 1. 0μF jcm2 ) は膜容量を ， Iext [μA/cm2 ] は外部から印加され
る電流刺激を表す.括弧内に示した各パラメータの値は Hodgkin と Huxley
が設定した値である.本論文では特に断らない限り Iext は時間的に一定の
値をとるものとし，この一定値を様々な値に変化させる.
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Chapter 3 

HH 方程式の大域的分岐構造

3.1 はじめに

本章では， HH 方程式の大域的な分岐構造を調べる.変化させるパラメータ
は基本的に Iext とその他のパラメータの組を選ぶ . Iext と共に変化させる
パラメータとしては ， HH 方程式に含まれるすべての生理学的ノミラメータ，
すなわち，温度 T， 膜容量 CM ， K+ , Na+，および漏れ電流の平衡電位 VK ，

VNa , Vl， そして， K+ , Na+ のおよび漏れ電流の(最大)コンダクタンスタK ，

[JNa' 9t を選んだ.ここで Iext は直流とし，主要な分岐ノミラメータとして
扱う.

始めに 3.2節において分岐，および分岐図について説明する.分岐と分
岐図の説明は，まず 1 パラメータ分岐図を用いて行い，最後に本研究で扱

う分岐について表にまとめる.次に 3.3節において本研究で用いた HH 方程
式のダイナミクスおよび分岐の解析法を説明する.解析結果は，まず 3.4節
で様々なパラメータに関してパラメータの変化させる範囲を広く取った大
域的な分岐構造を報告する. 3.4.1 

3.5節では，周期解の多安定性に関連して詳しく報告する.つぎに 3.6節
で複数の平衡電位が共存するパラメータ領域の詳しい分岐構造について報
告する.

3.2 分岐

本研究では HH 方程式を自励系として扱う.つまり 外部からの電流刺激

電流 Iext は常に直流とし，ある値に固定されたパラメータとする • Iext = 0, 
すなわち HH 方程式に定常的な入力を加えないとき， HH 方程式は安定な平
衡電位を l つ持ち，ある関値を伴った一過性の興奮特性を示す.このとき
HH 方程式は，変数の初期値に依存して発火せずに平衡点へ収束するかもし
くは高々一度の膜電位の発火を示して平衡点へ収束する. Figure. 3.1 (a) は
Iext = 0 のとき，平衡電位にある膜の膜電位 V を時間 10ms において脱分
極倶.IJへ 10mV 摂動したときの HH 方程式の膜電位の時間波形である.

13 
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で初期値は，式の上では普通平衡状態にある膜電位 V を日に摂動するが，
実験的には，ある短い時間区間 Iext を変動させることにより(パルス電流を
加えることにより)膜電位を摂動することを想定する.

ところが， [ω の大きさを徐々に大きくしていくと(膜に与える定常な直
流電流刺激を大きくしていくと)， HH 方程式は何度か発火した後に平衡点

へ収束するようになる. Figure. 3.1(b) は Iext = 6.2 のとき， Fig. 3.1(a) と
同様に時間 10ms において膜電位を平衡電位から 10mV 脱分極側に摂動した
時の膜電位波形である.そして Iext > 6.264 では， HH 方程式は初期値に依
存して安定な周期的発火を呈するようになる. Figure. 3.1(c) は Iext = 6.3 
の時の膜電位の時間波形の例であるが ， V の初期値に依存して周期的な発
火状態，もしく は平衡電位へ収束している.さらに Iext を大きくしていくと
Iαt = 9.780 で， HH 方程式の平衡点は不安定になり，周期的な発火のみが
HH 方程式が取り得る安定な定常状態となる (Fig . 3.1(d) , Iext = 10). さら
に Iω を大きくしていくと周期発火の振幅は次第に小さくなり (Fig. 3.1(e) , 
Iext = 100)，ついに Iext = 154.5 で振幅は 0 となり平衡点は再び安定とな
る • Iext > 154.5 では，可興奮特性もはっきりせず，始めに発火らしき も
のは見られるが次第にダンピングしながら平衡点へ収束する (Fig. 3.1(f) , 
Iext = 160). 

Figure 3.1(g) , (h) は，横軸のパラメータ Iext に対して，縦軸に変数 V
の平衡点の値(平衡電位)，および，周期的解(自励的周期発火)の V の振幅
の最大値と最小値をプロットしたものである. Figure 3.1(g) は Fig. 3.1(h) 
の O く Iext く 12 における拡大図である.中央の曲線が平衡電位であり，上
下の曲線が周期解の振幅の最大値と最小値を表す.実線と破線はその解が

安定もしくは不安定であることを表す.方程式の振舞いは質的に Iext の領
域 A， B ， C に分類される.システムは， A において安定な平衡点をひとつ
もち.B において安定な平衡点と安定な周期解，不安定な周期解をそれぞ
れひとつもつ.C では不安定な平衡点と安定な周期解をそれぞれひとつも
つ. Figure 3.1 ( a) , (b) , (c) , (d) , (e) , (f) はそれぞれ領域 A， A ， B, C, C, A 
における HH 方程式の膜電位の時間波形であることに注意する.厳密には，
領域 B において 不安定な周期解の枝が折れ曲がり その途中で周期倍分

岐が存在する (Rinzel and Miller 1980). 

I口t = 6.264 , 9.780 , 154.5 で方程式の振舞いが質的に変化していることが
わかる.本研究では， HH 方程式の振舞いを質的に分類するため，このよう

な方程式の振舞いが質的に変化するパラメータのセット(分岐点)を解析す
る.分岐は，制御パラメータ ν を変化させたとき，ある臨界的な値 ν。で生
じる位相図におけるアトラクターの引込み領域の位相幾何学的な変化と定

義される (Tompson and Stewart 1993).ν。における位相図は構造不安定で

ある.ここで， Figure 3.1(a) および Fig. 3.1(b) は同じ A の領域に分類さ

れていることに注意する. Figure 3.1 (a) と fig. 3.1(b) における波形の違い

は， Fig. 3.1(b) では， Fig. 3.1(a) にみられない膜電位の平衡電位周りでの
ダンピング振動がみられることである.これはシステムの平衡点における

方程式の線形化行列が複素固有値を持っか持たなし、かに依存している.こ

こでは，膜電位の平衡点周りでの質的な振舞いは違うが，平衡点の引込み
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Figure 3.1: (a)-(f); The time courses of the membrane potential for 11αt=O ， 
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領域の位相図は位相幾何学的に変化しないので分岐ではない.

Figure 3.1(g) , (h) の様にパラメータを 1 つ変化させたときのシステム
の定常状態、の振舞いの変化および分岐を表す図を 1 パラメータ分岐図と
呼ぶ.

ここで，それぞれの分岐点に注目する • Iext の値が 9.780 もしくは 154.5
のようにパラメータの変化によって平衡点の安定性が変化し，平衡点から
周期解が生じる分岐を Hopf分岐という. Hopf 分岐はさらに周期解の枝の
生じる方向によって 2 種に分類される.安定な平衡点が不安定になり，安
定な周期解が生じる分岐を supercritical Hopf 分岐とよぶ.不安定な平
衡点が安定になり不安定な周期解が生じる分岐を subcritical Hopf 分岐
とよぶ (Tompson and Stewart 1993). Hopf 分岐に関しては 4.2節で詳しく

紹介する • Iext = 6.264 では，安定と不安定の 2 つの周期解が接合し消滅し
ている.このような分岐を double cycle 分岐と呼ぶ.この分岐は周期解の
ポアンカレ写像を取ると ポアンカレ断面上の平衡点の saddle-node 分岐で
あることから， saddle-node of periodics とも呼ばれる.

つぎに ， VK を Hodgkin と Huxley(1952) が定めた-12mV を 10mV に設定
したときの Iext に対する HH 方程式の振舞いの変化を紹介する. Figure 3.2 
は， VK = 10 の時の Iext に関する l パラメータ分岐図である. Figure 3.1 と
比べ，まず平衡電位を表す曲線が S 字状になっている.このため， -13.4く
Iext く -6.8 では平衡点が同時に 3 つ存在する • Iext = - 13.4, -6.8 のと
き，そのうち 2 つが接合し，消滅する saddle-node 分岐が生じている.ま
た ， Iext = 29.8 における Hopf 分岐で生じた周期解は ， Iext = -1 1. 9 付近

で saddle に衝突し，消滅している.このとき saddle の不安定な多様体
と安定な多様体は一致する.このような解軌道を homoclinic 軌道と呼び，
homoclinic 軌道が生じて周期解が消滅する分岐を homoclinic 分岐と呼ぶ.
このとき周期解は homoclinic 軌道に近づくにつれ周期は無限大となるため

period infinity 分岐とも呼ばれる. Figure 3.2(b) は homoclinic 軌道の模式
的な位相図を示す. Figure3.2(c) は homoclinic 分岐周辺における膜電位の
時間波形の例である • VK = 10 , Iext = -1 1. 5 とした. saddle の影響で周期
が長くなっている.このとき，周期発火より過分極側に安定な平衡電位が存

在することに注意する.竹c の値はオリジナルの値より正負が逆転し ， Iext 
も負の値であるが，このような膜の特性は他の神経細胞である種のパース

ティング発火を示すものには必須の分岐構造である.

さて，パラメータに依存したシステムの質的な振舞いの変化を知るため

には分岐が生じるパラメータの値，分岐点さえ分かればよい.本研究では

Iext を主要な分岐パラメータとし，さらにもうひとつのパラメータを変化さ
せた 2 パラメータ分岐図を計算する • 2 パラメータ分岐図では， 1 パラメー

タ分岐図において表れた分岐点に注目し，これらの点が，他のパラメータ

を変えたときにどう変化するかを調べる.これにより ， Iext と他のパラメー
タに関する 2 パラメータ平面上に分岐曲線を得ることができる • 2 パラメー

タ平面は分岐点の集合からなる分岐曲線によっていくつかの領域に分割さ
れる.本研究ではこのように，変数空間で、の方程式の質的な振舞いの違い

をパラメータ空間上の領域で分類する (Fig. 3 . 3参照) • 
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Figure 3.3: (a); Schematic diagram of the bifurcation. As the parameter 
is changed, the attractor changes between equilibrium point and periodic 
solution. (b); 1 parameter bifurcation diagram. The center line represent eｭ

quilibrium point, and the up�er and lower curve represent the maxmum and 
minimum value of the periodic solution. (c); The example of 2 parameter 

bifurcation diagram. 
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分岐の余次元とは，パラメータ空間においてその分岐が生成的に生じる
パラメータ空間の最低次元である (Guckenheimer and Holmes 1983). 本論
文の後半では Hopf 分岐の解析を特異点理論を用いて行うが，分岐の余次元
の定義に関 しては特異点理論の枠組み (Golubitslky and Schaeffer 1985) は
用いず， すべて上記の意味で用いる.余次元 1 の分岐は， 1 パラメータ分
岐図では分岐パラ メータのある臨界値(点)として現れ， 2 パラメータ分岐
図で曲線 と して現れる. 余次元 2 の分岐は 2 パラメータ分岐図では点とし
て現れる (Fig. 3.3( c) 参照). 3 次元パラ メ ータ空間では，余次元 l ， 2 およ
び 3 の分岐はそれぞれ曲面，曲線および点と して現れる .
このように，非線形の力学系で、複数のパラメータを変化させると，高度

に退化した分岐点，すなわち，複数の分岐条件が同時に満たされる特異点
が現れることがある.高度に退化 した分岐点においては，複数の，より退化
していない分岐集合が出合う.このため，高度に退化 した分岐点の近傍で
は，システムの質的に異なる多様な振舞いが観測できる.このよう な高度

に退化した分岐点はしばしば“組織化中心点 (organizing center) "と呼ばれ
る (Guckenheimer and Holmes 1983, Golubitsky and Schaeffer 1985). 組織
化中心点とは，その近傍ですべての(もしくは，少なくとも多くの)質的に
異なる振舞いが生じるパラメータのある特別の値のことを指す(Golubitsky 
and Schaeffer 1985). 

ここで，本研究で扱う分岐について簡単にまとめる (Thompsonand Stewｭ

art 1993, Gucke凶eimer and Labouriau 1993). 

余次元 1 の分岐

Hopf分岐 (sH ， uH) 平衡点における方程式の線形化行列が一組の純虚数
固有値を持つ.この分岐の前後では平衡点の安定性が変化し，平衡点か
らちいさな振幅の周期解が生じる.生じる周期解の安定性によって 2 つ

のサブタイプに分類される.生じる周期解が安定なとき， supercritical 
Hopf 分岐 (sH) ，不安定なとき， subcritical Hopf 分岐 (uH) と呼ぶ.

sadd1e-node 分岐 (sn) 2 つの平衡点が融合し消滅する.平衡点における
方程式の線形化行列が O 固有値を持つ.

doub1e cyc1e 分岐 (dc)(sadd1e-node of peiodics) ある振幅を持ったた
2 つの周期解が融合し消滅する.周期解のポアンカレ断面をとると，

この分岐はポアンカレ断面上の平衡点の saddle-node 分岐である.

sadd1e-1oop 分岐 (sl) 周期解の振幅が大きくなり，平衡点 (saddle) へ衝突
し消滅する. saddle へ衝突したとき， saddle の安定な 1 次元多様体と

不安定 1 次元多様体が一致する.このような saddle からでて saddle
へ戻る軌道を homoclinic 軌道と呼ぶ. homoclinic 軌道は周期が無限
大であるため， homoclinic 分岐もしくは period infinity 分岐とも呼ば
れる.

period doub1ing 分岐 (pd) 多様体が奇数回ねじれた周期解の安定性が変
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化すると同時に， 2 倍周期の周期解の枝が生じる. period dou bling の
カスケードはカオスに至る一般的なノレートである.

余次元 2 の分岐

cusp 3 つの平衡点が融合しひとつになる 2 パラメータ分岐図上では， 2 

つの saddle-node 分岐曲線が接して消滅する点である.

cusp of periodics (cp) 3 つの周期解が融合しひとつになる.周期解のポ
アンカレ断面をとると，ポアンカレ断面上の平衡点の cusp である. 2 
パラ メータ分岐図上では， 2 つの double-cycle 分岐曲線が接して消滅
する点である.

Takens-Bogdanov 分岐 (TB) 平衡点における方程式のヤコビ行列が O 固

有値を 2 つもつ. 2 パラメータ分岐図において TB 分岐は saddle-node 
分岐曲線上に生じ， Hopf 分岐と homoclinic 分岐の分岐曲線がこの点
で接して消滅する.

degenerate Hopf分岐 (dHl ， dH2) Hopf 分岐の成立条件のうちどれか

が破れる.本研究では 4.2節で説明する Hopf 分岐の成立条件 (H2) が
破れる分岐を Type-l の退化した Hopf 分岐 (dHl) ，条件 (H3) が破れ
る分岐を Type-2 の退化した Hopf 分岐 (dH2) とする. 2 パラメータ

分岐図上で， Type-l の退化した Hopf 分岐点は Hopf 分岐から生じる
周期解の安定性が変化する点，つまり supercritical Hopf 分岐曲線と
subcritical Hopf分岐曲線が入れ替わる点であり，同時に double cycle 
分岐曲線が Hopf分岐曲線に接して消滅する. Type-2 の退化した Hopf
分岐点は， Iext を制御ノミラメータとし，他のパラメータをサブパラメー
タとして変化したとき ， Iext に関する l パラメータ分岐図上の 2 つの
Hopf分岐点が衝突し，消滅する分岐点である. 2 パラメータ分岐図上
ではサブパラメータに関して U 字型をした Hopf 分岐曲線の最下部で
ある.退化した Hopf 分岐に関しては 4章で詳しく説明する.

neutral saddle loop 分岐 (nsl) homoclinic 分岐から生じる周期解の安定

性が変化する. homoclinic 分岐から生じる周期解の安定性は， saddle 
における方程式の線形化行列のEと負の固有値のうち，それぞれ絶対
値の最も小さいものの絶対値の大きさで決まる.

twisted neutral saddle loop 分岐 (tnsl) twisted homoclinic 分岐から生
じる周期解の安定性が変化する.

3.3 解析法

本研究では外部刺激電流 Iext は常に直流であり，他のパラメータと同じく
分岐パラメータとして扱う.ここで， HH 方程式の解析は大きく分けて 2 種
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に分類できる.ひとつは，パラメータを固定したときのシステムのダイナ
ミクスの解析，すなわち位相空間の解析であり，他方はパラメータを変化
させたときに生 じるシステムの振舞いの質的変化(分岐)の解析，すなわち，
パラ メ ータ 空間の解析である.本章ではこれらの解析法について説明する.
また本研究で用いた複数の力学系解析ツーノレを紹介し，それぞれの特徴，お
よ び解析の様々 な局面におけるそれぞれの有用性について説明する.

まず位相空間解析，すなわちある固定されたノ、ミラメータにおけるシステ

ムのダイナミクスの解析について説明する . 位相空間の解析はもちろん，あ
るパラメータ に設定されたと き のシステムの振舞いを詳しく知る上で重要

である が ， パラメータ空間の分岐構造を理解する上でも大変重要である.す
なわち， パラメータ空間における分岐曲線は解析的に追随することが可能
であって も ，それだけで分岐構造を理解する のは困難である . それぞれの

パラメータ領域における位相空間解析を行うことにより 分岐構造の理解が
深まる.

位相空間におけ る平衡点は， HH 方程式では陽に解くこ と ができ ない.
Newton 法などの数値計算法用いて解を求めるこ と は可能であるが，本研究

では特に，常に Iext を主要なパラメータとして扱 う ことか ら ，主に次のよ
う に して平衡点を求めた.まず， HH 方程式の第 2 ， 3 ， 4 式の左辺を 0 とした

式から， m， 九 ? η の平衡点の値 mo ， ho, no を V の関数として表すこ とがで
きる.それらを同様に左辺を 0 とした第 l 式に代入した式の ， V の解 %が
知りたい.ところが%を解析的に解くのは困難である.ここで，パラメ ー

タ Iex t は第 1 式に， 1 次のオーダーで含まれるため ， Iext の値は平衡電位 Vo
の関数として一意に決まる.そこで本研究では，パラメータ Iext の値に対
する V の平衡点%を求めるのではなく，逆に%を決めたときの Iext の
値をを計算することにより，平衡電位 Vo と主要なパラメータ Iext の関係を
導いた.

方程式の解軌道および時間波形を求める為に 時間刻みを適当に設定し
た 4 次の Runge-Kutta 法または，可変刻みの Runge-Kutta 法を用いた . 特
に HH 方程式に代表される神経細胞モデ、ノレは インパルス発生時の早いダ

イナミクスと不応期における遅いダイナミクスがある stiff なシステムであ

るため ， 可変友IJみの Runge-Kutta 法は大変有効である.安定な周期解は普
通(分岐点近傍でなし 1かぎり)，解軌道を計算し，その収束先を検討するこ
とで容易にその存在を判別できる.また不安定な周期解の存在も位相空間

解析で検討をつけることができる.これは，一般に HH 方程式における不
安定な周期解は 2 次元多様体として安定と不安定の双方を持つためであり，
位相空間における初期値を様々な値で試すことにより，もし周期解の安定
多様体上に初期値を得ることができれば，解軌道は不安定な周期解に限り
なく近づく.ただし， BVP などの 2 変数の微分方程式で表されるシステム

の場合， Runge-Kutta 法の時間刻みを負の値に取ることにより，不安定な
周期解は容易に判別できる.

あるパラメータが固定されたシステムの相空間におけるダイナミクスの
解析には DsTool(Dinamical System Toolkit , Back , et al 1992) が有用であ
る. DsTool は力学系の解析ツールで、あり，微分同相写像および常微分方程
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式の， 解軌道， 平衡点，および 1 次元の安定，不安定多様体の追跡ができ
る. また平衡点における Jacobian 行列の固有値，固有ベクトルおよび平衡
点のタ イ プも決定 してくれる. ただしパラメータを連続的に変化変化させ
ていったときの平衡点や周期解の追跡， および分岐の同定はできない. {.吏
し\勝手の よいグラフイカルユーザイ ンターフェースを用いて，解軌道の初

期値およびパラメータ値を容易に変化 させるこ とが出来るため，位相空間

の様相を知る目的には大変有用である .C 言語の書式を用いて使用者側で
解析 したいモデノレを 自由 に設定するこ とも可能であ る .

パラメータの値に依存した周期解の変化や， 不安定な周期解をより正確

に，解析的に求めるために主に shooting 法 (Parkerand Chua 1989 ) を用いた.
shooting 法は周期解のポアンカレ断面におけ る写像に Newton-Raphson 法
を応用 し，周期解を求める方法である (appendix A 参照).ただし， shooting 
法は (基本的に Newton-Raphson 法を用いているため) 初期値をうまくとる
必要がある.本研究では良い初期値を探すために DsTool を用いた . また，
shooting 法は分岐点より離れたところの安定および不安定周期解を見つけ

る には有効であるが ， 分岐点近く，特に複数個の解が近傍に存在する double
cycle 分岐付近では解の収束が悪く有効ではない.

周期解を求める，より強力な方法として Net Method (Rinzel and NIiller 
1980 ) がある. N et NIethod では周期解を複数の点に離散化し，周期境界条
件を持つ 2 点境界値問題とする.このため， N et WIethod で、は軌道に沿って
計算することによって生ずる誤差や，軌道から離れてしまうような問題が
無く，また周期性も本質的に境界条件として課されている.よって，ある点

における誤差は他の正しい点により修正され，粗い目の Net であってもあ
る正しい 1 点の初期値により求める近似解は得ることができる為，周期解
が安定であっても不安定であってもその影響は少ない.

本研究では， double cycle 分岐や， Hopf分岐周辺での周期解の枝の形状を

正確に求めるために， XPP-Aut(X-Windows Phase Plane plus Auto , Bard) 
を用いた. XPP-Aut は，位相空間解析のツールである XPP(X-Windows
Phase Plane) に分岐解析ツールで、ある AUTO (software for continuation 

and bifurcation problems in ordinary differe凶al equations, Doedel 1986) 
を附加したツーノレで、ある. XPP は位相空間解析を担い， AUTO は分岐解析

を担う.ユーザ、は XPP であるパラメータでのシステムの平衡点や周期解な

どを求め，そのデータを起点として AUTO でパラメータを変化させたとき
の分岐を解析することができる.よって， XPP-Aut では，位相空間解析と

共に，パラメータを変化させたときの l パラメータ分岐図や簡単な 2 パ ラ
メータ分岐図を得ることが出来る.特に， 1 パラメータ分岐図では， Hopf 

分岐点から生じる周期解の枝を追随することが出来る.また 2 パラメータ
分岐図では， Hopf 分岐， saddle-node 分岐， double cycle 分岐曲線を追随す
ることができる.

次に?パラメータを変化させたとき に生じる分岐について，上記のツーノレ

を用いない解析法について説明する. saddle-node 分岐や Hopf分岐などの平
衡点における局所分岐は解析的に比較的問単に求めることができる. Hopf 
分岐点では F(u ， v) の平衡点における線形化行列 A(u, D) が純虚数の固有
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値を一組もつ . 特に HH 方程式の場合方程式は 4 変数であるので ， A(u , D) 
の特性方程式入4 + C3入3 十 C2入2 + C1 入 + Co が純虚数固有値をもっとき，
(入ーα)(入 -ß)(入2 +ω2 ) = 0 としづ形をとる . 係数を比較して α， ß ， およびJ を
消去すると， HH 方程式における Hopf分岐の条件式C?+COCj-C1C2C3 = 0, 
C1C3 > 0 を得る.こ こで Co ， C1, Cゎお よび (:3 はそれぞれ ν の関数であ
る. saddle由node 分岐点は ， CO = 0 すなわち 0 固有値を少なくともひとつ持
つ条件式から求めた. double cycle 分岐点は， AUTO を用いるか，もしく
は安定および不安定な周期解の存在範囲を， パラメータの値を系統的に変
化させながら計算することで求めた. homoclinic 分岐は，同様に l 次元分
岐図の形状を参考にしながら周期解の存在範囲を系統的に計算する ことに
よって求めた. AUTO には homoclinic 分岐を計算するパッケージが含まれ
るが，本研究では特に用いていない.

3.4 大域的分岐構造

この節では， HH 方程式の様々なパラメータを Iext と共に変化させたとき
の，それぞれのパラメータの変化させる範囲を広く取ったときの大域的な分
岐構造を解析する.大域的分岐構造の中でも特に退化した Hopf分岐，およ

び周期解の双安定性に関連したパラメータ領域に関しては次節 (3.5節)で，
平衡点の双安定性に関連したパラメータ領域に関しては 3.6節で詳しく説明
する.

Iext と組み合わせるパラメータはまず， K +, Na+ ， および漏れ電流の平衡
電位である VK ， VNα ， V[， そして K\Na+ および漏れ電流の(最大)コンダ
クタンスのパラメータである [JK ， [JNα ， gl ， そして温度 T ， 膜容量 CM の順
に説明する.それぞれの 2 パラメータ分岐図の理解を深めるため，随時必
要に応じて対応する 1 パラメータ分岐図と共に説明する.本章では，様々
なパラメータを変化させたとき ， 2 パラメータ分・岐図で、似通った形状の分岐

構造が現れることを紹介する.

Figure 3.4( a) は横軸に Iext を，縦軸に K+ の平衡電位 VK を取ったとき
の HH 方程式の大域的な 2 パラメータ分岐図である • VK のオリジナルの値
は -12mV である . Figure 3 .4 (a) には 3 種類の分岐曲線が存在し，パラメー
タ空間をそれぞれの領域に分けている.左上に存在する点線で描かれた V

字状の曲線 (sn) は saddle-node 分岐である .V 字の saddle-node 分岐曲線
の内部では方程式は平衡点を 3 つ持つ . 中央の実線で措かれた U 字型の曲
線 (uH ， sH) は Hopf 分岐である. Hopf 分岐曲線内部では Hopf 分岐に関連
する平衡点は不安定で，安定な周期解が少なくともひとつ存在する. Figure 
3 .4 (a) の下部に破線で描かれた曲線 (dc) は double-cycle 分岐である. dc の
曲線ではさまれた領域では少なくとも一つの安定な周期解が存在する.

パラメータ領域におけるシステムの位相図の概形をそれぞ、れのパラメー

タ領域に示した.点は安定な平衡点を， x 印は不安定な平衡点を表す.実
線および破線で描かれた円はそれぞれ，安定および不安定な周期解をあ ら
わす.矢印で描かれた細し、線は代表的な 1 次元多様体 もしくは解軌道を
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あらわす.

領域 A では安定平衡点が単安定である.この領域において HH 方程式は
一般に，強度がある一定値以上のパルス入力に対して一過性の興奮を示し，
再び平衡電位へ収束する.詳細には，興奮性の膜の振舞いでも興奮の後膜

電位が速やかに単調に平衡電位に漸近する場合と (Fig. 3.1 (a) 参照)，減衰
振動的に漸近する場合 (Fig. 3.1 (b) 参照)があるが，ここではそれらを区別

しない.すべてのパラメータがオリジナルの値 (Iext )VK) = (0 , -12.0) のと
きはこの領域に含まれる.

領域 B では単一の周期解のみが安定であり，方程式の漸近的振舞いは自
励的な周期興奮のみである (Fig. 3.1(d)ベe) 参照).一般に Iext の値が大き
くなるほど，周期解の周期は早くなり，振幅は小さくなる.また VK の値が
小さくなるほど周期解の周期は早くなり，振幅は大きくなる.

領域 C には ， 1 つの平衡点と 2 つの周期解が共存する.そのうち平衡点
と周期解の l つが共に安定であり，方程式は初期値に依存して，どちらか
の状態を取る(平衡点と周期解の双安定性) • Figure 3.1 ( c )は領域 C におけ
る膜電位波形の例 (Iext ，VK) = (6.3 , -12.0) であった.初期状態に依存して，
膜の収束する定常状態が異なっている. Figure 2;.11(a) もパラメータを領域

C 内の値 (Iext ， 防ぐ) = (9.0 , -12.0) に固定したときの膜電位波形の例である
が，時刻 50[ms] および 180[ms] における膜電位の摂動によって，定常状態

聞のスイッチが起きている. Guttman ら (1980) は生理実験において，ヤ リ
イカ巨大軸索を低 Ca+ 濃度溶液に浸した状態で外部から適当な強度の直流
刺激電流を加えてやると，軸索が実際に平衡電位と周期解の双安定な状態

をもつことを示している.

領域 D では，平衡点が 1 っと周期解が 3 つある.そのうち 2 つの周期

解が安定であるため，方程式は初期値に依存して 2 種の周期と振幅の異な

る周期解のどちらかの状態へ落ち着く(周期解の双安定性).領域 D におけ
る膜電位波形の例を Fig. 3.11(d) に示す.始め小さな振幅の安定な周期解
にあるシステムは膜電位の摂動によって，他方の振幅の大きな安定な周期
解へ遷移している.周期解の安定性に関しては:3.5節で詳説する.

Figure 3 .4 (a) の左上部の V 字型をした saddle-node 分岐 (sn) の内側の
領域 F では方程式は平衡点を 3 つもつ.そのうち 2 つの平衡点が共に安定

であり，初期値に依存して HH 方程式はそのどちらかに漸近する(平衡点の
双安定性).領域 F における膜電位の時間波形の例を Fig. 3.11(b) に示す.
始め低い安定な平衡電位にあった膜は， 100 ms における膜電位摂動によっ
て他方の安定な平衡電位へ遷移している. 2 つの sn 曲線が接して消滅する

cusp 点付近で方程式は複雑な分岐を示す.これについては 3.6節で詳説する.

Figure 3.4(b) は Iext と gK を変化させたときの 2 パラメータ分岐図であ
る gK の Hodgkin と Huxley が定めたオリジナルの値は 36mU/cm2 であ

る.すなわち ， gK = 36 のときの 1 パラメータ分岐図は Fig. 3.1(h) に同

じである.上下は反転しているが， Figure 3 .4 (a) と同様， V 字型の sn 曲
線と U 字型の Hopf 曲線があることに注意する.ただし gK が負の値では
u = (V， m ， h ， η) に対し， Tr [du F ( u) ] く O となるため，解が発散してしまう
ことがある (Liouville theorem , Hoppensteadt 1993). このため sn 曲線が途



26 CHAPTER 3. HJf 方程式の大域的分岐構造

切れている.

Figure 3 .4 (b) では Fig. 3 .4 (a) と異なり， dc 曲線は Hopf 分岐曲線の周
辺でのみ存在する.また， dc 曲線は，一旦 Hopf 曲線の内側に入り， cusp of 
periodics 分岐点を経て dH2 で Hopf 曲線に接して消滅している.このパラ
メータ領域における拡大図および詳細な説明は :3.5節で，退化した Hopf 分
岐点のタイプについては 4章で詳説する.

Figure 3.5(a) , (b) はそれぞれ， 1.ω と ~vα および gNα を変化させたとき
の 2 パラメータ分岐図である. Figure 3.4と同様， V 字型をした sn 曲線と ，

U 字型をした Hopf 曲線がある. "うvα および gNα の Hodgkin と Huxley が定
めたオリジナノレの値はそれぞれ 115 mV , 120 mUjcm2 である.
Figure 3.6(a) , (b) はそれぞれ， I.ω と \Il および 9l を変化させたときの

2 パラメータ分岐図である .Vl および 9l の Hodgkin と Huxley が定めたオ
リジナルの値はそれぞれ 10.613 mV , 0.3 mUjcm2 である .Vl を変化させ
ても 1ext に対する saddle-node 分岐は起こらない.また Hopf 分岐点および
double cycle 分岐点は線形に変化している • 9l を変化さすと周期解を示す
1ext の範囲が狭くなり， 2 つの Hopf 分岐点は 9l = 2.2 において接合し消滅
する (Type-1 の退化した Hopf 分岐， dH1). double cycle 分岐曲線は Hopf
分岐曲線の周辺でのみ存在し， Type-2 の退化した Hopf 分岐点 (dH2) 付近
で‘周期解の双安定なパラメータ領域が存在する.この領域の拡大図を 3.5節
で示す.

Figure 3. 7( a) , (b) はそれぞれ， 1，ω と膜容量 CM および温度 T を変化さ
せたときの 2 パラメータ分岐図である . CM および T の Hodgkin と Huxley
が定めたオリジナルの値はそれぞ、れ1.0μFj cm2 ) , 6.30 C) である . CM およ
び T の変化に対して HH 方程式は saddle-node 分岐を示さない.双方の変
化に関して 2 つの Hopf 分岐は閉じている. double-cycle 分岐曲線は，双方

において Hopf 分岐曲線周辺でのみ存在し， dH2 において Hopf 分岐曲線に
接して消滅している.双方において周期解の双安定性を示すノ々ラメータ領
域は存在しない.

DC の曲線は，他のパラメータを変化させた場合， Hopf 分岐曲線周辺
でのみ存在する . ところが VK を変化させた場合は， VK の値を小さくし，
Hopf 分岐が閉じてしまい， Iext の変化に対して常に平衡点が安定であって
も，周期解が存在する.

3.4.1 その他の HH タイプモデルに関する分岐構造

ここで，その他の HH タイプモデ、ノレの 2 パラメータ分岐図について紹介

する. Figure 3.8(a) および (b) はそれぞれ，ザリガニの伸張受容器 (FAO)
と，ロブスターの stmatogastric ganglion のパーステイング細胞の HH タイ

プモデ、ルの 2 パラメータ分岐図である.それぞれ，曲線状の Hopf 分岐と V

字上の saddle-node 分岐が存在する.このように それぞれヤリイカ巨大
軸索と全く異なる振舞いを示しす，異なったモデ‘ル問での分岐の大域的構
造の類似性が見て取れる.

神経細胞の電気的振舞いは神経細胞の種類によって様々である.それぞ
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れ固有の振舞し、は HH タイプモデ、ルとは HH 方程式と同じ方式で、モデル化

される . それぞれの神経細胞膜の， HH タイプでのモデル化においては，そ
れぞれの神経細胞に含まれるイオンチャネルの種類，および，それぞれの
イオンチャネルの特性も様々であり，それぞれの神経細胞の電気的振舞い
をうまく 再現されるように構築される.すなわち， HH 方程式とは式の構造
が等しいだけであり ， その変数の数や関数は全く異なるものであるにもか
かわらず，このような類似性が現れることは，非常に興味深い .

3.5 周期解の双安定性

HH 方程式の大域的な分岐構造を調べることにより，複数のパラメ ータに関
して ， Iext と共に変化させた 2 パラメータ平面上に，周期解の双安定性， つ
まりあるパラメータの組において，システムが周期と振幅の異なる 2 種の
周期解を同時に持つ状態が存在することがわかった.本節では， HH 方程式
の大域的な分岐構造のなかでも特に周期解の双安定性に注目 して報告する.

Hassard と Shiau は HH 方程式において， T' と 9Nα の値を Iext と 共に
変えること に より (Hassard and Shiau 1989) ，また同様に T と VNα の値を
Iext と共に変えることにより (Shiau and Hassard 1991) 周期解の双安定性が
生じることを示した.本研究では様々なパラメータに関して Iext と共に変
化させた(ここで、その他のパラメータはオリジナルの値に設定).その結果，

VN a , 9Na に加え ， VK , 9K' および gl を変化させることによっても周期解
の双安定性が生じることを確認し，そのパラメータ領域を確定した.T はそ
れ自体を Iext と共に変化させても周期解の双安定性が生じないことに注意
する.結果，周期解の双安定性を示すそれぞれのパラメータ領域が，高度に
退化した Hopf分岐点に関連していることが分かつた.周期解の双安定性が
生じるパラメータ領域は，高度に退化した Hopf 分岐点に端を発する Hopf
分岐曲線，および 2 種の周期解が重なり，消滅する double cycle 分岐曲線
に固まれた領域である.本節では， HH 方程式の複数のパラメータに関する
大域的な分岐構造を特に Hopf分岐と double cycle 分岐曲線に注目してその
分岐構造を説明する.退化した Hopf 分岐の説明は次章で行う.

周期解の双安定性は高度に退化した Hopf分岐点に関連している. Labouriｭ
au (1985 , 1989) , Hassard and Shiau (1996) は HH 方程式の退化した Hopf
分岐に関して特異点理論の立場から解析し報告した.本研究の結果，これ
まで報告されていた高度に退化した Hopf 分岐点 (Labouriau 1985 , 1989, 
Hassard and Shaiu 1996) とはタイプの異なる新たな退化した Hopf 分岐点

が IexcV，ぐ -VNa パラメータ空間に存在することがわかった.そ こで，本節で
は特に Iext -竹(-VNα パラメータ空間における大域的な分岐構造を詳細に説明
し，後にその他のパラメータに関して説明する.
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3.5.1 Iext-竹(-~vα パラメータ空間

I口t-¥/f(-VNa パラメ司夕空間の 3 次元的概略

まず， Iext-Vf(-VNa の 3 次元パラメータ空間における分岐の大域的な構造を
概観する • Figure 3.9は Iext-Vf(-VNα の 3 次元パラメータ空間における分岐
の大域的構造の概略図である.一番手前の断面 (a) は ， VNα を Hodgkin と
Huxley が設定したオリジナノレの値(= 115[mV])(Hodgl叩 and Huxley 1952) 

に固定して ， Iext と Vf( を変化させたときに得られる Iext-Vf( パラメータ平

面 (2 パラメ ータ分岐図)である (Fig. 3 .4a 参照) .断面 (b) か ら (d) はそれ
ぞれ VNa = 100, 90 , 85[mV] に対する Iext-Vf( の 2 パラメータ分岐図である.
それぞれの IexcVf( パラメータ平面 (2 パラメータ分岐図)において，余次元
l の分岐は曲線で描かれる. (a) では中央に描かれ， )1頂に (b) から (d) にか
けて，左上に向かつて小さくなってし、く実線で描かれた弧状の曲線は Hopf

分岐 (sH または uH) である.各図において Hopf分岐曲線の左と右下に描か
れた破線は double cycle 分岐 (dc) である.左上角に点線で描かれた V 字型
の曲線は平衡点の saddle-node 分岐 (sn) である.これら余次元 1 の分岐は，
3 次元パラメータ空間では曲面を構成する.これらの分岐曲面はパラメータ
空間を分割し，各ノミラメータ領域において HH 方程式は他の領域と質的に

異なる振舞いを示す.

Figure 3.9: Global view of the bifurcation structure in Iexc Vf(-VNα three 

dimensional parameter space of the HH. The two dimensional planes (a) to 

(d) are the 1，ω-Vf{ two parameter bifurcation diagrams (2BDs) for VNa =115, 
100 , 90 , 85 m V , respectively. In each plane , solid , dashed , and dotted curves 
represent the Hopf (uH , sH) , the double cycle (dc) , and the saddle-node 
bifurcation (sn) respectively. dH (thin solid and dotted lines) represents 

the loci of the degenerate Hopf bifurcations. 

余次元 2 の分岐 dH1 および dH2 は， 2 パラメータ分岐図の Hopf分岐曲
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線上の点として現れ 3 次元パラメータ空間では曲線を構成する. dH1 と
dH2 の曲線上に P， Q でラベノレした点はそれぞれ本研究でその存在が確認さ
れた余次元 3 の 2 重に退化した Hopf 分岐点を表し，次章で詳しく説明する.

以下，まず VNα がオリジナルの値 (= 115[mV]) のときの 2 パラメータ
分岐図を示し，次に Shiau and Hassard (1991) らの結果と対応させるため，
VNa = 85.7[mV] のときの 2 パラメータ分岐図を示す.次章では，それら 2

つの 2 パラメータ分岐図の違いを概念的に描いた図を用いて， 2 種の 2 重に
退化した Hopf分岐について説明する.

Iαt-VK パラメータ平面 (VNa==115[mV]) 

Figure 3.10は VNa がオリジナルの値 (115[mV]) のときの Iω-VK パラメー
タ平面の大域的な 2 パラメータ分岐図であり ， Fig. 3.9(a) と同じである.ま
た， Fig. 3 .4a の Hopf 分岐曲線周辺の拡大図である.横軸と縦軸はそれぞ
れ Iext と VK である.オリジナルの VK の値は -12.0[mV] である.

パラメータ領域A~D， F , G とラベルしたそれぞれの領域に，それぞれ
の領域における HH 方程式の位相図の概念図を示した.安定，および不安

定な平衡点はそれぞれ点および×印で表した.安定，および不安定な周期

解はそれぞれ実線および破線の円で表した.

Figure 3.10には 3 種の分岐曲線が存在する.中央に実線で描かれた弧状
の曲線は Hopf分岐曲線である. Hopf分岐曲線の右下方，および左側にある
破線は double cycle 分岐 (dc) である.左上隅に点線で描かれた V 字型の曲
線は saddle-node 分岐 (sn) である. Hopf分岐曲線の両端はどちらも sn 曲線
(sn) 上の Takens-Bogdanov 分岐点 (TB) である. 2 つの TB はどちらも左側
の sn 曲線上に存在する . Hopf 分岐曲線上には Type-2 の退化した Hopf 分
岐点 (dH2) が 2 点存在する.左上方の dH2，右側の TB，および sn 曲線の
cusp 点はパラメータの狭い範囲で存在しているが，この領域の詳しい分岐図
が Guckenheimer and Labouriau (1993) によって報告されている.それぞれ
の dH2 では dc 曲線が接して消滅する.左側の TB から右下の dH2 にいたる
Hopf分岐曲線 (Hopf分岐曲線のほぼ右半分)は supercritical Hopf分岐 (sH)
であり，平衡点から生じる周期解は安定である.一方，右下の dH2 と sn 曲
線の cusp 付近の dH2 の間，すなわち Hopf 分岐曲線の左半分は subcritical
Hopf 分岐 (uH) である.ただし， sn 曲線の cusp 付近の dH2 と TB の聞は
sH である. dH1 は ， VK 軸に関して Hopf分岐曲線が最小値を取るところで
ある. cp とラベルした点は cusp of periodics で" 3 つの周期解がこの点で
接合して l つになる.

領域 A は安定平衡点が単安定である.この領域において HH 方程式は，
強度がある一定値以上のパルス入力に対して一過性の興奮を示す.詳細に
は，興奮性の膜の振舞いでも興奮の後膜電イ立が速やかに単調に平衡電位に
漸近する場合と，減衰振動的に漸近する場合があるが，ここではそれらを
区別しない.すべてのパラメータがオリジナルの値 (Iext ，VK) = (0 , -12.0) 
のときはこの領域に含まれる .

領域 B では単一の周期解のみが安定であり，方程式の漸近的振舞いは自
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Figure 3.10: (a); Two parameter bifurcation diagram (2BD) of IexcVK for 
VNα=115 mV , the original value. The abscissa and ordinate is Iext and VK , 
respectively. The supercritical Hopf, subcritical Hopf, double cycle , and 
saddle-node bifurcation curves are labeled as s!-I , uH , dc and so, respecｭ
tively. (b) ー (e); One parameter bifurcation diagrarns for V K=-60 , -80 , -120 , 
-140 , respecti vely. 
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Figure 3.11: Examples of membrane potential waveforms in region C to G 

in Fig. 2. The abscissa is time (ms) and the ordinate is the membrane 

potential (m V). In each case, all the parameters of the HH are fixed , and 
appropriate impulsive perturbations delived to the membrane potential V 
lead to transitions from one steady state to another (see text) 



36 CHA.PTER 3. HJi 方程式の大域的分岐構造

励的な周期興奮のみである. 領域 C には I 1 つの平衡点と 2 つの周期解が共
存する. その う ち平衡点と周期解の l つが共に安定であり，方程式は初期
値に依存して ， どちらかの状態を取る(平衡点と周期解の双安定性) . Figur 
3.1 1(a) はパラ メ ー タ を領域 C 内の値 (Iext ，VK) = (9.0 , -12.0) に固定した
ときの膜電位波形の例である.時刻 50 [ms] お よび 180[ms] における膜電位
の摂動によ って，定常状態聞のスイ ッチが起きてし 、 る. Guttman ら ( 1 980)
は生理実験において，ヤ リ イカ巨大軸索を低 Ca+ 濃度溶液に浸した状態で
外部から適当な強度の直流刺激電流を加えてやると， 軸索が実際に平衡電
位 と周期解の双安定な状態を も つこ とを示している .

Figure 3.10( a) の左上部の V 字型を した saddle-node 分岐の内側の領域
F ，G では，方程式は 3 つの平衡点をもっ.領域 F ではそのう ち 2 つの平衡点
が共に安定であり，初期値に依存 して HH 方程式はその どちらかに漸近する
(平衡点の双安定性). Tasaki (1959) は，ヤ リ イ カ 巨大軸索が，外液の K+ 濃
度が過剰な環境において外部から過分極側に電流を加えると I 2 種の安定な
平衡電位を同時にもつことを報告している. Aihara and Matsumoto (1983) 
は HH 方程式のパラメータを Tasaki の行った実験環境と対応するよ う 調節
すると，平衡点の双安定性が再現されることを報告している. Figure 3.11(c) 
は HH 方程式が 2 種の安定な平衡電位を同時にもっとき(領域 F:(Iext ，VK) = 
(-20 ， 20)) の膜電位波形の例である . t = 100[ms] に膜電位の摂動を加える
こと により，膜電位が低いほうの平衡電位から高いほうの平衡電位へと移
行- し てし、る.

領域 G では， 3 つの平衡電位のうち 1 つが安定であり，さらに安定な周
期解がひとつ存在する.すなわち I HH 方程式は平衡電位と周期解の双安定
性を示す.このときの振舞いは領域 C の双安定性と質的に異なる.すなわ

ち，領域 G の安定な平衡点は周期解から離れたところに存在するため，振
動する膜電位の最小値は，安定な平衡電位より高く(脱分極倶.11)，通常の神
経興奮で見られる活動電位発生後の過分極がみられない. Figure 3.11(d) は
パラメータが領域 G:(んめ VI<) = (-15 ， 15) のときの膜電位波形の例である.
t = 100[ms] における膜電位の摂動によって，膜電位の低い安定な平衡電位
から脱分極側の安定な周期興奮へ状態が移行している.

我々は VK の値を低く設定すると ， HH 方程式が 3 種の周期解をもつこ
とを確認した(領域 D). 領域 D では，周期と振幅の異なる 3 種の周期解の
うち 2 つが安定で、ある(周期解の双安定性). Figure 3.11(b) にパラメータを
領域 D:(Iext ，VK) = (330 ， ー 100) に固定したときの膜電位波形の例を示した.
小さ な振幅で振動している膜は t= 45[ms] における膜電位の摂動でより大
きな振幅の周期興奮の状態へ移行している.

周期解の双安定性がどのように生じるかは I VK を様々な値に固定し，
Iex t を変化させたときの 1 パラメータ分岐図の VK に対する変化から分か
る.そこで VK の値をオリジナノレの値から負の方向に少しずつ変えたとき
の 1 パラメータ分岐図の変化を説明する • Figure 3.10(b) ---... (e) はそれぞれ
VK = -60 , -80 , -120 , -140[mV] のときの l パラメータ分岐図である.横

軸と縦軸はそれぞれ Iext と膜電位 V である.それぞれの l パラメータ分岐
図において中央の曲線は平衡電位を表す.上下の曲線は周期解の振幅の最
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大値と最小値を表す.実線と破線はそれぞれ安定と不安定であることを表
す. 1 パラメータ分岐図の下にラベノレした A から D は 2 パラメータ分岐図
(Fig. 3.10( a)) のそれぞれの領域のラベノレに対応する.

1/K = -60[mV] のとき (Fig. 3.10(b)) , 1ω の値を大きくしていくと

double cycle 分岐(dc) を経て HH 方程式は興奮性膜(領域 A) から自励的周
期興奮と平衡電位が共に安定な状態(領域 C ， Fig. 3.11(a) に膜電位波形の
例)となる.さらに 1ext を大きくしていくと subcritical Hopf 分岐 (uH) を
経て，自励的周期振動のみが安定な状態となる(領域 B). さらに大きくし
ていくと周期解の振幅が小さくなり， supercritical Hopf 分岐 (sH) を経て再
び平衡電位が安定化し，平衡電位のみ単安定な状態となる(領域 A). この
ような 1ext に対する膜電位の振舞いの質的な変化は ， VK がオリジナノレの値
(= -12[mV]) のときの変化 (Troy 1978 , Rinzel 1978 , 1980 , Hassard 1978) と
基本的に同じである.厳密にいうと ， VK = -12 [mV] のとき， 1 パラメータ
分岐図の領域 C における不安定な周期解の枝(の上半分の曲線)はさらに Z
字状に曲がっており，かつ，その不安定な周期解の枝の上に period-doubling 
分岐点が存在し，そこから 2 倍周期の周期解の枝が出ている (Rinzel 1980). 
すなわち，領域 C の VK = -12[mV] 付近では :' 2 パラメータ分岐図にお
ける左側の dc と uH の曲線の間にさらに複数の分岐曲線が存在するが，そ
れらは非常に狭い範囲で生じているため Fig. 3.10(a) には表記していない.
VK = -60[mV] の場合では，それらの分岐の存在は確認できなかった.
さらに VK の値を小さくしていくと ， 1 パラメータ分岐図に対応する水平

ラインが cusp of periodics 分岐(cp) を通過することにより Iext に対する変
化 (1 パラメータ分岐図)の中に領域 D に対応する振舞いが生じる. Figure 
3.10(c) は VK = -80[mV] のときの 1 パラメータ分岐図であり， 2 パラメー

タ分岐図 (Fig. 3.10(a)) における水平ライン α に対応する.ライン α と分

岐曲線の交点は Fig. 3.103(c) の分岐点に対応する. 1 パラメータ分岐図に
おける安定な周期解の枝(の上半分)の右側が Z 字状に折れ曲がることによ
り，新たに 2 つ double cycle 分岐 (dc) が生じ，その 2 点問が領域 D に対応
する.領域 D では方程式は 3 つの周期解をもち，そのうち 2 つが安定であ

る (Fig. 3.11(b) に膜電位波形の例).方程式がこのような Z 字状の分岐構

造を伴う周期解の双安定性をもっとき ， 1ext を少しずつ変化させていくと，
ある周期解が突然周期と振幅の異なる他の周期解へジャンプする現象が観
測できる.方程式がどちらの安定な周期解の状態にあるかは，その過去の
状態に依存する(ヒステリシス) • 

さらに VK の値を小さくしていくと ， 1 パラメータ分岐図(または 2 パ
ラメータ分岐図)の右側の Hopf 分岐 (sH) において， Hopf 分岐の仮定 (H3)
が成り立たなくなる Type-2 の退化した Hopf 分岐 (dH2) が起き ， 1，ω に関
して Hopf 分岐から生じる周期解の向きが逆になると共にその安定性が変化
する.このとき同時に double cycle 分岐が消滅する. Figure 3.10(d) は dH2
が生じた後の 1 パラメータ分岐図 (VK= -120[rnV]) である.もはや周期解
の双安定性をもっ領域 D は存在せず，平衡点から生じる周期解は双方とも
不安定で (subcritical Hopf 分岐， uH) 周期解の枝(の上半分)はきのこ状の
形態となる.
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さ らにしk の値を小 さくしていくことにより， 2 つの Hopf 分岐点 (uH)
は接合 し消滅す る .このとき Hopf 分岐の仮定 (H2) が成り立たなくなる
Type- 1 の退化 した Hopf 分岐 (dH1 ) が起きる . Hopf 分岐が消滅した後も

周期解は依然と して Iω の広い範囲に存在 し， double cycle 分岐(dc) で生
じ double cycle 分岐(dc) で消滅する. このときの l パラメータ分岐図の例
(VK = -140[m V]) を Fig. 3.10(e) に示す. Figure 3.10( e) にみられるような，
分岐パラメータの変化に関 して平衡点 と つながっていない周期解の枝を孤

立周期解 (isola) という (Guckenheimer and Holmes 1983). Figure 3.10(e) 
のよう に ， Iext の変化に対して Hopf 分岐が存在せず，周期解が孤立周期解

としてのみ存在するとき，系の状態を安定な平衡電位に設定 し ， Iext を時間
的に徐々 に変化させても 周期解は観測されない.しかし 平衡電位にあ

る系に十分に大きな摂動を加えると(もしくは Iext を急激に変化させると)
系の状態は周期解へ移行する.この周期解は Ie~ä を小さくするか大きくす
ると double cycle 分岐で突然消滅する.

Labouriau (1985 , 1989) は， HH 方程式の Iω-T-VNα および Iext-T-gNα の
パラメータ空間に Hopf分岐の仮定 (H2) と (H3) が同時に成り立たなくなる
ような特異点(余次元 3 の 2 重に退化した Hopf分岐点)が存在し，その点近
傍において孤立周期解が現れることを報告した. Hassard and Shiau (1989) , 
Shiau and Hassard (1991) は，実際にそれらの特異点近傍で，孤立周期解を

含む様々な形状の周期解の枝を数値的に計算した.我々は，彼らが計算した

l パラメータ分岐図の中で， VNα のみをオリジナルの値 (= 115[m V]) から

85.7[mV] に変化させて計算した Iext に関する 1 パラメータ分岐図における
周期解の枝の形状に注目した. Shiau and Hassard (1991) の Fig. 3.10(c) も
しくは本稿後出の Fig. 3.12(d) は ， VK がオリジナノレの値 (= -12)[mV] で，
VNα のみオリジナルの値 (= 115[m V]) から 85.7[mV] に変化させたときの 1
パラメータ分岐図である.この場合周期解の枝の形状は我々が VK のみを変
化させてることによって得た 1 パラメータ分岐図 (Fig. 3.10(b) ~ (e)) に現
れる周期解の枝の形状と質的に異なる. Figure ~L10で示したように ， VK の
みを変化させたときには dH1 を経て始めて周期解は孤立周期解が現れたが，

VNa のみを変化させたときには， 2 つの Hopf分岐点が dH1 で消滅する以前
に孤立周期解が現れる.

このように ， VNa がオリジナルの値 (115[m\r]) のときに VK のみを変化
させて観測されないような l パラメータ分岐図が ， VNα を変化させると生
じることは， IexcVK-Vんのパラメータ空間に余次元 3 の分岐点が存在する
ことを示している.我々は，その高度に退化した分岐点(特異点)を同定し，
その分岐点が組織する大域的な分岐の全体像を知るため， Figure 3.10(a) で

示した IexrVK の 2 パラメータ分岐図が VNa を徐々に小さくしていくとど
のように変化するかを調べた • Fig.2 に VNa= 115 , 100 , 90 , 85[mV] のときの
Iαt-VK の 2 パラメータ分岐図を 3 次元的に並べたが，次節で Hassard and 

Shiau らの研究と関連付けるため VNa = 85.7[mV] のときの Iext-VK の 2 パ

ラメータ分岐図および， 1 パラメータ分岐図を示す.
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Iω-1/1'ぐ パラメータ平面(しん= 85.7[mV]) 

Figure 3 .1 2(a) は ， YNα= 85 . 7[mV] としたときの Iω-VK の大域的な 2 パラ
メータ分岐図のうち，退化した Hopf 分岐，および周期解の双安定性を示す

パラメ ータ領域を拡大 した図である . Figure 3 . 10(a) と同様，横軸，縦軸は

それぞれ 1ext ' yr[{ であ る.図の範囲には含まれてし、ないが， Fig. 3 . 10(a) と
同様，左上部には V 字型の saddle-node 分岐曲線が存在し，その曲線上に
存在する 2 つの Takens-Bogdanov 分岐 (TB) から生じた Hopf 分岐曲線は下
に凸の弧状の曲線を形成している (Fig . 3.9参照) . Figure 3. 1 2(a) ではこの
Hopf 分岐曲線の下端のみが現れてい る.

Figure 3.12 ( a) は VNa = 11 5[mV] におけ る 2 パラメータ分岐図 (Fig.
3.10(a)) と ，質的に異なる点がし \ く つかある. まず， Hopf 分岐曲線の下部
にある dH1 と dH2 の点の位置が入れ替わっている . 次に ， dH2 から生 じる

dou ble cycle の分岐曲線が Hopf 分岐曲線の内側でなく外側に伸びてお り ，
Fig. 3.10(a) にはない新たな cusp of periodics( cp) 分岐点が Hopf分岐曲線の
左側に存在する.その結果新たなパラメータ領域 E が生 じている . パ ラ メ ー

タの値が領域 E にあるとき，方程式は周期と振幅の異なる 4 つの周期解を同

時にもつ. その う ち 2 つが安定で，さら に平衡点も安定であるので，方程式
は 3 つの安定な定常状態を同時にもつ (3 安定性).このときの膜電位波形の
例を Fig. 3.1Hこ示す. パラメータの値は (1，ω ， ~l[{ ， VNα ) = (38.7 , -12 , 85.7) 
とした.始め安定な平衡電位にある膜電位は t == 50[ms] における膜電位の
摂動で、振幅の小さな周期解に移行し ， t = 125[ms] における 2 度目の膜電位

の摂動で，大きな振幅の周期解に移行している.

Figure 3.12( a) に示した 2 パラメータ分岐図の分岐構造を詳しく説明す

るため， Fig. 3.10 と同様 ， V[{ の値を負の方向へ順番に変化させたときの

1ext に関する 1 パラメータ分岐図の変化を説明する. Figure 3.12(b) '"" (e) 
はそれぞれ V[{ = -10.5 , -1 1.0, -12.0 , -14.0 [mV] に固定したのときの l
パラメータ分岐図である • V[{ のオリジナルの値は -12.0 [mV] である.ま

ず，図には示さないが V[{ = -8.0[mV] のときのときの 1 パラメータ分岐図
の形状は質的には Fig. 3.10(b) と同じである • VK の値を )1慎に小さくしてい

くと，まず，水平ラインが 2 パラメータ分岐図の左側の cp 点を過ぎること

に より， 1 パラメータ分岐図における左の Hopf 分岐から生じる周期解の枝
(上半分)が Z 字状に折れ曲がる.それと共に 3 安定な状態をもっ領域 E が
生じる (Fig . 3.12(b)). 次に水平ラインが右の cp 点を通り過ぎることによ
り ，右の Hopf 分岐から生じる周期解の枝が Z 字状となる. Figure 3.12(c) 
は VK= -1 1. 0[mV] のときの 1 パラメータ分岐図であり， 2 パラメータ分岐

図 (Fig. 3.12(a)) に示した水平ライングに対応する.水平ライン 3 と分岐曲
線との交点はそれぞれ Fig. 3.12(c) に示した分岐点に対応する.さらに VK
の値を小さくすると，周期解の枝はちぎれ，孤立周期解が生じる • Figure 
3.12(d) は VK がオリジナノレの値 (= -12.0[m V]) のときの 1 パラメータ分岐
図であり， Shiau and Hassard ( 1991) の Fig. 3.10( c) に対応する. Figure 

3.12(d) は 2 パラメータ分岐図 (Fig. 3.12(a)) ~こ示したライン γ に対応する .
さ らに ， VK を小さく すると dH2 を通過することにより 1 パラメータ分岐図
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Figure 3.12: (a); Two parameter bifurcation diagram (2BD) of 1，αrVK for 
VNα =85.7. The abscissa and ordinate is Iext and VK , respectively. The 
supercritical Hopf, subcritical Hopf, double cycle, and saddle-node bifurcaｭ
tion curves are labeled as sH, uH , dc and sn, respectively. (b )-( e); One 
parameter bifurcation diagrams for V K=-10.弘 -11 ， -12 , -14, respectively. 
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の左側の Hopf 分岐点は uH から sH へと変化する.このとき同時に double
cycle 分岐が消滅する . Figure 3.12( e) は 1/K = -1 --1 .0[mV] のときの 1 パラ
メータ分岐図であり ， このとき Hopf 分岐は双方とも supercritical Hopf 分
岐 (sH ) である.さらに竹てを小さくすると，これら 2 つの Hopf分岐は dH1
において衝突し ， 消滅する . レん= 115[mV](Fig. 3.10(a)) においては， dH1 
が起きるときの Hopf 分岐は双方 subcrit ical Hopf 分岐であり，互いに衝突
する 2 つの Hopf分岐から生じる周期解は互いに不安定であったことに注意
する . さ らに小さ な VK の値に対 して ， Hopf 分岐がなくなった後も依然と
して Fig . 3.12 (d ) ， (e) に見 られる孤立周期解は存続する.

3.5.2 その他のパラメータに関する分岐構造

この節では ， VK , VNα 以外のパラメータの影響について述べる . このため
HH 方程式の多次元パラメータ空間を複数の 2 パラ メータ平面で切る . 結
果は，横軸に Iext を，縦軸にその他のパラメータのひ と つを とった 2 パラ
メータ分岐図で表す.ここで ， Iext と縦軸に取ったパラメ ータ以外のパラ
メータはオ リ ジナルの値に固定した • Figure 3.13の(めか ら (d) はそれぞれ
IexrVNa, IexrgK, Iext-gNa ， および Iexrgz の 2 パラメータ分岐図である. そ
れぞれ，左の図はパラメータを変化させる範囲を広くと った大域的な図で
あり，右の図は，その中で退化した Hopf分岐と，その周辺に存在する周期
解の双安定性が生じるパラメータ領域の拡大図である.それぞれ左側の大
域的な 2 パラメータ分岐図にでは， saddle-node 分岐は破線で， Hopf分u皮は
実線で示した. double cycle 分岐は U 字型の Hopf 分岐曲線に沿って現れ，
破線で示した.右側の拡大図でも， Hopf 分岐は実線で， double cycle 分岐
は破線で示した.それぞれ，分岐曲線で固まれた領域は A から E でラベル
した.各ラベルの文字の意味は Fig. 3.10(a) , Fig. 3.12(b) で用いたラベル
と同じ意味で用いた.すなわち，例えば領域 A では HH 方程式は安定な定
常状態として平衡点をひとつだけもち，領域 B では安定な周期解をひとつ
だけ持つ.領域 C では平衡点と周期解が，領域 D では 2 つの周期解が双安
定である.領域 E では 2 つの周期解と 1 つの平衡点が 3 安定である.領域
F では 2 つの平衡点が双安定である.

Figure 3.10( a) ，および Fig. 3.12(a) で，我々は， Iext-VK-VNa の 3 次元パ
ラメータ空間 (Fig. 3.9) を Iext-VK の平面で切って見てきたが ， Iext-VNα の
2 パラメータ分岐図である Fig. 9(a) は，この Iext-VK-VNα パラメータ空間
を， Fig. 3.10(a) , Fig. 3.12(a) に直交する水平な平面で切ったものである.
Figure 9(a) の右の図のライン 6 は Fig. 3.12( a) のライン γ に対応し，その
ときの l パラメータ分岐図は Fig. 3.12(d) である.

3.6 平衡点、の双安定性

本節では，特に Iexr 1うぐのパラメータ分岐図の拡大図を用いて saddle node 
分岐の cusp 付近における複雑な分岐構造について説明する.領域 G では，
3 つの平衡電位のうち 1 つが安定であり， さらに安定な周期解がひとつ存在
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Figure 3.13: Two parameter bifurcation diagrams (2BDs) of (a) lω-VNα ， (b) 

IαC[JK ， (c) 1exc[JNωand (d) 1，αt-[Jz ・ (e) 1，口cT. (f) 1ω司Cm . The left figures 
are the global ones calculated for wide parameter ranges , and the right 
ones are the magnification near the degenerate Hopf bifurcations including 

the parameter regions where the HH exhibits multi-stability of periodic 

solutions. The saddle-node bifurcations (sn) and the Hopf bifurcations (sH, 
uH) are displayed as dotted and solid curves, respectively. The double cycle 
bifurcations (dc) located along the Hopf bifurcation curves are described 

as dashed curves. Each region is alphabetically labeled as in the 2BDs of 

Fig. 2, that is, if some regions in Fig. 2 and Fig. 4 are labeled by the same 
alphabet , the qualitative behavior of the HH are the same in those regions. 
The asterisks in (a)ー (d) right will be referred in Fukai et a1. (1999) 
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する.すなわち， HH 方程式は平衡電位と周期解の双安定性を示す.このと
きの振舞いは領域 C の双安定性と質的に異なる.すなわち，領域 G の安定
な平衡点は周期解から離れたところに存在するため，振動する膜電位の最
小値は，安定な平衡電位より高 く(脱分極側)，通常の神経興奮で見られる
活動電位発生後の過分極がみられない . Figure 3.11 (d) はノミラメータが領域
G: ( Iext ， νéK ) = (-15, 1 5) の と き の膜電位波形の例である • t = 100[ms] にお
け る膜電位の摂動に よっ て，膜電位の低い安定な平衡電位から脱分極側の
安定な周期興奮へ状態が移行 している.

Tasaki ( 1959) は，ヤリイカ巨大軸索が，外i夜の K+ 濃度が過剰な環境に

おいて外部から過分極側に電流を加える と， 2 種の安定な平衡電位を同時に

もつことを報告している. Aihara and �Iatsumoto ( 1983) は HH 方程式の
パラメータを Tasaki の行った実験環境 と 対応するよ う 調節すると ， 平衡点

の双安定性が再現されることを報告している . Figure 3.11 ( c )は HH 方程式
が 2 種の安定な平衡電位を同時に もっとき (領域 F : (Iext ，VK) = (-20 , 20)) 
の膜電位波形の例である • t = 100[ms] ，こ膜電位の摂動を加えること により，
膜電位が低いほうの平衡電位から高いほうの平衡電位へと移行 している.領

域 G では， 3 つの平衡電位のうち l つが安定であり，安定な周期解がひ と
つ存在する.すなわち， HH 方程式は平衡電位 と周期解の双安定性を示す.
このときの振舞いは領域 C の双安定性と質的に異なる . つまり，領域 G の
安定な平衡点は周期解から離れたところに存在するため，振動する膜電位

の最小値は，安定な平衡電位より高く(脱分極側)，通常の神経興奮で見 ら
れる活動電位発生後の過分極がみられない. Figure 3.11(d) はパラメータが

領域 G:( 1 ext , V K) = (-15 , 15) のときの膜電位波形の例である • t = 100[msJ 
における膜電位の摂動によって，膜電位の低い安定な平衡電位から脱分極

側の安定な周期興奮へ状態が移行している. 2 つの sn 曲線が接して消滅す
る cusp の付近ではさらに複雑な分岐構造がある.

Figure 3.14 は， Fig. 3.10(a) の cusp 周辺における拡大図である.この

領域の詳細な解析は Guckenheimer and Labouriau (1993) に詳しい.本研
究では特に，この領域の twisted neutral homoclinic 分岐 (tn-hom) に注目
し，この分岐点が簡約化によってどのように変化するかを考察した(深井 et

al. 1998). 

3.7 まとめ

本章では HH 方程式に含まれる主要なノミラメータに関して，変化させる範

囲を大きくとリ ， Iext と組み合わせることにより，大域的な分岐構造を調
べた.結果は 2 パラメータ分岐図にまとめた.その結果 特に Na+ と K+

に関連するパラメータに関して， U 字型の Hopf分岐曲線，および V 字型の
saddle-node 分岐曲線という共通した構造が見られた.同様の分岐の大域的
構造は，他の HH 方程式と全く異なる振舞いを示す HH タイプモデ、ルで、も

同様に見られた.このことは， HH 方程式がシン'プノレな構造で，単にある一
定以上の入力に対する一度の神経興奮を再現するモデ‘ルで、あるにもかかわ
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Figure 3.14: Schematic 2-parameter bifurcation diagram of the magnificaｭ

tion of fig. 9(a) around the cusp point according to Guckenheimer and 

Labouriau (1993). sn; saddle-node, sH; s叩ercritical Hopf, uH; subcritical 
Hopf, dc; double cycle , hom; homoclinic bifurcation, 2-hom; homoclinic biｭ
furcation with period two , t-hom; twisted homoclinic bifurcation, pd; period 
doubling, dH2; type-2 degenerate Hopf, tn-hom; twisted neutral homoclinic 
bifurcation. 
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らず，他の複雑で、多様な振舞いを示す神経細胞の基本で、あることを示して
いる.

また，多くのパラメータに関して，方程式が複数の安定な周期解を持つ
(周期解の双安定性)パラメータ領域が確認された.それらのパラメータ領
域は退化した Hopf分岐点に関連づけられていた.それぞれのパラメータ平
面における退化した Hopf分岐点周辺の幾何学的な分岐構造を見比べてみる
と，その相違から，高次のパラメータ空間に，さらに高度に退化した Hopf
分岐が存在することを示唆している.高度に退化した Hopf 分岐点の解析は
次章で行う.

V 字型の saddle-node 分岐曲線内部でシステムは 3 つの平衡点を持つ.
自然な状態でヤリイカ巨大軸索膜は複数の平衡電位を持つことはないが，
Tasaki(1959) による実験により，軸索内外の環境を調整することいより，軸
索が複数の平衡電位を持つことが確認されている.このことは， HH 方程式
がパラメータ空間の広い範囲で妥当性の高いモデルであることを示唆して
いる.
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Chapter 4 

HH 方程式における退化した Hopf
分岐点

4.1 はじめに

前章で， HH 方程式の大域的な分岐構造を調べることにより，周期解の双安
定性が見られるパラメータ領域が， HH 方程式のパラメータ空間に広い範囲
で広がっていることがわかった.また，その分岐構造の解析により，周期解
の双安定性は高度に退化した Hopf分岐に関連してし、ることがわかった.高
度に退化した分岐点においては，複数の，より退化していない分岐集合が
出合う.このため，高度に退化した分岐点の近傍では，システムの質的に異
なる多様な振舞いが観測できる.このような高度に退化した分岐点は組織
化中心点 (organizing center) と呼ばれる (Guckenheimer and Holmes 1983 , 
Golubitsky and Schaeffer 1985). 高度に退化した分岐点のタイプ知ることに
より，少なくともその特異点近傍におけるシステムの示し得る振舞いをす
べて知ることができる点が重要である.また，複数のシステムの比較におい
ても組織化中心点は重要な役割を果たす.例えば HH タイプモデ、ルは，そ
れぞれの神経細胞固有の振舞いをうまく再現するよう構築されるため，そ
れぞれのシステムが同じ様にパラメータづけられているとは限らない. し
かし，もし 2 つのシステムが同じタイプの組織化中心点を持っていれば，そ
の 2 つのシステムは同値であるといえる.

本章ではまず特異点理論の枠組で Hopf 分岐および退化した Hopf 分岐
を説明する.次に本研究で明らかになった HH 方程式における高度に退化
した Hopf 分岐に関して説明する.

4.2 Hopf 分岐

HH 方程式で現れる数多くの分岐の中でも本章では: Hopf分岐と double cycle 
分岐に注目する. Hopf 分岐点で、はパラメータが変化することにより小さな
振幅の周期解が平衡点から分岐する. dou ble cycle 分岐点では 2 つの有限の

47 
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振幅を もった周期解が重なり，消滅する.本章では周期解と退化した Hopf
分岐点に注 目 する ため ， Hopf 分岐と退化した Hopf 分岐の理論を特異点理
論の立場から Golubitsky and Schaeffer (1985) に従ってまとめる.
次の力学系を考える.

22=F(U? 入 7 ν ) ， F: Rηx R X Rk → Rへ (4 .1) 
dt 

こ こ で ， F は 入と Vi (i = 1 ， '・. ， k ) にパ ラ メータづけられており， C∞級

の関数とする.入は主要な分岐パラメータ とする . ( νlγ ・ . , Vk) は k 個の補
助パラメータ と する.この節では適切な 入および ν に関する軸の平衡移動

に よ り ， F (O ， 入 ? ν) 三 O であると想定する.すなわち ， u = 0 は常にどんな
入および ν に関して も平衡点であるとする.

次の条件 (H1) が成り立っと仮定する.

(Hl) ヤコビ行列 A(入 7 ν) 三 (duF) (0 ， 入 ? ν) が唯一組の純虚数の固有値 ::!:i
を(入 ， V) = (入 ， D) で持ち ， A(入 ， D) は他の固有値を虚軸上に持たない .

(H1) において，純虚数固有値の組土t を得るために分岐点において適切
な時間スケーノレを選ぶ.以後，入 =D=O となるよう，常に適切な座標を選
ぶことにする . このとき ， A(入 ? ν) は約土t の固有値を持ち，これらは入と
ν に関し，滑らかに変化する.ここで σ(入 ? ν) 土: ω(入 ， v) を σ(0 ， 0) = 0 か
っ ω(0 ， 0) = 1 であるような A(入 7 ν) の固有値とする.このとき， Liapunovｭ
Schmidt の簡約化法により， Hopf 分岐点近傍の周期解は次のスカラー方程
式の解に一対ーに対応させることができる .

g(x ， 入 ? ν) = a(x2 ， 入 ? ν)x = 0 ， α(0 ， 0 ， 0) = 0, (4.2) 

ここで z 三 0 である.それぞれの(入?ν) に対する式 (4.2) の解 x = 0 は
自明解，すなわちもとの方程式の平衡点に対応する .α(x2 ， 入 ?ν) = 0 の解
は，振幅 z で周期が約 2π の周期解に対応する. Hopf 分岐の Lyapnov­
Schmidt の簡約化による式 (4.2) の導出の詳細な説明は次節で行う.集合
{ (x ， 入 ) 1 α (x2 ， À ， V)x = 0 ， ν: fixed} は分岐ノミラメータ入に関する l パラ
メータ分岐図である .ν=0 のとき，入 =0 で平衡点から周期解が分岐す
る. ν# 0 (fixed) の場合，一般に A(入 7 ν) は入 =0 では純虚数の固有値
をもたない . この場合，周期解が分岐する分岐点は与えられた ν に対して
α(0 ， 入 ? ν) = 0 の根を計算することで求められる.入に関する l パラメータ分
岐図の形は ν に依存して変化する.もし α(0 ， 入 ?ν) = 0 を満たす入がなけれ
ば， 1 パラメータ分岐図に Hopf分岐は現れない.標準的な(古典的な)Hopf
分岐は (H1) に加え，次の (H2) および (H3) が成り立っときに生じる .

(凹H2幻) 叡(仰仏M川， 0川)#州o (t山V刊ver灯r叫t山1ωO

いわばこれは，入が O を通過したとき ， A(入 ， 0) の複素固有値が虚軸を O で
ない速度で横切ることを示している.この条件は式 (4.2) では α入 (0 ， 0 ， 0) 手 0
に対応する.
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(H1) と (H2) が成りたつとき， α(z2 ，入?ν)=0 は，局所的に入について
次のように解ける.

入 =μ(x2 ， v) (4.3) 

これは，条件 (H1) および (H2) のもとで，式(4.1) が自明解 x=o から分
岐する周期解の (k+ 1) パラメータ族をもつことを意味する . Ixl<< 1 のと
き， μ(x2 ， ν) は次のように表現される:

μ(x2 ， ν)=μo(ν)+μ2(ν)x2 + μ4(ν)x4 + ・， (~ . 4) 

ここで α(0 ， 0 ， 0) = 0 に対して μ0(0) = 0 である.さらに次の (H3) を仮定す
ることにより.式 (4.3) は原点近傍で入三 μ。 (ν)+μ2(ν)x2 と近似できる.

(H3)μ2(0) =1 0, 

従って，式(4.2) はそれぞれの入の値に対し， [入一 μo(ν)]/μ2(0) の符号
に依存して O もしくは l 個の周期解を持つ . z == x2 と書きかえることによ
り，これは μ2(0) = -αZ(O ， 0, 0)/α入 (0 ， 0 ， 0) と表される. したがって， (H2) 
および (H3) は次の条件と等価である.

(H2)α入 (0 ， 0 ， 0) =1 0, (H3)αZ(O ， 0, 0) =1 O. (4.5) 

条件 (H1) ， (H2) および (H3) のもと，簡約化された分岐問題 g(x ， 入ヲレ) = 0 
は pitchfork 分岐

εx3 + 0入x=O (4.6) 

に Z2-equivalent である.ここで， ε= sgn(αz (0 , 0, 0) ), 0 = sgn ( a入 (0 ， 0 ， 0))
である.滑らかな関数 g は，もし g(一丸入) = -g(x ， 入)なら Z2 の対称性を
持つ. Z2 の対称性を持つ分岐問題 g(x ， 入)と h(x ， 入)が互いに滑らかに変換
できるとき ， 9 と九は Z2-equivalent であるという.

ここで，解の安定性についてまとめる • g(x ， 入?ν)=0 の解 (x ， ~， D) はも
し gx(x ， ~， D) > 0 なら漸近安定であり，もし gx' (x ，~， D) く O なら不安定で
ある.たとえば， Hopf 分岐の標準形としての pitchfork 分岐 α3+ 0入x=o
を考える • 0 =-1 のとき，すなわち α3 一入x=O のとき，平衡点の安定性
は， 入く O で gx(O ， 入) > 0，すなわち安定である. Hopf分岐点から生成する
周期解 2 は ε く O のとき ， gx(x ， 入)<0 となるため不安定であり，入く O の
方向に生じる.逆に ε>0 のとき，周期解は安定で入 >0 の方向に生じる.
周期解の生じる方向は d の符号に依存する.生じる周期解が安定なときの
Hopf 分岐点は特に supercritical Hopf 分岐と呼ばれる.また不安定なとき

subcritical Hopf分岐と呼ばれる (Guckenheimer and Holmes 1983). Figure 
4 . 2(a) は ， g(x ， 入) = x3 一入Z および g(x ， 入) =ーが一入Z の 1 パラメータ分
岐図である.
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Figure 4.1: The abscissa 入 and the ordinate x represent the bifurcation 
parameter and amplitude of the periodic solutions , respectively. Each horｭ
izontal line represents the equilibrium point. Solid and dashed curves repｭ

resent that the solutions are stable and unstable, respectively. (a) classical 
Hopf bifurcations where (H1 )-(H3) hold. (b) the degenerate Hopf bifurcaｭ

tion where (H2) breaks. (c) the degenerate 日[opf bifurcation where (H3) 
breaks. See text. 
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4.3 Lyapnov-Schmidt の方法による Hopf分岐

の簡約化

Lyapnov-Schmidt の方法は，特異点近傍における定常解をもとめる問題を，

分岐問題 (bufurcation equation) と呼ばれる非線形連立方程式の零点集合を

もとめる問題に帰着する方法である.ここでは Hopf分岐に関する Lyapnov­

Schmidt の簡約化法による式 (4.2) の導出について説明する. Hopf分岐の簡

約化は 2 段階で行う.まず Hopf分岐点における方程式を Lyapnov-Schmidt
の方法で方程式の線形化行列の核の次元，すなわち 2 次元まで簡約化する.
その後， Hopf 分岐特有の回転に関する対称性を考慮してさらに l 次元のス
カラ一方程式まで簡約化する.

次の微分方程式を考える.

生 = f(v ， 入)， f(O ， 入)三 0 ， (4.7) 
dt 

ここで， f:R九 xR → Rn は C∞級とし，原点 (0 ， 0) 近傍で定義されてい
るとする.仮定 (H1) は式 (4.7) の (0 ， 0) における線形化が 2π 周期の解を持
つことを示唆している.いま我々は，式 (4.7) の (0 ， 0) 近くの，小さなァに

対する周期 2π/(1+ r) の周期解が知りたい.そこで，時間スケールを次の
様に変換する.

s = (1 +ァ)t ， u(s) = v(t) (4.8) 

これにより u の解が s に関して 27rの周期の解を持つ.ここで式 (4.7) を次
のような非線形演算子の方程式に書きなおす:

du 
N(u ， 入 ， r) 三 (1 +ァ)--f(u? 入) = O. (4.9) 

ds 

C2π および Cムをそれぞれ R から Rπ への連続で次のようなノルムを持つ
針周期関数の Banach 空間とする.

du 
11 u 11 = m?-x 1 u ( s ) 1, 11 U 111 = 11 u 11 十|ト 11 ， (4.10) 

ds 

ここで， 1.1 は Rη におけるノノレムをあらわす.

N: C~πxRxR → C2π (4.11 ) 

は原点 (0 ， 0 ， 0) まわりで定義されることに注意する.
Lyapnov-Schmidt の簡約化法の目的は式 (4.7) のを解く問題を次のよう

な形の方程式を解く問題に置き替える事である:

g(x , y ， 入，ァ) = 0, (4.12) 

ここで， g: R2 x R x R → R2 は C∞級であり，原点 (0 ， 0 ， 0) の近傍で定
義される.さらにここで注意することは ， g は R2 における回転の対称性を
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持っていることである . このことは，さらに式 (4.12) を G(エ?入)=0 の形に
簡約化でき ること を示している.ここで G: R :x: R → R は z に関して奇
関数である . まず， 9 の構築を試みる.

線形作用素 L :Cム→ C2π を次のように定義する:

d 
L = (dulV) (0, 0, 0) = ; -A , A 三 (du f) ( 0, 0, 0) . ( 4.13) 

ds 

こ こ で ， L は 2 次元の零空間入f(L) で有界であることに注意する.特に ， c 

を Ac= ic を満たす A の複素固有ベク ト ルとすると ， N(L) = spanゆい仇
である. ここで

ゆ1(s) = Re(etS c)，の (s) = Im (♂c) 

また， C2π における内積を次のよ う に定義する.

作ぅ←去f♂(s)州s
また L の随伴作用素 L淑: (ブム→ C2π を

L本 -d-
ds 

(4.14) 

(4.15) 

(4.16) 

と定義する.ここで f および A本は υ と A の共役な転置行列とする .L取

の零空間もまた 2 次元でそれは次の基底で張られる.

ゆ1(s) = Re( etS d) ， ψ2(S) = Im(et8d) ( 4.17) 

ここで d は A窓の固有ベクトル -2 に対応する固有値である.さらに L は
指数 O のFredholm 作用素に属する.すなわち，

冗(L) = 入f(Lγ 三 υεC2π I(v ， ψi)=0 ， i=1 ， 2. (4.18) 

また，固有値 t は♂c#O であることを意味する.従って，次のように正
規化する.

d*c = 2 

また，このことは次の関係を従う.

(ゆt ， ψi ) = Óか 丸 j = 1, 2. 

従って， C27rは次ようなの直和で表される.

C2π= 八f(L)æ7之(L) .

ここで， C2π における射影写像を定義する.

PV = (υ? ψ 1 )ゆ 1+ ( v ， ψ2) ゆ2 ，

Q = 1 -P, 

(4.19) 

( 4.20) 

(4.21) 

( 4.22) 

( 4.23) 
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P は核として R(L) を，像として N(L) を持ち， (~は核として N(L) を，像
として R(L) を持つことに注意する .cふ ç C2π であることから，式 (-1 .21)
より， Ciπ を Ciπ= 入f(L) EB W と分解する.ここで

W= ωεcム I(ω?ψi) = 0, i == 1, 2, (4.2-1) 

であり，明らかに 'Vv � 7之 (L) である.
Lyapnov-Schmidt の簡約化は，式 (4.9) を解くことが，すなわち次の 2

つの式を解くことに等価であることを基本とする.

PN(u ， 入 ， T) = 0, 
QN(u ， 入 ， T) = O. 

ここで uεcムを次のように分解する.

u=xゆ1+νゆ2+ 帆 ωε W，

すると式 (4.15) は次のような形をとる.

(4.25) 

( 4.26) 

( 4.27) 

M(ω;x ， y ， 入 ， T) 三 QN(xゆ1+ Yﾘ2 + 肌入?ア) = 0, (4.28) 

ここで M : W x R4 → 7之 (L). Fréchet 微分 (dωM)(O ， O) : W → 7之(L)
は式 (4 . 9) より W に限定された L として容易に計算できる.この写像
は有界の逆写像をもつため，陰関数定理を式(4.28) に適用することにより，
ω=ω(x ， Y; 入 ， T) の (0 ， 0;0 ， 0) 近傍における ω(0 ， 0; 0, 0) = 0 を満たす唯一
の解が存在することがわかる.この M(O; 0, 0，入?ア)三 O に沿った解の一意
性は，小さな入?ァに対して

ω(0 ， 0; 入?ア)三 O ( 4.29) 

であることを示している.ここで ω(x ， y; 入 ， T) を式(4.25) に代入し， 9 
λf(L) x R x R → N(L) を次のように定義する.

9 = PN(xゆl+yゆ2+ω(x ， y; 入 ， T) ， 入，ァ). (4.30) 

さらに， 9 = gl ゆ1+ g2ゆ2 と書くことにより， N(L) における座標系で，

du 
gi(X , y; 入，ァ) = ((1 十ア) ~J'~ - f(u ， 入) ，仇)==0 ， i=1 , 2 (4.31) 

ds 

を得る.ここで u=xゆ1 十 U仇 +ω(x ， y; 入?ア)である.これにより， Lyapnovｭ
Schmidt の方法による簡約化が完了した.

ここで， Hopf分岐特有の回転に関する対称性について議論する. C2π に
おける作用素 50 を次のように定義する.

50叫s) = u(s -B) , B, s εR. ( 4.32) 



54 CHAPTER 4. HH 方程式における退化した HOPF 分岐点

明 らかに 50= 1, 5(J+2π =5(J である • 5(J は C27rにおける回転群である.式
(4 .9 ) は 自励系である ため ， u が解である限り ， S'()u のすべての解も位相空
間において同じ軌道をあわわす. よってそれらの解を同ーと満たして考え
る ことができる .

また ， 5(J が d/ds ， L, Lぺ P ， および Q に関して可換であり ， (5()u , 5()v) = 
(u ， υ) であ ること は容易に示せる.よって ， N(L) , N(L*) , R(L) および W
はすべてお に対 して不変な部分集合である . ここで ， Xゆl+Y仇 ε 入((L)
における作用品を (X ， y) 座標軸の様式で おい， y) と記述する • 5(J の R2

における行列表現は次の よ うにあ らわされる.

so(;)=(;:;:;ジ)( ~ ) 
ここで陰関数定理に よる式(4.28) の解の一意性より ，

ω(5(J (x ， y) ; 入 ， T) = 5(Jω (X ， y ; 入 ?ア)

の関係、を得る.

このことは簡約化された関数 g が次の関係を満たすこ と を示す.

(4.34) 

g(5(J (x , y); 入 ? ア) = 5(Jg(x , y ; 入 ヲ ア) (4.35) 

すなわち ， 9 は 5(J に関する回転の対称性をもっ.このことは， 9 が次のよ
うな形の座標系を持つことを示している.

(~仇~) =叩p山久川川川入λわ川?グ刈ア什) (ヤ円Zつ)+刊吋qぱ仙(g2 J 
- , , 

¥ Y J 
-, 

' ¥ X 

ここで p および q は C∞級で (0 ， 0 ， 0) 近傍で定義される.さらに ， 9 の線
形項は原点でなくなるため ， p(O) = q(O) = 0 である.この形では， g=O の
解が X=y=O および p=q=O のどちらでも得られることは明白である.
ここで X=y=O の解は自明解をあらわし ， p=q=O は周期解をあらわ
す.得られた解 (X ， y) に対して，その回転された解 5(J (x ， y) は，丁度もと
の問題における周期解に関して位相変換を施したものに対応することに注
意する.周期解を知るには，そのうち代表的なものを 1 つ選べば十分で、あ

る.よって y = 0, X 三 0 とすることにより，式(4.36) による方程式 g=O
はすなわち，

となる.

gl = p(X2 ， 入 ， T)X = 0, 
92 = q(X2 ， 入 ， T)X= 0 

( 4.37) 

( 4.38) 

ここで，さらに問題を簡約化することが出来る.定義により直接次のよ

うに計算できる.

dゆ 1 dゆ2 dψ 1 d7. ・

一一=ーゆ 一一=仇 一一=一ψ2 --2= ψ1 ・ ( 4.39) 
dsbdS 7 ds?ds 
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式(4.30) を式(4.29) および式(4 . 39) を用いて微分することにより，

従って，

dゆ1
gx(O , 0; 0 ，ア) = PT ーァ=ーゆ2

αs 

PT(O, 0, 0) = 0 う qT(O ， O ， O ) = -1 , 

.);) 

(4.40 ) 

(4.41 ) 

であり ， 陰関数定理により方程式 q(x2 ， 入?ア)が一意な解ァ=ァ(x2 ， 入)を
(0 ， 0 ， 0 ) 近傍で、持つことが保証される.これを式 (4.38) に代入することによ
り，次のスカ ラー方程式を得る.

G(x ， 入 ) = α(x2 ， 入)x = 0 ， α ( 0 ， O)x = O. (4.42) 

こ こ で， α (x2 ， 入) =p(X2 ， 入 ? ア (x2 ， 入)である .

4.4 退化した Hopf分岐

ここまでは， 入以外のパラメータ ν は固定して考えた.また主要な分岐

パラメータである入のみを変化させることにより (H1) が満たされる Hopf

分岐を考えた.この場合， (H2) および (H3) は一般に満たされる . しかし ，
(H2) および (H3) を決定する α入および αz は共に ν=(ν1 ， .・・ ， Vk) の関数で
あるため，もし入に加え， Vl ， ・・ ， Vk のうちの一つを変化させると (H2) も
しくは (H3) のどちらかが成り立たなくなることがある.特異点理論の枠組
で (H2) もしくは (H3) が成り立たなくなる状況を議論する場合， Hopf 分岐
が生じるパラメータの値(入， D) は原点に取りなおされ，方程式は式 (4.2) に
簡約化される.このため，退化した Hopf 分岐は (x ， 入 ? ν) = (0 ， 0 ， 0) で生 じ
る.そのうえで， ν が O から少しだけ摂動されたときの 1 パラメータ分岐
図の変化を議論する.

まずはじめに， (H2) のみが成り立たなくなる場合，すなわち α入 (0 ， 0 ， 0) = 
o (σ入 (0 ， 0) = 0) , az(O , 0, 0) # 0 ， かつ α入入 (0 ， 0 ， 0) # 0 を想定する. この退化
した Hopf分岐の標準形は α3十以2X = 0 である"ここで ε= sgn(αz (O ぅ 0 ， 0) ) , 
� = sgn(α入入 (0 ， 0 ， 0)) である.この標準形と小さなおの摂動を加えたものの
1 パラメータ分岐図は適当な α に対する普通関折口3+ 仏2X+ αx=O のゼ

ロ点集合に等価である. Figure 4.2(b) は ε= 土 1 ， ﾓ = 1 で， (H2) の条件が
崩れる時の ， α く 0 ， α= 0 ， および α>0 に対する 1 パラメータ分岐図であ
る .ε の符号に依存して 2 つのサブタイプがある.この論文ではこのタイ プ
の退化した Hopf 分岐を Type-1 の退化した Hopf 分岐 (dH1) と呼ぶ.

つぎに， (H2) のみが崩れるとき，すなわち， αz (O ， O ， O) = 0 (μ2(0) = 0) , 
α入 (0 ， 0 ， 0) # 0 ， かつ αzz (O ， O) # 0 を想定する.この場合，式 (4.2) の周期
解は 4.4より， 入 =μ4X4 + μ6X6 + ・・・と表される . このタイプの退化した
Hopf 分岐の標準形は α5+ 仏x=O である.ここで ε= sgn(αzz (O ， O ， O)) ， 
� = sgn(α入 (0 ， 0 ， 0)) である.対応する普遍開折は α5+ ﾓﾀx + αx3 = 0 で
ある.このときの 1 パラメータ分岐図を Fig . 4 . 2(c) に示す.本論文では こ
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のタ イ プの退化した Hopf 分岐を Type-2 の退化した Hopf 分岐 (dH2) と呼
ぶ. α が α =0 を通過するとき，すなわち， x3 の係数の符号が変化すると
き ， Hopf 分岐点から分岐する周期解の安定性が変化する. α=0 において

dou ble cycle 分岐 (dc) が Hopf 分岐点に衝突 し，消滅する.
ここ までは，主要な分岐ノミラメ ー タ 入 に加 え， 補助ノミラメータ ν のうち

一つを変化させたときに ω(0 ， 0 ， 0) = 0 もしくはら (0 ， 0 ， 0)= 0 の状況が生
じる状況を議論 した . もし， 補助ノミラメータ ν のうち 2 つ自のパラメータ

も変化させると，たとえば， α入 (0 ， 0 ， 0 ) =αz(O ， 0, 0) = 0 であるようなさら
に高次の退化した Hopf 分岐が生じる.

4.5 HH 方程式の退化した Hopf分岐

Labouriau は特異点理論を用いて， HH 方程式において (H2) と (H3) が同時

に崩れる ， a入 (0 ， 0) =αz (O ， O) = 0 となる 2 重に退化 した Hopf分岐の存在を
IexcT-VNα および IexcT-gNa のパラメータ空間内で確認し，その分岐点近傍
で生じる Hopf分岐の様々な退化の仕方を分類した (Labouriau 1985 , 1989). 
Hassard and Shiau (1989) および Shaiu and Hassard (1991) は Labouriau
(19.85 )によって確認された退化した Hopf 分岐まわりで実際に HH 方程式
の時間波形， 1 パラメータ分岐図を計算し，周期解の双安定性が生じること

を示した.また ， Hassard and Shiau (1996) は ， IexcT-VNa-gNα のパラメー
タ空間において， 2 重に退化した Hopf 分岐を含む分岐曲線を求め，その曲

線上に余次元 4 の特異点の存在を確認した.

我々は，以下の解析を通して IexrVK-VNa のパラメータ空間に新たなタ
イプの G入 (0 ， 0) =αz(O ， O) = 0 となる 2 重に退化した Hopf 分岐，および
αz (O ， O) = αzz(O ， O) = 0 となる 2 重に退化した Hopf 分岐の存在を示唆する
結果を得た.

4.5.1 Iext-VK-同vα パラメータ空間

前章において， HH 方程式の IexrVK-VNα パラメータ空間を VNa = 115[m V] 
および 85.7[mV] での IexrVK の 2 次元断面で切り，それぞれの平面での分岐

構造をみてきた VNa = 115[mV] のときの 2BD(F'ig. 3.10(a)) と 85.7[mV]
のときの 2BD(Fig. 3.12(a)) の分岐構造の幾何学的な違いは，この 2 つの断
面がはさむパラメータ領域に余次元 3 の高度に退化した Hopf 分岐点(組織
化中心点)が存在し，その結果 2BD の分岐曲線の形状が質的に変化したこ
とを意味する.
どのようなタイプの退化した Hopf 分岐点が存在するか，またその点が

どのように分岐の大域的な構造を組織しているかを知るため，民vα と VK の
値に依存した Iext に対する 1BD に現れる周期解の枝の形状の変化を AUTO
を用いて計算した.その結果， Iext-VK-VNα のパラメータ空間に，我々が知
る限りこれまで HH 方程式で確認されていない，新しいタイプの 2 重に退

化した Hopf分岐点が 2 種存在することが示唆された.実際， AUTO によっ
て得られた 1BD の周期解の枝の形状から，これら 2 種の 2 重に退化した
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Hopf 分岐点はそれぞれ， 103 く bんく 105 および 90 < VNa く 95 に存在す
ると考えられる. 1BD の一連の変化はパラメータの狭い範囲で生じるため，
この結論に至る過程を概略的な図を用いて説明す・る.

Figure 3.10(a) から Fig. 3.12(a) への Lうvα の値に依存した Iext-VK の
2BD の形状の変化の概略を Fig. 4.5.1(1) から Fig. 4.5.1(IV) に描いた. Fig. 
4.5.1(1) および Fig. 4.5.1 (IV) はそれぞれ Fig. 3.10( a) および Fig. 3.12(a) 
に対応する.それぞれの 2BD において， supercritical Hopf 分岐 (sH) およ
び subcritical Hopf 分岐 (uH) は実線で， dou ble cycle 分岐(dc) は破線で示
した.それぞれ横軸は Iext に，縦軸は VK に対応する.我々は AUTO を用
いて，パラメータの値を細かく変化させたときの 1BD の形状の変化を計算
し， ~うvα を 115[mV] から 85.7[mV] へ連続的に変化させると Fig. 4.5.1 (1) 
から Fig. 4 . 5.1(IV) の )1頃に見られる 2BD の形状の変化が実際の 2BD で起

きることを確認した.隣り合う 2BD 問の分岐曲線の形状は連続的に変化す

ると考えられることから， Fig. 4 . 5.1(1) と Fig. 4.5.1 (II) の問，および Fig.
4.5.1 (II) と Fig. 4.5.1(111) の聞に，それぞれ 2 重に退化した Hopf 分岐が
存在することがわかる. Fig. 4.5.1(III) と Fig. 4.5.1(IV) の形状の違いは，
Hopf 分岐曲線内部で U 字型をした double cycle 分岐曲線の底部 (VK に関
して U 字型曲線が最小値をとる点)と dH2 の点との VK に関する高さの違
いであり ， Fig. 4.5.1 (II1) と Fig. 4.5.1 (IV) の問には 2 重に退化した Hopf
分岐点は存在しない.

Fig. 4.5.1(1) ~ (IV) のそれぞれの 2BD に引し\た水平ラインに対応する

1BD の概略図を，上から順番に (a) から (f) に示した. 1BD に描かれた水平
な直線は平衡点に対応する.また，上側の曲線は周期解の振幅を表し， Fig. 
3.10(b) ~ (e) および Fig. 3.12(b) ~ (e) の 1BD の周期解の校の上半分と対
応する. 2BD における分岐曲線と水平ラインとの交点はそれぞれ 1BD にお
ける分岐点に対応する. Fig. 4 . 5.1の (1) ー (a) ， (b) , (d) , (f) はそれぞれ Fig. 3.10 
の (b) ， (c) ， (d) ， (e) に， Fig. 4.5 . 1 の (IV)- (b) , (c) , (d) , (e) はそれぞれ Fig. 3.12 
の (b) 1 (c) , (d) , (e) に対応する.

ここで，これら 2 つの 2 重に退化した Hopf 分岐がどのような標準形を
もつか， 1BD の形状の変化から議論する.まず (1) と (II) の違いを説明す
る. (1) と (II) の 2BD の聞の違いは， dH1 と dH2 の位置関係の違いである.
それぞれ防ぐの値を小さくしていったときの 1BD の違し、から (1) と (II) の
間で起きる変化を見てみる. (1) では， (c)→(d) で右側の sH が uH に変化し
た後， (d)• (e)•( f) において 2 つの Hopf 分岐は uH 同士で衝突・消滅した

が， (II) では， (b)→ (c) で左側の uH が sH へ変化したのち， (d)• (e)• (f) 
において 2 つの Hopf分岐は sH 同士で消滅する. したがって (II) では 2 つ

の Hopf 分岐が消滅する以前に，孤立周期解が生じる.

すなわち， (1) では dH2 が dH1 の右側にあるため， 2 つの Hopf 分岐点
は uH 同士で消滅したのに対し， (II) では dH2 が dH1 の左側にあるため，
2 つの Hopf 分岐点は sH 同士で消滅する.このことは， (1) と (II) の 2BD
聞にちょうど dH1 と dH2 が重なる点，すなわち l' 3.1 節で述べた dH1 と
dH2 の各退化した Hopf 分岐の条件， α入 (0 ， 0) = 0 および αz(O ， O) = 0 を同
時に満たす， 2 重に退化した Hopf 分岐点が存在することを示す.この退化
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Figure 4.2: Changes in the one parameter bifurca.tion diagram (lBD) form 
w hen the parameter V K and V Nαchange. 1n each lBD , the abscissa and 
the ordinate represent Iext and amplitude of periodic solutions, respectively. 
Changes from (a) to (f) are due to changes in VK , and changes from (1) to 
(IV) are induced by changes in VNa. (a) , (b) , (d) and (f) correspond to Fig. 
2(a) , (b) , (c) , and (d) , respectively. (b) , (c) , (d) and (e) correspond to Fig. 
2(e) , (f) , (g) and (h) , respectively. (a) to (f) below each 2BD correspond to 
the horizontal lines in the 2BD from upper to lower, respectively. See text 
for details. 
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した Hopf 分岐の標準形は， α5+2m入計十 6入2X ニ 0 ， ε= 土 1 ，� = 土 1 ， m2 子五
d であるこ と が知 られてい る (Go lubitsky and Schaeffer 1985). ここで，
ι sgn (αzz( O ， O )) ， ð = sgn (α入入 ( 0 ， 0 )) ， m = -r，=4ヂ(0 ， 0) である.つまり，

v αzζ(0 ，0)αλ入 (0 ， 0)1

α入 ( 0 ， 0 ) = 0 かつ ら (0 ， 0 ) = 0 の条件をみたす 2 重に退化 した Hopf 分岐に
は ， ε? よ m の正負，および m > 1 もしくは m く 1 の条件の組み合わせに
よ っ て合計 12 種のタイプが存在 し ， それぞれその特異点から摂動 したとき
に現れる周期解の形，もしくは安定性が異なる ( IGolubitsky and Schaeffer 
1985). Hassard and Shiau ( 1996 ) らによって， Iext-T-VNα-gNα の空間に確
認された 2 重に退化 した Hopf 分岐点は，すべて ε=ð=+l ， m> O とい
う条件を満たすものであった.我々の Iext - ~今( -VNα のパラメータ空間におけ
る分岐図から存在が示唆された 2 重に退化 した Hopf分岐点は， 特異点まわ
り における周期解の枝の形状から ε =-l ， ð=+l ， m> O である ことがわカ
る.このことは， Hassard and Shiau (1996) の結果と我々の結果を合わせて

考えると， IexcVK-T-VNa-gNα のパラメータ空間に ， α入 (0 ， 0) =αz (O ， O) とい
う条件に加え， ε= 0，すなわち αzz (O ， O) = 0 と い う条件を満たすさ らに高
度に退化した Hopf 分岐点が存在することを示唆する.

ε =-l ， ð=+l ， m>O のとき， 2 重に退化した Hopf 分岐点の標準形は
-x5 +2m入計+入2X= 0 であり，その普遍開折はーが +2m入計+入2X + αx +
2゚X3 = 0 である (Golubitsky and Schaeffer 1985). したがって，この標準
形に摂動を加えたときに現れるすべての周期解の形状は α， ß の値を様々 に
とったときに普遍開折のゼロ点を入の関数としてプロットした図で表され
る. Fig. 4.5.1(a) に普遍開折の分岐図を示す. HH 方程式に対応付けると，
α， ß のどちらも VK と VNa の関数である.それぞ「れの領域には分岐ノミラメー
タ入(HH 方程式では Iext ) を変化させたときの Hopf 分岐点近傍の 1BD の概
略図を示した.それぞれ分岐図中に示した矢印の方向での 1BD の変化は，
HH 方程式において VK を変化させたときに 1BD にみられる変化に対応す
る. (1) でラベルした矢印から (II) への変化は， Fig. 7 における(めから (II)
への変化，すなわち VNa の変化に対応する • Fig. 4.5.1(1)(a) ~ (f) で示し
た 1BD は Iext に対する大域的な分岐図であったが ， Fig. 4.5.1(a) のそれぞ
れのパラメータ領域に示した 1BD は 2 重に退化した Hopf 分岐点から摂動
された局所的な分岐図であることに注意する.

次に Fig. 4.5.1 (II) と (II1) の聞の違いを説明する. (II) と (1II) では，ど
ちらも， 2 つの Hopf分岐は supercritical Hopf分岐 (sH) 同士で，衝突・消滅
し，右側の Hopf分岐から生じる周期解の枝の形状の変化に違いはない. (II) 
と (1II) の聞の相違は，左側の Hopf分岐から生じる周期解の枝にのみ現れる.
(II) では， VK の減少によって左側の Hopf分岐が dH2 において uH から sH へ
変化すると同時に double cycle 分岐が生じる ((II)(b)→(c)). ところが， (1II) 
では dH2 において uH が sH に変化する前に，まず uH から生じる周期解の枝

が折れ曲がり周期解の枝が Z 字状に変化する ((II1) (a)• (b)) .これによって
生じた dc のうち Hopf分岐点に近いほうが uH に衝突することによって uH が
sH に変化する ((1II)(b)→ (c)). (II) と (1II) の聞の 2 重に退化した Hopf分岐点
では， (II1) (b) で存在し， (II)(b ) で存在しない 2 つの dc の分岐点が同時に uH
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に衝突・ 消滅する . すなわち，式 (4 . 3) ， (4.4)のように入を z の関数と考えて，
X ， 入 が小さいときの主要項を考える と， (II) と ( I II) の問で起こっている Hopf
分岐の枝の形状の変化を記述するには 入 を z の 6 次関数まで考慮、しなければ
ならない こ と がわかる . ( II )→ (III ) への変化が起きるときに発生する退化し
た Hopf 分岐点では， dH2 の条件である x2 の係数 μ2(0) = O(αz(O ， O) = 0) に
加え ， さらにがの係数 μ4(0) = 0 の条件を満たすことを示している . ここで，
μ4(0 ) =μzz(O ) と αzz (ム μ7 〆)+ αz(ム μ? 〆)μz+ α入;::(z ， μ〆)μz+ α入(ム μ? 〆)+
α入入 (z ， μ ， v' )μ? =0 よ り， μ4(0 ) = 一αzz(O ， O )jα入 (0 ， 0 ) であるので，この 2
重に退化 した Hopf 分岐の条件は αz(O ， O) = αzz( O ， O ) = 0 となる .こ のと
き の標準形は α7 + ð入x = 0 ， ε= sgn(αz z z ( 0, 0) ), � = sgn (α入 (0 ， 0 ))である
(Golubitsky and Schaeffer 1985). HH 方程式か ら得 られた 1BD の変化に際
し て見 られる 1BD は ε= -1 , � = -1 に対応するこ とがわかる. また，そ

の普遍開折は -x7 一入x + αx3 + ゚x5 = 0 である (Golubitsky and Sch記長r
1985). Fig. 4.5.1(b) にこの普遍開折の分岐図を示す. Fig. 4.5.1 (a) の場合
と同様に， α? グは HH 方程式では ， VK と VNα の関数であり，矢印の方向は
し7f の変化に対応し， (II) でラベルした矢印か ら (III) でラベルした矢印への
変化は， Fig. 4.5.1の (II) から (III) ，すなわち VNa の変化に対応する.
以上 2 つの 2 重に退化した Hopf分岐点は比較的近く に存在するため，さ

ら に他のパラメータを変化させること により，以上の 2 種の退化した Hopf
分岐の条件を同時に満たす，すなわち αz (O ， O) = αzz :::;: (0 , 0) ==ω(0 ， 0) == 0 
となるさらに高度に退化 した Hopf 分岐点が存在する可能性がある.

4.5.2 その他のパラメータ空間

この節では ， VK , VNα 以外のパラメータの影響について述べる.このため
HH 方程式の多次元パラメータ空間を複数の 2 パラメータ平面で切る.結
果は，横軸に Iext を，縦軸にその他のパラメータのひとつをとった 2BD で
表す.ここで， Iext と縦軸に取ったパラメータ以外-のパラメータはオリジナ
ルの値に固定した. Fig. 3.13の (a) から (d) はそれぞれ Iext-VNa ， I ext-9K , 
Iexc9Nα? および Iexc9l の 2BD である.それぞれ，左の図はパラメータを変

化させる範囲を広くとった大域的な図であり，右の図は，その中で退化した
Hopf 分岐と，その周辺に存在する周期解の双安定性が生じるパラメータ領
域の拡大図である.それぞれ左側の大域的な 2BD にでは， saddle-node 分
岐は破線で， Hopf 分岐は実線で示した. dou ble cycle 分岐は U 字型の Hopf
分岐曲線に沿って現れ，破線で示した.右側の拡大図で、も， Hopf 分岐は実
線で， double cycle 分岐は破線で示した . それぞれ，分岐曲線で固まれた領
域は A から E でラベルした.各ラベルの文字の意味は Fig. 3(a) , Fig. 5(b) 
で用いたラベルと同じ意味で用いた.すなわち，例えば領域 A では HH 方
程式は安定な定常状態として平衡点をひとつだけもち 領域 B では安定な
周期解をひとつだ、け持つ.領域 C では平衡点と周期解が，領域 D では 2 つ
の周期解が双安定である.領域 E では 2 つの周期解と 1 つの平衡点が 3 安
定である . 領域 F では 2 つの平衡点が双安定である.

大域的な 2BD を比べてみると saddle-node 分岐曲線は (a) から (c) に共
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Figure 4.3: Bifurcation diagrams of the universal unfoldings of the normal 

form , (a) -x5 +2m入計+入2X+αX+2ßX3 = 0 and (b) -x7 一入x+αX3 +ßX5 = 0 
on the α-ß parameter plane. 1n each region , one parameter bifurcation 
diagram in the vicinity of the degenerate Hopf bifurcation is illustrated. 

Along each arrow , VK value decreases. As VNα value decreぉes ， the arrow 

(1) transits to (II) in (a) and the arrow (II) transits to (II1) in (b) 
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通して V 字型をして現れる 9K ， 9l は生理学的に負の値は取り得ないが，
分岐の大域的構造を知るために負の値も含めて調べた (Fig. 3.13(b) , Fig. 
3.13(d)). 一般に HH(タイプの)方程式では，すべての最大コンダクタンス
は正の値であることから，任意の u = (V， m ， h ヲ η) に対して ， Tr[duF(u)] く O
であり， Liouville の定理から解が発散することはない (Hoppensteadt 1993). 
しかし ， 9K およびふが負の値を取るとき，この条件が崩れ，解が発散する
ことがある.このため， Fig. 3.13(b)ベd) では saddle-node 分岐曲線が途中
で途切れた形をしている.

Fig. 3.10(a) ，および Fig. 3.12(a) で，我々は， 1.ω-VK-~TNα の 3 次元パラ
メータ空間 (Fig. 3.9) を Iext-VK の平面で、切って見てきたが ， Iext-VNα の 2BD
である Fig. 3.13(a) は，この Iω-VK-VNα パラメータ空間を ， Fig. 3.10(a) , 
Fig. 3.12(a) に直交する水平な平面で切ったものである. Fig. 3.13(a) の右
の図のライン 6 は Fig. 3.12 (a) のライン γ に対応し，そのときの 1BD は
Fig. 3.12(d) である.

4.6 まとめ

前章では， HH 方程式の複数のパラメータに関する大域的な分岐構造を調べ
ることにより，周期解の双安定性がみられるパラメータ領域が複数のパラ
メータに関連して， HH 方程式のパラメータ空間の比較的広い範囲に広がっ
ていることが分かつた.また，それらが退化した Hopf分岐点に関連してい
ることがわかった.さらに，複数の 2 パラメータ分岐図における退化した
Hopf 分岐周辺の分岐構造の幾何学的な相違より，高次のパラメータ空間に
はさらに高度に退化した Hopf分岐点が存在することがわかった.
本章では特に Iext-VK-VNα のパラメータ空間に注目して.この 3 次元の

パラメータ空間に高度に退化した Hopf分岐点のタイプを分岐構造からつき
とめた.これらの退化した Hopf分岐はこれまで知られていないタイプのも
のであった.さらに弟 2 章で解析した他のパラメータ平面における 2 パラ
メータ分岐図や， Hassard and Shiau (1996) の結果との比較により，さ
らに高度に退化した Hopf 分岐点の存在も予測できる.



Chapter 5 

終章

5.1 HH 方程式の分岐の大域的構造

本研究ではまず，過去の様々な研究結果を統合し，分岐の構造の全体像をつ
かむ為， HH 方程式の様々なパラメータを Iext と共に広い範囲で変化させ，
複数の 2BD を作成した.その結果，特に VK ， VNa , 9K ， および 9Nα を Iext と
共に変化させた 2BD は，類似した分岐構造，すなわち U 字型をした Hopf
分岐の曲線と V 字型をした saddle-node 分岐曲線を示すことがわかった.u
字型をした Hopf分岐曲線の内側のパラメータ領域では，方程式の平衡電位
は不安定で，安定な定常状態として周期解，すなわち自励的な周期興奮を
もっ.v 字型をした saddle-node 分岐の内側における典型的な振舞いは， 2 
種の平衡電位が同時に存在するもの(平衡点の双安定性)と，平衡電位と平
衡電位より脱分極側で起きる周期興奮の双安定性である.

本研究では HH 方程式のパラメータを， in vivo のヤリイカ巨大軸索を
用いた生理学実験では実現し得ないと考えられる範囲まで広く変化させて
分岐の大域的構造を調べた.ここで，このような分岐の大域的構造を調べ
る意義について考える.まず大域的な分岐図を用いたモデ、ノレシステムと実
際の物理系の比較ということが挙げられる.例えば Tasaki (1959) は，ヤリ
イカの巨大軸索を K+ が過剰な溶液中において，外部から負の電流を印加
すると，軸索が 2 種の安定な平衡点を同時にもつこと(平衡点の双安定性)
を報告した. Aihara and l¥IIatsumoto (1983) は実験環境に対応すノミラメー
タを設定することで HH 方程式がこの現象を再現することを示した.彼ら
が設定したパラメータ値は我々が求めた Iext-VK2BD(Fig. 3.10(a)) の左上
の V 字をした saddle-node 分岐の領域に対応する.これは，モデ、ルの振舞
いと実験結果が比較的定量的に一致した例である.このことから，逆に HH
方程式の分岐構造から予測された振舞いを示すノミラメータ領域を物理系の
実験で確かめることも可能であると考えられる.
もうひとつ重要な点は，モデ、ルの分岐図と物理系の分岐図が定量的には

一致しないが，定性的に一致する可能性の検証が考えられる.通常工学で
用いられるシステム同定は，対象とするシステムのパラメータは固定した
上で，そのシステムの振舞い(出力)を，再現するモデ.ルを推定することで
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なされる. しかし，この場合，対象とするシステムのパラメータを変化さ
せたときの振舞いを，モデ、ノレのパラメータを変化させることで再び再現で
きるとは，あまり期待できない.この意味で Hodgkin と Huxley のモデ、ノレ化
もごく限られた実験環境(パラメータ)のもとで得られた膜電位波形を再現
するようになされたのだから，オリジナルのパラメータ値から値を大きく
変化させたときのモデ、ルの振舞いが，実際の物理系のそれと一致する保証
はまったくない. しかし，し、くつかの実験結果は，オリジナルのパラメー
タ値から離れたパラメータ設定においてもモデ‘ル系と物理系の振舞いが少
なくとも定性的には一致することを示している.このことは HH 方程式が，
物理系のダイナミクス生成のかなり本質的なメカニズムをモデル化してい
る可能性を示唆している.したがって，我々が示したように， HH 方程式の
パラメータ空間のかなり広い範囲に広がっている周期解(の双安定性)領域
を実験的に検証することには重要な意味があると考えられる.

次に，他の神経細胞におけるそれぞれ固有の振舞いを再現するために構築
された HH タイプ神経細胞モデルとオリジナノレの HH方程式を，対応するパラ
メータに関する 2BD で比較することも出来る.例えば， Guckenheimer らは
ロブスターの口胃神経節ノくースト細胞の HH タイプモデ、ノレの(Guckenheimer 
1993b) ，山野辺らはロブスター伸張受容器モデ、ルの (Yamanobe et al1998) , 
また寺田ら (Terada et al 1998) は筋肉の HH 方程式の 2BD を ， Iext とも
う 1 つの適当なパラメータからなる平面で求めているが，いずれの場合の
2BD もその基本的な分岐構造は U 字型をした Hopf 分岐曲線と， V 字型を
した saddle-node 分岐曲線という，本報告で示した 2BD と似通った構造を
示している.実際，あるタイプのパースト神経興奮の生成には， HH 方程
式の 2BD で V 字型をした saddle-node 分岐の内側で見られる，平衡点と脱
分極側に存在する周期解との双安定性が関与したメカニズムが必要である
(Alexander 1991). つまり，ヤリイカが in vivo で実現し得ないようなノミラ
メータの領域で HH 方程式が示す振舞いであっても，他の神経細胞は類似
の振舞いを自然な状態で示している.このように，たとえヤリイカ巨大軸
索を用いた実験で、は物理的に実現不可能なパラメータ領域であっても， HH 
方程式の大域的な分岐構造を調べ，複数の神経細胞モデ、ルと 2BD および組
織化中心点という視点から比べることによって，それぞれ質的に異なる複
雑な振舞いを示す様々な神経細胞の振舞いを力学系という観点から統一的
に理解することができる.

5.2 周期解の双安定性と退化した Hopf分岐点

我々は ， IexrVK' Iext-VNα ， Iext- [J K , Iext 明[JNa ， および I口t-[Jz のパラメータ平
面 (2BD) 上で，周期解の双安定性が生じるパラメータ領域を確定した (Fig.
3.10, Fig. 3.12( a) , Fig. 3.13). 周期解の相安定性を示すノミラメータ領域は，
今回我々の調べた結果では，常に退化した Hopf分岐に端を発する分岐曲線
に関連していた.また，ここに挙げたパラメータ以外のパラメータに関し
ては ， Iext と共に変化させ，かつその他のパラメータをすべてオリジナノレに
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は， Fig. 3.13(a) ~ (d) から分かるように， double cycle 分岐曲線は Hopf 分

岐曲線の近くでしか存在せず，周期解は Hopf分岐曲線の内部もしくは周辺
でしか観測されない. dou ble cycle 分岐は平衡点まわりの線形化解析では求

まらないため ， IexcVK の 2BD において VK の{直が低いときのように ， Iext 
を変化させても Hopf分岐が生じないようなパラメータ領域では，周期解の
存在を知ることはできない.本研究では， VK ， および VNa の値を徐々に小
さく変化させて ， dou ble cycle 分岐曲線を追うことによりこのような周期解
の存在範囲を確定できた.
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Appendix A 

Shooting おfethod

自励系の力学系を dx/dt = f(x) , x εRη，求めたい周期解の周期を T と

する.また ， Xo を初期値としてその解軌道に沿って時間 T だけ進んだ状

態点をゆr(xo) とする.すなわち，もし Xo が丁度周期解上にのっていれば，
併(xo) = Xo となる. "Shooting Method" とは ， H(x , T) を次のように定
義したとき ， H(x , T) = 0 の値を Newton-Raphson 法によって求めること
により周期解を求める方法である.

H(x , T) :=併(x) -x (A.1) 

ここで，式 (A.1) が η 個の連立方程式であるのに対し， η+1 個の未知

数 (x の要素 η 個と周期 T) があるので式 (A.1) を解くために直接 Newton­
Raphson 法は適用できない.そこで ν = H(x , T) を線形化することにより
次の式を得る.

ムU 勾 DxH(x ， T)ムz 十 DrH(x ， T)ムT (A.2) 

= {φr(x) -I}ムx+ f(ゆT(X))ムT (A.3) 

ここで φr(x) = DxCÞr(x) とする.φr(x) は変分方程式 (variationalequation) 
を解くことにより求められる (appendix A). x , l' をそれぞれムι ムT だけ
変化させることにより H(x + ムι T+ ムT) 勾 O となってほしいので，ムz
と ~T をムy = -H(x) となるように選ぶ.式 (A.2) のムu をこの値に置き
かえることにより

-H(x , T) = {φr(x) -I}ムx+ f(併(x) ) ムT (A.4) 

の式を得る.ここで未知数 n+l に対し，方程式 η であるので，もうひと

つ z の変化させる方向ムz と解軌道が直交する拘束条件を附加する.すな
わち，

く f(x) ， ムュ・>= 0 (A.5) 
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この式と合わせて，次 η+1 の方程式を得る.

||||l  Wj|(A6的) 
円以))-1 f ( ﾘT( i)川 凶(i) l _ Iい川川Zがd凶(μωi) 一併伽川州川川(ω川山川)バμμ(付似Zが(

f(付μZがd凶(μωi)り)T 0 I I ~T(i) I -I 0 I 

ここで添え字(i) は反復回数を示す. これによりムz(s)? ムT(i) を求め，こ

れらが十分小さくなるまで反復計算する .



Appendix B 

Variational Equation 

いま系 dx/dt= f(x) , x(to) = Xo の解 x= 仇(xo) に関して，

ゆt(xo)= f(仇 (xo) ， ゆo(xo) := Xo ・

これを Xo に関して微分することにより，

(B.l) 

Dxo仇 (xo)= Dxf(仇 (xo) )Dxo仇 (xo ， to), Dxoゆo(xo)= 1 (B.2) 

を得る.ここでふ(xo) := Dxo仇(xo) と定義することによりこの式は次のよ
うになる.

φt(xo) = Dxf(仇 (xo) )φt(xo) φ。 (xo)= 1. (B.3) 

これは変分方程式である.これは行列で表される時間に沿って変化する線
形微分方程式である.またこれはやt(xo) の軌道に沿ったベクトノレ場の線形
化である.もし軌道が変化したならそれにより変分方程式も変化する.こ
れはやと φ の両方を含むので実際にはやと同時に次のような初期値問題
として数値計算される.

[ ! ] = [ぷ)φ] , [ :~ ] = [ x; ] (B.4) 
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