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まえがき

本論文は，材料の粘弾性特性および粘弾性構成方程式を，波動伝ぱ実験によ

って求めるための実験的解析手法を研究したものである.

近年の情報処理技術の飛躍的な進歩は，間体，構造解析の分野にも大きな変

革をもたらしている.すなわち，有限要素法をはじめとして，計算機処理に適

した様々な理論，計算手法が確立され，現在ではかなり大規模でしかも稜雑な

機械や構造物の力学的解析が容易に符えるようになり，広く設計に役立ってい

る，ところが一方では，機械の高速化，軽量化が進み，それに伴って慣用され

る材料も多様化されたことなどもあって，従来のように材料を単に弾性体，あ

るいは弾塑性体とみなして，画一的な解析を行っただけでは十分な結果が得ら

れない場合も多くなってきたのも事実である.

高速機械のように，衝撃荷量が額繁に作用する条件下において，多くの材料

は静的な場合とかなり異なった挙動を示すことが知られている.たとえば，高

分子に代表される粘弾性材料もその例であって，弾性範間内においてもひずみ

速度依存性を有し，この性資は衝撃荷重のもとではさらに顕著に現れる.高分

子材料，複合材料の利用が広がりつつある今日，高度の信頼性，安全性に立脚

して機械，構造物を設計し， しかもその性能を十分に発揮させるためには，材

料のこのような性質に関しでも把握しておくことが大切であり，材料の粘弾性

特性を求めるための研究は，今後の麓饗な工学的課題と考えられる.

高分子材料だけでなく，どのような材料も程度の差こそあるが，必ず粘弾性

的性質を有しているものである.本研究では，材料のこのような粘弾性挙動に

焦点を当て，それを適切に表す材料特性，あるいは粘弾性モデルを同定する方

法として，波動伝ばに Fourier周波数解析を導入した新しい手法を提案し，い

くつかの材料に対する実際の適用例を示す.また，材料の応力一ひずみ関係を

普通的な形で記述する目的から， 3次元粘弾性構成方程式の決定を行うととも

に，提案した同定法の妥当性，利点について論じる.
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第 1章序
る合、

日間

高分子材料の力学的性質で特徴的であるのは，変形が著しく時間，あるいは

ひずみ速度に依存することであり，その挙動には粘弾性理論を適用するのが一

般的である.また金属材料についても，振動減衰能や高塩下での挙動を論じる

場合などのように，粘弾性体として扱わなければならないことが少なくない.

このように材料を粘弾性体とみなした場合の，材料特性あるいは構成方程式を

求めるための研究は，今日まで数多くなされている.なかでも，蹄衝撃性や防

接の意味から，粘弾性体の衝撃応答に関連する研究は，現在の重要な課題と考

えられている(l) ここでは， これまでに様々な形で提案されてきた材料の粘弾

性特性を求める方法の特徴と問題点を，衝撃応答問題への適用という観点に立

って探るとともに，本研究の意義について考える.

1 . 1 従来の粘弾性特性同定法

粘弾性材料の力学的特性を調べるた

めの実験的方法は，試験様式あるいは

負荷方法のちがいによるひずみ速度範

聞に応じ， (1)準静的試験， (2)振動試

験.(3)衝撃試験に大別することができ

る. Lindoholm(2)の分類によれば，設荷

方法とひずみ速度との関係は図1.1の

ようである.

( 1 ) 準静的試験

準静的試験が工学上特に重要である

のは，荷量を一定に保つような条件が

実際に非常に多く存在すること，さら

| 負街方法 j 試験の動的現象 i 
OL  
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図1.1 負荷方法とひずみ速度の関係(3)



に応力を一定にするかまたは非常にゆっくり増加させて行う材料試験が，比較

的速い変形速度の試験では観察できない基本的な変形特性の機構を明らかにす

ることなどのためである.

古くはクリープ曲線 JiiSカ緩和曲線などの実験データの収集に関心が注がれ

ていたようである.しかし近年では工学的応用の立場か弘材料の力学的特性

を一般的に記述することのできる特性関数(応力緩和関数，クリープ関数)や

構成方程式を，準静的試験から得ょうとする研究が重視されるようになり，多

くの研究例(4)-(9) が報告されている.最近では，ポリウレタン樹脂やエポキシ

樹踏の光粘弾性的性質を利用した光学的な手法(10)-(12)も開発されている.

これらの研究の多くは，求めた材料特性を準静的状態だけでなく，振動や衝

撃などの動的問題にも適用しようとするものである. しかし一般に，材料の粘

弾性を特徴づける微視的要閣には様々なものがあり， しかもそれぞれの要因は

ひずみ速度や振動数，振'1'語，あるいは温度の異なる条件に応じて，個々に支配

的になるとされている(13)(14) このような理由から，準静的試験から得られた材

料特性を，動的問題に直接適用する考え方には疑問が残るところである.

( 2 ) 振動試験

周期力に対する材料の諸特性を調べることは，機械や構造物全体の掠動を把

握する意味において極めて重要である.最近の研究例として，周波数領域での

構成則を与える複藁弾性係数を自由振動もしくは強制振動の解析から求める方

法(15)(16)が示されており，また，はりの減衰自由振動の解析から，材料を 3要素

国体モデルとみなした場合の粘弾性定数を求める方法(17)-(19)も報告されている.

一方，せん断変形と回転慣性の影響を考慮、した粘弾性Timoshenkoはりの自由瞭

勤理論に基づいて，材料を 3要素，あるいは 5要素国体モデルと仮定したとき

の粘弾性定数を求める方法(20)(21)も研究されている.

動的負荷の時期的変動はFourier級数もしくはFourier績分表示によって調和

振動の合成として表すことができるから，波動伝ばなどの衝撃応答問題に撮動

試験から得られた粘弾性特性を用いることを推奨する考え方も多い.このよう

-2--



なFourIer、解析を利用した衝撃応答の解析は， Kolskyら(22)-(24) が振動試験によ

って求めた稜素弾性係数などを用いて 1次元応力波の伝ばを取り扱ったのを契

機として，その後多くの研究者によって，振動試験による粘弾性特性の，衝撃

蕗答問題への適用 (25)-(30) がなされている.

振動試験は，比較的簡単に振動数や温度の異なる範囲について行うことがで

きるが，試料の支持部や空気抵抗に測定値が影響され易いという欠点も持って

いる.正確な粘弾性特性を得るために l丸このような外部環境の影響が最小限

に留まる配慮が，実験装置，条件設定に必要である.

( 3 ) 衝撃試験

衝撃試験法の重要な特長は，準静的試験や振動試験では困難と考えられる高

ひずみ速度領域あるいは高舟波額域のような，極めて短時間の材料特性の解明

を可能にすることである.能撃試験j去においては，衝撃力によって生じる庇、カ

波の伝ばが問題となってくるため p 粘弾性特性の開定には，実験的に，あるい

は解析的にも綾雑な葡がある.そのため，準静的試験，振動試験がほぼ完成さ

れた域に達していると考えられるのに対し，衝撃試験にはいくつかの検討課題

が残されている.本論文は衝撃試験に関係するものであるから，この点につい

ロコ-~~，ÍJ-~4i
(a)直接法

一一一 担 f担2 i伏父

L一一一一一一ム一一一一ム一一一ム一一ム一一
(bω)関接法(岱Stre凶ssBar法)

Hl が2

亡己ー l i [%1 N 
m 

(c)間援法(HopkinsonBar法)

図1.2 粘弾性骨性を定めるための縦衝撃試験
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ては次節で詳しく述べることにする.

現在までに，棒の縦衝撃試験から粘弾性特性を求めようとする研究が多く提

案されている.粘弾性棒上において縦波を測定する方法として，図1.2(a)のよ

うに打撃棒 1で麗接，粘弾性棒 JI (試料)に衝撃を与え， # 1での測定値を入

力波形と考えて波動伝ばの解析を行い， # 2において解析値が測定値に一致す

るように粘弾性特性を決定する方法がある. Sackman-Kayaは積分型構成方程式

を用いた l次元粘弾性波の解祈法(31)を示し，次いで図1.2 (a)の誼接法によって

構成方程式中の未知ノマラメータを求める手法(32)を提案している. Lin-Sackman 

はこの手法を非線形粘弾性体にまで拡張U?3)ポリエチレン捧に対する非線形積

分型構成方程式を定めている.また松本ら(34) は.PMMA棒に 3要素国体モデ

ルを適用し，粘弾性棒内の縦波の理論解を Laplace解析によって求め， これと

寵接法による実験値とを反復比較することによって粘弾性定数を推定している.

図1.2(b)のように弾性捧 Eと粘弾性試料棒Eを接合してf襲撃を与えるStress

Bar法ω)(44)を利用して，弾性棒 E上において入射波を#1で，一方粘弾性棒E

からの反射波を#2で観測することにより，粘弾性効果を間接的に測定する実

験も行われている.中川ら(お)(36)は，この場合の反射波を数億Laplace逆変換に

よって解析し， :1:+ 2での解析憶を実験植と一致させるようにして， PMMA棒

を 4要素流体モデルとみなしたときの粘弾性定数を同定している.

図1.3 (c)のHopkinson棒法(37)も間接的な測定法の例である. Chi u-Neubert(38) 

はセルロース・アセテートを日axwell流体モデル近似し， これを試験片置に用い

たHopkinson棒法の実験を行い，弾性入力捧 Iの:1:+1における入射波と反射披.

あるいは弾性出力棒wの#2での透過波について，実験憶と差分法による解析

備との差が最も小さくなるような粘弾性定数の植を，試行錯誤的に求めている.

また，山田・沢田(39)は特性曲線による差分法を用いて， Hopkinson棒法で粘弾

性体を試験する場合の応力波の反射・干渉を解析的に調べている.

以上の粘弾性特性向定法では，波動伝ばを理論的あるいは数舘的に解析する

ための手段が不可欠である.一方，波動の解析を要しない方法として，短い試
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験片を直接打撃したときの荷量と変形量を測定し，その解析から粘弾性定数を

決定する方法もある.この方法により Tang-McConnell(40)は，ポリウレタン材を

3要素国体モデルで近似した場合の粘弾性定数を定めている.

倍撃試験においては，振動試験で問題となることの多い空気抵抗や支持部で

のエネルギ・ロスがほとんどなく，高精度の測定が期待できる.なお，鋳撃試

験から求めた粘弾性特性と振動試験から求めたものとの相違が指摘 (38)(41) され

ており，材料の短時間的な応答に対しでは，準静的試験や振動試験よりも，や

はり衝撃試験から求めた特性を適用すべきと考えられる.

1・2 本研究の意義

衝撃試験法あるいは波動伝ば法としては，すでに述べたように，縦衝撃によ

って生じる l次元縦波の測定および解析を行うことによって粘弾性特性を同定

する方法が多く提案されている. しかしながら， このような従来の方法(31l ~(40)

に関しでは，検討すべき点がいくつか残っているように思われる.

実験の物理現象的な面からの問題点は 2つある.粘弾性棒内の縦波は，材料

の粘性だけでなく，横方向慣性(捧の横方向の運動)(抑制)~(96) に起因する幾何

分散によっても波形が変化するため，実験条件によっては目的とする粕弾性効

果が正しく測定できない可能性のあることがその 1つである.次に 2つめとし

ては，粘弾性棒(試料)と弾性棒とを結合さそすて縦衝撃を与える間接的な実験

法では，接合間において弾性，粘弾性雨棒の変形差から摩擦力が生じ，非 1次

元的な変形が現れる特巽現象，すなわち端菌効果{紛(必}の問題が挙げられる.粘

弾性特性を正しく得るためには，横方向i貫性や端面効果の影響についてあらか

じめ十分検討しておく必要がある.

一方，粘弾性特性を同定する際の手踊に関しでも，いくつかの検討課題が考

えられる.衝撃試験による従来の方法について，その共通の特徴を示せば関1.3

のようになる.すなわち，従来の方法はすべて，材料に対しである特定の構成

期，あるいは粘弾性モデルの種類を仮定した後，図1.2に示す:j:j:1での測定値を
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入力として，応力やひずみの時間応答

に関して理論解析を行い，最適化の手

法を導入してtl:2での解析憶が測定舗

に山一致するように，時間領域において

粘弾性特牲を同定しているのである.

しかしながら，どのような形の構成期

や粘弾性モデルを選べばよいかを同定

以前にあらかじめ推測するのは困難と

思われ， もし材料が仮定した構成則や

粘弾性モデルの範閣外のものであれば，

妥当な結果は得られないことになろう.

また，波動伝ばの解析植を最適化法に

よって測定値に近づけなければならな

いが， これには当然，…複雑な反復計算

が付随してくる.さらに，本研究で後

に判明するが，図1.3のような時間領域

繰り返し計第 +-
四S

波動伝ばの観測
(縦衝撃試験)

図1.3 従来の粘弾性特性同定法

での粘弾性特性問定法は，あまり有効な方法とは言えないのである.なお，振

動試験による同定j去においても，図1.3のような特徴を有する例(18)-(21>が多く

みられる.

次に衝撃試験法に限ゥて言えば，縦衝撃試験から単軸Jit力状態に関する粘弾

性特性を研究したものがほとんどであり，形状や荷量条件が禎雑な場合の応力

解析に必要となる 2次元，あるいは 3次元の一般的な粘弾性特性を求めた例は

極めて少ないのが現状である.

本論文は，以上のような嫌々な問題点に留意して，これを解決するものとし

て，波動伝ばによる材料の粘弾性特性の新しい同定法，ならびに 3次元の粘弾

性構成方程式の決定について研究したものである.

まず第 2章では，線形粘弾性体の力学モデルおよび構成方程式を概観し，以
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後，本研究において重要な役割を演ずることになる複素コンプライアンスの物

理的意味と一般的な性質について述べる.

第 3章では，波動伝ば実験におけるひずみ一時間関係の Fourier変換から材

料の複藷コンプライアンスを実験的に求め，それに基づいて適用すべき粘弾性

そデルおよび粘弾性定数を同定する実験的解析手法を示す.この方法では，従

来のように粘弾性モデルの種類を仮定しておく必要はなく，最適化のための繰

り返し計算も不要である.波動伝ばの測定値を解析する遜穏において，複素コ

ンプライアンスのような周波数応答特性を表す物理量を導入して，粘弾性特性

の同定を周波数領域において行うこの種の方法は現在までほとんど研究されて

ない.この方法の実際の適用例として第 4章では，試料に PMMA材を用いて

縦衝撃試験およびねじり篠撃試験を行い，それぞれの実験・解析から 1次元粘

弾性特性として，単軸引張り圧縮および単純せん断に対する複素コンプライア

ンスと粘弾性モデルを決定する.また 2，3の特殊な金属材料についても，粘弾

性特性安明らかにする.

次に第 5章では，縦衝撃およびねじり衝撃の両者についての実験・解析結果

を組み合わせて，弾性一粘弾性問の対応関係を利用して，材料の粘弾性特性を

3次元的に評価すると問時に，種々の場合の応力解析に供することのできる一

般的な形として， 3次元粘弾性構成方程式の定式化を行う.

これより以後の 2つの章は，提案した粘弾性特性向定法の妥当性および有効

性について検討したものである.第 8章ではs 縦衝撃やねじり衝撃の 1次元粘

弾性波伝ばを有線積分変換法によって解析し，第 4章で求めた粘弾性特性の妥

当性を検証するとともに，周波数領域で同定を行う場合の利点を明らかにする.

また第 7章では，粘弾性縦波に及ぼす横方向慣性の影響を，ひずみ波形の時間

的変化，および減表・分散の周波数特性の 2つの観点、に着目して，実験的ある

いlま解析的に調べ，粘弾性縦波の l次元初等理論に基づく実験・解析によって，

単軸の粘弾性特性が正しく求められるための条件を明らかにする.

最後に，第 8章では，本論文で得られた結論を総括する.
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第 2章線形粘弾性体の構成方程式

2 . 1 はじめに

弾性体の変形は，その時点の応力状態で完全に決定され，どのような遜程を

経てその状態になったかの履歴には関係ない.ところが高分子材料，あるいは

高温の金属などの力学的挙動は決してそのようなものではなく，弾性的な変形

と向時に粘性的な変形が生じるため，現象は履歴によって異なったものとなる.

弾性範囲内において材料の挙動が時間に依存する現象は，擬弾性効果として知

られており， この現象を巨視的立場から記述するのが粘弾性理論である.

粘弾性理論は線形理論と非線形理論とに分けられ，特殊な材料や大変形の考

慮が必要な場合に対しでは非線形理論を用いなければならない.ところが，非

線形粘弾性の普遍的な理論は確立されておらず，制限された条件下のみでしか

利用できないものがほとんどである.また取り扱いは極めて複雑であり，結果

の物理的解釈も容易ではない.実際的な問題を解析する場合には，むしろ材料

を線形粘弾性体で近似化，理想化した方が有利であり，またそれで十分である

ことが多い.このような意味から本論文では，材料を線形の粘弾性体と仮定し

て議論する.以下では，研究に必要な l次元線形粘弾性理論の知識としてまず，

粘弾性モデルと構成方程式の形式や特徴を整理する.次いで，周波数応答特性

を述べ，本研究で重要な役割を演ずる複議コンプライアンスの物理的意味と一

般的性質告示す.

2・2 粘弾性モデル

粘弾性理論をま理解するには，適当な力学モデルを用いて出発するのが便利で

ある.線形粘弾性体の力学モデルは，関2担 l(a)，(b)に示すような，弾性要素(

ズプリング)と粘性要素(ダッシュ・ポット)の 2つの線形要素の組み合わせから

構成される.弾性要素とは，応力 σとひずみ εとの間の， σ=E ・ε のような

-8--



E η 

ふ一一一仁トー一--0

(a)弾性要嚢 (b)粘性要素

ぺロー
ηE  

かー在トィWト→

η 

τ出 n/E;遅延時間
τ出 n/E;緩和時間

(c) Voigt要素 (d) Max配 11要義

国2.1 粘弾性モデルの基本要素

比例関係を表すものであり，粘性要素とは応力 σとひずみ速度 sとの比例関係，

グ口 η・らを表すものである.弾性要素と粘性要議の組み合わせの最も簡単な

例として知られているのが，図2.l(c)， (d)にそれぞれ示すような， 2つの要素

を並列に組み合わせたVoigtモデル(Voigt要素)，および 2つを車列に組み合わ

せたトlaxwellモデル(Maxwell要素)である.応力に対してひずみが遅れて応答す

る遅延弾性を表す場合にはVoigtモデルが，一方，クリープや応力緩和を表そう

とする場合には，日axwellモデルが用いられる.

Voigtモデルと Maxwellモデルは，基本的な粘弾性現象を少なくとも定性的

には説明できるが，実際の材料の挙動に対しては不十分なことが多い.たとえ

ば， これらのそデルで表される応力緩和またはクリープは指数関数の形に悶ら

れる. しかし，実際の材料では単調関数であっても必ずしも単一の指数関数で

近似されるとは限らず，さらに複雑な時間の関数となることも予想される.こ

のような場合には， もっと多くの要素を含んだそデルを考えなければならない.

多くの基本的要素を組み合わせるには，図2.2に示すような (a)一般化Voigt

モデルおよび (b) ._~受イヒ Maxwell モデルの 2 つの系統的な方法がある.一般化

Voigtモデルにおいては，異なるVoigt要素が任意の数だけ直子IHこ連結されてい
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ドεk叶

ひ庄 日ムーσ

(a)一般化Voigtモデル

d十占 LL JJ44 
(b)一般化Max舵 11モデル

図2.2 一般化粘弾性モデル

るが，なかには退化した要素として弾性要素 (8)や粘性要素 (d)が含まれていて

もよい. 8 があれば瞬間弾性応答を持ち， dがあれば流体的挙動が生じる.一

般化ト'Iax附 11モデルは， Maxwe 11要素が，いくつか並列に連結されているもので

ある.この場合は，退化した要議 dがなければ必ず瞬鶴弾性応答を訴し，sがな

ければ必ず流体的挙動が生じる.なお一般化Voigtモデルでは， dがあるものを

流体系モデル， dがないものを臨体系モデルという.また逆に一般化Maxwellモ

デルでは sのあるものが国体系モデルであり sのないものが流体系モデル

である.

任意の一般化Vo}gtモデルにはそれと等価な一般化Maxwellモデルが必ず存症

し，同様に任意の一般化トi抑 制11モデルに対しでも等櫛な一般化Voigtモデルが

存在することが示される内) したがって材料の力学的挙動を粘弾性モヂルで近

似する場合には，一般化Voigtモデノレあるいは一般化財xwe11モデルのいずれか
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一方だけを想定すればよいことになる.両者のうちどちらを選ぶかは，問題の

性格に応じて都合の良い方の一般化モデルを使用すればよい.通常，応力を与

えてひずみを求めるときには一般化Voigtモデルを，逆にひずみから応力を知

ろうとする場合には-一般化トlaxwe11モデルを用いるのが便利である.本研究で

は以後，一般化Voigtモデルによって議論を進めるが，一般化問制限11モデルを

用いても同様の理論展開が可能である.

2・3 1次元構成方程式

種々の応力状態の中で，一般には 6個ある応力成分のうち 1つが，それに対

応するひずみ成分のみに関係するような場合がある.たとえば，単軸応力状態

や単純せん断状態などがその例であり，静水圧応力と体積ひずみとの関係もそ

の lっと考えられる.本鮪では，このように l次元的に記述することができる

場合の線形粘弾性体の構成方程式について述べる.なお， 3次元の構成方程式

については第 5章で解説することにする.

2・3・1 微分型構成方程式

一般化Voigtモデルおよび一般化Maxwe11モデルを含め，スプリングとダッシ

ュ・ポットのどのような複雑な組み合わせの模型においても，応力 σとひずみ

εの関係を表すものとして，次のような微分型の構成方程式が成り立つ.

A d12σ(志)ι d12e ( t ) 
dZfhIZγ1Jh17γ (2.1) 

tは時間である. P砲と q屯はそデJレ内のスプリングやダッシュ・ポットの係

数によって決まる定数であるが，モデlレに物理的妥当性を与えるために種々の

制約条件が課せられている内)(船時間微分 d/dtを

d 
dt =D 

のように演算子として表すことにすれば，式(2.1)は

P(D)σ( t)口 Q(D)ε(志)

(2.2) 

(2.3) 



弾性国体

E 

σ=Eε 

Voigt国体

E 

ぺ~
η 

σ沼田 Eε +ηε 

3要素国体

叩 ム
n2 

(E1 +E2)σ+η20 

出=EIE2ε+Eln2ε 

(P{D)41叫 +ω
Q(D)= EIE2十 Eln2D

粘性流体

η 

。一一一仁ト一一--0

σ-ηε 

Max附 11流体

n E 

←4壬

Eσ+ησ= Enε 

ip{D)田町D

Q(D)田 EnD

4要素流体

心が~
n3 

EIE3σ+ (Elη2 +E3n2 +Eln3)占

十 n2n30=需 EIE3η2E:+Eln2n3ε

lm)叫ん+…山

+El n3)D +rlzT13D2 

Q(D)= E1E3n2D + Eln2n3D2 

図2.3 慕本的粘弾性モデルと微分型構成方程式
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と簡単に書くことができる.ただし， P (D) および Q(D)は，いずれも D

の多噴式でそれぞれ，

P(D)=~p 克 D主}

Q(D)=~q た Dk J 

(2.4) 

のように表される線形微分演算子である.

式(2.1)もしくは式(2.3)が，線形粘弾性モデルの構成方程式を微分型で表示

したものである.図2.3に，一般化Voigtモデルに属するいくつかの基本的粘弾

性モデルの微分型構成方程式を示す.

2.3・2 積分型構成方程式

広い範囲の力学的挙動を表す目的から，図2.2に示した 2種類の一般化モデ、Jレ

において， Voigt要素や Maxwe11要素の数を増やせば，結果として式(2.2)の微

分方程式の次数は非常に高次のものとなり，取り扱いが国難となる.このよう

な場合には，次に示す積分表示の構成方程式の方が有利である.

線形粘弾性体4こ，時刻 tヱ=0から単位ステップ応力を作用させたときの，ひ

ずみの時間的変化を c(志)で表し，クリープ関数またはクリープ・コンプラ

イアンスと呼ぶ.一方，逆に，時刻 t=Oから単位ステップひずみを生じさせ

るための応力の時間的変化た(志)を応力緩和関数または緩和弾性率という.

c (志)あるいはた(t )を使えば， Bo1 tzmannの重ね合わせ原理に基づいて応、

力とひずみの関係を積分方程式として 4通りの方法で表すことができる.

まず，応力からひずみを求める形式は，クリープ関数 c( t )を用いて，

山内(+O)c(乙)+1二(-4ロdτi

8 (志)寸 (t)c吋
のように書かれる.式(2.5)の第 l式はステップ応答の重ね合わせを，また第

っJ
U



2式はインパルス応答の重ね合わせを表したものである.両者は部分積分によ

って互いに他方に変換することができ，等価である.

同様に，応力緩和関数た(t )を用いて，ひずみから応力を求める形式は次

のようになる.

σ( 芯)ロ S 問山)+1\( ト τ)与~dτ1

(1 (志)ベ(山(+0 )チ (τ)~Cに;~ dτ f (2.6) 

微分型構成方程式は，一般化Voigtモデルあるいは一般化財xlJJellモデルのよ

うな力学模型を前提としたものであり，モデルを構成する要素数が無限個のよ

うな極限，すなわちVoigt要素の遅延時間あるいはト'1axlJJell要素の緩和時間が連

続的に分布するような場合を合んでいない.積分型構成方程式は，そのような

場合をも考癒した，より一般的な構成別であり， e (志)や k(志)の遅延時間

および緩和時間が，離散的に分布するような特殊な場合が，粘弾性モデル，微

分型構成方程式に相当する.粘弾性モデJレを前提とする限りにおいては積分型

と微分裂は等価であり，両者のどちらを使ってもよいが，比較的簡単な粘弾性

モデルを扱う場合や，材料の周波数応答特性を論ずる場合には，微分型を用い

た方が臨接的であり，解析も容易となる.一方，積分裂は論理的一般性および

非線形構成方程式への拡援が簡単に行えるなどの利点を有している.

2・4 周波数応答特性

2・4・1 複素弾性係数と複素コンブライアンス

構成方程式が，式(2.1)のような微分型で表される粘弾性物質に，

σ(t )=σo.:eiωt (2. 7) 

のように調和的に振動する応力を与えた場合を考える.ただし， ωは角周波数

であり iは虚数単位(i2=-1)を訴す.式(2.7)を式(2.1)に代入し，ひずみ

の定常解を求めると，やはり調和的に披動する解が得られるが，位相は応力に

-14-



比べて遅れることになり，

ε( t )口 ε0・ei<wt寸 )=ε5・eiwt (2.8) 

となる. 3は損失角と呼ばれる内部摩擦の韓度を表す聾であり， siは複素振糖

で εo' e-坊に等しい. また， このときひずみ速度 εは

(2.9) 
d 8 ( t ) -'-.，.1. 

8 (t)=一一一一-=-=iω80・eZωt = iωε( t ) 
dt ~--u 

となる. いま， 複義平面内で ぴ， 8 ，ε の関係を表せば図2.4のようになる.

すなわち， σが原点のまわりに回転しているとき， eも角疫 3だけ遅れて同じ

方向に回転する. また， εは eのω倍の大きさを有し，

け進んだ位置にある.

... ...ヴ令
、回、~ ...， ひずみと向位相の応力

成分 σEに注目し， σgとεとの比

を動的弾性係数 K として定義す

る. すなわち，

σE = K. 8 

である. また， ひずみ速度と同位

相の応力成分 σvと占の比を動的

粘性係数 C とすれば，

σv=C ・ε=iωC'8 

1m 

ε 

位相は εより π12だ

ε 

Re 

となる. K および C は， 角周
図2.4 粘弾性撮動の複議数表示

波数の大きさに応、じて変わり， u) 

の関数である. さで， 応力 σはσEとσvをベクト Jレ的に合成したものであるか

り，

σ(志)=σE+σv=(K +まωC)'8(t)

となる. ここで， K十三 ω Cを 1つの複藷数

E(ω)口 E1 (ω) + i E 2(ω) (= K十三 ωC) (2.10) 

で表せば，

-1 5-



σ(t)=ECω)・ε(志) (2.11) 

のようなHookeの法別に類似した関係が得られる. E は複素弾性率と呼ばれ，

実数部 Elは動的弾性係数，虚数部 E2は動的損失係数という. E の逆数は綾

素コンプライアンス J であり 2

J(ω)= J 1 (ω)一三 J2(ω) (2. 12) 

のように番かれ， その実数部 J1は動的コンプライアンス， 虚数部 J2は損失

コンプライアンスと呼ばれている. なお， この場合には，

J(ω)・σ ( t)之江 ε ( 志) (2.13) 

損失角 3は緩議弾性係数あるいは複素コンプラ

イアンスによって次のように表されることがわかる.

また簡単な考察から，である.

E ?(ω) J ?(ω〕
tan o = :，丘一一一=一一三一一一

E 1 (ω) J 1 (ω) 
(2.14) 

内部摩擦の樫度を表すものとして， 函有減衰能 (SDC)，対数減衰率(LI )， あるい

は振動吸収係数(Q-1値)がよく用いられる.粘性が小さいときには， Q -lfi直は

また Aは tanoの2倍に等しいから (47)tan δに等しく， SDCは tanoの2π倍，

複素弾性係数や複素コンプライアンスを求めれば， 式(2.14)によって材料の内

部j事捺を評価することもできる.

微分型構成方程式(2.3)に σ(t)= ぴ 0・e抑孟および ε(志)zsl-Gtωt を

代入すれば，

P (i ω)σ (t)=Q(まω)ε(乙) (2.15) 

となる. これを式(2.11)あるいは式(2.13)と比較すれば， 複素弾性係数および

綾素コンブライアンスを， 構成方程式の微分演算子 P (D)， Q(D) で定義す

るものとして次の 2式を得る.

;; ，.， Q(五ω)
E(ω)= E 1 (ω)+iEQ(ω)=一一一一一&‘ P(i ω) 

P(三ω)
J(ω)= J 1 (ω)ーさ JQ(ω)=一一一一一~，. --"... Q(まω)

-1 6-
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すなわち，複素弾性係数および複素コンプライアンスは両者とも，応、力とひず

みの振幅比と同時に位棺差を合んだ量であり，線形粘弾性体の周波数応答特性

を表すものである.また， これらは構成方程式を別な形で表現したものとも考

えられる.

2・4・2 複素コンプライアンスの一般的性質

次に一般化 Voigtモデルの複素コンプライアンスについて考えよう.一般化

Voigtモデ、Jレは図2.2(a)のように，いくつかのVoigt要素を，弾性要素もしくは

粘性要議とともに，車列に結合したものである.この場合，第 h番目の要素の

ひずみを εた(志)とすれば，モデル全体のひずみ e(志)は，

e ( t ) ロ~e 抱 ( t ) 
k 

(2. 18) 

のように各要索のひずみの和で表される.一方，応力 σ(t )は各要素に共通に

作用する.調和振動状態を仮定し，第た番目の要素だけを取り出して考え，そ

の複葉コンプライアンスを Jk (ω) と書くことにすれば，応力 σ(t )と要素ひ

ずみ εμ t)の関係は，式(2.13)のように

J主(ω)・σ(t)口 ek(t) (2.19) 

となる.式(2.18)と式(2.19)とから，モデJレ全体に関する応力 σ(t )とひずみ

ε(志)の聞には，

{~J k(ω)}・ぴ(志 )=ε(志) (2.20) 

が成り立ち，モデル全体の複葉コンプライアンス J(ω) が

J(ω )=~Jた (ω) (2.21) 

のように，各要素の複索コンプライアンス Jた(ω)の和として表されることが

わかる.

一方，図2.2Cb)の一般化 Max腕 11モデルにおいては，接素弾性係数に関して

ウ
ー
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同様な次の性質を示すことができる.

E(ω )=~E た (ω)
12 

(2.22) 

このように，一般化 Voigtモデルの綾素コンプライアンス(あるいは一般化

Maxwel]モデルの複素弾性係数)は，各構成要素の J12 (Ek)を合成してやれば，

モデル全体の J (E)になるという便利な性質をもっている. したがって，複

素コンプライアンスあるいは複素弾性係数が実験的に求まった時，材料に対し

てどのような形の粘弾性モデルを適用するかは，いくつかの鵠単な知識さえあ

れば，上の性質を利用して容易に判断することができる.図2.5に一般化Voigt

モデルに属する基本的な粘弾性モデルの，複素コンブライアンスを与える式，

およびその定性的な特徴を示す.式の上からも，また定性的な傾向の上からも，

式(2.21)の性質が理解できょう.

od 

噌

i働



第 3章 波動伝ぱ解析による粘弾性特性の同定

線形粘弾性体内の 1次元波動(縦波，ねじれ波)がどのように伝ばするかを

濁被数領域においてまず論じ，波動の減表や分散を特徴づけるパラメータと複

素コンプライアンスとの関係式を導く.次に，衝撃によって生じる 1次元波動

の Fourier周波数解析から，複素コンプライアンスを求め，それに基づいて粘

弾性モデルを同定する実験的解析手法制)(49)を示す.

波動の実験データに Fourier解析を適用する方法は， Santosham-Ramsey (50)や

Yew-Chen(51)らによって訴されており，それぞれ金属材料の減衰能，弾性波動の

幾何分散が研究されている.本手法は粘弾性特性を求める目的のものであって，

これらの方法を拡接，あるいは一般化したものに相当すると考えられる.

3・1 粘弾性棒内を伝ばする 1次元縦波

均質で細く一様な粘弾性棒内を伝ばする縦波について考える. 1次元縦波の

運動方程式と線形粘弾性体の単軸引掻り圧縮に対する構成方程式は，それぞれ

32σ (x， t) δ2e(X.t) 

O x2 ρδ 志2

P(D)σ(∞， t)=Q(D)ε(∞， t) 

と表される.ここでおは棒の軸方向の

座標 tは時間を示し， σおよび εは

それぞれ軸方向の応力，ひずみを表す.

ρ は材料の密度であり，場所，時間に

よらず一定と仮定する.また D は時

間微分を示し，D=olot であり， 。

σ(t) 

(3.D 

(3.2) 

t P(D)，Q(D) は D の多項式，すな

わち線形微分演算子である. 図3.1 パルス状の応力とひずみ
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σ および ε の時間的変化を図3.1のようなパルス状と仮定すれば，次式で

示す時間に関する Fourier変換が可様である.

f(ぉ ωHEldi(∞，志)侃p(一 山 )d志 (3.3) 

ただし， ω は角周波数を示し i2口-1である.式(3.1)および式(3.2)を

Fourier変換すれば，それぞれ式(3.4)，(3.5)のようになる.

d2(i(X.ω) 
dx2

ヱ=ー ρω2e (x，ω) (3.4) 

p(まω)(i(x，ω)=Q (ま ω)e (∞， ω) 

ここで (i(x，ω)および e(ぉ， ω) は，それぞれ σ(x， t)， e (∞，志)の

Fourier変換を示すが d(X，ω)，e (ぉ， ω)は実数部と虚数部から成る関数，

すなわち複嚢綾関数であることに注意しなければならない.さて，式(3.5)に

第 2章の式(2.17)で示した複素コンプライアンスの定義式

p(三ω)
J(ω)= J 1 (ω)ーまん(ω)=一一一一

l ￥ Q(五ω)

を導入すれば，次式のように簡単な形となる.

J(ω)(i(x，ω)= e (ぉ， ω)

(3.5) 

(3.6) 

式(3.6)を式(3.4)に代入して 5 を消去すると ，e の犯に関する常微分方程

式として，

r12 

{示五+ρω2J(ω)}e (札 ω)=0 (3. 7) 

を得る.これを境界条件

i ) おご=む で e"(O，ω)之江確定値

ii )ぉ→∞で e(ぉ.ω)→O

のもとで解くと，次の半無限長棒に対する解が得られる.

e(∞， ω)口 e(O，ω).exp{一(α+i f)ぉ} (3.8) 
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ε(x， t) 

し即日

国3.2 粘弾性披の伝ば

ここで α，f はそれぞれ減衰係数，速度係数であり，いずれも ω の関数で

ある.式(3.8)を式(3.7)に代入することにより， J 1 (ω)および J2(ω)と

の関係式

が容易に導かれる.

f2-α2=ρω2 J 1 (ω) 1 

2αfロ ρω2J 2(ω) J 
(3.9) 

時間領域における波動の伝ぱ形式を知るために，式(3.8)にFourier逆変換

f(x， t)=l!(符 ω)'exp(山)dω (3.10) 

を適用すれば2

e(x，t)占(お ω)閃(山)ω

=lIe( 0，ω)仰(一向)J'exp{王山ーか)}dω (3.11) 

となる.すなわち，角周波数が ω であるような成分波は指数関数的に減衰し

てゆき，それが伝ばする速度，つまり位相速度 C(ω) は

C(ω)口())

f(ω) 
(3.12) 

で与えられることがわかる.また，同時に速度係数 f は波数 (2符/波長)に

相当する畳であることもわかる.
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3・2 被索コンプライアンスの決定

縦衝撃実験を行い，図3.2のように怯ばするひずみ披を試料棒上の数箇所の

地点 Xd (j = L 2，…，n Xl=O) において， εd(志)=e(Xd，t)のよう

に測定する.それらのFourier変換 ed(ω)を求め，材料を線形粘弾性体と仮

定すれば，式(3.8)をあてはめることができ，

8;j(ω)ヱ=8o(ω) 'exp{一 (α 十三 f)ωd} (3.13) 

を得る.それぞれの絶対値目 d(ω)1および位相角 ed(ω)ロ arge d (ω)を計

算すれば，減表係数 α(ω) と速度係数 f(ω) は

z ∞ d.E1ogledl ・・ nE∞ d'log 1"8 d1 i (ω) = ----(J - -0  I -- U - -0  I - (/1 

nEぉ;j2_(E∞d)2 
~ (3.14) 

のように最小ニ乗法から実験的に定めることができる.このように定めた α，

fを式(3.9)に代入すれば，複素コンプライアンスの実数部 J1 および虚数部

J2 が周波数の関数として決定される.

このように複議コンプライアンスを実験的に求めれば，第 2輩の図 2.5など

を利用して，材料の粘弾性挙動を表すのに最も適当な粘弾性モデルの種類を判

断することができる.あとは，綾素コンプライアンスの実験植を最も良く再現

するようにモデルの粘弾性定数を決めればよい.図 2. 5~こ示したような比較的

簡単なモデルで実験的傾向が表現できない場合は，複素コンプライアンスの合

成期[第 2章式(2.21)Jを考慮すれば，より譲雑なモデルとしてどのような形

の粘弾性モデルを用いるべきかの判断は容易である.また，周波数の範囲を注

目するある特定の額域に絞り，その範囲内において簡単なモデルで近似するの

も1つの方法である.実際的問題への応用を考えるならば，こうした方が得策

と蓄えよう.次節では，複素コンブライアンスの実験績からモデルの粘弾性定

数を定める方法として， BlandとLeeらによる方法を紹介する.
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3・3 粘弾性定数の決定

B 1 and-Lee (52) (53)は，実験的に得られた複素コ

ンプライアンスから，図 3.3のような 4要素擁

体モデγレの粘弾性定数 E1 ，η2 ， E 3 ，η3の

各健を定める方法を示している. 4要素流体モ

デルを選んだ理由は粘弾性現象の重要な特徴，

すなわち瞬間弾性，クリープ，および遅延弾性

の3つの性質を備えているもののなかで，最も

簡単な粘弾性モデルであるからである.

E3 

σ 
十

+ 
σ 

ε 

η3 

4要素流体モデルの複素コンプライアンスの

実数部J1 (ω)および虚数部 J2(ω) は，第 2

撃の図2.5に示したようにそれぞれ，
関3.3 4要素流体モデル

Jdω) = -.l十一一 E
L'--' E

1 
E32十 (ωη 3)2

ん (ω)= .1__十 nωη3;; J 
‘ ωη2 E 32十 (ωη 3)2

と与えられる.式(3.15)の2つの式より次の関係が得られる.

(3. 15) 

E 3 ， 1 ， 1 
ーさ[J1 (ω)J十[ωJ2(ω河口一一一一十一十一 (3.16) 
η3 E1η3η2η3  

この式より，実験で求まった複議コンプライアンスをもとにして，[J t<ω)J 

と [ωJ2(ω)] の関係をプロットすると，両者は直線関係に悶帰できることが

わかる. したがって，最小二乗法により回帰直線の{噴きと切片からそれぞれ，

E3 
η3 

および
E ~ 1 1 

一 一」ー十一十一
E1η3η2η3  

の植を知ることができる.また，式(3.15)の第 l式を書き換えると

1 . 1 
[J 1 (ω)J =ー十一 [1+ (η 31 E 3)2ω2J“ (3.17) 

E 1 E 3 
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となり， この式より [J1 (ω)J と [I十 (η 3/E 3)2ω2J -1 との関係も車線関

係であることがわかる.式(3.17)中の (η 3/E 3)の値はすでに既知となってい

るから， [J 1 (ω)J と [I +(η 3/ E 3)2ω2J -1 の両者に関してプロットするこ

とができ，直線の{噴きと切片から

E3 

の憶がわかる.したがって，

および
l 
E1 

E3 E3 ， 1 ， 1 1 1 
一 一一一一一
η3 E1η3η2η3  E3' E1 

の4個の値より，未知数であった 4つの粘弾性定数の健が決定できる.

この方法は 4要議流体モヂルが退化したような，あるいはそれに含まれるよ

うな粘弾性モデル，すなわち 3要素国体，Voigt国体，時ax問 11流体などのモデ

ルにも適用することが可能である.なお， Bland-Leeの方法以外でも，第 2輩

関 2.5に示したような J2のピーク櫨とそれが現れる周波数値 J1の変曲点，

ω=0あるいはω→∞での J1とJ2の値を利用した簡単な粘弾性定数の決定法

も考えられる.

3・4 ねじり応力波への適用

これまで述べたのは，細い粘弾性棒内の縦波の実験・解析から，単軸応力状

態に対する複素コンブライアンスおよび粘弾性モデルを同定する手法であった.

ここではその手法を粘弾性棒内のねじり応力波に適用して，単純せん断状態で

の複素コンプライアンスを求める方法について述べる.

円柱座擦を(ァ ，8，x)とすれば， ∞軸を中心軸とする一様な丸棒{またはパ

イプ)のねじりに関する運動方程式は，

δ2O aM 
ρ1."一一一丁口一一一

t' a t ‘ δx 
(3.18) 

となる.ここで ρ は棒の密度， φは ω軸まわりのねじり角を訴す.また H
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および Ipはそれぞれ，ねじりモーメント，断面の 2次極モーメントであり，

(3.19) 

A
H

一
，G
 

f
寸

A
nr 

(3.20) 

のように与えられる.ただし Aは断面領域を表す.一方，線形粘弾性体にお

いて，せん断応力 τid(五学 j)とせん断ひずみ rid( = 2εω)の関係を表す構

成方程式は，

P'(D)τid口 Q'(D) r id (3.21) 

のように書くことができる.ただし D=θ/δ 志であり. P'(D)， Q'(D)は線形

微分演算子であるが p'，Q'のように() ，を付したのは，単軸状態に隠する最

と区別するためである.また，丸棒の任意の断面は変形後も円影平面を保っと

保定すれば，せん断ひずみ T仰とねじり角ゆとの関係は，

δ6 
7θx= 1。一丈一一

dX 
(3.22) 

のようになる.なお， この仮定は材料が線形の弾性体あるいは粘弾性体である

限りにおいて妥当である.

さて，式(3.19)に演算子P'(D)を施し，微分と積分の順序が交換可能と考え

で式(3.20)--(3.22)悲用い，ゆがゆ口 O(X，t) のように?と Oに関係しない

ことに注意すれば，

oo 
p'(D)Mzlp QF{D)7E (3.23) 

を得る.さらに，式(3..18)に演算P'(D)を施したものに式(3.23)を代入すれば，

粘弾性棒内のねじり波動を支配する方程式

δ2O 
Q'(D)τ 

dX‘ 
(3.24) 

が得られる.せん断ひずみ rexの，棒の表面での植を単に γ=r (∞， t )と表す

p
n
v
 

n
J
L
M
 



式(3.22)，(3.24)より Tに関しても

、‘，
J
ω

4
L

一，a
 

n
u
-
9
h
 

'
し
一
お

T
一

円

U

9
h

一

ペ
O

一
、h
JD

 

f
s

、
r
 

ハW可
32 r (ぉ，志)

δ志2
ρP'(D 

ことにすれば，

(3.25) 

その結果に単純せん断状態

が成立することがわかる.

時閣に関する Fourier変換を式(3.25)に適用し，

に対する複議コンブ。ライアンスの定義式

(3.26) 
" ， P'( iω) 

J'(ω)口 J'j(ω) -i J'?(ω)=ーァ一一一
L ，--， - - "，"' --， Q' ( iωj 

に関するx 子(x，ω)のすなわちの Fourier変換，r (∞， t) を用いれば，

微分方程式として，縦波の場合と同様の式

...:12. 

{子τ+ρω2J'(ω)}子(x，ω)=0 
ax島

(3.27) 

子(ぉ， ω)の半無限長棒に対する解も式(3.8)と同様を得る.

(3.28) 子(ぉ， ω)=子(0 ，ω) 'exp{ー (α十三 f)ぉ}

(3.29) 

、
B-iEIps--2

、‘，
Jω

 

，，E
、
4
A
 

Y
U
 

9
h
 ω

 

ov 一一
内
必

α
 

内
62

J
 

2αf=ρω2 J'2(ω) 

のようになる.

ねじり衝撃試験を行い，数箇所の地点において試料以下は 3・2節と同じく，

単純せん翫状態で

の複素コンプライアンスを用波数の関数として求めることができる.

表面上のせん断ひずみの時間的経過を測定して解析すれば，

括3・5

この章では，粘弾性棒内を伝わる l次元縦波またはねじり応力波に Fourier

単軸応、力状態あるいは単純せん断状態に対する複素コ周波数解析を適用して，

それに基づいて粘弾性モデルを同定するための実験的

ヴ
ーヮ“

ンブライアンスを求め，

解析手法を示した.



国3.5は，この手法によって粘弾性モデ

lレを同定するまでの手腰を表したもので，

第 l章の図1.3で示した従来の同定法のよ

うな繰り返し計算のループがなく，かなり

簡潔化された手順であることがわかる.本

手法の特徴は，粘弾性材料の披勤特性を取

り扱うために通常用いられてきた複素コン

プライアンスという周波数花、答最を，波動

伝ぱのような衝撃現象に導入したことであ

る.また，材料に適用すべき粘弾性モデル

の種類を実験データに慕づいて判断できる

こと，さらに使用する粘弾性モデルの適応、

性，近似の度合いなどが認識できることは，

従来の衝撃試験による方法(31)-(40)あるいは

一部の按勤試験法(8)-(21)にはなかった本手

法の持つ大きな利点の 1つである.

no 
り
ん

式(3.14) 

式(3.9)

闘 2.5

Bland-Lee 
の方法など

図3.4 本研究の粘弾性特性向定法



第4章 1次元粘弾性特性の同定

ここでは第 3章で示した手法を実際に適用することにより，材料の 1次元粘

弾性特性として，縦衝撃試験から単軸引揺り圧縮特性(48)(49) (54) (以後，単軸特性

と略すJを，またねじり衝撃試験から単純せん断特性(54)(獄後，せん断特性と

略す.)を同定する.試料には，代表的な高分子材料である PMM  A (polymethyl 

methacrylate)材を中心に用いる.なお，金属材料への適用例として，高減嚢能

合金(55)-(58)についても縦衝撃試験を行い，減表特性，粘弾性特性を調べる (59)(60)

4・1 PMMA材試料

本研究では，縦衝撃試験およびねじり錆撃試験の試料として， PMMA材を

用いる. PMMA斡を試料とするま盟由は，高分子材料のなかで線形性が比較的

確かとされていること(41)また粘弾性特性告求めた研究例 (8)-(21)(34)-(36)も多く，

他の研究データとの比較を様々な角度から行えるからである.

表4.1は実験で用いた P説MA材の機械的性質を示したものである.縦弾性

係数 E，ポアソン比人および降伏応力行，降伏ひずみ εyの各植は，静的引

張り試験によって定めたものであり，密度 ρは水中での浮力を利用して測定(61)

したものである.なお σ'y， eyは，応力一ひずみ線図において直線から離脱し

はじめる点，すなわち比例眼度の値を示している.

表4.1 PMMA材の機械的性質

Young 11'1S S poisson's Vield Vield Density 
modu ratio stress strain 
E GPa V σY MPa ε Y z ρ kg/m3 

3.22 0.365 12.9 0.40 1. 183x 10
3 

-2 9-



国4.1は， PMMA棒に縦振動を与えた際の減衰振動曲線から対数減衰率を求

め，ひずみ振幅の大きさに関して整理したものである.なお，棒の長さに応、じ

て決まる縦振動の基本振動数を図中に付記した.ひずみ按掘の増加にしたがい

対数減衰率が低下する傾向(非線形性)が若干認められるが，約 2500μm/冊以下

の範閣では一定値を示すとみなせ， このひずみ振幅の範関内では PMMA材は

線形粘弾性材料として扱えるものと考えられる.

衝撃試験(波動伝ば実験)に用いた試料の形状は，図4.2に示すような (a)中

実丸棒，および (b)中空丸棒(パイプ)の 2種類である.中実試料は，藍径15mm

(または 10mm)，長さ 2mの一体成形棒である.一方，中空試料は外接 14mm，

内径 10mm.長さ 1mのパイプ 2本をアクリル系接着剤によって接合したもので

ある.中実試料，中空試料の両者ともについて，波動の伝ばを観測するための

測定点を，図4.2のように，衝撃端から 20cmごとの 4箇所に設け，縦錨撃試験

では軸方向ひずみ測定用，またねじり衝撃試験ではせん断ひずみ測定用のひず

みゲージを， 4箇所ーのそれぞれの測定点において，軸対称な 2点に貼り寵列に

接続した.このように表裏 2枚のひずみゲージを直列に接続するのは，ひずみ

xlO-3 

3∞ 

c 
Q.o 

E 200 
色J
Q.o 
O 

U 

E 
.c. 

i 100 

O 
J 

O 
10∞ 2∞o 3α)Q 4000 旬。。

5train μm/m 

留4.1 対数減衰率とひずみ振幅との関係

A
U
 

qo 
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STRAIN GAGES 

(a)中実丸糠試料

2000 

200 

STRAIN GAGES 

(b)中空丸棒(パイプ)試料

試料形状と話題定点の位罷留4.2

波動の観測領また，の測定績から曲げ変形による効果を除去するためである.

観測時域(0 --0. 8m)の後にかなりの余裕(約 L2mの長さ)をとってあるのは，

関内に試料右端からの反射波を到達させないためである.

ねじり一方，中空試料の両者ともについて行った.縦横撃試験は中実試料，

中材料が正確な線形の粘弾性挙動を示さなかった場合，衝撃試験に関して拡，

中空試料についての実棒では妥当な測定が期待できない可能性*もあるため，

み行った.

*非線形性が顕著な場合は. 3.4節式(3.22)の仮定が適当でない. したがって，測定理論の基

礎式である式(3.28)の適用は困難となる.中空棒では，近似的に式(3.22)の仮定が成り立

っと考えられる.

円
べ

u



4・2 実験方法

4・2・1 縦衝撃試験

縦衝撃試験としては，引張り試験と圧縮試験の 2種類が考えられる.引張り

試験に比べ圧縮試験は，実験が比較的簡単な装置で行え， しかも応力波の大き

さや波形を容易に変えることができる.したがって，目標とする応力波形が得

られ易しその波形も非常に滑らかなものとなるなどの利点がある.このよう

な理由から，本研究では圧縮型の縦衝撃試験を行う.

使用した実験装置は図4.3に訴すような，ストライカ(打撃棒)で試料に直接衝

撃を与える形式のものである.最初コンプレッサに所定の空気圧を蓄えておき，

ストライカを適当な長さ分だけ銃身内に挿入した後，電磁弁を開放すれば，ス

トライカは加速され試料の一端を打撃する.試料は数{閣の支持ブロック上に設

置されているが，試料とストライカ両者の軸を一致させるために，支持ブロッ

クには高さ調節機構が設けられている.また，試料と支持ブロックの相互干渉

を防ぐ意味で，両者の聞に緩衝材{脱脂綿)を介した.この実験装寵では，試料

SUPPORT BLOCK 
END BしOCIく

図4.3 圧縮縦街懇試験装置
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内に入射されるパルス状応力波の大きさ(振幅)を空気圧あるいはストライカの

挿入長さ(加速臨離)によって，またパルスの持続時間(パルス幅)をストライカ

の長さによって謂節することができる.滑らかな応力波形を得るために，スト

ライカには試料と問材質で同控のもの(すなわち PMMA丸棒もしくはパイプ)

を用い，その先端には片当りを防ぐためのわずかな曲率がもたせてある.

図4.4は実験方法と測定系の概略を示したものである.空気圧銃(コンプレッ

サ，電磁弁，銃舟から構成されたもの)によって加速されたストライカで試料

の一端を打撃し，試料内に圧縮縦波を発生させる.応力波の伝ばの謙子を，試

料棒上に衝撃端から 20cm間隔に貼られた 4笛所むひずみゲージで検知し，ブ

リッジ回路，増幅器を通してデジタ Jレ・メモリに記録する.記録された波形の

デジタル値はマイクロ・コンピュータに転送され，計算処理および結果表示に

用いられる.また波形のアナログ信号はオシロスコープに送られて，主主真撮影

に利用される.なお以後， これら測定された軸方向ひずみ一時間関係を，衝撃

端から近い!頓に εd志)，ε2(t)，83(志)， 8 4 (志)のように表すものとする.

中実棒の試料は閉じく中実棒のストライカで{襲撃するが，同定される粘弾性

STRAIN GAGES 

234  

図4.4 実験方法と測定系の概略

3 3-
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OSCILLO 

SCOPE 



STRAIN GAGES 

図4.5 t:t空試料の場合の実験方法

特性のパルス幅依存性および撮幅依存性を調べる目的で， 7.10. 15. 20cmの4

種類の長さのストライカを用意し，それぞれについて第 l番目の獅定点でのひ

ずみ εt<志)の最大植が約 800.1500.2200.3000μm/mの4通りになるようにス

トライカの簡突速度を制御した. したがって，実験条件数は 4x 4 = 16種類で

ある.一方，中空捧を試料とする場合は，図4.5のように中空のストライカで衝

撃するが，この際のストライカ長さは 4.8 . 12cmの3種類とし，ひずみの最

大憶は 1000.2000.3000μm/mに設定した.この場合の実験条件数は 3x 3 =9 

種類である.なお，実験はすべて室温雰囲気中Cl5"'20'c)で行った.

4・2・2 ねじり衝撃試験

ねじり簡撃試験は縦衝撃試験に比べ，実験技術の面で難しい点がある. しか

し，縦簡撃試験で問題となる端麗強果や横方向慣性の影響がないため，より正

確な材料特性が求められるという特長がある.金属の衝撃塑牲を研究するため

に， これまで回転体，棒の自然落下，弾性棒のトルク解放などを利用した試験

法(62)-(64)が提案されているが，本研究のような材料の粘弾性特性を求める目的

のねじり衝撃試験は，ほとんど行われていないようである.

本研究で使用したねじり衝撃試験装置の概略を悶4.6(a)に示す.弾性入力棒

に蓄えられるねじりトルクを瞬間的に解放することによって，ねじり応力波を

発生させる形式のものである.まず，中空試料を弾性入カ棒と接合しておき，

弾性入力棒の任意の位置(トルク解放部の笛所)を図4.6Cb)のようにテーパ・ピ

ン，テーパ・ブロックを介して締め付けておく.次にチャック部を所定のねじ

り角までねじり，クランプ部で閤定すれば，弾性入力捧のトルク解放部とチャ

-34-



TORQUE CしAMPING

ASSEMBLY 

TORQUE RELEASING 
ASSEMBLY 

END BLOCK 

INPUT BAR 

SPECIMEN 

(a)装置全体の概略

円
削
ハ
w

nuω 

(b) トルク解放部の詳細

INPUT BAR SPECIMEN 

(c)弾性入力棒と試料の接合部

図4.6 ねじり衝撃試験装置
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TORQUE RELEASI NG 

ASSEMBLY 

TAPERED PIN 

図4.7 実験方法と測定系の概略

O 
OSCILLO 

SCOPE 

ック部との問には，静的なねじりトルクが蓄えられる. トルク解放部のテーパ・

ピンを図(b)のように空気圧で加速されたストライカで打ち抜けば，蓄えられ

ていたトルクは瞬間的に解放され，ねじり応力波となって試料内へと伝ぱして

ゆく.なお，この際のねじり応力波の波長は原理的には，チャック部とトルク

解放部の距離の 2倍の長さとなる.弾性入力棒の材質は2017-T4のアルミニウ

ム合金であり， この一端を図4.6(c)のように凸状に加工して試料の中空部に差

し込み，ヱポキシ系接着剤で接合した.接合部近接の応力状態は 3次元的に分

布すると思われるが，試料上の測定領域は接合部からかなりの距離C20cm以上)

離れているため，測定領域においては， 1次

元的なねじり応力波が観測されると考えられ

る.

図4.7は，実験方法と測定系の概略を表した

ものである.試料表面上のせん断ひずみの時

間的経過を，接合留から 20cm関隅に貼られ

た4筒所のひずみゲージで検知し，縦衝撃試

po 
Q
d
 

STRAIN GAGEI2l 

STRAIN GAGE① 

図4.8 せん断ひずみ測定用ゲージ



験の場合と同様，ブリッジ回路，差動増幅器を過してデジタル・メモリに記録

する.せん断ひずみ波形の記録はマイクロ・コンピュ}タに転送され，計算処

理と結果表示に用いられる.なお以後，これら測定されたせん断ひずみ一時間

関係を，接合商から近い績に y1Ct)，Y2(t)， Y3(志)， Y4Ct)と書くことに

する.ひずみゲージには図4.8のようなせん断ひずみ測定用のものを用い， 4笛

所の測定点のそれぞれにおいてこれを，軸対称な表裏の 2点に結った. 1枚の

ひずみゲージは，試料の軸方向に対して +45。および-45.の 2方向のセット

から成っており，表裏に貼った 2枚のゲージの十45.方向同士，および-45. 

方向同士のそれぞれを直列に接続して，ブリッジ回路に組み込み，楚動増幅器で

両者の出力差をとった.このようにすれば，各測定点におけるせん断ひずみを

曲げ変形の影響なしに測定できる.

粘弾性特性のパルス幅依存性および振幅依存性を調べるために，チャック部

とト Jレク解放部との間隅を 5，10，15cmの3種類に変え，それぞれについて第

1番目の測定点でのせん断ひずみ Y1 C志)の最大績が約 900，1800，3000μm/m

となるようにチャック部に与えるねじり角を設定した.すなわち，実験条件数

は 3x 3口 9種類である.なお，実験はすべて20.cで行った.

4・3 データ処理法と解析手綱

デジタル・メモリに記録された縦衝撃あるいはねじり衝撃のひずみ一時間関

係のデータは，マイクロ・コンピュータに転送され，材料の粘弾性特性を同定

するための計算処理や結果表示が行われる.本研究で開発したマイクロ・コン

ピュータ・システムによるデータ処理法の概要を図4.9に示す.システム内には，

ラベル書き込みおよびデータ取り込み格納~粘弾性定数決定までの 5種類の作

業プログラムがあり，どの作業プログラムを実行し，どのような処理を行うか

は作業管理プログラムによって指定される.

実験で得られた 4箇所のひずみ波形(8 d (志)または Yd (志 );.1=1， 2，3，4)は，

データ取り込み格納プログラムによって，デジタル・メモリからGB-IBインター

-37-



O 
Oscillo-
sco開

E
 

Floppy disk 

数値出カ
グラフ出力

。複素コンプライ
アンスの実験値
とモデル予測彼

。粘拘性定数
など

力
的
…
件
搬

出
寸
…
条
み

健
γυ

…
験
ず

数
約
一
…
実
lv

r..............1 {柔道)t長;二

マイクロ・コンピュータ・システムによるデータ処理の概要

n
H
u
 

o
d
 

関 4.9



フェイスを通してマイクロ・コンピュータに取り込まれ， フロッピー・ディスク

内に保存される.このときラベル書き込みプログラムによって，実験条件，計

算に必要な諸櫨とともに実験名をラベルとして書き込んでおしこのような実

験結果に関する情報は，実験結果出力プログラムによって数憶またはグラフと

してディスプレイ画面上に表示され，必要に応じてプリンタに出力できるよう

になっている.

複議コンプライアンス計算プログラムは， 3・2節で述べた方法に従い，次のよ

うな手11援で複素コンプライアンスの実験値を求めるためのプログラムである.

1 )ε j(志) (j=L2，3，4)をFourier変換し， 'e j (ω)を計算する.

2) S j (ω)の絶対値 1e j (ω)1 および位相角 8j(ω)を計揮する.

3 )式(3.14)を用いて減衰係数α(ω)および速度係数 f(ω)を求める.

4)式(3.9)を用いて譲素コンブライアンスの実数部J1 (ω)および虚数

部 J2(ω)を求める.

計算終了時には Jt<ω)，J 2 (ω)とともに， 1 e j (ω)1， 8 j (ω) ，α(ω)， f (ω)お

よび位棺速度C(ω)=ω/fなどの各量が周波数の関数として，計算結果格納フ

ァイルに保存される.以上は縦衝撃試験について述べたものであるが，ねじり

衝撃試験の場合に関しでも同じプログラムが利用できる.ファイルに桧納され

た計算結果の内容は，計算結果出力プログラムによって数値，あるいはグラフ

となってディスプレイ商頭上に表示され，必要に応じてハード・コピーをプリ

ンターあるいはプロッタに出力することができる.

計算された複素コンプライアンスの周波数に対する傾向から，粘弾性モデル

の種類を判断し，注目する周波数の範囲を指定した後，計算結果格納ブァイル

に粘弾性定数決定プログラムを運用してやれば，指定された燭渡数範囲内で援

護コンプライアンスの実験績を最もよく再現するような粘弾性定数の植が決定

される.使用する決定手法は3・3鮪で述べたBland-Leeの方法であり， 4要素流

体モデルとそれに含まれる粘弾性モデルについて適用できる.このように向定

された粘弾性モデルによる複議コンプライアンスのモデル予測植は，計算結果

Q
d
 

n〈
U



務納ファイ Jレを経て，計算結果出力プログラムによって表示される.

実験結果と計算結果を格納するファイルはフロッピー・ディスク内では別個

に自動作成されているが，両者は同じラベル名(実験名)のもとで管理されてお

り，使用者は 2つのファイルの区別を意識する必要がないようになっている.

複索コンプライアンス計算プログラムにおけるFourier変換の数値計算には，

F F TC高速Fourier変換 :Fast Fourier Transform technique)(65)-(61)を使用

した.実験で観測されるひずみ波形 ed (志)，あるいは Td ( t )はパルス状の局

在波であるが， F FTのような離散Fourier変換では，本来周期性をもたない局

在波を，周期Tェェ L1t'N (L1志 .Nはそれぞれサンプlレ時間，サンプル数)をも

っ周期関数に置き換えて計算する.これによって本来連続的に分布しているは

ずの周波数スペクトル(Fourier変換の絶対様)は，基本周波数 L1f=l/Tの整

数倍のところに散在する離散スベクトルになるという特徴がある.したがって

周技数スベクトルの正確な関数形を得るためには，周期 TCすなわち，サンプル

数N)を十分大きくとる必要がある.ただし， FFTでは 1つの波形のサンプル

数を 2のべき乗としなければならない.計算にあたっては，実際の波形データ

のサンプJレ数 210= 102M聞に対し，その後に植が Gであるような点を 1024個

(もしくは3072個)付け加えて，サンプlレ数を合計 211= 2048個(もしくは212=

4096偶)として計算した.

なお，プログラムはすべてBASIC雷語CNss Disk-BASIC(86))によって作成さ

れたものである.

-40-



4・4 1次元結弾性特性の問定

本節では，まず中実棒および中空棒の縦衝撃試験に関する実験・解析結果を

述べ，次いで中空棒のねじり{襲撃についての実験・解析結果を述べることによ

り，試料として用いた PMMA材の 1次元粘弾性特性，すなわち単軸特性およ

びせん断特性について検討する.

4・4・1 単軸特性の間定

縦衝撃試験の実験・解析からは，材料の粘弾性特性として単軸特性が求まる.

以下では，材料の単軸引揺り庄縮に対する粘弾性モデル，およびその粘弾性定

数を同定することを目標として， (1)中実試料， (2) 中空試料の頓に実験・解

析結果を述べ，最後にの)他の研究との比較を行う.

( 1 ) 中実試料

i)縦衝撃試験結巣 関4.10はひ

ずみ波形の伝ばの様子を示した一例で

ある.このとき衝突させたストライカ

の長さは 10cmであった.第 1番めの

鱒定点におけるひずみ波形 e1 ( t )の

ピーク値は 1475μm/mであり，表4.1 

に示した降伏ひずみ εy= 4000 tt m/織と

比較すれば十分小さし巨視的には弾

性範囲内にある. e4(t) を εtC志)

と比較すると， ピーク植は約 0.8倍，

パルス幅は1.2倍程度になっており，

伝ばに伴い減衰と分散が生じているこ

とがわかる.園4.10より波頭伝ば速度

C!を算出すると， C!ロ 2140m/secと

なる.これは静的縦弾性係数 E から

V. sca1e: 343 lJ m/m/ div. 
H. sca1e: 100μsecldiv. 

図4.10 ひずみ波形の記錬の一例

(中実試料，ストライカ長さ 10cm) 
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求めた Coロ J百アP= 1650 m/ secに比べ，かなり大きな織となっており，動

的負荷においては粘性の効果により，縦弾性係数が静的な場合に比べ相当大き

くなることが想橡される.

図4.10の各波形 ε;j(志) (j = L 2， 3， 4)をFourier変換して e;j (ω)を求め，

それらの絶対値 1"8;j (ω)1 ，すなわち周波数スベクトル(振幅)，および位相角

。;j(ω)を計算してそれぞれ，図4.11(a)， (b)に示す.

図4.11(討をみると，すべての周波数にわたって振幅の減衰が認められるが，

特に 1岬 3kHz付近の減衰が大きいことがわかる. Pochhammer-Chreeの理論(42)

によると弾性縦波の場合，棒の半径を α，波長を A とした場合， α/ Jl < 0.1 

程度であれば，変形は l次元的で横方向慣性による幾何分散の影響はほとんど

生じないとされている.いま，周波数 fが最も大きい 10kHzの成分波につい
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図4.11 ひずみ渡形のFourier成分
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て考えれば， この値は αIA =α. f I C J = O. 023となる. したがって，波に

含まれているすべての周波数成分に対して αIA < 0.1の条件が十分満足され

ており，図4.10の波形には幾何分散の影響はほとんどなく，粘性，つまり材料

的な要因のみによって波形の減嚢・分散が生じたものと考えてよい.なお，こ

れは弾性棒についての理論に基づいているが，粘弾性棒の縦波に及ぼす幾f可分

散の影響に関しては，後に本論文第 7章で詳しく考察する.関4.10の各波形の

萌積は，関4.11(a)における期波数が 9での櫨，すなわち 1e .1 ( 0)1 ( ;j = 1. 2， 

3，4)に対応しているが，これはほとんど変化していないため，波は面積を誌ぽ

一定憶に保ちながら伝ばしたことになる.この性質は線形粘弾性体のなかの固

体系モデル(2・2節参照)の持つ重要な特徴の lつであり， PMMA材に対しては

国体系の粘弾性モデルが適用されるものと考えられる.

図4.11 (b)をみれば，波形の位相角 e.1(ω)は負の債となり，車線に近い形で

減少していることがわかる.それぞれの寵線の初期における傾き差は，図4.10 

の各波形が立ち上る時間差に対応するものである. しかし注意して観察すれば，

それぞれの車線の領きは周波数の増加に伴い， しだいに強化しているのがわか

る.このような傾きの鈍化傾向は，各波形がGauss関数(正規分布曲線)のような

左右対称形のものではなく，それからややはずれた形，つまり除荷後の波形後

部が長い形となっているためである戸

ii )減衰・分散の評価 3・2節の式(3.14)で示された最小二乗法を用いて，

図4.11(a)の 1e .11 (;j = 1. 2， 3， 4)についての実験デ}タから減衰係数α{ω)を，

一方， odに関する図4.11(b)のデータから速度係数 f(ω) を求め，それぞれ

図4.12(a)， (b)にプロットで示す.なお，実線は後に述べるように，同定された

粘弾性モデルからの予測舗を示したものである.

* Gauss部数 g( t )口 A'exp{一α(t- to)2/2}のFourier変換は解析的に求めることがで

き.9 (ω)口 (A/J吉正否)'exp(一£ ωtO)'exp(一ω2/2α) となる. Ig (ω)1はやはり

Gauss関数であり，その位相角 θ(ω)は. 8 (ω)= - t 0ω のように周波数に対して直線的

に減少する.また，関数形 g( t). Ig (ω)1の標準備悲与をそれぞれ Llt.Llω とすると，

Ll t.Ll ω口 l の関係を導くことができる.
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まず図4.12(a)に関して述べると，開波数が Oでの αの績が抵ぼ Gとなって

いることと，その後， 3kHz付近まで植が顕著に増加していることは，図4.11

(a)で認められた 1e .i ( 0 )1の債が測定点によらずほぼ一定である事実，および

1 -3 kHz付近での振幅の著しい減少が，それぞれ皮映されたものである. 8kHz 

を過ぎての αの急激な低下は， E調4.11(a)において，それに対応する振幅の周波

数成分が，正確な αの債を算出するのに十分な大きさでないため生じた実験的

誤差と考えられる.一方， 3柑 4kHz付近の実験植とモデル予測値との差異は，

実験的な誤差ではなく，材料が正しい線形の粘弾性挙動を示さないことが原因

と考えられる.

次に図4.12(b)によれば，速度係数 f は周波数に対しでほぼ直線的に増加し

ているが，注意して見ると直線の傾きがしだいに小さくなっているのが観察で

きょう.細い弾性棒を使って同様の実験・解析を行うと，このような現象は観

察されず，f はほとんど完全な直線的増加を示す.関4.12(b)の f について

のデータを， 3.1節式(3.12)で述べた位相速度 C(ω)との関係式，c (ω)= 
ωIf(ω)に代入して，位相速度を周波数に対して求めると閣4.12(c)のように

なる.c (ω)は3kHz程度まで比較的顕著に増加し，その後も徐々に増加する"

このように波の伝ば速度(位相速度)が周波数記よって変化するのは，図4.12(b) 

において fが直線からやや離脱した傾向となっているからである.もし，f 

が完全な霞線であれば，位相速度は一定値となることは明らかである.また位

相速度が間4.12(c)のように，関波数に応じて異なった植を有しているから，

図4.10に訴したひずみ波形が伝ぱによって広がってくる，つまり分散するので

ある.図4.12(a)のような減産だけでは，波形は単に小さくなるだけである.

なお，縦波の減衰・分散については，横方向慣性の効果も考癒して，第 7章で

さらに詳しく調べる.

iii )粘弾性モデルの同定 以上のようにして求めた減衰係数 α と速度係

数 fを， 3・1節の式(3.9)に代入して計算すれば，単軸状態に対する複素コン

プライアンスの実数部 J1 (ω)および虚数部 J2(ω)が求まる.図4.13はこ
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の手!頓に従い J1 および J2 を各周波数について求めたものである.プロッ

トは，すでに述べたような，ストライカ長さを 7.......20cm， e 1 ( t )のどーク植を

800--3000μm/mの範翻で変えた種々の実験条件下での平均値を示し，幅は変動

(ばらつき)の範菌を士 2x (標準備差)で表している.衝突させるストライカの

速度を速くして， εd志)のピーク植，すなわちひずみ振幅を増加させると， J2

は全体的にやや低下するが，J1 はあまり変化しなかった. 2・4節式(2.14)で述

べたように， J 2/ J 1 は材料の振動減衰能に相当するものであるから，ひずみ

振幅の増大にともない，材料の減衰能は低下することになる.これは，図4.1の

結果からもうかがえることである.なおストライカの長さの変化に関しては，

有意な差異は観察されなかった.間ーの実験条件下では，ひずみ波形の再現性

は非常に良く，以後の計第結果にほとんど差異は生じなかった.

J1は 1.3kHz付近で大きく減少し，その後一定となる.一方， J2は 1.3kHz 

付近で最大植をとり，その後減少してゆく.第 2章の図2.5を参照すれば J1

とJ2のこのような傾向を表す粘弾性モヂルとして，図4町 14に示す 3要義国体モ

デルを考えることができる.図4.13のo--3. 417kHzの範閣の実験点をもとに，

3・3節で述べたBland-Leeの方法を使って，モデルの粘弾性定数 E1， E 2，η2を

定めると，悶4.14~こ付記した値となった.このモデルの J 1， J 2 はそれぞれ

J 1 (ω)= ~ + ~ " ，E，2 ，" 1 
L ' - ， E 1 E 22十 (ωη2)2

(4.1) 

J ?(ω)出 Aωη2-
E 22+ (ωη2)2 J 

と与えられる.園4.14の各植を式(4.1)に代入し，同定された粘弾性モデルによ

る J10 J 2 の予測績を計算すると，図4.13の実線のようになった.

J1はすべての周波数域においてよく一致しているが J2は4kHz付近，お

よび 8kHz以上でやや不一致がみられる.試料材の対数減衰率を示した図4.1

において，振動数が 2790kHzのデータに非線形性がやや認められるが，園4.13

の4kHz付近の不一致は，この影響と考えられる.一方 8kHz以上の不一致は，
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一連む実験において悶4.11(a)のように，ひずみ波形に 8kHz以上の高周波成分

があまり含まれていなかったため生じた実験的誤差が主な原因と恩われる.高

周波成分を多く含む，より短いストライカを使った実験数を増やせば，この不

一致は解消されるものと思われる.

!詳細な点では多少の不一致が認、められるものの，全般的観向や J
1 の初期

の減少と J2の最大値，およびそれらが現われる周波数範囲については，間定

されたモデルでよく再現されており .PMMA材の単軸引接り圧縮に対する動

的挙動には 3要義国体モデルが適用できると結論づけられる.同定した 3要素

固体モデルの場合，波頭伝ば速度は瞬間弾性応答を表すパラメータ E
1と密度

ρとから.j苦t!pロ 2106m/secと計算される.この値はひずみ波形の記録を

示した図4.10からの実測値 CJ= 2140m/ secにほぼ等しく，同定したモデルの妥

当性を裏付けている.

なお，減衰係数 αi 速度係数 f.

佼相速度一C のモーデJレ予測値を示内した

図4.12(a)， (b)， (C)中の実線は， 3・1節

の式(3.9)および式(3.12)を用いて，

図4.13に表した複素コンプライアンス

J 1， J 2 のモデル予測値から計算して

求めたものである.

( 2 ) 中空試料

図4.15は，中空丸棒(パイプ)を試料

に用いて実験した際の，ひずみ波形の

記録の一例である.図4.15の場合，衝

突させたストライカの長さは 4cmであ

り，生じたひずみ波形 e1 (志)の最大

値は 1030μm/mである.先に図4.10で

示したストライカの長さがlOcmのも

関4.15 ひずみ技形の記録の一例

(中空試料，ストライカ長さ 4cm)
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図4.16 ひずみ披形の周波数スペクトル

のに比べると，個々の波形の持続時間がかなり耀くなっているのがわかる.伝

ばに伴うピーク植の減少および波形の広がりは，図4.10の場合とほぼ間程度で

ある. ε1 (志)の除荷後の平坦な部分では， brea t h i ng mode (68)と呼ばれる中空

棒あるいは円筒殻内の縦波特有の，細かい振動が観察されている. しかしなが

ら振動の周期は 50μsec程度，すなわち周波数に換算すれば 20kHz程度のか

なり高周披のものであり，以後の粘弾性モデルを同定するための解析には影響

していない.

図4.15の各ひずみ波形のFourier変換を計算し，それぞれの絶対値(周波数ス

ペクトル)18 dlを関4.16に示す.ストライカ長さが短く，ひずみ波形の持続時

闘が撞いため，関4.11 (a)の場合に比べ，周波数スペクトルが広い範囲(0"""14

kHz)に分布していることがわかる.周波数が Qにおける憶がほぼ一定であるこ

となどの全般的傾向は，図4.11(a)とほとんど同様である.
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図4.17 単軸状態に対する複素コンプライアンス(中空試料)
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図4.18 単軸状態に対する粘弾性モデル(中空試料)

(3要義国体モデル)
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中実試料の場合と同じく，単軸状態に対する複素コンプライアンス J1， J 2を

各周波数について求め，図4.17に示す.プロットはストライカ長さを 4-12cm， 

e 1 ( t )のピーク値を1000--3000μm/mの範囲で変えた種々の実験での平均憶を

示し，隠は:t2x(標準偏差)を示している.中実試料に比べ，複素コンプライア

ンスが広い周波数範囲で求められているのは，長さが 4cmの，かなり短いスト

ライカを用いての実験を取り入れたからである.当然のことながら，図4.13の

結果と同様の領向であり， 3要素国体モデルの適用が考えられる.図4.13およ

び図4.17両者の実験植を比較すると J1 はほぼ等しくなっているが J2 に

関しでは， ピーク植は中空試料を用いた今臨の方がやや小さく，高周波域での

植については，逆に今回の方がやや大きいようである.国4.13，図4.17両者の

鷲異の原因として，実験的誤差のほか，中実棒と中空棒の製造方法，あるいは

ロットの違いなどが，材料の撤視的構造に影響していた可能性も考えられる.

図4.17の実験値より， 3要素国体モデルの粘弾性定数 E1> E 2，η2を図4.18 

に示すような植に定めた.同定された 3要素留体モデルから計算される J1， J 2 

の予測値を図4.17に実線で示す.

( 3 ) 柚の研究との比較

いくつかの文献 (8)-(20)(34)には， PMMA特の粘弾性挙動(単軸引っ張り圧縮)

を 3要義国体モデル，あるいはそれと等価な 3要素標準線形モデルで近似した

ときの粘弾性定数が，表4凶 2のように報告されている.文献(18)と文献(9)は棒の

縦振動から，文献(20)ははりの曲げ振動から，また文献 (34)は棒の縦儲撃から，

それぞれ粘弾性定数の催を決定している.なおこれらの文献の中で 3要素標

準線形モデルで近似した場合の粘弾性定数を示している例については， 3嬰素

国体モデルとしての植に換算して，表4.2に記している.

いずれの研究例においても E1 の植は本研究の櫨とほぼ等しいと考えてよ

い E2とη2に関しては，各研究植のオーダこそ揃っているものの，振動試験

から求めた文献 (8)-(20) の櫨と，本研究での績との関には， 2.-3措程度の棺違

がみられる.一方，本研究と同じ衝撃試験による文献(34)の値は，各粘弾性定数

w
h
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表 4.2 粘弾性定数に関する抱の研究値との比較
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とも非常に近い舗を示している.各研究で報告された Elの植が，ほぼ等しいの

は Elが瞬間的な弾性応答を表すパラメータであるから，試験法の違いによ

るひずみ速度の差にあまり影響されないためであろう.一方 E2とη2につい

ての各文献植の相違は，両者が材料の粘弾性を特徴づけるパラメータであるた

め，実験におけるひずみ速度の鷲が，敏感に影響してくることが原因と思われ

る.このように，衝撃あるいは振動などの試験方法のちがいによって，同定さ

れる粘弾性定数の植に有意差が生じてくるのは避けられないことであろう.同

様の事実としてChiu-Neubert (38)は，セルロース・アセテ}トに対する粘弾性モ

デノレを衝撃試験から同定し， これを複素弾性係数に換算して按動試験による績

と比較すれば，両者には相当の鷲が生じたことを報告している.

3要素間体モデルから予測される静的縦弾性係数は，E 1 E 2!( E 1十 E2) と

なるが，各文献についてのこの髄を，表4.2に同時に示す.各文献値とも，静的

引張り試験から測定される実際の値 (3.22GPa)に比べ，かなり大きくなって

いる.このことから，振動や衝撃などの動的試験から求めた材料特性を，その

まま静的，あるいは準静的問題に適用するのは無理と考えられ，なんらかの補

正が必要となろう.また逆に，クリープ試験や応力緩和試験から求めた材料特

性を，振動や衝撃などの動的問題に適用しようという考え方もあるが，準静的
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試験から求めた特性の動的問題に対する有効性に関しては，先と同様の理由か

ら疑問が桟る.

このように，試験方法の違いによるひずみ速度の差から，求められる材料特

性植が異なってくることは，簡単には解決できそうもない問題であり，今後一

層の研究，ヂータの審議が必要と思われる.

4・4・2 せん断特性の同定

これまで述べてきた実験・解析結果は，縦衝撃試験によって生じた 1次元縦

波のFourier周波数解析から，単軸引張り在縮の粘弾性特性を求めたものであっ

た.以下では同様の手法を，ねじり衝撃試験におけるせん醗ひずみ波動記適用

して，材料の単純せん断に対する粘弾性特性を求めた実験・解析結果について

述べる.

i )ねじり衝撃試験 試料には，

縦衝撃試験[4.4・1(2)]のi ものと陪ーの

中空丸棒を用いた.図4.19に，ねじり

衝撃試験より得られたせん断ひずみ波

形の一例を示す.このとき，パルスの

持続時間に関係する，弾性入力棒上で

のチャック部とトルク解放部との間隔

(クランプ長さ}は 10cmであった.第

1番自の測定点でのせん断ひずみ波形

T 1 (本)の最大値は約1854μm/mであ

り，十分な弾性範囲内にある.T 4 (志)

を TtC t )と比較すれば，最大植は約

0.8倍，パルス隔は約1.2倍になって

おり，国4.10あるいは図4.15の縦衝撃

の場合と同様に，明らかな減衰・分散

. sca1e: 440μm/m/ 
• sca1e: 100μsec/ 

図4.19 せん断ひずみ披形の記録の一例

(クランプ長さ 10cm) 
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が認められる.図4.19より波顕伝ぱ速度を算出すると，C.r口 1350m/secとなる.

図4.10と伺じくやはり， この植は静的構弾性係数 G= E 12(1+ν) から計算さ

れる弾性せん断波の伝ば速度イ否11)' = 1 OOOml secに比べ，かなり大きくなっ

ている.

試料には弾性入力棒との接合部があり，入力棒内で発生したねじり応力波は

この接合部において，試料への透過披と入力棒への反射波とに分かれる.反射

波は接合衝で一度位相を逆較させて入力棒を往復し，一部が再び試料へ透過す

る.最初の透過披と 2度目の透過波が重ならないようにするためには，入力棒

を十分長くしなければならない.図4.19において 2度自の透過渡は， r 1 (志)お

よび γ2(志)の波形の後に間部として，波形主要部と分離して観察されている.

これら凹部は除外して，以後の解析を行った.

図4.19の各波形を Fourier変換し，その絶対値 i子.11 (周波数スベクトル)を
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図4.20 せん断ひずみ波形の周波数スペクトル
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図4.20に示す.周波数がaでの各憶はほとんど等しく， 2kHzを超える付近か

ら減豪の程度が大きくなり始めている.このような煩向は，縦鋳撃についての

園4.11 (a)，あるいは図4.16の結果と同様である.

ii )粘弾性モデルの同定 クランプ長さが 5"" 15cm， T 1 (志)の最大値が

900"'3000μm/mの範囲内で種々の実験を行い，その結果の解析から単純せん断

状態に対する複素コンプライアンスの実数部 J'1' および虚数部 J'2を求め，

図4.21に訴す.プロットは種々の実験条件での平均値を示し，幅拡士 2x (標準

偏差)を表している.なお， J'1， J'2のように()'を付したのは，先の単軸状態

に関するものと区別するためである.また，中空試料を用いた単軸特性に関す

る結果との対応を考慮して，周波数の範囲は図4.17と同じく， 0 "" 14 kHzとし

た.発生させるせん断ひずみ波の振幅を大きくすると J'2は若干低下するが，

J'1 はほとんど変化しなかった.また，パルス胞を変化させても J'1，J'2問者

とも有意な鷲は生じなかった.

J'lは 4kHz程度まで減少し，その後ほぼ一定となっている.一方 J'2は

2. 5kHz付近で最大植をとり，その後減少している.このような J'l，J'2の舟波

数に対する傾向は，中実試料あるいは中空試料を用いた縦衝撃試験での結果と

まったく開様であり，材料のせん断挙動に対しでも適用すべき粘弾性モデルは

やはり図4.22のような， 3要議題体モデルであることがわかる.ただし図4.22

のそデルは，せん断応力 τi;f(五"*j)と工学的せん断ひずみ Tid (= 28 id)と

の関係を表すものとしておく.また粘弾性定数には G1，Gわが2 の記号を用

い，図4.14あるいは闘4.18の単軸に関する記号と区別する. J'l， J'2の実験{遣

を用いて~デJレの粘弾性定数を定めると図4.22に付記した憶となった G 1， 

G わず2 の各値を， 3要義国体モデルの J'1，J'2を与える式

J'1 (ω)= l 十 G2|
• ' --. G l' G 22十 (ωη'2)2

(4.2) 

J'2(ω)ロ ω仇， ，n 

'" -• G 22 + (ωη'2)2 J 
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図4.21 せん断状態に対する抜素コンプライアンス

τ 

+ 

G2 

c
 

e
 

s
 

a
 

a
a
p
ι
 

P

P

M

M

 

G

G

 
q
J
 

r

b

n

y

q

L

 

0

8

5

 

q
L

マ
J

n

u

一一同一一

1

2

F

2

 

円

U

円

u

n
川

+ 
τ 

国4.22 せん断状態に対する粘弾性モデル

(3要素国体モデル)

po 
p
円
U



に代入して計算した J'l，J'2のモデル予測植を，図4.21中に実線で示す.細部

を除いた全体的傾向は，同定した 3要素調体モデルによって良く表されている

ものと思われる.
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4・5 高減衰合金への適用

機械や構造物の振動や騒音を低減する必要性から，高い強度と大きな減衰能

を兼ね備える金属材料が研究され，近年その目的にかなうような高減衰能合金

(High Damping Alloy)が種々開発されている (55)-(58) 本節では，すでに述べた

PMMA材の場合と同様に，縦能撃の実験・解析から， 2種類の高減衰能合金，

および鋼に関して，それぞれの粘弾性特性を明らかにするとともに粘弾性モヂ

ルの同定を什う向。}

4・5・l 高減衰能合金試料と実験方法

実験に使用した高減衰能合金は， Mn-Cu合金と Fe-Cr-A 1合金の 2種類で

ある.それらの化学成分を表4.3に示す.杉本(56)(58)は，高減衰能合金を内部摩

擦の機構から i)接合型， ii )強磁性型， iii )転位型， iv )双掻型に分類している.

この分類によれば， Mn-Cu合金は iv)双晶型に属し， F e-Cr-A 1合金は ii) 

強磁性型に属する.試料にはこのほか，比較のため市販の純鋼を用意した.

試料はいずれも直径12mm，長さ 2mの丸棒である. Mn-Cu合金は 850.cx 2 

時間の溶体化処理の後， 450.c X 4時間の時効処理が施しである. F e-Cr-A 1 

合金は1000.cX 1時閥程度の焼鈍を行ったものである.一方銅は，未焼鈍のま

ま試験した.各試料の機械的性質，すなわち静的縦弾性係数 E，降伏応力行，

表4.3 高減衰能合金の化学成分

(a) Mn-Cu合金 (b) Fe-Cr-Al合金

Chemical wt.7. Chemical | 
関t.7.com伊 sition compos i t i on 

Cu 35.00 Fe 84.0 
Mn 54.94 Cr 12.0 
Ni 1.72 AI 2.0 
Al 4.25 Mn 1.0 
Fe 4.31 Si 0.5 
C 0.01 
co 0.01 
Si Tr. 

n
H
U
 

F
h
υ
 



表 4.4 試料の機械的性質

Material E GPa σ Y MPa εy Z p kg/mJ 

Mn-Cu 89.2 350 0.40 7.09XlQJ 

Fe-Cr-Al 182.0 330 O. 18 7.49 
Cu 107.8 170 0.15 8.96 

」一一一一

降伏ひずみ 8y，および密疫 ρを表4.4に示す.なお σy，8yは比例限震の値を

示したものである.

実験は4.2節の図4.4のような方法で行い，縦波の伝ばを 2笛所の測定点で観

測した.測定点の間隅は， Mn-Cu合金と Fe-Cr-A 1合金では 30cmとし，鋼

については減表能が他の 2つに比べて非常に小さいことを考癒して， 90cmとし

た.ストライカには，車徒 16mm，長さ約 2cmのアルミニウム片を使用した.

PMMA討の場合と同様の手頓で実験結果を解析し，それぞれについて単軸引

張り庄縮に対する複素コンプライアンスを求めた.

4・5・2 実験・解析結果

( 1) Mn-C u合金

図4.23に， Mn-Cu合金試料の複嚢コンプライアンス J1， J 2の実験値をプロ

ットで示す J1 は周波数に対しでほぼ一定であるが J2 は期波数が増加す

るにしたがい，10kHz付近で，いったん極小櫨となり，その後 30kHz韓度まで

増加している J1とJ2がこのような横向を示す粘弾性モデルとして，図4.24

めような 4要素流体モデルを考えることができる.このモデルの J1とJ2の周

波数に対する定性的傾向は，第 2輩の図2.5に示したようなものである.図4.23

の実験植を悶2.5のものと対応させてみると， 30kHz程度までは両者の傾向は類

似していると考えてよい.しかし，それ以上の周波数域において実験植の方は，

J2 が減少していく傾向であるのにかかわらず J1 はほとんど変化しておら

ず，モデルの横向と異なっている.したがって，30kHz以上の周波数域では，

4要素流体モデルによる近似は無理といえる.この原関としてまず，材料自体

Q
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が完全な線形粘弾性挙動を示していないことが考えられよう.また伝ばするひ

ず、みパルスにはもともと， 30kHz以上の成分があまり含まれていなかったため

に生じた，実験的誤差も考えられる.

30kHz以下の周波数域においては，材料の挙動を 4要素流体モデルで近似す

ることは可能と思われ， この周波数域での J1. J 2 の実験値から，各粘弾性定

数 E1，η2， E 3，η3を決定すれば，図4.24に記した値となった.なお，横の決

定に際しでは，今まで使ってきた方法，すなわち3・3節で述べたBland-Lee法で

はなく， これにやや改3誌を加えた方法を用いた.その理由は， Bland-Lee法では

J1 の周波数に対する変動が十分大きいことが不可欠な喪件であり，図4.23の

ような J1がほぼ一定の場合には，正経な粕弾牲定数の決定が困難であったか

らである. 4要嚢流体モデJレの J1とJ2は次のように与えられる.

J 1 (ω)口よ+-~ E3 ~ 1 
E 1 E 32 + (ωη3)2 

lωη3  
J ?(ω)= -~-十 i

話 ωη2 E 32十 {ωη 3)2 J 

(4.3) 

図4.24の粘弾性定数の各植を，式(4.3)に代入して計算したモデルによる予測を

図4.23中に実線で示す. 30kHz以下の周波数域では実験値と予測憶はよく一致

している.また同定されたモデルから計算される波踊転ば速度は，，JEt!p= 

3732m/secとなるが，これはひずみ波形の伝ばから観察した実際の櫨 3800m/sec

とほぼ等しく，モデルの妥当性を表している.

ストライカの簡突速度により，ひずみ波形の大きさを変えることができる.

その際 J2 はほとんど変化しなかったのに対し J1 の方はひずみ振i障の増

加にしたがい，小さくなった.したがって J2/ J 1で表される減衰能は，振幅

の増加にともない大きくなることになる.

( 2) F e-C r-A 1合金

図4.25に， F e-Cr-A 1合金の複素コンプライアンスを示す.周波数が15kHz

までの J1. J 2 の実験撞の傾向は， Mn-Cu合金と同様， 4要素流体モデルで

-6 1-



x10副 12 x 10幅 13
7 7 

。o Experimental 
6 一-Model・spredicton 

5 a ~OOOOOOoo 

4 ム
細、 e、.圏、

3 J2 3 

2 2 

ー.・・ーーーーーーーーー

O 
O 10 20 30 40 

Frequency kHz 

図4.25 Fe-Cr-Al合金の複素コンプライアンス
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近似できることが推察される.この周波数範囲の実験値をもとに，粘弾性定数

を定めると，図4.26に示す値となった.これらの憶によって計算した J1. J 2の

モデル予測植を，関4.25~こ比較して示す.注目する o -15kHzの濁波数域で，実

験植は間定したそデルによって，よく表されている.

ひずみ振幅の増加につれて. J 1， J 2両者とも小さくなり，その比 J2/ J 1 

も各周波数に対して小さくなった.先に述べたように.F e-Cr-A 1合金の減衰

機構は強俄性型であり，エネルギの消散は磁区壁の非可逆移動によって行われ

る.もし高い応、力が加わって，儲区壁の移動が飽和状態に達すれば，ぞれ以上

の儲区壁の移動が超こらず，減衰は抵とんど増加しない.このような理由によ

って，減表能を表す J2/ J 1 は振憾の増加にしたがい，低下するものと考えら

れる.

( 3 )鏑

Mn-Cu合金. F e-Cr-A 1合金のほか4こ，鋼についても実験・解析を行い，

複素コンプライアンスを求めた.それを図4.27に示す.周波数の増加にしたが

い J1 はほぼ一定値を示し J2 は逆比例的に減少している.このような傾

向は，図4.28に示したMaxwellモデ、ルによって表される. Maxwellモデルの J1. 

J2 はそれぞ、れ，次のように与えられる.

J 1 (ω)す i
J ?(ω)=~ I 一.c;"-' (i)ηi  

(4.4) 

したがって.E は J1 (ω)の逆数として，また ηは ωJ2(ω)の逆数として

求められる.このようにして決定した粘弾性定数 E.η の績を図4.28に示す.

田中ら(69)拡鏑を怯わる 1次元縦波の，波頭の立上がり部分に及ぼす影響とし

て，材料の粘性と横方向慣性の効果とを調べている.そして，ステップ波のよ

うな立上がりの魚な高周波成分に対しては，粘性よりも横方向慣性の方がやや

大きな影響をもつことを報告している.しかしながら，本研究の場合，実績で

6 3-



x10ペ2
161 

.....， 8 

6 

ん

21 

O 

。eExperimental 

一-Model's predicton 

『‘曜ー'血甲 !-!， .oo 

• 0 o.ーーー'ー・・・・ーー 00'" ，

10 20 30 40 

Frequency kHz 

図4.27 銅の捜索コンプライアンス

E 

σ 
+ 

寸

8X 1び13

霊7

16γ EO L 

.2.Li5 

ん 4

3 

2 

io 

E=1.00x102 GPa 

+ 
σ 

η=  1.34 X 102 MPa・sec

関4.28誠に対する粘弾性モデル

(Max鴨川擁体モデル)

-6 4-



観測されたひずみ波形は，ステップ波のような急なものではなく，波形の周波

数成分は o~40kHz の範囲内のものである.この範囲内では横方向慢性がほと

んど影響しない条件， αI Jl < 0.1 (α は棒の半後 Jlは波長)が十分に満たさ

れている. したがって図4.27の結果には，横方向慢性は影響しておらず，材料

の粘弾性特性が正しく求められているものと思われる.

4・6 小 括

本章では，波動伝ばのFourier周波数解析から材料の l次元粘弾牲特牲を悶

定する第 3章の手法を， PMMA材および数種の金属材料に対して実際に適用

した.以下に，本意で得られた主要な結論を述べておく.

(1) P M担 A材の中実試料および中空試料を用いて，縦能撃試験から同定

した材料の単軸特性に関しでは，複素コンプライアンスの実験的傾向が， 0-14 

kHz(またはそれ以上)の広い周波数範囲において， 3要義国体モデルによって，

よく近似される.したがって， PMMA材の単軸応力状態での動的挙動には 3

喪索間体モデルを適用することができる.また，その場合のそデJレの粘弾性定

数を，譲素コンプライアンスの実験憶から定めた.

(2) PMMA材の中空試料を用いて，ねじり衝撃試験から求めたせん断特

性についても，単軸特性の場合と問様に，動的挙動が 3要素間体モデルによっ

て表される.

(3) Mn-Cu合金， Fe-Cr-A 1合金の 2つの高減衰能合金，および銅の 3

種の金属材料について，縦衝撃試験から単軸特性を調べた.その結果， Mn-Cu 

合金に対しては 30kHz以下， F e-Cr-A 1合金に対しては 15kHz以下の限定

された腐波数範囲内において， 4要議流体モデルが適用でき，一方銅は40kHz 

程度までの罵波数範関内で， Maxwel1流体モデルが適用できることがわかった.

また，複素コンプライアンス実験値から，それぞれのそデルの粘弾性定数を決

定した.
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第5章 3次元粘弾性構成方程式への一般化

5・1 はじめに

粘弾性材料の力学特性を調べるための研究は，第 l章で述べたように，注目

するひずみ速度の大きさに応じて，準静的試験，振動試験，あるいは衝撃試験

などを通じた，種々の実験的解析手法が提案されており，実照的にも有用な結

果が得られている.しかしながら， 1次元的な意味での粕弾性特性を研究した

ものがほとんどであり，形状や荷量条件が複雑な場合の解析に必要となる 3次

元的な特性を求めた例は，極めて少ないのが現状である(l) そのため， 2次元

もしくは 3次元の応力解析を行う際には，非庇縮 (25)体積弾性率が一定(70)ポア

ソン比が一定(71)(72)などの仮定を設けているが，その根拠は必ずしも明確とは言

えないようである.

衝撃試験から粘弾性特性を求めた従来の研究においては，縦街撃試験によっ

て単軸引張り圧縮に関する材料特性を同定したものがほとんどである.しかし

通常，材料は体積粘弾性とせん断粘弾性とを有しており，縦衝撃試験のみでは

この両者のいずれについても正確に測定することはできない.一般に等方弾f

体においては， 2つの材料定数(例えば，縦弾性係数とポアソン比)が求まれ

ば一般化された Hookeの法則，すなわち 3次元の構成方程式が定まる.この事

情は等方の粘弾性体においてもまったく同様であり 2つの独立な粘弾性特性

が同定されれば， 3次元の構成方程式を定式化することができる.

第 4章では PMMA材の中空試料について，縦衝撃およびねじり衝撃の実験・

解析から， 2つの独立な粘弾性特性としてそれぞれ，単軸特性，せん断特性が

求められている.本意においては， 3次元粘弾性理論の要点を述べた後，単軸

およびせん断の 2つの特性を組み合わせて，弾性一粘弾性問の対応関係に基づ

き，材料の粘弾性特性を 3次元的に評価{加すると同時に， 3次元粘弾性構成方

程式の定式化を行う.
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5・2 3次元粘弾性法関

粘弾性体内において応力成分が 2つ以上存在するときには，構成方程式の 3

次元形式が必要である.これは弾性体で言えば，一般化された Hookeの法則に

相当するものであり，第 2章で述べたような l次克の構成方袈式や粘弾性法則

を特殊な場合として含むものでなければならない.以下では等方線形粘弾性体

の3次元構成方程式(73)""(76)について考える.

5・2・1 体積粘弾性とせん断粘弾性

表現を簡略化するためにテンソル記法を用いる.一般に 91闇(対称性を考え

れば 6個)の成分からなる応力テンソル σid，およびひずみテンソル Sidは，

次のように体積(静水圧)成分とせん断(偏差)成分とに分けることができる.

did=S {5id+Sid ， S十脱 (5.1) 

S id:口:;e64d+etd e = S kk (5.2) 

ここで{5idはクロネッカ・デルタを示し， {5 id= 1 (ま =j)， δid=Q (五平と j)で

ある. Sは静水圧応力 (σ11+σ22+σ 33)/3，eは体積膨張率 S11+ε22+ S 33 

であり，式(5.1)， (5.2)の右辺第 1項めが，応、力およびひずみの体積成分を表

していることは明らかである. S idは偏差応カテンソ Jレ eidは偏鷲ひずみテ

ンソルであり，それぞれさらに 5つのせん断応力系，せん断ひずみ系に分解す

ることができ{73)第 2項めはせん断成分を表す項である.

もし，粘弾性体が等方性ならば，静水圧応力 S は膨張 Gを生じさせるが，形

状変化(つまりせん断変形)e idは生じさせず Sとeとの関係は2・3節式(2.3)

のように，
P"( D ) S = c;t'( D ) e (5.3) 

となるものと考えられる.一方，備差応力 Sidのlつはそれに対応する偏差ひ

ずみ eidのlっと関係づけられるが，材料の等方性を考慮するならば Sidと

e idの対を結びイ寸ける関係式はすべて同等でなければならない.このことを，
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S idとeidとの関係式として，あるいはせん断応力 rid (= S id， ま::j::j)と工

学的せん断ひずみ Tid (-.= 2 e id， i平と j)とり関係式として表せば，次のよう

になる.

P' ( D ) S i d =2 Q' ( D ) e i d (5.4) 

あるいは P'( D) r idこ=Q'( D ) T id (5.4)' 

このように p 材料の粘弾性は，式(5.3)で示される体積粘弾性ム式(5.4)で示

されるせん断粘弾性とに分けることができる. 式(5.3)，(5.4)が等方線形粘弾

性体の 3次元構成方程式の一般形式である.

5・2・2 単軸応力状態(73)

単軸応力状態を 3次元応力状態の特殊な場合の lっと考えて，式(5.3).(5.4) 

の適用を行えば， 2・3節式(2.3)の形 Pσ口 Qε に戻るはずであり， 3種の演

算子ベア(P. Q) ， (P'， Q')， (P'~ Q" )の関係も得られるはずである.

m方向を軸とする単軸応力のような場合には，ただ lつの応力成分 σx しか

ないから静水圧応力は，

S=コσxl3

となる.このとき，偏差応力には次のような成分がある.

Sぉ=2σω/3. SY=Sz=-σぉ/3

一方，ひずみには 3つの成分，すなわち軸方向ひずみ εおと，等しい 2つの横

方向ひずみ εy=S zが生じる.したがって膨張は，

e= εぉ十 2εU

となり，備楚ひずみは，

ex=2(sx-Sy)/3. ey=ez=-(sx-sy)/3 

となる. Sおよび eを式(5.3)に代入し，定数項を外に出して整理すれば，

P"σx= 3 Q"εω+ 6 Q" S y (5.5) 

を得る.一方，儲差応力，偏差ひずみを式(5.4)に代入すれば，すべて

P' (J X口 2(Q' Sぽ-Q'εy)

の形となる.
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ここで，式(5.5)に演算子 Q'を施したものと，式(5.6)に 3Q"を施したもの

との和をとり，演算子が線形で交換可能であることを考癒すれば，

(P"Q'+ 3 P'(1' )σx= 9 Q'Q"ε ぉ

が得られる.これを単軸応力状態についての構成方程式

P σx=Q εお

と比較すれば， 3種の演算子ペアの簡には，

P = P"Q'+ 3 p'(;t' i 

Q = 9 Q'Q" 

の関孫があることがわかる.

(5. 7) 

(5.8) 

(5.9) 

また，式(5.5)に演算子 Y を施したものから，式(5.6)に Y を施したもの

を差し引けば， σぉが消去され，

2 (3 P'Q"+ P"Q') e y =一 (3P'Q"-2 P"Q') e X (5.10) 

となり，軸方向ひずみ εm と横方向ひずみ εν との関係を表した式が求まる.

5・2・3 対応関係

式(5.3)，(5.4)は形式的に次のように表すことができる.

日

~-= (;t'l P" ， 二三旦=QγP'
e T id 

間式の右辺はそれぞれ，弾性体における体積弾性係数K，横弾性係数Gに対応

しているものと考えられる.このことを

K ←→ Q''1P''， G ←→ QγP' 

のように書くものとする.式(5.7)，(5.10)も同様に

びぉ 9(QケP")(QγP') 

εl~ 3 ((;t'lP")+(QγP') 
(5.11) 

ey 3(QケP")--2(QγP')

e X 2 {3 ( Q''1 p" ) + (Q'/ P')} 
(5. 12) 

のように表せば，それぞれの右辺は縦弾性係数 E，ポアソン比 ν4こ対応してい
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る.これを KとGから Eとvを与える，弾性体の材料定数間の公式

Eロ 9KG
-‘  
3K十 G

3K-2G 
ν2  

2(3K+G) 

(5. 13) 

(5.14) 

と比較すれば， KωQ'i P': G ωQγP'の対応のもとで，まったく同形であるこ

とがわかる. このように弾性体の材料定数と粘弾性体の演算子ベアにおいて，

E モ→ Q/P， G ←→ Qγp'， K ←→ Q'iP" 

のような対応を考えるならば，構成方程式や材料定数(材料特性)闘の関係式に

関して，弾性体と粘弾性体の関で，まったく問形の式が成り立つ.したがって，

弾性体において独立な材料定数が 2つであるように，粘弾性体においても演算

子ベアの独立なものは 2つとなる.

この弾性一粘弾性問の対応関係は，周波数領域においてさらに簡明に記述す

ることができる. なぜならば，演算子ベアの比 Q/P，Qγr，Qγy内の時間

微分 D=d/d志が tω で置き換わり，それぞれ

E(ω)口 Edω)十五 E2(ω)= Q (五 ω)/P (ま ω) (5. 15) 

。(ω)=GtCω)十 iG2(ω)口 Q'(まω)/P'(まω) (5. 16) 

定(ω)= K 1 (ω)十三 K2(ω)=Q叱五 ω)/P"(三ω(5.17)

のように複素縦弾性係数 E(ω)，複素横弾性係数。 (ω)，および複素体積弾

性係数 K(ω)などの単一景となるからである.式(5.3)，(5.4)， (5.8)， (5.10) 

のそれぞれにおurier変換を適用し，それらに相当する弾性体の式との対応、を

示せば，次のようになる.ただし，テンソル表記の総和はとらないものとする.

日単性体] 【粘弾性体]

単斡引張り圧縮: σμ(志)口 Ee ii(志) ←→ (i ii (ω)= E (ω) e ii(ω) 

e jj(志)=-vε ii( t)←→ e ;jj(ω)=-ii(ω) S ii(ω) 

せん断成分: r ij(志)ロ GT z'・2・(志)←→'fij(ω)= G (ω)子ij・(ω)

体積成分: s(t)=Ke(t) ←ー砕き (ω)=K (ω)亙(ω)
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すなわち，弾性体では時間領域で成り立っていた応力一ひずみ関係式が，粘弾

性体に対しでも形を変えずに閥波数領域においてそのまま成立するのである.

ここで， ii (ω) は粘弾性体の複素ポアソン比であり，

ii (ω)=ii1(ω)+iii2(ω) (5.18) 

と表されるものである.これは式(5.12)右辺において，演算子 QγP'， Q'i P"中

の時間微分Dをま ωで置き変えた量である.材料定数(材料特性)関の関係式に

ついても，同様の対応があるのは，もはや自明であろう.なお E，G， 11，およ

び定に付した(ー)の記号は，周波数領域での量ではあるが， Four、ier変換を意味

したものではないことを断わっておし

5・3 粘弾性特性の 3次元評髄

PMMA材の中空試料については第 4章において，単軸状態に対する複素コ

ンプライアンス J(ω)=J 1 (ω)-iJ2(ω) ，およびせん断状態に対する複議

コンブライアンス J'(ω)= J'l (ω)-i J以ω) が， 2つの独立な粘弾性特性と

して，それぞれ図4.17，図4.21のようにすでに求められている.したがって，

材料の粘弾性特性を 3次元的に評価することが可能である.

弾性体の材料定数には様々なものがある.通常よく用いられ，かっ重要であ

るのは，縦弾性係数E，横弾性係数G，ポアソン比入および体積弾性係数K

の4個である.粘弾性材料(PMMA討)に関しでも向様の考えのもとに，これ

ら41屈に相当する粘弾性特性を評価することにする.

まず，複素縦弾性係数 E(ω) と複素横弾性係数 G(ω) の需者は，

E(ω)t-L 
J(ω) 

G(ω)=ー嶋崎山L
J'(ω) 

(5.19) 

(5.20) 

のように，それぞれに対応する複素コンプライアンスの逆数に等しいから，こ

の2つは J(ω)および J'(ω)かち簡単に求めることができる.一方，弾性
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EとGを用いて，

K = _ --~~ 一一一一3C3G-E) 

体において νおよび Kは，

E 
lノ口“一一一一 l

2G 

粘弾性体においてもやはり同じ形ののように表わされる.対応関係によれば，

G(ω)，あるいとE (ω) はそれぞれ，K (ω) i7 (ω)および式が成り立ち，

によって，

E(ω J'(ω) ぜ

(ω)=ー-一一一 1=一一一一一一 l2 G (ω) ‘ 2 J (ω) ‘ 

J'(ω) とJ(ω) は

(5.21) 

(5.22) 
3 {3 J (ω) --J'(ω)} 

E (ω)・G(ω)

3 {3 G (ω)-E (ω)} 
K (ω) 

のように与えられる.

図4.21にそれぞれ示した J(ω)と図4.17，式(5.19)'"式(5.22)に基づいて，

K (ω) について求E (ω)， G (ω)， i7 (ω) • 4種の粘弾性特性J'(ω)とから，

めた結果を次に述べる.

複素縦弾性係数と複素横弾性係数

複素縦弾性係数Eの実数部Ebおよび虚数部E2を図5.Hこ示す.

5・3・1

プロットは，

E童数部 J2の図4.17の単軸状態に対する複素コンプライアンス Jの実数部dゎ

図4.18の粘式 (5.19)によって算出したものである.実線は，実験{疫を用いて，

関4.17において J1が 4kHz付近弾性モデルによる予測績を示したものである.

一方，図5.1のE1は4kHz付近まで増加している.まで減少しているのに対し，

J2 よJ1 がこれは図4.17において，と同様の煩向である.J2 の方はE2 

1/J1，E2=ヂE1 式(5.19)が近似的にりかなり大きく ，J1>>J2であるため，

函4.18において同定した粘弾性モデルの瞬

の高舟波域での植にほぼ一致E1 図5.1の

なお，

E 1 =5. 56GPaであり，

J 2/ J 12となるためである.

間弾性項は

している.

G2 を図5.2

G 1， G 2を図4.21のせん断に対する複素コンブライアンス J't'J'2と比

ワ山
門，

i

虚数部G 1， の実数部G 同様の手I1質で求めた複素横弾性係数

に示す.
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較すれば，先の E1， E 2 と J1. J 2 との比較と，同様のことが言える.また，

図4.22で同定したせん断に対する粘弾性モデルの瞬間弾性項は G1口 2.06GPa

であり，この場合も G1の高周波域での植にほぼ等しい.

なお，図4.17と図4.21，あるいは図5.1と図5.2において，単軸特牲とせん断

特性の両者の傾向が非常に良く似ている理由は，次に述べる複素ポアソン比に

関する結果によって明らかになる.

5・3・2 議素ポアソン比

複素ポアソン比を求めるには，式(5.21)の対応関係を利用する方法と，次の

ような縦錯撃試験から霞接測定する方法の 2つが考えられる.縦錨撃試験にお

いて，図5.3(a)のように同一議所で軸方向と局方向にひずみゲージを賠り，軸

方向ひずみ εx(志)と用方向ひずみ sθ( t )を測定すれば，図5.3Cb)のような結

果となる.正負の逆転を除けば両波形の位相はほぼ等しく，相{以形となってい

ることがわかる.図5.3Cb)より，ポアソン比を周波数の関数として求めるには，

e x(志)および ee ( t )のFourier変換 ex(ω)， e θ(ω)をそれぞれ図5.3(c)の

ように求め，その比 leθ(ω)/e x(ω)1 を計算すればよい. このようにして求

めたポアソン比の直接測定値を，図5.4にム印プロットで示す.なお，試料の平

均半径 αと，留5.3(c)の最高周波数値C14kHz)での波長Aとの比は α/11キ0.04

程度であって，縦波に及ぼす横方向慣性(幾何分散)の影響を無視するのに十分

小さい値となっている(第?章参照).一方，図4.17，図4.21にそれぞれ示した

JおよびJの実験値を用いて，式(5.21)の対応関係に基づいて求めた複素ポア

ソン比 Pの，実数部 tJ1および虚数部 tJ2を，図5.4にO印プロットで示す.

関5.4において，実数部 tJ1は，式(5.21)の対応、関係に基づく値と直接測定値

とがほぼ等しく一定であり，その憶は tJ1キ0.35程度となっている.一方，虚

数部 tJ2は.すべての周波数域においでほぼ Oとみなすことができる. したがっ

て，複素ポアソン比は一定の実数として扱えるものと考えられる. Eキ0.35と

おき ，E=l/Jおよび δ口 1/J'に注意して式(5.21)を変形すれば，E キ2.7・5

(あるいは J'キ2.7・J)となる.すなわち，単軸およびせん断両者についての複
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素弾性係数(あるいは複素コンプライアンス)は，単に実数の定数を比例定数

とした比例関係にあることがわかる. EとGを示した図5.1と関5.2，あるいは

dとJを示した図4.17と図4.21が，非常によく似た懐向となっているのはこの

ためである.なお，図4.18および図4.22に示した単軸，せん断の両者に対する

粘弾性モデルの各定数は，図5.3において pのそデル予測値が一定の実数とな

るように，あらかじめ配慮して定めておいたものである vのモデJレ植が一定

の実数となる条件は，式(4.1)と式(4.2)，および式(5.21)から定まり，単軸に隠

する粘弾性定数のそれぞれは，対応するせん新の粘弾性定数の 2Cl+i7)キ2.7倍

とすればよい.なお動的負荷状態において，ポアソシ比は0.35程度の一定の実

数とはなるものの，静的な場合の値 0.365(4.1節表4.1参照)に比べ，やや小

さい健となるようである.

5・3・3 複素体積弾性係数

式(5.22)を利用して， JおよびJの実験健から求めた複素体積弾性係数Kを

プロットで図5.5に示す.実線は図4.18，図4.22の粘弾性モデルからの予測値で
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である K1， K 2 の実験鐘はいずれも，周波数に対してやや変動を示している

が K1は近般的に一定値 K2はほぼ Oとみなすことができる. したがって複

素体積弾性係数な近似的には一定の実数として扱うことができるものと考え

られる.

モデルの予測植に関して考察すれば，次のようなことが言える.式(5.21)に

おいて Fキ0.35のように一定の実数としたものを，式(5.22)に代入すれば，

K辛子1.2. Eとなる.すなわち Eの予測値が一定の実数でない限り， Kの予測

値も一定の実数とはなり得ない.したがって vおよび Kの両者が，同時に一

定の実数となるようなモデル化は理論的に不可能であり Kのそう'f')レ予測植が

図5.6のような 3要義国体モデルとしての傾荷となるのは，避けられないこと

である.国5.5の実験績に対して，これを一定の実数として近似するのも lつの

考えではあるが，この方法では Fを一定の実数とすることはできない.もし，

FとKについて両者とも一定の実数として近似すれば， 3次元粘弾性の理論上，

矛盾が生じることになる.粘弾性体の 3次元動的応力解析においては vある

いは Kを一定の実数とする仮定を設けることが多いが，図5.4と図5.5を比較し

て判断すれば， PMMA材の場合にはポアソン比の方を一定の実数とするのが，

より妥当な仮定と恩われる.

PMMA材の粘弾性的性質を，式(5.1)， (5.2)のように体積成分とせん断成

分に分けて考え，図5.5C体積成分)と図5.2Cせん断成分)とを比較すれば，せん

断成分の特徴の方がはるかに顕著であることがわかる. したがって，粘弾性的

性質は，主としてせん断成分によって支配されており，体積成分はほぼ弾性的

であると雷うことができる.

5・4 3次元粘弾性構成方程式の定式化

等方弾性体の 3次元構成方程式(一般化された Hookeの法則)は，独立な 2

つの弾性定数を用いて記述することができる.この事情は，等方の粘弾性体に

おいてもまったく同様である.対応関係を利用して，弾性体の構成方程式中に

n
H
U
 

門

F
S



それぞれに対応する微分演算子のベアに置き換え現われる 2つの弾性定数を，

PMMA討については前節に粘弾性体の 3次元構成方程式が得られる.れば，

および体積成分の 4種類の粘弾ポアソン上七せん断成分，単軸成分，おいて，

これら 4種類の性特性が求められている.構成方程式の定式化にあたっては，

ポアソン比は一定の実数でなかの 2つを，独立なものとして選び出せばよい.

これをその 1つに選ぶのが，よく近似されることがすでにわかっているので，

まず簡単である.残る 1つには単軸成分の微分譲算子ベアを選ぶのが，実用的

単軸に対する微このような理由からここでは，意味から最も有用と思われる.

PMMA材のポアソン比 νとを用いて，分演算子ベア P(D)および Q(D)と，

なお，複素ポアソン比は一定の実数3次元粘弾性構成方程式の定式化を行う.

また，簡略化のためテンその実数部 V 1を単に νのように書く.であったので，

ソル表記を用いることにする.

等方弾性体の 3次元構成方韓式を，縦弾性係数 Eとポアソン比 νを使って書

1+ννR  
e ij=一一一二ァー 0 ・・ 一 てご U ・・ 6iJ- r;r vZiJ 口 V i:i U ~k 

けば，

(5.23) 

(5.24) 

すなわち，

E三一一-;:-0-1:;εおお十一ιε -7."1'
(1+ν)(1-2ν) ~ "beJ 躍起 1+ν ZiJ 

これを σuに隠して解いたもの，あるいは，となる.

σid 

を用いてもよい.粘弾性体の単軸引強り圧縮の構成方程式P(D)σ=Q CD)ε 

における微分演算子ベアの比 Q(D)/P(D) は，縦弾性係数 Eと

E ←→ QCD)/P(D) 

それぞれからこれを式(5.23)，(5.24)に用いれば，のように対応している.

(5.25) 

(5.26) 

QCD)eid=(1+ν)PCD)σid-V 0 i・dPCD)σ 悦

ド oi-f 

P(D)グ 1・f--JL一一一Q(D)ε帥 +上Q(D)ez'(1+ν)(1一2ν)

は，P(D)，QCD) PMMA材のような 3要素国体モデルの場合，

ハコ

が得られる.
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(5.27) 

と与えられる(第 2章図2.3参照).なお，粘弾性定数 E1， E 2，η2の各値，お

よび νの健には，それぞれ図4.18，図5.4を参照して，

E 1 =5.56 GPa， E 2=:，21. 3 GPa 

η2 = 1. 41ト'1Pa'sec.ν=0.35 

を採用すればよい.式(5.25)，あるいは式(5.26)が， PMMA材に対する 3次

元粘弾性構成方程式の一般的形式である.

ここで，いくつかの特殊な場合について考えてみる.まず，単軸応力状態、を

仮定し，たとえば σ22=σ33=0 の条件を式(5.25)に用いれば，

P(D)σ l1=Q(D)ε11 

および 822口 ε33=ν811

が得られ，明らかに単軸応力状態下の 1次元構成方程式に帰着する.

また，せん断成分を考え，式(5.25)においてま t=J とすると，

P'(D)σ1."d= 2 Q'( D)ε t;j (= Q' C D ) r 1."d) 

ただし P'(D)口 PCD)/ {2 ( 1 +ν)} == G 1十 G2+η'2D i 

Q'( D ) = Q (D )/ { 2 ( 1 +ν)}2==G1G2十 G1η'2DJ 

が得られる. 上式における G1. G 2.η〉の植は，図4.22~こ示した値になるこ

とが，容易に確かめられる.

最後に，体積成分に関しては，式(5.25)においてま =j=k として総和をと

ることにより，

P"( D ) tJ kk = 3 Q"( D ) 8脱

ただし P"( D ) = P (D )/ { 3 ( 1 - 2ν)} == K 1十 K2十 η"2D

Q"( D ) = Q ( D ) / { 3 ( 1 -2ν )}2==K1K2十 K1η'2D J 

が求まる.この場合も K1， K 2，η3の催は図5.6に示した憶に一致する.

ここでは PMMA材についてのみ， 3次元粘弾性構成方程式を示したが，手

法自体は一般性を有するものであって，第 3章~第 5章までの手11麗を踏めば，

ハU
nku 



いかなる粘弾性材料に対しでも 3次元構成方程式の定式化が行える.

5・5 /J¥ 括

本章では， PMMA討を等方の線形結弾性体と仮定し，第 4章において求め

た単斡およびせん断両者の粘弾性特性を利用して，弾性一粘弾性問の対応、関係

に基づき，材料の粘弾性特性を 3次元的に評摘した‘また 3次克粘弾性構成

方程式の定式化を行った.以下に，本章での主な結論を述べておく.

( 1 )単軸状態，せん断状態の 2つの複素コンプライアンスの逆数計算から，

それぞれ複素縦弾性係数，複素横弾性係数を求め，両者の傾向を明らかにした.

( 2 )単軸およびせん断の 2つの綾素コンプライアンスを組み合わせて，対

応、関係を利用することにより，複素ポアソン比を求めた.複素ポアソン比の実

数部は抵ぼ一定儲となり，直接測定による値とよく一致していた.また，J，最数

部はほとんど Oとなり，複素ポアソン比は一定の実数として扱えることがわか

った.

( 3 )複素ポアソン比と同様の手踊で接素体積弾性係数を求めた.複素体積

弾性係数には多少の変動がみられるが，やはり，実数部はほぼ一定に近く，度

数部もほぼ Oとみなせる.したがって複素体積弾性係数も，近似的には一定の

実数として扱うことができる.

( 4 )材料の粘弾性的性質は，体積成分とせん断成分とに分けて考えること

ができる. PMMA材の場合，粘弾性的性質は主としてせん新成分に起因して

おり，体積成分の方は，ほぽ弾性的であることが明らかとなった.

( 5 )ポアソン比を一定の実数とし， これと単軸状態についての微分譲算子

ペアとを用いて，一般的かっ実用的な形で， PMMA材に対する 3次元粘弾性

構成方程式の定式化を行った.

本論文の手法は一般性を有した手法であり，第 3章~第 5章までの手11買にし

たがえば， PMMA材に限らずいかなる材料についても， 3次元の粘弾性特性

の静価ならびに粘弾性構成方程式の定式化が可能である.
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第 6章 有限積分変換による波動伝ぱの解析

PMMA材の粘弾性構成方程式は，前章までですでに確定されており 1襲撃

応答などの動的な応力解析問題に供し得るようになっている.本章においては，

PMMA材に対して同定された粘弾性特性，および同定法自身の妥当性を検証

する目的から， 1次元粘弾性波伝ぱの解析を行う.

粘弾性波の解析的研究は 1950年代中頃から始まり，現在までに Fourier解

析i22}~(30}(69)Laplace変換(34)~(36)(77) ~(8l>をはじめとして，差分法i38)(39)(82)~(84} 有賑

要素法(85)~(87) などによる様々な解析手法が提案されている.最近では， Laplace 

変換法，差分法，波頭展開法(88)の有用性についての相互比較(89)(90)も行われて

いる.

ここでは，時間依存型の境界条件を持つ線形初期値・境界植問題に特に有効

な有限積分変換(91)(92)の手法を用いて，縦波あるいはねじり応力波のような l次

元粘弾性波の伝ばを解析し，実験結果との比較を行うことにより，第 4章にお

いて間定された単軸およびせん断両者に対する粘弾性モデルの有効性を検討す

る.加えて，同定法の精度や利点についても考察する.

6・1 有限積分変換による解析理論

6・1・1 問題の設定

最初に，粘弾，t生棒を伝わる 1次元縦波について考える. 3・1節の式(3.1)およ

び式(3.2)で訴したように，運動方程式と構成方程式はそれぞれ，

δ2σ ( x，志)δ2 ε(ぉ， t) 

θx2
ρ

O t 2 

P(D)σ(x， t)=Q(D)e(x， t) 

と表される.この 2つの式より ε(∞.t )に関する備微分方程式として式(6.1)

内
〆
h
M

n
H
U
 



/¥ε (O，t)田中(t) …given

/ x ¥c> 

/「¥

x=O 

図6.1 問題の設定

を得る.なお簡略のため， δ/dぉ口() "δ/δ t=D=( ) の記号を用いる.

(備微分方程式〉

ρP (D) '8' (ぉ， t)口 Q(D) 8"( X.志) (6.1) 

第 4章のように粘弾性モデルが同定されていれば，P(D)，Q(D) は蹴知であ

る.基本的な粘弾性モデルについては，P(D)，Q(D)の具体的な形が， 2・3節

の図2.3に示されている.たとえばPMMA材のように， 3要義国体モデルが適

用されるような材料に対しては，次のようになる.

P(D)=E1十 E2+η2D 1 

Q(D)=E1E2十 η2D

棒は時刻志ロOで静止していたものとし，公口Gにおけるひずみ一時間関係

が， 8(0，t)=φ(t )のように境界条件として与えられる場合を考える.こ

れは，図6.1のように，衝撃によって発生した応力波を∞ロOの地点において

観測し，これを境界条件とすることに相当する.本研究の場合には，第 4章の

図4.10，図4.15(あるいは国4.19)などにおける第 1番目の測定点でのひずみ

波形 8tC志) (あるいは T1 (志))を，境界条件 φ(t )として用いる.なお，

お =tについては自由端とする.この場合の初期条件と境界条件は，それぞれ

次のように記述される.

〈初期条件〉

志口 Oで ε(X， 0 )ロら(ぉ， 0 ) = '8' ( X， 0 ) =…=0 (6.2) 

(境界条件〉

お =0で

X=t で

ε(0. t)= ゆ(志)

QCD)ε (t，志)=0 J 
(6.3) 

円

d
n
H
U
 



式(6.3)の第 2式は， 必口 J において構成方程式を考え， これに自由端の条件

σ(t，t)=O を代入したものから得られる.

6・1・2 有限積分変換による解法

有限積分変換では，従罵境界植問題と呼ばれる屈有値問題の解 u(ぉ)を変

換の紘(kernel)として用いる.いまの場合，従属境界植問題は次のようになる.

〈微分方程式〉

が(ぉ)ロコーえ 2μ(ぉ) (6.4) 

(境界条件〉

u(O)=u(t )口 o (6.5) 

ここで， えは闇脊値， u (ぉ)は間脊関数である.この闇脊髄問題は，可付番

無限{国の間有植 An (n = 1， 2，…)とそれに対応する間有関数 un(ぉ)を解

として持っている. この固有関数系 {un} を次の正規直交条件で規格化して

おくことにする.

M
H
 m

 

mo 
m'山A

u
 u

 
m
 

u
 

F
i
s
t
-

。
(6.6) 

ただし o取れはクロネッカ・デ、Jレタである.

式(6.1)に un( x)を乗じ x=O→ J で積分し，微分と積分の願序が交

換可能とすれば，

ρD2PCD必undx=Q(D)かぺundx (6. 7) 

を得る.ここで，右辺を部分積分すれば，

ρD2p(D)lte一
寸 CD){[九一 ε山吋;い} (6.8) 

となる.式(6.8)に，式(6.3)'"'-'式(6.5)を用い，さらに
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Y n (t)千(山 (6.9) 

とおいて整理すれば，

{ρD 2 P (D ) + A n2 Q (D )} Y n ( t ) = U'n (0 ) Q (D )ゆ(志) (6. 10) 

を得る.これは Yn(志)に関する織形常微分方程式である Yn( t )の初期

条件は，式(6.2)と式(6.9)から，

Yn(O )=Yn(O )=Yn(O)=…=0 

となることが容易に知れる.

さで，一般に区間 [0，t ]で定義された任意の関数 F(x)が正規直受関数

(6.11) 

系 {Un} によって

F( ∞)口~Cn ・ Un( ∞)
n 

(6. 12) 

のように展開されている場合，その展開係数 Cnは式(6.12)の両辺に Unを

乗じて， x = 0→ Z で積分することにより求まり，

cイ〉(£)h(勾)dx (6. 13) 

となる.ここで式(6.13)と式(6.9)において

Cn→ Yn(t)， F(∞)→ ε(x， t) 

と対応させて考えれば，e (x，志)は式(6.12)のように

e(x， t)=~Yn (志)'Un(x)
n 

(6. 14) 

と麗概されることがわかる.このように有限積分変換法では， e (∞，志)の解

は，無限級数の形で与えられる.

式(6.14)右辺中の Un(ぉ) は，式(6.4)--(6.6)で表される従属境界健問題

の解である.これは簡単に求まり，

p
h
d
 

n
H
U
 



山)=!fSiI1An
は
一r

一J

v
h
!
"
 明

日

句

d
A

(6. 15) 

のようになる.一方，式(6.10)の解 Yn ( t )は， ゆ(t )が初等関数のときに

は解析的に解くことができる.実験植のように，ゆ (t )が数値的に与えられて

いる場合には， Runge-Kutta-Gill法， Hamming法などによって，式(6.10)を数値

的に時間積分して求めればよい.

一方，ねじり応力波については，支配方組式である3・4節の式(3.25)

， δ2γ(ぉ，志) ~， δ2r (X ， t) 
ρP'( D) イ ロ Q'(D)一一 2 

δtl! 

が，式(6.1)と問形であるので，同様の手!艇によって r(ぉ，志)の解を求める

ことカtできる.

6・1・3 時間積分の方法

境界条件ゆ(志)が，実験などから数値的に与えられるような場合には，線

形常微分方程式(6.10)を数値的に解かなければならない.ここでは，その方法

を簡単に述べる.

PMMA材のような 3要素国体モデルの P(J))， Q(D) は，

P(D)=E1+E2+η2D 

Q(D)=E1E2十 E1η 2D J 

である.これを式(6.10)に代入して整理すれば，次式を得る.

d3 Y ( t). d2 y ( t) . d Y ( t ) 
一一一一一+α3一一一一一+α2一一一一一十 αlY(志)=f (志 (6.16) d志3 .~.， dt2 -" dt 

ただし，

E lE2A2 
α1=ρη2α2  

E1十 E2
α

3 r?2 

/2 i E1 dゆ(志 )， E1E2
f ( t) = A J; { ~.'d了俳7zτ

である.上式中に現れる dφ(志)/dtは， 3次スプライン補間を用いて φ(志)

-8 6-



を微分することにより求め，あらかじめ f( t )を計算しておく.なお， Y C志)， 

A • f C t )，および αぃα2には，本来 Yn(志)のように添字 n が付くが，

これを省略して書くものとする.

式(6.16)のような， 3階線形常微分方程式は，

d Y ( t ) .? f. ， d2 Y C志)
Y(志)=Y1Ct) 一一一-=--:.=Y '2 (志) 一一一一一.:.=Y ~C 志)

L'Vf'  dt ~""Vf' dt2 ~.:l 

とおくことにより階数低下が行え，次のような 3元連立 l階常微分方程式にす

ることができる.

dγ ぜ(t ) 
一一=Y2Ct)dt 

dY2Ct) 
一一乙一一口 Yョ(志)
dt 

dY句(t ) 
」一一一口一 {α1Y 1 (志 )+α2Y 2(志)+α3Y3(t)}+fCt)
d志

このときの初期条件は，式(6.11)より明らかに

Y1CO)=Y2(0)=Y3(0)ロ G

となる.式(6.17)は

dYi(t) 
一一暢L一一一司=Fi(Yj(t)，t) 三.j=1.2.3

dt 

(6.17) 

という正規形になっており， Runge-Kutta-Gil1法あるいは Hamming法などの数

値的解法によって，時間積分することができる.各 n について Y1'Y2'Y3

の解を求め，Y1=YC志)のみに注目すれば，それが式(6.10)の解となる.

6・2 解析結果

8・2・1 収束性の検討

有限積分変換法による ε(∞.t )の解は，式(6.14)のような無限級数の形

4こなる. したがって，目的の計算を行うのに先立って，級数和を何項程度まで
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とれば満足な近似が得られるかを，検討しておかなければならない.図6.2は，

∞コ=0.4mの位置での数値解が，級数和の項数によってどのように変化するか

を調べたものである.お口 Omにおいて与えるひずみの境界条件ゆ(志)には，

立ち上がり時間が 50μsecのランプ状波形を用いた.また，材料には，第 4章

函4.14に示した 3要義国体モデルを想定した.項数が 20項程度ではまだ収束

していないが， 50項程度になるとほぼ安定してくる.項数を 100項程度まで

とると，ほぼ収束が実現し，正解に対して十分な精度の数値解が得られるもの

と考えられる.

次に，式(6.14)において Un(ぉ)は式(6.15)のような sine関数であるか

ら，∞口Oとするとすべての志に対してひずみの解は e(O，t)=Oとなり，

境界条件 ε(0 ， t )ココ o(志)と矛盾した結果を与えてしまう. これは不連続関

数を有限個の Fourier級数で近似したときの，不連続部での状視と同様の現象

であり，級数和を有限項とする限り避けられないものである.したがってp 境

界条件を与える忽 =0付近では，満足な解が得られないと考えなければならな

い.第 4章の図4.10における ε1 ( t )の観測値を境界条件 o( t )とし，級数

和を 100項までとって， x =0近傍での解の状態を調べると図6.3のようにな

った.ただし，解を出力させる位置 m は棒の全長 Z によって無次元化し，

x/t として表示している. ∞/tの値が小さいうちは，与えた境界条件(実験

値)とかなり違っているが，x/t の植が 0.015以上となると，境界条件とほ

ぼ等しい植を示すようになる. したがって項数が 100項の場合に，有効な解が

得られるための条件は， ぽ /t ;;;;; 0 .015と考えられる.

6・2・2 解析結果

第 4輩の図4.10における e1 ( t )を境界条件として縦波伝ばの解析を行い，

各測定点に対応する解析結果を，実験健とともに図6.4に示す. 計算にあたっ

て必要となる 3要素国体モデルの粘弾性定数には，図4.14に示した纏

E 1 =5. 25 GPa， E 2= 16.9 GPa ， η2ロ 2.13MPa'sec 

を用いた.級数の和は 100項までとり，解析で仮定する試料棒の長さ Z は，

od 
n
H
U
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図6.4 縦波伝ぱの解析結果
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図6.5 ねじり応力披伝ばの解析結果
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z = 2 mとした.なお，図6.4中の∞口 Omの解析植は，図6.3の結果より，

m口O.03mでの{直を代用したものである.

図6.4中の実験櫨と解析植の間には，伝ばするにしたがい波形後部で，多少の

不一致が生じてくる.これは第 4章の図4.13で示した複素コンプライアンスに

おいて，虚数部 J2 の実験{直とモデル憶に関して見られた 4kHzを中心とした

付近の不一致が影響したものと考えられる. しかしながら，このような細部を

除いては，国6.4の実験殖は，解析憶によってよく表されているものと思われる.

機械や構造物の応、力解析のような実際的問題に対しては，応力の最大値，波の

伝ば速度，あるいは残留ひずみなどが主要な問題となってくる.これらの点に

関しては，図4.14の3要素国体モデルで精度よく解析されており， PMMA材

に対しては， このモデルによって，有効な動的応力解析が実現するものと思わ

れる.

第 4章の図4.19における，ねじり衝撃実験から得られたねじり応力波(せん

断ひずみ波)の怯ばについての解析結果を翻6.5に示す.解析には図4.22に示し

た，せん断成分に対する粘弾性モデル，粘弾性定数を用いた.国4.21のせん断

成分の複素コンプライアンスには，単軸成分(図4.13)でみられたような虚数部

J2 に関する実験値とモデル植の，比較的顕著な不一致がなく，モデル績は実

験舗の傾向を全体的によく表している.そのため図6.5においては，縦波の解析

(図6.4)で現れたような波形後部の不一致も観察されず，ねじり応力波の解析結

果は実験憶を非常によく再現している.この場合も，歯4.22のように同定され

たせん断に対する粘弾性モデル(3要素国体モデル)が， PMMA材の動的せん

断挙動の解析に対して有効であることがわかる.

このように，第 4章において間定された，単軸およびせん断両者の粘弾性モ

デJレの妥当性が検証された. したがって，これら 2つの粘弾性モデルから第 5

章において導かれた 3次元粘弾性構成方程式も， PM訓A材の 3次元動的応力

解析に対して有効であるものと考えられる.
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6・3 粘弾性特性問定法の精度の検討

本論文第 3章で提案した粘弾性特性同定法は，複素コンプライアンスを利用

して，周波数領域において同定を行う方法である.一方，従来からの多くの方

法(18)-(21)(31)-仙)は，振動や波動伝ぱなどの解析鍍を実験植と比較して，時間韻

域において同定を行う方法である.本研究で問定の基礎として用いた複素コン

プライアンス，および従来の同定法の基礎であるひずみの時間応答の両者に対

して.PMMA材に関する 3種の粘弾性定数 E1. E 2.η2がどのような影響度

を持っているかを調べることは，それぞれの間定法の精度を考察する意味で興

味深い.そこで第 4章の図4.14で向定された粘弾性定数を基準櫨と考え， これ

と表6.1に示すような (1) E 1 を -20%--+20%， (2) E 2 を -50%--+50%， 

(3)η2を -50%--+50%の範囲で変化させた12通りの人工的なデータを用意

し，それぞれの場合について，複素コンプライアンス，および波動伝ばの解析

備を計算した.

表 6.1 変化させた粘弾性定数のデータ

Case El GPa I E2 GPa Iη2 HPa.sec 

① Standard 

⑦ -20% 

① -1ほ

5.25 

4.20 

4. 73 

g ;:2|;; 
① -5侃
① -20% 

① +207. 
5.25 

16.9 

16.9 

8.45 

13.5 

20.3 

@t?i i チ4
⑬ -507. 

⑪ -207. 

⑫ +207. 

⑬ +50% 

5.25 16.9 
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( 1) E 1の変化による影響

図6.6は E1 の変化による影響を示したもので，国 (a) は複素コンプライア

ンス J1， J 2 への影響を，また図 (b)は波動伝ばの解析植のなかで，最も変化

が顕著と思われる e4 ( t )に対する影響を.そ札ぞれ表したものである.なお

図(b)の計算にあたっては，第 4章図4.10の e1 ( t )を境界条件に用いた.

図(a)においては，複義コンプライアンスのそデル健を与える式

J 1 (ωμ よ十 E 2 1 
1 ¥ ~ I E 1 E 22十 (ωη 2)2

ωη。 l
J ?(ω)= ・

"" - J E 22 + (ωη2)2 

から容易にわかるように， J 1 のみが変化を示し， J2 は変化していない.一

方図(b)に関しては E1 の減少にしたがい，波の伝ば速度が小さくなり，波形

が遅れて現れてくるのがわかる.また，ひずみの最大値は，E 1 の減少によっ

て徐々に大きくなっている.叩 3要素面体モデルの瞬間弾性項を表す E1 は，や

はり波の伝ば速度に主として影響しているようである.

(2) E 2 の変化による55響

E2の変化による影響を同様に図6.7(a)， (b)に示す.図(a)において J2 に

対する影響が非常に顕著である.E 2 が減少するにつれ， ピークの位置が低周

波側へ移行するとともに， ピーク植は非常に大きくなってゆく J1 に関しで

も低周波域において，かなりの変化が認められる.これに対して図 (b)では，波

形の変化がほとんど現れず，最大値および波形後部でわずかに変化が生じる程

度である.

( 3 ) η2の変化による影響

図6.8(a)， (b)に η2の変化による影響を示す. 1翠(a)では，やはり J2の変

化が激しく，また J1 もかなり広い周波数範囲で変化している.一方，波動伝

ばの解析植を示した図(b)においては，図6.7(b)と同様，やはり η2の影響は

かなり小さいものである.
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図6.8(b)においては，粘性係数 η2の増加にともない e4 ( t )の最大韓が

上昇している.これは一見矛盾しているようであるが，実はそうではない.な

ぜならば，図6.8(討を見ればわかるように，減衰能を表す J21 J 1 は η2の

増加により小さくなっているからである.

(1)---(3)の結果を総合すると次のようなことが言える.すなわち， E 1 は

主として波の伝ば速度のような動的な弾性的性質を左右するパラメータであり，

模索コンプライアンスおよび波動の伝ぱの調者に，かなり大きく影響する.こ

れに対して E2，η2の 2つのパラメータは，粘弾性体の減嚢特性に関係する

量ではあるが，ひずみの時間応答にはほとんど影響しない.しかし，複素コン

プライアンスのような，周波数応答特性に対しての影響度は非常に顕著である.

第 4章の表4.2では， PMMA材の粘弾性定数 E1， E 2，η2に関する種々の研

究植が示されている.表4.2において E1の植はいずれもほぼ等しくなってい

るが E2.η2に関しては，時間嶺域において求めた各研究植の間にかなりの

相違が見られる E1 の植がほぼ一致しているのは，それが弾性的性質に関す

るパラメータであり，同定法によるひずみ速度差の影響があまり現れないため

であろう.一方 E2，η2の植がかなりばらついているのは，時間領域におい

ての E2.η2 の影響度が非常に小さいことが原因の 1っと考えられる.

このように粘弾性体の特性は，時期領域では鈍感であるが，周波数領域に対

しては非常に敬感である. したがって，動的荷量下での材料の粘弾性特性を同

定する場合，応力やひずみなどの時間的応答に基づいて，粘弾性モデlレ，粘弾

性定数を定めるよりも，複素コンプライアンス，複葉弾性係数のような，題波

数克、答特性を表す物理量をもとに間定を行う方が，比較的簡単でしかも高精度

の結果が期待できるものと思われる.

6・4 1]¥括

本章では，有限積分変換による 1次元粘弾性披伝ばの解析法を示し，これを

PMMA捧を伝ばする縦波およびねじり応力波に適用して，実験結果との比較
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から第 4章で関定された粘弾性モデルの妥当性を検証した.また，複素コンプ

ライアンスおよび波動伝ばの解析植に与える粘弾性定数の影響度について考察

し，第 3章のような周波数額域における粘弾性特性向定法の精度や利点、につい

て論じた.以下に，本章での結論を要約する.

( 1 )有限積分変換法を用いた 1次元粘弾性波伝ぱの解析法を訴した.解析

例は， PMMA材のような 3要素国体モデルについてのみ示したが，解析手法

自体は一般性を有しており，他の粘弾性モデルに対しでも通用することができ

る.そのような場合には，粘弾性モデルに応じて，微分演算子 P(D)，Q(D)

を変更すればよいだけである.また， Laplace変換や Fourier、変換を用いた解析

法に比べ，逆変換が容易なことが本解析法の大きな特長である.

( 2 )この方法を用いて，縦{襲撃試験における縦波，およびねじり衝撃試験

におけるねじり応力波の解析を行った.解析結果と実験結果は良好な一致を示

し，第 4章で同定された PMMA材に対する粘弾性モデルの妥当性，および動

的応力解析問題への有効性が確かめられた.

( 3 )複素コンプライアンス，およびひずみの時間応答のそれぞれに及ぼす，

各粘弾性定数の変化による影響度を調べた.その結果，粘弾性定数 E2，η2 の

ひずみの時間応答への影響度は非常に小さく，複素コンプライアンスへの影響

度の方が，はるかに顕著であることがわかった.これにより，本論文の第 3章

で提案したような，周波数領域における粘弾性特性向定法の利点を明らかにし

た.
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第 7章 粘弾性縦波に及ぼす横方向慣性の影響{問

7・1 はじめに

粘弾性棒内の応力波は，粘性変形に起因するエネルギ損失によって減衰・分

散が生じ，波形を変化させながら伝ばしてゆく.綿い粘弾性棒内の縦波に関し

ては，横方向慣性(棒の横方向の運動)を無視した 1次元初等理論に基づいて，

多くの実験，解析的研究がなされている.しかしながら，応力波長が短い場合

や，棒の径が大きい場合には，粘性による減衰・分散だけでなく，横方向慣性

によっても幾何分散が生仏初等理論では必ずしも正しく粘弾性特性が同定さ

れるとは限らない.

横方向'1賞性の効果は，弾性棒については古くから議論されており，厳密には

Pochhammer-Chreeの3次元理論(42)(93)-(96)によらなければならない.一方，近似

的に横方向f貫性を考慮、したものとしてLove-Rayleigh理論(97)(98)が知られている.

これらの理論を粘弾性棒に拡張する場合) Pochhammer-Chreeの理論では困難を

極めるのに対し) Love-Rayleigh理論の方は数学的には動的な 1次元問題とな

るため取扱いは比較的容易で，簡単な粘弾性モデルに関しては.すでにTestai99)

田中・元山(100)などの解析も報告されている.

本章においては，粘弾性棒内の縦波に及ぼす横方向慣性の影響を，実験，解

析によって調べる.解析的基礎は文献 (99)(100)と同様) Loveの仮定によって横方

向横性を考慮した運動方穂式である.試料には PMMA捧を想定し，これを第

4章の図4.14に示した 3要素間体モデルと板定する.波動の伝ばに対する横方

向境性の効果を解析すると同時に，従来報告されていない減表・分散の周波数

特性にも着目し，実験値と理論備の比較から，基礎式の妥当性や適用範囲を検

討する.また，縦波の伝ばから粘弾性特性を同定する場合に，横方向慣性が影

響せず，正しい特性が得られるための条件を明らかにする.
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7・2 運動方程式

Loveは，次のような近似的仮定を設けて，横方向慢性を考慮した弾性縦波の

方程式を導いた(97)(98)

【仮定] i ) 断閣は変形後も平面を保っている.

‘ δU :Y' 
11) U戸=νp一一一一-OX  . 

すなわち εvローレ ε:x:

ここで X.Y' は円柱鹿標系のそれぞれ，軸方向と半径方向の座標を示し， μ::c ) 

U r ， εぉ， εF はそれぞれの方向の変位とひずみを示す.またジはポアソン

比である. Loveの仮定のもとに) Hamil tonの原理より運動方程式を導き，軸方

向ひずみ sぉ(以下では添字 ωを省略する)に関して記述すると次のようになる.

o2 S ~ O2 e 1 δ 4ε  
ρ一一ァエロ E一一一γ 十一一 ρν 句 Z一一つ一一
ot2 ~-ÒX2 2' - ox‘ot 

(7.1) 

ただし， ρは材料の密度 E は縦弾性係数であり， α は棒の半径を示す.棒

の両端では自然境界条件として，次式が成立する.

1θ2ε  
d=Es十一一 ρνZαZ一一一三一

2 δt2 
(7.2) 

式(7.1).(7.2)を粘弾性捧に対して拡張するには) 5・4節で述べた対応関係を

利用して， E を粘弾性体の演算子ベア P(D)，Q(D)によって

E → Q(D)/P(D) 

と置き変えればよい. したがって，横方向慣性を考慮した粘弾性縦波の運動方

程式は式(7.1)より s 次のようになる.

2εδ2ε1  ^ _̂__. o4ε 
ρP(D)一一γ=Q (D)一一一一十一 ρν 2a2P(D)一一一一一一三 (7.3) 

o t 2δcむ2 2" - ~ '''' o∞2δ レ

また境界条件についても，同様に式(7.2)より，粘弾性棒の両端において，

P(D)戸 Q(D)ε止ρν 2a2P(D)笠ミー2' -" '--ot ι 
(7.4) 

が成立することになる.式(7.3)， (7.4)の両式において，右辺第 2項めが横方向
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慣性の効果を表しており，式(7.3)は αロ Oとすると横方向慣性を無視した l

次元粘弾性縦波の方程式[第 6章式(6.1)]，すなわち初等理論に一致する.

PMMA材のような 3要素国体モデルの P('D)，Q(D)は，

P(D)=E1+E2+η2D 

QCD)=E1E2+E1η2D I 

である.粘弾性定数の植には第 4輩図4.14に示されている

E 1 = 5. 25 GPa， E 2口 16.9GPa ， η2=2.13 MPa'sec 

を採用することにし， ρ および ν はそれぞれ表4.Hこ示した

ρロ=1. 183 X 103 kg/m3 ， ジヱ=0.365

の値を用いるものとする.

7・3 波動伝ばの解析

7・3・1 解析方法

長さ t.半掻 αの粘弾性棒が時刻 t= 0で静止していたものとし， ぉ =0に

おけるひずみ一時間関係が ε(0 . t )口幹(志)のように境界条件として与えら

れ，他端お口 Zを自由端とした場合の波動伝ばを，有限積分変換法によって解

析する.横方向慣性の効果として，式(7.3)の右辺第 2項が付加された以外は，

すでに 6・1節で示した初等理論に対する解析とほとんど同様であるので，以下

では概略のみを述べることにする.

有限積分変換を式<7， 3)に適用する際には，次の固有値問題の解 U11.( x) を

正規直交条件で規格化して，変換の核(kernel)として用いる.

(微分方程式〉

zJh(∞) = -il 11.2 U 11. (∞) (7.5) 

〈境界条件〉

Un(O)= Un(t)= 0 (7.6) 

ただし ，.111. は可付番無限{国(n= 1. 2，…)の留有憶である.なお δldx口() " 

δldtロ()の簡略記号を用いるものとする.

ハυ



式(7.3)に Un (∞)を乗じて犯 =0→ J で積分し，部分積分を行った結果

に， ε の境界条件

e(O， t)=ゆ(t ) 

Q(D)εct ， t)→ρν2α 2P(D)ε(t. t)口 O

および式(7.5)，(7.6)を代入し，さらに，

九(手)ヂ (x.t) 山 )dx (7.7) 

とおいて整理すれば， Y n (志)に関する常微分方程式

{ρ D2P(D)十 A)12Q (D)十よ ρν2α2，{ n2 D 2 P ( D )} Y n ( t ) 
2 

={Q(D)十 ν2α 2D2P(D)}的 (0)φ(志) (7.8) 

を得る.式(7.8)を初期条件

Yn(O)口 Yn( 0 ) = Y 11 ( 0 ) =…=0 

を満足するように解けば， ε(x，志)の解は，式(7.7)の逆変換として得られ，

e(x， t)=~Y l1 (t)'U l1(♂) 
n 

(7.9) 

と与えられる.

Un(x) は式(7.5)，<7.6)から容易に求めることができ，

Un(X)=!f sinAnx ， An=ヂ (7.10) 

である.一方，式(7.8)の解 Yn(t) は， ゆ(志)が簡単な初等関数の時は解析

的に解くことができる.ここでは，実験から φ(志)が数値的に与えられるよ

うな場合にも適用可能な， Runge-Kutta-Gill法によって数値的に解く.

7・3・2 解析結果

P(D)=l， Q(D)=E とすれば，特殊な場合として，弾性棒についても解
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析することができる.図7.1に (a)弾性捧， (b)粘弾性棒(PMMA棒)の両者

について， 波動伝ばの様子を比較して示す.横軸は無次元時間 t C.rIα で表

している. CJ はl次元波の波頭伝ば速度で，弾性棒では C.f口 Co口 JETp-，

3要素留体モデルの粘弾性棒では C J = ，f"i!J--;JPとなる. 境界条件 ε(0， t ) 

zφ( t )には， 立ち上がりが無次元時間で 1， 大きさが εoのランプ状波形

を椴定した.

弾性棒， 粕弾性棒いずれも， 横方向慣性を考慮すれば，初等理論の波形(破

線で示す.) 上に周期的な振動が重畳されることがわかる.弾性棒では，横方向

慣性のみによる分散のため，伝ばするにしたがい重畳される撮動は周期を長く

しながら発達してゆく. 一方，粘弾性棒では， 粘性の効果によって振動がかな

り抑制され， 半筏の約100倍程度まで松ばすると.初等理論との鷲巽がほとんど

なくなってくる. また， 弾性棒，粘弾性棒両者とな横方舟慣性によって立ち

上がりが鈍イとしていることがわかる.

7・4 減衰・分散の周波数特性

8 (ぉ.t )をパルス状の局在波と仮定し， 運動方程式(7.3)にFourier変換を

施し整理すれば， 次式を得る.

d2 

[{ 1 -h ρω2J(ω)}一一一+ρω2J (ω)] e (X，ω)= 0 
dx2 

(7.11) 

ただし， h=ν2α2/2 である. また， J (ω) は綾素コンプライアンスで

と与えられる.

P(i ω) 
J(ω) = J tCω)-iJ2(ω)口一一一一一

ιQ(i  ω) 

PMMA材のような 3要素詔体モデノレの場合，

E 

E 22十 (ωη2)2
山 )1t+ 

J 2(ω)口一τ竺竺三一一一
'" -/ E 22 + (ωη2)2 

-1 04-

J 1. J 2 は，



のようになる.

さて，式(7.10の半無限長棒に対する解は，第 3章式(3.8)と同様，

e(に， ω)=8(0，ω)'exp {一(α 十三 f)x} (7.12) 

の形となる.α とfはそれぞれ，減衰係数，速度係数で，角周波数ωの関数で

ある.式(7.12)を式(7.11)に代入し， αとfについて解けば，次のような結果

を得る.

α2 
" ，.、 2

こニヌ(-J 1十 K.IJI+たρω2・IJI2) 
2K2' -~ (7.13) 

f2口 l竺:(J1+K-idl-hρω2・IJI2)
2K2'~' 

(7.14) 

ここで， K (ω)および IJIはそれぞれ，

K 2(ω)口 (1-h ρω2 J 1)2十{た ρω2J 2)2 

IJI=.J J 12+ J 22 

である.また，位相速度 c(ω) は f(ω) と c =ω/f という関係にあるか

ら，次のようになる.

c2 
2 K2 ，;' (J 1 + K .IJI-h ρω2・IJI2)-1 (7. 15) 

式(7.13)"'<7.15)は，弾性棒に対しでは J1
口 lIE，J2=0とすればよく，

また横方向慢性を無視するのであれば α=0(すなわち h= 0， K口 1)とす

ればよい.いま，簡単な例を述べると，たとえば弾性棒においては，横方向慣

性を考慮するか否かにかかわらず，式(7.13)は α=0 となり減衰は生じない.

さらに，横方向慣性を無視すれば，式<7.15)は c2=E/ρ となり弾性縦波に

対する初等理論の結果と一致する.図7.2は，基礎式<7.3Hこ含まれるこのよう

ないくつかの場合について，減衰係数 α(ω)，速度係数 f(ω)，および位相

速度 c(ω)の，角周波数ωに対する定性的横向を示したものである.図中に

おいて「太い」とは横方向慣性を考慮することを，また「細い」とは横方向憤
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国7.2 減衰・分散の定性的特徴

性を考慮しないことを，それぞれ意味する.なお，粘弾性体には 3要素盟体モ

デルを仮定している.

図7.3は，粘弾性棒(PMMA棒)の半径αをパラメータとして，減衰係数およ

び位相速度と，周波数との関係を，式(7.13)，(7.15)に基づいて求めたものであ

る.αおよび Cいずれも， αが大きくなるにつれて，また，周波数が高くなる

につれて，語、i敢に初等理論(α 口 9の曲線)との差が大きくなり，横方向慣性の

影響が顕著になることがわかる.しかしながら， α'7" 2 cmの曲線について考え

れば，約10kHz以内の周波数範囲においては，初等理論との差異がほとんど見
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棒の半怪 α横方向慣性が無視できるための条件を，この場合，られていない.

によって表すと， α/J1 = α・f/ C < 0.1 α/J1 による無次元周波数A と波長

の条件が満たされていれば，初

正しい粘弾性特性が求められることになる.

α/ J1 < 0.1 したがって

等理論によって妥当な解析が行え，

は周波数)となる.(f 
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7・5 実験

7・5・1 実験方法

試料は市販の PMMA棒であり，産径は図7.4のように， 80mmおよび 15mm

(すなわち半径 α=4 cmおよび αエコO.75cm)の2種類とした.実験方法は，

第 4章図4.4と同様である.試料の一端に空気圧で加速されたストライカで衝

撃を与え，圧縮波を発生させる.波動伝ばの様子を 20cmごと計 4笛所のひず

みゲージで検知し，デジタ lレ・メモリからマイクロ・コンピュータに転送させ

て計算に初用する.なおストライカには試料と関じく， PMMA棒を用いた.

1500 

300 

o 
r、J

STRAIN GAG正S

(a)α ロ 4cm試料

2000 

200 

o 
p寸

STRAIN GAGES 

(b)α= O. 75cm試料

図7.4 試料形状と測定点の位置
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日. sca1e: 

V. scale: 87.011m/m/div. 
H. sca1e: 100 llsec/div. 

(a)ストライカ長さ 40cm (b)ストライカ長さ 4cm

図7.5 αロ 4cm試料のひずみ波形

7・5・2 実験結果

関7.5は，半径αが4cmの太い試料を用いたときの衝撃試験結果である.ス

トライカ長さが 40cmの図7.5(a)の場合，横方向慣性によって立ち上がり直後

に周期的振動が現れ，伝ばにしたがい小さくなってゆくのがわかる.図7.l(b)

に示した解析結果に比べ，重畳される振動の振幅が小さいのは，立ち上がり時

闘が無次元時閣 tC J/α に換算して約 3 (実時間 tでは約60μsec) と，解

析での値 1に比べ，かなりゆるやかなためである.一方，ストライカの長さが

4 cmの図7.5Cb)の場合は，波形はパルス状となり，立ち上り麗後に周期的振動

が生じる時間的余裕がないため，除荷後に振動が現れている.図7.5(a)に比べ

振動の搬幅が大きいのは，負荷と除荷の効果が問時に作用するためと思われる.

また，波形のピーク植は減少，パルス幅は増大しており，明らかな減嚢・分散

口
同
dハ

υ



が認められる.

内藤・台丸谷(101)は，鋼の丸棒を試料に用いて衝撃実験を行い，衝撃端付近で

は重畳される振動に高次モード的な不規則性が生じ，半径の数十倍程度の距離

を伝ばすると，その不規則性が消失することを報告している.図7.5(a)におい

て，衝撃端から 30cmの第 1番目の波形には，振動にこのような不規則性がみ

られる. しかし，第 3番目以降ではほとんど観察されていない.すなわち鋼棒

に比べ， PMMA棒の場合は，粘性のー強果によって不規則性の消失が比較的速

いようである.

図7.6は半径 αが O.75cmの細い試料に，長さ 4cmのストライカを衝撃させ

たときの結果である.粘性によって，波形のピーク健は減少し，パルス幅も増

大するが，有意な周期的披動は観察されておらず，横方向慣性はほとんど影響

していないと言える.

V. sca1e: 220μm/m/div. 

H. sca1e: 100ぃsec/div.

函7.6 α口 O.75cm試料ひずみ波形
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7・8 実験憶と理論植の比較

7・6・1 波動伝ぱ

横方向慣性がほとんど影響しない α=0.75cmの細い試料を，十分長いスト

ライカで街撃すると，ほぽランプ状に近い波形が観測される.能撃端ではその

特異性のため，ひずみ波形を正確に測定するのは罰難であるが，図7.5の太い

試料の場合も，同様なランプ状波形が端面に入力されていると予測される.そ

こで図7.5(a)の4個の波形から，衝撃端のひずみ一時間関係を図7.7~こ示す m

= 0 mの波形のように推定し，これを境界条件 8( 0 ，志)= o (志)として波動

の解析を行い，実験値と比較した.

弾性棒に関しては，実験，もしくは 3次元厳密解明)(96)よりも，近似解である

Love-Rayleigh解の方が，重畳される振議の賭期が短いことが一般に知られてい

る. 図7.7に示した粘弾性棒の場合も同じく，実験よりもLoveの仮定に基づく

解析のほうが，やや周期が短いようである.しかし，そのような細部を言及し

なければ，横方向慣性の惣巣や全体的{噴向はよく表されており，衝撃応答に対

する基礎式(3.3)の有効性が韓められる.

7・6・2 減産・分散の周波数特性

( 1 ) 減嚢係数と位相速度の実験的決定法

α= 4 cmの図7.5(b)，および α=0.75cmの図7.6のそれぞれから，減嚢係

数α(ω) と位相速度 c(ω)を，以下のように実験的に決定する.

試料上の 4箇所のひずみ一時間記銀 εd(土)口 ε(Xd，t)(j口1， 2， 3， 4)の

それぞれめFourier‘変換 ed (ω)= B (Xd，ω)を計算して，式(7.12)にあては

めると，

e d (ω)= S o(ω) .exp{一(α+i f)ぉd} (7. 16) 

となる.ただしこの場合 Xd の療点は試料上の第 1番目のゲージの位置とす

る.式(7.16)の絶対値 1e d (ω)1 より減嚢係数 α(ω)を，また位指角より速

度係数 f(ω) を最小ニ乗法を用いて次のように定める.
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<1.17) 

さらに，c (ω)ロ ω/f(ω) の関係を使い，位相速度を決定する.

( 2 ) 実験植と理論績の比較

図7.8(a)，(b)にそれぞれ，減衰係数および位相速度の実験健を，理論値と比

較して示す.位相速度 c~こ比べて減衰係数 α は，形状的，材質的不均一性

に実験植が大きく左右されると思われる. したがって，全般的に Cよりも αの

方が実験値，理論f車両者の差異が大きいようである.ただし， 4kHz付近の α

の不一致は実験的誤差ではなく，その周波数域において PMMA材が， 3要素

国体モデルと異なった挙動を示す(4.4節関4.13参照)のが原因と考えられる.

C および α の両者に関し， αロ o. 75cmの実験植の傾向は， 0......14kHzの

舟波数全域において，初等理論によってほぼうまく表されている. したがって

4.4節において，号、固い PMMA棒に対する実験データを，初等理論に基づき解析

したことによって求めた単軸成分の粘弾性特性は，妥当なものと雷える.

一方， α=4cmの太い試料に関する実験植は，周波数が 10kHz程度までは理

論による予測とかなり一致している.しかし， 10kHzを越えると定性的領向こ

そ類似してはいるが，備には差が生じ始めている. したがってこの場合，基礎

式(7.3)，あるいは式(7.13)'""-'C7.15)によって，横方向慢性の影響を論じること

ができるのは，周波数が 10kHz緯度まで，すなわち半後 α と波長 A によっ

て無次元調波数に換算すれば α/11<約0.2の範囲内が限度と考えられる.

7・7 小括

本章においては，粘弾性縦波に及ぼす横方向慣性の影響を，ひずみの時間的

応答(波動の伝ば)，および減衰・分散の舟波数特性の 2つの観点から，実験，

解析によって調べた.また，第 3章で示したような，初等理論に基づく単軸粘
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弾性特性の同定法が，有効となる範囲を明らかにした.以下に本章の内容を要

約する.

( 1) Loveの仮定によって横方向慢性を考醸した粘弾性縦波の運動方程式を

導き，波動の伝ばを解析する手法を示した.

( 2 )横方向慣性の効果は，初等理論による l次元波形上に重畳される隠期

的振動として現れる.賭期的振動は，弾性棒では徐々に発達してゆくが，粘弾

性棒では伝ばにしたがい次第に消失してゆく.

( 3 )運動方程式に Fourier変換を適用し，減衰係数および位相速度に対す

る横方向慣性の影響を定量的に調べた.その結果，横方向慢性の影響は，半径

が大きいほど，また周波数が高いほど顕著になることを示した.また，初等理

論に基づく縦波の実験・解析から，単軸成分の粘弾性特性が正しく求められる

条件は，棒の半径を α，波長を A とした場合， α/ A <約 0.1の範囲であ

ることを明らかにした.

(4) PMMA棒を試料とした実験を行って，… Loveの板定に基づいて横方向

慎牲を考慮した運動方程式の妥当性を検証した.波動の解析植は，実験で得ら

れた波形とほぼ一致しており，衝撃応答問題に対する基礎式(運動方程式)の有

効性が確認された.また， α/ J1 <約 0.2の条件が満たされれば，基礎式によ

って妥当な減衰・分散特性が得られることがわかった.
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第 8章総 括

本論文は，衝撃を受ける材料の粘弾性特性および構成方程式を求めるための

新しい方法を確立するとともに，その妥当性，有効性について研究したもので

あった.新しい方法を確立するにあたっては，第 l章で述べたような従来の粘

弾性特性同定法に内包されていた次のような諸問題を検討し，改善するのが目

的の lつでもあった.

【従来の方法の問題点】

1) 構成則あるいは粘弾性モデルの形を，材料に対してあらかじめ仮定

しておく必要があること.

2) 波動の伝ばを解析する手段，および最適化法などによって解析憶を

実験値に一致させるための繰り返し計算が必要であること.

3) 粘弾性体の特性が，比較的鈍感に現れる時期額域において，同定を

1=rっていること.

4) 3次元的な粘弾性特性を調べた研究がほとんどなく，さらには 3次

元構成方韓式を提案した例がなかったこと.

5) 縦波{云ば(縦街撃試験)の実験・解析から単軸の粕弾性特性を調べ

た研究が多く報告されていたが，その場合，横方向慣性の影響につ

いての検討が十分なされていなかったこと.

これらの問題点のなかで 1)，2)については，それを解決する新しい粘弾性

特性同定法を第 3章で提案し，実際の適用例を第 4章に示した. 3)に関して

は第 6章で論じ，従来のような時間領域での間定法に比べ，本方法のような周

波数領域での同定法の方が有利であることを明らかにした.また， 4)， 5)に関

しては，それぞれ第 5章，第 7章において検討されており，全体として研究目

的は達成されたものと思う.以下に第 l章から第 7章までの内容，および研究

成果を要約する.
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第 l章では，従来の粘弾性特性向定法の開題点を指摘し，本研究の意義につ

いて述べた.また，研究に必要な線形粘弾性理論の知識を第 2章で概説した.

第 3章では，粘弾性棒中の縦波またはねじり応力波の伝ぱに Fou!、ier周波数

解析を適用して，単軸応力状態あるいは単純せん断状態での複素コンプライア

ンスを求め，そのj習波数に対する横向に基づいて粘弾性モデノレを同定する実験

的解析手法告示した.この方法においては，粘弾性波伝ぱの現象的事項は複素

コンプライアンスを定める際に用いる公式の中に組み込まれているため，従来

のように粘弾性モデルの種類を仮定して波動を解析する必要はなく，実験波形

との一致を実現するための繰り返し計算も不要である.本方法の特徴は，粘弾

性体の振動を扱うために用いられてきた複索コンブライアンスのような周波数

応答特性を，波動伝ばという衝撃現象に取り入れたことである.粘弾性モデル

の種類を実験データに基づいて判断でき，さらにはその際の，近似の度合いを

認識できることは，従来の方法にはなかった大きな利点となっている.

*鑓衝撃およびねじり衝撃の両実験を行い，第 3章で提案した同定法を実際に

適用することにより第 4章では， PMMA材と数離の金属材料についての l次

元粘弾性特性を同定した.その結果， PMMA材の単軸およびせん断に関する

動的挙動は，両者とも広い周波数範簡において， 3要素闘体モデルによって近

似できることを明らかにした.高減衰能合金の単軸挙動に対しではそれぞれ，

Mn-Cu合金では o，...... 30kHz， F e-C r-A 1合金では o，....， 15 kHzの限られた周波

数範囲内において 4要議流体モデルが適用でき，鍋に対しては Maxwel1流体モ

デルが適用できることを明らかにした.また，それぞれの材料について，粘弾

性モデルの定数を定めた.

第 5章では PMMA材の粘弾性特性を 3次元的に評価する目的から，弾性一

粘弾性聞の対応関係に基づき，単軸およびせん断の両者に対する複素コンプラ

イアンスを組み合わせて，複素ポアソン比と複素体積弾性係数を求めた.その

結果，按素ポアソン比に関しでは一定の実数として扱うことができ，一方複嚢

体積弾性係数についても，近似的には一定の実数とみなせることを明らかにし

po 



た.また，ポアソン比を一定の実数とし， これと単軸応力状態についての微分

演算子ベアとを用いて，一般的かっ実用的な形で 3次元粘弾性構成方程式の定

式化を行い，種々の動的応力解析問題に供し得るようにした.

有限積分変換法による l次元粘弾性披伝ぱの解析法を第 6章で示した.この

方法を用いて，縦健撃，ねじり衝撃の時実験で観測された波動について解析し

た.解析波形と実験波形とは良好な一致を示し，同定した粘弾性モデルの妥当

性，および衝撃応答問題への有効性が検証された.また，粘弾性定数の影響度

は，ひずみの時間的応答に対しては極めて小さいけれども，複素コンプライア

ンスに対しては非常に顕著であることを明らかにし，本論文で提案したような，

周波数領域での粘弾性特性同定法の利点について論じた.

第 7章においては， Loveの披定によって横方向慣性を考慮した運動方程式の

もとに，粘弾性縦波に及ぼす幾何分散の影響を調べ，初等理論に基づいた実験・

解析から正しく粘弾性特性が求められるための条件について検討した.ひずみ

の時間的応答において，横方向1慢性の影響は l次元波形上に重畳される周期的

振動となって現れ，弾性棒の場合に比べ，すみやかに消失することを示した.

減衰・分散の潤波数特性に対しては，棒の半掻が大きいほど，また関波数が高

くなるほど，横方向慣性の影響が顕著になることを示した.これより，初等理

論による実験・解析から正しく粘弾性特性が同定されるための条件は，棒の半

径を α Jii$力波の波長を A とした場合， α/ .11 <約 0.1の範囲であることを

明らかにした.また，実験と解析の比較から， Loveの仮定によって横方向J慣性

を考癒することの有効性は α/.11く約 0.2までが限度であることを明らかにし

た.

可，
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