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指数アトラクタ

八 木 厚 志

1 序論

自己組織化とかパターン形成など，時間と共に変化するシステムの動態は，システムを構成する個

体についての拡散や個体間の相互作用などを含んだ動力学として考えることができる．時間発展の過

程がマクロな視点から抽象化して表現できた場合，それらは多くの場合において非線形拡散方程式系

としてモデル化することができる．このようにして立てられた非線形拡散方程式系が各初期関数につ

いて大域解を有するとき，モデル方程式から決まる力学系が定義される．このような力学系の構造を

調べることにより，方程式系の解の漸近挙動を明らかにすることができる．

1994年，Eden–Foias–Nicolaenko–Temamは無限次元力学系における極限集合の新しい概念とし

て指数アトラクタを導入した．この極限集合は，Babin–Vishikによる正則アトラクタの概念とも関

係があるが，1) グローバル・アトラクタを含むコンパクト集合で有限なフラクタル次元を有する，2)

正方向の不変集合である，3) すべての軌道を指数的に引き寄せる，という 3条件で特徴付けられる．

グローバル・アトラクタはコンパクトな正・負両方向の不変集合ですべての軌道を引き寄せる極限集

合として定義される．しかし，有限次元とは限らないし軌道の引き寄せも指数的とは限らない．極限

集合で最も望ましいものは慣性多様体である．慣性多様体は有限次元 Lipschitz多様体で正不変かつ

すべての軌道を指数的に引き寄せる集合として定義される．慣性多様体が存在する場合は，軌道の挙

動は漸近的に有限次元慣性多様体内の力学系に帰着されることになる．しかし，慣性多様体を構成す

るための簡便な方法は知られていない．方程式系の線形部分の作用素のスペクトルに関するギャップ

条件が成り立つときに慣性多様体が構成できる．指数アトラクタは，慣性多様体ほど好ましい性質は

有しないがそれに比較してはるかに簡単に構成することが可能である．フラクタル次元が有限な集合

は，適当な有限次元空間の集合に線形写像により埋め込まれかつその逆写像が Hölder連続となるこ

とが一般的に知られている．

グローバル・アトラクタは，正・負両方向の不変集合であるため，周期パターンなどを除き，時間

と共に発展するようなパターンに対応する軌道を含むことはできない．指数アトラクタは (慣性多様

体はなおのこと) 有限次元空間内に埋め込まれるという意味においてシステムの自由度の絞り込みを

意味する．このことは，Hakenが Synergeticsの中で述べた，大多数の変数は限られた変数に従属し

限定された自由度のみが活性化するという隷属化原理と対応させて見ることができる．指数アトラク

タのもう一つの好ましい性質は，パラメータに対する連続性である．適切に構成することにより，シ

ステムを制御するパラメータの変動に対して集合の距離の意味で連続的に変化するような指数アトラ

クタを構成することができる．Nicolis–Prigogineによる散逸構造によれば，システムの制御パラメー

タが増大するにつれて出現する構造は益々複雑なものへと変化する．これを指数アトラクタに対応さ

せて見ると，アトラクタ次元は増大するものの構造自身は連続的に変化し構造的な安定性は維持され

るということを意味する．このような特性は，与えられたパラメータに対して一意的に定まるグロー

75



188 論 説

バル・アトラクタはもち得ないものである．

自己組織化するシステムは，システム内で起こるゆらぎや確率的に起こる事象，システムに加わる

摂動などの影響を受けることなく安定性をもって一定の構造を発現すると考えられている．このよう

な性質はロバスト性と呼ばれる．自己組織化するシステムに対しては拡散モデルが立てられ，それら

から定まる多くの力学系において指数アトラクタの存在を示すことができる．一方で，指数アトラク

タの有する特性，有限次元性，全軌道の指数的誘引，パラメータ連続依存性などを考えると自己組織

化システムのロバスト性と対応する力学系の指数アトラクタの存在とが関連性をもって見えてくる．

Eden–Foias–Nicolaenko–Temamは指数アトラクタの概念の導入と同時に同アトラクタを構成する

ための方法を示した．それは，基礎空間が Hilbert空間の場合に，非線形半群のスクイーズイング性

から指数アトラクタを構成するというものである．さらにスクイーズイング性は，モデル方程式の係

数作用素が自己共役作用素の場合，係数作用素のスペクトル・ギャップ性から検証できる．しかし，

特別に好条件な場合しか適用できない方法である．その後 2000年に Efendiev–Miranville–Zelikは，

一般の Banach空間で，非線形半群が縮小写像のコンパクト摂動であるという条件から指数アトラク

タを構成する方法を見出した．この条件は非常に一般的で，散逸性と解の平滑化作用をもつすべての

モデル方程式について検証できる条件である．論理的観点からは，Hilbert空間ではスクイーズイン

グ性と縮小条件のコンパクト摂動は同等であることが分かっている．しかし，スクイーズイング性か

ら構成された指数アトラクタについては，他方に比べより明示的にフラクタル次元の評価を与えるこ

とができる．しかし，このように得られた次元情報をどのように活用するかは今後の課題である．

本稿の目的は，抽象放物型発展方程式を使って，その方程式から定まる力学系の構成方法，非線形半

群について縮小条件のコンパクト摂動およびスクイーズイング性を検証するためのストラテジーを述

べることである．吉田により創始された解析的半群の理論，Sobolevskii，加藤・田辺により築かれた

線形発展方程式論に基づき非線形抽象放物型発展方程式の理論が形作られている．これらの理論にお

ける解の表示方法を利用することにより，非線形半群の示すべき性質を直接的に検証することができ

るのである．このような一般的論法は，実現象のモデル方程式に対して容易に応用することができる．

2 無限次元力学系

複素 Banach空間X を考え，そのノルムを ‖ · ‖ と表す．X をX の部分集合とする．X はノルム

‖ · ‖ から誘導される距離 (d(U, V ) = ‖U − V ‖, U, V ∈ X ) により距離空間となる．0 ≤ t < ∞ を

時間変数とする．各 tについて，X を定義域かつ値域とする非線形作用素 S(t) が定まっており以下

の 3条件：

(1) S(0) = 1 (1は X の恒等写像)，

(2) S(t)S(s) = S(t + s), 0 ≤ s, t < ∞ (半群性)，

(3) G(t, U) = S(t)U により定義される写像 G : [0,∞)× X → X は連続

が満たされているものとする．このとき作用素族 {S(t)}0≤t<∞ を X 上の連続半群と呼ぶ．連続関

数 S(·)U ∈ C ([0,∞);X ) の軌跡を始点 U ∈ X から発する軌道という．さらに，このような軌道の

全体を (S(t),X ,X) と表記し，相空間を X，半群を S(t) とする力学系と呼ぶ．また，X を全体空

間という．

力学系 (S(t),X , X) を考える．相空間内の点 U ∈ X について，S(t)U = U が成り立つとき U を
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指数アトラクタ 189

S(t) の不動点といい，すべての 0 ≤ t < ∞ について S(t)U = U であるとき U を力学系の平衡点と

呼ぶ．もっと一般に，A ⊂ X について，S(t)A ⊂ A が成り立つとき A を S(t) の正不変集合とい

い，すべての 0 ≤ t < ∞ について S(t)A ⊂ A であるとき A を力学系の正不変集合と呼ぶ．

次に，吸収と誘引という 2つの概念を導入する．2つの部分集合 A ⊂ X , B ⊂ X について，ある時

刻 t0が存在し S(t)B ⊂ A がすべての時間 t ∈ [t0,∞) について成立するとき，A はBを吸収すると

いう．他方，A の任意の ε-近傍 Wε(A ) がBを吸収するとき，A はBを誘引するという．Hausdorff

の擬距離 (h(A, B) = supU∈A infV ∈B d(U, V )) を用いると，このことは limt→∞ h(S(t)B,A ) = 0

と表現できる．

力学系 (S(t),X ,X) の平衡点 U を考える．U の適当な近傍W が U に誘引されるとき，すなわち

limt→∞ h(S(t)W , U) = 0 が成り立つとき U は漸近安定であるという．他方，任意の ε > 0 につい

て適当な U の近傍 W が存在して lim supt→∞ h(S(t)W , U) ≤ ε となるとき，U は安定であるとい

う．漸近安定であれば安定である．安定でないとき，U は不安定であるという．したがって，U が不

安定であるとは，ある ε0 > 0 が存在しどのような近傍W についても lim supt→∞ h(S(t)W , U) ≥
ε0 が成立することとなる．

最後に 2つのアトラクタ，グローバル・アトラクタと指数アトラクタの定義を述べる．

定義 1 力学系 (S(t),X , X) を考える．集合 A ⊂ X が以下の 3条件：

(1) A はX のコンパクト集合，

(2) すべての 0 ≤ t < ∞ について，S(t)A = A (A は正・負不変集合)，

(3) A は X のすべての有界集合 B を誘引する，すなわち limt→∞ h(S(t)B,A ) = 0

を満たすとき，A は力学系のグローバル・アトラクタと呼ばれる．

グローバル・アトラクタは存在すれば一意的である (実際 2つのグローバル・アトラクタ Ai (i =

1, 2) が存在するとすると h(A1,A2) = limt→∞ h(S(t)A1,A2) = 0，同様に h(A2,A1) = 0，これよ

り A1 = A2)．グローバル・アトラクタの存在定理については Temam [42] を参照．

定義 2 力学系 (S(t),X ,X) を考える．(S(t),X ,X) はグローバル・アトラクタ A を有するとす

る．集合 M ⊂ X が以下の 3条件：

(1) M はX のコンパクト集合で A ⊂ M ⊂ X，M は有限フラクタル次元をもつ，

(2) すべての 0 ≤ t < ∞ について，S(t)M ⊂ M (M は正不変集合)，

(3) M は X のすべての有界集合B を指数的に誘引する，すなわち h(S(t)B, M ) ≤ CBe−kt, 0 ≤
t < ∞ ここで k > 0 は B に依存しない指数，CB > 0 は B に依存する定数

を満たすとき，M は力学系の指数アトラクタと呼ばれる．

指数アトラクタは存在しても一意的とは限らない．実際，M が指数アトラクタであり各作用素 S(t)

が Lipschitz連続とすると，任意の T > 0 について MT = S(T )M ⊂ M も指数アトラクタとなる．

3 指数アトラクタ

本節では指数アトラクタに関わる基本的な性質について述べる．その前に一つの簡単な例について

考察しよう．常微分方程式の初期値問題
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190 論 説⎧⎨⎩
du

dt
= u2(1− u), 0 < t < ∞,

u(0) = u0

を考える．各初期値 u0 ∈ Rに対して大域解 u(t;u0)が存在する．相空間を X = R，半群を S(t)u0 =

u(t;u0) と置くと (S(t),R, C) は力学系を定義する．この力学系は不安定平衡点 {0} と安定平衡点
{1} をもち，さらにグローバル・アトラクタ [0, 1] をもつ．グローバル・アトラクタ [0, 1] の誘引オー

ダは O(t−1) なのでこれは指数アトラクタではない．任意の正数 δ > 0 について [−δ, 1] を考える．

これは正不変集合であり，初期値 u0 < 0 から発した軌道 S(·)u0 は [−δ, 1] に吸収され，一方 u0 >

1 から発した軌道は指数オーダで [−δ, 1] に誘引されることから [−δ, 1] は指数アトラクタである．次

に，パラメータ 0 < ξ ≤ 1 を導入して初期値問題⎧⎨⎩
du

dt
= u2(1− u) + ξ, 0 < t < ∞,

u(0) = u0

を考える．この初期値問題も同様に力学系 (Sξ(t),R,C) を定める．しかし (Sξ(t),R, C) は安定な

平衡点 {uξ} (ただし uξ は方程式 u2(u − 1) = ξ の実数解) のみをもち，同時に {uξ} はグローバ
ル・アトラクタとなる．このようにグローバル・アトラクタはパラメータの変化 (今の場合 ξ → 0)

に対して一般に上半連続 (limξ→0{uξ} = {1} ⊂ [0, 1]) にしかならない．今の場合，指数アトラクタ

を考えると，[−δ, uξ] が (Sξ(t),R, C) の指数アトラクタであることに注意すると limξ→0[−δ, uξ] =

[−δ, 1] のように，連続的に変化する指数アトラクタをとることができる．このようなパラメータに対

する連続的な依存性は，一般的な枠組みの中で示される指数アトラクタの性質である (後述の定理 6

参照)．

X のコンパクト集合 M についてそのフラクタル次元 d(M ) は次のように定義される．任意の正数

ε > 0 に対して M は有限個の半径 εの球により被覆される．被覆に必要な半径 εの球の最小個数を

Nε とする．このとき

d(M ) = lim sup
ε→0

log Nε

− log ε
(1)

と定義される．フラクタル次元が有限な集合については，次の意味で有限次元空間に埋め込むことが

できることが知られている (Hölder–Mañéの定理)．

定理 1 X は実 Banach空間，M は X のコンパクト集合で d(M ) = d < ∞ とする．整数 N >

2d をとる．すべての指数 0 < α < (N − 2d)/[N(1 + d)] と (無限次元測度の意味で) ほとんどすべ

ての有界線形作用素 π :X → RN について，πは M 上 1対 1となりかつ

C‖πU − πV ‖α ≥ ‖U − V ‖, U, V ∈ M

が成り立つような定数 C > 0 が存在する．特に，ほとんどすべての有界作用素は M 上 1対 1となり

かつ π−1
|π(M ) は指数 αで Hölder連続となる．

本定理は Hunt–Kaloshin [20] により示された．また，Hölder–Mañéの定理のこのような定式化も

同論文による．

3つの Banach 空間 Z ⊂ Y ⊂ X を考える．これらの間にノルムの補間式
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指数アトラクタ 191

‖u‖Y ≤ D‖u‖θ
Z‖u‖1−θ

X , u ∈ Z, 0 < θ < 1 (2)

が成立するものとする．このとき，次の定理が成立する．

定理 2 3つの Banach空間 Z ⊂ Y ⊂ X は (2) を満たすものとする．(S(t),X , X) は指数アトラ

クタ M を有し，X は Z の有界集合とする．このとき，M は (S(t),X , Y ) の指数アトラクタともな

る．さらに，dY (M ) ≤ (1− θ)−1dX(M ) が成り立つ．ただし dX(M ) (dY (M )) は M のX (Y ) に

おけるフラクタル次元を表す．

本定理は定義より直接証明することができる．

力学系 (S(t),X , X) および平衡点 U を考える．U における安定多様体および不安定多様体はそれ

ぞれ

M−(U) = {U0 ∈ X ; lim
t→∞

S(t)U0 = U},

M+(U) = {U0 ∈ X ; ∃U : (−∞, 0]→ X ,

S(t)U(−τ) = U(t− τ) (0 ≤ t ≤ τ), U(0) = U0, lim
t→∞

U(−t) = U}

により定義される．定義よりすべての 0 ≤ t < ∞ について

S(t)[M−(U)] ⊂ M−(U), S(t)[M+(U)] = M+(U)

が成立することが直ちに確かめられる．すなわち，安定多様体は正の不変集合であり不安定多様体は

正・負の不変集合である．さらに，(S(t),X ,X) が指数アトラクタ M を (したがってグローバル・ア

トラクタ A も) もてば

M+(U) ⊂ A ⊂ M

が成り立つ．この事実より，不安定多様体 M+(U) が滑らかな多様体となる場合には

d(M ) ≥ d(A ) ≥ dim M+(U) (3)

のように指数アトラクタの次元を下方より評価することができる．

以下，M+(U) が滑らかな多様体となるための十分条件について考察する．このために先ず相空間

は全体空間に一致する (X = X) とする．さらに，適当な時刻 t∗ > 0 があって作用素 S∗ = S(t∗)

は平衡点 U の近傍において C 1+θ (0 < θ < 1) 級であるとする．U での Fréchet微分を [S∗]′U で表

す．次の 2条件を仮定する：

(1) [S∗]′U のスペクトルは単位円により分離される，すなわち

σ([S∗]′U) ∩ {λ ∈ C; |λ| = 1} = ∅.

(2) 上記のスペクトル分離により誘導される空間分割を X = Xi + Xe，作用素分割を [S∗]′U =

Si + Se とする．すなわち，σ(Si) = σ([S∗]′U) ∩ {λ; |λ| < 1} かつ σ(Se) = σ([S∗]′U) ∩
{λ; |λ| > 1} とする ([21, Theorem 6.17] 参照)．この分解において Xe は有限次元空間とな

る．

これら 2条件が成り立つとき，U は双曲型平衡点といわれる．双曲型平衡点 U の不安定多様体は U
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192 論 説

の近傍において滑らかな多様体として表現できる．

定理 3 U を力学系 (S(t),X, X) の平衡点とする．S(t∗) は U の近傍において C 1+θ (0 < θ < 1)

級，さらに U は双曲型とする．このとき不安定多様体 M+(U) は U の近傍において C 1+θ 級の多様

体として表現できる．この近傍において dim M+(U) = dim Xe となる．

この表現定理はWells [45] による．さらに，Temam [42, Theorem 3.1] にも詳しい解説がある．

4 縮小条件のコンパクト摂動

(S(t),X ,X) を Banach空間X における力学系とする．この力学系が指数アトラクタを有するた

めの半群 S(t) に関する十分条件について考察する．

始めに (S(t),X , X) にはすべての有界集合を吸収するコンパクト集合B が存在するとする．B も

有界集合なので自身に吸収される，すなわち適当な tB > 0 があって S(t)B ⊂ B , tB ≤ t < ∞ が成
り立つ．よって

X1 =
⋃

0≤t<∞
S(t)B =

⋃
0≤t≤tB

S(t)B

となる．ここで，X1 は連続写像 G : [0, tB ]×B → X の像であり [0, tB ]×B はコンパクトである

ことより X1 もX のコンパクト集合となる．X の任意の有界集合から発した軌道はB に吸収され，

さらに X1 に吸収される．一方で，X1 は S(t) の正不変集合となることより (S(t),X1, X) は一つの

力学系をなす．この意味で力学系 (S(t),X , X) の漸近的挙動は (S(t),X1,X) に帰着される．このよ

うな事情より，最初から

相空間 X はX のコンパクト集合 (4)

を仮定することとする．

次の十分条件は Efendiev–Miranville–Zelik [10] により導入された．適当な時刻 t∗ > 0 において作

用素 S(t∗) は縮小の部分とコンパクトの部分に分解できるとする．すなわち，各々の点の対 (U, V ) ∈
X 2 について

‖S(t∗)U − S(t∗)V ‖X ≤ δ‖U − V ‖X + ‖KU −KV ‖X (5)

が成り立つとする．ここで δは 0 ≤ δ < 1/2 であるような定数であり，K は X から，X にコンパク

トに埋め込まれる第 2の Banach空間 Z への写像であり，適当な定数 L > 0 により Lipschitz条件

‖KU −KV ‖Z ≤ L‖U − V ‖X , U, V ∈ X (6)

を満たすとする．さらに，G(t, U) = S(t)U も適当な定数 C > 0 により Lipschitz条件

‖G(t, U)−G(s, V )‖X ≤ C(|t− s|+ ‖U − V ‖X), t, s ∈ [0, t∗], U, V ∈ X (7)

を満たすとする．

定理 4 (4) の下，条件 (5), (6), (7) が満たされるとする．このとき，任意の指数 0 < θ < (1−
2δ)/(2L) について，指数アトラクタ Mθ でフラクタル次元
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d(Mθ) ≤ log Kθ

− log aθ
+ 1 (8)

を有し，相空間全体をオーダ

h(S(t)X , Mθ) ≤ Ra−1
θ e−((1/t∗) log a−1

θ )t, 0 ≤ t < ∞

で誘引するものが構成される．ここで，Rは X のX での直径，0 < aθ < 1 は aθ = 2(δ + Lθ) で与

えられる指数，Kθ は Z の単位球 B
Z(0; 1) を有限個の半径 θのX-球で被覆するときに要する球の最

小個数である．

[10] では，(4), (5), (6) の下に離散力学系 ({S(t∗)n}n=0,1,2,...,X ,X) に対して指数アトラクタが

構成された．これを元に，(7) を使うと容易に連続力学系 (S(t),X ,X) に対して指数アトラクタが構

成できる ([9, Theorem 3.1] を参照)．

特に K = 0 である場合は S(t∗) が縮小写像となる．Banachの不動点定理より S(t∗) には唯一つの

不動点 U ∈ X が存在し，離散力学系 ({S(t∗)n}n=0,1,2,...,X ,X) のすべての軌道は指数的に U に収

束する．ところで，任意の t > 0 について S(t)U も S(t∗) の不動点となることから S(t)U = U (不動

点の一意性)，すなわち U は (S(t),X , X) の平衡点となる．さらに (7) から，すべての (S(t),X ,X)

の軌道は指数的に U に収束することが示される．この意味で，(5), (6) は縮小条件のコンパクト摂動

とみなせる．

全体空間X が Hilbert空間の場合には，Eden–Foias–Nicolaenko–Temam [ 9 ] によって導入され

た S(t) のスクイーズイング性がある．適当な時刻 t∗ > 0 において作用素 S(t∗) は Lipschitz条件

‖S(t∗)U − S(t∗)V ‖ ≤ L‖U − V ‖, U, V ∈ X (9)

を満たすとする．さらに，指数 0 ≤ δ < 1/4 およびX の有限次元部分空間 Z, dim Z = N < ∞ が

存在し各々の点の対 (U, V ) ∈ X 2 に対して次の 2条件：

‖S(t∗)U − S(t∗)V ‖ ≤ δ‖U − V ‖, (10)

‖(1− P )[S(t∗)U − S(t∗)V ]‖ ≤ ‖P [S(t∗)U − S(t∗)V ]‖ (11)

のいずれかが成り立つとする．ここで P :X → Z は正規直交射影を表す．特に，条件 (10), (11) は

S(t∗) のスクイーズイング性と呼ばれる．

定理 5 全体空間 X は Hilbert空間，相空間 X は (4) を満たすとする．条件 (9)，‘(10) または

(11)’ が満たされ，さらに (7) が満たされるとする．このとき，任意の指数 0 < θ < 1− 2δ につい

て，指数アトラクタ Mθ でフラクタル次元

d(Mθ) ≤ N max
{

log(3Lδ−1 + 1)
− log aθ

, 1
}

+ 1 (12)

を有し，相空間全体をオーダ

h(S(t)X , Mθ) ≤ Ra−1
θ e−((1/t∗) log a−1

θ )t, 0 ≤ t < ∞

で誘引するものが構成される．ここで，Rは X のX での直径，0 < aθ < 1 は aθ = 2δ + θ で与え

られる指数である．
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この定理は [ 9 ] で証明されている．

全体空間X がHilbert空間の場合，論理的には縮小条件のコンパクト摂動とスクイーズイング性と

は同等となる．実際，(9) および ‘(10) または (11)’ が成立すると仮定すると，各々の点の対 (U, V ) ∈
X 2 について次の 2条件：

‖S(t∗)U − S(t∗)V ‖ ≤ δ‖U − V ‖,

‖S(t∗)U − S(t∗)V ‖ ≤
√

2 ‖P [S(t∗)U − S(t∗)V ]‖

のいずれかが成り立つことになり，結果として (5) が K =
√

2 PS(t∗) として成立する．Z は有限

次元空間よりX にコンパクトに埋め込まれる．(6) が成立することは (9) より明らかである．

逆に，S(t∗) が条件 (5), (6) を次のように少し強い意味で満たすとする．S(t∗) は S(t∗) = S0 + K

と分解され，S0は縮小条件 ‖S0U − S0‖ ≤ δ‖U − V ‖ を満たし，K はコンパクト性の条件 (6) を満た

すとする．相空間はコンパクトより，X は可分と仮定してよい．X の正規直交基底 {E1, E2, E3, . . .}
を導入し，有限次元空間 ZN = {E1, E2, . . . , EN} を考える．PN を X から ZN への直交射影とす

る．このとき，

‖S(t∗)U − S(t∗)V ‖ ≤ ‖(1− PN )[S(t∗)U − S(t∗)V ]‖+ ‖PN [S(t∗)U − S(t∗)V ]‖

であり，さらに右辺の第 1項は

‖(1− PN )[S(t∗)U − S(t∗)V ]‖ ≤ ‖(1− PN )[S0U − S0V ]‖+ ‖(1− PN )[KU −KV ]‖

≤ δ‖U − V ‖+ εN‖KU −KV ‖Z

≤ (δ + LεN )‖U − V ‖

と評価される．ただし εN = sup
Ũ∈B

Z
(0;1)

‖(1− PN )Ũ‖ で B
Z(0; 1) が X のコンパクト集合であ

ることより limN→∞ εN = 0 となる．S(t∗) のスクイーズイング性を確かめるために

‖(1− PN )[S(t∗)U − S(t∗)V ]‖ > ‖PN [S(t∗)U − S(t∗)V ]‖

である (すなわち (11) が成立しない) と仮定しよう．上の評価より

‖S(t∗)U − S(t∗)V ‖ ≤ 2(δ + LεN )‖U − V ‖

となり，これはN が十分大きければ (10) が成立することを示す．これで S(t∗) のスクイーズング性

が導かれた．

一般的に言って，縮小条件のコンパクト摂動を示すことは容易であるがスクイーズイング性を直接

的に示すことは限られた場合を除いて容易ではない．反面，縮小条件のコンパクト摂動から構成され

る指数アトラクタの次元評価 (8) には被覆個数Kθ が現れこの個数の具体的な評価が要求されるが，

スクイーズイング性から構成される指数アトラクタの評価 (12) は有限次元空間の次元N により明示

的に与えられる．

本節の最後の話題として，縮小条件のコンパクト摂動を用いる場合，パラメータに対して連続的に

依存するように指数アトラクタを構成することができることを示す．

Banach空間X を全体空間とする力学系の族 (Sξ(t),Xξ,X) を考える，ここで 0 ≤ ξ ≤ 1 はパラ
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メータである．各 ξ について相空間 Xξ はX のコンパクト集合とする．さらに，一様な吸収集合B

が存在するとする，すなわち B ⊂
⋂

0≤ξ≤1 Xξ で，適当な t∗ > 0 について⋃
0≤ξ≤1

⋃
t∗≤t<∞

Sξ(t)Xξ ⊂ B (13)

が成り立つものとする．加えて，ξ → 0 のとき，[0, t∗]×B において半群 Sξ(t) は半群 S0(t) に収

束する，すなわち

sup
0≤t≤t∗

sup
U∈B

‖Sξ(t)U − S0(t)U‖ ≤ Oξ (14)

が成り立つものとする．ここでOξ は limξ→0 Oξ = 0 であるような収束オーダを表す変数である．

定理 6 0 ≤ ξ ≤ 1 をパラメータとする力学系の族 (Sξ(t),Xξ, X) を考える．各相空間 Xξ はX の

コンパクト集合で，(13) を満たすような一様吸収集合B が存在すると共に [0, t∗]×B において半

群 Sξ(t) は S0(t) に (14) の意味で収束するとする．さらに，各力学系は縮小条件のコンパクト摂動

(5), (6) ならびに Lipschitz条件 (7) をパラメータ ξ (0 ≤ ξ ≤ 1) につき一様に満たしていると仮定

する．このとき，

d(Mξ, M0) = max{h(Mξ, M0), h(M0, Mξ)} ≤ Oκ
ξ , 0 ≤ ξ ≤ 1 (15)

が指数 0 < κ < 1 で成り立つように各 (Sξ(t),Xξ,X) に対する指数アトラクタ Mξ を構成すること

ができる．

本定理は Efendiev–Yagi [11] により示された．本定理は，各 ξについて縮小条件のコンパクト摂動

が成り立っておりかつ半群 Sξ(t) が半群 S0(t) に有限区間 [0, t∗] において収束すれば，(15) が示す

通り集合の距離の意味で収束する指数アトラクタが存在することを主張している．

5 抽象放物型発展方程式

本節では，前節の結果を適用して実際の非線形拡散モデルに対して指数アトラクタを構成するため

の方法を抽象放物型発展方程式の理論に基づき述べることにする．

5.1 半線形方程式

Banach空間X における半線形発展方程式についての初期値問題⎧⎨⎩
dU

dt
+ AU = F (U), 0 < t < ∞,

U(0) = U0

(16)

を考える．ここで Aは X の閉線形作用素でその定義域 D (A) は稠密とする．Aのスペクトル集合

σ(A) は開角領域

σ(A) ⊂ Σω = {λ ∈ C; |arg λ| < ω}, 0 < ω < π/2 (17)

に含まれ，Σω の外部ではレゾルベントについての評価式

‖(λ−A)−1‖ ≤ M

|λ| , λ �∈ Σω (18)
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が成立しているとする．一方で，非線形作用素 F は Aの分数べき Aη, 0 < η < 1 の定義域 D (Aη)

からX への写像とする．F は次のような Lipschitz条件：

‖F (U)− F (V )‖ ≤ ϕ(‖AβU‖+ ‖AβV ‖)

× [‖Aη(U − V )‖+ (‖AηU‖+ ‖AηV ‖)‖Aβ(U − V )‖], U, V ∈ D (Aη) (19)

を満たしているとする．ここで ϕ(r) は 0 ≤ r < ∞ について定義された単調増加関数，β は第 2の

指数で 0 ≤ β ≤ η < 1 とする．初期値 U0 は定義域 D (Aβ) からとる．

一般に条件 (17), (18) を満たすような閉線形作用素を角域作用素 (sectorial operatorの訳語) と呼

ぶことにする．角域作用素には，A0 = 1 と A1 = A を複素補間する作用素の分数べき Aθ, 0 < θ <

1 が定義される．分数べきの詳しい定義および指数法則 (AθAθ′
= Aθ+θ′

) を含む基本性質について

は Yosida [54]，田辺 [41]，村松 [30]，Carracedo–Alix [ 8 ] 等を参照のこと．また楕円型作用素の分

数べきの定義域については Fujiwara [12]，Seeley [35]，Yagi [50] 等により特徴付けが行われている．

Aが 0 < ω ≤ π/2 で条件 (17), (18) を満たすとき，Aについての指数関数 e−tA, 0 ≤ t < ∞，が
定義される．この指数関数は複素平面上の半直線 (0,∞) を含むある角領域において L (X) に値をと

る正則関数 e−zA に拡張され，この正則関数は Aにより生成された解析的半群と呼ばれる．解析的半

群についての詳しい定義および基本性質についても Yosida [54] や田辺 [41] 等を参照のこと．

i) 局所解 Aについての条件 (17), (18)，F についての条件 (19) が指数 0 ≤ β ≤ η < 1 で満たさ

れているとする．このとき，任意の初期値 U0 ∈ D (Aβ) に対する (16) の局所解 U で次の意味の連

続性： {
U ∈ C ((0, TU0 ];D (A)) ∩ C ([0, TU0 ];D (Aβ)) ∩ C 1((0, TU0 ];X),

t1−βU ∈ B ((0, TU0 ];D (A))
(20)

を満たすものを一意的に構成することができる．さらに局所解は評価式

t1−β‖AU(t)‖+ tη−β‖AηU(t)‖+ ‖AβU(t)‖ ≤ CU0 , 0 < t ≤ TU0

を満たす．ここで，局所解が構成される区間 [0, TU0 ] の終時刻 TU0 > 0 は初期値のノルム ‖AβU0‖
にのみ依存して決まる．また，定数 CU0 > 0 もノルム ‖AβU0‖ にのみ依存して決まる．
本存在定理は Osaki–Yagi [34] に示されている．この他にも半線形発展方程式 (16) の存在定理は

Hoshino–Yamada [19] や von Whal [44] 等により研究されている ([55] も参照)．

局所解の構成と共に局所解の初期値に関する Lipschitz連続性も同時に示される．今

KR = {U0 ∈ D (Aβ); ‖AβU0‖ ≤ R}, 0 < R < ∞

とする．上記の結果より，各初期値 U0 ∈ KR に対して (16) の局所解が適当な区間 [0, TR] 上で構成

される，ただし TR > 0 は Rにのみ依存して U0 ∈ KR には依存しない．初期値 U0 (V0) ∈ KR に

対する局所解を U(t) (V (t)) で表す．このとき，

tη‖Aη[U(t)− V (t)]‖+ tβ‖Aβ [U(t)− V (t)]‖

+ ‖U(t)− V (t)‖ ≤ CR‖U0 − V0‖, 0 < t ≤ TR (21)
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が成り立つ．ただし CR > 0 は Rにのみ依存して決まる定数である．

評価式 (21) も [34] で示されている．

ii) 大域解 (16) の大域解を求めるにはアプリオリ評価式が必要である．局所解 U で次の意味の連

続性：

U ∈ C ((0, TU ];D (A)) ∩ C ([0, TU ];D (Aβ)) ∩ C 1((0, TU ];X) (22)

をもつものを考える．ここで [0, TU ] は局所解が定義されている区間を表す．適当な単調増加関数 p(·)
が存在し，U0 ∈ D (Aβ) を初期値とする (22) を満たす任意の局所解 U について評価式

‖AβU(t)‖ ≤ p(‖AβU0‖), 0 ≤ t ≤ TU (23)

が成立することが示されたとする．

このとき直ちに (16) の大域解の存在が分かる．実際，適当な区間 [0, TU0 ] が存在しこの区間上で

局所解が一意的に存在する．今，この局所解が [0, TU ] まで延長できたとする．アプリオリ評価式よ

り ‖AβU(t)‖ ≤ p(‖AβU0‖), 0 ≤ t ≤ TU となる．U1 を ‖AβU1‖ ≤ p(‖AβU0‖) であるような初期
値とすると局所解存在定理よりこの初期値に対してある定数 τ > 0 が存在して局所解が [0, τ ] で存在

する．この事実を U1 = U(TU − τ/2) として適用すると，初期値 U0 に対する [0, TU ] 上の局所解が

[0, TU + τ/2] まで延長できることになる．ここで，τ は p(‖AβU0‖) により決まり TU には無関係で

あることに注意する．これより，U0 を初期値とする局所解は常に時間幅 τ/2 だけ延長可能で，した

がって [0,∞) 上の大域解が構成される．この大域解を U(t;U0) で表す．(23) から大域解に対して

も評価式

‖AβU(t;U0)‖ ≤ p(‖AβU0‖), 0 ≤ t < ∞

が成立する．さらに，U(t− τ ;U0) を初期値とみなして (20) を適用することにより

‖AU(t;U0)‖ ≤ (1 + tβ−1)p(‖AβU0‖), 0 < t < ∞ (24)

が得られる．

iii) 力学系 各初期値 U0 ∈ D (Aβ) に対する大域解を U(t;U0) とする．非線形作用素 S(t), 0 ≤
t < ∞ を S(t)U0 = U(t;U0) で定義する．S(t) は D (Aβ) から D (Aβ) への写像であり，大域解の

一意性より半群性をもつ．

0 < R < ∞ として初期値の空間

KR = {U ∈ D (Aβ); ‖AβU‖ ≤ R}

を設定する．(21) より適当な時刻 TR > 0 が定まり区間 [0, TR] において解は初期値に関して連続で

あるから G(t, U) = S(t)U は [0, TR]×KR からX へX-ノルムに関して連続である．一方で，(23)

より KR から発した解はすべて ‖AβU(t;U0)‖ ≤ p(R) を満たしている．Rを p(R) に置き換えて

TR を初期時刻とする区間で再び (21) を用いると適当な時間 τp(R) > 0 が存在して Gは [0, TR +

τp(R)]×KR からX へX-ノルムに関して連続であることが示される．この議論を繰り返すことによ

り最後にGは [0,∞)×KR からX へX-ノルムに関して連続であることが結論付けられる．
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各KR について

XR =
⋃

0≤t<∞
S(t)KR

と置く．定義より XR は S(t) の正不変集合，明らかに KR ⊂ XR，また XR ⊂ Kp(R) である．最

後の事実よりGは [0,∞)× XR から XR へX-ノルムに関して連続である．以上より，各 0 < R <

∞ について (S(t),XR, X) は力学系となる．特に，発展方程式 (16) から定まる力学系である．

iv) 指数アトラクタ 指数アトラクタの構成へ進む．このために，空間に関する 2つの仮定：{
X は回帰的 Banach 空間,

D (A) はX へコンパクトに埋め込まれる
(25)

を加える．さらに，散逸条件：ある定数 C̃ > 0 が存在し，任意の D (Aβ) の有界集合 B について適

当な時刻 tB > 0 が存在して

sup
U0∈B

sup
tB≤t<∞

‖AβU(t;U0)‖ ≤ C̃ (26)

が成立すると仮定する．この散逸条件と (24) より，適当な定数 C̃1が存在し，任意の D (Aβ) の有界

集合 B について適当な時刻 tB > 0 が存在して

sup
U0∈B

sup
tB≤t<∞

‖AU(t;U0)‖ ≤ C̃1 (27)

となることが示される．

(25), (26) の下に指数アトラクタの構成をしよう．先ず，B = {U ∈ D (A); ‖AU‖ ≤ C̃1} と置く．
(25) よりB はX の閉集合かつ相対コンパクト集合となるので結局X のコンパクト集合となる．ま

た，(27) は任意の有界集合 B について適当な時刻 tB > 0 が存在して S(t)B ⊂ B となることを示

すので，B は吸収集合である．B 自身がB に吸収されることに注意して

X =
⋃

tB≤t<∞
S(t)B ⊂ B (X における閉包)

と置く．容易に，X はX のコンパクト集合，D (A) の有界集合，S(t) の吸収集合，S(t) の正不変集

合となることが証明される．したがって，X でコンパクトかつ D (A) で有界な相空間を有する力学

系 (S(t),X , X) が定義された．

直ちに (S(t),X ,X) に定理 4が適用でき，指数アトラクタの族 Mθ が構成できる．実際，任意に

t∗ > 0 を固定し，Z = D (Aβ) とする．(25) より Z はX へコンパクトに埋め込まれる．δ = 0 かつ

K = S(t∗) とする，したがって (5) の成立は自明．評価式 (21) より (6) が成り立つ．最後に，(7)

は X が D (A) の有界集合であることおよび評価式 (21) から確かめられる．

全体空間を初期値の空間 D (Aβ) に取り替えることも可能である．定理 2を Y = D (Aβ) および

Z = D (A) として (S(t),X ,X) に適用することができる．その結果，(S(t),X ,D (Aβ)) も力学系と

なり，上で構成された指数アトラクタ Mθ はこの力学系の指数アトラクタでもあることが示される．

X が Hilbert空間の場合，(16) から決まる力学系 (S(t),X , X) について半群 S(t) のスクイーズ

イング性を確かめることができる．Hilbert空間X における方程式 (16) において，Aは正定値自己
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共役作用素，定義域 D (A) はX にコンパクトに埋め込まれているとする．相空間 X はX のコンパ

クト集合とする．非線形作用素 F は X 上において Lipschitz条件

‖F (U)− F (V )‖ ≤ L‖A1/2(U − V )‖, U, V ∈ X (28)

を満たしているとする．このとき S(t) はスクイーズイング性 ‘(10) または (11)’ を有することが結

論付けられる．本結果も Eden–Foias–Nicolaenko–Temam [ 9 ] に示されている．

5.2 準線形方程式

Banach空間X における準線形発展方程式の初期値問題⎧⎨⎩
dU

dt
+ A(U)U = F (U), 0 < t < ∞,

U(0) = U0

(29)

を考える．本項の結果は Aida–Efendiev–Yagi [ 2 ] で得られたものである．準線形抽象放物型発展方

程式に関する研究には他に Amann [ 5 ]，Lunardi [25]，Sobolevskii [37]，Yagi [49] 等がある．

Z はX へ埋め込まれている第 2の Banach空間とする．各 U ∈ Z について A(U) は稠密な定義域

D (A(U)) をもつX の閉線形作用素とする．A(U) の定義域はU に依らず一定，すなわち D (A(U)) ≡
D とする．

0 < R < ∞ について

ZR = {U ∈ Z; ‖U‖Z < R}

と置く．各 0 < R < ∞ について閉作用素族 A(U), U ∈ ZR，は (17), (18) を満たすとする．すな

わち，0 < ωR < π/2 が存在して

σ(A(U)) ⊂ ΣωR
= {λ ∈ C; |arg λ| < ωR}, U ∈ ZR (30)

かつΣωR の外部では

‖(λ−A(U))−1‖ ≤ MR

|λ| , λ �∈ ΣωR
, U ∈ ZR (31)

が成立すると仮定する．さらに A(·) は次の形の Lipschitz条件：

‖A(U)[A(U)−1 −A(V )−1]‖ ≤ NR‖U − V ‖Y , U, V ∈ ZR (32)

を満たしていると仮定する．ここで Y は第 3の Banach空間で連続な埋め込みにより Z ⊂ Y ⊂ X

となるとする．D にはグラフノルム ‖ · ‖D = ‖A(0) · ‖ を導入し Banach空間とみなす．

非線形作用素 F は Z からX への写像で，通常の Lipschitz条件：

‖F (U)− F (V )‖ ≤ LR‖U − V ‖Y , U, V ∈ ZR (33)

を満たすとする．

Banach空間 Y, Z については，指数 0 ≤ α < β < 1 が存在し包含関係 D (AR(U)α) ⊂ Y および

D (A(U)β) ⊂ Z がノルム関係式
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‖Ũ‖Y ≤ D1,R‖A(U)αŨ‖X , Ũ ∈ D (A(U)α), U ∈ ZR,

‖Ũ‖Z ≤ D2,R‖A(U)βŨ‖X , Ũ ∈ D (A(U)β), U ∈ ZR

(34)

と共に成立していると仮定する．ただし Di,R (i = 1, 2) は定数であるとする．

i) 局所解 第 3の指数 γ を β < γ < 1 が成り立つように導入する．初期値は条件：

U0 ∈ D (A(U0)γ) (35)

を満たすようにとる．

条件 (30)∼(34) の下，(35) を満たす任意の初期値 U0 に対する (29) の局所解 U で次の意味の連

続性：{
U ∈ C 1((0, TU0 ]; X) ∩ C γ−α([0, TU0 ];Y ) ∩ C γ−β([0, TU0 ];Z) ∩ C ((0, TU0 ];D ),

A(U)γU ∈ C ([0, TU0 ];X)
(36)

を満たすものを一意的に構成することができる ([ 2 ] 参照)．さらに局所解は評価式

t1−γ‖A(U(t))U(t)‖+ ‖A(U(t))γU(t)‖ ≤ CU0 , 0 < t ≤ TU0 (37)

を満たす．ここで，局所解が構成される区間 [0, TU0 ]の終時刻 TU0 > 0は初期値のノルム ‖A(U0)γU0‖
にのみ依存して決まる．また，定数 CU0 > 0 もノルム ‖A(U0)γU0‖ にのみ依存して決まる．
次に，構成された局所解の初期値に関する連続性を示す．0 < R < ∞, 0 < D < ∞ に対して，初

期値の集合

KR,D = {U0 ∈ Z; ‖U0‖Z ≤ R かつ ‖A(U0)γU0‖X ≤ D}

を導入する．各 U0 ∈ KR,D に対して局所解が適当な区間 [0, TR,D] で構成できる．ただし TR,D >

0 は R, D のみに依存して U0 ∈ KR,D には依存しない．初期値 U0 (V0) に対する局所解を U(t)

(V (t)) とするとき，

tγ‖A(U(t))γ [U(t)− V (t)]‖X + tβ‖A(U(t))β[U(t)− V (t)]‖X + ‖U(t)− V (t)‖X

≤ CR,D‖U0 − V0‖X , 0 < t ≤ TR,D (38)

が成立する．ここで CR,D > 0 は R, Dにのみ依存する定数である．

評価式 (38) も [ 2 ] に示されている．

ii) 大域解 以下，分数べき A(U)γ の定義域 D (A(U)γ) ≡ Dγ は一定でかつノルムの同値性：

D−1
3,R‖A(U)γ · ‖X ≤ ‖A(0)γ · ‖X ≤ D3,R‖A(U)γ · ‖X , U ∈ ZR (39)

が成り立つという仮定を加える．Dγ にはグラフノルム ‖ · ‖Dγ
= ‖A(0)γ · ‖ を導入し Banach空間

とする．

各 U0 ∈ Dγ について (29) の局所解が，少なくとも [0, TU0 ] で存在する．一般の局所解 U につい

て次の意味の連続性：
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U ∈ C 1((0, TU ];X) ∩ C γ−α([0, TU ];Y ) ∩ C γ−β([0, TU ]; Z) ∩ C ((0, TU ];D ),

A(U)γU ∈ C ([0, TU ];X)
(40)

をもつものを考える．ここで [0, TU ] は局所解が定義されている区間を表す．適当な単調増加関数 p(·)
が存在し，U0 ∈ Dγ を初期値とする (40) を満たす任意の局所解 U について評価式{ ‖U(t)‖Z ≤ p(‖U0‖Z), 0 ≤ t ≤ TU ,

‖U(t)‖Dγ
≤ p(‖U0‖Dγ

), 0 ≤ t ≤ TU

(41)

が成立することが示されたとする．このとき，U0 から発する局所解 U に，上述の局所解存在定理を

初期値を変えて繰り返し使うことにより，U を区間全体 [0,∞) にまで延長することができる．局所

解の構成可能な区間幅は，初期値のDγ ノルムのみに依存し，一方で (41) より U(t) のDγ ノルムは

存在区間 [0, TU ] に依らず一様有界であることに注意する．以上のように，仮定 (39), (41) の下に一

意的な大域解の存在が確かめられた．

各 U0 ∈ Dγ に対してこのようにして構成された大域解を U(t;U0) で表す．(41) より大域解に対

しても { ‖U(t;U0)‖Z ≤ p(‖U0‖Z), 0 ≤ t < ∞,

‖U(t;U0)‖Dγ
≤ p(‖U0‖Dγ

), 0 ≤ t < ∞

が成り立つ．この評価式と (37) で示された評価式を合わせると

‖A(U(t))U(t)‖X ≤ (1 + tγ−1)p(‖U0‖Dγ
), 0 ≤ t < ∞ (42)

も得られる．

iii) 力学系 各初期値 U0 ∈ Dγ に対する大域解を U(t;U0) とする．非線形作用素 S(t), 0 ≤ t <

∞．を S(t)U0 = U(t;U0) で定義する．S(t) は Dγ から Dγ への写像であり，大域解の一意性より

非線形半群を定義する．

0 < R < ∞ として初期値の空間

KR = {U ∈ Dγ ; ‖U‖Dγ
≤ R}

を設定する．β < γ より Dγ = D (A(0)γ) ⊂ D (A(0)β) ⊂ Z ((34) に注意) より Rから定まる適当

な数 R̃が存在し KR ⊂ ZR̃ である．(38) より適当な時刻 TR > 0 が定まり区間 [0, TR] において解

は初期値に関して連続であるから G(t, U) = S(t)U は [0, TR]×KR からX へX-ノルムに関して連

続である．一方で，(41) よりKR から発した解はすべて ‖U(t;U0)‖Dγ
≤ p(R) を満たしている．R

を p(R) に置き換えて TR を初期時刻とする区間で再び (38) を用いると，適当な時間 τp(R) > 0 が

存在してGは [0, TR + τp(R)]×KR からX へX-ノルムに関して連続であることが示される．この

議論を繰り返すことにより最終的にGは [0,∞)×KR からX へX-ノルムに関して連続であること

が分かる．

各KR について

XR =
⋃

0≤t<∞
S(t)KR
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と置く．定義より XRは S(t) の正不変集合，明らかに KR ⊂ XR，また XR ⊂ Kp(R) である．最後

の事実よりGは [0,∞)×XR から XR へX-ノルムに関して連続である．以上より，各 0 < R <∞
について (S(t),XR,X) は力学系となる．このようにして，準線形発展方程式 (29) から力学系を定

めることができる．

iii) 指数アトラクタ 半線形方程式の場合と同様に，空間に関する 2つの仮定：{
X は回帰的 Banach空間,

D はX へコンパクトに埋め込まれる
(43)

を加える．さらに，散逸条件：ある定数 C̃ > 0 が存在し，任意のDγ の有界集合 B について適当な

時刻 tB > 0 が存在して

sup
U0∈B

sup
tB≤t<∞

‖U(t;U0)‖Dγ
≤ C̃ (44)

が成立すると仮定する．この散逸条件と (42) より，適当な定数 C̃1が存在し，任意のDγ の有界集合

B について適当な時刻 tB > 0 が存在して

sup
U0∈B

sup
tB≤t<∞

‖U(t;U0)‖D ≤ C̃1 (45)

となることが示される．

(43), (44) の下に指数アトラクタを構成する．先ず，B = {U ∈ D ; ‖U‖D ≤ C̃1} と置く．(43) よ

りB はX の閉集合かつ相対コンパクト集合となるので結局X のコンパクト集合となる．また，(45)

は任意の有界集合Bについて適当な時刻 tB > 0 が存在して S(t)B ⊂ B となることを示すので，B

は吸収集合である．B 自身がB に吸収される時刻を tB として

X =
⋃

tB≤t<∞
S(t)B ⊂ B (X における閉包)

と置く．容易に，X はX のコンパクト集合，D の有界集合，S(t) の吸収集合，S(t) の正不変集合となる

ことが証明される．したがって，X でコンパクトかつD で有界な相空間を有する力学系 (S(t),X , X)

が定義された．

以上の考察により，(S(t),X , X) に定理 4が直ちに適用できる状況にあることが分かる．実際，任

意に t∗ > 0 を固定し，Z = Dγ とする．この Z が X へコンパクトに埋め込まれることは (43) と

Z = D (A(0)γ) より容易に確かめられる．δ = 0 かつ K = S(t∗) とする．評価式 (38), (39) より

(6) が成り立つ．また，(7) は X がD の有界集合であることおよび評価式 (38) から確かめられる．

以上から，(S(t),X , X) の指数アトラクタの族 Mθ が構成された．

全体空間を初期値の空間 Dγ に取り替えることができる．定理 2を Y = Dγ および Z = D とし

て (S(t),X , X) に適用することができる．その結果，(S(t),X ,Dγ) も力学系となり上で構成された

指数アトラクタ Mθ はこの力学系の指数アトラクタでもあることが結論される．

全体空間X が Hilbert空間の場合，(29) から定まる力学系 (S(t),X , X) についてスクイーズイン

グ性を調べることは大変困難である．準線形方程式については，半線形方程式の場合に S(t) のスク

イーズイング性を導く (28) のような便利な条件は知られていない．

90



指数アトラクタ 203

6 実現象モデルへの応用

1) Turingモデル 初めにTuringモデルを考える．Turingモデルについての詳しい解説はMurray

[31] を参照のこと．3次元領域 Ω内に，活性物質と抑制物質が分布しておりその分布密度はそれぞれ

u = u(x, t) と v = v(x, t) で表されているとする．ここではGierer–Meinhardt [14] により提出され

た一つの雛型モデル⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂u

∂t
= aΔu + γ

[
d− cu +

u2

v(1 + ku2)

]
, (x, t) ∈ Ω× (0,∞),

∂v

∂t
= bΔv + γ(u2 − v), (x, t) ∈ Ω× (0,∞),

∂u

∂n
=

∂v

∂n
= 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0,∞),

u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x), x ∈ Ω

(46)

を考える，γ > 0 は反応の強度を表すパラメータである．Ω ⊂ R3 は凸または C 2 有界領域とする．

(46) を基礎空間

X =
{
U = (u, v); u ∈ L2(Ω) かつ v ∈ L2(Ω)

}
(47)

において扱う．初期値の空間を K = {(u0, v0); 0 ≤ u0 ∈ L2(Ω)かつ v0 ∈ L2(Ω), ess. inf v0 > 0}と
設定する．5.1項で示された論法に β = 0, 3/4 < η < 1としてしたがうことにより力学系 (S(t),K, X)

を構成することができ，さらに指数アトラクタ M も構成することができる．

(46) は明らかにK 内に唯一つの空間一様定常解 U をもつ．この U に定理 3を適用することが可

能で，パラメータ a, b, c, d, kおよび γについての適当な条件の下に U は不安定となることが検証され

る．さらに，この不安定多様体の次元評価から dim M ≥ O(γ3) のような指数アトラクタの次元評価

が得られる．

2) B-Z反応モデル 次に B-Z反応モデルを考える．B-Z反応についての詳しい解説は三池・森・

山口 [27] を参照のこと．ここではKeener–Tyson [23] によるモデル方程式⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂u

∂t
= aΔu +

1
ε2

[
u(1− u)− cv

(u− q

u + q

)]
, (x, t) ∈ Ω× (0,∞),

∂v

∂t
= bΔv +

1
ε

(u− v), (x, t) ∈ Ω× (0,∞),

∂u

∂n
=

∂v

∂n
= 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0,∞),

u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x), x ∈ Ω

(48)

を 3次元領域 Ωで考える．ここで u = u(x, t) は活性物質 (亜臭素酸) の濃度分布を，v = v(x, t) は

触媒 (セリウム・イオン) の濃度分布を表す．qは 0 < q < 1 であるような定数，ε > 0 は反応の強度

を表すパラメータで小さい値の範囲を動く．Ω ⊂ R3 は凸または C 2 有界領域とする．

(48) も (46) と同様に (47) で与えられる基礎空間で扱う．初期関数の空間は K = {(u0, v0); 0 ≤
u0 ∈ L2(Ω) かつ 0 ≤ v0 ∈ L2(Ω)} と設定する．5.1項で示された論法を β = 0, 3/4 < η < 1 とし

て直接用いることにより力学系 (S(t),K, X) を構成することができ，さらに指数アトラクタ M も構

成することができる．
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(48) は明らかに K 内に二つの空間一様 (定数) 定常解をもつ．一つは常に不安定な自明解 O =

(0, 0) でいま一つは非自明解 U �= O である．非自明解 U には定理 3を適用することが可能で，q

および εが十分小さいとき不安定となることが検証される．さらに，不安定多様体の次元評価から

dim M ≥ O(ε−3) のような指数アトラクタの次元評価が得られる．

3) 走化性モデル 大腸菌などの走化性生物は，自身で産出する誘因化学物質と化学物質に対する

走性との相互作用により整然とした集合パターンを形成することが知られている ([ 7 ] や [46] 等を参

照)．ここでは三村・辻川 [29] によるモデル方程式⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂u

∂t
= aΔu−∇ · [u∇χ(ρ)] + f(u), (x, t) ∈ Ω× (0,∞),

∂ρ

∂t
= bΔρ− cρ + du, (x, t) ∈ Ω× (0,∞),

∂u

∂n
=

∂ρ

∂n
= 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0,∞),

u(x, 0) = u0(x), ρ(x, 0) = ρ0(x), x ∈ Ω

(49)

を考える．Ωは 2次元有界領域とし，u = u(x, t) は走化性生物個体の分布密度を ρ = ρ(x, t) は誘因

化学物質の濃度分布を表す．χ(ρ) は生物の化学物質に対する感応性を，f(u) は生物集団の成長を表

す関数である．

(49) を基礎空間

X =
{
U = (u, ρ); u ∈ L2(Ω) かつ ρ ∈ H2

N (Ω)
}

(50)

と設定する，ここで H2
N (Ω) はH2-関数で斉次 Neumann境界条件 ∂ρ/∂n = 0 を満たすものが作る

H2(Ω) の部分空間である．初期関数の空間は K = {U0 = (u0, ρ0); 0 ≤ u0 ∈ L2(Ω) かつ 0 ≤ ρ0 ∈
H2

N (Ω)} と設定する．
Osaki–Tsujikawa–Yagi–Mimura [33] は，Ωが C 3 有界領域，感応性関数 χ(ρ) および成長関数

f(u) についての適当な条件の下に (49) から決まる力学系 (S(t),K, X) の構成を行った．さらに，

半群 S(t) のスクイーズイング性を示すことにより指数アトラクタ M を構成した．その後この結果

は，Aida–Efendiev–Yagi [ 2 ] により，Ωが凸または C 2 有界領域の場合に拡張された．この場合に

は，5.2項の論法により S(t) の縮小条件のコンパクト摂動が用いられた．Aida–Tsujikawa–Efendiev–

Yagi–Mimura [ 3 ] では，成長関数が f(0) = f(1) = 0, f = −f ′(1) > 0 の場合に M の次元の下方

評価：

dim M ≥ N ≡ #{μn; abμ2
n + (ac + bf − dν)μn + cf < 0}

が与えられた．ここで 0 = μ0 ≤ μ1 ≤ μ2 ≤ · · · は斉次Neumann境界条件を備えた −Δ (L2(Ω) の

正値自己共役作用素) の固有値を表す．
√

dν >
√

ac +
√

bf のとき N > 0 となり，特に dν →∞ の
とき N →∞ となることから dim M も無限大へと発散する．

(49) に対する数値解は相田 [ 1 ] や Aida–Yagi [ 4 ] などで計算結果が示されている．

4) 表面吸着モデル 次の白金表面上の吸着分子パターン ([16] や [28] を参照) は，現象としては走

化性とは無関係であるが数学的には極めて類似の構造が見出せる．ここではHildebrand–Kuperman–

Wio–Mikhailov–Ertl [17] による拡散モデル
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∂u

∂t
= aΔu + c∇ · [u(1− u)∇χ(ρ)]− feαχ(ρ)u

− gu + h(1− u), (x, t) ∈ Ω× (0,∞),

∂ρ

∂t
= bΔρ + dρ(ρ + u− 1)(1− ρ), (x, t) ∈ Ω× (0,∞),

∂u

∂n
=

∂ρ

∂n
= 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0,∞),

u(x, 0) = u0(x), ρ(x, 0) = ρ0(x), x ∈ Ω

(51)

を考える．Ωは 2次元有界白金表面を，u = u(x, t) は吸着一酸化炭素分子の被覆率を，ρ = ρ(x, t) は

白金表面の秩序パラメータを表す．χ(ρ) は表面の化学ポテンシャルを，dρ(ρ + u− 1)(1− ρ) は白金

表面の相転移を表す関数である．

基礎空間を，走化性モデルと同様に (50) で与えられた空間とする．初期関数の空間は K = {U0 =

(u0, ρ0); u0 ∈ H1(Ω), 0 ≤ u0 ≤ 1かつ ρ0 ∈ H3
N (Ω), 0 ≤ ρ0 ≤ 1} と設定する．

Tsujikawa–Yagi [43] は，Ωが C 3 有界領域，ポテンシャル関数 χ(ρ) が χ(ρ) = −ρ2(3− 2ρ) の

とき (51) から決まる力学系 (S(t),K, X) を構成すると共に，S(t) についてのスクイーズイング性を

示して指数アトラクタを構成した．この結果は，Takei–Efendiev–Tsujikawa–Yagi [39] により Ωが

凸または C 2 領域の場合に拡張された．この場合は 5.2項の論法にしたがい S(t) の縮小条件のコン

パクト摂動が用いられた．

(51) に対する数値解は武井 [38] や Takei–Tsujikawa–Yagi [40] などで計算結果が示されている．

5) マングローブ生態系モデル マングローブ生態系は，樹木と堆積土壌とが相互作用するシステ

ムとして捉えることができる ([18], [22], [26] 等を参照)．Yagi–Ho–Duc [52] や Yagi–Miyagi–Hong

[53] により拡散モデルの定式化が試みられている．ここではその 1つ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂u

∂t
= aΔu + μ∇ ·

[
(L− �)u
1 + pu

∇�

]
+ δ(�)u− γ(u)u, (x, t) ∈ Ω× (0,∞),

∂�

∂t
= bΔ� + ν∇ ·

[
(L− �)�
1 + pu

∇�

]
+ ϕ(�)u, (x, t) ∈ Ω× (0,∞),

∂u

∂n
=

∂�

∂n
= 0, (x, t) ∈ ΓN × (0,∞),

u = � = 0, (x, t) ∈ ΓD × (0,∞),

u(x, 0) = u0(x), �(x, 0) = �0(x), x ∈ Ω

(52)

を考える．Ωは 2次元有界領域を，ΓD は外海に面する境界，ΓN は内陸に面する境界を，u = u(x, t)

は樹木の分布密度を，� = �(x, t) は堆積土壌のレベルを表す．� = 0 は干潮時の水位を � = L は満

潮時の水位を表す．χ = [(L− �)/(1 + pu)]∇� は潮汐による水流を，δ(�) は樹木の定着・成長率を，

γ(u) は樹木の枯死率を，ϕ(�) は土壌の堆積率を表す．

(52) は (47) で与えられる基礎空間において (29) の形の準線形方程式として定式化できる．初期

関数の空間は K = {U0 = (u0, �0); 0 ≤ u0 ∈ H1+ε(Ω) かつ �0 ∈ H1+ε(Ω), 0 ≤ �0 ≤ L} と設定す
る．ただし εは 0 < ε < 1/2 のように固定された指数である．5.2項で示された論法にしたがって，

(52) から決まる力学系 (S(t),K, X) の構成，さらには指数アトラクタの構成ができる．

6) 競合種棲み分けモデル Shigesada–Kawasaki–Teramoto [36] は，競合種の棲み分け現象を次
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のような拡散方程式系⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂u

∂t
= Δ(au + α11u

2 + α12uv) + cu− γ11u
2 − γ12uv, (x, t) ∈ Ω× (0,∞),

∂v

∂t
= Δ(bv + α21uv + α22v

2) + dv − γ21uv − γ22v
2, (x, t) ∈ Ω× (0,∞),

∂u

∂n
=

∂v

∂n
= 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0,∞),

u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x), x ∈ Ω

(53)

によりモデル化した．Ωは 2次元有界領域を，u = u(x, t) および v = v(x, t) は 2種の生物個体のそ

れぞれの分布密度を表す．Δ(α11u
2) および Δ(α22v

2) は各種内の自己拡散を表し，Δ(α12uv) およ

び Δ(α21uv) は種間の交差拡散を表す．

基礎空間は (47) で与えられる L2-積空間とする．初期関数の空間は K = {U0 = (u0, v0); 0 ≤
u0 ∈ H1+ε(Ω)かつ 0 ≤ v0 ∈ H1+ε(Ω)} と設定する，ただし εは 0 < ε < 1/2 のように固定された

指数である．Ωが C 3 の有界領域の場合，条件 0 ≤ α12α21 ≤ 64α11α22 の下で，各 U0 ∈ K に対す

る大域解の構成が Lou–Ni–Wu [24]，Yagi [47], [48] により示された．同様の条件下で，最近，Yagi

[51] により力学系 (S(t),K, X) の構成および指数アトラクタの構成が行われた．証明には 5.2項の論

法が使われている．
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