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概　要

生体柔軟組織では力印加部だけでなく，その近傍まで引きつられて変形するため，引き

つれ度合いも考慮した弾性評価方法の構築が望まれていた．さらにこの変形特性に起因し

て，力印加時と力遮断時で変形の応答特性が異なる方向依存型応答特性が現れる．本論文

では，4つの線形粘弾性パラメータで引きつれ効果と方向依存型応答特性が表現できるシ

ンプルな生体柔軟組織モデルを構築し，力印加と組織の変形情報から 4つの粘弾性パラ

メータを推定する逆問題について考察することを目的としている．このモデルは位置と粘

弾性パラメータが積の形で現れるため，運動方程式は一般に非線形になるものの，表面形

状が計測可という条件を付与することによって粘弾性パラメータに関して線形方程式に帰

着できる．この逆問題に関して，解の存在性及び一意性はモデルの節点数とサンプリング

数から決まり，また解の推定精度は力印加時だけでなく力遮断時のデータもサンプリング

することで向上することを指摘している．また定常状態だけに着目すると，力印加点で大

きさが異なる力を複数回印加することで 2つの弾性パラメータが近似的に推定できること

を示している．提案手法をヒト肌変形に適用するため，応答時定数 1[ms]を有する空気噴

流を利用した力印加系とフレームレート 2000[fps]を有する高速カメラを用いた変位取得

系の二つからなる実験システムを構築している．ヒト肌表面にスリットレーザを照射し，

レーザ光を高速カメラで捉えることでヒト肌の変形形状の非接触計測を行っている．提案

手法を用いて印加力と表面の変形形状から逆問題を解いてパラメータ推定を行い，さらに

推定されたパラメータを用いて順問題を解いた結果，モデルは引きつれ効果だけでなく方

向依存型応答特性も明快に表現できることを示している．また実験結果から，3× 3の節

点数を有するモデルであれば力印加点だけの計測データを用いたパラメータ推定であって

も，表面変形全体の計測データを用いた場合と同等のパラメータ推定が可能であること

を確認している．今後の展開として，提案モデルの順問題計算の高速性に着目し，ハプ

ティックシステムでの反発力計算やポイント変位計測による小型センサを利用した低侵襲

手術下での組織弾性評価への応用可能性についても述べる．
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1

第 1章

序論

1.1 研究背景と動機

内臓や皮膚，筋肉といった組織は，骨や歯と比べて外力に対して大きく変形することか

ら生体柔軟組織と呼ばれ，その硬さは医療診断の重要な指標として利用されている1)–5)．

例えば，医師は触診することで，組織の中で局所的に硬い部位を探し，腫瘍の有無，浮腫

や炎症の度合いといった診断を下す．一般的に弾性は外力に対する変形抵抗として定義さ

れる．最も単純な弾性評価手法としては，生体組織に対する単軸方向の印加力 f を発生

した変位 uで割った値 f /uをフックの法則に従うような線形バネのバネ定数 kとして扱

うことが考えられる．しかしながら生体柔軟組織は，組織同士のつながりによる連続性に

よって力印加点だけでなくその周辺部も引きつれて変形するという引きつれ効果を有す

る．Fig. 1.1は内径 2[mm]のノズルから空気噴流を噴射し皮膚表面に局所的に力印加し

ている様子である．ノズル直下の力印加点だけでなく，力印加点から離れて力が直接印加

されていないにもかかわらず変形している様子が分かる．このような引きつれ効果を有す

る生体柔軟組織に対して，Fig. 1.2に示すような単軸方向の線形バネとして弾性を評価し

Fig. 1.1Skin deformation with coupling effect
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u

f

k = f / u

Fig. 1.2Linear spring obeying to Hooke’s law
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ても組織の硬さを必ずしも正しく評価できない．例えば，異なる二人の被験者に対して同

じ力を印加した際に，Fig. 1.3に示すように力印加点の変位は同じでありながら，力印加

点から離れた周辺部の変形形状が異なる組織に対して，これらを同じ硬さと分類するのは

不自然である．このような引きつれ効果を取り込んだ生体柔軟組織の弾性評価法が望まれ

ていた．

また，本研究を進める中で新たに観測された生体柔軟組織に特徴的な変形特性として方

向依存型応答がある．これは生体組織に対してステップ状に力を印加・遮断すると，力印

加時に比べて力遮断時の変位応答のほうが遅くなるという特性である．Fig. 1.4は皮膚に

対して空気噴流を用いてステップ状の力印加と力遮断を行った際の力印加点の変位応答を

示している．ここで τ1, τ2 はそれぞれ力印加時および力遮断時の時定数である．Fig. 1.4

から，力印加時に比べて力遮断時のほうが約 2倍時定数が大きいことが分かる．一般的

に力印加に対する変位速度の受動的な抵抗要素は粘性であり，粘性が線形ダンパ要素であ
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ると仮定すれば，この変形例では力印加時と力遮断時とではダンパ要素の値についても約

2倍変化することを意味している．このような変化は，Fig. 1.5に示すような単軸方向の

集中バネ ·ダンパモデルに置き換えて考えると，単一のモデルでありながら二種類のダン
パが存在することになる．力印加時と力遮断時においては，組織自体は変わっていないた

め，この原因がどのような物理現象に起因するものなのかよくわかっていなかった．

一方で引きつれ効果と方向依存型応答を組み込んだ最もシンプルな生体柔軟組織モデル

とはどんなものが考えられるのだろうか？この素朴な疑問に答えるため，シンプルかつ生

体組織の本質を組み込んだモデルを探し，そのモデルを使って生体組織内部の弾性や粘性

パラメータを推定してみたいというのが本研究の動機付けである．

1.2 なぜバネ ·ダンパ要素でモデル化するのか？
材料の分野で粘弾性材料を解析する最も一般的な方法として有限要素法がある．有限要

素法は材料を微小要素に分割し，各要素に対してヤング率，粘性係数，ポアソン比を用い
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Actuator

Artificial skin

Fig. 1.6An example of haptic system
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Fig. 1.7Virtual spring produced by DC servo motor

て構成方程式を導入し，各要素に対して，ひずみやひずみ速度に関する境界条件を考慮し

て要素間をリンクし，未知数に対して行列演算を行って，ひずみやひずみ速度を算出する

方法である．有限要素法については多くの汎用的なパッケージも市販されており，機械材

料だけでなく，生体柔軟組織の解析にも広く使われている．このような汎用的なソフトが

ある中で，本研究ではなぜ生体柔軟組織をバネ ·ダンパ要素でモデル化しようとしている
のか？その一番大きな理由としてハプティックシステムへの応用を視野に入れている点が

あげられる．ハプティックシステムとは Fig.1.6に示すような触感提示システムのことで

ある．例えば患部組織の柔らかさを人工的に自由に変えることができるハプティックシス

テムができたとしよう．このようなシステムができると研修医が患部組織の触感を感覚的
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に習得することができるようになる．さて，このようなハプティックシステムを構築する

際に必ず必要になるのが粘弾性提示機構である．Fig. 1.7はこのうち弾性（硬さ）を提示

する最も典型的な制御法の一例を示したものである．一般に DCサーボモータの発生トル

クは電流に比例するという性質がある．したがって，目標値からのずれ ∆θに比例して電

流が増えるようにしておけば，DCサーボモータの回転軸に対して，見かけ上，仮想バネ

を生成することができる．これを目標速度に対して行えば，見かけ上，仮想粘性を生成す

ることもできる．このように生体柔軟組織をバネ ·ダンパ要素でモデル化しておくと，ハ
プティックスシステムへ応用する際に DCサーボモータに設定するパラメータが１対１に

決定することができる．一方，有限要素モデルで解析した場合，得られた物性値に対して

DCサーボモータ制御用にパラメータ変換する必要があり，その等価変換は必ずしも自明

ではない．さらにバネ ·ダンパ要素モデルは，連続体モデルに比べて精度面，モデルの正
確さでは劣るものの，低要素モデルに対して解析的に解ける場合があり，直観的に理解し

やすいという点も挙げられる．以上の点を踏まえ，本論文では，バネ ·ダンパ要素を使っ
たモデルを採用する．

1.3 研究目的

本研究の目的は以下の 3点である．

1. 引きつれ効果と方向依存型応答を表現可能な最もシンプルな組織モデルの構築

2. 構築したモデルに対して内部パラメータを決定するための逆問題解析手法の構築

（a）表面変形が計測可能な場合

（b）力印加点の変位しか計測できない場合

3. 応用の一例として，構築した逆問題解析手法をヒト肌に適用した際の利便性に関す

る考察

1.4 従来研究

医療診断を行う際に医師が行っている触診を人工の機械で実現するための基礎研究が数

多く提案されてきた6)–20)．

さて，本研究のように引きつれ効果を考慮した上で生体組織の弾性を評価しようとす

ると，生体組織の変形計測が必要となる．ここで，時刻 t において組織の (x, y, z)地点に

はたらく力 f (x, y, z, t) ≜ [ fx(x, y, z, t), fy(x, y, z, t), fz(x, y, z, t)]t ∈ ℜ3×1 と変位 u(x, y, z, t) ≜

[ux(x, y, z, t),uy(x, y, z, t),uz(x, y, z, t)]t ∈ ℜ3×1 を考える．例えば，Fig. 1.8に示すように，

f (0,0,0, t)は原点に加わる力，u(2,1,0, t)は組織表面の (2,1,0)地点の変位をそれぞれ表
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f(0, 0, 0, t)
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Fig. 1.8The definition off (x, y, z, t) andu(x, y, z, t) at t
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f f

(a) Internal deformation 
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(c) Point deformation 
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Fig. 1.9Three approaches of stiffness measurement of soft tissue and their examples

す．この定義を踏まえて，組織の変形計測手法は Fig. 1.9(a), (b), (c)に示すように，内部

変形 u(x, y, z, t)を計測する手法，表面変形 u(x, y,0, t)を計測する手法，力印加点のポイン

ト変位 u(0,0, 0, t)を計測する手法の 3つに分類できる．

まず，Fig. 1.9(a)に示すような内部変形 u(x, y, z, t) を計測する手法について考えてみ

る．内部変形の計測手法としては，超音波エコー21)–28)，MRI29)–36)を用いる方法がある．

Hendriksらは，光干渉断層計 (OCT)と吸引式の力印加装置を組み合わせることで，内部

変形まで含めた計測を行い，皮膚の層構造に着目し変形解析を行っている37)．医療応用と

しては，Bercoffらは加振器と超音波エコーを組み合わせた超音波エラストグラフィ装置

を用いて，乳がんの腫瘍部を検出している28)．Rouviereらは MRエラストグラフィを用
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f
f

(a) Contact approach (b) Non-contact approach

Fig. 1.10Two approaches for applying an external force

いて健常者と慢性疾患がある患者とで肝臓の弾性率の比較を行っている34)．ただし，MRI

では装置が大掛かりであり時間分解能が低く，OCTでは計測領域が数ミリと狭く，超音

波エコーでは接触面での拘束があるという問題がある．

次に，Fig. 1.9(b)に示すような表面変形 u(x, y,0, t)を計測するについて考えてみよう．

生体組織の表面 (xy平面)は，視覚情報として直接観察することができるためカメラを用

いた計測が可能という利点がある38)–44)．特に金子らは，非接触眼圧計と高速度カメラを

組み合わせたシステムを用いて角膜の高速変形を捉え，眼剛性計測を行っている42),43)．

しかしながら，この研究ではモデルパラメータの推定問題については取り扱っていない．

なお，精度面では内部変形から弾性を評価する方が，表面変形情報だけを使って弾性を評

価するよりも優れている．

最もシンプルな計測手法は，Fig. 1.9(c) に示すように，力印加点のポイント変位

u(0,0,0, t) だけを計測して弾性を推定する手法である．この方法は，皮膚45)–62)，筋

肉63)–65)，骨66)–68)，内臓69),70)，細胞71)–73)，タンパク質74)といった生体組織の弾性評価

に応用されている．Samurらは，低侵襲手術で生体内に差し込むことが可能な小型の押し

込み試験センサを開発し，動物実験で内臓の弾性評価を行っている75)．

しかしながら，従来研究は単軸の力–変位関係だけに着目しており，バネ ·ダンパネット
ワークモデルにより引きつれ効果を考慮し，かつ物体の変形形状を評価するというところ

まで踏み込んだ研究はない．

次に力印加方法について整理してみよう．力印加方法としては，Fig. 1.10に示すよう

に，接触方式と非接触方式の二つに大別できる．Fig. 1.10(a)の接触方式は組織に直接プ

ローブが接触する手法である6)–41),45)–75)．これに対して，Fig. 1.10(b)の非接触方式は空気

や水の噴流を生体組織に衝突させ，流体力によって力を印加する手法である42)–44),76)–84)．
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非接触方式は接触方式に比べて精度の面では劣るものの，接触方式に対して接触による病

原体の混入や摩擦力による対象物の破壊を防止できる，プローブ接触による拘束から解放

される，さらに流体が透明性を有する場合には変形を直接観察できるという 3つの利点が

ある．

ここで視点を変えて生体組織モデルについて見てみると，有限要素法85)–88)，粒子法89)，

バネやダンパの組み合わせモデル90)–102)の 3つに大別できる．Delalleauらは接触式プ

ローブをヒト肌に押し当てた際の力–変位関係から反復計算により有限要素モデルのヤン

グ率とポアソン比を求める逆問題解析を行っている103)．また，平井らは柔軟物体をレオ

ロジーモデルとして取り扱い，MR画像から内部変形を計測することで非均一な柔軟物体

の内部パラメータ同定を行っている104)–106)．

ただし，生体柔軟組織の弾性評価に着目した研究は数多くあるものの，筆者の知る限

り，生体柔軟組織特有の引きつれ効果と方向依存型応答特性の原因解明からはじめ，それ

らをバネ ·ダンパという直感的に理解しやすい内部パラメータだけを用いて表現できるシ
ンプルなモデルを考察し，内部パラメータ推定まで行った研究はない．

1.5 論文構成

本論文の構成を以下に示す．

第 1章序論: 研究背景および研究目的についてまとめ，従来研究との比較から本研究の

位置付けについて示す．また，本論文で使用する記号の定義を行う．

第 2章生体柔軟組織の変形特性: 非接触変形計測システムを用いて，力印加を行った際

の生体柔軟組織の変形を計測し，生体柔軟組織には引きつれ効果と方向依存型応答

という特徴的な特性が観察されることを示す．

第 3章生体柔軟組織のモデリング: 引きつれ効果と方向依存型応答を表現可能な最もシ

ンプルな組織モデルについて考察する．また，数値シミュレーションにより提案モ

デルの特性評価を行い，わずか 4つの内部パラメータだけで生体柔軟組織の変形特

性を表現可能であることを示す．

第 4章表面変位計測に基づく逆問題: 表面変形データと印加力データから提案モデルの

4つの内部パラメータを決定する逆問題解法を提案する．さらに，その適切性およ

び解の推定精度について考察する．

第 5章ポイント変位計測に基づく逆問題: 点として近似できる力印加に対して力印加点

でのポイント変位データから提案モデルの内部パラメータ (2つの弾性) を反復計

算により決定する逆問題解法を提案する．また，限定された条件において逆問題の

解が一意に存在することを示す．さらに，反復計算時の解の収束性について検証
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する．

第 6章ヒト肌変形への応用: ヒト肌変形に対して本研究で提案する 2つの逆問題解法を

適用し，推定された内部パラメータを使って順問題を解くことで得たモデルの変形

応答から提案モデルの適用範囲について考察する．

第 7章結論: 本論文で得られた結果をまとめ，今後の展望について述べる．

1.6 記号の定義

f : 印加力

u : 変位

k : バネ定数

c : ダンパ定数

τ1 : 力印加時の変位時定数

τ2 : 力遮断時の回復時定数

Σ0 : ノズル中心軸と変形前の生体表面との交点を基準とする xyz直交座標系

t : 計測開始を基準とした時刻

f (x, y, z, t) : 時刻 t において (x, y, z)地点にはたらく x, y, z方向の分力を要素とする力ベ

クトル， f (x, y, z, t) ≜ [ fx(x, y, z, t), fy(x, y, z, t), fz(x, y, z, t)]t ∈ ℜ3×1

u(x, y, z, t) : 時刻 tにおいて (x, y, z)地点の x, y, z方向の変位を要素とする変位ベクトル，

u(x, y, z, t) ≜ [ux(x, y, z, t),uy(x, y, z, t),uz(x, y, z, t)]t ∈ ℜ3×1

p : 印加圧力

r : ノズル中心軸からの半径

R2 : 決定係数

C(u, c) : 粘性マトリックス，C(u, c) ∈ ℜ3N×3N

K(u, k) : 弾性マトリックス，K(u, c) ∈ ℜ3N×3N

N : 拘束されていない節点数

f : モデルの各節点力ベクトルで構成される全体力ベクトル， f ≜ [ f t
1, f

t
2, . . . , f

t
N]t ∈

ℜ3N×1

u : モデルの各節点変位ベクトルで構成される全体変位ベクトル，u ≜ [ut
1, u

t
2, . . . , u

t
N]t ∈

ℜ3N×1

f i : モデルの節点 i における x, y, z方向の力ベクトル， f i ≜ [ fix, fiy, fiz]t ∈ ℜ3×1

ui : モデルの節点 i における x, y, z方向の変位ベクトル，ui ≜ [uix,uiy, uiz]t ∈ ℜ3×1

k : モデルに含まれる各バネ要素のバネ定数で構成される弾性ベクトル，k ∈ ℜNe×1

c : モデルに含まれる各ダンパ要素のダンパ定数で構成される粘性ベクトル，c ∈ ℜNe×1
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Ne : モデルに含まれるバネ ·ダンパ要素の種類の数
kh : モデルの水平方向のバネ定数

ch : モデルの水平方向のダンパ定数

kv : モデルの垂直方向のバネ定数

cv : モデルの垂直方向のダンパ定数

Ci j (u, c) : 節点 i, j 間の粘性マトリックス，Ci j (u, c) ∈ ℜ6×6

Ki j (u, k) : 節点 i, j 間の弾性マトリックス，Ki j (u, c) ∈ ℜ6×6

f i j : モデルの節点 i, j における x, y, z方向の力ベクトル， f i j ≜ [ f t
i , f

t
j ]

t ∈ ℜ6×1

ui j : モデルの節点 i, j における x, y, z方向の変位ベクトル，ui j ≜ [ut
i ,u

t
j ]

t ∈ ℜ6×1

ci j : 節点 i, j 間のダンパ定数

ki j : 節点 i, j 間のバネ定数

Ti j : 節点 i, j 間の要素の方向余弦で構成されるマトリックス，Ti j ∈ ℜ6×6

l,m,n : x, y, z軸方向への方向余弦

Pi : 原点 Σ0を基準とした節点 i の位置ベクトル，Pi ∈ ℜ3×1

C11
i j , C12

i j , C21
i j , C22

i j : 節点 i, j 間の粘性マトリックスを 4分割した際の部分マトリックス，

C11
i j ∈ ℜ3×3, C12

i j ∈ ℜ3×3, C21
i j ∈ ℜ3×3, C22

i j ∈ ℜ3×3

K11
i j , K12

i j , K21
i j , K22

i j : 節点 i, j 間の弾性マトリックスを 4分割した際の部分マトリックス，

K11
i j ∈ ℜ3×3, K12

i j ∈ ℜ3×3, K21
i j ∈ ℜ3×3, K22

i j ∈ ℜ3×3

L : 生体柔軟組織モデルの隣接節点間距離

g : ある節点にはたらく力の総和で構成される関数

fc : 中心節点にはたらく印加力

uc : 中心節点の変位

gh : 水平バネが作り出す力成分

cc : 簡易モデルにおけるダンパ係数

kc : 簡易モデルにおけるバネ係数

u′c : 簡易モデルの中心節点における力遮断時の変位

B : 水平方向の要素成分の係数

E : ヤング率

ν : ポアソン比

rs : 対象表面におけるノズル中心軸からの半径

umid : 組織の中間地点における z方向の変位

Si : 節点 i に隣接する節点の集合

P(u, u̇) : 粘性ベクトルの係数行列，P(u, u̇) ∈ ℜ3N×2

Q(u) : 弾性ベクトルの係数行列，Q(u) ∈ ℜ3N×2

m : サンプリング数
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Π : サンプリング後の粘性ベクトルの係数行列，Π ∈ ℜ3Nm×2

Θ : サンプリング後の弾性ベクトルの係数行列，Θ ∈ ℜ3Nm×2

F : サンプリング後の印加力ベクトル，F ∈ ℜ3Nm×1

A : λの係数行列，A ≜ (Π, Θ) ∈ ℜ4×1

λ : 粘性ベクトルと弾性ベクトルで構成される未知パラメータベクトル，λ ≜
(
ct, kt)t ∈

ℜ4×1

κ : 行列の条件数

G : 各節点における x, y, z方向それぞれの力の総和ベクトル，G ∈ ℜ3N×1

fc : 力の点印加を仮定した際の M 回の計測に対するモデルの力印加節点の z方向の印

加力を要素とする力ベクトル， fc ≜ [ f (1)
c , f

(2)
c , . . . , f

(M)
c ]t ∈ ℜM×1

uc : M回の計測に対するモデルの力印加節点の z方向の変位，uc ≜ [u(1)
c ,u

(2)
c , . . . , u

(M)
c ]t ∈

ℜM×1

us : M 回の計測に対する未知変位節点の変位ベクトル，us ≜ [u(1)
s ,u

(2)
s , . . . ,u

(M)
s ] ∈

ℜM(3N−1)×1

M : 計測回数

ez : z方向単位ベクトル

β : kh, kv, usで構成される未知変数ベクトル，β ≜ [kt,ut
s]

t ∈ ℜ{M(3N−1)+2}×1

λ : 反復計算を安定化するダンピングファクタ

fbz : モデル境界の固定節点にはたらく z方向分力

k′h : kv = 0を仮定した場合の水平方向のバネ定数

k′v : kh = 0を仮定した場合の垂直方向のバネ定数

W : モデルのポテンシャルエネルギーの総和

Sk : モデルに含まれるすべてのバネ要素の集合

τh : 生体柔軟組織モデルの水平方向のバネ ·ダンパ要素の時定数
τv : 生体柔軟組織モデルの垂直方向のバネ ·ダンパ要素の時定数
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第 2章

生体柔軟組織の変形特性

2.1 概要

本章では，生体柔軟組織の力印加に対する変位応答について調べる．ヒト肌を対象とし

て実験を行い，生体柔軟組織では引きつれ効果と方向依存型応答という興味深い特性が表

れることを示す．さらに，組織の均一性を評価するため決定係数を定義し，ヒト肌に対し

て適用した結果について示す．

2.2 非接触変形計測

2.2.1 計測システム

ヒト肌に衝撃的な力が作用した場合，3[m/s]程度の進行波が発生することが知られてい

る60)．従って，ヒト肌のような生体柔軟組織のダイナミック変形を計測するためには,高

速な力印加系と高速な変形取得系が要求される. この点を踏まえ本研究では，圧縮空気に

より力印加を行うことで最大立ち上がり時定数 1[ms]を実現し，そのときの生体組織の応

答をフレームレート 2000[fps]，解像度 256×512ピクセルで取得できるシステム構築から

始める．

Fig. 2.1に構築した非接触変形計測装置の概要図を示す.計測時には PCからの指令で高

速電磁弁を作動させ，SMC（株）製の圧力レギュレータ ITV2030を用いて一定の圧力に保

たれた圧縮空気が内径 2[mm]の空気ノズルから噴射される．同時に高速カメラへ撮影開

始のトリガ信号が送られ，高速電磁弁の動作時刻と高速カメラの計測時刻を同期させてい

る．Fig. 2.2は高速電磁弁（（株）サタケ製，特別仕様品）を示している．電磁弁動作時に

一時的に駆動電圧を昇圧することでバルブの駆動スピードを高めている．また，Fig. 2.3

は高速カメラ（Vision Research Inc.製，Phantom）を示している．カメラ本体に内蔵され

たメモリにデータを保存することで，解像度 256×512の画像をフレームレート 2000[fps]
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z
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x
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High speed 
 camera

Air compressor Pressure 
regulator

PC

Air nozzle

Line laser

Measurement object 
(Human skin)

High speed 
solenoid valuve

Point laser ray 
of displacement 
sensor

Fig. 2.1Schematic diagram of experimental system

Valve SolenoidAir flow
1[cm]

Fig. 2.2High-speed solenoid valve (Satake Co. Ltd.)

で 0.5[s]間撮影可能である．計測終了後に PCに画像データが転送され計測が完了する.

計測時には酒井硝子エンジニアリング（株）製の半導体レーザ投光器 LD-10RCSを用い

てライン状のレーザ光（スリットレーザ）を計測対象表面に対して照射する．変形形状計

測は光切断法を用いる107)．

Fig. 2.4は実際の計測システムを示している．空気ノズルの軸，スリットレーザ光面，

および高速カメラの光軸は，それぞれ規定された位置に配置し，十分な剛性が保たれた支

持台に設置されている．また，計測システムの支持台には昇降機能が備わっており，計測

対象のヒト肌面と空気ノズルとの間を一定の距離 (10[mm])に保った状態で計測できるよ

うに配慮されている．なお，空気ノズル直下 10[mm]の地点を計測システムの座標原点

Σ0としている．
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Fig. 2.3High-speed camera (Vision Research Inc.)

Fig. 2.4An overview of experiment

2.2.2 計測実験

Fig. 2.4はヒト肌に対して，開発したシステムを用いて，空気噴流印加時の変形特性を

調べている様子を示したものである．被験者は 20歳代 9人, 70歳代 12人であり,計測部

位は下腕部内側の肘から約 5[cm]の地点で,スリットレーザ光面と平行に腕を置いて計測

している. 空気噴流による印加力,印加時間,計測時間はそれぞれ 0.18[N], 0.2[s], 0.5[s]で

ある．印加力は，印加圧力を計測することで事前にキャリブレーションしている．圧力

計測は，Fig. 2.5に示すように空気噴流印加時に日本電産コパル電子（株）製圧力センサ

PA-400-501Gを用いておこなっている．ただし，圧力センサは計測ごとに x = 0 ∼ 3[mm]

の領域では 0.1[mm]ずつ，x = 3 ∼ 5[mm]の領域では 1[mm]ずつ移動させている．この
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Fig. 2.6Pressure distribution

とき得られた印加圧力分布を Fig. 2.6に示す．ここで，横軸は計測点から原点までの距離

に相当する半径を示す．この圧力分布をノズル中心軸 r = 0を中心とする軸対称と仮定し

て数値積分を行うことで印加力を算出している．また，圧力は r = 5[mm]の地点で 0と

なっており，ここでは r = 5[mm]の内側を力印加領域と定義する．Fig. 2.7は印加力のス

テップ応答を示したものである．印加時には 1[ms],遮断時には 2[ms]程度で印加力が切

り替わっていることが確認できる．このような高応答性は空気の密度が標準状態において

1.293[kg/m3] と極めて小さいことに起因する．Fig. 2.8(a), (b)は力印加時と力遮断時の変

位応答を高速カメラで捉えた画像である．これらの画像からスリットレーザ光の抽出に

よって肌の変形情報に変換したものを Fig. 2.9に示す．なお，図中の実線と破線はそれぞ

れ代表的な 20歳代と 70歳代の変形を示している．Fig. 2.9(a), (b)を時系列順に比較する
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Fig. 2.7 Time history of external force

と，力印加時には時刻とともに力印加点から外側に変形領域が広がっていくのに対して，

変形回復時には組織全体が一様に z軸の負方向に動いている様子が分かる．

2.3 引きつれ効果

ヒト肌においては，Fig. 2.8に示すように，ノズル直下の力印加部だけでなく周辺部に

も変形が広がっていることが分かる．ここで特徴的なことは，Fig. 2.9(b-1)に示すように

2名の被験者の変形形状が，定常状態において力印加点の変位は等しいにもかかわらず，

それ以外の部分の変形形状が異なっている点である．このことは被験者によって引きつれ

効果が異なり，中心点の変位だけを計測してヒト肌の弾性を評価してもこの 2名の被験者

の組織を区別することはできないことを意味している．このように被験者によって引きつ

れ効果が違うのは，ヒト肌の場合，表皮，真皮，皮下組織という機械的性質の異なる組織

によって層構造を成していることに由来すると考えられる．

2.4 方向依存型応答

ここでは，ヒト肌変形の時系列応答に着目する．Fig. 2.9(a-1)∼(a-6)からわかるように，

20代と 70代の被験者の変形は力印加時の応答を比較すると，時定数はほぼ同じになって

いることが分かる．これに対して，Fig. 2.9(b-1)∼(b-6)に示すように力を遮断した後の変

形回復過程では，20代の被験者の変形よりも 70代の被験者の方が圧倒的に遅れて変形回

復が起こっている．特に 70代の被験者の変形応答から分かるように，ヒト肌には力印加

時，力遮断時とでその変位の方向によって変位応答特性が異なる方向依存型応答があるこ
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(a-1) 0[ms] (b-1) 200[ms]

(a-2) 1[ms] (b-2) 201[ms]

(a-3) 2[ms] (b-3) 202[ms]

(a-4) 3[ms] (b-4) 203[ms]

(a-5) 4[ms] (b-5) 204[ms]

(a-6) 5[ms] (b-6) 205[ms]

(a) Loading/ Deformation phase (b) Unloading/ Recovering phase

Fig. 2.8An example of a series of high-speed camera images



2.4 方向依存型応答 19

-20 -10 0 10 20

-5

0

5

x [mm]

z
[m

m
]

-20 -10 0 10 20

-5

0

5

x [mm]

z
[m

m
]

(a-1) 0[ms] (b-1) 200[ms]

-20 -10 0 10 20

-5

0

5

x [mm]

z
[m

m
]

-20 -10 0 10 20

-5

0

5

x [mm]

z
[m

m
]

(a-2) 1[ms] (b-2) 201[ms]

-20 -10 0 10 20

-5

0

5

x [mm]

z
[m

m
]

-20 -10 0 10 20

-5

0

5

x [mm]

z
[m

m
]

(a-3) 2[ms] (b-3) 202[ms]

-20 -10 0 10 20

-5

0

5

x [mm]

z
[m

m
]

-20 -10 0 10 20

-5

0

5

x [mm]

z
[m

m
]

(a-4) 3[ms] (b-4) 203[ms]

-20 -10 0 10 20

-5

0

5

x [mm]

z
[m

m
]

-20 -10 0 10 20

-5

0

5

x [mm]

z
[m

m
]

(a-5) 4[ms] (b-5) 204[ms]

-20 -10 0 10 20

-5

0

5

x [mm]

z
[m

m
]

-20 -10 0 10 20

-5

0

5

x [mm]

z
[m

m
]

(a-6) 5[ms] (b-6) 205[ms]

(a) Loading/ Deformation phase (b) Unloading/ Recovering phase

Fig. 2.92D deformation



20 第 2章 生体柔軟組織の変形特性

Table 2.1Coefficient of determination for tissue lateraity

Mean± SD Max Min

R2 0.980± 0.0128 0.997 0.914

とが確認できる．

2.5 均一性の評価

ヒト肌変形の均一性を評価するため引きつれ時の変形形状の対称性に着目する．対称性

はノズル中心から左右に等距離にある地点のヒト肌の変位量について，次式で定義される

決定係数を用いて評価する．

R2 =

{∑
i

(
ule f t

i − ūle f t
) (

uright
i − ūright

)}2

∑
i

(
ule f t

i − ūle f t
)2 ∑

i

(
uright

i − ūright
)2

(2.1)

ここで，ui および ūはそれぞれ i 番目の計測点におけるヒト肌の変位およびその平均値を

示す．また，上付添字 le f t，right はそれぞれ力印加点に対して左側と右側を示している．例

えば，変形形状が完全に左右対称であれば R2の値は 1になり，組織の不均一性によって

左右の対称性が崩れるほど R2の値は低下する．21名の被験者に対して，算出した R2の

平均値，標準偏差，最大値および最小値を Table2.1に示す．Table2.1より，各被験者間

で R2の値のばらつきは小さくまた 1に近いことが分かる．このことから，今回の計測部

位および計測範囲においてはほぼ均一な組織であると考えられる．

2.6 まとめ

開発したシステムを用いて，ヒト肌を対象として実験を行ったところ，引きつれ効果，

方向依存型応答という 2種類の特徴的な変形特性が表れることが分かった．また，引きつ

れ効果は被験者によってその度合いが異なり，方向依存型応答は 20代の被験者よりも 70

代の被験者の方が顕著に表れることも分かった．このことから，生体柔軟組織のモデル化

を行う上で，引きつれ効果と方向依存型応答を取り込むことは必要不可欠である．また，

ヒト肌の場合，計測領域がノズルを中心とした ±20[mm]の領域においては，組織の変形

がほぼ均一とみなすことができる領域であることが分かった．第 3章では，この組織の均

一性に着目してモデル化を進めることにする．
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第 3章

生体柔軟組織のモデリング

3.1 概要

本章では，モデリングを進める上での仮定について整理した後，生体柔軟組織に表れる

引きつれ効果と方向依存型応答を取り込み，かつ最もシンプルな生体柔軟組織のバネ ·ダ
ンパモデルについて模索する．次に，モデルの運動方程式を定式化し，モデルに必要なパ

ラメータ数について考察する．さらに順問題と逆問題を定義し，引きつれ効果および方向

依存型応答について数値例を示す．また，有限要素法を用いた変形解析を行い，体積変化

に対する提案モデルの適用範囲について考察する．

3.2 問題設定と仮定

モデリングを行う上でのポイントは，以下の 2点である．

《1》引きつれ効果が組み込めるか？

《2》方向依存型応答が組み込めるか？

上記 2点が表現でき，かつできるだけシンプルなモデルを構築することを考える．バネ ·
ダンパの最も単純な組み合わせは，Fig. 3.1に示すような組織全体を単一の集中バネ ·ダ
ンパでモデル化する方法であるが，この組み合わせでは《1》，《2》に対処できない．この

ため，モデルはバネ ·ダンパを並列結合した要素を複数組み合わせたものを取り扱い，最
もシンプルな組み合わせについて，以下の仮定のもとで考察する．

仮定 1: モデル化領域内で組織は xy平面に沿って均一とする．

仮定 2: 各要素同士が連結される節点は摩擦のない球関節とする．

仮定 3: 各要素のバネ定数およびダンパ定数はそれぞれ定数とする．

仮定 4: 表面に加わる印加力分布は既知とする．

仮定 5: 表面の変形形状は計測可能とする．
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u

f

ck

Fig. 3.1Lumped viscoelastic model

3.3 モデルの構造

最も一般的な構成としては，Fig. 3.2(a)に示すような多層ネットワーク構造のモデルが

考えられる．これは，ヒト肌の場合，表皮，真皮，皮下組織といった層構造となっている

ので，実際の生体柔軟組織の構造をよく表していると言える．また，組織の連続性を各要

素のつながりで表現できるため，引きつれ効果が表現できるのは自明である．しかしなが

ら，このような多層構造のモデルでは，問題設定で仮定しているように表面の変形形状の

み計測可能であるという場合には表層を除いた内部の層にある各節点の変位量が未知とな

り，層の数が増えれば増えるほど未知変位の数が増加するため，結果的に逆問題を解くこ

とが難しくなってしまう．そこで本研究では，Fig. 3.2(b)に示すような表層の要素ネット

ワークは維持しつつ，内部の層を取り除いた単層ネットワークモデルを考える．このよう

な構造にすることで，内部の未知変位問題から完全に解放される．以上の議論から，本研

究ではモデルの構造として Fig. 3.2(b)に示すような表層と内部要素からなるモデルを採

用する．

3.4 運動方程式

Fig. 3.2(b)のモデルに対する運動方程式は，次式で表わすことができる．

C(u, c)u̇ + K(u, k)u = f (3.1)

ただし，C(u, c) ∈ ℜ3N×3N および K(u, c) ∈ ℜ3N×3N はそれぞれ粘性マトリックス，弾性マ

トリックスを示す．また，u ≜ [ut
1,u

t
2, . . . , u

t
N]t ∈ ℜ3N×1，u̇ ≜ [u̇t

1, u̇
t
2, . . . , u̇

t
N]t ∈ ℜ3N×1，

f ≜ [ f t
1, f

t
2, . . . , f

t
N]t ∈ ℜ3N×1はそれぞれ変位ベクトル，変位速度ベクトルおよび力ベクト

ルであり，ui ≜ [uix,uiy, uiz]t ∈ ℜ3×1，u̇i ≜ [u̇ix, u̇iy, u̇iz]t ∈ ℜ3×1， f i ≜ [ fix, fiy, fiz]t ∈ ℜ3×1

は第 i 番目の節点の x, y, z方向の変位，変位速度および力をそれぞれ示す．ただし，Nは

節点数である．なお，c ∈ ℜNe×1，k ∈ ℜNe×1は粘性ベクトル，弾性ベクトルを示す．ただ

し，Neはモデルに含まれるバネ ·ダンパ要素の種類の数を示す．ここで，弾性マトリック
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Fig. 3.2Tissue model with springs and dampers

ス，粘性マトリックスの構成を考える．K(u, c)および C(u, c)はモデルを構成するバネ ·
ダンパ要素について，節点間毎の運動方程式の弾性マトリックスおよび粘性マトリックス

をモデルに含まれる全要素をまとめたものである．Fig. 3.3に示すような節点 i, j を両端

に持つバネ ·ダンパ要素の運動方程式は次式で表される．

Ci j (ui j , c)u̇i j + Ki j (ui j , k)ui j = f i j (3.2)

ただし，ui j ≜ [ut
i ,u

t
j ]

t ∈ ℜ6×1および f i j ≜ [ f t
i , f

t
j ]

t ∈ ℜ6×1はそれぞれ節点 i, j の変位およ

び力を示す．また，粘性マトリックス Ci j (ui j , c)および弾性マトリックス Ki j (ui j , k)はそ

れぞれ次式で表される．

Ci j (ui j , c) ≜ ci j Ti j ∈ ℜ6×6 (3.3)
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Fig. 3.3The relationship between deformation and posture of elementi j

Ki j (ui j , k) ≜ ki j Ti j ∈ ℜ6×6 (3.4)

ただし，

Ti j ≜



l2 lm ln −l2 −lm −ln
lm m2 mn −lm −m2 −mn
ln mn n2 −ln −mn −n2

−l2 −lm −ln l2 lm ln
−lm −m2 −mn lm m2 mn
−ln −mn −n2 ln mn n2


∈ ℜ6×6

ここで，ci j および ki j は節点 i, j 間のダンパおよびバネの値である．また，l, m, nはそれ

ぞれ x, y, z軸方向への方向余弦であり，次式で与えられる．

(l,m, n) ≜
(P j + u j) − (Pi + ui)

∥(P j + u j) − (Pi + ui)∥
(3.5)

なお，Pi は Fig. 3.3に示すように原点 Σ0を基準とした節点 i の位置ベクトルを示す．式

(3.5)の中に節点変位が含まれ，これを要素とする弾性マトリックスと変位との積の項が

運動方程式に含まれるため，式 (3.1) は変位，変位速度，c，k に対して非線形方程式と

なる．

具体例

ここで，Fig. 3.4に示すようなモデルに対して実際に定式化を行ってみよう．便宜上，

式 (3.3)，式 (3.4)の粘性マトリックスおよび弾性マトリックスを次式のように分解する．
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Fig. 3.4An example of model

Ci j =

(
C11

i j C12
i j

C21
i j C22

i j

)

Ki j =

(
K11

i j K12
i j

K21
i j K22

i j

)
ただし，

C11
i j = C22

i j = ci j

 l2 lm ln
lm m2 mn
ln mn n2

 ∈ ℜ3×3

C12
i j = C21

i j = ci j

 −l2 −lm −ln
−lm −m2 −mn
−ln −mn −n2

 ∈ ℜ3×3

K11
i j = K22

i j = ki j

 l2 lm ln
lm m2 mn
ln mn n2

 ∈ ℜ3×3

K12
i j = K21

i j = ki j

 −l2 −lm −ln
−lm −m2 −mn
−ln −mn −n2

 ∈ ℜ3×3

まず，節点 1–2間を考えると次式を得る．(
C11

12 C12
12

C21
12 C22

12

) (
u̇1

u̇2

)
+

(
K11

12 K12
12

K21
12 K22

12

) (
u1

u2

)
=

(
f1

f2

)
(3.6)

節点 1–3，3–4，3–5間についてもそれぞれ同様に，(
C11

13 C12
13

C21
13 C22

13

) (
u̇1

u̇3

)
+

(
K11

13 K12
13

K21
13 K22

13

) (
u1

u3

)
=

(
f1

f3

)
(3.7)(

C11
34 C12

34
C21

34 C22
34

) (
u̇3

u̇4

)
+

(
K11

34 K12
34

K21
34 K22

34

) (
u3

u4

)
=

(
f3

f4

)
(3.8)(

C11
35 C12

35
C21

35 C22
35

) (
u̇3

u̇5

)
+

(
K11

35 K12
35

K21
35 K22

35

) (
u3

u5

)
=

(
f3

f5

)
(3.9)
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Fig. 3.5N-free-node model

を得る．これを全節点にはたらく力と変位について重ね合わせると次式を得る．
C11

12 + C11
13 C12

12 C12
13 0 0

C21
12 C22

12 0 0 0
C21

13 0 C22
13 + C11

34 + C11
35 C12

34 C12
35

0 0 C21
34 C22

34 0
0 0 C21

35 0 C22
35




u̇1

u̇2

u̇3

u̇4

u̇5

+
K11

12 + K11
13 K12

12 K12
13 0 0

K21
12 K22

12 0 0 0
K21

13 0 K22
13 + K11

34 + K11
35 K12

34 K12
35

0 0 K21
34 K22

34 0
0 0 K21

35 0 K22
35




u1

u2

u3

u4

u5

 =


f1

f2

f3

f4

f5

 (3.10)

式 (3.10)は，運動方程式 (3.1)の中身まで考慮した具体的な表現である．

3.5 4つのバネ ·ダンパの十分性 ·必要性の考察
モデルの特性を決定する内部パラメータは各バネ ·ダンパ要素のバネ定数，ダンパ定数
である．では，このような構造を有するモデルにおいてモデルパラメータの数をいくつ割

り振ればよいのだろうか．ここでは，引きつれ効果と方向依存型応答が表現可能という観

点から最小限のバネとダンパの数について考察する．

3.5.1 引きつれ効果表現のための 2種類のバネ

まず，バネだけに着目してみよう．対称性の仮定から Fig. 3.5に示すような力印加点か

ら固定端に向かって一方向に N個の節点が連なるモデルを考える．なお，Fig. 3.5におい

て下向きを正としている．ここで，このモデルのすべてのバネ定数が同じ値 kであるとす
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Fig. 3.6Four cases ofu2

る．力 f が節点 1に加わった際に，節点 1に変位 a1が生じたとする．このとき，節点 1

にはたらく z方向の力のバランスを考えると次式を得る．

− ka1 − k
(a1 − u2)2

L2 + (a1 − u2)2
+ f = 0 (3.11)
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g(u2)

u2
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Fig. 3.7Relationship betweeng(u2) andu2

ここで，u2および Lはそれぞれ節点 2の変位および節点間の距離を示す．式 (3.11)の左

辺に含まれる 3つの項はそれぞれ節点 1を垂直方向に支持するバネによる弾性力，節点

1, 2間をつなぐバネによる弾性力の z方向成分，外力を示す．このことは，力印加点に

加わる外力 f は，節点 1を垂直方向に支持するバネによる弾性力と節点 1, 2間をつなぐ

バネによる弾性力に分解されることを意味する．式 (3.11)の左辺を u2を変数とする関数

g (u2)とおく．

g (u2) ≜ −ka1 − k
(a1 − u2)3

L2 + (a1 − u2)2
+ f (3.12)

また，

∂g (u2)
∂u2

= k
(a1 − u2)2

{
3L2 + (a1 − u2)2

}
{
L2 + (a1 − u2)2

}2
(3.13)

より，k > 0とすると ∂g(u2)
∂u2
≥ 0であるから式 (3.12)は u2 に対して単調増加関数である．

このことから，g (u2) = 0を満たす解 u2は −∞ < u2 < ∞の間に必ず一つ存在する．ここ
で，u2の取りうる範囲を考えてみよう．Fig. 3.6(a)に示すように u2 < 0であるとすると，

節点 1, 2間のバネによって節点 2が押し上げられるような力が働く必要がある．これは，

節点 1, 2間のバネが伸びるに従って，伸長するような力が発生していることになる．すな

わち，節点 1, 2間のバネの値がマイナスとなってしまう．一方，Fig. 3.6(b)に示すように

u2 > a1であるとすると，節点 1, 2間のバネによって節点 2が押し下げられるような力が

働く必要がある．これは，u2 < 0の場合と同様に節点 1, 2間のバネが伸びるに従って，伸

長するような力が発生していることになる．よって，節点 1, 2間のバネの値はマイナスと

なる．次に，Fig. 3.6(c), (d)のような範囲の境界値を考える．u2 = 0の場合，Fig. 3.6(c)

に示すように節点 1, 2間のバネによって節点 2に z方向の力 k
a3

1

L2+a2
1
が伝達されているに
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Fig. 3.8Force balance of thei-th node

もかかわらず節点 2が変位しないということは，節点 2を垂直方向に支持するバネの値が

∞であることを意味する．これに対して，u2 = a1の場合，Fig. 3.6(c)に示すように節点

1, 2間で力伝達が行われないにもかかわらず節点 2が変位しているということは，節点 2

を垂直方向に支持するバネおよび節点 2, 3間のバネの値が 0であることを意味する．こ

のため，境界値 u2 = 0および u2 = a1は範囲に入らない．以上から，Fig. 3.7に示すよう

に 0 < k < ∞を考えると u2 の取りうる範囲は 0 < u2 < a1 であり，かつその範囲で唯一

解をとる．

次に，節点 3から節点 Nまでの変位についても考えてみよう．ある節点 i, (i ≥ 2)には

たらく z方向の力のバランスを考えると，Fig. 3.8に示す関係から次式を得る．

k
(ui−1 − ui)

3

L2 + (ui−1 − ui)
2
− kui − k

(ui − ui+1)3

L2 + (ui − ui+1)2
= 0 (3.14)

ここで，式 (3.14)の左辺に含まれるの 3つの項はそれぞれ，節点 (i − 1), i 間をつなぐバネ

による弾性力の z方向成分，節点 i を垂直方向に支持するバネの弾性力，節点 i, (i + 1)間

をつなぐバネによる弾性力の z方向成分に対応する．このことは，ひとつ前の節点 (i − 1)

から伝達された力 k (ui−1−ui )3

L2+(ui−1−ui )2 は節点 i を支持する力 kui と次の節点 (i + 1)に伝達される

力 k (ui−ui+1)3

L2+(ui−ui+1)2 の 2つに分解されることを意味する．

ここで，ui−1 = ai−1, ui = ai が与えられていると仮定した場合に ui+1について考えてみ

よう．このとき，式 (3.14)の未知数は ui+1だけとなり次式を得る．

k
(ai−1 − ai)

3

L2 + (ai−1 − ai)
2
− kai − k

(ai − ui+1)3

L2 + (ai − ui+1)2
= 0 (3.15)

ここで，式 (3.15)の左辺を ui+1を変数とする関数 g(ui+1)とおく．

g(ui+1) ≜ k
(ai−1 − ai)

3

L2 + (ai−1 − ai)
2
− kai − k

(ai − ui+1)3

L2 + (ai − ui+1)2
(3.16)

また，
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Fig. 3.9Force relationships of thei-th node
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∂g (ui+1)
∂ui+1

= k
(ai − ui+1)2

{
3L2 + (ai − ui+1)2

}
{
L2 + (ai − ui+1)2

}2
(3.17)

より，k > 0とすると ∂g(ui+1)
∂ui+1

≥ 0であるから式 (3.16)は ui+1の増加に対して単調増加関数

である．このことから，g (ui+1) = 0を満たす解 ui+1は −∞ < ui+1 < ∞の間に必ず一つ存
在する．ここで，ui+1の取りうる範囲を考えてみよう．Fig. 3.9(a)に示すように ui+1 < 0

であるとすると，節点 i, (i + 1)間のバネによって節点 (i + 1)が押し上げられるような力

が働く必要がある．これは，節点 i, (i + 1)間のバネが伸びるに従って，伸長するような力

が発生していることになる．すなわち，節点 i, (i + 1)間のバネの値がマイナスとなってし

まう．一方，Fig. 3.9(b)に示すように ui+1 > ai であるとすると，節点 i, (i + 1)間のバネに

よって節点 (i + 1)が押し下げられるような力が働く必要がある．これは，ui+1 < 0の場合

と同様に節点 i, (i + 1)間のバネが伸びるに従って，伸長するような力が発生していること

になる．よって，節点 1, 2間のバネの値はマイナスとなる．さらに，Fig. 3.9(c), (d)のよ

うな範囲の境界値を考える．ui+1 = 0の場合，Fig. 3.9(c)に示すように節点 i, (i + 1)間の

バネによって節点 (i +1)に z方向の力 k
a3

i

L2+a2
i
が伝達されているにもかかわらず節点 (i +1)

が変位しないということは，節点 (i + 1)を垂直方向に支持するバネの値が ∞であること
を意味する．これに対して，ui+1 = ai の場合，Fig. 3.9(c)に示すように節点 i, (i + 1)間で

力伝達が行われないにもかかわらず節点 (i + 1)が変位しているということは，節点 (i + 1)

を垂直方向に支持するバネおよび節点 (i + 1), (i + 2)間のバネの値が 0であることを意味

する．このため，境界値 ui+1 = 0および ui+1 = ai は範囲に入らない．従って，0 < k < ∞
を考えると ui+1の取りうる範囲は 0 < ui+1 < ai であり，かつその範囲で唯一解をとる．

以上から，節点 i 生じた変位を ai とすると, i = 2において a1 が与えられたときに

0 < a2 < a1であるような a2が唯一存在し，i ≥ 2の任意の i に対して ai−1および ai が与

えられたときに 0 < ai+1 < ai であるような ai+1 が唯一存在する．このことから，数学的

帰納法により a1が与えられたときに任意の i について 0 < ai+1 < ai であるような ai+1が

唯一存在する．このことは，Fig. 1.3のように同じ大きさの力印加に対して力印加点の変

位が同じであるにもかかわらず，周囲の変位が異なるような組織を表現することはできな

いことを意味する．これに対して，水平方向のバネ khと垂直方向のバネ kvを導入するこ

とで，周辺部に伝達される力に違いが生まれるため，Fig. 1.3のような変形を表現するこ

とができるようになる．

3.5.2 kh, kvを変えたときに fc–uc平面の第 1象限を張る十分性

kh(0 ≤ kh ≤ ∞) および kv(0 ≤ kv ≤ ∞) の 2つのバネから構成されたバネネットワーク

を用いると， fc–uc平面内で任意の関数形を作り出すことはできないが， fc–uc平面の第 1
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象限 ( fc > 0, uc > 0)をすべてカバーするような力–変位特性を与えることができることを

示す．

(a)微小変形の場合 (uc ≃ 0)

Fig. 3.10(a)のように kh が 2本，kv が 1本のモデルを考えてみよう．このモデルで十

分性が示されれば，これより要素数が増えたモデルに対しても十分性は保証される．こ

の場合，Fig. 3.11(a)のように kv が発生する力が印加力とバランスするため，近似的に

fc ≃ kvuc と考えることができる．ここで kv は 0 ≤ kv ≤ ∞であるから，uc が小さい場合

でも 0 ≤ fc ≤ ∞になる．つまり，与えられた 0 ≤ uc ≤ umaxに対して fcは 0 ≤ f ≤ ∞が
表現できる．
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Fig. 3.12Direction-dependent response, during the loading and the unloading phases

(b)変形が大きい場合

Fig. 3.10(b)のモデルにおいて．kvの成分と khの成分は力印加方向に対して並列バネと

考えることができるから，

fc = kvuc + gh(kh,uc) (3.18)

と書くことができる．ここで，gh は水平方向のバネが作る上向きの力成分を示す．従っ

て，ghは Fig. 3.11に示すように変位 ucに対して単調増加関数であり，kh = 0のとき 0，

kh → ∞で gh(kh,uc) → ∞, (uc , 0)となるような関数であるから kv, khを連続的に変える

ことにより，umin ≤ uc ≤ umaxに対して， fmin ≤ f ≤ ∞を生成することができる．ただし，
uminは十分大きな値とし，このとき発生する力を fminとする．

3.5.3 方向依存型応答表現のための 2種類のダンパ

次にダンパの数について考えてみよう．Fig. 3.12に示すような提案モデルを簡易化し

たモデルにおいて，単一のバネ定数 k，単一のダンパ定数 cが与えられた場合，モデルの

運動方程式は次式で与えられる．

cc(uc, c)u̇c + kc(uc, k)uc = fc (3.19)
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ここで cc(uc, c)および kc(uc, k)はそれぞれ粘性係数，弾性係数であり，次式で定義される．

cc(uc, c) ≜ c+ 2c
u2

c

L2 + u2
c

(3.20)

kc(uc, k) ≜ k+ 2k
u2

c

L2 + u2
c

(3.21)

なお，各式の右辺第一項および第二項はそれぞれ垂直方向のバネ ·ダンパ，水平方向のバ
ネ ·ダンパ要素からの寄与である．このモデルに対して，ステップ状の力が印加された瞬
間において，垂直および水平方向の要素は初期状態のままである．このとき水平方向のダ

ンパは中心節点の変位に寄与しないため，変位初速度は次式で表される．

u̇c(0) =
fc
c

(3.22)

一方，t = ∞の定常状態において，式 (3.19)は次式となる．

kc(uc(∞), k)uc(∞) = fc (3.23)

定常状態から印加力を遮断すると式 (3.19)から次式を得る．

cc(uc(∞), c)u̇′c(0)+ kc(uc(∞), k)uc(∞) = 0 (3.24)

ここで u̇′c(0)は力を遮断した瞬間の変位初速度である．式 (3.23), (3.24)より次式を得る．

u̇′c(0) = − fc
(1+ B)c

(3.25)

ここで B = 2u2
c/(L

2 + u2
c)であり，0 < B < 2である. 式 (3.22), (3.25)より，

u̇c(0) > u̇′c(0) (3.26)

式 (3.26) は力遮断時に比べて力印加時の変位初速度のほうが速く，結果として方向依存

型応答が発生することを意味している．このように単一のダンパ定数であっても方向依存

型応答は表現可能であるが，力遮断時のダンパ係数の増加比率 (1+ B)は固定である．こ

のため，第 2章で観測された被験者の違いによる方向依存型応答の違いを表現するには，

(1+ B)に任意性を与えるために二つ以上のダンパを導入すれば十分である．なお，ここ

では単一のバネ定数 kを仮定して考察したが，バネ定数が二つになれば方向依存型応答の

動作領域を広げるような自由度を作り出すだけで方向依存性を作り出す十分性は保証さ

れる．

3.5.4 パラメータの配分

以上の議論から，本研究では水平方向のバネ ·ダンパ (kh, ch)と垂直方向のバネ ·ダンパ
(kv, cv)の 4つのパラメータを有し，水平方向のバネ ·ダンパの節点を垂直方向のバネ ·ダ
ンパで支持する単層構造のモデルを採用する．
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Fig. 3.13Deformation profiles for various parameter sets

3.6 順問題と逆問題

ここで，提案モデルの順問題と逆問題について整理する．順問題とは，「内部パラメー

タ (kh, ch, kv, cv)を設定したモデルに対して，節点にはたらく力 f を与えた際の節点変位 u

を算出する問題」である．この場合，式 (3.1)は f を入力，uを出力とする微分方程式に

帰着し，これを数値的に解くことでモデルの変形を算出することができる．一方，逆問題

は，「 f および uが与えられたとき， f と uの関係を満たす内部パラメータ (kh, ch, kv, cv)

を算出する問題」である．なお，逆問題をどのように定式化するかについては第 4章，第

5章で詳しく述べる．

3.7 引きつれ効果

ここでは提案モデルの静特性のシミュレーション例を示す．簡単化のため xz平面に限

定した 2次元モデルを取り扱う．Fig. 3.13は kv, kh の比率を変え，力印加点で同じ変位

が生じるようにしたときの組織の表面形状の違いを調べたものである．例えば，節点数

N = 7, (kh, kv) = (1982,0)[N/m]に設定すると，全体がチェーンのように力印加点を頂点と

した三角形のような形状になるのに対し，(kh, kv) = (0,42.5)[N/m]に設定すると，力印加

点のバネ kv のみが変位し，引きつれ効果が全く無くなる．このとき提案モデルは力印加

点の力と変位のみを取り扱う Fig. 1.2に示す集中バネモデルに帰着する．このように提案

モデルは kh, kvの割り振り方によって，チェーンのようなモデルから，単一集中バネモデ
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Fig. 3.14Similarity of deformation

ルまで幅広く表現できることがわかる．

Fig. 3.14に異なる節点間隔のモデルに対して，単位長さあたりのバネの値が一定となる

ように値を設定した際の変形形状を示す．いずれの変形形状もよく一致していることが分

かる．本モデルの垂直要素は並列に配置されているため，節点間隔が半分になると要素数

は 2倍となるため合成バネの値は半分になり，逆に各水平要素は直列結合であるため 2倍

の値になる．例えば，Fig. 3.14を例にとると，khと kvの値が Lを基準とした単位長さの

バネ要素に換算したときそれぞれ 800[N/m]，4[N/m]となる．このようにこのシミュレー

ション例では節点間隔に対する変形の相似性が成り立っていることが分かる．

提案モデルで使用しているバネは外力と変位の間で線形性が成り立つが，モデル全体で

みると外力と変位との関係は引きつれ効果によって非線形となる．Fig. 3.15は (kh, kv) =

(2, 20)[N/m] と設定した引きつれ効果を有するモデル (実線) と (kh, kv) = (0,20)[N/m] と

したモデル (破線) に対して準静的条件下で外力を加えた際の力印加点の変位をプロット

したものである．後者の kh = 0のモデルはとりもなおさず Fig. 1.2に示す単純な集中バ

ネモデルに帰着し，力と変位の関係は線形となる．これに対して，引きつれ効果を有する

モデルでは，変位の小さい領域では力と変位とはほぼ比例関係にあるが，変位が大きくな

ると力の増加に対して変位の増加量は小さくなる．すなわち，引きつれ効果がある場合，

変位が大きくなるにしたがって硬くなることがわかる．このような外力に対する変位の非

線形性は，生体組織の変形特性にも見られる．提案モデルが力–変位関係においても生体

組織の変形特性をうまく表現できるモデルになっていることはこれらのシミュレーション

によっても確認することができる．

次に単層化の影響について見てみよう．Fig. 3.16にモデルの層数を 1から 16層まで 2
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Fig. 3.15Nonlinearity of the proposed model under quasi-static condition

Table 3.1Model conditions

# of layers Vertical distance of node [mm] kh [N/m] kv [N/m]

1 20 160 20

2 10 80 40

4 5 40 80

8 2.5 20 160

16 1.25 10 320

倍ずつ変化させたモデルに対して，3種類の力 f = 0.0018, 0.018, 0.18[N]を印加した際の

モデルの変形を示す．また，解析条件を Table3.1にまとめている．なお，モデルの層数

が増加した際に水平方向のバネ khは並列結合，垂直方向のバネ kvは直列結合とみなして，

各バネの値を設定している．境界と接している要素の最大変位を調べたところ，いずれの

層数に対しても，印加力 f = 0.0018, 0.018[N]の場合，それぞれバネの初期長の 0.5%およ

び 5%以下であるのに対して，印加力 f = 0.18[N]の場合，バネの初期長に対して 20%を

超える変位が生じていた．このことから，印加力 f = 0.0018, 0.018[N]の場合，モデルの

変形に対する境界の影響は小さいが，印加力 f = 0.18[N]の場合，境界の影響を強く受け

ていると考えられる．Fig. 3.16(a)から (e)へとモデルの層数が増加するに従って，中心点

の変位は増加し，逆に周辺部の変位は小さくなる傾向があることが分かる．Table3.2か

ら Table3.4に 3種類の力を印加した際に発生した x = 0, 5, 10, 15[mm]の地点における

モデルの表面変位を示す．Table3.2から， f = 0.0018[N]の力印加に対しては層数の違い
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Fig. 3.16Deformation for various number of layers
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Table 3.2Simulation results underf = 0.0018[N]

u [mm]

# of layers x = 0 x = 5[mm] x = 10[mm] x = 15[mm]

1 8.95×10−2 2.28×10−4 0.0 0.0

2 8.98×10−2 1.22×10−4 0.0 0.0

4 8.98×10−2 8.00×10−5 0.0 0.0

8 8.99×10−2 6.20×10−5 0.0 0.0

16 8.99×10−2 5.39×10−5 0.0 0.0

Table 3.3Simulation results underf = 0.018[N]

u [mm]

# of layers x = 0 x = 5[mm] x = 10[mm] x = 15[mm]

1 0.730 8.46×10−2 1.92×10−4 0.0

2 0.778 6.11×10−2 3.92×10−5 0.0

4 0.806 4.68×10−2 1.23×10−5 0.0

8 0.822 3.92×10−2 6.14×10−6 0.0

16 0.829 3.54×10−2 4.19×10−6 0.0

Table 3.4Simulation results underf = 0.18[N]

u [mm]

# of layers x = 0 x = 5[mm] x = 10[mm] x = 15[mm]

1 3.97 1.87 0.589 4.96×10−2

2 4.42 1.84 0.433 1.27×10−2

4 4.80 1.77 0.324 4.01×10−3

8 5.07 1.70 0.265 1.91×10−3

16 5.24 1.64 0.235 1.25×10−3

による力印加点の変位の違いは最大で 0.5%以下であるが，x = 5[mm]の地点においては

最大 4.2倍であることが分かる．Table3.3および Table3.4から，f = 0.018, 0.18[N]の力

印加に対しては力印加点の変位の違いは f = 0.0018[N]の場合に比べて大きくなり，それ

ぞれ 12%，24%であった．全体的な傾向として，力印加点 (x = 0)の変位は，層数が増加

するに従って単調に増え見かけ上硬くなるのに対して，周辺部 (x = 5,10,15[mm])の変位
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は逆に単調に減少していくことが分かる．これは，力印加点の変位が大きくなり，周辺部

のバネの要素が影響するためと考えられる．例えば，単層モデルでは周辺部のバネの影響

は 1層分しか含まれないのに対して，16層モデルでは周辺部のバネの影響が 16層分加わ

ることになる．また，Table3.4から，x = 5, 10, 15[mm]と力印加点から離れるに従って，

異なる層数に対する変位の違いは大きくなる傾向がある．これは，多層の影響が力印加点

から離れるに従って累積していくためと考えられる．以上から，このシミュレーションに

おいて単層モデルと 16層モデルでは， f = 0.0018,0.018,0.18[N]のとき両者の中心節点

変位の誤差は，0.445%，11.9%，24.2%となり，バネの初期長に対して 0.5%程度の変位

であれば，この単層モデルでも 16層モデルと同様に利用できるものと考えられる．

3.8 方向依存型応答

提案モデルに対してステップ状の力を入力した際の動特性について確認する．Fig. 3.17

は，節点数 N = 7, (ch, cv) = (2,0.5)[Ns/m], (kh, kv) = (200,20)[N/m]のモデルに対して，中

心節点に力 f = 0.18[N]をステップ状に与えた際の力印加点の変位応答を順問題を解いて

算出した結果である．また，比較のため Fig. 3.1に示す集中バネ ·ダンパモデルに対して
同じ大きさの力をステップ状に与えた際の変位応答を破線で示す．なお，集中バネ ·ダン
パモデルの最大変位と時定数は，提案モデルの最大変位と力印加時の時定数に一致させて

いる．当然のことながら，集中バネ ·ダンパモデルのステップ応答に対する時定数は力印
加時，力遮断時とで同じ値となる．Fig. 3.17から，提案モデルと集中モデルの力印加時の

応答は最大変位の 6割の変位の範囲ではほぼ一致しているものの，最大変位付近では提

案モデルの変形応答が遅れて最大変位に達していることが分かる．さらに力遮断時では提

案モデルの変形のほうが集中モデルよりも全範囲において遅れて回復していることが分か

る．このように提案モデルでは方向依存型特性が明確に現れていることが確認できる．
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Fig. 3.18Dynamic characteristics with different number of force applying nodes

また，方向依存型特性は力の印加領域に強く依存する．Fig. 3.18は，力のかかる節点

数を 1, 3, 7と増やしたときの最大変位で規格化した中心点の変位応答を示したものであ

る．なお，各条件で分布力の総和は等しく，また各節点に均等に分布させている．ここで

力のかかる節点をモデル全体に広げた際 (7点)，モデルの応答は Fig. 3.1の線形の粘弾性

モデルと一致し，方向依存型応答は確認できなくなる．このとき各節点の z方向の節点は

すべて同じ変位量であり，水平方向の節点間の変位は 0であるので kh による引きつれ効

果は表れなくなる．一方，力印加の領域を極端に小さくし 1点に集中させたとき，提案モ

デルと線形の粘弾性モデルの応答の差が最も大きくなる．つまり，提案モデルにおいて方

向依存型特性は，引きつれ効果によって節点間の粘弾性が各節点の z方向の変位に寄与す

ることによって引き起こされることがわかる．このシミュレーション結果の範囲内におい

ては，提案モデルは《2》の方向依存型応答性を表現できていることがわかる．

3.9 組織の体積変化

非圧縮性材料において，局所的な力印加によってその表面が凹形に変形した場合，材料

全体の体積変化が生じないという拘束条件から材料表面の一部に盛り上がり変形が生じ

る．しかしながら，提案モデルでは線形のバネ ·ダンパで構成されているため，このよう
な非圧縮性材料の盛り上がり変形を取り扱うことはできない．一般に，ヒト肌は非圧縮性

材料として取り扱われるが，前野らは実際のヒト肌切片を使って試験を行い，ヒト肌のポ
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Fig. 3.19Results of finite element analysis for human skin

アソン比が 0.48であり，完全な非圧縮性材料ではないことを指摘している86)．またこの

研究の中で，表皮，真皮，皮下組織のヤング率も測っており，それぞれ 1.69×105 [Pa], 8.0

×104 [Pa], 3.4×104 [Pa]であることが報告されている．本研究では，これらのヒト肌のヤ

ング率，ポアソン比をもとに有限要素法パッケージ COMSOL Multiphysicsを用いて変形

解析を行い，ヒト肌に対してどの範囲まで，提案モデルが適合可能であるかを確認する．

Fig. 3.19に有限要素解析により変形解析を行った際の変形形状とミーゼス応力分布 ([Pa])

を示す．Fig. 3.19(a), (b)は解析対象の大きさがそれぞれ 20×20 (深さ ×半径) [mm]およ

び 20×30[mm]の時の解析結果である．解析モデルは両者とも上から表皮，真皮，皮下組

織に対応するヤング率を与え，各層のポアソン比はそれぞれ 0.48に設定している．また，

境界条件については底面と側面は固定とし，上面に実際の力印加時と同じ圧力分布を加え

ている．さらに，ノズル中心軸を中心とした軸対称を仮定している．そのほかの解析条件

は Table3.5に示すとおりである．要素の種類および補間の種類はそれぞれ四辺形要素お

よび 2次のラグランジュ補間を用いている．また，解析モデルの要素数は Fig. 3.19(a)お
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(c) ν = 0.4999

Fig. 3.20Results of finite element analysis for various Poisson’s ratio

よび (b)の条件においてそれぞれ 800, 1200とした．応力分布から圧力印加直下の内部組

織が局所的に大きな応力を受けており，周辺部に行くに従って応力が減少していることが

分かる．

解析結果の中で興味深い点として，解析対象の大きさによって組織表面のノズル中心軸

から半径 rs = 10.0[mm]の地点の変位量に違いが表れている点である．Fig. 3.19(a)に示

すように，20×20[mm]の大きさでは，rs = 10.0[mm]地点の変位が 0.01[mm]盛り上がっ
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Table 3.5FE analysis conditions

Model (a) Model (b)

# of elements 800 1200

Type of element Quadrilateral element

Type of interpolation Second order Lagrange interpolation

ている．これに対して，Fig. 3.19(b)に示すように，20×30[mm]の大きさでは，このよう

な盛り上がり変形は生じていない．ポアソン比が 0.5という完全非圧縮性を仮定すると，

力印加点が押し込まれる分だけ周辺部が必ず盛り上がり変形を生じる．しかしながら，ヒ

ト肌のように圧縮性を有する組織では中心部が押し込まれるような変形は，その圧縮性

により，組織が体積変化を起こすことで吸収され，Fig. 3.19(b)に示すように 20×30[mm]

の大きさがあれば，結果的に盛り上がり変形は観察されない．また，Fig. 3.20(a), (b), (c)

は 20×30[mm]のモデルに対してポアソン比を 0.49, 0.499, 0.4999を設定した際の解析結

果をそれぞれ示したものである．いずれの場合においても，rs = 10.0[mm]地点において

は盛り上がり変形は起こっていない．これは，中心部が押し込まれる体積変化を周辺部が

吸収してしまい，盛り上がり変形が観察されないものと推察する．実際の実験条件を考え

てみると，今回の計測部位は前腕の最も太い部分に相当し，その大きさは少なくとも半径

30[mm]以上あることから，盛り上がり変形が陽には観察されないものと考えられる．

3.10 まとめ

本章では，ヒト肌を対象とした変形計測実験で得られた知見をもとに生体柔軟組織に

対して単層構造のバネ ·ダンパネットワークモデルを提案し，運動方程式の定式化を行っ
た．さらに引きつれ効果と方向依存型応答を表現するためのパラメータ数について考察

し，(kh, ch, kv, cv)のわずか 4つのパラメータで両特性を表現できることを示した．提案モ

デルに対して数値的に順問題を解くことにより変形特性を調べ，節点間隔に対する相似

性，非線形力–変位特性，局所力印加による方向依存型応答および単層化の影響を示した．

さらに，有限要素法を用いた変形解析との比較を行い，皮膚の場合，深さ 20[mm]，半径

30[mm]程度を対象とする限り，非圧縮性組織特有の盛り上がり効果は観察されず，本モ

デルはヒト肌変形に適用可能であることを確認した．



45

第 4章

表面変形計測に基づく逆問題

4.1 概要

本章では，表面変形計測が可能という条件のもとで，第 3章で提案した生体柔軟組織モ

デルに対して 4つの内部パラメータを決定する逆問題を取り扱う．はじめに，3章で導出

した運動方程式を用いて逆問題に対する解法を示す．次に，逆問題に対する適切性につい

て考察する．さらに，正解が分かった例題に対して順問題と逆問題を数値的に解き，解の

推定精度について考察する．

4.2 問題設定

本章で取り扱う表面変位計測に基づく逆問題を以下に示す．

given : f (x, y, z, t)|z=0 andu(x, y, z, t)|z=0

find : kh, ch, kv, and cv

これは，入力として組織表面に加わる印加力分布の時系列応答 f (x, y, z, t)|z=0 と組織表面

の変形形状の時系列応答 u(x, y, z, t)|z=0が与えられたとき，水平 ·垂直方向のバネ ·ダンパ
の値 (kh, ch, kv, cv)の 4つのパラメータを出力とする問題である．

4.3 定式化

節点にはたらく力のつり合いを考える．式 (3.1)の運動方程式の中で，節点 aにはたら

く力ベクトル fa ∈ ℜ3×1に対応する行だけを抜き出すと次式を得る．

N∑
i=1

∑
j∈Si

(C(a)
i j u̇i + K(a)

i j ui) = fa (4.1)
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ここで，C(a)
i j ∈ ℜ3×3，K(a)

i j ∈ ℜ3×3 はそれぞれ fa に対応する行の節点 i, j 間にある

ダンパとバネの粘性マトリックスおよび弾性マトリックスの部分配列である．なお，

ui ≜ [uix,uiy, uiz]t ∈ ℜ3×1および u̇i ≜ [u̇ix, u̇iy, u̇iz]t ∈ ℜ3×1は第 i 番目の節点の x, y, z方向

の変位と速度をそれぞれ示す．また，Nおよび Si はそれぞれ節点数および節点 i に隣接

する節点の集合を示す．ここで，式 (3.3)，式 (3.4)より次式を得る．
N∑

i=1

∑
j∈Si

(ci j T
(a)
i j u̇i + ki j T

(a)
i j ui) = fa (4.2)

提案モデルの未知パラメータは (kh, ch, kv, cv)の 4つなので，それぞれのパラメータを陽に

出した形で表現すると次式を得る．

cv

N∑
i=1

∑
{(i, j)| j∈Si

∩
ci j=cv}

T(a)
i j u̇ j + ch

N∑
i=1

∑
{(i, j)| j∈Si

∩
ci j=ch}

T(a)
i j u̇ j +

kv

N∑
i=1

∑
{(i, j)| j∈Si

∩
ci j=kv}

T(a)
i j u j + kh

N∑
i=1

∑
{(i, j)| j∈Si

∩
ci j=kh}

T(a)
i j u j = fa (4.3)

これらをまとめると次式を得る．

P(a)c+Q(a) k = fa (4.4)

ただし，

P(a) ≜

 N∑
i=1

∑
{(i, j)| j∈Si

∩
ci j=cv}

T(a)
i j u̇ j ,

N∑
i=1

∑
{(i, j)| j∈Si

∩
ci j=ch}

T(a)
i j u̇ j

 ∈ ℜ3×2 (4.5)

Q(a) ≜

 N∑
i=1

∑
{(i, j)| j∈Si

∩
ki j=kv}

T(a)
i j u j ,

N∑
i=1

∑
{(i, j)| j∈Si

∩
ki j=kh}

T(a)
i j u j

 ∈ ℜ3×2 (4.6)

ここで，すべての節点に対して式 (4.4)を適用すると次式を得る．

P(u, u̇)c+Q(u)k = f (4.7)

ただし，P(u, u̇) ∈ ℜ3N×2およびQ(u) ∈ ℜ3N×2はそれぞれ粘性ベクトル c ≜ [cv, ch]t ∈ ℜ2×1

の係数行列および弾性ベクトル k ≜ [kv, kh]t ∈ ℜ2×1 の係数行列であり，次式で定義さ

れる．

P(u, u̇) ≜


P(1)

P(2)
...

P(N)

 ∈ ℜ3N×2 (4.8)

P(u) ≜


Q(1)

Q(2)
...

Q(N)

 ∈ ℜ3N×2 (4.9)
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ここで，P(u, u̇), Q(u)は，それぞれ変位ベクトル u ≜ [ut
1,u

t
2, . . . ,u

t
N]t ∈ ℜ3N×1 と速度ベ

クトル u̇ ≜ [u̇t
1, u̇

t
2, . . . , u̇

t
N]t ∈ ℜ3N×1 の関数である．従って時間的に変化する関数になっ

ている点に留意されたい．もともとの運動方程式である式 (3.1)における uと f の関係は

非線形であるものの，表面の変形形状 u(x, y, z, t)|z=0と印加力 f (x, y, z, t)|z=0は仮定より計

測できるため既知である．従って，式 (4.7)において u, u̇, f は既知になるため，式 (4.7)

の未知数は ch, cv, kh, kvの 4つだけとなり，式 (4.7)は，未知数 ch, cv, kh, kvに対して線形

方程式に帰着する．ここで，t = {t1, t2, . . . , tm}でデータをサンプリングするものとすると
次式を得る．

Πc+Θk = F (4.10)

ただし，

Π ≜


P(u(t1), u̇(t1))
P(u(t2), u̇(t2))

...
P(u(tm), u̇(tm))

 ∈ ℜ3Nm×2

Θ ≜


Q(u(t1))
Q(u(t2))
...

Q(u(tm))

 ∈ ℜ3Nm×2

F ≜


f (t1)
f (t2)
...

f (tm)

 ∈ ℜ3Nm×1

式 (4.10)より

A λ = F (4.11)

ただし，

A ≜
(
Π Θ

)
∈ ℜ3Nm×4

λ ≜
(
ct, kt

)t ∈ ℜ4×1

式 (4.11)から式 (4.12)を得る．

λ̂ = A#F (4.12)

ただし，A#はAの擬似逆行列である．式 (4.12)から 4つのパラメータ λ̂ ≜ [ĉv, ĉh, k̂h, k̂v]t

を同時に算出することができる．



48 第 4章 表面変形計測に基づく逆問題

kv cv kv cv

kh

ch ch

kh1

2

3

4

5

Fig. 4.1An example of model

ここで，定常状態 (tm = ∞)を考える．定常状態では，u̇(∞)がゼロになるため，式 (4.7)

は kh, kvの 2つのバネだけを含んだ式に帰着する．

Q(u(∞))k = f (∞) (4.13)

式 (4.13)より，次式を得る．

k̂ = Q(u(∞))# f (∞) (4.14)

式 (4.14) から k̂ ≜ [k̂v, k̂h]t を算出することができる．この k̂ を式 (4.10) に代入して式

(4.15)のように変形する．

Πc = F −Θ k̂ (4.15)

ここで，右辺は既知であるから，式 (4.15)から式 (4.16)を得る．

ĉ = Π#(F −Θ k̂) (4.16)

ただし，Π#は Πの擬似逆行列である．式 (4.16)から粘性パラメータ ĉ ≜ [ĉv, ĉh]t を算出

することができる．このように定常状態が保障されるデータが得られる場合，弾性パラ

メータと粘性パラメータを個別に算出することができる．

具体例

ここで，Fig. 4.1に示すようなモデルについて，実際に各マトリックスの内部成分を求

めてみよう．式 (3.10)より各節点の力のバランスについて考える．このとき，節点 2, 4, 5

は固定されているため各節点にはたらく力が未知であるが，各節点の変位および変位速度

は 0である．そこで，節点 1, 3に対して次式を得る．

C11
12u̇1 + C11

13u̇1 + C12
13u̇3 + K11

12u1 + K11
13u1 + K12

13u3 = f1 (4.17)

C21
13u̇1 + C22

13u̇3 + C11
34u̇3 + C11

35u̇3 + K21
13u̇1 + K22

13u̇3 + K11
34u̇3 + K11

35u̇3 = f3 (4.18)
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ここで，要素 1–2および要素 3–4は垂直方向，要素 1–3および要素 3–5は水平方向の要

素であるため，それぞれの要素の項としてまとめると次式を得る．(
T11

13u̇1 + T12
13u̇3

)
ch +

(
T11

12u̇1

)
cv +

(
T11

13u1 + T12
13u3

)
kh +

(
T11

12u1

)
kv = f1 (4.19)(

T21
13u̇1 + T22

13u̇3 + T11
35u̇3

)
ch +

(
T11

34u̇3

)
cv +

(
T21

13u̇1 + T22
13u̇3 + T11

35u̇3

)
kh +(

T11
34u̇3

)
kv = f3 (4.20)

以上から，式 (4.7)の係数は以下のように求めることができる．

P(u, u̇) =

(
T11

13u̇1 + T12
13u̇3 T11

12u̇1

T21
13u̇1 + T22

13u̇3 + T11
35u̇3 T11

34u̇3

)
(4.21)

Q(u) =

(
T11

13u1 + T12
13u3 T11

12u1

T21
13u1 + T22

13u3 + T11
35u3 T11

34u3

)
(4.22)

さらに実際の計測データを入力し，式 (4.12)から解を得ることができる．

4.4 逆問題の適切性

一般に逆問題の適切性は，次の 3つの条件を満たすかどうかで判断される．

1. 解の存在性: 解が存在すること

2. 解の一意性: 解が一意に決まること

3. 解の安定性: 入力の微小な変化に対して，パラメータの変化も微小であること

ここでは提案手法における逆問題の適切性について考察する．

式 (4.12)について，節点数 Nおよびサンプリング数 mの違いによって解の種類が異な

る．ここでは，ノイズやモデル化誤差が無い理想的な入力が与えられた場合を仮定する．

まず，N = 1, m= 1の場合，rank(A) = 3 < 4であるから，式 (4.12)はノルム最小解をあ

たえるが，この場合は一般にモデルの真値が求まるわけではない．一方，N ≥ 2, m≥ 1も

しくは N ≥ 1, m ≥ 2の場合，rank(A) = 4となり式 (4.12) は最小二乗解を示す．また，

節点の x, y, z方向への変位自由度のうち，いずれかの自由度が拘束されている場合，Aが
正方行列かつが正則であれば逆行列を使って解が求まる．以上の考察から提案手法におい

て，N ≥ 2, m≥ 1もしくは N ≥ 1, m≥ 2の場合，1.解の存在性および 2.解の一意性につ

いても満たすことが分かる．

一方，解の安定性に影響する要因については，サンプリングの区間が重要な変動要因と

して挙げられる．例えば，Fig. 4.2(b)の変位応答のように定常状態においては，u̇ = 0と

なり粘性効果は一切現れないため，定常状態の区間をいくらサンプリングしても P(u, u̇)

のランクが 0となってしまいダンパの値を決定することはできない．さらに，u̇の小さい

領域ではノイズやセンサの分解能に起因する量子化誤差が u̇ に支配的に作用し，結果と
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Fig. 4.2Deformation responce with respect to time
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Fig. 4.3Simulation model

して算出したパラメータに強く影響する．つまり，ダンパの値を安定的に決定するために

は，Fig. 4.2(a), (c)のような u̇が最も大きくなる力印加直後および力遮断直後の区間をサ

ンプリングすることが重要である．逆に，バネの値については，Fig. 4.2(b)の定常状態の

区間をサンプリングすることで安定的に決定することができる．逆に過渡状態において変

形が小さい場合，力印加点直下の垂直方向のバネ kv が支配的に印加力を支持しているの

に対して，水平方向のバネ khはほとんど寄与せず，結果的に khを安定的に決定できない．

kh を安定的に決定するために，変形が最大となる時間領域が適当である．以上の考察か

ら，3.解の安定性についてはサンプリングの区間が影響し，ダンパの値は力印加直後およ

び力遮断直後の u̇が極大となる区間，バネの値は変形が最大となる定常状態の区間のデー

タを用いることが望ましいと考えられる．

4.5 シミュレーションによる解の推定精度の考察

ここでは，ノードの数 Nとサンプリング数 mを変化させたときに，解の推定精度がど

のように変化するかを評価する．まず順問題を解くことでモデルの印加力と変形の時系列
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Fig. 4.4Force input

Table 4.1Geometric conditions of model

N # of kh L [mm]

1 2 20

3 4 10

7 8 5

Table 4.2Model parameters per number ofkh

No. kh [N/m] kv [N/m] ch [Ns/m] cv [Ns/m]

1 20 160 0.2 1.6

2 20 160 0.2 16

3 20 160 2 1.6

4 20 160 2 16

応答を算出し，次にこれらを入力として逆問題を解くことでパラメータを算出し，算出さ

れたパラメータと事前に設定したパラメータとの誤差を比較する．また，次式で表される

行列の条件数も同時に算出する．

κ (A) = ∥A−1∥ · ∥A∥ (4.23)

ここで κ (A)は式 (4.11)の行列 Aの条件数を示したものである．条件数は，式 (4.11)に

含まれる誤差が解に与える相対的な大きさを示すものであり，例えば，条件数が大きい場

合，式 (4.11)に含まれる誤差が小さなものであっても，得られた解には大きな誤差が含ま

れることになる．従って，条件数を使って解の安定性を大まかに評価できる．
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Fig. 4.5Deformation of the proposed model
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(a) Model parameter No. 1
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(b) Model parameter No. 2
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(c) Model parameter No. 3
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(d) Model parameter No. 4

Fig. 4.6Responses for rectangular force input
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ここでは簡単化のため z方向の変位自由度のみに限定した 2 次元モデルを用いる．

Table4.1にモデルの幾何学的パラメータの一覧を示す．Fig. 4.3に示すように変位自由度

を有する節点の数を N = 1,3,7としている．また，モデルの両端は x = ±20[mm]に固定

し，水平方向の各節点間距離は N = 1, 3,7に対してそれぞれ L = 20,10,5[mm]としてい

る．Table4.2に kh, kv, ch, cvの設定値を示す．なお，水平 ·垂直方向のバネの値は khの数

に対して，(kh, kv) = (20,160)[N/m]となるようにそれぞれ設定している．

Fig. 4.5に順問題を解いた一例として，N = 7, No. 1のパラメータを設定したモデル

に対して，Fig. 4.4に示すように大きさが 0.18[N]，印加時間が 200[ms]の矩形波状の

力を加えた際の変形の時系列応答を示す．Fig. 4.5(a-1)∼(a-4)および (b-1)∼(b-4)はそれ

ぞれ力印加時と力遮断時の最初の 30[ms]間の変形応答を 10[ms]ごとに示したものであ

る．Fig. 4.6に力印加点の変位の時系列応答を示す．Fig. 4.6(a), (b), (c), (d)はそれぞれ

Table4.2に示した各モデルパラメータの組み合わせに対する応答である．Fig. 4.6から，

cv = 1.6[Ns/m]とした No. 1および No. 3の場合の応答は cv = 16[Ns/m]とした No. 2お

よび No. 4の場合より速く，力印加点の応答性は垂直方向のダンパ cv が支配的に影響し

ていることがわかる．

Fig. 4.7，Fig. 4.8，Fig. 4.9はそれぞれ推定されたバネの値 kh, kv，推定されたダンパ

の値 ch, cvおよび行列 Aの条件数 κ (A)を示す．ただし，Fig. 4.7，Fig. 4.8，Fig. 4.9の

縦軸はそれぞれ推定された kh, kv，推定された ch, cv および条件数を示し，各図の横軸は

サンプリング数 mを示している．なお，Fig. 4.7，Fig. 4.8の推定されたパラメータの値

のグラフにおいて，青色および緑色のラインはそれぞれ水平方向，垂直方向の値を示す．

Table4.3に各ノード数および各パラメータの組み合わせに対して真値に対する推定値の

誤差の最良値を示す．また，Table4.4に各サンプリング数 mと節点数 Nの違いによる行

列Aのランクの変化を示す．
推定されたバネの値 kh, kv を見てみよう．Fig. 4.7と Table4.3から，N = 3,7の場合，

サンプリング数が概ね 100より多い領域では一定の値に収束し，かつ 1%以内の誤差で推

定できていることがわかる．一方，N = 1の場合，変位応答が速い No. 3の組み合わせに

おいて，38.2%もの誤差が生じていることが分かる．以上から，今回のシミュレーション

条件においては，N = 3,7において十分な精度で kh, kvを求めることができている．

次に，推定された ch, cvの値について見てみよう．Fig. 4.8と Table4.3から，平均的に

みると chに比べて cvの方が推定精度が良い傾向があり，また N = 3,7の場合，サンプリ

ング数が概ね 100より少ない領域では chの誤差が大きいことがわかる．水平方向のダン

パの値 chの推定精度が cvに比べて悪くなる理由としては，パラメータの感度が影響して

いると考えられる．N = 1の場合を例にすると，式 (4.7)は次式となる．

P(u, u̇)c+Q(u)k =
[
u̇,

u2

L2 + u2
u̇

] [
cv

ch

]
+

[
u,

u2

L2 + u2
u

] [
kv

kh

]
= f (4.24)
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ここで，chの項にかかる u̇の係数 u2

L2+u2 は 0 < u≪ Lの場合，0 < u2

L2+u2 ≪ 1であるので，

式 (4.24)を解く際に表れる u2

L2+u2 の逆数をとると L2+u2

u2 ≫ 1となり，わずかな入力の誤差

が拡大されて解に表れることになる．

ここで，パラメータの推定精度に関する要因について考えてみよう．まず，行列 Aの
ランクを見てみると，Table4.4から (N,m) = (1, 1), (1, 2), (1, 3), (3, 1), (7, 1)においてラン

ク落ちが生じ正しい解を求めることはできない．これ以外の条件ではフルランクとなって

いることが分かる．しかしながら，フルランクであっても，必ずしも精度よく解を求めら

れるわけではなく，N = 1かつ No. 3のパラメータの場合のように 38.2%を超えるよう

な誤差が含まれる場合がある．次に行列 Aの条件数 κ (A)を見てみよう．Fig. 4.9より，

傾向としてはサンプリング数が大きくなるにつれて条件数は小さくなっていることが分か

る．今回のシミュレーションでは，力遮断時も含めた 200点強のサンプリングによって解

の安定性が保障され，結果的に推定値と真値との誤差が小さくなっていると考えられる．

以上のシミュレーションから節点数 Nおよびサンプリング数 mを変化させたときの解

の精度に対する影響を以下にまとめる．

• (N,m) = (1,1), (1,2), (1,3), (3,1), (7,1)の場合，行列 Aがランク落ちしているため
この場合の推定値をもって粘弾性を評価することはできない．

• 行列Aがフルランクであってもサンプリング数が少ない領域では行列Aの条件数
κ (A)が大きく推定精度が低下する．

• N = 3,7において kh, kvは 1%以下の誤差で推定できる．

4.6 まとめ

本章では，組織表面の変形形状が既知であるという条件の下，印加力と変形形状の時系

列応答がそれぞれ与えられた場合に，提案モデルを構成する水平 ·垂直方向のバネ ·ダン
パの値 (kh, ch, kv, cv)を算出する逆問題を定式化し，その解法を示した．この逆問題解析の

中で，モデルの各節点の印加力と変位が既知である場合，もともと非線形方程式で表され

るモデルの運動方程式が 4つの内部パラメータに対して線形方程式に帰着させることがで

きることを強調しておきたい．また，逆問題の適切性についてモデルの節点数，サンプリ

ング数，サンプリング区間の観点から考察し，パラメータをパラメータを安定的に決定す

るためには，ダンパでは変位速度が大きい力印加および力遮断の直後の区間をサンプリン

グする必要があることを指摘した．
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Fig. 4.7Estimated parameters forkh andkv with respect to the number of samplings
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(d) Model parameter No. 4

Fig. 4.8Estimated parameters forch andcv with respect to the number of samplings
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(d) Model parameter No. 4

Fig. 4.9Condition numberκ (A) with respect to the number of samplings
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Table 4.3Error rate of estimated parameters

Error rate [%]

No. kh kv ch cv

N
=

1

1 3.81 0.0468 4.73 4.94

2 0.0160 0.000331 6.91 0.499

3 38.2 0.469 8.35 4.84

4 0.178 0.00363 0.130 0.499

N
=

3

1 0.0141 5.22×10−6 8.93 4.92

2 0.0117 7.07×10−5 14.3 0.499

3 0.0665 9.57×10−5 0.270 4.92

4 0.113 0.000120 0.834 0.499

N
=

7

1 0.0182 0.00436 19.8 4.92

2 0.00925 0.000172 13.5 0.499

3 0.0122 0.0457 6.14 5.06

4 0.0995 0.000465 1.45 0.499

Table 4.4Rank of matrixA

m N = 1 N = 3 N = 7

1 1 2 2

2 2 4 4

3 3 4 4

4∼ 4 4 4
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第 5章

ポイント変位計測に基づく逆問題

5.1 概要

本章では，力印加点に集中して加わる印加力と力印加点でのポイント変位のみ計測可能

という条件下での逆問題を取り扱う．ただし，ここでは問題を簡単にするため，平衡状態

に着目して，2つのバネ kv, khのみを決定する問題を取り扱う．次に，逆問題の適切性に

関して，モデルの変位を力印加点に相当する中心節点と隣接節点の 2つに限定した場合に

ついて解の一意性について考察する．また，反復法による逆問題解法において，初期値と

解の収束性との関係について考察する．

5.2 問題設定

本章では，力印加により生じた変形が定常状態と仮定できる場合を取り扱う．ポイント

変位計測に基づく逆問題を次のように設定する．

given : f (x, y, z, t)|(x,y,z,t)=(0,0,0,∞) andu(x, y, z, t)|(x,y,z,t)=(0,0,0,∞)

find : kh and kv

この問題は，力印加点に集中して加わる印加力 f (x, y, z, t)|(x,y,z,t)=(0,0,0,∞) と力印加点の変位

u(x, y, z, t)|(x,y,z,t)=(0,0,0,∞) の関係が与えられたとき，生体柔軟組織モデルを構成するバネの

値 kh, kvの 2つのパラメータを出力とするものである．

5.3 定式化

x, y, z方向の自由度を有する N個の節点で構成される提案モデルにおいて，外力と各節

点の変位および内部パラメータとして水平 ·垂直方向のバネの値 k ≜ [kv, kh]t ∈ ℜ2×1を変



62 第 5章 ポイント変位計測に基づく逆問題

数とする関数を次式のように定義する．

G ≜ K(u, k)u − f (5.1)

ここで，G ∈ ℜ3N×1 および K(u, k) ∈ ℜ3N×3N は各節点における x, y, z方向それぞれ

の力の残差ベクトルおよび k と各節点変位で定義される弾性マトリックスである．ま

た， f ≜ [ f t
1, f

t
2, . . . , f

t
N]t ∈ ℜ3N×1, u ≜ [ut

1,u
t
2, . . . ,u

t
N]t ∈ ℜ3N×1 はそれぞれ各節点の

外力ベクトルおよび変位ベクトルを示す．ここで， f i ≜ [ fix, fiy, fiz]t ∈ ℜ3×1 および

ui ≜ [uix, uiy,uiz]t ∈ ℜ3×1はそれぞれ第 i 番目の節点における x, y, zの力および変位を要素

とするベクトルである．このとき Gは各節点に加わる外力と各節点の変位によるバネの

弾性力との差であり，外力と内力が釣り合う場合 G = 0となる．なお，Kは uの関数であ

り，さらに内力は弾性マトリックス K と uの積で表されることから，個々の kh や kv は

力–変位関係が線形であるものの，式 (5.1)は変位 uに対して非線形となる．

ここで，中心節点に集中的に印加されている外力 fc ≜ [ f (1)
c , f

(2)
c , . . . , f

(M)
c ]t ∈ ℜM×1 と

その力印加点の変位 uc ≜ [u(1)
c ,u

(2)
c , . . . , u

(M)
c ]t ∈ ℜM×1は既知であるので，式 (5.1)は次式

となる．

G ≜


G(k, [u(1)

s ,u
(1)
c ], f (1)

c )
G(k, [u(2)

s ,u
(2)
c ], f (2)

c )
...

G(k, [u(M)
s ,u

(M)
c ], f (M)

c )

 ∈ ℜ
3MN×1 (5.2)

ここで，M および us = [u(1)t
s ,u

(2)t
s , . . . ,u

(M)t
s ]t ∈ ℜM(3N−1)×1 はそれぞれ力印加に対する変

位の計測回数および節点の中で uc を除いた未知変位節点の変位ベクトルを示す．つまり

usは未知である．ここで，以下の最小化問題を考える．

minimize ∥G∥ (5.3)

subject to et
zu ≥ 0 (5.4)

et
zui ≥ et

zu j (r i ≤ r j) (5.5)

kv, kh ≥ 0 (5.6)

なお，ezおよび r i はそれぞれ，z方向単位ベクトルおよび中心節点からの半径を表す．定

常状態においては力が平衡しているので，式 (5.3)は ∥G∥ = 0となる．なお，各制約条件

の詳細は次のとおりである．式 (5.4)は，各節点の z方向の変位は力印加方向に限定する

ことを示す．すなわち，表面が盛り上がる方向の変位は考慮しない．式 (5.5)は，中心節

点の変位が最も大きく中心節点から離れるに従って，各節点の変位は単調に減少すること

を示す．式 (5.6)は，バネ定数は正値であることを示す．

式 (5.2)の中で，未知数ベクトル β = [kt,ut
s]

t ∈ ℜ{M(3N−1)+2}×1とおくと，次式に示すよ
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uc
(2) fc
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(2)

fbfbz

Fig. 5.1An example of model

うに非線形最小二乗法（Levenberg-Marquardt法）を用いて βの値を決定する108)．

βl+1 = βl −
(
J t J + λdiag

(
J t J

))−1
J tG (βl) (5.7)

ここで J ≜ JG ∈ ℜ3MN×{M(3N−1)+2} および λ はそれぞれ G の β に対するヤコビ行列，
Marquardtによって提案された反復計算を安定化するダンピングファクタである108)．最

小二乗解を得るためには，少なくとも rank(JG) ≥ 2でなければならない．従って，JG の

行と列の大きさの比較から M ≥ 2であり，これは異なる力印加に対する定常変位を少な

くとも 2回計測する必要があることを意味する．式 (5.7)は反復解法であり，βl が収束す

るまで反復計算した後，最終的に提案モデルの内部パラメータ k̂ = [k̂h, k̂v]t ∈ ℜ2×1および

ûs = [û(1)t
s , û

(2)t
s , . . . , û

(M)t
s ] ∈ ℜM(3N−1)×1 を同時に得ることができる．ただし，式 (5.7) 自

体は式 (5.4)∼(5.6)で示される制約条件を考慮していないため，収束値が求まった時点で

得られた値が制約条件を満たすかどうかのチェックを行う．

初期値 β0については本章第 5節で数値シミュレーションによる検討を行う．

5.4 未知変位が隣接節点の z方向変位に限定される場合の解

の一意性

Fig. 5.1のモデルに対してポイント変位計測を行った場合の逆問題の解の一意性につい

て考えてみよう．ここでは，未知変位が隣接接点の z方向変位に限定される場合を考え

る．力印加点に微小変位 u(1)
c を生成する力 f (1)

c を与えられた際にまず kv 求め，次に大き

な変位 u(2)
c を生成する力 f (2)

c を与えられた際に khを求める 2段階逆問題を考える．

力印加によって微小変位が発生したとき，力のバランスより，

f (1)
c = kvu

(1)
c + gh

(
kh,u

(1)
c

)
(5.8)

が成立する．ただし，gh

(
kh,u

(1)
c

)
は水平方向のバネ kh の変形が作り出す力である．ここ

では gh

(
kh,u

(1)
c

)
が無視できる程度の微小変位 u(1)

c を仮定する．このとき，隣接節点の変
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位は u(1)
s ≃ 0である．これより，kvは近似的に式 (5.9)で求めることができる．

kv ≃
f (1)
c

u(1)
c

(5.9)

次に力印加点に f (2)
c を与えたときに力印加点での変位 u(2)

c が発生したと仮定する．このと

き力印加点と隣接節点での力のバランスより次式を得る．

f (2)
c = kvu

(2)
c + kh

(
u(2)

c − u(2)
s

)3

L2 +
(
u(2)

c − u(2)
s

)2
(5.10)

kh

(
u(2)

c − u(2)
s

)3

L2 +
(
u(2)

c − u(2)
s

)2
= kvu

(2)
s + kh

(
u(2)

s

)3

L2 +
(
u(2)

s

)2
(5.11)

ここで，Lは初期状態における力印加点と隣接節点との間の距離である．式 (5.10)より，

kh =
f (2)
c − kvu

(2)
c{ (

u(2)
c −u(2)

s

)3

L2+
(
u(2)

c −u(2)
s

)2

} (5.12)

式 (5.10)，式 (5.11)より，式 (5.12)を代入して khを消去すると，

kvu
(2)
c + kvu

(2)
s +

f (2)
c − kvu

(2)
c{ (

u(2)
c −u(2)

s

)3

L2+
(
u(2)

c −u(2)
s

)2

}
(
u(2)

s

)3

L2 +
(
u(2)

s

)2
− f (2)

c = 0 (5.13)

kv, u(2)
c , f (2)

c , Lは既知であるため，式 (5.13)は隣接節点の変位 u(2)
s に対する方程式とみな

すことができる．つまり，解の一意性を証明するためには，式 (5.13)の左辺が u(2)
s の存在

範囲に対して単調増加であることを調べればよい．ここで，式 (5.13)の第 1項，第 2項，

第 3項，第 4項の物理的意味はそれぞれ，Fig. 5.1の力印加点のバネ kvに作用する力，隣

接節点 kvに作用する力，境界固定部に作用する力の z方向の分力 fbz，さらに力印加点に

作用する印加力に対応している．ここで，第 1項 kvu
(2)
c と第 4項 f (2)

c は定数である．ま

た，第 2項 kvu
(2)
s は u(2)

s に対して単調増加関数である．次に第 3項の境界固定部に作用

する力の z方向の分力 fbzについて考察してみよう．u(2)
s = 0では fbz = 0，ここから u(2)

s

が増加するにつれてバネ khが伸びるため， fbzは u(2)
s に対して単調増加関数である．つま

り，式 (5.13)の左辺を g
(
u(2)

s

)
とおくと式 (5.14)が成立する．

dg
(
u(2)

s

)
u(2)

s

> 0 (5.14)

ここで，u(2)
s の取りうる範囲は 0 ≤ u(2)

s ≤ u(2)
c

2 である．この範囲の上限と下限について，そ
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g(us
(2))

us
(2)0

uc
(2)

2

Solution

Fig. 5.2Relationship betweeng(u(2)
c ) andu(2)

c

れぞれ g
(
u(2)

s

)
の値を求めてみよう．まず，u(2)

s = 0の場合，

g(0) = kvu
(2)
c + kv (0) +

f (2)
c − kvu

(2)
c[ {

u(2)
c −(0)

}3

L2+
{
u(2)

c −(0)
}2

] (0)3

L2 + (0)2
− f (2)

c

= kvu
(2)
c − f (2)

c ≤ 0 (5.15)

印加力 f (2)
c は中心節点のバネ khと中心節点と隣接節点をつなぐバネ khの 2つに分解され

ることから，g(0) ≤ 0である．一方，u(2)
s =

u(2)
c

2 の場合，

g

u(2)
c

2

 = kvu
(2)
c + kv

u(2)
c

2
− f (2)
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2
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c
2

)}2



(
u(2)

c

2

)3

L2 +

(
u(2)

c

2

)2
− f (2)

c

= kvu
(2)
c + kv

u(2)
c

2
− f (2)

c − kvu
(2)
c

(
u(2)
c
2

)3

L2+

(
u(2)
c
2

)2



(
u(2)

c

2

)3

L2 +

(
u(2)

c

2

)2
− f (2)

c

=
1
2

kvu
(2)
c > 0 (5.16)

kv, u(2)
c は正値であるから，g

(
u(2)

s

2

)
> 0である．

したがって，Fig. 5.2に示すように単調増加関数の性質により，g
(
u(2)

s

)
= 0 の解は

0 ≤ u(2)
s ≤ u(2)

c

2 において唯一解が存在する．このとき，kh は式 (5.12) より一意に決まる．

以上より，未知変位が隣接節点の z方向変位に限定される場合，解の一意性が保障される．
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Table 5.1Simulation conditions

N # of kh L[mm] kh[N/m] kv[N/m]

1 2 20 320 160

3 4 10 640 80

5 6 6.67(= 40/6) 960 53.3(= 320/6)

khkh = 0
fc

kh

kv = 0

fc
uc

(a) Condition 1:kh = 0 (b) Condition 2:kv = 0

Fig. 5.3Initial condition

5.5 シミュレーションによる初期値 β0の検討

式 (5.7) による解の収束性を確認するために数値シミュレーションを行う．ここでは，

モデルの条件や逆問題を解く際の条件を変えた際に解の収束性がどのように変化するか

を確認する．検証は，まず順問題を解くことでモデルの印加力と変位関係を算出し，次

にこの印加力と変位関係を入力として逆問題を解くことでパラメータを得るという手順

で行う．ここでは簡単化のため z方向の変位自由度のみに限定した 2次元モデルを用

いる．Table5.1にシミュレーション条件の一覧を示す．変位自由度を有する節点の数を

N = 1, 3,5としている．また，モデルの両端は x = ±20[mm]に位置し，水平方向の各節

点間距離は N = 1,3,5に対してそれぞれ L = 20,10,6.67(= 40/6)[mm]である．なお，水

平 ·垂直方向のバネの値は khの数に対して，(kh, kv) = (160,320)[N/m]となるようにそれ

ぞれ設定している．

Lebenverg-Marquardt法はニュートン法と最急降下法の両方の性質を有する手法である

ため，大域的収束性は保証されず，さらに収束値に対する初期値依存性がある．大域的

収束性については，3.5.1節の考察から式 (5.4)∼(5.6)で示される制約条件の範囲内であれ

ば，解の唯一性が保障されるため，収束値が制約条件を満たすかどうかをチェックするこ

とで解の唯一性が保障される．一方，初期値依存性については，初期値を制約条件を満た

すような収束値の近傍に設定することによって，少ない反復計算回数で収束値を得ること

ができることが知られている109)．ここでは，以下の示す 3種類の初期値を設定し，解の

収束性について評価する．
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Fig. 5.4Deformation of the proposed model



68 第 5章 ポイント変位計測に基づく逆問題

0 2 4 6 8 10
0

0.5

1

1.5

2

Displacement [mm]

Fo
rc

e 
[N

]

Fig. 5.5Relationship between applied force and deformation

初期値 1: β0の要素をすべて 1にしたもの

β0 = [1,1, . . . ,1]t

初期値 2: Fig. 5.3(a)に示すように kh = 0を仮定したもの

β0 = [0, k′v,0, . . . ,0]t

k′v =
fc
uc

なお，水平方向のバネは 0であるために周辺部へは力が伝達されないため，周辺部

の節点変位は 0とする．

初期値 3: Fig. 5.3(b)に示すように kv = 0を仮定したもの

β0 = [k′h,0,u
′
i , . . . , u

′
N]t

k′h =
fc

(
u2

c +
(
L N

2

)2
)

u3
c

ただし，u′i は中心節点を除いた節点の変位であり，Fig. 5.3(b)に示すようなチェー

ン形状となるように各節点の変位を割り振る．

次に逆問題に対する印加力と変位の組み合わせについて考える．Fig. 5.4に N = 5のモ

デルに対して，異なる大きさの力を中心節点に印加した際の変形形状を示す．Fig. 5.5に

印加力の大きさと力印加点の変位との関係（力-変位曲線）を示す．反復計算を行う際に

は，この力-変位曲線上の少なくとも 2つの異なる力と変位の組み合わせが必要である．

シミュレーションで用いた印加力の組み合わせを Table5.2に示す．ここでは，印加力の

組み合わせによる解の収束性についても評価するため 12通りの印加力の組み合わせを設
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Table 5.2Combinations of the applied force for solving the inverse problem

No. Combinations of the applied force [N] Graph legends

1 [0.001, 0.002] ◇

2 [0.010, 0.011] ○

3 [0.010, 0.020] □

4 [0.100, 0.101] △

5 [0.100, 0.110] ◇

6 [0.100, 0.200] ○

7 [1.000, 1.001] □

8 [1.000, 1.010] △

9 [1.000, 1.100] ◇

10 [1.000, 2.000] ○

11 [0.500, 1.000, 1.500, 2.000] □

12 [0.250, 0.500, 0.750, 1.000, 1.250, 1.500, 1.750, 2.000] △

Table 5.3Convergence results underN = 1

Condition 1 2 3

Success 12 12 11

Different value 0 0 0

Not converge 0 0 1

定している．例えば，No. 1や No. 2の組み合わせは Fig. 5.4(a)に示すような微小変形の

領域に対応し，No. 10の組み合わせは Fig. 5.4(c), (d)に示す変形が大きい場合に対応す

る．また，3つ以上の力と変位の計測データが得られた場合を考慮して，No. 11および

No. 12を設定している．N = 1,3, 5の各モデルに対して，3種類の初期値と 12種類の印

加力の組み合わせ条件の下でシミュレーションを行った．

N = 1の場合

Table5.3は，100回の反復計算を行った結果，Table5.1で示された順問題の設定値に

収束したか，異なる値に収束したか，収束しなかったかどうかを調べ，その結果をまとめ

たものである．初期値 3,印加力の組み合わせ No. 1の場合のみ，反復計算時に途中で値

が発散したため収束値を得ることができなかった．これ以外の条件では，事前に設定した

パラメータに収束することを確認している．Fig. 5.6に各条件のもとでパラメータが収束
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Fig. 5.6
Relationship between number of iterations to convergence and initial condition
underN = 1

した場合に変動が 1.0× 10−5 以下に収束するまで行った反復計算の回数を示す．ここで，

x軸およびグラフの各マーカの色と形はそれぞれ 3つの初期値，印加力の組み合わせの違

いを示している．なお，マーカの色と形と印加力の組み合わせとの関係については Table

5.2を参照されたい．いずれの条件においても 6回から 23回の反復回数で収束している

ことが分かる．Fig. 5.6から分かるように，N = 1のモデルでは，初期値の違いや印加力

の組み合わせの大小や組み合わせの数の違いによって収束性の速さに違いは見られない．

これに対して，初期値によってパラメータの収束挙動に違いがみられた．

Fig. 5.7(a), (b), (c)に初期値 1, 2, 3の代表的な kh, kvの収束挙動をそれぞれ示す．各グ

ラフの中で赤点は変動が 1.0× 10−5以下に収束した点を示す．Fig. 5.7(a)から分かるよう

に，初期値 1の場合，khが 1回目の反復計算の後で極端に大きな値をとり，その後単調に

事前に設定した値に収束していることが分かる．これに対して，Fig. 5.7(b), (c)に示すよ

うに，初期値 2, 3の場合では，いずれも初期値から単調に事前に設定された値に収束して

いることが分かる．これらの挙動の比較から，初期値 1は初期値 2, 3に比べて収束挙動が

初期値付近において不安定であることが分かる．

N = 3の場合

Table5.4に，100回の反復計算を行った結果を示す．N = 1の場合と大きく異なる点

は，初期値 1で逆問題を解いた場合，一度も正しく解くことができない点である．これ

は，N = 1の場合には未知変位が無いモデルであるのに対して，N = 3の場合では 2つ
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Fig. 5.7Parameter convergence with respect to iteration underN = 1
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Fig. 5.8Parameter convergence with respect to iteration underN = 3
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Table 5.4Convergence results underN = 3

Condition 1 2 3

Success 0 9 10

Different value 4 0 0

Not converge 8 3 2
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Relationship between number of iterations to convergence and initial condition
underN = 3

未知変位分だけ未知数が増えたことに起因すると考えられる．また，初期値 2, 3の場合

についても N = 1に比べて，正しく解けない場合が増えていることが分かる．まず収束

挙動について詳しく見てみよう．Fig. 5.8に各条件におけるパラメータの収束挙動の例を

示す．Fig. 5.8(a-1)および (a-2)は初期値 1において，パラメータが収束しているものの

あらかじめ設定した値と異なる値である場合，パラメータが収束していない場合をそれぞ

れ示す．Fig. 5.8(b-1)および (c-1)は初期値 2, 3においてパラメータが収束した場合，ま

た (b-2)および (c-2)はパラメータが収束しなかった場合をそれぞれ示す．まず，初期値

1について見てみると，Fig. 5.8(a-1)から kh, kv がいずれも 0付近にあることが分かる．

詳しく調べてみたところ，(kh, kv) = (−1.13× 10−3,2.25× 10−3)[N/m] であり，バネの値

がマイナスになっていることから拘束条件を満たしていないことが分かった．一方，Fig.

5.8(a-2)から収束しない場合には，反復の初期段階で急峻かつ正負が逆転するような不安

定な挙動が見られ，その後 khは正の方向から，kvは負の方向から 0付近に漸近するよう

な挙動を示しており，発散によって収束しなかったわけではないことが分かる．いずれに
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Table 5.5Convergence results underN = 5

Condition 1 2 3

Success 0 9 8

Different value 9 0 0

Not converge 3 3 4

せよ，初期値 1によって正しい値を求めることはできないと考えられる．次に初期値 2,

3でパラメータが収束しなかった場合を見てみると，Fig. 5.8(a-2)および (b-2)の挙動は，

パラメータが収束した場合に対応する Fig. 5.8(a-1)および (b-1)のグラフを x軸方向に引

き伸ばされたような形をしていることから，単に収束性が悪くなっているだけと考えられ

る．実際に，100回を超えて反復計算を続けたところ，Fig. 5.8(a-2)および (b-2)はそれぞ

れ 220回，2296回で事前の設定値に収束することを確認した．

Fig. 5.9に各初期値のもとで収束するまでにかかった計算回数を示す．ここで，黒色の

点で表されたデータは収束値が事前の設定値と異なっていることを示している．初期値 1

に対する結果はいずれも事前の設定値に収束していないことからここでは取り扱わない．

一方，初期値 2, 3に対する結果を比較すると，収束までにかかった平均反復計算回数はそ

れぞれ 11.6回，16.4回であり，初期値 2の方が 5回ほど速く収束していることが分かる．

以上の考察から，未知変位がある場合については初期値を注意深く選択する必要があり，

初期値 2, 3が比較的良い候補であることが分かった．

N = 5の場合

Table5.5に示すように，100回の反復計算の結果，初期値 1では正しく値を算出するこ

とができず，また，初期値 2, 3の場合であっても N = 3の時と比べて事前に設定された

値に対する収束性が悪化していることが分かる．この収束性の悪化は計算過程で値が発散

しているわけではなく，収束しなかった例として Fig. 5.10(b-2)および (c-2)に示すよう

に，単に収束が遅くなっていることを付記しておく．しかしながら，N = 3の時と比べて

収束速度は圧倒的に遅いことから，印加力の組み合わせを工夫する必要があることが分か

る．また，正しい値に収束した場合，Fig. 5.11に示すように初期値 2, 3に対する収束値

を得るまでの反復計算回数の比較から，初期値 2の方が比較的早く収束していることが分

かる．このことから，N = 3の場合で得られた初期値 2, 3の収束性に関する傾向は N = 5

の場合においても同じであることが分かった．
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考察

なぜ，初期値や逆問題に与える印加力の組み合わせによって，これほどまでに収束性が

異なるのだろうか？この疑問を解き明かすために，初期値における系のポテンシャルエネ

ルギーを用いて，収束性の違いを比較してみる．ここでポテンシャルエネルギーは，モデ

ルの変形による弾性エネルギーの総和に相当し，次式によって定義される．

W ≜
1
2

∑
ki j∈Sk

ki j ∥u j − ui∥2 (5.17)

ここで，ki j および Sk は節点 i, j 間にあるバネの値およびモデルに含まれるすべてのバネ

要素の集合をそれぞれ示す．Fig. 5.12(a), (b), (c)に節点数 N = 1,2,3における収束にか

かった反復計算回数と初期値における系のポテンシャルエネルギーとの関係をそれぞれ示

す．なお，xおよび y軸はそれぞれポテンシャルエネルギーの対数をとったもの，反復回

数を表す．グラフ中のマーカの色と形は Table5.2の凡例に対応する．また，黒い点で表

されたマーカは収束値が事前に設定された値と異なり，パラメータ推定に失敗しているこ

とを表している．なお，失敗したケースはすべて初期値 1に対応する．Fig. 5.12(a), (b),

(c)から，全体的な傾向としてポテンシャルエネルギーが小さい場合には平均的には少な

い反復計算で収束しているのに対して，ポテンシャルエネルギーが大きい場合，収束する

までの反復計算回数のばらつきが大きく，平均的にみるとより多くの反復計算を必要とし

ていることが分かる．さらに，Fig. 5.12(b), (c)から節点数 N = 3,5の場合，収束したに
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Fig. 5.12
Relationship between number of iterations to convergence and initial potential en-
ergy



78 第 5章 ポイント変位計測に基づく逆問題

もかかわらず収束値が事前に設定された値とは異なるケースはすべてポテンシャルエネル

ギーが 1[J]を超えるようなグループになっていることが分かる．

このような解の収束性と初期値におけるポテンシャルエネルギーとの相関は，ポテン

シャルエネルギー最小原理が関連しているものと考えられる．一般的に印加力とバネによ

る弾性力がつり合い状態にあるとき，系のポテンシャルエネルギーが最小となる．このた

め，ポテンシャルエネルギーが小さい初期値はつり合い状態に相当する正解値に近い値で

あり，今回のシミュレーション例に関しては収束性が良い傾向にあると考えられる．さら

にポテンシャルエネルギーが高い初期値は正解値から大きく離れることを意味し，最終的

に拘束条件を逸脱した極小値に収束してしまうと考えられる．以上の考察から，初期値

β0 としては，収束性の速さと正解値への収束性の高さから初期値 2および初期値 3を用

いることにする．

5.6 まとめ

本章では，定常状態において，組織に対する力印加による表面変形のうち，力印加点に

集中して加わる印加力と中心変位のみが計測可能という場合に，提案モデルの 2つのバネ

の値を算出する逆問題として，力残差を評価関数とする最小化問題に置き換えて収束計算

で求める方法を示した．定式化を行う中で，逆問題を解くためには異なる大きさの力に対

するポイント変位を少なくとも 2回計測する必要があることを示した．逆問題の適切性

については，モデルの変位を中心節点と隣接節点の z方向に限定した場合において，節点

の力のバランスをもとに解の一意性を示した．また，正解が分かった問題に対して逆問題

を数値的に解くことでシミュレーションを行い，反復計算の初期値 β0と解の収束性につ

いて考察した結果，kh, kvが取りうる境界（kh = 0もしくは kv = 0）を初期値とすること

で，正解値への収束性が高まり，収束するまでにかかる反復計算回数も少なく済むことが

分かった．
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第 6章

ヒト肌変形への応用

6.1 概要

本章では，第 2章で構築した非接触型の変形計測システムを用いて取得した空気噴流に

よる力印加時のヒト肌変形データから，第 3章で構築した生体柔軟組織モデルの内部パラ

メータを第 4章および第 5章で提案した逆問題解法を適用し，内部パラメータを推定する

とともに，推定したパラメータをモデルに代入し順問題を解くことにより得られたモデル

の変形を算出し実験データとの比較，さらにはポイント変位計測に基づく逆問題の限界を

探る．

6.2 表面変形計測に基づくパラメータ推定

入力には事前のキャリブレーションで得た印加力の時系列応答と非接触変形計測システ

ムを用いて取得したヒト肌の力印加に対する変形形状の時系列応答を用いた．逆問題で用

いたモデルの詳細は以下のとおりである．モデルの拘束されていない節点数は N = 3× 3，

隣接する節点間の距離は L = 10[mm]，力印加は 0.18[N]を中心節点に集中印加として与

えた．Table6.1に式 (4.12) を用いて算出されたパラメータを示す．Fig. 6.1は 2名の被

験者に対して，パラメータをもとに計算したモデルの変形形状，計測された実際のヒト肌

変形をそれぞれ示したものである．なお，モデルの変形，計測値はそれぞれ破線，実線で

示している．各時刻において，モデルの変形形状と計測値はよく一致していることが分

かる．

ここで力印加点の変位に着目する．両被験者の力印加点の変位を Table6.2にまとめた．

ここから被験者 A の皮膚の方が被験者 Bの皮膚よりも硬いことが分かる．ただし，引き

つれ効果の違いについては力印加点の変位だけでは評価できない．そこで，算出されたモ

デルの内部パラメータを使って両者の変形の違いを比較する．2名の被験者に対して得ら
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Fig. 6.1Dynamic responses of the deformation of human skin
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Table 6.1Estimated parameters

Subject A Subject B

kh[N/m] 688 107

kv[N/m] 38.7 24.6

ch[Ns/m] 0.428 0.254

cv[Ns/m] 0.0155 0.00793

Table 6.2Displacement at the point of force application

Subject A Subject B

uc[mm] 1.89 3.35

Table 6.3Time constant

Subject A Subject B

τh[ms] 0.622 2.37

τv[ms] 0.401 0.322

れたバネの値は水平および垂直方向において，被験者 Bに対して被験者 A の値はそれぞ

れ 6.4倍，1.6倍である．このことは被験者 A の皮膚と被験者 Bの皮膚の硬さの違いが主

として水平方向の硬さの違いによるものであることを示している．

ここで 2種類の時定数を定義する．

τh =
ch

kh
(6.1)

τv =
cv

kv
(6.2)

ただし，τh および τv はそれぞれ水平方向および垂直方向のバネ ·ダンパ要素の時定数を
示す．Table6.3に 2名の被験者に対してそれぞれ算出した時定数を示す．被験者 A と被

験者 B で比較すると，まず τh は被験者 A の方が被験者 B より 1.75[ms]小さく，τv は

被験者 A の方が被験者 Bよりも 0.079[ms]大きい．一方，実際の変形を見てみると Fig.

6.1(a-12)，(b-12)の比較から被験者 A はほぼ変形が回復しているのに対して，被験者 B

ではまだ大きな変形が残っている．このことから被験者 A の皮膚の方が被験者 Bの皮膚

に比べて速い応答を示していることが分かる．これは被験者 A の皮膚の方が硬いことと

も関係しているものと思われる．
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6.3 ポイント変位計測に基づくパラメータ推定

第 2章で構築した非接触変形計測システムに空気ノズルの軸とレーザの光軸を一致させ

て設置した (株)キーエンス製非接触変位センサ LK-080を用いて，力印加点のポイント変

位を計測した．逆問題を解くには，少なくとも大きさの異なる 2つの力を印加する必要が

ある．ここでは，圧力レギュレータを使ってノズル直前の圧力を変えることで，大きさが

異なる印加力を生成している．実験時の印加力と変位の時系列応答を Fig. 6.2に示す．変
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位が定常状態となるように，8段階の異なる大きさの力を 1秒間ずつ段階的に印加してい

る．Fig. 6.3に Fig. 6.2の定常状態における力–変位関係を青点で示す．この力–変位関係

を入力として逆問題を解く．ここでは，拘束されていない節点数は N = 3× 3とした．式

(5.7)を用いて (k̂h, k̂v) = (368,144)[N/m]を得た．Fig. 6.3に得られたパラメータを用いて

順問題を解いて得られたモデルの力–変位曲線を示す．Fig. 6.3から，モデルの力–変位関

係と計測で得られたヒト肌の力–変位関係はよく一致していることが分かる．

ポイント計測では力印加点の変位は計測可能であるものの周辺部の変形は直接計測でき

ない．したがって，得られたモデルパラメータが引きつれ効果を有する柔軟物の周辺部の

変形形状までうまく評価できていない可能性がある．そこで，モデルの変形とヒト肌変形

との比較を行った．Fig. 6.4に外力 0.32, 0.38, 0.44, 0.52[N]時のモデル変形とヒト肌変形

をそれぞれ破線と実線で示す．Fig. 6.4から，中心点だけでなく，座標 (x, y) = (10,0)[mm]

の変位もよく一致していることがわかる．力印加点の変位しか計測していないのに，なぜ

周辺部の節点変位もよく一致するのだろうか．その理由として考えられることは，バネ

ネットワークを介して力印加点と周辺部が干渉し合っていることと，ここで取り扱ったモ

デルの拘束されていない節点が 3× 3であるため，力印加点と拘束点の間に自由に動ける

節点は 1つしかなく，その自由節点は自動的に両者の間の変位に決まらざるをえないとい

う構造的制約という 2点であると思われる．この結果は，生体組織のポイント変位のみの

計測であっても引きつれ効果も表現できる内部パラメータの算出が可能であることを同時

に示唆している．

次に反復解法で逆問題を解く際の未知数ベクトル βの収束挙動について考察する．Fig.

6.5に βのうち kの反復計算の過程を示す．Fig. 6.6(a)に示すような kh = 0を条件とする
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khkh = 0
fc

kh

kv = 0

fc
uc

(a) Condition 1:kh = 0 (b) Condition 2:kv = 0

Fig. 6.6Initial condition

初期値では 6回の繰り返し計算で，Fig. 6.6(b)に示すような kv = 0を条件とする初期値

では 12回の繰り返し計算でパラメータが同じ値に収束していることが分かる．このよう

な収束挙動から，この場合パラメータの初期値依存性は小さい．

同一のヒト肌変形に対して，第 5章，第 6章の逆問題を適用し，2つの方式を比較する．

Table6.4に拘束されていない節点の数が 3 × 3, 5× 5の際に表面変形計測に基づく逆問

題およびポイント変位計測に基づく逆問題を用いて算出した内部パラメータを示す．Fig.

6.7に Table6.4に示した内部パラメータを代入した際のモデル変形および計測されたヒト

肌変形をそれぞれ示す．ここで，モデル変形とヒト肌変形をそれぞれ破線と実線で示す．

まず，3× 3の場合，ポイント変位計測に基づく逆問題および表面変形計測に基づく逆問

題を用いて算出されたパラメータは誤差 7%以内で一致する．Fig. 6.7(a)，(b)からもわか

るようにモデル変形と実際のヒト肌変形はそれぞれよく一致している．つまり，ポイント

変位計測という限られた情報量であっても，ライン変形計測と同等の弾性評価が十分可能

であることを再度強調しておきたい．これに対して，5× 5の場合，2種類の逆問題から算

出されたパラメータには最大で 60%を超える誤差が生じる．このため，モデルの規模が

3× 3からわずかに大きくなっただけで，2つの逆問題の解は大きく異なってくる点に注

意されたい．このような誤差が生じる原因として，モデルの冗長性が考えられる．3× 3

の場合決定すべき未知変位の数は N = 5であるが，5× 5の場合では N = 16である．さ

らに，5× 5のモデルには中心節点に隣接しない節点が存在する．従って，中心節点の変

位情報だけでは，未知変位を推定するための情報が不足し，結果として大きな誤差につな

がっているものと推察する．

以上より，ポイント変位計測に基づきパラメータを算出する際には，節点数を増やすの

ではなく，3× 3というような節点の少ないモデルを使うことで，表面変位計測に基づく

手法と同等のパラメータ推定が行える点に留意されたい．
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Fig. 6.7
Deformation comparison between point and surface deformation method with dif-
ferent number of nodes of the model

Table 6.4Estimated parameters (kh, kv)[N/m]

Point-type Surface-type

3× 3 ( 368, 144 ) ( 393, 140 )

5× 5 (178, 142) (448, 86.5)

6.4 まとめ

本章で得られた結果は，以下の 2つである．第 4章，第 5章で定式化した逆問題をヒト

肌変形に適用した結果，推定パラメータを用いることで，適用対象となったヒト肌の変形

形状および力–変位関係をうまく表現できる．ただし，モデルの節点数が 5× 5になると，

ポイント変位計測方式では正しくパラメータ推定はできないものの，節点の少ない 3×3

の場合は単にパラメータ推定できるだけでなく，未知である変形形状までうまく予測でき
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ることを示した．このことは組織の変形評価を力印加点のポイント変位で代用できること

を意味し，今後の展望を考える上で，計測システムの簡略化の観点から特に有用な知見で

ある．
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第 7章

結論

7.1 まとめ

本研究では，引きつれ効果と方向依存型特性を考慮した最もシンプルな生体柔軟組織モ

デルを提案し，実験データからその内部パラメータを算出するための逆問題について考察

した．以下に得られた結果を示す．

• 空気噴流による流体力を用いた力印加系と高速度カメラを用いた変形計測系からな
る非接触変形計測システムを構築し，ヒト肌実験を通して，引きつれ効果と方向依

存型応答を見出した．

• 引きつれ効果と方向依存型応答を表現するために水平方向のバネ · ダンパ (kh, ch)

と垂直方向のバネ ·ダンパ (kv, cv)を有し，水平方向のバネ ·ダンパの節点を垂直方
向のバネ ·ダンパで支持するような単層構造のモデルを構築した．
• モデルの各節点に加わる印加力と変位が与えられた場合，もともと非線形方程式で
あるモデルの運動方程式を内部パラメータに対して線形方程式に帰着し，これを解

くことで内部パラメータ推定ができることを示した．

• モデルの各節点に加わる印加力と変位が与えられた場合の逆問題では，解の存在性
および解の一意性についてはモデルの節点数とサンプリング数から決まることを指

摘した．

• 力印加点に加わる力とポイント変位しかわからない場合であってもバネパラメータ
(kh, kv) だけに限定すれば，複数回の押し込み動作でパラメータ推定ができること

を示した．

• 提案手法をヒト肌変形に適用し，ポイント変位計測に基づく逆問題ではノード数の
多い 5×5モデルに対してはヒト肌変形との誤差が大きくなるものの，表面変形計

測に基づく逆問題ではこのような誤差は見られなかった．ノード数の少ない 3×3
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kv

kh kh

Fig. 7.1Deformation model

Forceps
Endoscope Point-type stiffness sensor

Fig. 7.2Point-type stiffness sensing for minimally invasive surgery

モデルではポイント変位計測手法は表面変形計測手法と同等の精度が達成できるこ

とを示した．

7.2 今後の展開

近年，物体に触れた際の力などをアクチュエータを用いて操作者へ仮想的に提示するハ

プティックシステム (Fig. 1.6)の研究がおこなわれている110)．ハプティックシステムと本

研究で提案した生体柔軟組織モデルを組み合わせることで，仮想的に生体柔軟組織の力覚

環境を構築することができる．例えば，医師の触診訓練システムへの応用が考えられる．

力覚提示で重要な点は，ハプティックシステムに対する変位入力からリアルタイムで反発

力を計算し，アクチュエータを駆動する必要があることである．このため，組織モデルと

しては計算量の少なさが求められる．このため，集中バネ ·ダンパモデルのような簡易モ
デルが用いられることが多く，正しく生体柔軟組織の変形特性を表現できない可能性が
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あった．提案モデルは，Fig. 7.1に示すような中心点の節点のみという構成にすることで

力と変位の関係を解析的に求めることができるため，リアルタイムでの反発力計算に向い

ている．事前に逆問題を使って正常組織と患部のパラメータマップを用意することで，実

際の患者や臓器を取り扱う機会が無くとも，ハプティックシステムに入力された医師の手

の動きから仮想的に触診時の組織の反発力を提示することができると考えられる．

また，ポイント変位計測に基づく逆問題の応用としては，Fig. 7.2に示すような腹腔鏡

を用いた低侵襲手術の際に，体表に開けられた直径 10[mm]程度の穴から小型のプローブ

を挿入することで内臓組織の弾性評価への応用が考えられる．低侵襲手術では，医師が自

身の手で組織に触れることができないために，硬さ情報を使った診断が難しいという課題

がある．そのため，ハプティックシステムとポイント型センサを組み合わせたシステムを

構築することで，医師の診断支援が可能となる．まず，ポイント型センサを用いて体内に

ある臓器の力–変位特性を計測する．次に，計測された力–変位特性からポイント変位計測

に基づく逆問題を用いて Fig. 7.1のバネパラメータを算出する．そして，このパラメータ

をハプティックシステムに取り込み，医師がハプティックシステムに対して触診動作を行

うことで，体内にあるはずの臓器の硬さを仮想的に体外で提示し，医師の診断支援を行う

ものである．
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