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1章 緒 論

繊 維 とは一 般 に細 長い 糸 状物 質 の総称 であ る。繊 維 は動植 物 な どの生体 内に多 く存在 す る。 動物

を機械 的 に支 えてい るのは コ ラーゲ ンとい う蛋 白質繊 維 で あ る。 コ ラー ゲ ソは皮 膚,腱,骨,歯 だ

けで な く,眼 の 角膜 や 内臓 や 血 管 に も存 在 してい る。 そ して骨 や 歯 は繊 維 に リソ酸 カル シウ ムが 沈

着 した 複 合構 造 を有 してい る。 植物 もセ ル ロース な どの繊維 に よ って構成 され てお り,人 間 はそ の

歴 史 のな か で も羊 毛 な どの動 物繊 維 と ともに綿 花,麻,コ ウ ゾ,ミ ツマ タ,イ な どの植 物繊 維 を衣

服,紙,敷 物 な どに利用 して きた。

一方
,石 油 か らもナ イ ロン,テ トロ ン,ビ ニ ロ ンな ど多 くの繊 維 が 合成 され衣 服 や工 業用 材料 と

して 使用 され てい る。 さ らに最近 で は金 属,炭 素,ケ イ素 な どの無 機物 を原料 と した繊 維 もつ く ら

れ 種 々の構 造 物 の強 化材料 として利 用 され てい る。

繊 維 集 合体 とは生物,無 生 物 を問 わず,多 くの繊 維が 集合 して一 定 の働 き をす る構 造 物 の総 称 で

あ り筋 肉,皮 膚,革,植 物 組 織,織 物,紙,不 織 布,繊 維 フィル ター,連 続 気泡 発 泡体,そ して 多

くの プ ラス チ ック類 は広 い意 味 で繊 維集 合体 とい え る。 繊維 集 合体 のな かで,単 一 種類 の繊 維 で構

成 され て い る単 一種繊 維 集体 と,繊 維 と他 の物 質が 複合 して構 成 され てい る複合 構造 繊 維集 合体 に

区:別して呼 ぶ こ とにす る と,現 実 に存在 す る多 くの構造 物 が複 合構 璋繊 維 集 合体 で あ る こ とが わ か

るo

繊 維 集 合体 の 力学 特 性 や,粒 子 や 流体 が通 過 す る ときの特 性 は,単 繊 維 の物 性 と集合 体 構造 に依

存 してい る。 そ の関 係 を図1.1に 示 す。 図 にお いて 下 向 きの矢 印 は集 合体 を表 わ し,右 向 き の矢 印

幾何学構造

単繊維の構造
平均化

集合化

力学特{生

単繊維の物性

単一種繊維集合体の構造
平均化

集合化

集合化

複合構造繊維集合体の構造

単一種繊維集合体の物性

平均化

集合化

複合構造繊維集合体の物性

図1.1繊 維集合体の幾何学構造と力学特iL
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は 平均 化 を意味 してい る。

繊 維 集 合体 の 構造 と物性 の関 係 を解 明す るた め の基 礎 として2章 で は,2次 元 繊 維 集合 体 の幾何

学 構造 解 析 を行 う。

紙,不 織 布,繊 維 状 フ ィル ターな どの2次 元繊 維 集 合体 の幾 何学 構 造 をモ デル化 して考 え る と,

平 面 の直 線 に よ る ラ ン ダム分 割 と見 る こ とが で き る。 単繊 維 の 幾 何学 構造 と しては繊 維長1,繊 維

巾w,配 向 角 θが 考 え られ,集 合体 幾 何学 構造 と しては繊 維 本数N,単 位 面積 内 の交 点数C,単 位

長 さあた りの交点 数 τ,繊 維 配 向角分 布q(θ)な どが あ る。 さ らに ラ ソダム配 向直線 によ って 生

成 され る多角 形 の幾 何学 構 造 と して は辺 の数n,周 長a,面 積a,変 形 度cが 考 え られ,多 角 形集

合体 としての 特性 は それ らの分 布p(n),Q(1),R(a),T(c)と モ ー メ ン トE(nk

lm),E(nkam),E(lkam),E(ck)な どで表 わ され る。

この よ うな幾 何学 構 造 に つい て は,こ れ まで に も多 くの研 究 が な され て きた。Kallmesら(1)

は,面 積a内 に 繊維 長1の 繊 維 がN本 存 在 し配向 角分 布 が一 様 ラ ンダ ムで あ る場 合 の交点 数Cは

C=(NZ)2/πa(1」)

で あ るこ とを示 した。 小 森(2)ら は任 意 の配 向 角分 布 を有 す る2次 元 繊 維集 合体 の交 点 数Cを

・ 一(Nl
2a)2』1達 ・(・)・(・ ・)1…(・ 一 ・・)d8dB・(1.・)

22

で 表 わ し て い る 。

Hearle(3)は 不 織 布 や カ ー ド,ウ ェ ッブ な どの 配 向 角 分 布q(θ)が

q(B)=aｱbcoskB(1.3)

で 表 わ され る こ と を 実 験 的 に 確 か め て い る。Steinら(4)は 高 分 子 フ ィル ム の 配 向 状 態 を 評 価 す る
●

方法として配向係数Jを

互
J=2f?cos2Bq(B)dB-1(1.4)

_2

とし て定 義 して い る。 配向 が等 方性 で ある ときはJ;0,X軸 方 向 に完全 配 列 の と きはJ;1,Y

軸 方向 に完 全 配列 の ときはJ=一1で あ り,」 は2次 元 繊 維集 合体 の配 列度 を示 す パ ラメー タに な

ってい るo

平 面 内 ラ ソダムの直 線系 の幾 何学 確 率問 題 は従 来,積 分 幾何(5)の 一分 野 として研究 され て きた。

一2一



た と え ばE.F.Harding,D.G.KendalI(6.)ら の 確 率 幾 何 学 は そ の代 表 的 な も の とい え よ

う。S。Goudsmit(7)は ラ ン ダ ム 直 線 に よ って 生 成 され る 多 角 形 の 幾 何 学 特 性 の 平 均 値 に つ い て

研 究 を行 な い

E(n)=4

E(の=2π/τ

(1.5)

E(a)=π/τ2

E(a2)=n4/2z4

の 関 係 を理 論 的 に 求 め て い る 。 こ こ でE(x)は 変 数xの 平 均 値 の こ とで あ る。

R.E.Miles(8),P.1.Richards,D.G.Kendallら はS.Goudsmitの 研 究

を 発 展 さ せ,多 角 形 の 辺 の 数n,周 長1,面 積aに 関 す る1次,2次,3次 モ ー メ ン トをつ ぎ の よ

うに 理 論 的 に 求 め て い る。

E(ll・)=(・ 一2)π/・

E(n2)=(π2十24)/2

E(12)=π2(π2十4)/2.τ2

E(nl)=π(π2十8)/2τ

E(na)=π3/2τ2

E(la)=π4/2τ3

ECnag)=n4C8nz-21)/21za

E(la2)=8π7/21τ5

E(a3);=4π7/7τ6

さ らにR.

を 求 め,つ ぎ の よ うな 理 論 式 を 誘 導 し て い る 。

E(n)=9

E(1)=4/IT

E(a)=2/lrz

(1.6)

E.Miles(8)は 任意 の配 向 を有 す る ときの モ ー メ ソ トに つい て も1次,2次 の場 合

一3一



E(n2)=IG十12

E(nl)=2(IG十4)/IT

ECna)=2G/z2

E(la)=4G/lz3

E(a2)=4G/la4

(1.7)

ここで

ゑ ゑ

1一 ∫
.IJ.;一至

2

q(θ)q(〆)1・i・(θ 一 〆)idθd〆 (1.s)

ヱ ヱ

G一乏lql
22

　　

q(の1・i・(θ 一 θ')idθ}de' C1.9)

で あ り,τ は単 位長 さ あた りの交 点 数 で ある。

多 角形 の辺 の数 の分 布P(n)に つ い ては3角 形 の 存在 率P(3)だ けがMilesに よ って

P(3)=・2一 π2/6

(1.10)
=0 .3551

と求 め られ てい る。 また彼 はn角 形 の周長 の分布Q(lln)が 自由度2(n-2)のXZ分 布 で

あ るこ とを証 明 してい る。

こ の よ うに2次 元繊 維 集 合体 の幾 何学 構 造 に つい て多 くの解 析 が な されて きた の で あ るが,ま だ

解 明 され て いな い ところ も多 く残 ってい る。 多 角形 の辺 の数 の分布P(n)に つい ては4角 形以 上

の確 率 は わ か ってい ない し,配 向 を有す る場 合 ρP(n)に つ い て も求 め られて い ない。 また,多

角形 の 周長t,面 積a,変 形 度cの 分布Q(t),R(a),T(c)に つ い て もそ の理 論 式 は ま

だ わか ってい な い。 さ らに モ ー メ ン トに つい て も,一 様 ラ ンダム配 向 の場 合 は4次 以上 が,そ して

任意 の配 向 を有 す る場 合 は3次 以上 の も のが まだ わか ってい な い。

本 論 文の2章 第1節 で は,ま ず 多 角形 の 辺の 数 の分布P(n)を 一zルコ フ過 程 の定 常 分布 として

求 め,合 せ てE(nk)に つ いて も10次 モ ー メ ン トまで を計 算 す る。 第2節 では 多角 形 の周長,

面 積,変 形 度 の分布Q(1),R(a),T(c)の 理 論 式 を求 め,任 意 の'(k,m)次 モーメン ト

E(nktm),E(nkam),E(lkkm)の 理論 式 を誘 導す る。 そ して 第3節 では,2次 元

一4 一 一



ノ

繊 維 集 合体 が単 純変 形 を受 け た と きの 配 向角分布q(θ)を 理論 的 に求 め,交 点 数C,θ 方 向の走

査線 に交 わる繊 維 本数D(〆),多 角 形 の辺 の数 の分布P(n)を 配 向係数Jの 関 数 として表 わ す。

3章 で は繊 維集 合体 の なか を粒子 や 流体 が通過 して い くと きの 特性 につい て理 論 解 析 を行 な って

い るo

紙,不 織 布,繊 維 フ ィル ター な どは流体 中 の粒 子 を分離 す る 目的 で よ く使用 され る。 粒 子や 流 体

が繊 維 集合体 を通過 す る ときの特 性は繊 維 の太 さ ω,単 位長 さあた りの 交点 数 τ,多 角形 の面 積 や

流体 半 径,粒 子 の形 状 や大 き さに依 存 してい る と考 え られ る。

H,W.Piekaar(9)ら は,有 限長 繊 維 に よ って構 成 さ.れる ラン ダム配 向集合 体 の多 角形 の 面 積

お よび 流体 半径 の分 布 をモ ソテ カル ロ.シ ミュ レー シ ョンに よ って求 め,そ れ らが対 数 正規 分布 で

近 似 で き る と述 べ てい る。M.S.Abdel-Ghani(10)ら は2次 元繊 維 フ ィル タ ーを層状 に重 ね

合 せ た 集合体 の粒 子 通過 特性 をモ ンテ カル ロ.シ ミュ レー シ ョ ンに よ って求 めて い る。 粒子 通過 率

fは,フ ィル タ ー内に落 下 した粒 子 の数miと フ ィル タ ーを通過 して 出て くる粒子 数moの 比 に よ

ってf=皿 。/miと して定 義 され,彼 らは実 験的 に

一ξN

f==eI」 ●(1.11)

とい う関係式 を表 わ して い る。 ここでNLは2次 元繊 維 フ ィル ターの層 の数 であ り,ξ は維 直径 に

関連 した 定数 で あ る。

3次 元 繊維 フ ィルタ ーの粒 子通 過特 性 につ いてD

-xL

f=e

.F.Sherony(】1)ら は

(i.i2)

d_=Pf(L13)
・c4d

f(1-h)

とい う関 係式 を半 理論 的 に誘 導 して い る。 εは空 げ き率,hは 粒 子 の飽 和 度,dpは 粒子 の 平均 直

径,dfは 流 体 の レイ ノル ズ数 に よ って0～1ま で 変化 す る定数 で,粒 子 の繊 維 に よ る接 着 され 易

さ を表 わ してい る。

3章 の 第1節 では,落 下粒子 の繊 維 お よび す で に捕 そ くされ てい る粒 子 と少 しで も衝 突す れ ば,

新 た に捕 そ く され る とい うモ デル を用 い て粒 子通過 率fの 理 論解 析 を行 って い る。 そ して,粒 子 径

に分布 が あ る場 合 の フ ィル タ ーを通過 した粒 子の 周長 分 布 の変化,捕 そ く粒子 に よる フ ィル ター の

目づ ま り効果,3次 元 フ ィル ターに おけ る上 面 と下面 での捕 そ く率 の ち がい,繊 維 や 粒 子系 が 異方
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性 を有す る場 合の 粒子 通過 率 な どに つい て理 論 式 を求 め,モ ソテ カル ロ.シ ミュ レー シ ョソ結 果 と

の比 較検 討 を行 う。

第2節 で は,多 角形 流 体半 径rの 分 布H(r)と そ のk次 モ ー メソ トE(rk)の 理 論 式 を求 め,

n角 形 のみ を通 過 す る流体 流 量 の全 通過 流量 に 占 める分 率K(n)を 計算 してい る。

4章 では,繊 維 集合 体構 造 と弾 性常 数,工 学 常 数 な どの 力学 的異 方 性 につい て理 論 解 析 を進 め る。

繊 維 集 合 体 に は 繊 維 塊(ス ライパ ー,ウ ェ ップな ど),織 物,編 物,高 分子 固体 の よ うに繊 維 や

分子 鎖 の み で構 成 され てい る もの と,紙,不 織 布,FRP,生 物 組織 の よ うに繊 維 と母体 が複 合 し

て い る ものが ある。 これ らの繊 維 集 合体 構造 の 力学 特 性 を評価 す る方 法 として 従来 か ら応 力 が均 一

に分 布 す る と仮定 す るReussモ デル と,歪 が 均 一 に分布 す る と仮定 す るVoightモ デルが 用 い

られて き た。 い つれ の モ デル に おい て も繊 維集 合体 の 力学 的,物 理 的 異 方性 は配 向 角分 布 のn次 モ

ー メ ソ トに依 存 して い る
。 例 えば平均 的な 応 力や歪 は2次 モ ー メソ トで,工 学 常 数や 弾 性常 数 は4

次 モ ー メ ソ トで,そ して 高分子 固 体 の光学 的特 性 の多 くは2次 モ ー メ ン トで表 わ され る。

配 向 を実験 的 に評価(12)す る方 法 は,高 分 子0分 子 構造 解析 の 分野 で よ く研 究 が な され てい る。

赤 外 吸収 二 色 性,可 視 お よび紫 外 吸収 二 色 性,染 色二 色性,複 屈折 法 で は配 向角 分布 の2次 モ ー メ

ソ トが 評価 で きる。 偏光 け い光 法,レ ーザ ー ラマ ソ分 光法 で は2次 お よび4次 モ ー メ ソ トを評価 す

る こ とがで きる。 広 角X線 回折 法 で はn次 モ ー メ ソ トが評 価 で き9そ れ ゆ え配 向角分 布 関数 を完 全

に求 め るこ とがで き る。

配 向 を評価 す る理論(13)(14)と して は,配 向 角分 布 関数 を球 面調 和 関数 によ って 無限 級数 展 開す

る方法 が ある。 これ らの 級数 展 開 の係 数 が配 向 係数 に 相 当す る。 その 結果,配 向 角分 布 関数 はn次

の配 向係 数 に よ って表 現 され る こ とに な る。Cox(15)ら1ま 直交 異方 性 紙状 物体 の弾性 常 数 および工

学 常 数 の理論 解 析 に おい て2次 元 配 向角 分布 を フ ー リエ級 数 に展 開す る方 法 を用 い てい る。

本 論 文 の4章 では,一 般 的 異方 性 を有 す る繊 維集 合体 の 配 向角分 布n次 モー メソ トを フ ー リエ変

換 に よ って表現 す る。 重 畳 積分 の フ ー リエ変 換 は それ ぞれ の項 の フー リエ変換 の 積 として表 わ され

るた め応 力,弾 性 常数 お よび それ らの座標 変 換形 は簡単 な 形式 で,統 一的 に与 え られ るこ とを示 す。

D.R.Petterson(16),S.Backer(17)J.W.S.Haarle(]81P。J.Stevenson

(19)は 不 織 布 の 力学特 性 に 関す る一 連 の 研究 を行 ない
,応 力,歪 曲線 の予 測,ヤ ソ グ率,ボ ア ソ ソ

比,強 度 の 異方 性 な どに つ い て理 論解 析 をし,実 験値 との 比較 を行 ってい る。 高 分子 固体 に関 して

はC.C.Hsiao(20),S,R.Kao(21)ら が1方 向 に配 向 した場 合 につ い て弾{生常 数,工 学 常 数

強 度 の異 方性 を配 向伸 縮 率 の関 数 として求 め てい る。 しか し,彼 らの解 析 には 配 向時 の体 積 変化 や

伸張 に よる有 効要 素率 の 減少 効果 は考 慮 され てい な い。

5章 では,初 期 状 態 に おい て 一様 ラ ソ ダム配向 を有す る3次 元 お よび2次 元繊 維 集合 体 が単 軸 引
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張,純 ず り変形 な どの単純 変 形 を受 け る ときの 繊維 配向 角分 布 を理 論的 に求 め る。 そ して,C.C.

Hsiao(20)ら が 用 いた 力学 モ デル を使用 して,3次 元 直 交異 方 性,横 断 等 方性,2次 元直 交 異方 性

集合 体 の弾 性常 数 お よび工学 常 数 を求め る。 そ の際,集 合体 変形 に よる体積 変 化や 有 効要 素 率 の減

少効 果 につ い て も検 討 を行 って いる。 また,3次 元 横 断等 方 性お よび2次 元 直 交異 方 性集 合体 の 弾

性 常数 お よび工 学常 数 につ いて は配 向 係数 に よ って表現 す るQ最 後 に,ヤ ソグ率 の 異方 性 につ い て

は理 論 と実験値 が よ く合 うこ とを確 かめ る。
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2章2次 元繊維集合体の構造

2.1平 面 内の ラ ンダム直 線 に よ って生 成 され る多 角形 の幾 何 学特 性

2.1.1モ ンテ カルロ.シ ミュレーシ ョン によ る2次 元 ラ ンダ ム配 向繊 維集 合 体 の生 成

平 面上 の ラ ソダム直 線 をつ ぎ の よ うに与 え る。

Xcosθ 十Ysinθ=Z(2.1)

ここで θは原点 か ら直 線 に引 いた 垂線 とX軸 の なす角,Zは この垂 線 の長 さであ る。8,Zは0≦

θ≦ π,0≦Z≦;Mの 範囲 で分 布す る。 ただ しMは 適 当 な正 の常 数 で あ る。

直 線 の測 度dGは

dG=dZ〈dB(2.2)

で与 え られ る。 ここでく は 微分形 式 間 の外 積演 算 を表 わ してい る。Z,θ を一 様乱 数 で置 き換 える

と位置 と方 向が ラ ソダムな 直線群 にな るこ とが 積分 幾 何 によ って証 明 され てい る。(2.1)に よ っ

て,つ ぎつ ぎに新 しい ラ ンダム直線 を生 成 し,そ の過 程 で形成 され る多 角形 の 辺の 数,周 長,面 積

な どを計 算 した。 実験 は コンビ3一 ターと線描 画 に よ る もの との2種 類 で 行 い,初 期 形 状は 半径10

cmの 円に内 接す る正 三 角形 と した。 直

線 本数 は 初期3角 形 内 に100本 入 る ま

で続 けた。 線描 画 によ る実 験 の様 子 を図

2.1に 示す。

2.1.2第1種 分割 過 程 に よ って 生成

され る多 角形 の辺 の数 の分布

およひ 平均 面 積

1つ の多 角形 が直 線 分 の新 た な導入 に

よ り2つ にな り,さ らに直 線分 を導入 し

て,分 割 され たま えの2つ の 多角形 が両

方 とも分 割 され て4つ に な る。 この よ う

に進 む分 割過 程 を第1種 分 割過 程 と呼 ぶ

こ とにす る。 この種 の 分割 をi段 階進 め

、＼＼ ＼

N＼
＼

＼'＼

、

7

1
/

N

、

噛

'＼

i/〆'

＼

図2.1線 描 画FLよ る モ ン テ カ ル ロ.

シ ミ ュ レ ー シ ョ ン
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る と生 成 され る 多角 形 の数 は2'と な る。初 期 多 角形 の辺の 数 をn。=3と して 第1種 分 割 過程 の

進行 の様子 を図2.2に 示 す 。 図 か らわ

か る よ うに第1種 分 割過 程 ね理 想 化 さ

れた 割 れ 目の進 行過 程 で ある。

い ま3角 形 が1本 の直 線分 に よ って

分割 され る と き,直 線分 が3角 形 の頂

点 に交 わ る確 率 を0と す る と,元 の3

△ 一∠J.一 塩
123

図2.2第1種 分割過程の進行

角形 は 必ず3角 形 と4角 形 に分 割 され る。 この場 合,3角 形 か ら3角 形 に な る推 移 確 率T(31

3)と3角 か ら4角 形 にな る推 移 確 率T(413)は それ ぞれT(313)=0.5,T(413)

=0 .5と な る。 同様 の推 移確 率 を4角 形 以上 の場 合 につい て も考 える。任 意 の形 のm角 形 が直 線分

に よ って 分割 され る ときn角 形 とm-n+4角 形 にな る。 こ こで3≦n≦m+1で ある。m角 形 の

形 が固 定 されて い る とm角 形 か らn角 形 にな る推 移確 率T(nlm)が 決定 で きる。 とこ ろで,実

際 の分 割過 程 か ら生 じる 多角 形 は一 義的 に形 が決 ま らず,ま った く確 率 的 な もの で ある。 そ のた め

m≧4に おい て この確 率T(nIm)を 幾 何学 的 に 計算 す る こ とが で きない 。 そ こで つ ぎの よ うな

理 想化 を行 う。 つ ま り,各 分 割段 階 で着 目す る多 角形 を同 じ辺 数 を持 つ 正多 角形 であ る とみ な して

T(nlm)を 計 算 す る。

m角 形 が分 割 され てn角 形 に な る場 合,分 割 され た辺 と辺 の 間 にはn-3本 の分 割 され ない 辺 が

存在 す る。 例 と してm=8,n=5の 場 合 を図2.3に 示 す。 この よ うな状 態 の起 こる確 率tは 図2.
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H
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H

0

(ii)

H

0

(.v)

G

E

G

E

F

F

図2.3八 角形 の 分割 図2.4分 割過程の分類
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4の(1)～(iv)に お い て 斜 線 部 に 交 わ らず に 白い 部 分 の み に 交 わ る 確 率 をtl ,t2,t3,t4と

す る と

t=t1一(t2-t4)}(t3-t4)}t4

=t1→ 一t4-t2-t3(2 。3)

と こ ろ で 積 分 幾 何 学 の 知 識 か ら 凸 閉 領 域r1に 交 わ る ラ ソ ダ ム直 線 が そ の 内 部 の 凸 閉 領 域r2

に も 交 わ る 確 率 はr,,r2の 周 長 の 比 に 等 し い こ とが わ か っ て い る の で,

t,=1一

多角形CDEFGの 周長

t2=L一

正8角 形の周長

多角形BCDEFGの 周長

t3=1一

正8角 形の周長

多角形CDEFGHの 周長

t4=1一

正8角 形の周長

多角形BCDEFGHの 周長

正8角 形の周長

C2.4)

正m角 形 に おい て注 目す る2つ の頂点 の間 にK本 とm-K本 の辺 が存 在 す る とき,そ れ ら頂 点

間 の距 離 をL(m,K)で 表 わせ ば,簡 単 な幾 何学 誘導 よ り

L(m,K)一Dsi。(K・lm)(2.5)

こ こでDは 正m角 形 の外接 円の 直径 で あ る。(2.4)の 各 表 現 は正8角 形 が5角 形 になる場合の確 率 を与

えて い るが,こ れ を正m角 形 か らn角 形 にな る場合 に一般 化 す る と(2.4)(2.5)よ り

(m一 ・+1)D・i・(・/m)+D・i・{(・ 一1)・/m}

tl謹1-

D・mSln(n/m)

1
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n-1

m

・i・{(・ 一1)・/m}

　

t2=t3=一 一

m

msin(π/m)

・i・{(・ 一2)・/m}

n-1

t4=一

m

msins/m)

・i・{(n-3)・/m}

msin('/m)

(Z.s)

mが 奇 数 の場 合,図2.3で 直線 の通 らない領 域(斜 線 部)の と り方はm種 類 存在 す る。 さ らに(2.

6)のt,～t4はm角 形 が分 割 され てn角 形 とm-n+4角 形 がで きる確 率 にな ってい るの でm

角 形 か らn角 形 にな る推 移確 率 と して は そ の半分 で あ る こ とを考慮 す る とT(nIm)は

T(n(m)=m(t1十t4-t2-t3)/2(2.7)

mが 偶 数 の場 合,分 割 され た多 角形 の両 方が(m一 ト4)/2角 形 に な る場 合 が あるが,直 線 の通 ら

ない 領域 の と り方がm/2種 類 とな るの で,こ の と きもT(nlm)は 結 局(2.7)で 与 え られ る。

(2.7)へ(2.6)き 代 入 し て整理 す る ≧

一 ・i・{(・一3)・/m}+2・i・{(・ 一2)・/m}一 ・i・{(・ 一1)・/m}

T(ngym)_
2Sln(π ノm)

(2.8)

(2.8)よ り明 ら か に

T(nlm)=T(m-n十41m)(2.9)

で あ る 。

この よ うな分 割過 程 で の多角 形 の 遊の数 の推移 は1段 階 前 の状 態 のみ に依 存 して順 次 進行 してい

くので マル コフ連鎖(22)と み なす こ とが で き る。 この とき(2.8)は このマ ル コフ過程 の推移 確 率

行列 の要 素 で ある と考 え るこ とが で きる。 そ こで推 移 確 率行 列 を 〔T(nlm)〕 で表 わ し,そ の

計 算値 を第1表 に示 す。 分割 された 多 角形 の辺 の数 はm+1以 上 は と りえな いの でn>m+1で は
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T(n[m)=0で あ る。表2.1よ り,任 意 の辺 の数 の多 角 形 か ら任 意 の数 の多 角形 が生成 され る

表2.1'第1種 分割 過 程 に お いて η角 形 か ら η角 形 に な る推 移確 率 行 列 〔T(nom)〕

(実際 に は無 限 行 列で あ るが そ の一 部 を示 す)

VII
3 4 516171891]OIllI12113(14115
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t3 O.2906x1『 踵 0.5643x(0" 0.8052x葦 じ5 0.9993x10" 0.1135 0.1205 o.izos 0.1135 0.9993x10" 0.9052x10"'0.5643x10" 0.29116x10"

19 O.2507xlO-1 0.4889x10"' 0.7025x]0" 0.8609x10" o.iois 0.夏098 O.ll26 o.iose O.1015 0.8609x10"' 0.7025x10→ 0.4889x10" o.zsmxion

こ とが わ かる。 す なわ ち,推 移 確 率行 列 〔T(n

}m)〕 は既 約 で あ リエル ゴー デ ィ クで あ る。 そ

の結 果,任 意 の 初期 状態 に対 して唯 一 の定常 分布

を持 つ こ とが証 明 で きる。

表2.1に 示 され た各推 移確 率 は,さ ま ざ まに変

形 した多 角形 を同 じ辺数 を持 つ正 多角形 として理

想 化 した場 合の理 論 値 で ある。 この理論 値 が実 際

の多 角形 の推 移確 率 に対 して,ど の よ うな近似 に

な ってい るか を検 討 す る。図2.2の よ うな 第1種

分 割過 程 におい て,i=8ま での直 線分 によ るす

べて の分 割 につい て分 割 され る多角 形 の状 態 を分

類 し推移 確率 の実 測値 を求 めた。5回 の実 測値 の

最大,最 小,平 均 値 と(2.8)に よる理 論値 との

比 較 を図2.5に 示 す。 理論 値 と実 測 値 の平均 値 は,

ほ ぼ 合 ってい るこ とがわ か る。 この こ とは正 多 角

形 で理 想 化 した場 合 の推 移確 率 が,さ ま ざま に変

形 した 多 角形 の推 移確 率 の平 均値 にな って い る こ

とを示 唆 して い る。

E
C

0.5

0.4

0.3

o.z

oj

1

STN'3J

一=Cαl

l・ ・叩

了(rv6)

34567
n

図2.5m角 形が分割 されてn角 形が生成

される推移確率T(nlm)の 理

論値と実験値の比較
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第1種 分 割 過程 の段階iに おい てn角 形 の存在 確 率 をPi(n),そ の 確率 行 列 を 〔Pi(n)〕

と表 わす とマル コフ性 よ り

〔Pi(n)〕 罵 〔P五_1(m)〕 〔T(nIm)〕

=〔P
o(m)〕 〔T(nIm)〕 艮 (z.io)

で与 え られ る。

初 期状 態 をP(3)=1,Poo

算 を行 な った。 その結 果 を図2.6,

(13)=1の2種 類 の場 合 に つい てi=100ま で.(10)の 計

2.7に 示 す。 い ずれ の場 合 もi=10で ほぼ 収束 して い る こ と

が わか るo
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図2.6初 期多角形が三角形 である
場合の第1種 分割過程 にお

ける多角形の辺の数の分布
P.(0)の 推移

1

図2.7初 期多角形が十三角形である場合の

第1種 分割過程における多角形の辺
の数の分布Pl(0)の 推移
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つ ぎ に面積 につ いて 考 える。m角 形 が分割 されてn角 形 にな る ときの辺 の長 さ,面 積,角 度 な ど

の 記 号 を図2。8に 示 す。m角 形 とラ ンダム

直 線 との 交点 がBlB2とBj一 嚢Bjの 間 に

一 様に 分布 して い る と近 似 す る とeA
,A2

A3の 平均 面 積E(a'+a")は

E(aノ+・")一{1/(bi-b,}

・{1/(bl-b

j.1)}

.∫b1∫b・(1/2)。y

b2bj一1

・sinθdxdy

図2.8辺 長,面 積,角 度 な ∂の記号

一(1/2){(り1+b,)/2}

「・{(bj .1+bj)/2}・ 孟・ θ(2・ ・1)

・あ式 はB,B,とBj,1B」 の中点 樋 る醐 で分割 した と考 えた と きの ・A・A,A・ の醸 と同

じで あ る。 この こ とはBIB2とBj -1Bjが 平行 で あ る ときに も適 用 で き る。a'の 面積 をE(a'

ln)と す る と

E(a'ln)漏 多 角形OBlB2…Bj_置Bjの 面積 一3角 形OBIBjの 面 積

誌 台形B
lA2A3Bjの 面 積(2.12)

右 辺 の各 面積 は簡単 な 幾何 学 的誘 導 よ り

E(・i・)一{(n-1)/2}(D/2)2si・(2・/m)一(1/2)(D/2)zsi・{2(・ 一1)・/m}

一(1/2)〔(3/2)D・i・{(・ 一1)・/m}+(1/2)D・i・{(n-3)・/m}〕
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・(D/2)・i・(・/m)・i・{(・ 一1)・/m}(2.13)

E(a'1m)は 正m角 形 の 面 積 で あ る の で

E(。 ・[m)一(m/2)(D/2)2si・(2・/m)(2.14)

(2.13)(2.14)の 比 をG(nlm)と す る と

G(nlm)=E(aノ}n)/E(aqm)

・一1・i・{2(・ 一1)・/m}

mmsin(2n/m)

〔3・1P{(n-7)・/m}+・i・{(・ 一3)・/m}〕 ・i・(・/m)・i・{(・ 一3)・/m}

msin(2π/m)

(2.15)

となる。G(nlm)は 正m角 形 が分割 され てn角 形 にな る ときの 面積 比 を与 えてい る。

段階i-1か らiに 進 む 過 程 にお い て,あ らゆ る多 角形 にこ の よ うな 面積 変化 が生 じ るの で,そ

の こ と を考 慮 して平 均 化す る と段 階 量にお け るn角 形 の平 均面 積Ei(aln)は(2.10)(2.

15)よ り

　

認 ・P・ 一1(m)T(・lm)E・ 一1(alm)G(nlm)(, .16)E:(a(m)_
1

とな る 。

◎o

m昌3
Pト1(m)T(nim)

2.1.3第1種 分 割 過程 の位 相 特性

点 のc,辺 の数,多 角形 の 数,多 角 形 の辺 の数 の平均 値,1点 に接 して い る辺 の数 の平均 値 な ど

は連続 変 形 に対 して不 変 な性 質 を有 して い るの で位 相特 性 で あ る と考 え られ る。 そ こで本節 では 第

1種 分 割 過程 の段 階iの 関 数 として,そ れ らが どの よ うに 変化 す るか を検 討す る。

第1種 分割 過程 に よ って生成 され る点 の数 をA,辺 の数 をB,多 角形 の 数 をCと す る とナ イ ラー
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の定理 よ り

A-B十C=1(2.17)

点 の近 傍 が位 相 的 に異 って い る も.のを分類 す る と以下 の よ うに3種 類 に分 け る こ とが で き る。 初

期 多角 形 の頂 点 にな って い る もの には1点 に2本 の辺 が接 してい る。 そ の数 をAlと す る。1点 で

3本 の辺 が接 し,そ の うちの2本 が初 期 多角 形 の辺 の1部 とな ってい る場 合 がある。このような点 の

数 をA2と す る。 また1点 に3本 の辺 が 接 し,そ れ らのす べて が初 期 多角形 の辺 で ない場 合 が あ る。

そ の よ うな点0)数 をA3と す る と

A=A1十A2十A3(2.18)

各 点 に接 してい る辺 の数hの 平均 値 をE(h)と す る と

E(h)一{2A1+3(A,+A,)}/A(2・19)

1つ の 辺 の 両 端 に は 必 ず1つ づ つ の 点 が 接 し て い る の で

2B=AE(h)(2.20)

す べ て の 多 角 形 の 辺 の 数nの 合 計 は

C

En

j=1・=2B}A1-A・.(2.21)

こ こ でjは,す べ て の 多 角 形 に 番 号 を つ け た 場 合 の 添 字 で あ る 。

(2.20)(2.21)を(2.17)へ 代 入 し て 整 理 す る と

C

E(n)=En./C

j=1」

2E(h) 2E(h) AI十A2

E(h)一2 C{E(h)一2} C
(2.22)

つ ぎ にA,B,C,E(h),E(n)を 段 階iの 関数 として 考 え る。A璽 は初 期 多角形 の辺 の数

で あるの で
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A1=no

A・+A3は 分割 が 段 階 ト1か ・i4・ 進 む ・ ・'個 増 加す ・の で

A,+A,一 雀
12一2i+1・

(2.18)(2.23)(2.24)よ り

十i
-2A=n

o十2

(2.19)(2.20)(2.25)よ り

B一 ・ 。+3(2i一 一1)

(2.17)(2.24)(2.25)よ り

iC
=2

(2.19)(2.23)(2.24)よ り

2・ 。+6(2i-1)

E(h)_

・ 。+2(2`一1)

(2.22)(2.24)(2.27)(2.28)よ り

2na-1-6(2`一1)2no-1-6(2`一i)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

02.27)

(z.2s)

・(・)一 .
,L12'(,1、)no+A22`(2.29).

とこ ろ でA2の 変化 は 確 率 的で あ って 一意 的 に決 定 され な いがA2≦2iで ある。 分割 段 階iを 大

き くす る と(2.28)(2.29)よ り

:1:∴:}.(2.30)
i→o。

と な る 。
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第1種 分 割過 程 におい て 連結 してい る多角 形 をバ ラバ ラに した後 に点,辺,多 角 形 の数 な どを計

算 す る 場合 が あ る。 この ときはA3の 点1個 につ き辺1本 が数 え過 ぎ にな って い るの で辺 の合 計 か

らA3を 引 い てお く必 要 が あ る。 す る と(2.21)は

C

j=1・ ・=2B-ArA・ 一A・=2B-A・(2・31)

これ よ り

C

E(・)=E

i=、nj/C=2B/C-A/C(2.32)

(2.25)(2.26)(2.27)を(2.32)へ 代 入す る と

E(・)一{2・ 。+6(2'一1)}/2`一(・ 。+2i+1+2)/2'

i
-4+(n

。一4)/2 (2.33)

図2.6に 示 す よ うにno=3でi篇10の と き(2.33)よ りE(n)=3.999と な る。 また 図2.

7に 示す よ うにno=13でi=10の ときE(n)=4.009で あ り,初 期値noに か か わ らず 段

階10でE(n)≒4と な ってい る。(2.33)に おい てiを 大 き く して い くと

limE(n)=4

韮→。。

とな る。

2.1.4第 亜種 分割 過 程 によ って生 成 され る多 角形 の辺 の数 の分 布

第1種 分割 過 程 では 段階i-iか らiに 進む 間 にす べ ての多 角 形 が例 外 な く分 割 され てい くこ と

を意 味 してい た。 しか し繊 維 集合 体 に おい て繊 維 が1本 つ つ 増加 して い く よ うな場 合,す べ て の多

角形 の なか で周長 の大 きな 多 角形 の方 が小 さな もの よ り分 割 され やす い。 そ こで多 角形 の周長 の大

き さに応 じて 分割 され る確 率 を考 慮 に入 れ る必要 が でて くる。 この よ うな場 合 を第Q分 割 過 程 と

呼 ぶ。 繊 維集 合体 の 例 を図2.9に,割 れ 目の 進行 過 程 を図2.10に 示 す。 理 想化 した われ 目の進 行

過 程 と してつ ぎ の よ うな もの と考 える。各 段 階 で ラ ンダム走 査 線(図2.10の 点 線)を 引 き,そ れ

に交 わ った 多 角形 を改 めて ラ ソダ ム直 線分 で分 割す るこ とに よ って段 階 を進 め てい く。 この よ うに

一19一



すれば周長の大きな多角形ほど大きな

確灘 灘 ∴
の長、A一/＼ 一套 轟

をt,rと 同 じ 面 積 を も つ 円 の 周 長 を1231

〆 とす る と き 形 状 係 数Fを つ ぎ の よ

図2.9第llPt分 割 過 程の進 行(繊 維 集 合体 の場 合)う に定 義 す る
。

l

F・1〃 ノー1/(4π 。)2,

(2.35)r一 一一"㍉/t

ll＼/1ひ

1葛謙 　 　 △/∠ ＼/λ/壷
一1一 一1..123i

F(・)一(・/・)2{tan(・/・)}2

図2.10第 ∬種分割過程の進行(割 れ目の場合)

(2.36)上 段の点線は走査線 を表 わしてい る.

とな る。

第 皿種分 割過 程 に おい て初 期 多角形 の辺 の数 をno,面 積 をao,形 状 係数 をF(no)と す る。

こ の初期 多 角形 に ラ ンダ ム直 線 が1本 交 わ るご とに段 階が1つ づつ増 加 してい くと考 える。段 階i

で生 成 され て い るn角 形 の平 均面 積 をEi(aln),形 状形 数 をF(n)と す る とno角 形 とn

角 形 の周長 の比Ki(nlno)は(2.36)よ リ

セ 　

K、(nl・ 。)一{Ei(・i・)}2F(・)/(・ 。)2F(・ 。)(2・37)

前述 の よ うに凸 領 域r,に 交 わ る ラ ソダム直線 が そ の内 部 に ある凸 領域rzに も交 わる確 率 は

「1,r2の 周長 の比 によ って与 え られ る こ とを考 える と(2.37)は 段階iに お い てn角 形 が 分 割

され る確 率 を与 え てい る こ とにな る。 そ こで 段階i-1でn角 形 で あ った ものが 段階iで もそ の ま

ま残 って い る確率q1は

q1.一{1-KH(・1・ 。)}P、.1(・). (2.38)
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そ して 段階i-1でm角 形 で あ った もの が段 階iでn角 形 に なる確 率q2は

　
q・=2認

、Kl一 ・(ml・ ・)P・ 一1(m)T(・lm)
(2.39)

段 階i-1で の す べ て の 多 角 形 の 数 をC. 一1,段 階i-1か らiに 進 む 間 に 増 加 した 多 角 形 の 数 な

Ci-C, 一iで 与 え る と(2.38)(2.39)よ り

,.(。)一C・ 一iqt+C.一iq・ 一q1+q・1

C. .1+(C、 一C卜,)1+(C.一Cト1)/C、.1

　
{1-Ki-1(nlno)}Pi-1(n)+2.ΣKi一1(mlno)p,一1(m)T(nlm)m=

　

1㌔ ゼ
、K・.・(mi・ ・)P・..1(m)

(2.40)

と な るo

(2.40)に お い てKi -1(mlno)=1と お け ば 第i種 分 割 過 程 と な る の で 当 然(2.10)と 一

致 す る 。

第II分 割 過 程 でno一3,i匹100.

ま で のP.(n)の 推 移 を(2,40)よ り
夏

計算 した。 その 様子 を図2.11に 示 す。

i=10で 分布 はす で に定常 値 に近 くな

って いる。 そ こでiニ100の 場 合 を定

常 値 と考 えPloo(n)の 数値 を表2.2に

示す 。

定 常 値分 布P垂oo(n)のk次 モ ー メ ン

トE(kn)は

・(・k)一
n=,nkp、 。。(・)

(2.41)

.

で 与 え られ る 。k=10ま で のE(nk)

の 計 算 値 を表2.3に 示 す 。

餌

Q3

C
a-

Q2

Q1

艦

擁

犠
1

＼

嵐
.

,Q`1

ギ 、牒

、
㌧.1,
、
し ∵

㌔

、
、

、
し

●一・曾・■:i32

一:i雷5

_一 一曹曾翼:i,p

o一 一q:i言 め0

嵐 、
c

345_6789n

図2.11初 期多角形が三角形であ る場合の

第D種 分割過程における多角形の

辺の数の分布Pi(n)の 推移
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表2・2多 角形 の 辺 の数 の 定 常 分 布P(n)の 数 値

η

3

4

5

6

7

8

9

io

11

11

13

to

15

P(n)

0.3554

0.3809

0.1901

0.5873x10一'

0.1258x10一'

0.1997x10一'

0.2451x10一'

0.2404x10曽 唱

0.1930x10一'

0.1293x10一`

0.7345x10-B

O.3584x10"`

0.1520x10一'ｰ

表2.3 多角 形の 辺 の 数 の 分布P(n)の

k次 モ ー メ ン トE(η りの 数 値

k E(η り

1 4,000

2 1.693x10

3 7.596x10

4 3.615x10'

5 LOLLX103

6 9.691x10'

7 5.431x10'

8 3.196x10'

9 1.970xIOb

is 1.268x10'

2.1.5第H種 分割過程によって生成される多角形の平均面積と占有面積分率

段 階iに お け るn角 形 の平均 面 積E.(ain)に つ い て考 える。 そ れ は段 階i-1でn角 形 で あ

った もの が その ま ま残 った場 合 の平均 面 積Et-i(aln)と,段 階1-1でm角 形 で あ った もの が

段階iでn角 形 にな った ときの平 均面 積Ei-1(alm)G(nlm)と をそれ ぞ れの生 起 確 率q1,

q2で 加重 平均 した もので ある ので

qiE[一i(・1・)+q,Et-i(・lm)G(・lm)
El(・1・)一

QI十Q2

一22…



　
{1-K、 。,(・1・ 。)}Pト1(・)E、.1(・1・)+2XK、 一1(mi・ 。)P、 一、(m)T(・lm)E、.,(・lm)G(・lm)

皿= 　
{1-K、 一1(・i・ 。)}P、.1(・)+・ 。ゼ、K、.1(ml・ 。)Pト1(m)T(・lm)

(2.42)

(2・42)に おい てK・ 一1(ml・ ・)=1と お くと第 暉 分 割過 程 とな るの で(2・
,16)と 一 致 す る・

(2.42)に おい てEo(a*Ino=3);1と してi==100ま で計 算 を行 な った。 段 階iに お ける3

角 形 の平 均 面積 をEi(a*i3)ニ1と 規 格 して4角 形 以上 の面 積Ei(aIn)の 推 移 を図2.12に 示

す。 ここで 添字Xは 上 記規 格化 の下 での 面積 の 値 で ある こ と

を意味 す る多角 形 の辺 の数 が増 加 す るに したが って 面積 は 指

数 関数 的 に 増加 す る。 また 段階iと ともに増 加 率が 大.きくな

ってい るが1コ100で は ほぼ 定常 値 に な って い る。

R.E.Miles(8、 ま,すべての多 角形の平 均 面 積E(a)を 交

点密 度 τ(単 位長 あた りの 交点 数)の 関数 と して

2
E(a)=π/τ (2.43)

で与 えてい る。 そ こでE.(aln)を τの関数 として 求 め る。

藍=iooで 図2.12に 示 す よ うにn角 形 の 相対 面積 は 定常 値

にな ってい る ので 添字 を省略 してE(a*ln)と 書 く。 す

べて の 多角形 の 面積 の平 均 値E(a*)は

　
E(・*)=

.E、P(・)E(・*1・)=4・038

E(・)とE(・*)は あ る 定 数Jに よ っ て

2E(
a)=J・E(a*)=π/τ

とお け るo(2.44)(2.45)よ り

2
J=π/4。038τ

(2.44)

'40

30

C

s_w

zo

10

1

P
;a

〆

!

0'

r

〆

jr
O

;,

,浄a
'

o
k

.'pa
・F

、 亀・一一・一ム

0'。 一 →

歪!ax…x

ip・ 一

'o
ム

=a

⑳

蜘

蜘

E罵P

(2.45)

3456_7Sgn

図2.i2 n角 形の相対面積の推移

(三 角形の平均面積 をiと する)

(2.46)

とす る と
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E(・1・)一JE(・*h)一 ・E(・*1・)/…38・2 (2.47)

と.なる 。

n角 形 の 辺 の 数 の 分 布Pi(n)とEi(a*1、n)が わ か る と,す べ て のn角 形 が 平 面 内 を占 め る 占

有 面 積 分 率Si(n)は

,(。)一P.(n)E・(a*ln).(,.48)i

n=、P、(・)・ 、(・*1・)

で 与 え られ る。

i=100ま で のSi(・)の 擁 の 様 子 を 図2・13に 示 す ・i-100で はP.(・)・E、(・*1・)

も定 常 値 を 持 つ の で 当 然(2.48)か ら決 ま るS.(n)も 定 常 値 を 持 つ 。E(aln),S(n)の

値 を 表2。4に 示 す 。

Q4

as

C
誘

Q2

Q1

＼._

ヂ▽
汽
1、 獣

ヒ10

=zo

i=IOQ

ε属P

表2.4n角 形 の 面積 の 平 均値El(a/n)と 占 有

面 積 分 率S(η)の 数値

(τ は単 位 長 当 りの 交 点数 を表 わ して い る)

345678

図2.13n角 形の 占有面 積 率Si(n)の 推 移

π E(a/n) S(n)

3 0.7780/r' 0.8704x10一'

4 2.554/x: 0.3064

5 5.653/x' 0.3389

6 10.13/z' 0.1879

7 15.99/x' 0.6338x10一'

8 23.24/z' 0.1461x10一'

9 31.87/r' 0.2460x10一'

io 41.84/x' 0.3]69x10一'

11 53.22/x' 0.3234x10一'

12 65.96/x' 0.2685x10一ｰ

13 80.05/z' 0.1852x10一ｰ

14 95.53/t' 0.1078×10一'

15 112.3/x' 0.5371x10-9

2.1.6第1種 分割 過程 で の位 相特 性

第 皿種 分割 過程 のな かで 図2.9に 示 す よ うな繊 維集 合体 の場 合 につ いて の位 相特 性 を検 討 す る。
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点 の近 傍 にお い て位相 の 異 な るもの を分 類 して,初 期多 角形 の頂 点 の数 をA1,初 期多 角形 の辺

とラ ソダ ム直 線 が交 わ って で きる交 点 の数 をA2,ラ ン ダム直線 同 志 が交 わ って で きる交 点 の数 を

A3と す る と

A=A1十A2十A3(2.49)

1点 に接 して い る辺の数 の平均 値 は

E(h)=(2A1十3A2十4A3)/A(2.50)

A璽 は初 期多 角形 の頂 点 で あるの でA量=noで 与 え られ,A2は1本 の直 線 が増 加す る と必 ず2

個 増 え るの で段階iで は

A2=2i(2.51)

A3は 確 率的 に さま ざ まな値 を とるが,そ の平均 値 は 次式 で与 え られ る。

A、 一(i)2(の2/・ ・。(2.52)

こ こでaは 平 均長 さ,aoは 初 期多 角形 の面 積で ある。 多角 形 に交 わ る ラ ンダ ム直線 が 切 り取 られ

る部 分 の長 さの平 均長 さ1は

1=n・
。/1。(2.53)

で 与 え られ る。 こ こでZOは 初期 多 角形 の 周長 で あ る。

(2.52)(2.53)よ り

A、 一 ・ ・。i2/(1。)2

(2.49)(2.51)(2.54)よ り

A一 ・。+2、+・ ・。i2/(1。)2
.(2.55)

(2.50)は

2・ 。+6i+4・ ・。.zi/(%)2

E(h)=(2.56)

・。+2i+・ ・。i2/(%)2

(2.20)(2.56)よ り
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B一 ・ 。+・i+2・ ・。2/(la)2 02.57)

(2.17)(2.55)(2.57)よ り

C-1+i+・a。i』2/(t。)2(2・ ・8)

多角 形 の辺 の数 の合 計は

　

jE,・ ・ 一2B-Al-A・(2・59)

多角 形 の辺 の 数 の平 均値 は

・ ・。+4i+4・ ・。i2/(%)2(
2.60)E(n)=

jE・n・/C==1+・+。 。 。・・/(%)・

(2.60)よ り初 期 多 角 形 がno〒3,ao=1の と きi==10で はE(n)=3.962,i==100

で はE(n)=3.988と な り段 階10で ほ ぼ 定 常 値 に 近 く な って い る 。

(2,56)(2.60)に お い てiを 大 き くす る と

lim
hoo

lim::::1:}(2.61)
i→◎o

とな る0

2.1.7有 限 直線 長 の場 合の 位 相特 性 と 多角 形 の辺 の数 の分布

第Il分 割 過 程 で ラ ソ ダム直線 の長 さが有 限 で あ る場 合 につ い て考 える。 初期 多 角形 の 周辺 効果

の 影響 を無視 して9す べ ての 直線 分 が初 期 多角形 内 に入 る もの とす る。 ま た,直 線 本数 も十分 多 い

もの とす る。

点 の近 傍 の位 相 をつ ぎ の よ うに分 類す る。 まず ラ ソ ダム直 線分 の末 端 の点 は1本 の辺 と接 して い

る。 その 数 をA1と す る と

Al=2iC2.62)
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直線分同志の交点には各4本 の辺が接している。その種の交点の数をA2と すると(2.62)よ り

A・ 一 ・2(7)2/・9・(2・63)

こ こ で1は 直 線 分 の 平 均 長 さで あ る。 す る と

A-A,+A,一2i+i2(7)2/・a。(2・64)

1点 に 接 し て い る辺 の 数 の 平 均 値 は

Al+4A22i+4i2(7)2/・ ・。

A=,、+、 ・(7)・/。 。 。(2'65)E(h)=

(2.20)(2.64)(2.65)よ り

B-i+2i2(7)2/・ ・ 。(2・66)

(2・17)(2・li4)(2・66)よ り

C・=1-i+i2(T)2/・ ・。(2・67)

ノ

辺 の うち多角 形 の周 の 構成 要素 にな ってい る もの の数 をBと す る と

Bノ=B-2i==}i+2i2
,(7)2/ma・

.・ .(2'68)

多 角形 の辺 の数 の 合計 は

β 。.一2B'一B〃(2.69)

j司3

　ヴ

こ こ でBは 多角 形 集合 体 の最 外周 辺部 を構 成 してい る辺の 数 で あ る。Bは 確 率的 に さま ざま な

値 を と りうるがB"〈2iで ある。 多角 形 の辺 の数 の平均 値 は(2.67)(2.68)(2.69)よ り

・4i2(7)2/・ ・。一2トB"

E(n)=言n・/C==

・・(7)・/πa。 一1+1
、(2'70)

直線 本 数 を多 く.する と(2.65)(2.70)よ り

1imE(h)∠ 、
i→ ◎。

limE(n)=4

ユ→oo

-27.一 一.



とな って無限 長 の場 合 の(2.61)と 一致 す る。

有 限長 の場 合,多 角形 の 辺 の数 の分 布 は ラ ソダム直線 分 の末端 を含 ん でい る辺 の存 在 を無 視す れ

ば,第 酊種分 割過 程 の繊 維集 合体 の場 合(図2.9)と 割 れ 目の 進 行過 程 の場合(図2.10)の 混 合

過 程 で あ る と考 え られ る。 どち らも同 じ定 常 分布 を持 つ こ とが わ か って い るの で,有 限長 の場 合 も

同分布 とな る。 た だ し,末 端 効 果 す なわ ち(2.70)に お け るiに 比 例す る項 の 存在 の た め収束 速

度 は お そ くな る。

2.2平 面 内の ラ ンダ ム直線 によ って 生成 され る多 角形 の周 長,正 多 角形 か ら の変形 度,

お よび 面積 の分布

2.2.1多 角形 の周 長 分布

n角 形 の 周長 分 布Q(lln)に つ い ては

1*_2。1/。(2.71)

と変搬 換す る と,舳 度 が2(n-2)のx2分 布 にな る こ とが知 られ て・・る.す なわ ち1*の

確 率密 度 は

`*

Q(1*1。)一2一 ・n一・・{r(。 一 ・)}一i(1*)n曽3評(・.72)

である。したがって,♂ の分布になおす と

Q(ll。)一(・/・)一'(・'2){7(。 一 ・)}一11n-3e一(τ/π)L(・.73)

となる。するとすべての多角形の周長分布Q(の は

　
Q(1)=2写P(n)Q(11n)n=3

-S,(。){r(。 一,)}一1tn-3e一(τ/π)L(・/・)『2(・.74)

n=3

とな るo

Q(lln)のk次 モ ー メ ソ トE.(lkln)は(2.73)式 よ り

　
E(tk1・)一 ∫tkQ(ll・)dl

O
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一ki71(。+ト2)(。/。)・

i=o

で 与 え られ る 。

(2.75)式 よ りE(1)は

　
E(1)=ΣP(n)(n-2)(π/τ)

n=3

一{E(・)一2}(・/・)

前 節 よ りE(n)=4で あ る の で(2.76)式 は

E(1)=2π/τ

これ はG.S。G。ud,mit(%結 果 と二 致す る。

同様にE(12)は

E(1・)一 努P(。)(。 一1)(。 一2)(。/。)2
n;3

{E(n2)一3E(・)+2}(・/・)2

E(n2)=(π2+24)/2で ある ので(2.78)式 は

E(12)一{(・2+4)/2}(・/・)2

こ れ はR.E.Miles(8)の 結 果 と一 致 す る。

E(1)=1,す な わ ち 交 点 密 度 τ=2π 「

の 場 合 のQ(列n.)の 変 化 の 様 子 とQ

(1)を 図2.14に 示 す 。 そ し てE(a)

==0 .1,0.2,0.5,1.0,2.0,5.0と

変 化 さ せ た 場 合 のQ(a)の 変 化 の 様 子 を

図2.15に 示 す 。

a
C

1.5

LO

O.Sf

i

～

レ ー 一a・13》

＼
.'._p崖 ⊃層藺 ロIM。

＼
＼ ・π 『㌦li励

i-aiiw
幽'＼ ＼

＼.'一 一aごII"

(2.75)

(2.76)

02.77)

(2.78)

(2.79)

is2ρ8』4050

図2。14す べ ての 多角 形 の周長 の平 均 値 がE(L)=1 .0
の場 合の周 長 分布Q(の とn角 形 の周 長 分布

Q(dn)の 変 化 の様子
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図2.15す べての多角形の周長 の平均値 がE(の=i.o

～5ρ の場合の周長分布Q(の の変化の様子

2,2.2多 角形の面積分布および変形度分布

周長aの 正n角 形の面積a*は 簡単な幾何学誘導により

a*=(12/4n)tan{(n-2)n/2n}(2.80)

で 与 え られ る。

与 え られ た辺数 お よび与 え られ た 周長 を持つ す べ て の多 角形 の中 で 正 多角形 が 最大 面 積 を持 つ こ

とがわ か ってい る ので,同 じ辺数,周 長 で も実 際 の 多角形 の面 積aはa*よ り小 さ くな る。 そ こで

任意 の 多角 形 が正 多 角形 形 状 か らずれ て い る程 度 を表 わ す量 と して 変形 度(面 積 修正 係数)cを

周長aの 変形 したn角 形 の面 積

c=(2.81)

周長1の 正n角 形 の面 積

と定 義す る。

明 らか にcは0≦c≦1で 変 化す る。 また(2.81)式 よ り相似 な多 角形 のcは 同 値 で あるの で,

cは 多角 形 の大 き さ とは 無関 係 で あ る こ とが わ か る。

す る と周長1,変 形 度cのn角 形 の 面 積aは

・ 一(・a2/4・)tan{(・ 一2)・/2・}(2.82)

と な る 。

(2.82)式 を1に つ い て 解 い て(2.71)式 へ 代 入 す る と
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1置
踏 一J(。/・)a2c2(2.83)

ここで

11

J-4・2〔tan{(・ 一2)・/2・}〕2(2.84)

で あ るo

(2.83)式 よ り

dl*

一2一 ・ 〉>Jazc2(。/。)(,.85)

da

cを 定 数 と考 えた 場 合 のn角 形 の 面 積 分 布 をRc(aln)と す る と(2.72)式 の 変 数 変 換 は

R
。(・1・)一Q(1*1・)dl*/d・1(2・86)

で与 え られ るの で

R
。(・1・)一{r(・ 一 ・)}一12一(n一 韮)Jn-2a(n-4)/2(・/・ ヂ ー2c一(『2)/2

11

.1_2e・ ・/・…2・2(、 ,87)

とな る。

(2.87)式 はcを 定 数 と仮 定 した場 合 であ る が実際 にはcは 分布 して い る。 そ こ でcの 確率 密

度 関数 をT(c)と す る と,T(c)はaと 独立 に与 え られ る のでR(aln)は 結 局

R(・1・)一{r(
.n一 ・)}一12一(n幽1)」n-2a(n-4)/2(・/・)n-2

11

.一 くn-C・・/・i_2e(τ/・)J・2・2T(。)dc

O

(2。88)

とな る。
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(2.88)式 よ りR(a)は

　
R(a)=.ΣP(n)R(aln)(2.89)

n=3

に よ って 求 め る こ とが で き る。

R(aln)のm次 モ ー メ ン トE(amIn)は

　
E(・ml・)一 ∫ ・mR(・i・)d・

0

　の　　　　

一 バm2-2m〔 ・an{(n一 ・)・/2・}〕mE(・m)

、4。(・+・ 一・)(…)

(2.90)

と計 算 され る 。

す る とR(a)のm次 モ ー メ ン トE(am)は　
.E(am)=:,ΣP(n)E(am}n)(2.91)

n=3

に よ って計 算 で きる。

これ まで の研 究(8)に よ って

:::∴1:::::::::::}(・ ・92)

で あ るこ とがわ か ってい る。 そ こで(2.91)式 の1次,2次 モ ーメ ソ トを計算 して(2.92)式

と比較 す る と

::∴1::::}(2・93)

を得 る。

この段階 で は まだT(c)の 詳細 は 不 明で あ るが(2.93)式 によ って1次,2次 モ ー メ ン トが

理論 的 に求 め られ た こ とに な る。 そ こで0≦c≦1で(2.93)式 を満 す分 布 と して 経験 的 にベ ー

タ ー分 布(23)を 考 える。 ベー タ分布 は
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T(・)一{B(P,q)}一ICp-1(1一 ・,塵1(2,94)

で与 え られ る。 ここでB(p,q)は ベ ータ関数 であ る。 ベ ー タ分 布 のm次 モ ー メ ン トE(cm)

は

E(cm)=B(p十m,q)/B(p,q)

(P十m-1)(P十m-2)…(P十1)P

(p十q十m-1)(p十q十m-2)….(p十q十1)(p十q)

(2.95)

で あ る 。

(2.93)(2.95)式 よ り1次,2次 モ ー メ ソ トは

「

E(c)=P/(P十q)

=0 。7008

(2.96)

ECc2)=CP-F1)p/CP-i-q-f-1)CP十q)

=0 .5329

と∵ り

(2.97):1:レ

・な ・T(。)が 完全にわか・.そ ・ 繋 魂 醐

て こ の 段 階 で(2.88)(2.89)式 のRO5没/一 舳 邸

π 願α6⊃ 一man

(aln),R(a)も す ぺ て わ か っ た

こ と に な るo1

E(。)一i,す なわ ち 。一 ノ の と

きのR(aln)の 変 化 の様 子 とR(a)

を図2.16に 示 す。E(a)=0.1,

wz.o_so<osaa

図2.16す べ て の多角 形 の面積 の平 均値 がE(a)=1.0

の場 合の 面積 分布R(8)とn角 形 の面 積分 布

R(・ln)の 変 化 の様子
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0.5,1.0,2.0,5.0の と き のR(a)

の 変 化 の 様 子 を 図2.17に 示 す 。

響.5

/一一E`a}rat

2.2.3多 角 形 の 辺 の 数n,周 長1,"

lv-ptECai.as

面 積aに 関 す る(k,m)次 モ ー メ!斜 覧_ε{。,.、。

調ね:ぎ湖 縄 瓢
P(n),Q(1),R(a)が 求 め ら

ゆ 　　む きむ ぐゆ ね

れ た の で,そ れ ら に 関 す る(k,m)次 モ ー メ α

ソ トE(。kl皿),E(。k。m),E(lk

図2.17す べ ての 多角 形 の面積 の 平均 値 がE(a)=O.1
am)を 計 算 す る 。 ～50の 場合 の面 積 分布R(a)の 変化 の 様子

E(nklm)は

　 　
E(・klm)==XP(・)∫ ・klmQ(ll・)dl

n=30

曙 。kp(。)E(1・1。)(2.98)
n・=3

で 表 わ され る。(2.75)(2。98)式 よ り

E(。 ・1・)..努P(。)。 ・mi71(。+i-2)(。/。)・(2.99)
n;3i=o

と な る 。

k+m=1,k+m=2の モ ー メ ソ トは す で に(2.77)(2.79)式 に よ っ て 与 え られ て い る

の でk十m=3の モ ー メ ソ トは(2.99)式 よ9

E(n21)=42.10(π/τ)

E(。12)一33.17(・/。)2(2。100)

E(t3)=33.17(π/τ)3

同 様 にk十m=4の モ ー メ ソ トは
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..E(。3の_209.6..(。/。)

.

E(n212)1167.5(.π/。)2

E(nl3)=167.5(π/τ)3

E.(14)一200。7(。/。)4 .

と計 算 で き る。

つ ぎ にE(nkam)は

　 の
E(・k・m)一E∫ ・k .・mp(・)R(・ln)d・

On=3

一 努 。kp(。)E(。 ・1。)

n=・3

(2.90)(2.102)式 よ り

・(。 ・。・)・ ・S・1。)。k-m・ 一・・ 〔 ・an{(。 一 ・)7i/・ 。}〕m.
n=3

.E(。 ・).2ガ(。+ir2)1。/。)・ ・

i;o

と 計 算 さ れ る 。.こ れ よ りk十m=3め モ ー メ ン.トは

E(n2.a)=8.019(π/τ).2

E(na2)罵2.747(π/τ)4

E(a3)=1.803(π/τ)6

同 様 にk十m=:4の モLメ ン トは

E(P3。)一43.26(・/・)2.

・(n2a2)一
.15・4・(・ ん)4

'

E(n3a)・ 二10.54(π/τ)6

と な る 。

き らにE(lkam)を 求 め6。aとtの 間 には(2.82)式 の 関係 が あ るので

一一35一

(2.101)

(Z.io2)

(2.103)

(z.io4)

(2.105)



・ α ・。・1。)イ ∫1・ ・。・T(。)Q(ll。)・ 。.・Z

OO

一 ∫..∫1・ ・…n一 ・4-m〔 ・an{(。 一 ・)・ ・1.。}〕m

OO

・cmT(c)Q(η.n)dcdl

一n-m4-m〔 ・・n{(n一 ・)・ …}〕m.・(
.・m)

k+2m-1k+2m
・ π(n+i-2)(π/τ)

i二〇

とな るo

こ れ よ りE(Zkma)は

E(lka・)一 努P(。.)E(lk。 ・1。)
n=3

に よ って計 算 で き る。(2.107)式 よ りk十m=3の モ ーメ ン トは

1:::::=9.568(3.741=1:ll}

同 様 にk十m=4の モ ー メ ン トは

E(13a)=70.45(n/z)s

Eα2a2)一32.03(・/・)6

E(la3)=17.75(n/T)z

E(a4)=11.56(n/r)s

と な る。

(a)k十
m=3の モ ー メ ソ トの一 部 に つい てはD。G.Kenda11,R.E.Miles に よ っ て

E(na2)=2.760(n/T)41

一36一
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E(aa2)=3,760(π/τ)5

E(Za2)=3.760(n/z)s
f

(2.iio)

と計 算 され てい る。 これ らの値 と本節 で計 算 した 数値 を比較 す る と,そ の差 は1%以 内で あ る。

E(nklm),E(nkam),E(lkam)を 計算 す る際 に生 じる誤差 として はE(nklm)に

　

つい て は①有 効数 字(4ヶ タ)に よる 丸 め誤差 ②.ΣP(n)… を計 算 す る際 のnの 打 ち切 りによる
n=3

誤差 ③ 辺 の数 の分 布P(n)を 得 る際 に用 い た近似 に よる誤差 が 考 え られ る。E(nkam),E(lk

am)の よ うに面 積aの 入 った モ ーメ ソ トに つい ては① ～③ 以外 に④T(c)を ベ ー タ分 布 で近 似

す る こ とに よ って 生 じる誤差 が あ る。

k+m=3の モーメ ントの計 算 において① ② は どの モーメン トの 計算 においても 同程 度 の 誤差 が 入 って く

る。 ③ にっい て も,ど の モ ーメ ソ トにお い て もE(nk)の 項 が表 われ る ため 同程 度 の誤 差 が考 え ら

れ る。④ につ いて はE(a3)の 計 算 に おい てE(c3)の 項 が現 われ る。 その 他 の モ ー メ ン トにつ い

て はE(c2)よ り低 次 の項 が現 われ る。 誤差 はE(cm)に お いて 高次 の もの が表 わ れ る程,大 き く

な る と考 え られ る。 そ こでk十m=3の 各 モ ーメ ン トの誤 差 はE(a3)の 誤 差 と同程 度 か よ り小 さ

い もの とみ な され るo

表2.5～ 表2.7にk十mが1～4の モ ーメ ン トの数 値 の ま とめ を示す 。

表2.5多 角形 の辺 の 数 η,周 長 へ 面 積aに 関 す る
1次,2次 モ ー メ ン トの 数値

(τ は単 位 長 当 りの 交 点数)

k十m 記号 数 値 研究者名

1メ

次 ン

モ ト

i

E(n) 4,000 S.Govdsmit

E(1) 2.000(n/r) S.Govdsmit

E(a) 0.383(n/r)' S.Govdsmit

2

次

モ

ー

メ

ン

ト

E(η2) 16.93 R.E.Miles

E(η の 8.935(n/z) R.E.Miles

Eの 6.934(n/z)' R.E.Miles

E(na) 1.571(n/z)Z R.E.Miles

E(a') 0.500(n/r)' S.Govdsmit

E(!a) 1.571(n/z)' H.E.Miles
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表2.6多 角 形 の辺 の 数 η9周 長1,面 積aに 関 す る

3次 モ ー メ ン トの 数 値

(rは 単 位 長 当 りの交 点 数)

口

k十m 記号 数 値

一

研究者名

3

次

モ

ー

メ

ン

ト

E(n3) 75.96
K.Yamada,
A.Horikawa

E(nZn 42.10(n/z) 〃

E(nh) 33.17(nノ τ)z ク

E(の 33.17(n/z)' 〃

E(nZa) 8.019(n/z)' 〃

E(na') 2.760(s/r)' R.E.Miles

E(a') i.795(π/τ)6 D.G.Kendal)

E(ha) 9.568(π/τ)`
K.Yamada,
A.Horikawa

E(1a') 3.760(s/z)' R.E.Miles

表2.7多 角 形 の 辺 の 数 η,周 長15面 積 αに関 す る

4次 モ ー メ ン トの 数値

(τ は 単位 長 当 りの 交 点 数)

k十m 記 号 数 値

E(η 看) 361.5

E(.n' 209.6(n/r)

E(n'1`) 167.5(n/r)'

E(nP) 167.5(a/r)'

E('り 200.7(π/τ)'

E(n'a) 43.26(π/τ)2

E(nZaz) 15.44(n/z)'

E.(犯 α3) 10.54(n/z)`

E(1'a) 70.45(n/z)5
一...

E('α2) 32.03(n/r)`

E(la') 17.75(n/r)'
.一...

}E(a')
u.ss(π/τ)B
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2.32次 元繊維集合体の変形による配向と構造の変化

2.3.1繊 維 集 合体 の配 向 モ デル

積分 幾 何 に おい て直 線 の 方程 式は(2.1)式 で 与 え られ る。 θとZが きまれ ば直 線 は 一意的 に き

ま る。 繊 維集 合 体が 等 方,等 質性 を有す る ときは θとZは 独立 で,そ れ ぞれ 一 様分 布 で与 え られ る。

初期 状 態 にお い て等 方,等 質性 で あ る集 合体 上 にXY座 標 を考 え,集 合体 がX軸 方 向 にα倍,Y

軸方 向 に β倍 伸張 され た とさの θとZの 変化 を考 え る。

集合 体 の変 形過 程 に 対 して つ ぎの よ うな仮 定 を設定 す る。

(i),集 合体 の 変形 に よ って繊 維 長 は変 化 しない。

(2》9初 期状 態 にお い て任 意 の1本 の繊 維が 対 角線 とな る よ うな(ao×bo)を 仮想 領 域 と考 えた場

合,集 合体 変形 後 その領 域 は(αao× βbo)の 長 方形 にな り,繊 維 は変 形 した長 方 形 の対 角 線上

に くる。

(3),初 期状 態 にお け る任 意 の1本 の繊維 の中 点の 座標(Xo,yo)は9集 合 体 変形 後 は(αXo,

βyo)と な る。

この よ うな変 形過 程 で の繊 維 の移動 の様 子 を図2.18に 示す 。

集合 体 の 変形前 の配 向角 θoと 変形 後 の配 向 角 θは 図2,18よ りそれ ぞれ

Y

as』,E

・〈 T
＼ 臨)

/
0

'

ノ

↓'8

/,

/!伊
ノi/

0 Y X

図2.18繊 維長一定配向 モデルによる任意の1本 の繊維の平均移動 と回転.θ は配向角,Lは 繊維長,

Zは 原点か ら繊維に直角に引いた垂線の長 さを表わ してい る.
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tan60=bo/ao(2.111)

tanB=Rbo/aao(2.112)

で 与 え られ る 。

(2.111)式 を(2.112)式 へ 代 入 し て θに つ い て 解 く と

θ 一t・ ・一1(βtanθ 。/・)(2・1・3)

(2.113)式 を 微 分 す る と

dBoa(3
一__(2.114)

dBQZcos2B十a2sinZB

とな る 。 初 期 状 態 に お け る配 向 角 分 布q(θo)は 一n/2≦ θ≦ π/2の 一 様 分 布 で あ る の で

q(θ 。)一1/・(2・115)

(2.114)(2.115)式 よ り変 形 後 の 配 向 角 分 布q(θ)は

ｫa1

・(θ)=
π β ・c。,・ θ+。 ・,、 。・ θ(2.116)

とな る。

つ ぎ に 配 向 に よ り繊 維 の 位 置Zが どの よ うに 変 化 す る か に つ い て 考 える 。 図2.18よ り初 期 状 態

に お け る 任 意 の1本 の 繊 維 の 位 置Zoは

Z。 一1・ 。si・ θ。+y。c・ ・ θ。}(2・117)

変 形 後 の 位 置Zは

z=laX・sinB+βy・COSB(2.118)

θoと θ の 間 に は

RsinBo

sin8=2222(2.119)

acosBo+QsinBo

-40一



acosB

(2.120)

a2cos2Bo-FQZsin2Bo

の 関 係 が あ る の で(2.117)～(2.120)式 よ りZoとZの 関 係 は

aQ

a2cost60+RZsinZBo

と な る 。

こ の よ う に 集 合 体 の 変 形 に よ っ て繊 維 の 位 置 の 変 化 は 初 期 配 向 角 θoと 伸 張 率 α,β に よ っ て 異

・ て!るO

この モデル の幾 何学 的変 化 の特 徴 は,初 期 状態 にお いて接 触 して い た繊 維同志 もX軸 方 向 の伸 張

率 αが大 き くなる,す な わ ち配列 度 が良 くな るに した が って 離れ て しま い,交 点数Cが 減 少 し,多

角形 の辺 の数 の 分布P(n)も 変 化す るこ とで あ る。

2.3.2配 向 角 分布 の配 向 関数 によ る表 現

PL型 集 合体 の配 向角 分布(2.116)式 を(1.4)式 で与 え られ る 配向 係数Jで 表 現す る。

い まA(2k>を

n

2

A(2k)=fcos2kBq(B)dB(2.122)
rz_2

とお く。(2.122)式 へ(2.116)式 を代入 して計 算す る と

A(・k)一(ｫ一Q/k

ｫ+aJ』(2.123)

となる(証 明は付録に示す)。

(2)式を変形すると

z
I=fcos28q(B)dB(2.124)

rz_2

で あ る の で(2.122),(2.123)式 よ り

一41一



」=A(2)

α 一 β
;(2.125)

α 十 β

と な る 。(2.125)式 を変 形 す る と

β1-J
一一=(2 .126)

α1+J

(2.126)式 を(2.116)式 へ 代 入 す る と

・(・)・.rr-1{(1-i'ilJ)…2・+(}主{)'s・ ・2θ}"1'(一)

と表 わ され る。

む』2次元繊維集合体のなかには
,同 種の2枚 のPL型 集合体の主軸を互に90を なすように重ね合

せてできる配向状態をもつものがしばしば見 うけられる。このような場合はCL型 集合体と考えら

れる。PL型 集合体の配向主軸をgoo回 転すると配向係数はJか ら一Jに 変るのでCL型 集合体の

配向角分布は

・(・)一(・ ・)一1〔{(}三})・ ・s2θ+(胃)…2・}'1

+{唱)・ ・2S・+(i-J
i+J)…2θ ド 〕

とな る。

PL型 集 合 体 の 場 合 は(2.127)式,CL型 集 合 体 の 場 合 は(2.128)式 に お い てJ=0,

0.25,0.5,0.75,1.0と 変 化 させ た と き の 配 向 角 分 布 の 変 化 の 様 子 を そ れ ぞ れ 図2.19,2.

20に 示 す 。
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図2.19

配 向係 数 をJ=0,0.25,05,0.75,LOと 変 化

させ た場合 のPL型 集合 体 の配 向角 分布

Q(θ)の 推 移

2.o 噛

t.SF

.

/一J=1.0
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m
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図2.20

配 向係数 をJ=0,0.25,0.5,0.75,1.0と 変 化

させ た場合 のCL型 集 合体 の配 向角 分布

Q(θ)の 推 移

8'
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2.:5.3交 点 数 の配 向 関数 に よ る表現

面 積aの 凸 領域 内 に長 さ1の 直線 がN本 存 在す る と き,繊 維 集 合体 の 交点 数Cは(1.2),(L

8)式 よ り

C=(Nの21/2a(2.129)

ノ

とお け る 。 こ こ で1を 配 向 係 数Jに よ って 表 わ す 。(1.8)式 の 右 辺 のlsin(ρ 一 θ)iを 一 π

≦ θ一 θ'≦ π の範 囲に おい て フー リエ級数 に展 開 す る と

1,i。(θ 一 θ ・)ト2/。 一(4/。)翫 。,2k(θ 一 θ ノ)/(4k2-1)
k=雪

一2/。 一(4/。)取 。。s2kθ 。。、2kθ'+、i。2kθ,童 。2k〆)/(4k㍉)

k・=1

(2.130)

で 与 え られ る。(2.130)式 を(1.8)式 へ 代 入 す る と

　
1=2/π 一(4/π).Σ

k=1

　 　 ガ 　

(∫2∫2。 。,2k・ 。。s2k〆q(・),(〆)・ ・d・'+∫2∫2・ …k・ ・…k・h(・)・(〆)dθd〆)だ だだ 　
一ゼ ー百 .22

●

4k2-1

(2.131)

q(θ)は 偶 関 数 で あ る の で(2.131)式 の 右 辺 のsinθ の 入 った2重 積 分 は

睾 窒

∫ ∫ ・i・2kθ ・i・2ke'q(のq(θ')dθdθ ノー0(2・132)

一著 一著

と お け る。 さ ら に(2.122)(2.131)式 よ り

ゑエ

∫2∫2c。,2k・ 、。、2k・ ・q(・),(・ ・)dθd・ ・一{A(・k)}2(・.133)

一著 一署

とお け るので 結局(2.131)式 は
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1一 ・/・ 一(・/・)置
1{A(・k)}2/(・ ・2-1) ..(2・134)

とな る。

(2.125.)式 を(2.123)式 へ代 入 す る と

A(2k)一Jk.(2.135)

した が って

1-2/k_(4/。)罰2k/(4k2一.・)(2.136)
k=1

とな り,PL型 集 合体 の1が 配 向係数Jに よ って表 現 され た こ とに なる。

む
つ ぎ にPL型 集 合体 の 配 向主軸 を90回 転 す る と(2」22)式 は添 字 をつ け てA

π/2.(2k)と

す る と

三
2π

A
・/・(・k)一 ∫

.c・ ・2k(θ 一 マ)・(θ)dθ
囎百

吾
一 …k・ ∫ …2kθq(θ)dθ

一窒

=。 。、 〈k・)Jk'(2.137)

CL型 集 合 体 の 場 合 は(2.134)式 に 対 応 す る式 と し て

1-2/・ ・一(・/・)蕊{÷ λ(・k)+÷A,(・k)}2/(・k・ 一1)

2

(2.138)

とな る の で(2.135),(2.137),(2。138)式 よ り

1一 ・/・ 一(1/・)圏{Jk+…k・ 」k}2/(・k2-1)
.

、(2・139)

と表 わ せ る。

(2.136)(2.139)式 によ 。てPL型,CL型 集合体 のJの 変 イピ`・対 す る1の 変 化 が計 算 で

き る 。 そ の 様 子 を 図2.21に 示 す 。
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2.3.4配 向主軸に対してθ方向の走査

線に交わる直線本数の配向関数

による表現

面積aの 凸領域内に長 さ1の 直線がN本

存在するとき,PL型 集合体の配向主軸に

ノ

対して θ 方向の単位長走査線に交わる直

ノ
線本 数D(θ)は

ノ ノ
D(θ)=NIH(θ)/a

(2.140)

ノ
と お け る 。 こ こ でH(θ)は

窒

H(θ')一 ∫q(θ)1・i・(θ 一et)ldθ

一器

(2.141)

で あ る 。(2.141)式 の 右 辺 のlsin

(θ 一 〇,)1を(2,130)式 の よ う に フ ー

リエ級 数 に 展開 して整理 す る と

oo

k=1

と な る 。
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PL型,CL型 集 合 体 に お け る1と

配 向 係 数Jの 関 係

H(θ,)=2/π 一(4/π)Ecos(2kθ!)Jk/(4k2-i) (2.142)

CL型 集 合体 の場 合 に も(2.137)(2.138)式 と同様 の誘 導 に よ り

H(θ')一 ・/・ 一(2/・ 謬 ・。、2kθ ノ{Jk+…(k・)Jk}/(4k2-1)
k・・1

(2.143)

とな る。(2.142),(2.143)式 を 計 算 す る こ と に よ って,配 向 係 数 」 と走 査 線 の 方 向 〆 を

ノ

変 化 させた ときのH(θ)の 変 化 を知 る こ とが で きるQそ の様子 を図2.22,2.23に 示す。

PL型 集 合体 の 配 向角分 布 が(2.116)式 で 近似 で きる こ とが あ らか じめ わか ってい る と き,D

(θ')の 測定 に よ って 簡 単 に配 向 係数 を求 め るこ とが で き る。 配 向主 軸 に対 して0。 方 向 と90。 方

向 の 走査 線 に交 わ る直 線 本数 の 比 を とる と
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図2.22配 向 係 数 をJ=0,0.25,0.5,0.75,1.0と 変 化

させ た場 合,PL型 集 合体 の座 標主 軸sz対 し

てB'の 傾 きを持 っ走 査線 にっ いて のH(θ ノ)

とθノの 関係

。・1 一
一 」40

./一 」`o・n
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,「

0.65 一
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./一 一1=0

r
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図2.23配 向係 数 をJ=0,0.25,0.5 ,0.75,1.0と 変 化
させ た場 合,CL型 集合 体の座 標主fL対 し

て θノの傾 きを持 っ走 査線 につい てのH(θ'プ

とe'の 関係

D(0) H(0)

D(π/2) H(π/2)

1-2努Jk/(4k2-1)
k=1

1-2 _Ecos(kn)1k/C4k2-1)k=1

(2.144)

とな る。

む くコ

CL集 合体の場合は0方 向と45方 向の走査線に交わる直線本数の比をとると

D(0) H(0)

D(π/4) H(π/4)

1-E
k-1{Jk+…(・ ・)・Jk}/(・kZ-1)

1謬
、c・ ・(・ ・/2){Jk+…(・ ・)・Jk}/(・k2-1)

(2.145)
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となる。

Jを 変 化 させ た ときのD(0)/D(π

/2),D(0)/D(π/4)の 変化 の様

子 を図2.24に 示 す。 この 結果 よ りPL型,

む む む
CL型 集 合体 にお い て0,45,90方

向 の走 査線 に交 わ る 直線 本数 の測定 に よ り

簡 単に 配 向係数 を求 め るこ とが で き る。

2.5.5配 向を 有す る直線 要素 によ って

形成 され る多 角形 の周 長,面 積

分布 の1次,2次 モ ー メン ト

位 置 が ラ ソダムでか つ任 意 の配 向 を有 す

る無 限長 直線 群 に よ って生 成 され る多 角形

1.0

0.9

vO
.8

v

Q,'

ｰo-s

.一:0.5N

。.4

00.3v
o。2

0.1

CfOSS
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1 「
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図2.24PL型,CL型 集 合 体 に お け る配 向 係 数 」

とD(0)/b(π/2),D(0)/)(妙4)の 関 係

(a) に よ
ってそれ ぞ れの辺 の数n,周 長1,面 積aの 分布 に関 す る1次,2次 モー メ ソ トはMiles

(1.7)式 で与 え られ てい る。(1.7)式 におい て,単 位長 あた りの交点 数 τは1に よ って

z=NlI/a(2.147)

として与 え られ る。

ところで直 線長 が 有限 で あ る ときは(1.7)(2.147)式 で与 え られ て い る モ ー メ ン トお よび

τは 補正 をす る必要 が あ る。1本 の有 限長 直線 には必 ず2個 の末端 が ある。 そ こ で,交 点 間の 直 線

の部 分 を要 素 と呼 ぶ こ とにす る と,1本 の直線 には末 端 を含 む要 素 が 必ず2本 あ るこ とに な る。 末

端 を含む要 素 は他 の 直線 上 の要 素 と連結 してい ないた め,多 角形 形 成 に寄 与 しない非 有 効要 素 と考

え られ る0

1本 の 直線 の平 均 的要 素vは

v=lz-1-1(2.148)

で 与 え られ る。

(2.147)式 を(2」48)式 へ代 入 す る と

y=Nl21/a+1C2.149)

そ こで1本 の要 素 の平 均長 を λとす る と
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λ=・a/ン

1

Nl21/a十1
(2.150)

で表 わ され る。

i本 の直線 上 で末 端 を有 してい ない要 素(有 効要 素)の 合 計 を有 効長a と呼 ぶ こ とにす る と
eff

1=1-2d
eff

2?,=1(1-

Nlｰ1/a十1

(2.151)

とな る。

(2.147)式 の1へ(2.151)式 を代 入 す る と補正 された 単位 長 あた りの交 点数 τ*が

z*=Nl
effl/a

2

z_

=λ(1-

Nl"1/a十1

(2.152)

と表 わ され る。

(1.7)式 の τの代 りに(2.152)式 の τ*を 代 入す れ ば,補 正 され た1次,2次 モ ー メ ン ト

を求 め る こ とがで きる。

とこ ろで(2」52)式 はNZ21/aが あ る程度 大 きい とい う条件 に.おい て 使用 で き る。 もし

NIzI/aが 小 さ く,そ の結果 τ*も 小 さ くな って くる と,直 線 上 に交点 が1つ しか で きず,し た

が って1つ の 交点 を2つ の末 端要 素が 共 有す る とい うよ うな特 殊 な ケ ース も確率 的 に無 視 で きな く

な って くる。Piekaar.(9)ら は この よ うな場 合 に つい て も検 討 してい るが,こ こで はNl21/aが

.あ る程度 大 きな場 合 に限 る こ とに して,そ の よ うな特 殊 な ケース は無 視す る。

さて,こ れ ら末 端要 素 は,閉 じた多 角形 の 辺 に はな り得 ない わ け であ るが,多 角形 の形 成 と分 布

を確 率 的 に扱 う際,そ れ らを完 全 に除 外 しzし ま うこ とは好 ま し くな い。 なぜ な ら,末 端 を無 視す

れば,系 内 の全 直線 長 が実 質的 に減 少 し,そ のた め交 点 数 τ((2.147)式)な ど,全 直線長(N

l)で 決 まる量 に関 す る公式 を,そ の ま ま用 い る正 当性 が あや ぶ まれ るか らで ある。 そ こ で,本 研

究 で は,次 の よ うな処理 に よ って,も とのF.と 同 じ全 直 線長 を もち,し か も末 端要 素 を含 まな い よ

うな 修正 系 を導入 す る こ とに した 。
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末 端要 素AEを,末 端Eの 方 向に 延長 して ゆき,は じめて 他 の直線 と交 査 した とき,そ の 交点 をE

とす る。 そ こで.

(1)も し,AEくAE'/2で あ4Vfd.g系 か ら末端AEを 除 去す る。

(ii)もし,AE≧AE/2な ら,要 素AEをAE'で 置 き換 え る。

もち ろん以 上 の 修正 に よ9,直 線 の長 さの分 布 が変 化す る。 しか し,系 の 密度が 十 分 大 きけれ ば

ほ とん どの末 端要 素 は 直線 長aよ り十 分 短 か く,修 正(iXii)によ って 生 じる 直線長 の変 化 は無 視 で き

る。 また,(i),(の の場 合 は 明 らか に等 確 率 で起 るか ら,系 の総 直線 長 も不 変に保 た れ る。 した が っ

て,(2.147)～(2.152)式 は修 正系 におい て も近 似 的 に有 効で あ ろ う。

(1.7)式 のな か で1は(2.136)(2。139)式 で 与 え られ てい る。 そ してGは(2.142)

n.

(2.143)式 で 与 え られ てv・ ・H(・')に よ 。てG一 ∫2{H(・ ・)}一2d・ で 表 わ 、 れ 。 の でG

_2

も結局,配 向 関数Jで 奉 現 で き る こ とにな る。 」 を変 化 させ た場 合 のG,IGの 変化 の様 子 を図2.

25,2.26に 示 す 。
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図2.25PL型,CL型 集合体 にお け る

配向 係数JとGの 関 係
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図2.26PL型,CL型 集 合体 に お ける

配 向係 数JとIGの 関係

一50一



2.3.6集 合体 変形 に よ る多 角形 の辺 の数 の 分布 の変 化

PL型,CL型 集 合体 に おい て配 向 係数1を0す なわ ち一 様 ラ ンダ ムの場 合 か らJ=1の 場 合 へ

連 続的 に変 化 させ る と,多 角形 の辺 の数 の分 布P(n)も 連続 的に 変化 す る と考 え られ る。

初 期 状態 にお い て配 向 角分布 が ラ ンダ ムで ある場 合,そ の ときの 多角 形 の辺 の数 の分 布 をP(n

lO),そ のk次 モ ーメ γ トをE(nkIO)と 書 くこ とにす、る。 そ れ らの数 値 は表2.2に 示 され て

い るo

集合 体 の変形 に よ ってP(n)が 変 化す る とき,4角 形 の存 在 確率 の 増減 を考 える。 い ま4角 形

の

が増えると仮定すると2P(n)=1を みたすためには4角 形以外の存在確率の総和が減少する必
n=3

要 が あ る。 さ らにそ の減 少 の仕 方 は,E(n)=4の 条件 をみ た さ な くては な らない の で,3角 形

の減 少 の仕 方 と5角 形 以上 の減 少 の仕 方が パ ラ ソス が とれ て い る必 要 が あ る。4角 形 が 減少 す る と

きは そ の逆 で3角 形 と5角 形 以上 の 多角形 はE(n)=4を み たす よ うに増加 す る必要 があ る。 そ

こで4角 形 の増 減 に ともな う3角 形 と5角 形 以上 の多 角形 の 減(増)が 同 率Kで 変 化す る と仮 定 す

る。 す なわ ち

P(・)一(1-K)P(nlO)s
、・ 一3まt・Pま ・≧5

お

とす る 。.ΣP(n)=1・ よ り
n・=3

　
P(4)=1-P(3)一.ΣP(n)

n=5
　

=1一(1-K)P(310)一(1-K)2P(niO)

n=5

=(1-K)P(410)十K

・と な る
。(2.153)(2.154)式 よ り

　
E(n)=・EnP(n)

n=3

(2.153)

(2.154)

　
=3(1一 一一K)P(310)十4(1-K)P(410)十4K十(1-K).ΣnP(nlO)

n=5

=4(2 .155)

と 計 算 さ れ る 。 こ れ よ り(2。153)(2.154)式 は 確 か にE(n)=4を み た し て い る こ と が わ

か る 。

つ ぎ にE(n2)は(2.153)(2.154)式 よ り
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E(n2)=En2P(n)
n=3

一 ・(・ 一K)・(・1・)+16(1-K)・(・1・)+16K+(1-K)

n=5・2P(・)

=E(n210)十K(2n/2-4)(2.156)

と計 算 さ れ る。 と こ ろ でR.E.Milesに よ って

(2.157)

E(n2)=IG+12

と 与 え られ て い る の で(2.157)式 を(2.156)式 へ 代 入 して 計 算 す る と

z
π 一2GI

(2.158)K=

π2_8

と な る。(2.158)式 を(2.153)(2.154)式 へ 代 入 す る と

・1・ ・)《21≒8)・(・1・)・ ・一・または・≧ ・(2.159)

・(.・)一(21≒8)・(・1・)+(≒1)(・16・)

と な るo

配 向 角 分 布.が 一 様 ラ ソ ダ ム の 場 合 は

1=2/π

G=π3/4(2.161)

IG=z/2

よ り(2.玉59)(2.160)式 は 当 然
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P(n)=P(nlO),n=3ま た はn≧5

P(4)=P(410) / (2.162)

とな る 。

PL型,CL型 集 合 体 の 場 合,1,Gは 配 向 関 数Jに よ って 表 わ さ れ る の で(2.158)(2.159)

式 よ りP(n)も 結 局,Jで 表 わ され る こ と に な る。J=0,0.65,0.75,0.85,0.95,1.o

と変 化 させ た 場 合 のPL型,CL型 集 合 体 のP(n)の 変 化 の 様 子 を図2.27,2.28に 示 す 。PL
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図2.27配 向係 数 をJ=0,0.65,0.75,0.85,0.95,

LOと 変 化 させ た場 合のPL型 集 合体 に

おけ る多角 形の辺 の数の 分布P(n)の 推移

図2.28配 向係 数 をJ=0,0.65,0.75,0.85,0.95,

1.0と 変化 させた場 合,CL型 集 合体 に

おけ る多角 形 の辺 の数 の分布P(n)の 推 移

型 集合体 の ときはJ=0.65ま では変 化 が少 な く等方 性の 場 合 のP(nlO)で 近 似 で きる。CL

型集 合体 の 場 合はPL型 集 合体 の 場合 よ り4角 形 のみ の分 布へ 早 く移 行 して い くこ とがわ か る。

P(・.)のk次 モ ー 〃 トE(・k)は(2.159)(2.160)式 よ り

E(。 ・)一 努 。kp(。)
0=3
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一(ZGI-8
2)・(。 ・1・)+(

π 一8

n2-2GI

4k

rte-8

(2.163)

とな る。(2.163)式 に おい てk=2と お くと(2.157)式 と一 致 す る。

この よ うに(2.159)(2.160)式 で与 え られ る分 布P(n)は,4角 形 の増(減)に ともな う

3角 形,5角 形 以 上 の多 角形 の減(増)がn率Kで 変 化す る とい う特 別 の条件 を満 し,し か も

Milesが 求 め た1次,2次 モ ー メ ソ トを もつ 分布 にな ってい る こ とが わか る。

2.5.7配 向 を有 す る繊 維集 合 体 組織 の モ ンテ カル ロ,シ ミコレ ーシ ョン

初 期状 態 と して 等 方性 集 合体 を考 え,そ の場 合 の モ ンテ カル ロ,シ ミュ レー シ ョソはPiekaar

らの 方法 に したが った。 集合 体 領 域 として1辺 の長 さが10cmの 正 方形 を と り,そ の 外側 に1辺

の長 さが20cmの 正方 形 を考 え る。 つ ぎ に任意 の1本 の繊 維 の位 置 と方 向 を決 め るた め に3桁 の

3つ の 一様 乱数 を発生 させ る。3つ の乱 数 の うち最初 の2つ は長 さ が10cmの 繊維 の中 点の 座標

(Xo,yo)を 決 める もの で あ り,残 りの1つ は 配 向角 θoを 決 め る もの であ9,そ れ ぞ れはo≦

・。≦30・myO≦y。 ≦20・m,一 ・/2≦ θ。≦ ・/2の 範 囲 に変換 す る・ この よ うな操 作 を

10'0回 く り返 す と1辺 が20cmの 正方形 の中 に長 さが10cmの 繊 維 が100本 存在 す る等 方性

集 合体 が形 成 され る。 その 様 子 を図

2.29に 示 す。

次 に,こ の直線 系 に2.3。5節 の末

端要 素 に 関す る修 正 を した。

とこ ろで,Pi。kaa,(9)ら の よ う

に,繊 維 交差 を問題 にす る限 りは,

内 側 の小 正方 形 領 域内 部 を偏 りの な

い 標本 として 利 用で き る。 しか し,

多 角形 の分布 の推定 の 場合D小 正方

形 の境 界 に交 差 す る多 角形 を どの よ

うに扱 うか につ い て注 意 ぷい る。 多

角 形 と直 線 の 交差 確 率 は 多角 形 の 周

長 に比 例 す る か ら9境 界 に交 差す る

多 角形 をす べて 除 外 して しま うと,

周 長 の大 きい もの の標 本 存在 率 が 母

zoa

0
0

＼
＼

goo

/

x'.ニ

＼
9＼

/

' .

%4-tiC",

'＼

{〆

,＼

図2.29一 様 ラン ダ ム配 向繊 維 集合 体の モンテ カル ロ。

シ ミュ レー シ ョン図.外 側 は1辺 が200mm

の正 方形,内 側 は1辺 が100mmの 正方 形 の

領域 内 に長 さ100mmの 直 線が100本 存在 し

てい る。
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集 団存 在率 よ り小 さ くな り,逆 にす べ て を含め れば 大 き くな る。 第1節 で 明 らか に した,辺 数 の多

い 多角 形は 長い 周 長 を持 つ傾 向 が大 きい とい う事実 を考 え合せ る と,境 界 での 不用 意な 処理 は 辺 の

数 の 分布P(n)の 推 定 に偏 りをもた らす と予 想 され る。 そ こで本 研 究 で は次 の よ うな 処理 に よ9,

で き る限 り偏 りが 入 る こ とを避 ける こ とに した。

す な わ ち,境 界 線 で分割 され る多角 形 で,標 本 領域(小 正方 形)に 入 る部分 の周長 が,そ の 周長

の半 分 よ り大 きい ものは,標 本多 角形 として残 し,そ うで ない ものは す べて除 外 した。 この よ うに

して 得 られ た図2.30の よ うな多 角

形 集 合体 を用 い て,多 角形 の分 布 を

調 べ た。

つ ぎ に等方 性 集合 体 がX,Y軸 方

向 に α,β 倍 の伸 張 を受 け る とき,

す なわ ちPL型 集合 体 につ いて考 え

る。 直 線 の中 点 の座標 はそ れぞ れx

=αXO ,y・=βyoに 変 換 され る。`

そ して 配 向角 θは(2.113)式 へ

(2.126)式 を代入 す る ことに よ

って

1-J
)・anθ 。}・J=0θ ・・t・・1-1{(

1+J

図2.30一 様 ランダム配向の場合の試料多角形

(2.164)集 合体(多 角形の数は197個)

と表 わ され る。

集合 体 の 変形 につい て は特 に面 積一 定,す な わ ち α β=1と い う条件 を与 えた。 α;2.171,
じ

β=o.4606す な わ ちJ・=o.65の と き のPL集 合 体 の シ ミ ュ レ ー シ ョ ソ図 を2.31に,そ の と き

の 試 料 多 角 形 集 合 体 を 図2.32に 示 す 。

さ ら にa=3.512,β=0.2847す

な わ ちJ=0.85の と き のPL型 集 合

体 の シ ミ ュ レ ー シ ョ ソの 図 と試 料 多 角

形 集 合 体 を図2.33,2.34に 示 す 。

そ して 」=o.65,0.85の 場 合 のC

L型 集 合 体 の シ ミsレ ー シ ョソ図 と そ

y/
、 ノ

＼ ノ
＼ / .ノ

憶

J=0.65

図2.31PL集 合 体 の モ ン テ カ ル ロ.シ ミュ レ ー シ ョ ン
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J=0.65

図2.32PL型 の試料多角形集合体(多 角形の数 は133個)

～7、

9＼iメ ミこ≦ …

J=0.85

図2.33PL型 集 合体 の モ ンテカ ル ロ.シ ミュ レー シ ョン

＼ ＼ ＼一
」60、85

図2.34PL型 の試料多角形集合体(多 角形の数は66個)

J=α65

図2.35 CL型 集合 体 の モ ンテカル ロ.

シ ミュ レー シ ョン図

CL型 の試料多角形集合体

(多 角形の数は170個)
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,

の試 料 多角 形集 合体 をそれ ぞれ図2.35,2.36に 示す 。

二
,'

、

、 「

ノ 身

1盤 鰻
「 入1' VI

J=0.85

図2.36CL型 集合体 の モ ンチ カル ロ.

シ ミュ レー シ ョ.ン図

比 誓F

!、 ノ.
＼

一一 ～

口
能讐曇ムソ

八」' X !

ゴ

CL型 の試料多角形集合体

(多 角形の数は193個)

2.4結 果 と考察

XY平 面上 の ラ ンダ ム直線 の方 程式 は(2.1)式 で与 え られ て い る。(2..1)式 にお い て も θと

Zを0≦ θ≦n,0≦Z≦Mの 範 囲 で分布 す る一 様乱 数 で与 える と位置 と方 向が ラ ン ダムな直線 群

を得 る こ とが でき る。

初期 形 状 として面 積 πの 正3角 形 を用 い,M

には その 外接 円直 径 の5/4を 与 えた。 実験 で

は コ ン ピュー タに よ って ラ ン ダム直線 を発生 さ

せ,初 期3角 形 に100本 の直線 が 交査 す る ま

で続 けた。

ラン ダム直 線 に よ って生 成 され る 多角形 の辺

の数 の分布P(n)に つい て5回 の実験 を行 っ

た。 段階100に お け る実験 値 の最 大,最 小,

平均 値 と第Il分 割過 程 の理 論 値 の比較 を図2.

37に 示す。5回 の平 均値 と理論 値 が よ く合 っ

てい るこ とがわ か る。 またR.E.Milesが 求

めた理 論 値P(3)=0。3551,E(n2)=

16.93に 対 して表2.2,2.3に 示 した よ うに

第 盈種 分割 過程 の理論 値 はP(3)=0.3554,

E(n2)=16.93と な ってお9Milesの 結

Q4

n3

C
a

Q2

Q1

X

1

　 ニく　

1:ε ・p(・・t・・it・1・剛

x:E・P(f剛 ・1・ ・g向

＼
辰

＼

駅
3Y567Qg

n

図2.37

多 角形 の辺 の数 の分 布1'(n)の 理論 値 と実測 値 の比 較

重は無 限長 直線 に よ る5回 の 実測 値 の最 大,平 均,最 小

を示 す。 ×印 はPiekarrら が行 った有限 直線 による3回

の実測 値 の平均
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果 とよ く合 って い る。 これ らの結 果 は

辺 の 数 の推 移 確 率T(nlm)を 求 め

る際 に さま ざま な形 を した 多 角形 を同

じ辺 の 数 を持 つ 正多 角形 で近似 した 方

法 が 妥 当 な もの で あ った こ と を示 して

い るo

n角 形 の平均 面 積 比,占 有 面積 分 率

につ い て は線描 画 に よる実 験結 果 と第

置種 分割 過 程 によ って 求 め られた 理 論

値 との 比較 を図2.12,2.13にTし

て あ る。両 方 と もほぼ 合 って い る。

つ ぎに 交点 数 密度 τ=29.35の と

きの 周長 分布Q(a)と 面 積 分布R

(a)の 理 論 分 布 と実験 値 との 比較 を

図2.38,2.39に 示 す。 い ずれ もよ

く合 って い る。 正多 角 形 か らの 変形 度

T(c)に つい て は図2.40に 示す 。

T(c)は 経 験 的 に導 入 され た もの で

ある ので 分布 に関 す る適 合度 の 検定 を

行 な った。 理論 度数 と実験 度 数 に よ る

zx値は2x =5 .194と な った。 有意

水準 を5%と す れ ば棄 却 域 はzx>

15.51と な り,実 験 よ り得 られ た 変

形 度 ・ の 分 布 がT(・)一{B(P9

,)}一iic・ 一1(1一 ・)q噺1,・ 一 ・,816,

q=1.202の ベ ー タ分 布 で近 似 で き

る こ とが わか った。

2次 元 繊 維集 合 体 がPL型(パ ラ レ

ル ・レイ ド)で あ る ときの 配 向角分 布

を(2.116)式 で与 えた。 そ こで実験

の2次 元 繊 維 集合 体 の配 向 角分 布 と理

a

4.0

3.0

z-o

i.o

./一Q(UwnnEii)=o.z,ci

図2.38

500

400

0
α

300

200

ioo

os
i

1.0 15

すべての多角形の周長の平均値がE(1)=0.2141

の場合の周長分布Q(の の理論値 と実験値の比較

/「

.'一 一R(a)wME(a)ｰ00036<7

図2.39

001002003
Q

すべ ての多 角形 の面 積 の 平均 値 がE(a)二 〇.003647

の場 合 の面 磧分 帝R(a)め 理 論値 と実 験 値 の比較

.58



論分 布 の比 較 検討 を行 な う。(2.116)式

に おい て θ=0と お くと

q(0)=a/nQ (2.165)

とな る 。(2.165)式 を(2.125)式 へ 代

入 す る と

J=

πq(0)一1

nq(0)+1
(2.166)

とな る。 実 測値 のq(o)よ り配 向 係数 」を

求 め(2.127)式 の理 論 分布 を計算 し実測

値 と比 較 す る。Hearlは 不織 布,カ ー ド 、

ウエ ッブな どの配 向 角分 布 を測定 して い る。

その 実測 値 と,そ こで計 測 され たJの 値 を

(2.127)式 に代入 して得 られ た 計算 値 と

(1.3)式 で与 え られ てい る経 験 式 に

よる計 算 値 の比 較 を累 積分布 関数

F(θ)の 形 で 図2.41,2.42に 示

す。 両 方 の分布 ともほぼ 合 って い る。

さ らに図2.29～2.36に 表 わ され

てい る多 角 形集 合体 の辺 の数 の分 布P

(n)を 測定 し,(2.159)(2.160)

式 で求 め られ る理論 値 と比 較 す る。 等

方性 集 合体 すな わ ちJ=0の 場 合 を図

2.43に,PL集 合 体 でJ=o.s5,

0.85の 場 合 をそれ ぞれ 図2.44,2.

45に,CL型 集 合体 でJ=o.65,

0.85の 場 合 をそ れ ぞれ図2.46,2.

47に 示 す。 い つれ の場合 も よ く合 っ

て い る こ とがわ か る。

u
ト

3.0

2.0

1.0

ttC)withE(c)亀 聯

0.5
C

准.0

図2.40多 角 形の 変 形度cの 平均 値 がE(c)=o.700s

の場 合 の変 形度 の分 布T(c)の 理 論値 と実測

値の 比較
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図2.41」.W.s.llearleが 求 め た 配 向 角 分 布 の 実 測 値

(○ 印)と 理 論 値 の 比 較
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図2.42J.W.S.Hearleが 求 めた配 向角 分布 の実 測値

(○ 印)と 理 論 値の 比較

34567$
n

図2.43一 様 ランダム配向の場合の多角形

の辺の数の分布P(n)の 理論値 と

実測値の比較

iO.5t

I

0.4

cO .3v

図2.44

0.2

O。1

J=0.65

345678
n

PL型 集合体の多角形の辺の数

の分布r(n)の 理論値 と実測値

の比較
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PL型 集合体の多角形の辺の数

の分布P(n)の 理論値 と実測値

の比較
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図2.96CL型 集合体の多角形の辺の数

の分布P(n)の 理論値 と実測値

の比較
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n

図2.47CL型 集合体の多角形の辺の数

の分布P(n)の 理論値 と実測値

の比較

付 録

本 文 中(2.123)式 で 与 え られ てい る

A(,k)一(α 一 β ナ

α 十 β
(i)

を証 明す る。

数学 公式 集(2a)に よ る と

f
coskB π

d8=
oA+BcosBA2_Bz

AZ-BZ-A.k

()
B

(2)

とい う定 積分 の 解が 与 え られて い る。

本研究におけるPL型 集合体の配向角分布q(θ)は
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aQl

q(θ)=
π β・c。 、・ θ+。 ・s、。・θ

で 表 わ さ れ て い る。

そ こ で
rz

2

AC2k)=fq(B)cos`LkｩdB
n_2

を考 える とq(θ)cos2kθ は偶 関 数 で あるの で

z

A(2k)=2fq(B)cos2kede
O

(5)式 を変 形 す る と

.z

,.2cos2k8dB

A(2k)_一f
π0

とな るっ こ こ で

B=x/2

dB=dx/2

とお い て 変 換 す る と(6)式 は

2rz

A(2k)一 一 ∫
na

で表 わ され る。

(8)式と② 式 を比 較 す る と

A=R/a+a/Q

B=β/α 一 α/β

》石 τ_2

と な って おrこ れ よ り(8)式 は

(Q/a-a/(3)costB

coskxdx

十ｫ/Q

(β/α 一a/β)COSX+(β/α+α/β)

l

t

62.

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

(8>

C9)



A(2k)一(

a-Q.k

)
a十Q

(io)

と な る 。

s3
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3章 繊維集合体の粒子および流体通過特性

3・1繊 維 フ ィル タ ーの 粒子 通過 特 性

3・1・1ラ ンダム配 向 繊維 集合 体 の粒 子通 過 特性

特 性

3次 元一 様 ラ ソダム配 向 を有す る繊 維 フ ィル ター の上 面 か ら,平 均 直径dの 凸状3次 元 粒子 を落

下 させ,粒 子 が繊 維 と衝突 す る確 率 につい て考 える。3次 元 フ ィル タ ー を上 面 か ら投 影す る と2次

元 ラ ンダム配 向構造 をもつ 投影 図 がで き る。3次 元 粒 子 と繊維 の衝突 す る確 率 は,2次 元 投影 図 に

お い て繊 維 と2次 元粒 子 が重 な り合 う確 率 と同 じで あ る。 この よ うに投影 変 換 を考 える と3次 元 フ

ィル タ ーの粒 子通 過特性 は2次 元 フ ィル タ ーの粒 子 通 過問 題 と して 解 くこ とが で き る。

R.E.Miles(8)は2次 元 ラ ンダム 配 向 繊維 集 合体 の上面 か ら,周 長sの 任意 の凸 形 状粒 子 を

落 下 させ る とき,そ の粒 子 と交 わ る繊 維本数xの 平 均 値E(x)は

E(x)=τ(ω+s/π)(3.1)

で与 え られ,xの 分布F(x)は ポ ア ソ ソ分布 と して

e-E(x){E(x)}xX3
.2)F(x)=

x1

で与 え られ るこ とを証 明 してい る。 ここで τは 単位長 あた りの交 点数,ω は繊維 の 巾 で あ る。

'

積分 幾 何学 に よる と,XY座 標 系 に おい て任意 の凸形 状 粒子 の θ方 向 の直 線 への投 影 直 径 をD

(θ)と す る と

星

s=f2D(B)dB(3.3)
_Z

で 与 え られ る。

した が って 円 の よ うにD(θ)=dで あ る場 合 は(3.3)式 よ り

s;πd(3.9)

とな るQこ れ よ り円 の場 合 は(3」)(3.4)式 よ り

E(x)=z(m+d)C3.5)
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とな る 。粒 子形 状 が 任意 の凸 形状 で あ る場 合 平均 直 径 をdと す る と

d=s/π(3.6)

で ある ので(3.5)式 は

E(x)=r(m十d)(3.7)

と表 わ され る。

こ こで落 下 粒 子 が繊 維 と し度 も衝 突 せ ず に フ ィル タ ーを通過 す る確率fを 考 える。fは(3.2)

式 で与 え られ る ボ ア ソン分布 にお いて粒 子 内 に1本 も繊 維 が 入 らない確 率,す な わ ちF(0)に 等

しい ので

f=ピE(・)・

一7
=e(ω+s/rz)(3 .8)

一z(arl-d)
=e

とな るQ逆 に粒 子 が フ ィル タ ーに よ って捕 そ くされ る確 率gは

g=1-f

=1-e_Z(ω+s/rz)(3.9)

で 与 え られ る こ とにな る。

3・1・2繊 維 フ ィル ターを通 過 した粒 子 の周 長 分布 の 変化

粒 子の 周長 に分布 が あ る場 合,大 きな 周長 粒 子 は フ ィル ターに よ って捕 そ くされ易 く,小 さな も

の は通 過 しやす い た め,通 過 粒 子 の 周長 分布 は変 化 す る。 い ま粒 子 の初 期 周長 分布 をQ(s),通

過 後 の粒 子 周長 分布 をQx(s)と す る と(3.9)式 よ り

e-7(ω+s/π)Q(s)Q

各(s)=

ISa・e一 τ・・鯛d(・ …

e聯 τs/nQ(s)
二(3 .10)

Sm

U・.τ 駒Q(・)・ ・
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とな る。 こ こでSmは 最大 粒 子 の 周長 で あ る。(3.10)式 よ り通 過粒 子 の 平均 周長E紫(s)は

Sm
E些(s)=∫sQ蔓(s)ds(3.11)

0

で表わされる。さらに,粒 子周長に分布がある場合の粒子通過率fの 平均値E(f)は

E(f)Sm=fe一 τ・耐 ・>Q(、)ds(,.12)

0

と な る。

代 表 的 な 粒 子 周 長 分 布 とし て0≦s≦Smの 一 様 分 布 で 与 え られ る 場 合

Q(s)=1/sm(3.13)

とお け る の で(3.10)式 よ り

(z/n)e'zs/rzQ

甚(s)=(3.14) 一rs
m/rz1-e

とな る 。 粒 子 が 円 形 の 場 合 は(3.4)(3.14)式 よ り

一zd
ze

Q尋(d)=(3.15)
一rdm

1-e

と変 換 さ れ る 。

τ を0.05,0.1,0.15,0.2と 変 化 させ た と き のQ紫(d)の 変 化 の 様 子 を図3.1に 示 す 。

さ ら に(3.12)式 へ(3.13)式 を 代 入 す う と

Sm

e-z(ω 十s/π)dsE(f)_(1/sm)f
O

rS_/nm一

)(3.16)=(e一τω/Sm)(π/・)(1-e

とな る 。

い ま 粒 子 の 平 均 周 長E(s)は

E(s)=sm/2(3.17)

で あ る の で,平 均 周 長 の 粒 子 通 過 率fは
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一τ(ω+S
m/2π)f

=e (3.18)

で表 わ され る。(3.16)式 で与 えられ るE(f)と(3.18)

式 のfを 比 較 す る た め,例 えばSm=10,τ=1と お くと

E(f)=0.3011e一 ω,f;0.2036e陶 ω とな り,(3.16)

式 で 与 え られ るE(f)の 方 が 大 き くな る。 す なわ ち,粒 子

の 周長 に 分布 が あ る場合,そ の平均 周長 で粒 子通 過 率fを 評3

価 す る と,実 際 の通過 率 に対 して誤 差 を生 じ るの で,粒 子 周d

長 分 布 が わか ってい る場 合 は(3.16)式 で評価 す る必 要 が

あ る。

0.2

0.15

0.1

0.05

i=o.z

t=0.15

τ二〇.1

Z=0.05

z=0

3・1・33次 元繊 維 フ ィル タ ーにお け る粒子 捕 そ く率012345678910

d

の厚 さ方 向の 変化

図3.1繊 維交点数密度 をT=Q,0.05,0.1,

3次 元 繊 維 フィ ル ター上 か ら粒 子 を落 下 させ る場 合 ・上 面0 .15,0.zと 変化させたときの フィ

で捕 そ くされ た粒 子 は下 方 へ落 下 し ない の で,上 面 ほ ど捕 そ ルター通過後 の粒子径分布Q甚(d)の変
化。

く率 が大 き く下面 ほ ど小 さい こ とが考 え られ る。

そ こで3次 元 繊 維 フィ ル ター を厚 さ方 向 にお いてk層 に分 割す る。す な わ ち分 割 され た フ ィル タ

ーの厚 さは1/kに な る
。 この とき交点 数 密度 τも1/kに な るの で,分 割 され た 玉枚 目の フィル

ター におけ る粒 子 通過 率fと 捕 そ く率gは

f=e一(τ/k)(ω 十s/τ)(3.19)

9-1-e一(・/k)(・+s/・)

とな る。

2枚 目 の フ ィル タ ー に お け る粒 子 通 過 率f2と 捕 そ く率g2は

f2=f2

92=f(1-f)

とな る。

<3.20)

(3.21)
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そ こで 上 か らj枚 目の フ ィル タ ーの通過 率fj
.と 捕 そ く率9」 は

∴(1一,)i

で 与 え られ る 。

(3.22)式 へ(3.19)式 を 代 入 す る と

fj-e一(T/k)(ω+s/π)

03.22)

(3.23)

・j一 ・'{・(j-1)/k}(・+・/・){1イ ・・/k)(・+・/・ ・}

とな る 。

τ=1.0,0.5,0.25,0.1でd=10の 場 合,厚 さ を10層 に 分 割 してk=10と し た と き の 粒

子 捕 そ く率9」 の 変 化 の 様 子 を図3.2に 示 す 。

0.5

3・1・4捕 そ く粒子 によ る フ ィル タ ーの 目づ

ま り効 果.

これ まで の理論 では,粒 子 が捕 そ くされ るの は粒

子 が繊 維 に衝 突 した と きだけ で ある と考 えZき た。

この よ うな仮 定 は,粒 子 周長 が 小 さい,粒 子数 が少

な い,繊 維 交 点数 密度 が小 さい とき,す な わ ちE

(x)が 小 な る とき近 似 的 に適 要 で きる もの で ある。

しか し,E(x)が 大 き く粒 子 が連続 的 に落 下 す る

よ うな場 合 では,先 に捕 そ くされ た粒 子 に後 か ら落

下 して きた 粒 子が 捕 そ くされる よ うな確 率 も考 える

必 要 が あ る。 この よ うな,目 づ ま り効 果 は 実際 の フ

ィル タ ーにおい て通 常 に見 られ る現 象 で あ り,そ の

評価 は実 用 上重 要 であ る。

粒 子 の個数 をNp,周 長 をSp,最 大径 をlp,平

均 巾 を ωpと し,繊 維 の本数 をNp,長 さをif,巾

を ωfと す る。 い まNp個 の 粒 子 が捕 そ くされ,つ

0.4

0.3

mO.2

0.7

Z_i.o

Z=0.5

Z=0.25

t=oa

0123
45678910

i

図3,2フ ィル タ ーの厚 さ を10層 に 分 割 し

た ときの上 か ら 」番 目の フィル ター

に お ける粒 子補 そ く率9jの 変 化 。
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ぎ の1個 の 粒 子 が 落 下 す る と き の 粒 子 通 過 率fを 考 え る。 繊 維 フ ィル タ ー と粒 子 群 の 複 合 系 に お い

て 全 個 数N,平 均 長a,平 均 巾 ω は そ れ ぞ れ

N=Nf+Np

_Nflf-1-Nplp
l=

Np+Np(3.24)

_NfZfωf+NplPwp

w=
Nflf-f-NpIP

と表 わ さ れ る 。

と こ ろ で 一 様 ラ ソ ダ ム 配 向 集 合 体 の 交 点 数 密 度 τ は

z=2Nl/nA(3.25)

で 与 え ら れ る 。 こ こ でAは 粒 子 が 落 下 す る範 囲 の 面 積 で あ る 。 す る と繊 維 と粒 子 の 複 合 系 に お け る

粒 子 通 過 率fは(3.8)5(3.24),(3.25)式 よ り

f-e一(2Nflf/・A)(ω ・+S_/x)e一(2N・1・/sA)(ω ・+sp/π)

一e一 τf(ω ・+sP/rz)e層(2N・1・ イ πA)(ω ・+sp/π)(・.26)

とな る.(3.26)式 の右 辺 のe一 τf(ω・+s〆 π'は,は じめて の粒 子 薦 下 す る と きの欄 麗

率 で,'(2N・ 瞥A)(ω ・+S_/7t)・ まN,個 の粒 子 ・轍 ・され た後,つ ぎの1個 ・・麗 す ・ ・きの

目づ ま り率 を与 えて い る。

こ こで粒 子 が1個 つつ 落下 し,粒 子 が捕 そ くされ る ご とに 目づ ま り率 が増 加 してい くよ うな過 程

を考 える。

1個 目の粒 子 が落 下 す る ときの通 過率f1と 捕 そ く率g1は

一T
fl=e

g1=1一:∵:■ 一

で あ る。 つ ぎ に1個 目の粒 子が捕 そ く された と きの 目づ ま り率 △f1は(326)式 の右辺 第2項

でNp=1と した場 合 で あ るの で
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一(zl
p/・A)(ωP+・p/・)△f1=e

故 に2個 目 の 粒 子 が 落 下 す る と きの 通 過 率f2は(3.27),(3,28)式 よ り

冒(21
p/・A)(・P+・P/R)91f

2=fle

と な る。

一 般 にk十1番 目 の 粒 子 の 通 過 率fk
+1は

一(21
p/sA)(ωP+・p・/n)9kfk+

t-fke

で 与 え られ9(3.30)式 をflで 表 わ す と

k
一(21・ 細(ω

・+Sp/n)Ei=1(レfj)f

k+i=fle

と な る 。

初期 粒 子通 過 率 をf1=0.3878と し,粒

子形 状 を円形 で,周 長 をSp=5π,10n,

15π,20π と変 化 させ た と きの 目づ ま り

効果 の様 子 を図3.3に 示 す。粒 子周 長 が20

nの 場 合,通 過 率 は急 激 に低 下 してい くが,

5π の場 合は 比較 的 ゆ るや か で あ る様 子 が よ

くわか る。

0.4

0.3

0.2

3・1・5繊 維集 合体 およ び粒 子集 合 体

が異 方 性を 有 す る場 合の 粒子 α1

通 過 特性

粒 子 の形 状 が円 や ル ーロの3角 形 の よ うに

0ど
の 方向 にお いて も同 じ直 径 を有す る定 巾曲

線 で あ る ときはv繊 維 集合 体 が 異方 性 で あ っ

て もv粒 子 通 過 率fは(3.8)式 を適 要 で き 図3.3

る。 ところが粒 子形 状 が楕 円 や矩 形 の よ うに 「

方 向 に よっ て直径 が 異 な る場合 でvし か も粒

0

=5n

s=70n

O

s=iSTt

s=20n
O

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

ioo 200 300

Na

粒 子 周長 をs二5π,.10π,15π,20π と変 化

させ た ときの粒 子数Npの 増 加 に対 す る粒 子

通過 率fの 低 下(目 づ ま り 〉の様 子。

(図 中 のO印 は シ ミュ レーシ ョン結 果 で あ る)
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子 の主 軸 方 向がX軸 に対 して 異 方性 を有 す る ときは(3.3)式 のD(θ)を 配 向 角 分布 で平 均化 す

る必 要 がで て くる。

R.E.Miiesは,繊 維 集 合体 がXY座 標 系 に お いてq1(θ)の 配 向 角分布 を有 す る とき,配 向

主軸が0.方 向の1個 の粒子に交わる繊糸躰 数の平願E(・)が

E(x)=τ(ω 十Sx/π)(3.32)

で 与 え られ,そ の分布 は(3.2)式 の ボ ア ソ ソ分布 で ある こ とを証 明 してい る。 こ こでSxは

忽

・。 一 ・ ∫2。D(θ)q1(θ)dθ(3・33)
一7

で与 え られ,D(θ)を 配 向角分 布 で 平均化 した場 合 の平均 周長 を与 えて い る。

(3.33)式 で与 え られ るSxは,配 向主軸 がoo方 向 の1個 の粒 子 に 対す る周長 で あ った が,

粒 子 の数 が 多 く,し か も それ ぞれ の粒 子 の配 向主 軸 がXY座 標 系 に おい てq2(g)の 配 向 角分布

を有 す る ときは(3.33)式 に対応 す る粒 子 平均 周長 と しては

フ　 　

・x一 ・∫ ㌃ ∫ 隻D(θ 一 ・)q1(・)q・(・)dθd・ ・(3・34)

22

とな る。

い ま粒 子形 状 が長 径a,短 径bの 矩形 で あ る ときは図3.4に 示 す よ うに

D(θ 一9)一 ・i…(θ 一 釧Y

+blsin(θ 一gc))1

(3.35)

と表 わ され る。(3.35)式 を(3.34)式 へ

代 入 す る と

π π

・。一πa∫ ㌦ ∫ 狛 …(θ 一釧

22

ql(θ)q2(9)dθdqO

　 　

…Rzf至1…(・ 一・)1'

22図3.4

ql(θ)q2(q)dθd9

(3.36)

一72一 一.t
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3/ρノ'/
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曳塔 ・/.
x

w方 向の矩形粒子の θ方向の繊維 への投影

直径D(θ 一9)Q



こ こでq1(θ),q2(ep)と し て2章 第3節 で 求 め た 配 向 角 分 布 を導 入 す る と

α1β11

q1(0)=
π β

12cos2θ+α12sin2θ

(3.37)

α2β21

q・(q)==
・ β

22c。s2。+。22s、 。・,'.

.

で 表 わ さ れ,tr,β はXY軸 方 向 の 伸 縮 率 で あ る。

(3.36)式 に お い てIcos(θ 一 ψ)},}sin(θ 一g)1を フ ー リ エ係 数 に 展 開 す る と

[。。,(b一,)i一(2/・)一(4/。)努 。。,k。(。 。,2keC。,2k。k;1

十sin2kθsin2kq)/(4k2-1)

(3.38)

1。i。(・ 一、,)1==(・/。)一(、/。)y(。 。,2k・ 。。。2k。
k=1

+sin2kθsin2kg)/(4k2-1)

と な る。.:

q1(θ),q,(の は 偶 関 数 で あ る の で

∫ 顎,、 。2k・ 、、。2k.ql(・),,(。)6,d.一 。.(.3.39)

22

と お け る 。 そ こ で(3.38)式 を(3.36)式 へ 代 入 し て整 理 す る と

　
… 一 ・a〔(2/・)一(4/・)、 三

lc・ ・k・A・(.2k)A・(2k)/(・k2-1)〕

お
+・b〔(・/・)一(・/・)

、三1A1(・k)A・(2k)/(・k2-1)〕

(3.40)

と表 わ され る 。 こ こ で

号
A'(2k)=Lzcos2kθq1(e)∵
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1(3.41)

A、(2k)一 ∫ ㌃ …2k・q,(・ ・)dθ
一7

・

で ある。

q1(θ),q2(の の記 向 係数Jは

互

J1一 ∫ ㌃ …2θq1(θ)dθ
一7

(3.42)

亙

J,一 ∫ ㌃ …2・q,(・)d・
一7

で 定 義 され て い る。

(3.41)(3.42)式 へ(3.37)式 で 与 え られ て い る 配 向 角 分 布 を 代 入 して 計 算 す る と

α1一一一β1

J1=
α1+β1

(3.43)

α2一 β2

」2=
α2+β2

α1一 β1

)A1(2k)=(α1+β1

(3.44)
.αを一 β

2

)A2(2k)=(
α2+β2

と な る 。 こ れ よ り(3.40).式 は

　
・・ 一 ・・〔1一 ・

、三1…k.・JlkJ・k/(・k2-1)〕

yJlkJ,k/(・k・ 一1)〕.(3.45)+2・〔1-2
k=1

で 与 え られ る 。(3.45)式 よ りq1(θ),q2(ep)の 配 向 係 数J1,J2が 与 え られ る と簡 単 にsx

を 求 め る こ と が で き る 。 そ し てql(θ),q2(q)の ど ち ら か が 一 様 分 布,す な わ ちJlかJ2の どち
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らか が ゼ ロで あれ ば(3.45)式 は

s4c=2(a十b).(3.46)

とな る。 これは矩 形 の周長 で あ り,こ の場 合 は 等方憐 と同様 に(3。7)式 に よ って粒 子通 過率fが

計 算 で き る。

つ ぎ に.繊 維 集合 体 と粒 子集 合 体 が異方 性 を有す る場 合 ρ 目づ ま り効 果 を考 え る。(3.32)式

の τを繊 維集 合体 の τfと 粒 子集 合 体 の τpに 分 け て考 える と

:∴訓 一
と 与 え ら れ る・ こ こ でIf・Ipは

互 亙

1,一 胤 ∫ 勃 ・i・(θ 一θノ)iqi(θ)q1(θ ノ)dθdθ ノ

22

　
一(・/・)一(・/・)

、三1J12k/(・k2-1)

(3.48)

　 　

1,一 ∫ ㌃ 隣;・ ・。(。一〆)},,(,),,(♂ ・)・ 。d〆

22

　
一(・/・)一(・/・)

、三、J22k/(・k2-1)

で ある。 す る と(3.26)式 に対 応 す る 目づ ま り効 果 を考 えた 粒 子遮過 率fは

f一 。'τ ・(ω・+s・c/π)e一 τP(ω ・+sx/π)(3.49)

とな るQ

繊 維 集 合 体 と粒 子 集 合 体 の 配 向 係 数J1 ,J2が 与 え ら れ る と き,(3.49)式 に(3.45)

(3.47),(3.48)式 を代 入 して 計 算 す る と異 方 性 を有 す る 場 合 の 目づ ま り効 果 が 評 価 で き る。
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3・2ラ ン ダム配 向 繊維 集 合体 の 流体 半径 の 分布 と流 体 通過 特性

3・2・1流 体半 径 の分 布 お よび そのk次 モ ー メン ト

任 意 の 多角形 の流体 半 径rは 面積 と周長 の比 と して

r=a/1(3.50)

で定義 され る。半 径 がrcの 円 の場 合,流 体 半径 は

r=・(・ 。)2/2πrC

=r
c/2(3.51)

とな って 円 の半径 の1/2に な ってい る こ とが わ か る。

周長1の 正n角 形 の 面積a芸 は 簡単 な幾何 学誘 導 よ り

a妾 一uaz(3.52)

ここ で

・=tan{(・ 一2)・/2・}/4・
、(3.53)

で あ る。

2章 の第2節 で 定義 した よ うに,多 角形 の変形度(面 積 修 正 係数)cは つ ぎの よ うに表 わ され る。

周長`の 変 形 したn角 形 の面積(3
.54)C=

周長1の 正n角 形の面積

変形度は0≦c≦1で 与えられ,配 向角分布が一様 ランダムである場合,そ の分布T(c)は

TCc)={B(2.816,1.202)}一ici.sis(1_c)o.202(3.55)

の ベ ー タ分 布 で 表 わ さ れ る 。 こ こ でB(x,y)は ベ ー タ 関 数 で あ る 。 す る と任 意 の 多 角 形 の 面 積

aは(3.52),(3.54)式 よ り

a=ca 芸

=uclz(3 .56)

と な る。

つ ぎ にn角 形 の 周 長 分 布Q(a}n)はR.E.Milesに よ っ て 自 由 度 がn-2のx2分 布 と し

て

Q(列n)一(・/・)n-2{r(・ 一2)}一'ln-3e一(τ ・布)L(3.57)
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として与 え られ て い る。 ここで 「(n)は ガ ソマ関数 で あ る。

流 体半 径 と周長 の関係 は(3.50),(3.56)式 よ り

「=ucl(3.58)

とな り(3.58)式 よ り

1=r/uc(3.59)

とな る。(3.59)式 の関 係 よ りQ(lln)を 変数 変 換 して,n角 形 の流体 半 径 の分 布H(rln)

を求 め る と

H(rln)=Q(1;r/ucln)ldl/drl

一(・/・)n-2{r(。 一 ・)}一1(・ ・)一 ・n-2・rn一 ・e一(・/x)・u-1c"1

(3.60 .)

とな る。

と ころで(3.55)式 で与 え られ てい る よ うにcは 実 際 に は分布 し てい るの で,cの 砂布 を考 慮

してH(rin)を 求 め る と(3.60)式 は

H(・}・)一(・/・)n-2{r(・ 一2)}一'u一(『2)rn-3

∫1c一 ・n一・・e一(・/rc・ ・c曹1u働1T(。)dc(1、.61)
0

と表 わ され る。(3.61)式 よ りすべ て の多 角形 の流 体 半径 の分布H(r)は

　
H(r)=iP(n)H(rln) .(3.62)

P=3

で 与 え ら れ る 。・

H(rln)のk次 モ ー メ ソ トE(rkln)は(3.61)式 よ り

E(・kl・)一(・/・)n"2{r(・ 一2)}"1・'(n-2)

∫..∫1,k+n一'・c一 ・r2・e一 ・T/・)・u-1c"1T(、)・ 。dr
OO

　　ユ
=(π/τ)kukE(ck)∬(n+i-2)(3.63)

i=0

と な る 。 こ こ でE(ck)は(3.55)式 で 与 え られ て い るT(c)のk次 モ ー メ ン トで あ り

E(ck)=B(2.816+k,1.202)/B(2.816,.1.202)(3.64)
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で あ る。

(3.63)式 よ りす べ ての 多角形 の流 体 半径 の 分布 につ い てのk次 モ ー メ ソ トE(rk)は　
・(・k)==

。里,P(・)・(・kl・)(・.65)

で 与 え られ る。(3.65)式 よ り第5次 モ ー メ ソ トま で を計 算 す る と

E(r)=0.8874x10-1(π/τ)

E(r2)=0.1600×10.1(π/τ)2

E(r3)==O.4377×10'2(・/・)3(3 .66)

E(r4)=0.1591x10-2(π/τ)4

E(r5);=0。7212x10騨3(π/τ)5

とな る 。

E(r)=1.0の と きのH(r13)～H(rl7)の 変 化 の 様 子 を 図3 .5に 示 す。 さ ら にE(r)コ

0.5,1.0,2.Oa4.0の と き のH(r)の 変 化 の 様 子 を図3 .6に 止 す 。

C

s

3.OF

'L
.0

1,0

:/H(「13)

;・(・14)
HU15)

H(rl6)
H(rl7)

OU.51.01.52.02.53.03.5404 .55.0

r

図3.5流 体 半 径 の平 均 値 がE(r)=i,0で あ る ときの 9

n角 形 の流体 半 径 の 分布H(rln)の 変 化
。

一78一



1

,.

工

1.5

1.o

0.5

/E(r):0L5

/EU)=1.0
//

/E(「)=2,0
〆/

/E(r)=る ・0
//

00.51.01.52.02.53.03.54.04.550

r

図3.6流 体半径の平均値 がE(r)=0.5,LO,2.D,4.0

と変化 した ときの,流 体半径 の分布H(r)の 変化。

3・2・2流 体 半径,周 長,面 積 の対数 の分布

n角 形 の周長,流 体 半 径 の分 布 につい て はそ れ ぞれ(3.57), .(3.61)式 で与 え られ て い る。

n角 形 の面積aの 分布 は2章 の築2節 にお いて

.R(
・)一{r(・ 一2)}嚇12"(n-1)Jn-2a(『4)/2(・/・)n囎2

_ユ,一 ⊥

∫1c一(n一 ・・/・e鴨iz(吻)J・2a2T(、)・ 。
a

(3.67)

で与 えられ てい る・ こ こで

t
J=4・1/2〔tan{(n-2)・/2・}〕2

で あ る。

流 体 半 径,周 長,面 積 の 対 数 を

x=lnr

Y=lnl

z=lna

と お く 。(3.69)式 を変 形 す る と

(3.68)

(3.69)
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r=e"

1=ey(3.70)

a=eZ

(3。70)式 の そ れ ぞ れ を 微 分 す る と

drx
=e

dx

.dl_

dy・y(・ ・71)

da _Z=e

dz

n角 形 の 流 体 半 径 の 対 数 の 分 布H(x【n)は(3.61)式 の 変 数 変 換 .よ り

H(xln)=H(r=exin)1dr/dx1(3.72)

で 与 え られ る の で

H(xin)一(・/・)n-2{r(・ 一2)}一1ゼ(n-2)・(n-2)x

∫1c一 ・n一・・e一 ・〆 …xc一'u-1T(,)・,(3.73)
0

と な るo

同 様 にn角 形 の 周 長,面 積 の 対 数 の 分 布Q(yin),R(zln)に つ い て も(3..57),(3.67)

式 の 対 数 変 換 よ り そ れ ぞ れ

Q(・1。)一(。/・)n-2{r(。 一 ・)}一1e(n-2)ye一(t/s)ey(・ ・74)

R(。}。)一{r(。 一 ・)}一12一(n"1)Jn-2・(n-2)z/2(・/・)n-2

∫ 玉c一 ・『 ・)/・2(r/n)Je・1/2・z/2T(,)・ 、(3.75)
a

と な る 。

す べ て の 多 角 形 の 対 数 の 分 布 は(3.73),(3.74),(3.75)式 よ り
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H(x)=.ΣP(n)H(xln)

n=3

　
Q(y)=.ΣP(n)Q(yln)

nニ3

　
R(z)=.ΣP(n)R(xln)

n=3

で与 え られ る。

(3.76)式 の 数 値 計 算 よ りそ れ ぞ れ の 分 布 の 平 均 値E(x),E(y),

6X,σ
y・ σ・ は

E(x)=一 〇.5398+lnE(r)

E(y)=一 〇.1394+lnE(1)

E(z)=一1.406+lnE(a)

(3.76)

E(z)と 標 準 偏 差

(3.77)

で あ り,

aX=1.251

ay=1.415(3.78)

aZ=2.037'

で あ る こ とが わ か る 。

(3.77)式 に お い てE(r)は(3.78)式 で 与 え られ て い る 。 そ し てE(り,E(a)に つ

い て はS.Goudsmit(7)に よ って

1:1:=1二/TT2}(3.79)

として与 え られ てい るの で交 点 数密度 τよ り簡単 に求 め る こ とがで きう。 一方,標 準偏 差 は交 点数

密度 に無 関係 で一 定 とな る。 す な わ ち,流 体半 径,周 長,面 積 の対数 の分布 の形 は繊 維本 数 に 関係

な く一 定 で あ るこ とが わか る。

E(r)=i.o,2.0,4.0の ときのH(x)の 理 論 分布 を図3.7に,E(1)=1.0,2.0,4.0

の ときのQ(y)の 理 論 分布 を図3.8に,そ してE(a)=1.0,2.0,4.0の ときのR(z)の 理

論 分布 を図3.9に 示 す。 い つれ の場 合 も左 右非 対称 で,と くに右 側 で早 く減 衰 し有限 の値 で終 って

し ま うので正 規 分布 の特徴 とかな り離 れ て いる こ とがわ か る。
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図3.7流 体半 径 の平 均値 がE(r)=1.0,2.0,4.0と

変化 した ときの流 体 半径 の対 数 の 分布 の変 化 。

3。2・3n角 形 の流 体 通 過寄 与 率

2次 元 ラ ソ ダム配 向繊維 フ ィル ターに

おい て,フ ィル ター面 に対 して直角 方 向

に通 過 す る流体 の うちn角 形 のみ を通 過

す る流体 量寄 与 率K(n)を 考 え る。

円 管 内 を層流 状 態 で通 過す る流体 の流

量 は流体 半径 の4乗 に比 例 す る こ とが わ

か ってい る。 い ま粗 い近 似 と して,任 意

の一 つ の 多角形 をそ れ と同 等 の流 体 半径

を持 つ 円管 で 置 き換 え られ る とす る と,

フ ィル タ ーをits過 した全 流 量 の うち,n

角形 を通 過 す る流k3F(1,の分率K(n)は

P(n)E(r'In)(3
.80)K(n)_

il)='.;

E(i)二2.O

E(け=4、o

　
ΣP(n)E(r'lln)

n=3

N

匡

0
-6-4-20246

Y=1nI

図3.8周 長 の 平 均 値 がE(r)=1.0,2.0,4.0

と変 化 し た と き の 周 長 の 対 数 の 分 布

Q(y)の 変 化 。

0.4

0.3

o.z

o.i

E!a)_,.O

E(a)=ZC

E(a)=c.0

¥.

a -70-8-6-4-20246

z=1na

図3.9面 積 の 平 均 値 がE(a)=i.o,2.0,4.0と

変 化 し た と き の 面 樟 の対 数 の 分 布R(z)

の 変 化 。
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と な る 。(3.80)式 の 計 算 を実 行 す る と

K(3)=0.1015XlO-t

K<4)=0.1550

K(5)=0.3410

K(6)=0.2973

K(7)=0.1420

K(8)

K(9)

K(10)

=0 .4347×10-1

=0 .9311×10_2

=0 .1486×102

(3.81)

とな る。

2章 の第1節 で求 めた 多角形 の辺 の数 の分

布P(n)とn角 形 の占有 面積 率S(n)とK

(n)の 比較 を図3.10に 示 す。3角 形 は 存

在 率 が35.54%で あ るに もか かわ らず,流

体通 過 量寄 与 率 で は1.015%と 少 な く,一

方5角 形 以上 の存在 率 は26.37%で あ るの

に対 して 流体 通過 量寄 与 率 は83.49%と な

って い るo

Oa

0.3

C

Y

C

べ ρ・2
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/＼
1＼
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l
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K(n)
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＼ ＼
　 り'

・
、 ＼
、
陶 、 ＼.
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図3.10多 角形の辺 の数の分布P(n),n角 形

の占有面積分率S(n),n角 形 の流体

通過量寄与率分布K(n)の 比較。

3・2・4流 体半 径,周 長,面 積 に及 ぼ す繊 維太 さの 影響

周長,面 積,流 体 半 径 に関 す る これ ま での理 論誘 導 につ い ては,繊 維 の太 さ,す な わ ち直 線 巾 を

ゼ ロ と して きた。 しか し実 際 に は いか な る繊維 に も太 さが あ り,い か な る直線 に もfiが ある。 そ し

て直線 の巾 は図3.11に 示 す よ うに1本1本 で異 ってい る場 合 もあ る し,図3.12に 示 す よ うに1

本 の直 線 の 部分 に よ って異 って い る場 合 もあ る。

そ こで,す べ て の直線 の巾 の平均 値 を ω とし,直 線 の方 向 と ωは無関 係(あ る方 向の 直線 だ けが

太 い とい うよ うな偏 りがな い)と す る。R.E.Miles(8)はvこ の よ うな 条件 下 にお い てv直 線

巾 を考 慮 した場 合 の 幾何 学 確率 につ い て理論解 析 を行 い,例 えば 多角形 の辺 の数 の分布P(n)は,

直 線 に 巾が ある場 合 で も方 向が 一様 ラ ンダムで あ りさ えすれ ば,不 変 に保 たれ る こと を証 明 してい

る。 さ らに彼 は,有 限 巾 の直線 集 合体 に よって カバ ー されな い領域 の分 率fが

f-e一 τω..(3 .82)
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図3.11巾 の異 っている直線群にょって 図3.121本 の直線 の部分によって巾が

生成 される多角形集合体。 異 っている直線群 に.よって生成

される多角形集合体。

で 与 え られ る こ とを示 してい る。 こ こで τは直線 巾 を ゼ ロと した場 合 の交 点数 密度 で ある。

い ま,面 積Aの 領域 内 に長 さaの 直 線 がN本 ある場合,交 点 数密 度 τは2章 第1節 よ り

z=2Nl/nA (3.83)

で表 わ され る。

直 線 に 巾が あ る場 合,領 域Aに おい て直線 群 に よって カバ ーされ ない 領域A芸 は(3.82)式 よ

り

A=Ae薗 τω(3.84)笹

とな る。直 線 に ω とい う平 均 巾 が あ る場 合,実 際 に 多角形 の 内部 を占 め る面 積 はAで は な くて(3.

84)式 で与 えら れるA叢 で ある。

そ こで(3.83)式 にお け るAの 代 りに(3.84)式 のA甚 を代 入す る と,直 線 巾 を有 す る場 合

に対応 す る修 正交 点 数密度 τ晶 が 与 え られ

τ曇=2Nl/πA妾

=zerg'(3.85)

とな る。

τ叢 は 直線 に巾が ある場合 に,多 角形 の流体 半 径,周 長,面 積 を考 える ときの交点 数 密度 を与 え,

これ まで論 じて きた理論 式 の中 の す べて の τを τ芸 に置 き代 る必要 が あ る。

例 えば直線 の巾 が ゼ ロで ある場合 の流体 半径 の平均 値 は(3.66)式 で周長 と面積 の平均 値 は

(3.79)式 で与 えられ るが,直 線 に ω とい う巾が あ る と きは そ れぞ れ
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E(r)=0.8874×10響1(π/τ)e一 τω

E(1)=・2(π/τ)e一 τω

E(a)篇(1/π)(π/。)2e-2τ ω

と な るQ=oの と き は 当 然(3.86)式 は(3.66)(3.79)式 と一 致 す る。

cs.ss)

3・3結 果 と考 察

1辺 が200mmの 正 方形 の中 に位置 と方 向が ラ ンダムな無 限長 直線 を25,50,75,100

本 と発生 させ,直 線 巾は0.5mmと した。 そ して粒 子形 状 を直 径.d=10mmの 円 と し,そ の中心

位置 を2つ の一様 乱数 で定 め,500個 の粒 子 を正 方形 内 に落 下 させた。 図3.13,3.14に 繊維

交 点 数 密度 がT=Q,09119.,0.1375の ときの繊 維 と粒 子 の複 合系 を示す。

任 意 の円粒 子 に交 わ る繊 維本 数 は(.3.2)式 の ボ アソ ン分 布 で与 え られ て い る。 τ=0.05850,

0.09119,0.1375の ときの シ ミ3レ ー シ ョソ結 果 と理 論 値 の比 較 を図3.15～3.17に 示 す 。

いつ れ もほぼ 合 って いる こ とがわ か る。

粒 子 通過 率fは(3.8)式 で与 え られ て いるが,繊 維 交点数 密度 τと粒 子 径dを 変化 させ た とき

のfの 変化 の様子 を図3.i8,3.19に 示 す。 理論 値 と シ ミュレー シ ョ'ソ結 果 は よ く合 っで い る。

粒 子 周長 分布 が一様 分布 であ る ときの フ ィル タ ー通過 後 の粒 子 分布 は(3.15)式 で与 え られ て

い る。粒 子 の最大 径 をdm=10mmと した とき のQ
曇(d)の 理論 値 と シ ミュレー シ ョ ン結 果 の比

較 を図3.20に 示 す 。両者 はほぼ 一 致 している。

フ ィル タ ー内 に捕 そ く され る粒 子数 が増 えて くる と,目 づ ま りを起 こ し,新 しい粒 子 が フ ィル タ

ーに捕 そ くされ る確 率 が高 くな
って くる。 その ような 目づ ま り効果 は(3.31)式 で表 わ され て い

る。初 鮒 子 麗 率 をf1=0。3878で 与 えた とき,d=10mmの 粒 子 の 目づ ま 鋤 果1こつ いて

は図3.3の ○ 印 で シ ミュ レー シ ョ ン結 果 が示 され て お り,理 論 曲線 とほぼ 一致 して い るo

以上 の結 果,3・1節 で誘 導 された 粒子 通過 特性 に関 す る理論 式 は妥 当 な もの で あ るこ とが わか

るo

つぎ に,面 積 πの3角 形 領域 内 で100本 の ラ ソダ ム直 線 を発 生 させ,そ こで生 成 され る多角形

の流体 半径,周 長,面 積 をコ γ ピュー タに よって計 算 した。 交点 数密 度 は τ=29.35で,こ の と

き(3.66)式 で与 え られ る流体 半径 の平均 値 はE(r)=0.009499と な り,シ ミュ レーシ ョ

ンに よる結果 ではE(r)=o,009593と な り,か な り近 い値 に な って い るoそ こで(3 ,62)式

で与 え られ て い る流体 半径 の 分布 の理 論結 果 と シ ミュ レー シ ョソ結果 の比 較 を図3.21に 示 す。2
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Qi

図3.13繊 維交 点 数 密度 τ=O.09119
り

円 の直 径d二10の 条件 にお け る

粒子 落 下 の シ ミュ レー シ ・ソ園。

図3.14繊 維 交 点数密 度7=Q.1375,

円の直 径d=10の 条件 にお け る

粒 子落 下 の シ ミュ レー シ ョン図 。
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図3.15 直 径dニ10の 円形粒 子 に交 わ る

繊 維 本数xの 分布F(x)の 理 論

値 とシ ミュレ ーシ ョン結 果 の比

較。

図3.16直 径d=10の 円形 粒子 に交 わ る

繊 維 本数xの 分布F(X)の 理 論

値 と シ ミュ レー シ ョン結果 の比

較 。
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粒子直径d=10の 条件 で繊維交点数密度 τを変化 させた

ときの粒子通過率fの 変化。
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図3.17直 径d=10の 円形 粒 子

に交 わ る繊 維 本数xの

分布F(x・)の 理 論 値 と

シ ミュ レー シ ョン結果

の比 較 。
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図3.19

d

繊維交点数密度がz=0,07126の 条件で粒子径dを 変化

させたときの粒子通過率fの 変化 。

つ の分 布 は よ く合 って い る。 さ らに,流 体 半径,周 長,面 積 の 対数 の分 布 に つい ては(3.76)式

で 与 え られ る理論 分 布 と シ ミ ュレー シ ・ソ結 果 の比 較 を図3.22～3.24の よ うに正規 確 率紙 上 に

示 す。 い つ れの場 合 も両者 は よ く合 ってい る。

H.W.Piekarr(9)ら は 多角形 の流 体 半径 お よび面 積 の分布 を対数 正規 分 布 で近 似 し,そ れ ぞ

れ の分 布 の標 準 偏差 を σx=1.9,a2=4.6と して い る。 一方,本 研 究 で求 めた 標 準 偏 差 は(3.

78)式 で与 え られ てい る よ うにax-1.251,σz=2.037とPiekarrら の 結 果 よ り小 さ く

な ってい る。 この差 はPiekarrら が分 布 を対数 正規 確 率紙 上 で直線 近 似 し,標 準偏 差 を求 めた た

め に生 じた もの と考 え られ る。 しか し,実 際 に は図322,3.24に 示 され てい るよ うに理 論 分布

も シ ミュレー シ ョソ結 果:も直線 では な く右 上 りの 曲線 とな って お り,正 確 に は対数 正規 分布 で は な

い こ とが わか るQ
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(3.81)式 で 表 わ され てい るn角 形 の 流体通 過 寄

与 率 の計 算結 果 は,前 提 と して任 意 の多 角形 をそれ

と同等 の流 体 半径 を持 つ 円管 で置 き換 え る とい う仮

定 の も とに成 り立 つ もの で あ り,さ ら に表 面張 力 に

よる毛 細管 現 象 な どの影 響 は考 慮 されて い ない こ と

に つ いて も注意 す る必要 があ る。

W(「)WithE(r)=O.OC9499

0

図3.21

0.010020.030.040.050.060.070.OE
r

平均 値 がE(r)=0.009499の ときの流体 半 径

の分 布H(r)の 理 論値 とシ ミュ レ ーシ ・ン結 果

の 比較 。
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図3.20初 期粒 子径dの 分布 が1～10の

一 様 分布 で あ る ときの ブイ ル ター

通過 後 の粒子 径 分布Q夷(d)の 理

論値 と シ ミュ レー シ・ ン結果 の比

較 。
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図3.22流 体 半 径 の対数 の 累積 分 布関 数

の理 論徳 と シ ミュ レー シ ョソ結

果 との比較 。
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図3.23周 長 の対 数 の累積 分 布関 数 の

理 論値 とシ ミュ レー シ ・ン結

果 との比 較 。

図3.24面 積 の対 数 の累積 分 布関 数 の

理 論値 と シ ミュ レー シ ョソ結

果 との比 較。
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4章 繊維集合体 の力学 モデル

4・1弾 性 常 数 の フー リエ 変換 に よ る表現

4・1・1繊 維配 向 角分 布 の重畳 積 分

曲が りを有す る繊 維 に よって構 成 され て い る集 合 体 に関 して,そ の構造 や 力学 を考 える場 合,種

々の配 向角 分布 の定 義 が必 要 とな る。 繊維 同志 の接 触点 を考 える場 合 には無 限小 要 素 の配 向角 が問

題 となる。 集合体 に外 力 が作用 した ときの 力学 に つい て考 える場合 は接 触 点 間 の有効 要 素(繊 維 末

端 を含 ま ない 要素)を 直線 で置 き換 えた もの の配 向 角分 布 が問 題 とな る。 ウ レタ ンフ ォーム の よ う

に末端 で他 の繊 維要 素 と連 結 してい るよ うな網 目構造 の 力学 を考 える場 合 は 末端 を結 ぶ 直線 要 素 の

配向 角分 布 が問 題 となる。 以下 の理 論 を簡単 にす るた め に,単 繊維 の曲 が り方 は,末 端 同志 を結 ぶ

直線 のま わ りで回転 対称 性 を有 して い る もの とす る。

こ のよ うな種 々の直線 要 素 を分類 す るた めn分 割 直線 をつ ぎの よ うに定 義 す る。

定 義(i),繊 維 集合 体 を構 成 す る任意 の1本 の繊 維(繊 維 長 は等 しい とす る)をn等 分 して で きる

要 素 をn分 割 要 素 と し,n分 割 要素 を直線 で 置 き換 えた もの をn分 割 直線 とす る。

繊維 集 合体 内 の任 意 の1点 に直角 座標 系 を固 定 し,任 意 の1本 のn分 割 直線 の配 向角 が図9.1に

示 す よ うに(θ,w)で 表 わ され る もの とす る。 この とき,つ ぎ の よ うな配 向角 分布 関 数 が定義 で

きる。

定 義cii),1分 割直線(繊 維 の末端 同

志 を結 んで で きる直線)の 配向 角分 布Z

を5201(θ,w)と す る。

定義(iii),n分 割直線 の配 向角 分布 を

520n(B,w)と す る。

定 義(iv),無 限 小 分 割要 素 を無 限小 分

割 直線 で 置 き換 えた とき の配向 角分 布

を520QQ(θ,w)と す る。

ここで添 字 のOnの うち,0は 座 原

系 を規 準 にす る こ と を意味 し,nはn

分割 直線 を意味 して い る。

つ ぎに1分 割 直線 を規 準 と した場 合

のn分 割直 線 の配 向 角分布521n(θ,

x
0 !

、

、

e

!
!

9＼ 心
、

、
＼

Y

図4.1繊 維集合体内 に固定 した直交座標系0-XYZ

に関 するn分 割直線 の配向角(θ,9>)。
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w)を 考 える。 任意 の1分 割 直線 を座標 系 のZ軸 に 一 致 させ る座標 変換 を行 う。 そ の様 子 を図4.2

に示 すQ座 標 変 換 は オ イ ラ ーの変 換 行列 に よ って表 わされ るが,回 転対 称 性 を有 する 曲線.の変 換 で

あ る ため オ イ ラー角 にお いて(e=e,w=w,ψ=0)と お け る。そ して直 交座 標 系O-X'Y!Z!

に関 す るn分 割 直 線 の 配向 角分 布 を91n(θ,w)と し,そ の様 子 を図n.sに 示 す。

ZZ'

X

・e

Z

OY
ノ

.7ノ ノ
9/Y

e/
、'、

X

繊維集合体内に固定 した直交座標系O-xyz

に関す る1分 割直線の配 向。

曜

x
0

.d

、

、

φ＼ ふ
＼

＼
、

Y'

図4.31分 割 直線 をOZ'軸 に一 致 させた後 の直 交座図4 ,2

標 系O-X/Y/Zノ に 関す るn分 割 直 線 の配 向

角(θ ノ,〆)。

以 上 の よ う に 種 々 の 配 向 角 分 布 の 定 義 が な さ れ る と90n(θ,g)は20i(θ,q)と521n(θ,ψ)

の重 畳 積 分 と し て つ ぎ の よ うに 与 え ら れ る 。

　　 か

　 ∵ ∵(　 ')2'n(θ"q')dω'/
一

こ こ でdω!=sinθ!.dθ!dq'で あ るQ

同 様 に 他 の 配 向 角 分 布 に つ い て も つ ぎ の よ うな 関 係 で 表 わ さ れ る 。

2・ 。(θ ・ の 一2・mX'2mn1≦m≦ ・
.(4・2)

9。 。。(θ ・の 一9。IXg、 。。一2。 ユ)"9】
。9F9。 。。X-9。mX'9m。X9。 。。

(43)

2m。(θ ・ ・)・"gm
,m+1xgm+1,m・ ・x一 粕n-2,n一 、x2。,、,。(4・4)
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繊 維 が 曲 が り を有 す る 場 合,一 般 的 に は90i(0,0p),20n(0,ψ),200。(θ,op)は 異 った

分 布 を示 す 。 し か し特 別 の 場 合 と し て 繊 維 が 直 線 で あ る 場 合 は

9m。(θ,q))一 δ(θ)δ(の .(4・5)

と お く こ と が で き る 。 こ こ で δ(θ),δ(の は デ ル タ関 数 で あ る。・超 関 数 理 論 よ りデ ル タ関 数 は

関 数 φ に 対 し て

　
∫ δ(t)φ(t)dt=φ(0)
葡QO

(4.6)　
∫ δ(t-to)φ(t)dt=φ(to)
一QO

で定 義 され て いる。 デル タ関数 の重畳 積 分 は

δ(t)xδ(t)=δ(t)

δ(・rt1)xδ(t-t,)==δ 〔t一(t1+t2)〕

で与 え られる 。デ ル タ関数 の フ ー リエ変 換 は

　

卸:::∵∴ ♂。…
一QG

で 与 え られ る 。(4.5)を(4.2)(4.3)(4.4)に 代 入 し て(4.7)の 性 質 よ り

9。1(θ,q)==9。1聾 δ(θ)δ(9)一9・mXδ(θ)δ(q)

・。.。(・,。)一9。1・ ・(・)・(・)一 ・。。 ・ ・(・)・'(・)

9m。(θ,の 一 δ(θ)δ(の 叢 δ(θ)δ(の 妾 … …x一 δ(θ)δ(q)

こ れ よ り

C4.7)

C4.8)

C4.9)

2。1(o,w)=521m(B,w)一9。 。(θ ・ の 一2・ 。。(θ,ψ)=2m。(θ ・w)(∠1.10)

と な る 。
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4・1・2配 向角 分 布 の フ ー リエ変 換

n分 割 直 線 の配 向 角分 布20n(θ,ψ)の フー リエ変 換 をFOn(ω1,ω2)と す る と

…(c・
.1…)一 ∫ン ニ …(….).♂(ω1θ+ω2q)d・(・11)

で 与 え られ る 。 こ こ でdω=sinθdθdgで あ る。

　 　
A。 。(ω1・ ω2)一 ∫ ∫9。 。(e・Cc))… ω1θ ・ … ω,ψdω(4・12)

騨Oo-QQ

　 　

B。 。(・1・ ・,)一 ∫ ∫9。 。(
,θ・の ・…1θ ・ ・i・ …d・(4・13)」POQ-QO

　 　

C。 。(・ ・1・ ω2)一 ∫ ∫9。 。(e・9)・1・ ω1θ ・ … ω2ψdω(4・14)
一◎Q-QO

　メつ くンつ

D。 。 と・P・ 、)一 ∫ ∫9。 。(θ,O・)・i・ ω1θ,・i・ ω,O・d・(4.15)

一QO一 〇〇

とおくと(4.1 .1)は

F。n(t・1',ω2)一A。n(ω1,ω2)一D。n(ω1,ω2)一i{B。n(ω1,ω2)+c。n(ω1,ω2)}

(4.16)

と な る 。

つ ぎ に,重 畳 積 分 の フ ー リ エ 変 換 は そ れ ぞ れ の フ ー リ エ 変 換 の 積 と し て 与 え ら れ る の で(4.1)

～(4 .4)の 両 辺 の フ ー リ エ 変 換 は

Fon(ω1,ω2)・.・Fo1(ω1,ω2)Fln(ω1,ω2)(4.17)

Fon(
.co1,ω2)二Fon(ω1,ω2)Fmn(ω1,ω2)(4.18)

FoQc(ω1,ω2)=Fo1(ω1,ω2)Floo(ω1,ω2)=FoI(ωpω2)Fln(ω1,ω2)Fn(x墨 〔ω い ω2).

■
==F・

・(ω1・ ω ・)F・ ・(ω1・ ω ・)F
.…(ω1・ ω ・)(4」9)

Fm。({・.1・ …2)=Fm,m+1(ω1・ ω2)Fm+1,m+・(ω い ω ・)

Fn-2
,n-1(ω1・ ω2)Fn-1,。(ω い ・ ・).(4・20)

と な る 。
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(4.12)～(4.15)へ(4.1)を 代 入 す る と

2rz_n_2s_s

A。。(・1,m、)=fIII

OUOO

2xn

BOn(ω1,ω2)=∫ ∫

00

2π π

COn(ωPω2)=∫ ∫

OU

2nrz

D・ ・(ω1・ ω・)=f

。/。

2。1(B-B'・ 仰 〆)21
。(θ ノ・〆)

cosω1θ,cosω2ψdωdω!

2rzrz

∫ ∫2。1(θ 一θノ,w一 〆)21。(θ',〆)
Ov

.cos.ω1θ,sinω2wdωdω!

2nn

OO

.sinω
1θ,cosω2wdωdω,

2an

∫ ∫2。,CB-B'・ 卿 ノ)21。(θ'・ 〆)
Ov

.・ 董・ ω1θ ・ ・i・ ω ・・d・d〆

(4.21)

C4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.2i)を 変 数 変 換 す る と

2π オ2π π
A。 。(ω 、,・、)一 ∫ ∫ ∫ ∫2。1(θ,の21。(Bノ,〆)…(ω1θ+ω1θ')

0000

cos(ω2ψ+¢.2wノ)dωd.ω ノ(4.25)

(.4.25)を 分 解 す る と .

A・ 。(ω1,ω2)=A・1(・1・ ・,)A1。(・ 、・ω,)一B。1(・1,・,)
.B、。(・1,・,)

一C
o1(ω1,ω2)Cln(ω1,ω2)+Do1(ml,w2)Dln(ω1,ω2)(4.26)

(4.22)～(4.24)に つ い て も 同 様 に.

B。 。(ω 、,ω,)一B。1(ωPω 、)Aln(ω 、,ω、)+A。1(ωPω,)B1。(ωP・,)

一D・
1(ω1・ ω・)C1・(・P・1)一C・1(・1・ ・z)P1・(・1…)(4・r.7)

C。 。(ωPω2)=C。1(・1,・,)A1。(・1,・,)一D。1(・1,・ 、)B1。(・1,・ 、)

+Ao1(ωpω2)Cln(ω1,ω2)一Bo1(ω1,ω2)Dln(ω1,ω2)(4,28)
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Don(ωpω2)=Dol(ω1,ω2)Aln(ω1,ω2)十Co1(ω1,ω2)Bln(ω1,ω2)

+Boi(ω1,ω2)C12(ω1,ω2)+Aol(ω1,ω2)Dln(ω1,ω2)(4.29)

(4.26)～(4.27)をml,ω2を 略 し て マ ト リ ッ ク ス で 表 わ す と

AonAo1,一Bo1,一Co1,DolAln

BonBoi,Aoi,一Do1,一ColBln

誕(4.30)

ConCo1,一Do1,Ao1,一BolCln

DonDoi,Co1,Bo1,AolDln

と な る。

2。 。(θ,w)一9。 、詔lm芸 監n二(4・31)

の よ うに 配 向 角 分 布 が3項 の 重 畳 積 分 で 与 え ら れ る 場 合 も 同 様 の手 続 で 求 め る こ と が で き る 。

4・1・3繊 維 集 合 体 の 力 学 モ デ ル

繊 維i集 合 体 が2種 類 以 上 の 物 質 に よ っ て 構 成 さ れ た 複 合 材 料 とな って い る場 合,そ れ ら の 弾 性 特

性 を 評 価 す る 方 法 と してVoigtモ デ ル,Reussモ デ ル,二 つ の 混 合 モ デ ル が 提 出 さ れ てv・ る 。

2種 類 の 物 質 に よ って 構 成 され て い る複 合 材 料 に お い て,歪 が 均 一 で あ る と仮 定 したVoigtモ デ

ル の 弾 性 常 数 は

Cijkl-V1(Ci」 .kl)1+V・(Cijkl)2(4.32)

応 力 が 均 一 で あ る と仮 定 し たReUssモ デ ル の コ ソプ ラ イ ア ン ス 常 数 は

SijkG-V1(SijkG)i+V2(Sijkt)2(4・33)

で 与 え られ る 。 こ こ でV1,V2は2種 類 の 構 成 物 質 の 体 積 分 率 で あ る 。

構 成 物 質 の一 つが繊 維 で あ る 場 合,一 般 的 に は 繊 維 軸 方 向 と応 力,歪 の 方 向 が 異 る た め 繊 維 配 向 に

関 して の 空 間 平 均 を とる 必 要 が あ る。 構 造 単 位 の 弾 性 常 数 お よ び コ ン プ ラ イ ア ソス 常 数 の 座 標 変 換

は

Cijk6-aimajnakPaL4CmnP4

(4.34)

SijkL-aimajnakPaL4SmnPq
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で表 わ され る。 こ こでaα β はナ イ ラーの回転 行 列 の要 素 で あ る。 繊 維 を含 む構 造 単位 の配 向 角分

布 を2(θ,q,ψ')と す る と(4.34)の 空 間平 は

:::::::=:::=1::1::1:二二:■ 、 一

で与 えられ る。 ここ で

　だ 　だ だ

〈 ・、m・ 」。ak、 ・、,〉 一 ∫ ∫ ∫ ・、m・j。akpa、,9(θ,・,ψ)・i・ θdみd卿
0.00

(4.36)

で あ る。構 造 単位 が 繊維 軸 に対 して回 転対 称性 を有 す る場 合 ψ=0と お け るの で(4.36)は

　ガ だ
〈 ・ 、m・j。akp・ 、q>一 ∫ ∫ ・・saθ,・i・bθ,・ ・scg,・i・dO・2(θ,・)d・

00

(4,37)

とな る。 ここでa,b,c,dは 正 の整 数 で あ る.

Voigtモ デル で あれ,.Reussモ デ ルで あれ 力学.モデ ルの構 造 単位 が で き あが って しま う とあ

とは空 間 平均 だ けが問 題 と.なる。 本 研究 では講 造 単位 と して繊 維要 素 のみ で構 成 されて い る モデル

を考える・H・i・・ら(20)は 高分子を肝 鎖の集合体としてそのようなモデルを使肌 て力学雛

の齢 噺 を行・牟・ ・のモデルはそのまま紙・磯 布・渤 漏 伽 どの雛 集合体}・翻 でき

る と考 え られ る。

任 意 のn分 割 直 線 の 張 力 をFと しsi(s1・sinθcosq,s2=・sinθsinq,s3=cosθ)

方 向 の 張 力 成 分 をFiと す る と

Fi=FSi「(4.38)

すると集合体としての応力は

噸 掃::::::::::::}(4.39)
こ こでaijは 応 力 テ ンソル,Nはn分 割直線 の数,1はn分 割 直線 の長 さ,「 は 力 を伝 達 す る こ

とので きるn分 割 直線 の分 率(有 効要 素 率),.viま 集 合体 の体 積 であ る。9(e,p)はn分 割 直

線 の 配 向角 分布 で ある ので90n(θ,q)と 書 くべ きで あ るが,誤 解 を招 か ない限 りに お いて 今後
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は 添 字 を 省 略 す る 。

n分 割 直 線 が 弾 性 要 素(バ ネ)で 置 き 換 え ら れ る と き

F-EleklSkSa

と な る 。 こ こ でEは バ ネ 常 数,εmnは 歪 テ ン ソル で あ る 。

(4.40)を(4.39)へ 代 入 す る と

rJl21一,E2nn
all=

VoO ・kt・i・j・k・ 汐(θ ・ψ)dω

とな る。

Na2r/v=x

とお い て

2nn

CijkL-KE

.∫ 。 ∫。 …j・k・ ・ρ(θ ・・)dω

とす る と(4.41)は

aij=CijktEkl

と な り一 般 化 フ ッ ク の 法 則 を 表 わ して い る 。

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.44)

4・1・4応 力 およ び弾 性常 数 の フー リエ変換 によ る表現

繊 維集 合体 の応 力 お よび歪 は2次 の モ ーメ ソ トに,弾 性常数 お よび コソ プ ライ ア ソス常 数 は4次

の モ ー メソ トに依存 してい る。 そ こで2次 の場 合 と して 応 力,4次 の場 合 と して 弾性 常数 を配 向角

分布 の フー リエ変 換 の形 式 で表現 す る。

(4.39)に お い て

Nlr/V=U(4.45)

とお くと

・11-UF〈 ・i・2θ ・・』2ψ 〉

・22-UF〈 ・i・2θ ・i・2ψ 〉

・33-UF〈 …2θ 〉
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・t2=ｰ2t=UFく ・i.・2θ ・i・wC・ ・の

・1.、 一 ・31〒UF〈 ・i・B… θ … の

σ23=σ32=.UF<sinθcosθsin・w>

とな る ・
.

,。,・ θ 一 主(、 。,2θ+1)
2

,i。 ・θ 一 主(.。 。、2B+1).

2

1
sin8cosB=一sinB)

2

の関係 を(4.46)へ 代 入 して(4.12)～(4.15)の 形式 で表現 す る と

all=4F{1+A(0,2)一A(2,0)一A(2,2)}

a22=4F11-A(0 ,2)一A(2,0)+A(2,2)}

OF
ｰ33-

2{1+A(・,・)}

a12=4F{BCO ,2)一BC2,2)}

OF
a13=2CC2 ,1)

OF
a23=2D(2,1)

とな る。

つぎに難 常蜘 ついては(4 ・43)を 翻 する≧

iii、 、 一KE〈sin4B…4・>

C2222=KE<singθsingw>

03333-KE<COS4B

C112.2=C2211=C1212=KE<Sln4θcos2wsinew>

一99一
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01133-03311-0313]一KEく ・i・2θ …2θ …2の

2233-03322-C2323.=KE〈 ・i・2θ …2θ ・i・2ψ>

Cl12、 一 〇2311-03112-C1 .231-KE<・i・3θ … θ …3・ ・i・ ・>

02231-03122-C, .312-CI .223-KE〈 ・i・3θ … θ ・i・2ψ … の

03312-01233-C2331-C3123-KE〈S1・2θ …2θ.…w… の

01131-03111=KEく ・i・3.θ … θ ・・s3.の

Ciiiz=C、211=KE〈 ・i・4θ …3伊 ・inW>

Czz2s=Czszz=KEく ・i・3θ … θ ・i・3の

C2212-C122 .、=KE〈 ・in4θ …w・i・3の

C3323-C2333-KE<・i・ θ ・・s3B・i・w>

C3331-03133=KEく ・i・ θ …3θ … の

(4.49)

と な.る 。

1
cos38=一(cos36+3cosB)

4

sin3B=1(一sin3B+3sinB)4

cos2Bsing=1(sin3B+sinB)
4

sin2Bcosh=1C-cos3B+cosB)
4

1
cos4B=一(3+4cos2B+cos4B)

8

1
sin48=一(3-4cos2B+cos4B)8

coszBsinZB=1(1-cos4B)
8

1
cos38sing=一 く2sin2B+sin4B)

8

1
cos8sin38=一(2sin2B-sin48)

8

の 関 係 を(4.49)へ 代 入 ← て(4.12)～(4,15)の 形 式 で 表 現 す る と

(4.50)
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C1111-KE6
4〔 ・{…A(・,・)・A(・,・)}一 ・{・A(・,・)一 ・A(・,・)一A(・,・)}

+{3A(4,0)+4A(4,2)+A(4,4)}〕

C2222-KE
64〔 ・{・ 一・A(…)・A(…)}一1{・A(…)一 ・A(…)一A(・ ・4)}

+{3A(4,0)一4A(4,2)+A(4,4)}〕 ・

.C3333-KE8〔 ・+・A(・,・)・A(・,・)〕

Cl、22-KE
64〔{・ 一 ・A(・,・).・A(・,・)一{・A(・,・)一 ・A(2,・)・A(・,・)}〕

C1133-KEs
4〔{1+A(・,・)}一{A(・,・)+A(・,・ ・}〕

C2233一 ・KE
64〔{1-A(・,・)}一{A(・,・)一A(・,・)}〕

C1123-KE
24〔 ・{D(・,1)・D(・,・)}一{D(・,1)・D(・,・)}〕

C2231-KE
24.〔{一C(・,・)・ ・C(・,・)}・{・(・,・)一C(・,・)}〕

C3312-KE
16〔 ・(…)一B(…)〕.

CII3、 一 讐碁 〔 ・{・(・,・)・ ・C(・,1)}・{・C(・,1)・C(・,・)}〕

'KE

Czz2s
32〔 ・{一D(・,・)・ ・D(・,1)}・{・D(・,・)一D(・,・)}〕

C1、12-KE
64〔 ・{・B<・,・)一 ・B(・,・)・B(・,・)}

+{3B(0,4)一4B(2,4)+B(4,4)}〕

_KEO
221264.〔 ・{・B(・,・)一 ・B(・,・)・B(・,・)}

一{・ β(…)τ ・B(2
・・)・B(…)}〕
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KE
O3323-g〔 ・D(…)・D(・ ・1)〕

C3331-KE8〔 ・C(・,・)・C(・ ・1)〕(・51)

とな る。

…2・ θ 一

,,1.1〔n-r=:(2nr)…(・ ・ 一 ・・)・ ・ 圭(2nr)〕

。。s2・+1B=1n(2n+1),。 、(・ 。一 ・・+1)・

22nr=・o「

…2・ θ 一

,、1n-1〔n-1r=o(一1)n+r(2nr)…(・ ・一 ・・)・+身(2nn)〕

,・ 。・・+1B-1n←1)・+・(2n+'),・ 。(・ ・一 ・・+1)・

22nr=0「(
4.52)

の 関係 よ り配向 角分 布 のn次 モ ー メ ン トに つい て も2次,4次 の場 合 と同様 の方法 で(9.12)～

(4.15)の 形式 で表現 で きる。

4・1・5繊 維 集合 体 の対 称性 と応 力 お よび 弾性 常 数

繊 維 集 合体 の 弾性 常数 は(4.43)で 与 えられ るが,配 向 角分布 に対 称性 がな い一 般的 異方 性 の

場 合,(4:49)の よ うにCijm.の 添字 のす べ ての置 換 につ いて等 しい ので 独立 な弾性常 数 の数

は15と.な るo

配向角分布がX軸 に関して2価 の鮒称軸を有する場合

52(θ ・w)=52(θ 一 π,w)(4.53)

で 与 え られ る 。

こ の と きsinω1θ を含 む 積 分 は ゼ ロ とな る の で(4.14)(4.15)よ り

C(ω い ω2)=D(ω1,ω2)=0(4.54)

す る と応 力 お よ び 弾 性 常 数 は(448),(4.51)よ り

二:3=a12=0123-02231-01131-02223-03323-03331一 。}(4.55)
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こ の場 合,独 立 な 弾 性 常 数 の 数 は9と な る 。

直 交 異 方 性 の 場 合,配 向 角 分 布.は

2(θ'《 ρ)=52(θ 一n'w-n)(4.56)

で 与 え ら れ る 。

こ の と きsinω1θ,sinω2ψ を含 む 積 分 は ゼ ロ と な る の で(4.13)～(4,15)よ り

B(ω い ωa)=C(ω1,ω2)・=D(ω1,ω2)=0(4.57)

とな り,(4.55)の 他 に も

a12=0

(4.57)

03312-01112-02212-0

と な り,独 立 な 弾 性 常 数 の 数 は6と な る。

直 交 異 方 性 の 場 合,新 しい 関 数 と して

1×

1=一2(・1、+・22)一 〇F4{1-A(・,・)}

X,_1
2(・11一 ・22)一.U、F{A(・,・)一A(・,・)}(・ ・58)

OF

{1+A(2,0)}X3-a33
2

を導 入 す る と応 力(4.48)は

all=X1+XZ

σ22=X1-X2(4 ・59)

a33=X3

と な る 。 こ こ でX1,X3は(4.58)に お い てA(ωpω2)の ω2=0で あ る た めwに 関 す る 座 標

変 換 に つ い て 不 変 量 で あ る こ とが わ カ'る ・
.

弾 性 常 数 に つ い て も 同 様 に新 しい 関 数 と して
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U1-18(C_+C2222+・Ciizz)KEs4{・ 一 ・(…)・A(…)}

U,1-2(C1133+C2233)一KE64{1-A(…)}

U3-03333-8

U、=C1、1、+C2222+C3333+2(Cll22+C2232+CI133)=KE

lKE3A(0
,2)一4A(2,2)+A(4,2)U5=2CCiiii-Cz2z2)一64

Us-8(Citii+02222-6Cii2z)=64{3A(0;4)一4A(2,4)+A(4,4)}

U,1
2(C1133-02233)_KE64.{A(…)一A(…)}

(4.60)

を導 入 す る と弾 性 常 数(4.51)は

01111-3Ul+4U5+U6

02222-3U14U5+U6

03333-U3(
4.61)

Cl122=U1-U5

C1133-U2+U7

Czzss-U2-U7

とな ・.こ こ でU1,U、,U、 は(4.6・)}・4'・ てA(・ ・…)の ・・一 ・で あ る た め ・wに 関

す る 座 標 変 換 に つ い て 不 変 量 で あ る こ と が わ か る。

横 断 等 方 性 の 場 合,配 向 角 分 布 は θ とwが 独 立 に 与 え られ る の で

52(B,w)=Q(θ)R(w)(4.62)

とお け る。Q(θ),R(w)は 偶 関 数 で あ る の で(4.62)の フ ー リエ変 換 は

F(・1,・,)一A,(・1)A,(・,)(4・63)

と な る 。 こ こ で
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A,(。1)=・ ∫.CQ(・)e一'tOle・ …d・
oQO

　 コ

A,(・,)一 ∫ ・(・)e'1tO29d・
一QO

で あ る。

横断等方性の場合R(の は一様肺 であるので

A,(・ ・)一 ・i・Tω ・/Tω ・

T=π イ2と お け る の で

1∴(、)一 。}

・ の と き(・ ・48)・(4・5・)に お いザ ・で な・'応力お よび 難 常数 は

・u一 ・22ギ{1-A・(・)}

・33一 穿{・+A・(・)}

C_一C2222一 ・C1122-3轟E{・ 一・A・(・)・A・(・)}

C3333一 讐{・+・A・(・)+A・(・)}

・、133-C2233
.一讐{1-A・(・)}

とな り,横 断等 方 性 の独 立 な弾 性常 数 の数 は3と な る。

横 断等 方性 の特 別 な場合 と して一 方 向 に完 全 配列 した場 合 は

Q(θ)=δ(θ)

とお け る。 この とき

A、(2)一A,(4)一1.

で あるの で(4.67),(4.68)の 応 力お よび弾性 常 数 は

1::∴}
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(4.67)

(4.68)

(4.69)
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とな り,そ の他 は す べて ゼ ロとな る。

いま 一 つ,横 断 等方性 の特 別 な場 合 として等方性 を考 える と

Q(B)R(w)=i/2R

で 与 え られ る ので

ABC2)_

AB(4)_二1/31/1,}

と な る。 こ の とき(4.67),(4.68)よ り応 力 お よ び 弾 性 常 数 は

ｰ11-a22-a33-OF/3

01111-02222-03333-301122-302233-301133-KE/5

とな り,独 立 な弾 性常 数 の数 は1と なるo

つ ぎに繊維 集合 体 が面 配 向性 を有 す る場合 を考 える。 この とき配 向角分 布 は

2(θ,w)=δ(θ 一 π/2)R(ψ)

(4.72)

(4.73)

}
(4.74)

(4.75)

と お け る 。(4.12)～(4.15)の 積 分 を(4.64)の よ う に θ とwが 独 立 の 場 合 に 変 形 す る と

A(ω1,ω2)=Aθ(ω1)Ag(ω2)

B(ω1,ω2)一BB(ω1)Bg(ω2)

(4.76)

C(ωPω2)一Cθ(ω1)%(ω2)

D(ω1,ω2)=Dθ(ω1)Dρ(ω2)

と な る 。(4.75)を(4.76)へ 代 入 す る と

ABCo)=ABC4)=BBCo)=BBC4)=1

Aθ(2)=Be(2)=一1(9.77)

CB<2)=CoC4)=DBC2)=Da(4)=0
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(9.48),(4.51)を(4.76)の よ うに書 きか えて(4.77)を 代入 す る と面配 向 を有 す る

場合 の ゼ ロでない 応 力 お よび弾性 常 数 は

・1、OF

2{1・A,(・)}

・22-OF
2{1-A,(・)}(4.78)

OF
σ12=TB・(2)

・_KEI-8{・+・A,(・)・A,(・)}

KEC

2zzz-8{3一 ・A,(・)+A,(・)}

r1122-KES{1-A,(・)}(4.79)

KEO

1112-8{・B,(・ 〉・B,(・)}

C2212-KE8{・B,(・)一B,(・)}・

とな り,独 立 な弾性 常数 の数 は5と な る。

繊維 集 合体 が 面 配向 かつ 直交 異 方性 を有 す る場 合,配 向 角分布 は

R(w)=R(ψ 一 π)(4.80)

で与 え られ る。 この ときsinω2wを 含 む積分 は ゼ ロ となる ので

馬(・ 、)一 ・1「(4・81)

(4.81)を(4.78),(4.79)へ 代 入 す る と

a12=0

04.82)

01112-02212-0

とな り独 立 な 弾 性 常 数 の 数 は3と な る 。

つ ぎ に面 配 向 か つ 等 方 性 の 場 合 は

一107一 一



R(w)=1/π(4.83)

で与 え られ るの で

Ag(2)一Aψ(4)一 〇(4・84)

これ よ り(4.78),(4.79)の 応 力 お よび弾 性常 数 は

こ11-a21111一二=UF/2zzzz=3Ciizz=KE/8}(一)

とな り,独 立 な弾 性常 数 の数 は1と な る。

以 上,繊 維 集合 体 モデ ルが 種 々 の射称 性 を有 す る場 合 を検 討 して きたが,独 立 な弾 性 常数 の数 は

金 属 な どの通 常 の固体 の数 に く らべ て小 さぐな って い る。 そ の比 較 を表4.1に 示 す。

表4.1繊 維集合体モデルの対称性 と独立 な弾性常数の数

次 元・ 材 料 の 対 称 性
ゼロでない

弾性常数の

数

通常 の固体 にお
ける独立な弾性

常数の数

繊維集合体 モデ
ルにおける独立

な弾性常数 の数

3

一 般 的 異 方 性 36 21 15

XY面 に関 して弾性対称性 を有す る場 合 20 13 9

直 交 異 方 性 iz 9 s

横 断 等 方 性 iz 5 3

等 方 性 iz 2 i

.,

一 般 的 異 方 性 9 6 5

直 交 異 方 性 5 4 3

等 方 性 5 2 1

4・1・6応 力 お よび 弾 性常 数 の座 標 変換

応 力,弾 性 常 数 の座標 変 換 は一 般的 には 変換 行 列 に よ って表現 され る。 本論 文 で は応 力,弾 性 常

数 を フ ー リエ変 換 で表現 して い るた め,そ の座 標 変換 形 を フー リエ変 換 の位相 角 の推 移 と して表 わ

す 。

配 向角 分布2(B,w)に 対 して座 標 を θ,w回 転 した場 合 の分布 を9(θ,w)と す る と

2arz

…)∴ ∵ ご δ(B'一B)　 )dm`}

.(4.86)
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で 与 え られ る。

両 辺 の フー リエ変 換 は

F(・ い ・,)=F(・1+・ 、)e}1θ ω1♂ 卿 ・

(4.87)を(4.30)の よ うな マ ト リ ヅ ク ス 表 示 で 表 わ す と

AA-B-CDcosmlθcosω2w

BBA-D-C・ …to・i・ ω・冨
、

CC-DA-B・i・ ・to・ …,万

DDCBA・i・mlB・i・ ・,7

座 標 変 換 形 を得 る こ とが で き る。

04.87)

04.88)

(4.88)のA,B,C,Dを(4.48)9(4.51)へ 代 入 す る と一 般 的 異 方 性 を 有 す る場 合 の

代表的な場合として3次 元直交異方性にたいして角度 を幹回転したときの応力,弾 性常数を考え

るoこ の と き はcosω1θ=1,sinω2θ=O

AIAOOO

百OAOO コ
600AO

万000A

とな るQこ れ よ り

B=C=D=0で あ る の で(4.88)は .

COSw2rp

sinω2ず

04.89)

0

0

A=Acosω2ψ

B=ASInω2w

C=O

D=0

(4.90)を(4.48)へ 代 入 す る と応 力 の 座 標 変 換 形ailは

all-OF

4〔{1-A(・,・)}・{A(・,・)一A(・,・)}…2万 〕

(4.90)
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a2z-OF
4〔{1-A(・ …}一{A(…)一A(…)}…27〕

一
_OFa

332〔1+A(2,・)〕

a12-OF
4〔A(…)一A(…)〕 ・…w

(4.91)を(4.58)で 表 わ す と

ali=X1+XZcos2w

σ22=X1-X2cos2ψ

a33=X3

a12=XZsin2N

と な る。

現 す る と座 標 変 換 形 は

4.91)

(4.92)

同 様 に 弾 性 常 数 に つ い て も(4.90)のA,B,C,Dを(4.51)へ 代 入 し(4.61)で 表

C111i=3U1+・4U5cos2w+U6cos4w

C2222;3U1-4U5cos2w+U6cos4伊

03333-U3

C1122=U1-U5cos2伊

で1133-U,+U,c・ ・2万

C2233;U2-U7cos2w

C3312=U7sin2w

C1112=2U5sin2w+U6sin4w

O2212-2USsin2rp-Ussin4rp

(4.93)

とな る。

弾性 常 数 の座 標 変換 に関 して 同様 の表現 がTaiとPagano(25)に よ って与 え られ て い るが,本

論 文 で展開 して きた よ うに(4.93)の 表現 は,配 向角 分布 関 数 の4次 モ ー メ ン トを フー リエ変 換

で表 わ した ときの座標 変 換形 式 で あ るこ とが わふ る。
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っ ぎ に 直 交 異 方 性 で 角 度 を θだ け 座 標 回 転 行 な った と きの 応 力,弾 性 常 数 を求 め る。 こ の 場 合 は

(4.88)に お い てcosω2q=1,sinω2g=O,BニC=D=Oと お け る の で

A=Acosω1θ

百=0

(494)

C=Asinω1θ

5=O

と な る 。

(4・94)を(4・48)へ 代 入す る と応 力 の座願 換 形 照 」 は'

τ11==一1ll'L〔{1+A(・,・)}一{A(・,・)・A(・,・)
.}、c・・2i〕

722一 ギ 〔{1-A(・,・)}一{A(・,・)一A(・,・)}…2万 〕..

(4.95)

733当E〔1+A(・,・)…2万 〕

へ 　　 　
σ23一TA(2・1)・i・2θ

とな る。

同様 に弾性 常 数 につ いて も(4.94)を(4.51)へ 代入 す る と

U一 一 署 〔・{・+・A(9・ ・)・4(…)}L4{3A'(…)・ ・A(…)+A(・ 一・4)}・・s'・i

+{3A(4,0)一4A(4,2)+A(4,4)}…4」 〕

E2222・ ・Ili・//〔・.{・一・A(・,・)+A(・,・)}一 ・{・A(・,・)一 ・A(・,・)一A(・,・)}…2i

+{3A(4,0)一4A(4,2)+A(4,4)}…4i〕

δ3333一 毛E〔 …A(・,・)…2万 ・A(4,・)…4万 〕

石1122一 署 〔・{1-A(・,・)}一 ・{A(・,・)・A(・,・)}…2万

+{A(4,0)一A(4,4)}…4i〕
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_KEO
113364〔{1+A(0,・)}一{A(…)・A(…)}…4B〕

02233-KE
64〔{1A(…)}一{A(…)一A(…)}…4B〕

_KEC
z2si-24〔{A(…)・ ・A<…)}・ …B・{A(…)一A(…)}・ …B〕

C、KE131-
24〔 ・{A(…)・ ・A(…)}・ …B一{・A(・,1)・A(…)}・ …B〕

03331-8EC2A(2,4)sin2B+A(4,1)sin4B

(4.96)

と な る 。

(4.95),.(4.96)に お いて,集 合佐 が横 断等 方性 を有 す る場合,配 向角 分布 関数 の フ ー リエ

変 換 は(4.64)の よ うにAθ(ω1),Ag(ω2)と 分離形 で与 え られ る。 この うちAρ(ω2)は(4.

65)で ある の で

Aρ(0)=1

Ag(1)=2/π

A,(2)一 〇(4・97)

A伊(3)=一2/3・

Aρ(4)=0

とな る。(4.97)を(4.95)へ 代 入す る と横 断 等方 性 の応 力 の座標 変 換形 は

all=az2=4FC1-ABC2)cos2B

a33一 ・OF

4〔1+A・(・)…28〕(・ ・98)

一LIF-
a23=一AB(2)sin2B

同様 に(4.97)を(4.96)へ 代入 す る と弾性 常 数 の座 標変 換形 は
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_3KEC
i111-02222-64〔 ・一・A,(・)…2B・A,(・)…4B〕

03333-8EC3+4AB(2)cos2B+AB(4)cos4B

C、122-KE64〔 ・一 ・A,(・)…28・A,(・)…4B〕

01133-02233-6
44Clale(4)COS49

C2z3i=36CAB(2)sin2B-Ag(4)sin4B

Clls1=一R8CAa<2)sin2B+4AB(4)sin4B

_KE-
03331-4

nAB(4)sin4B

とな る。

っ ぎに2次 元 直交 異 方性 の場 合 に つい て考 える。 この とき(4.88)は

1二:1::〕一 禦 ∴):1:訓

で与えられるので

A

B:ll:=A=A::1:;:1灘}

(4.101)を(4.78)へ 代 入 す ると応力 の座 標 変換 形 は

vi・OF-
2〔.・+A・(・)…17〕

a22-OF
2〔1-A,(・)…2万 〕

一 〇F-
a・2=

2.A・ ②sin2・

04.99)

(4.100)

(4.101)

(4.102)

同様 に(4.101)を(4.79)へ 代 入す る と弾 性常 数 の 座標 変 換形 は つ ぎの よ うに な る。
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Ciiii-KE8・ 〔 ・+・A,(・)…2万 ・A,(・)…4司

KEO

2222-8〔 ・一 ・A,(・)…2万 ・A,(・)…4万 〕

Ciiz2一.KE
8〔 ・A,(・)・ …w・A,(・)・ … 司

で1、12-KE8〔 ・A,(・)・ …w・A,(・)・ …w〕

石2212」 許 〔・A,(・)・ …w-A,(・)・ …w〕

<4.103)

4・1。7配 向係数 によ る応 力 およ び弾 性 常数 の表 現,

3次 元 横 断等 方性 お よび2次 元 直交 異 方性 集 合体 の応 力,弾 性定 数 はAθ(2),Aθ(4),Aθ(2),

Aρ(4)で 表 わ され る。 本節 で は,そ れ らが配 向係 数 に よ って表現 で きる こ とを示 す。

Hermans(26)ら は横 断等 方性 高 分子 固体 に関 してつ ぎ の よ うな 配向係 数 を定 義 した。

亙

・1-
2〔 ・IZa…2θ ・(・)… θd・ 一1〕`(・.1・4)

n

・一14〔 ・IZ
O…4θ ・(・)… θd・ 一1〕(・ 川

(4.47),(4.50)を(4.104),(4.105)へ 代 入 して整理 す る と

AB(2)=3C4f-1)(4.106)

1
A・(4)

15(96g-80f-i)(4川)

とな る。

(4.106)を(4.67)へ 代入 す る と応 力 は

OFall=ｰ22=3C1-f)

(4.108)

OF
a33-

3'(2f+1)

(4.107)を(4.68)へ 代 入 す る と弾 性 常 数 は
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t・hKE「

C11・1=C2222==3C・122==T6一(2-5f+39)

KE
C3333=T(1+49)(4・109)

KE
CI133==C・233rτ(1+5f-69)

とな る。

Steinは2次 元直 交 異方性 高 分子 固 体 に関 してつ ぎ の よ うな 配 向係数 を定義 した 。

　　
J=∫cos2gR(g)dg-1(4.110)

0

(4.110)を 変 形 す る と

　　
J=∫

。 …2・ ・R(・ ・)d・==A・(2)(4・11・)

これ よ りJはAg(2).そ の もの であ る こ とがわ か 筍。 そ れ ゆ え(4.78)の 応 力は

UF
σ11==

2(1+J)

(4.112)UF

a22=
2(1-J)

と して配 向係数 に よ って与 え られ る。

い ま2次 元 配 向角 分布 と して 一様 分布,三 角 形 分布,正 規分 布 を考 える。

一様 分布UT(9)は

U↑(9)=PT(9)/2T(4,113)

で与 え られ る。.ここでPT(g)は 一T…≦qf≦Tの 矩 形 パ ルス で あ る。

三 角形 分 布HT(q)は

HT(9)=qT(の/T(4.114)

で与 え られ る。 ここでqT(w)は 一T≦ ≦ ψ≦≦Tの 三 角形 パ ルス で あ る。.

正規 分布Gσ(w)は

_,ψ2

G・(・)一tt
,e2σ2(一)
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で 与 え られ る。 こ こ で σは 標 準 偏 差 で あ る。

(4.113)～(4.115)の フ ー リエ 変 換 は そ れ ぞ れ

　
∫UT(q)e-1卿dq・Ag(ω)一 ・i・ ωT/ωT-OQ

　

∫H。(の ・吻d・ 一A,(・)一4・i・2(・T/2)/T2・2
一◎o

∫..G。(。)e一 ・・・ …A,(・)一e一 ・2・2/・
一QO

で あ る 。

(4.116)よ り一一ec分 布 の場 合 は

Ag(2)一 ・i・2T/2T==J

Ag(4)一 ・i・4T/4T=J…2T

(4。119),(4.120)を(4.7 .9)へ 代 入 す る と弾 性 常 数 は

KEC

1…='8(3+4J+Jcos2T)

KE

C2222==一9(3-4J+Jcos2T)

KE
C・ ・22=9(i-Jcos2T)

(4.116)

(4.117)

(4.118)

(4.119)

(4.120)

(4.121)

JとTの 関 係 は(4.119)に よ って与 え られ てい る ので(4.121)はJかTの み の関 数 と して表

現 で きる。

三 角形 分 布 の場 合 は(4.117)よ り

A,(2)一 ・i・2T/T2-J(4.122)

A,(4)一 ・i・22T/4T2-J…2T(4.123)

(4.122),(4.123)を(4.79)へ 代 入 す る と弾 性常 数 は

Ciitg=8(3+47+JcostT)

C222z=8E(3-47+Jcos2T)(4.124)
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Ciizz-8EC1-JcoszT)J

・JとTの 関係 は(4 .12.2)で 与 え られ て い るの で(4.124)はJかTの み の関数 と して表 現 で き

るo

正 規 分布 の場合 は(4.118)よ り

1::::1:1::∵(4.125)

(4.125)を(4.79)へ 代 入チ る と弾 性常 数 は

C_一.KE8(・+・J・J・)

C2222一.KE
8(・ 一・J+J・)(4.126)

Ciizz=8EC1-J3)

とJの み の関数 とな る。
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5章 繊維集合体の構造と異方弾性特性

5.13次 元 直 交異 方性 繊 維 集合 体 の異 方弾 性特 性

5.1.13次 元 繊維 集合 体 の単 純変 形 に よ る繊維 配 向

変 形前 の初期 状 態に お いて,3次 元 一様 ラン ダム配 向 を有す る繊 維 集合 体 に 回転 を含 まな い純 粋

変形(27)を 考 える。集 合体 内 に直 角座 標 を考 え,変 形 前 の座 標 を(X,Y,Z),変 形 後 の座 標 を

(x,y,`z)と す る。 集 合体 がX,Y,Z方 向 にそ れぞ れ λ1,λ2,λ3倍 の伸縮 変 形 を受 け た

とす る と,変 形後 の座標 は

i≡;iヨ ・ … 一
つぎに集合体内に半径Roの 球を考えると,球 の方程式は

XZ+Y2+ZZ=Ro(5.2)

(5.1)式 を変形 して(5.2)式 へ 代入 す る と,変 形後 の楕 円体 の方 程式 は

2__22
x-y-z

2
1+7マ=RZO(5.3)

ここで座標(x,y,z)を 極座標(R,θ,¢)で 表わすと

i≡ 欝 雛}(5.4)
(5.4)を(5.3)へ 代 入 し てRに つ い て 解 く と

λ1.i2x3Ra

(5.5)

{(a、 λ、S1)2+(a,λ1S、)2+(λ1λ 、S、)2}1/2

と な る。

R=

こ こ で

S1=

SZ=

Sg= ili:瓢}
(5.6)
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で あ る。

(5。3)式 で表 わ され る楕 円体 の微 小 体積 要 素dvは

dv=R2sinθdRdθdψ(5.7)

微 小 角度dθ,d伊 に囲 まれ る四 角錐 状 の微 小体 積 要素 をdv畳 とす る と2こ れ は(5.7)式 をR

の方 向 に積 分 した もので あるか ら

dv*=3R3sinBdBdw(5.8)

とな る。

2次 元 繊維 集 合 体 の変 形 に よ る繊 維 配 向 につ い ては2章 第3節 で述 べ た よ うに,そ の配向 角分 布

は(2.116)式 で与 え られ てい る。 そ の とき,集 合体 変 形 に よ って繊 維長 は変化 し ない とい う仮

定を設けている。3次 元の場合も,2次 元と同様に集合体変形によって繊維長は肇化せず,繊 維自

身 は平 行 移動 と回転 に よ りそ の位置 が変化 し,繊 維 の 中点 の 座標 が(X,Y,Z)か ら変形 後 の

(λ1X,λ2Y,λ3Z)に 変 化 す る と仮 定 す る。

繊維 の3次 元 配 向 角(θ,ψ)の 確 率 密度 関数 を9(θ,w)と す る と,任 意 の1本 の繊 維 が

θ～B十dB,.w～w+d伊 の間 に入 る確率 要素 は9(θ,ψ)sinθdθdψ で 与 え られ,そ れ は

dv*に 比例 す るの で

9(θ,w)。i。 θdθd,㏄i-R・si。 θdθd,(5.9)
3

(5。9)式 のRへ(5.5)式 を代 入す る と結 局9(θ,ψ)は

i(λ1λ,λ 、R。)3(
5.10)'(θ,の ニ

3{(・,・ 、Sl)・+(・ 、・IS,)・+(・1・,S,)・}・/・

とな る。 変 形 前 の球 の体 積Voは

V。 一 告 ・R。3

体積 変化 率 が λ1λ2λ3で ある ので 変形 後 の体 積Vは

・ 一 告 ・R・3ZIP・ λ・

で 与 え ら れ る 。

(5.10)式 を(5.12)式 で 規 格 化 す る と

一120一
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1
2(a・ の=石

{(・ 、・,sl)・+(・ 、・ls,)・+(・1λ 、s,)・}1・ ・(5'13)

として 配 向角 分布 が表 わ され る。

(5,13)式 は任 意 の λ1,λ2,λ3に 対 して

　　に
∫ ∫2(θ,ep)・i・.θdedq=1.(5・14)
00

をみたして… ので解 密噸 舞 しての条勉 そなえて・'る・

初 期 条態 におい てr様 ラ ソダム配 向 を有 す る繊維 集 合体 にZ軸 方 向 の単軸 変 形 を考 え る と,対 称

性 よ りX・Y軸 方 向 の伸 張 率 λ1・ λ・Vま等 し くな る・ この 条件 よ り(
.5・13)式 存ま

1λ14λ32
2(θ ・q)=ξ

(・fλ32s、 。 ・θ+・'。 。s・θ)・!・(5'15)

とな り横断等方性の配向角分布を与えう。

大獅 合のポ・・ソ比につ噛(,97)に よ磁 ・引用す6・.

λ1一 λ,一 λiP31.
..(5。16)

で与 え られ る。 こ こでp31はZ方 向 へ 伸縮 した とき のX方 向へ の伸 縮 の関係 を与 え る定 数 で,後

で出 て くる微 小 変 形Q場 合 の ボ ア ソ ン比Viijjと 区 別す るた め記 号的 にp .ijを 使 用 す る。(5.

16)式 を(5.15)式 へ 代 入す る と

1A、(2"P31)(
5.17)52(θ,ψ)=一

4・(λ32sin20+λi2p13c・s2θ)3/2

とな る。 とく}ヒ変 形 に よ る体積 変 化 が ない場 合 は

脇 ≡;::瓠} ・・.一)

とお け る のでp31;p32=Y2で あ り(5.17)式 は

1A33
2(e,w>=一

4・(λ 『 ・inZB+。 ・s2θ)・/・(5・19)

z
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とな り,C.C.Hsiao(20)ら に よ って高分 子 モ デル につ い て求 め られ た配 向 角分 布 と一 致 す る。

純 粋 変 形 の一 つ で,Z方 向 の伸縮 がな くX方 向 に伸 びY方 向に縮 み,体 積 変化 な い変 形 を純 ず り

と呼 ぶ 。 この とき,変 形 後 の座 標 は

i≡ 実ヨ.(5.20)

となる。これより(5.13)式 において

;i■(5.21)

とお く と

152(θ

,w);=一4
n

1

、(寿 ・・n2θ・・s2・+・1s・n2θ ・・n2・+・ ・s2θ)3!2

(5.22)

とな り,直 交 異 方性 の配 向 角分 布 が 与 え られ る。

一様 ラ γ ダム配 向繊 維集 合 体 内 に一つ の 直方 体 を考 える
。 直方 体 の一 対 の面 の間 隔 を一 定 に保 っ

て,そ の一方 を他 に対 して面 内 で動 かす よ うな 変形 を考 えれ ば,変 形 後 の物 体 の形 状 は平 行 六面 体

にな る。 この よ うな変形 を単純 ず りと呼 ぶ。 変形 後 の座 標 は移 動 面 の変 位 を γとす る と

x=X+rY

y=YO5.23)

z=Z

とな る。 この変形 は一 つ の純ず りと,一 つ の回転 を重 ね合 わせ た もの として表 現 で き るこ とが証 明

され てい る。 そ の純 ず りの主軸 方 向 の伸張 比 は

綜;禽:}(5.24)
であ る。

単純 ず りは座標 の回転 を含 むが,向 転 角xは

x=tan-1(r/2+1+r2/4)(5.25)

であ る こ とが知 られ,てい る。
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(5.24)を(5.13)へ 代 入 して(5.25)の 回転 を考 慮 す る と単 純 ず り変 形 に よる配 向 角分布

の変化 は

9(θ,w)

1 1

4π 〔{1+γ(γ 一729)}sin2θc・s2(w-x)÷{1+γ(γ+72+4)}sin2θsin2@か 忙 。s2θ〕3/2

(5.26)

とな る。

5.1.2走 査 平面 に交 わ る繊 維本 数 に よ る配 向角 分布 の推 定

繊 維 集合 体 を任意 の位置 で方 向が(θ 呉,w*)で あ る よ うな走 査面(走 査 面 に垂 直 な 直線 の方

向 が θ曽,ψ 員 で与 え られ る)で 切 断 す る。 この とき単 位 面積 内 の切 断繊 維本 数 を μ(B*,w*)

とす る と小 森 ら(28)に よっ てそれ は

　　 ガ

・(e.,q.)一Nif∫1・1・ θ・i・θ。…(q-q.)+… θ… ら12(θ,の ・i・θdθd9(5 .27)
00

として与えられている。ここでNは 単位体積内の繊維本数,1は 繊維長である。

X,Y,Z軸 と垂直な走査面に交わる交点数をNlで 規格化 したものはそれぞれ

繕i鷺ii碧::il:躍撚 鰯i}(∴)
となる。

配向角分布(5.13)に おいて,

1::1:::::}.(一)

とい う条件 を与 え,さ らに体 積一 定 す なわ ち

P3三 十P32=1

を与 え る と

1

2(θ,w)=一

4a

1

(5:30)

(λ ～(1'P・2'sin2θ ・・s2ψ+λ 『(1一恥1)・in2θ ・i・2伊+λ 」2(恥1+P3・)・ ・s2θ)3/2

(5.31)
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と な る。p31を0か ら0.5ま で 変 化 さ せ た とき の(5.28)式 の 数 値 の 変 化 を 図5.1(A),5.1

(B),5。1(C)に 示 す 。

X,Y,Z軸 に垂 直 な走 査面 に交 わ る繊維 本数

の実 測値 の比Y(π/2,0):ン(π/2,n/2):v

(0,0)が わ かれ ば,図5.1(A),5.1(B),

5.i(C)の 数 値 の比 と対応 させ る こ とに よ り簡

単 にR3とpazp32を 見つ ける こ とが で き,結

局 配 向 角分布 がわ か る.ことに なる。.

　

Q
釧
＼に

　
ム

os

O.4

0.3

Q2

o.'.

o,..

012345678ｰtO

λ3

図5.1(a)Y軸 に垂 直 な走 査平 面 に交 わ る

規格 化繊 維本 数 の配 向 に よる変

化。

.一,

N

G
N

由と

0.5

o,4

0.3

as

o.i

0123456T8910

λタ

図5.1(b)Y軸 に垂直 な走査平面 に交わる

規格化繊維本数の配向による変

化。

1.0

0.9

o.e

r.

O

(5Q7
..r

ム

0.6

os

図5.1(c)

012345678910

λ3

Z軸 に垂直 な走査平面に交わる規格化

繊維本数 の配向に よる変化。

一124一



5.1,3有 効要素率の集含体変形による変化

3次 元繊維集合体において有効要素率を求めるQ繊 維要素とは繊維接触点間の繊維のことである。

有限長繊維には必ず2個 の末端が存在する。繊維要素のうち,繊 維末端を有している要素を非有効

要素,繊 維末端を有していない要素を有効要素 と呼ぶ。したがって,有 効要素率1「とは全要素のう

ち有効要素のしめる分率を意味する。

任意の1本 の繊維の平均接触点数をmと する。すると1本 の繊維内の要素数はm+1で ある。1

本 の繊 維 に は2個 の繊 維末 端 が あるの で,任 意 の要素 が非有 効 で あ る確 率

2
a=

m十1

有 効 要 素率bは1-aよ り

m-1
b=

m十1

とな る。

P

aは

(5.32)

(5.33)

J.Flory(29)は(5.33)式 で 与 え られ る と考 えた。 しか し,mが 比較 的 小 さい とき,

bは 実 際 の有 効 要 素率 よ り大 き くな ってい るこ とが そ の後 の研究 に よって わか って きた。

繊 維 集 合体 の接 触 状 態 を位 相的 に分 類 す る と図5.2の よ うに5種 類 にな る。 図5.2に おい てxは

× × × 〉<×
xｰ4 x5つ ズ=2

図5.2繊 維接触状態の分類。

ズ 昌' z塁o

有効要素の数 を示している。任意の接触点が状態xで ある確率をB(x)と すると9それぞれは独立

試行であるので次の2項 分布で表わされる。

B(・)一(斐)bxaa-x

一(4
x)(m-1m+1)x(2m+1)4-x

図5.2に お い てx=4の 接触 状 態 で は,す べ て が有 効 で あ るので そ の有効 要 素率 を1,

3/4,そ の 他の 状態 で は0と 近 似 す る と集合 体 と して有効 要素 率 「は

(5.34)

x=3で は
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3B(3)r
二B(4)+

4

一(m-1

m+1)3(m+5m+1)'(5.35)

とな る。bとrの 比較 を図5.3に 示 す。mの 小 さい ところ で はrはbよ り小 さ くな って い る こ とが

わか る。mが100よ り大 き くな る とbもrも

ともに1に 近 づ いて い く。

有効 要素 率rは(5.35)式 の よ うにmの

関数 と して与 え られ る が,mは 小 森(2)ら の研

究 に よ ってつ ぎ の よ うに与 え られ てい る。

m=

2D(N-1)c21

こ こで

V

　　 　だ 　

1=∫ ∫ ∫
000

n

f
a

・2(θ ノ,〆)1・i・Xl

(5.36)

2(B,の

●sinθsinθ!dθdθ ノdψdψ ノ

(5.37)

10

掻

喉Q8

0.6

o.c

o.z

0 書01(デ1(戸

平 均 接 触 点 数m

図5.3平 均 接触 点 数m。

sinx=〔1一{cosθcosθ!十Slnθsinθ ノcos(w-S〆)}2〕1/2 (5.38)

で あ り,Nは 繊 維 本数,Dは 繊維 直 径,aは 繊維長,Vは 集 合体 の体積 で ある。

(5.37)式 へ(5.31)の 配 向 角分布 を代 入 し,p31=0,とp3]=0.5の 場 合 の1の 変 化 を図

5.4に 示 す。P31=0.5の ときはZ方 向へ の単 軸引 張 りで あ るが,伸 張 率 λ3が 大 き くな る に従 っ

て配 列 が 良 くな り,接 触 点mが 減 少 す る様 子 を表 わ して い る。

(5.36)式 を変形 す る と

8"DzNtt

πVD
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とな る。 ただ しNは 十 分大 き くN-

1÷Nと してい る。(5.39)式 の

右 辺 を体 積分 率Vfと アス ペ ク ト比

kで 表 わす と

・・一警半Nコ

k=1/DJ
(5.40)

よ り(5.39)式 は

m=(8/π)・fkI

(5.91)
とな る。

5.1.43次 元 直 交異 方性 繊 維 集

合 体 の構成 方 程式

3次 元 繊維 集合 体 の構 成 方程 式 は 、

(4.41)式 で与 え られ て い る。 集

o.e

H

o.s

O.4

0.2

つ¶::

つ,=ζ

「,II`r,,1`

0123∠ 」567891C

図5.4繊 維 配 向 に よる1の 変 化。 嘲

合 体 が λPλ 、,λ,の 伸解 に よ 。て変 形 を受 け る とき,体 積V,葡 要 素 率r,配 向 鮒 根

(θ,w)は 変化 す るの でそ れ らの 変数 に嘱 印 をつ け る と(4.41)式 は

・、一N'署 膚 　 稲(・,φ 　 θ一
..(一)

と な る。

V*,2.(θ,w)r*を λ1,a、,λ, .の 関数 と して 整幽 る。 初 蹴 態 の体 積 をV。 とす

る と

V。 一V。 λ1λ,a3. 、(5。43)

初 期 状 態 の 配 向 角 分 布 を一 様 ラ ソ ダ ム と し て20ニ1/4nと す る と(5.13)式 よ り

z

2ヶ←(θ,w>;」20

{(λ,λ,si・ θ ・・sw)2+(λ,λ1si・ θ・i・ ψ)2+(λ 、λ,c・ ・θ)2}3!2

(5.44)
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と表わされる。

有効要素率 な は(5.35)式 よ り

r..,(M・"1)3(M・+㍉

m-1m十1
う← ゆφ

と表 わ さ れ る がMxは(5.41)式 よ り

Mx=(8/π)Vfxklx

とな る 。(5.46)式 に お い て 初 期 体 積 分 率 をVfOと す る と

Vf。=Vf。/λ1λ,λ,

と お く こ とが で き る。 さ らにIxは(5.37)式 よ り

　　 　　 　 だ

1.一 ∫ ∫ ∫ ∫2.(θ,q)2.(θ ～ 〆)1・1・zl・i・ θ・i・θ'dθdθ ノdOPdq/

0000

と な る 。

(5.45)

(5.46)

(5.47)

(5.48)

5.1。53次 元 直交 異 方 性繊 維 集合 体 の弾 性 常数 お よ び工 学常 数

初期 状態 にお い て体 積Vo,繊 維 本数N,繊 維 長1,バ ネ定 数E,有 効要 素率1「o,配 向 角分布

は一 様 ラ ソ ダムで ・20=1/4π で あ る繊維 集 合体 にX,Y,Z方 向 か ら λ1・λ2・ λ3の 伸縮 率 に

よる変 形 を受 け る と,N,19Eは 変化 しな い がV,・2,rは 前 項 で述 べ た よ うに変化 す る。

d,,λ2,λ3の 伸 縮 率 に よる 変 形 が完 了 した後,繊 維 集 合体 に外 力が作 用 した と きの弾性 常数

お よび工学 常 数 を求 め る。

直方 異 方性 の場合,0で ない 弾性 常数 は(4.49),(4.55),(4.57)よ り

CiiiiM2E「 ・ ∫2πゴ 、、。・θ,。、・,・ 調 、・・θd・d・

V..一 〇 〇鰻

C222、 一N`2E「 ・ ∫2了 、、n・θ、、。・,卿)・ …dθd・

V..一 〇 一a畳

C333,一N`2E「 イ π∫臨 ・θ・.(・,w)、 ・。・d・d,(5.・9)

V.,一 〇ax
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Cll22-C2211-C1212-M2Eな ∫2π ∫πs、。・θ。。、・w、 、。・。。.(,r),、 。,d,dψ

v..00誉

C・33一 ・、311一・一 一N響 で ・… θ・…9・ … 夙 伽)・ ・一

弾

、,233一 、 、3、2-C2323-M2Eな ∫2π∫πs、。・θ,。s・θ、、。・。乳(,,の,、 。,d,dψ

V*oo

で 与 え ら れ る 。

す る と 応 力 σijと 歪Eklの 関 係 は

σllClll1Cii2zCll33000ε11

σ22Cl122C2222C2233000ε22

・33C1133C2233C3333000ε33

。 、3・=・ 。 。C、2、 ざ.。.。2,23(5・50)

σ310000C113302ε31

QlzlIOOOOOC1122112elz

と い う マ ト リ ッ ク ス 表 示 で 表 わ さ れ る 。

(5.50)式 に お い てX軸 方 肉 の 単 軸 引 張 を 考 え る と

iiCllllCll22Cll33eit

O=CfizzC2222C2233ε22(5.51)

OC1133C2233C3333ε33

と な るQこ れ をe11に つ い て 解 く と

C2222C2233

iiC

2233C3333

(5.52)eii

CijkL

と な る ・ こ こ で[C、j、alは 〔C、j、L〕 の 行 列 式 で あ る 。
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X軸 方 向 の ヤ ソ グ率Ell11は

E1111-a11/f11(5.53)

で与 え られ る の で(5.52),(5.53)よ り

CijkL

(5.54)Eiii-

C2222C2233

C2233C3333

同 様 に

Cijkl

Ez222

C1111C1133

C1133C3333

(5.55)

CijkL

E3333

CviiiCfizz

CfizzCzzzz

と な る。

つ ぎ にX軸 方 向 の 単 軸 引 張 に お け る ボ ア ソ ン比yfizz,V1133を 考 え る 。 ポ ア ソ ン比 の定 義 は

::1::;:::1:::}(5.56)

で あ る 。(5.51)式 を ε11,ε22,ε33に つ い て 解 い て そ れ ぞ れ の 比 を と る と

C1122C2233

C1133C3333

レll22=

C2222C2233

C2233C3333

(5.57)

Cuz2Czzzz

C1133C2233

Y1133

C2222C2233

C2233C3333
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同様に

ン2233=

CiiiiCuzz

C1133C2233

v......_2211

C--llC1133

C1133C3333

C1122C1133

C1133C3333

ン3322=

C1111C1133

C1122C3333

C1111C1133

C1122C2233

レ3311=

CiiuCfizz

Cii2zCzzzz

C1122C1133

C2222C2233

C1111C1122

CuzzCzzzz

(5.58)

で与 え られ る。

直交 異 方性 繊維 集 合体 にせ ん 断応 力 が作 用 した場 合,せ ん断歪 が2εijで 与 え られ う とす る と

せ ん 断 弾 性 率Giijjは

G(iijj)一 ・(ij)/2・(ij)

で 与 え られ る。(5.50)式 よ り

G112z-Cllaz

G2233-C2233

G3311-C3311

(i≠j)(5.59)

(5.60)

とな る。

体積 弾性 率Kは,静 水圧Pwと 体積 歪dV/Vの 比 として
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K二Pw/(4V/V)

で 表 わ さ れ る 。 こ こ で 体 積 歪 は

4V/V=eii十Ezz十E33

で あ る 。(5.50)式 に お い て

σ11=σ22=σ33=一Pw

と お く と

一p
wCllilCfizzC1133ε11

-P
W=Cll22C2222C2233E23

-p
wO1133C2233C3333ε33

(5,64)式 を εll,ε22,ε33に つ い て(5.62)(5.6i)へ 代 入 す る と

Cijkl

K=

(5.61)

(5.62)

(5.63)

(5.64)

1C112'2C113311C11111C113311C1111C11221

iC2222C2233+C11221.C2233+Cll22C22221

1C2233C3333C11331C3333Cll33C22331

(5.65)

と な る。

(5.49)式 に お い て,特 別 の 場 合 と し て 体 積 変 化 の な い 変 形 を 考 えV藁=Voと お く,さ ら に

ア ス ペ ク ト比kが 十 分 大 き い と き はr*=1と お け る 。 そ の よ うな 条 件 で 規 格 化 弾 性 常 数

Cijklを

C!・j、1-C、j、L/(N`2E/V。)(5.67)

とお き9配 向 角 分 布(5.44)に お い て

凝ll} .(5.68)
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と い う変 形 を考 え る。 この とき λ3

す 。
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の 変 化 に 対 す るC'ijklの 変 化 の 様 子 を図5.5～5.10に 示

星

i2345678

ハ

図5.5直 交 異方 性 の弾 性常 数C1111

o.z

a

り

o.i

i.oi-

oei-

0.61一

,釜
U

O.41-

o.zi一

0

0

Pi三n(L

Pn=oz

Pn=oa

,/一＼
123-5sラ ドーす

/¥3

図5・6直 交異方 性 の弾 性常 数C2222

==;～

P」1=O、4

＼
り　

P」L=O.2
コ　　 へ

P」1=O .0一一一}}

12345678

ん

図5.7直 交 異方 性 の弾 性常 数C3333

o.i

.
、曇
U

Oos

O

Pm=00

006

ｻ0 .04
.N
U

o.oz

Pn=00

P31二〇.i

Par=O.G

聖

0.09

きQO6

v

O.03

U

一一133 …

P,i=n2

・澹

_一_⊥_一__一 一 ≡≡

v 1234567d
入」

図5.9直 交 異方 性 の弾 性 常数C2233

iz

図5.8

34567
i

直 交異 方 性 の弾性 常数Cll22

凸EΩ0

£・豊凱

'

1Z345678

λ3

図5.]0直 交 異方性 の弾性 常 数C1133

8



同様 の条件 で 規格 化 された ヤ ング率E'ijk∂ と

ボア ソ ソ比yijklを 図5.ユ1～ 図5.14に 示

す。

つ ぎ に体 積 は一 定 で ある が,ア ス ベ ク ト比 が

ある有限 値 で あ るた め,有 効 要素 率rが 変化 す

る ときの規 格化 され た ヤ ング率Eijklの 変 化

を図5。15～5.23に 示 す。 ア スペ ク ト比 が小

さ くな る と配向 に よって有 効要 素 率 が減 少 しゃ

す い ため,ヤ ン グ率 が小 さくな る様 子が よ くわ

か る。
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5.2横 断 等 方性 繊 維 集合 体 の異 方 弾性 特 性

5.2。1弾 性 定数 の異 方性

横 断等 方性 繊 維 集 合体 の配 向角 分布 は(5.15)式 で与 え られ てい る。(5.15)式 を(5.49)

式 へ 代入 して ψに関 して積分 す る と

Cll11一 竺N〆 砥 ∫πs、融.(・),、 。θdθ

16V斎0

3RNI2EI`*r.

C2z22一 一fsin4BSI*(B)sinBdB

16V*o

C331、 一 型2Eへ ∫π_・ θ・.(・)、 、。,d,
4V.,a 畳

(5.69)

πNZ2Eな .π

Clf,、=C2211一 一J sin'BSI*(B)singdB

16V*a

一..隻36.一



、,2、3-C,、2、 。 王Ni2EI'*frzsi。 ・θ。。、・θ卿)、 、。,d,

4V.,o

、 、>z311-C1133N〆Eズ ・ ∫πs、。・θ,。s・8Sl#(,)、 、。θdθ.

4Vo 呉

と な るQ

(4.68)式 で す で に述 べ た よ う に,横 断 等 方 の と き は

C1111-C2222=3C1122-3C2211

(5.70)

C1133-C3311-C2233-C3322

と い う関 係 が あ り,(5.69)式 に お い て 独 立 な 弾 性 常 数 はCiii,C3333,C1133 .の3つ とな

る。 そ し て(5.69)式 に(5.17)式 を 代 入 し て θに 関 して 積 分 す る と,こ の3つ の 弾 性 常 数 は

つ ぎ の よ う に な る 。

λ3>1の と き

C一 一÷N午{
(等;;;31+231_i)1

λ'+ZP31(λ32+2P31-4)

十

λ3=・1の と き

1

Ciui=一

5

λ3〈1の と き

Cll11二

3

NZ2Eτ 翼

V*

3

3

16NIZEr*V*{i漂 鵠)z

λ32+2P31(λ 、2+2P3L4)玉+

十...___...ln

z1
一.i+2P31/

2(卜 λ32+2P・ ・)5/2 1_卜 λ …P31/

(5.71)

一137…



λ3>ユ の と き

1

C3333

2

N'2E1「x

・ノ(2+2P31・{

a

2d3z+2P31+董

V軽

3

λ3=1の と き

1

C3333

5

λ3〈1の と き

1

C3333

2

(λ32+2P31一 工)5/2

NlzEI'*

32+2P31(λ32+2P3Ll)2

顧1(λ32+2P3L1)1/2}

V*

2(1一 λ,2+2P31)5/2

λ3>1の と き

1Nご2E」 ㌧

C1133=

4V誉

讐 遡 レ1欝銑)

3
1・ 芒 慧i;;;p31

p31}

{3(d23+2P3Ll)Z

(λ32+2P31+λ32+2P・L1)篇㎡(施)の}

z

十

λ3=1の と き

l

C鷲33漏 『

15V*

λ3〈1の と き

NJ2EP誉

一138一

(5.72)

(5.73)



・一 ÷M語{一
(Pt一、,.,P31),

+;
ll灘 ・(i≡ノi≡{i2;2;;;)'/2}

(5・69)欺 お い て

3rrπ

C～111一 一 ∫ ・i・`θ2。(θ)・i・ θdθ

160

1π

C'33,3=一 ∫ ・・s4θ9.(0)・i・ θdθ(5 .74)
40

だ 　

C'113、=一 ∫ ・in2θ ・・s2θ9.(θ)・i・ θdθ

40

諾 藷1∴ 、∵75'19と 変化させたときのq'11'.C急13バ'33の

1.O

Q30
.8

・・ 豊 δα6'欝 鍵

りP轟
・・ 謎 ・

0.1

0.3

0123456?8012345
6,8入

3 入
3

図5.24横 断 等 方 性 の 弾 性 常 数C1111図5.25横 断 等 方 性 の 弾 性 常 数C3333
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図5.26横 断等方性の弾性常数C1133

5.2.2工 学常 数 の異 方 性

横 断 等方 性 繊維 集 合体 の工学 常 数 を求 め る。 ヤ ソ グ率 に つい て は(5,70)式 の関 係 を(5.54),

(5.55)式 へ代 入 す る と

Eiiii一 ・2zzzz-

3・ 一 〔CiiiiC3333-3(C1133i十3{CiiiiC3333一(Cl133)2)2}〕

(5.75)

3(C、133)2

E3333=C3333-

2C1111

ボ ア ソZ比 は(5.70)式 を(5.57),(5.58)式 へ 代 入 す る と

(CilllC3333/3)一(C、13,)2

Yll22;レ2211=

CiuiC,3,3一(Cll33)2

2C1111C1133/3

V1133-Y2233

ClmC、333一(C。3、)・(5.76)

(3/4)01133

V3311;Y3322=

Ciut

と表 わ さ れ る。

せ ん 断 弾 性 率 に つ い て も(5.60),(5.70)式 よ り

一140一



G1133-C.r3311-G3322-G2233-C1133

0'1122-CT2211-01111/3

と な る 。

さ ら に 体 積 弾 性 率 は(5.65)式 へ(5.70)を 代 入 し て

3(C、133)2-2Clll1C3333

K=

6C1133-2C1111-303333

と表 わ され る。

体 積一 定,す なわ ちp31=0.5と い う条件 で,

アス ペ ク ト比kを 変化 させ た と きの,Eiui,E2222,

E3333の 変 化 の様 子 を図5.21～5.23に 示 してい

る。 アス ペ ク ト比 が小 さくな る と,有 効 要素 率 が減

少 す るた めヤ ソ グ率 が小 さ くな って い る。

つ ぎに有 効要 素 率 につ い て はr*=1と い う条件

でボ ア ソ ソ比 をp31=o.3～0,55と 変化 させ た と

きのE3333の 変 化 の様 子 を図5.27に 示 す。 ボ ア ソ

ソ比 力『0.5以 下 の ときは体 積 が増 下 す る ため λ3が

大 き くな って もヤ ソグ率 は λ3に 比 例 し て大 き くな

らない 様子 が よ くわか る。
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123456

λ3

図5.27体 積 変化 が あ る ときの伸 張率

とヤ ング率。

5.2.3弾 性常 数 お よび 工学 常 数 の配 向 関数 に よ る表現

Hermans(26)ら は横 断 等方 性 高分 子 固 体 に関 し てつ ぎの よ うな 配 向関数 を定義 した。

1

f=一(3f2cosZBSI(B)sinBdB-1)(5.79)

2'o

(5.79)式 へ 横 断等 方性 の配 向 角分 布(5.17)式 を代 入 して積分 す る とfは つ ぎの よ うに表 わ

され る。

λ3>1の とき

・一 著

(λ32+Zp31λ'+2P3Ll)3/2{(・遇 弓)瑠 一 一isin(λ機1)ト ÷

一14]



λ3二]の と き

f=0

λ3〈1の と き

・ 一3

2(λ32+2P311一λ32+2P31)圃 …{tan'(1i鐸 々

+7[/4}1-C1-X32+2P31¥1/2,_1fJ
2

(5.80)

fは λ3=1す な わ ち 一 様 ラン ダム配 向 の とき0,λ3二 。。 す な わ ち一 方 向 に完全 配 列 の とき1,

そ して λ3=0す な わ ちXY平 面 内 で一 様 ラ ソダム配 向の とき一 〇.5と な り,横 断等 方 性 の 配向 状

態 を表わ す パ ラ メー タ とな ってい る。

(5.80)式 にお いてP31=0,0.25,0.5,0.75,1.0と 変化 させ た ときのfと λ3の 関

係 を図5.28に 示 す。

(5.71)式 に よ って弾性 常数 と λ3の 関 係が与 えられ,(5.80)式 では 配 向係数fと λ3の

関 係 が与 え られ てい るので,こ の2つ の関 係 を連立 させ る とfと 弾性 常数,そ して工学 常 数 の関 係

が わ か るこ とに な る。 体 積Vと 有効 要素 率1「を一定 として,(NIZEI'/V)で 規格 化 した 弾 性常

数 お よび工 学常 数 とfの 関 係 を図5.29,5.30に 示 す。
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P3i=0 .25

3t=0

一〇・50i2345678

λ3

図5.28配 向係数fと 伸張 率 λ3の 関係 。
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図5.29横 断 等方 性 の弾性 常数 と配 向係数f図5.30

の関 係 。

5.32次 元 繊 維 集 合 体 の 異 方 弾 性 特 性

5.3.12次 元 繊 維 集 合 体 の 単 純 変 形 に よ る 繊 維 配 向

合 体 がX,Y方 向 へ そ れ ぞ れ λ1,λ2

に倒
いま,集 合 体 上 に半径Roの 円 を考 える ≧,円 の 方程 式 は

X2+YZ=Ro

(5.82)式 へ(5.81)式 を代 入 す る と

z__zx-y

弄+斎 ヂR♂

とな っ て 楕 円 の 方 程 式 と な る。
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の関係。

集 合 体 内 に直 角座 標 を考 える。 変形 前 の座 標 を(X,Y)変 形 後 のそ れ を(x,y)と す る。 集

倍 伸縮 され た とす る と,変 形 後 の座 標 は

(5.81)

(5.82)

(5.83)

=レ33U

E3333

レ曜 ・極

Enu=E2222
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O.50.75
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座Xgyを 極 座 標(R,w)で 表 わす と

に 聯}
(5.84)を(5.83)へ 代 入 し てRに つ い て 解 く と

λ1λ2Ro

R=

λ12sin2ψ+λ22。 ・s2ψ

変 形 後 の 楕 円 に お い て,微 小 角dψ に よ っ て し め る3角 形 状 の 微 小 面 積dsは

ds=1RZdw
2

(5.86)式 へ(5.85)式 を代 入す る と

λ12λ22R8
ds=dw

2(λ12sin2㌍+λ22。 ・s2ψ)

こ こ で;

λ1λ 『RZO

q@)dw

,(、1・s、 。・,+・,・c。,・w)dψ

変 形 後 の 楕 円 の 面 積sは

・= .λ1λ,・R。2

で あ る。

λ1λ2

q(w)_

2・(λ12sin2ψ+λ22c・s2ψ)

た(2.116)式 と同 形 式 で あ る。

任 意 の λ1λ2に 対 し て

一144一

(5.84)

(5.85)

(5.86)

(5.87)

繊 維配 向 角 の確 率密 度 関数 をq(w)と す る と任 意 の繊 維 がw～w+dψ の間 に入 る確 率

要 素q(のd伊 は,変 形 に よって 繊維 長 が変 化 しない 場合,微 小 面 積dsに 比 例す るの で

05.88)

変 形 前 の円 の面 積 ・畔r・ 一 ・R・2・ 単搬 形 に よ る面 搬 化率 は λ1λ・ で 与 え られ る ので ・

05.89)

(5.90)

とな って,単 純 変形 の とき の配 向角 分布 が与 え られ る こ と にな る。 この分布 は,2章 第3節 で求 め



　　
∫.q(のdψ 一1(5.91)

0

とな ってレ}るの で,(5.90)式 は確 率密 度 関数 と しての条 件 をみた し てい る。

2次 元 繊 維集 合体 がX軸 方 向 に単 軸 変形 を受 け る ときボ ア ソソ比PI2を 導 入す る と

a,=λ1-P12(5.92)

とお け るの で(5.90)式 は

λ11-P!2

q(q)=(5.93)
2・(λ1-2P12c・s29+λ 、2sin29)

とな る。

集 合 体 の変 形後 の座 標 が

;=剃("・)

で与えられるときは,き 次元直交異方性の場合で述べたように純ず り変形である(た だし厚さ方向

には 変化 しない とす る)・ こ の ときiま(5・92)鵡 お い てP・2='ζ おVナる ので(5・93)式 は

λ12

q(ψ)=(5.95)
2・(・ ・s2ep+a、4sin2q)

とな る。

集 合体 に単純 ず り変形 が 作用 した場 合,変 形 後 の座標 は

;:1+'Y/ .(5・96)

で与えられる。このとき,座 標には回転が生じ回転角 κは

・ 一 ・anL1(r2+ノ1+rZ4)(5.97)

であり,座 標回転後の主軸方向の伸張率は

1ご 嬉:::1薦:}.(・ ・98)
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で 表 わ さ れ る の で(5.90)式 は

1

q(q)=

2・ 〔{1+・(7-Y2+4)/2}2c・s2(・ ・一x)+{1+・(・+VM74)/2}2sin2(・ 一x)〕

(5.99)とな る
。

5.3.2直 交 異 方 性 繊 維 集 合 体 の 弾 性 常 数

2次 元 繊 維 集 合 体 で は 繊 維 軸 が一 平 面 内 に あ る の で 配 向 角 分 布 ・9呉(θ,q)は

　
9・(θ ・ ・)=δ(θ 一 芽)・ ・(・)(5・100)

とお くこ とが で き る。

(5,100)式 を(5.49)式 の弾性 常数 に代 入す る と

Clll1-N`2Eな ∫ ㌔ 。・,,.(,)、 。

Vo曇

C2222-N`2E「 ・ ∫2㌔ 、。・。q.(,)d,(_)

Vo擬

Cll22-C2211-NZ2Eへ ∫2πc。,・,。 、。・卿)、,

Vo斬

とな り,添 字 に3の 入 っ たC3333,Cl133,C3311,C2233,C3322は0と な る。

(4.79)式 と同 様 の変 換 を行 う と(5.101)式 は

Cl111-N戯{・+・A,(・)+A,(・)}

8Vx

Nt2EI"
C、222一'{3-4A,(2)+A,(4)}(5・1・2)

8Vx

Nl2Eア

Cn22==C22ii一

,Vx{,1"A・(・)}曇
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こ こで.A¢(2k)はq〆 ψ)の フ ー リエ ・.コサ イ ソ変換 で

A,(2k)zn=J
oc・ ・.・・ 四 。(w)・w(5.1・3)

であ る。

(5.103)式 へ(5.90)式 を代 入 す る と(2.123)式 よ り

%(・k)一 ÷li)k(5.…)

とな る。(5.104)式 を(5,iO2)式 へ 代 入 す る と

NJ2E1「 畳(2λ12十 λ1λ2)

Cuii

V。2(λ1十 λ2)2

M2Eへ(λ1λ 、+2λ22)

Czzzz(5.105)

V*2(dl十.i2)2

Nl2E1「 畳 λ1λ2

Cfizz-Czzu-

v*2(λ1+λ2)2

と λ1,λ2で 表 わ さ れ る。

5.3.3直 交 異 方 性 繊 維 集 合 体 の 工 学 常 数

2次 元 直 交 異 方 性 繊 維 集 合 体 の 工 学 常 数 を求 め る。 ‡ 軸 方 向 の 応 力,歪 関 係 は

σ11Cii>>Cll220εll

σ22=C1122C22220ε22(5 .106)

al200C11222ε12

で 表 わ され る。

X軸 方 向 の 単 軸 引 張 を考 え る とa22=a12=0と お け る の で(5.106)式 を εHに つ い て 解

く と

ヤ ソ グ率E1川 は
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(Cll22)2

Eiiii-Ciii-

Czzzz

同 様 にE2222は

2C

1122

Ezzzz-Czzzz-

Ciii

ボ ア ソ ソ 比 は

Y1122一 一f22/EII-C1122/C2222

y2211一 一E11/E22-C1122/C1111

せ ん 断 弾 性 率 は(5.106)式 よ り

Giiza-Gzzu-Cfizz

(5.107)式 ～(5.110)式 の 工 学 常 数 へ(5.105)式 を 代 入 す る と

NIZEI'*λl

Eiiii-

V*λ1十2λ2

NごzEhd2

Ezzzz-

V*2λ1十 λ2

x,

レ1122=

λ1十2λ2

d2

レ;二2211

2λ1十 λ2

Nl2EI'*λ1λ 、

Gl122;G2211=

V軽2(λ1+λ2)2

と な っ て2次 元 繊 維 集 合 体 の 工 学 常 数 が,λ1,λ2

-148一

の関 数 とし て表 わ され る。

(5.107)

(5.108)

(5.109)

(5.110)

(5.111)



λ2;1/λ1で 厚 さ方 向 に変化 が な い変 形 で は体 積 が一定 で あ る。 その よ うな条 件 で アスペ ク

ト比 を変化 させた ときのElm,E2222と λ1の 関係 を図5 .31,5.32に 示 す。 アスペ ク ト比

が小 さ くな る と有効 要素 率 が 減少 す る ため ヤ ング率 も小 さ くな っ てい く様子 が わ か る。

N
N
N
N

W
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0.2

0.1

…10
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oe
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O.4

0.2

0 12

図5.31

3456789tO

λ3占

伸張 率 λ3と ヤ ン グ率 の関係 。
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≒ ≡≡_i=ヨ …≡≡ ヨ;≡ ゴ ニ:==L

01234567

図5.32伸 張率 λ3とヤング率の関係 。

5.3.4.弾 性 常 数 およ ぴ工 学常 数 の配 向係 数 に よ る表現

2次 元繊 維集 合 体 の配 向係数Jは つ ぎの よ うに定 義 され てい る。

J一 ・ ∫1πq.(w)・ ・s2・d・ 一1

=A
g(2)

8910

λ3

(5.112)
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(5.1.04)式 よ りJζ ま

λ1一 λ2

Jニ(5.113)

λ1十 λ2

とな る。

Jは λ1二 λ2す な わ ち 一 様 ラ ソ ダ ム 配 向 の と き0と な り,λ1=。 ・か λ2=0の と きJ=1

で,こ の 場 合 はX軸 に 完 全 配 列 し た 状 態 で あ る。 そ して λ1=0か λ2=0。 の と き はJ=一1と

な り,Y軸 方 向 に 完 全 配 列 し た 状 態 と な る。

(5.113)式 を(5.105)式 へ 代 入 す る と弾 性 常 数 は

C11]玉=

N'2Eタ
(i十J)(3十J)

8V甚

N♂2Er呉

C2222;(1-J)(3-J)

8V*

N♂2E1「 斬

C1122一(1_Jz)

8V噺

と配 向 係 数Jに よ っ て 表 わ さ れ る。

(5.114)

さ ら に(5.113)式 を(5.111)式 の 工 学 常 数 へ 代 入 す る と

Eiiii

NlzEr*(ユ+J)

Ezzzz一

v* (3-J)

NZ2Eな(1-J)

V*

爵

1+J
Y1122

s一)

(3+J)

1-J

レ2211=

3+)

(5.115)

…150



一 一N睾(1-J・)1

と な る。

(NIzEI'*/V*)で 規 格 化 し た 弾 性 常 数 お よ び 工 学 常 数 と 」 の 関 係 を 図5.33に 示 す 。

1.OC
....

Ed.3ゐ,a

Q
w
り

0.5'

0

巳.〃1.8
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C,,..G.,,Gn

一101
J

図5・33弾 性常数,工 学常灘と配向係数Jの関係。

5.3.52軸 配向繊維集合体の弾性常数および工学常数

織物や2軸 延伸フィルムのように配向主軸が2方 向である繊維集合体の弾性常数および工学常数

を求める。

代表的な2軸 配向集合体の配向角分布は

qCw)=2iQi(w)+92CW-2)}05.116)

とお け るQql(の,q2@)は 単 軸 変形 の ときの配 向 角分 布(5.90)式 で 与 え られ る。

(5.116)式 を(5」01)式 へ 代 入 して計 算 す る と

Nl2EI'

V*

M2Eな

C2222={(1-Jl)(3-J1)+(1+J2)(3→ 一J2)}(5。117)

V*
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Nl2EP弾

{(1-J12)+(1-J22)}
C1122二C2211=

16V*

と な る。 こ こ でJt+J2はq1(ψ),qZ(w)の 配 向 係 数 で あ るU

特 別 の 場 合 と し てJ且=J2の 条 件 で は(5.117)式 は

N`2E1「 曇"2

8V*

NIZEI'*z

Ciizz-C1-J,)

8V甚

とな り工 学 常 数 は

NZ2Eな(1十Jl2)

E1112=Ezzzz-

V*(3+Jl2)

1一)12

レ1122=レ2211=

3+JIZ

NIZEI'*

GfizzGzzii一(1-Jl2)

8V誉

と な るQ

弾 性 常 数 お よ び 工 学 常 数 と配 向 係 数 の 関 係 を図5.34に 示 す 。

i.o

is

lO'.C川CIIL一

iw

iり

E剛1,Eη π

1

0.5

0

u...グ.31

q圏譜G糊G"饅

(5.118)

(5.119)

一i

図5.34

OJ1

2軸 配向の ときの弾性常数,工 学常数と配向係数 」の関係
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5.3.6任 意方向の弾性常数および工学常数

X軸 に対して任意の角度α方向の工学常数を求める。任意方向に座標変換したときの応力,歪 テ

ン ソル をekL,oklと す る と

EitCxxCXYCxs

e22-CXYCYYYS

E12CxsCYsCss

と お け る。 こ こ で

a/ll

a/22(5 .120)

iz

cos"asin4ｫ1"1122

EzzzzEllllGfizzEiii

CYY-s量4na+cos4α+。 。、・α 、、。・α(1-2レ1122)

GfizzEuiiEzzzzEl田

Css-1+・ 。。、・α 、、。・。(1+1+2レ1122-1)

GfizzEiiiEzzzzEiiiiGfizz

、yfizzXY=一+。 。。2a,、 。・。('+1+2レlll22-1)

EuirEazaaEiiiEiiiiGfizz

CXS=一2COS3aSina1+yu2z+2cosasin3a1+yzzti

EiiiiEzzzz

i

+cosasina(cos2a-sinza)

G呈122
、

CYS=一2Cosysin3a1+viiz2+2cos3asing1+vzzii

EiiiiEzzzz

1
-cosｫSina(cos2a-sin2a)一

Gfizz

(5.121)
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で あ る。

任 意 方 向 α の 単 軸 引 張 を 考 え る と(5.120)式 で%2=σ!12=0と お け る の で

e'u;Cxx〆11

εノ22=CXY・'11

f12;Cxs〆11

(5.122)式 よ り任 意 方 向 の ヤ ン グ率E(α)は

0111

E(a)__

ε'11Cxx

ボ ア ソ ソ比 レ(α)は

εノ22CXY

v(a)_一_一

｣11xx

せ ん 断 弾 性 率G(α)は

σ!121

GCa)__

εノ12Css

と な る。 こ こ で(5.121)式 へ(5.115)式 を 代 入 す る と

Cxx-
N,¥話 皇{・Zs+Jcosｫ+1-J)

CYY-
N最(sJ1一)、2COSa・s一)i+))

V.,8誉
Css-

N'zEI'*(1rJ2)

V*

CxY=

N'zEj,*

一154一
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(5.123)

(5.124)

(5.125)

(5.126)



V*

Cxs

N`2Er 誉

4)

V暑

CYS=

N'2E1藁

(1-JZ)

4J

sin2a

と表 わ せ る。

(5」26)式 を(5.123),

N'2E1張
E(a)_

(1-JZ)
sin2a

(5.124),(5.125)式 へ 代 入 す る と工 学 常 数 は

v*

一8J

C
i-J2

一s]

レ(α)=(

1-J・c・s2α

M2E・ 残

3+J一,

。・2sa+)

1-J

GCｫ)_

3+J-1
+)

1-J

v*

1-Jz

()
8

(5.127)

とな る。

(Nl2EI'*/V*)で 規 格化 した任 意方 向 の ヤ ソ グ率,せ ん 断弾 性率 と配 向係 数 の関 係 を

図5.35～5.36に 示 す。
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図5.35任 意 方 向 αの ヤ ング率 。
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J=0
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00153045607590

a

図5.36任 意方向αのせん断弾性率。

2軸 配向 繊維 集 合 体 の場 合 も同 様 に(5.119)式 を(5.121)式 へ代 入す る と弾 性常 数 は

.C… 恥 一N竜{16JZJ'一i(cos4a-Costa)+3+JZ1+Jz}

℃ss一 毒{一64Jz

J'一i(4COSCe-COSZa)+11」 ・}

・… 毒{一

J響1(COS4a-COSZa)+JZ-iJZ+i}(5.128)

魅 毒{一J≒ 血 ・aCoS・・}

・鴨 一
N、¥㍍{一 」誓 ・in・aCos、2・}

と な る。 し た が っ て(5.128)式 を(5.123)～(5.125)式 へ 代 入 す る と2軸 配 向 繊 維 集

合 体 の 任 意 方 向 の 工 学 常 数 は

…156
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・(・)一N讐{

Jl響;(4Cosa-200Sa)・3+)i+):}一1

16Jz(cAS4a-cosza)一(Jz-1)z

レ(α)=.(5 .129)

16Jz(cos4a-cos2a)十(JZ十3)(]2-1)

Gω「撃{τ 瓢 幽)÷

と表 わ せ る。

(N・ ・Er*/V*)で 規格 化 。た臆 方 向 のヤ 。グ率,ポ 。,ン 比,せ ん 騰 率 、配 向係数 の

関 係 を図5.37～5.39に 示 す 。
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2軸 配向のときの任意方 向αのヤング率。
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結 果 と 考 察
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図5.392軸 配 向 の ときの任意 方 向 αの せん断 弾性 率Q

5.4

繊 維 集 合 体 の 構 成 方 程 式 を求 め る と き,単 繊 維 の 力Fは(4.40)式 で

ElεkLSkSL

と 表 わ され て い る。 こ こ でEは バ ネ 常 数,1は 繊 維 長,εkLは 歪 テ ン ソ ル で あ る 。

い まaを 単 繊 維 の 断 面 積,Eノ を繊 維 軸 方 向 の ヤ ソ グ率 とす る と(5.130)式 は

F=aE!εklSkSL

とな る。(5.131)式 を(4.39)式 へ 代 入 す る と

aNtEtl'T2π π

・・j=

V居 ・kt・ ・…k・L'(θ,の … θdθd・

と表 わ され る。(5.132)式 に お い て 体 積 分 率 を導 入 す る と

aNl
Vf=

V

よ り

　　 　

・、j一 ・,E'P∫ ∫ ・kl・ 、・j・k・L9(θ,・)・i・ θdθd・

00

と な る 。
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(5.131)

(5.132)
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(5.134)式 にお いて,体 積分 率Vf,単 繊維 のヤ ソグ率E',有 効 要素 率rと 配 向 角分布 θ(θ,

w)が わ かれ ば集 合体 と して の弾 性 常数 や 工学 常 数 を求 め る こ とがで き る。

そ こで,3次 元 直交 異方性 繊維 集 合体 と して厚 さ15mmの 繊維 フ ィル ター(テ トロ ン繊 維)を 用

いて 幾何 学 構造 の測 定 とヤ ン グ率 の測 定 を行 った。

繊 維 フ ィル ター か ら単 繊維 を10本 取 り出 し,万 能 投 影 器 で拡大 して測 定 した結果,平 均 繊維 長

1二43,6
.mm,平 均 断面 積 はa=0.0154mm2,ア スペ ク ト比 はk=311,そ して 繊維 の体 積

分 率 はVf=o.07で あ った。3次 元 配 向 角分 布2(θ,w)は 直 接 測定す る こ とは困 難 であ るの で,

直交 異 方性 を表 わす(5.13)式 で近 似 し,(5.28)式 で 与 え られて い るY(e*,w
*)の 測定

に よ って λ1,λ2,λ3を 求 め たQそ の結果

Y(00)=2 .22

で あ った。(5.28)式 で この よ うな関 係 をみ たす 配 向 角分布 は近 似 的 に

篇1一

(5.135)

(5.136)

と表 わ され る。 これ はZ軸 方 向 に圧 縮 され,面 配 向 に近 い配 向 状態 を表 わ して い る。(5.136)

式 の λ1,λ2,λ3を(5.13)式 へ代 入 すれ ば繊 維 フ ィルタ ー の配 向角 分布2(θ,の が わか る。

有 効 要素 率rは,(5.37)式 へ求 め られた 配 向角 分布2(θ;ψ)を 代 入 す る と1=0 .615

で あ るので,

m=(8/π)VfkI

=34 .1 (5.137)

とな り,1「 は(5.35)式 よ り

1'=0.939 (5.138)

と計算 され る。

単繊 維 の ヤ ング率E!は,イ ンス トロ ソ型 引張 試験 機 に よ り測定 した結 果E'=5246g/zmm

で あ った。
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以 一L,実 測 に よ っ て 求 め られ たVf,Eノ,952(B9)を(5・53)～(5.55)式 へ

代 入 して 計 算 す る と ヤ ソ グ率 の 計 算 値Elm(計),E2222(計),E3333(計)が つ ぎ の よ うに 求 め

ら れ た。

熱細}i∴}(5.139)

こ れ に 対 し てXyY,Z軸 方 向 か らの 単 軸 引 張 実 験 に よ.る ヤ"率 の 実 測 値Eiii(実)・E2222

(実),E3333(実)は

駿iil囎 ∴}(5.1・ ・)

とな っ てお り9計 算結 果 とよ く合 って い る こ とがわ か る。

つ ぎ にXY平 面 内 でX軸 に対 し て α方 向 か ら引張 った ときの ヤ ソ グ率E(α)の 実 測値 と 計算 の

比 較 を図5,40に 示す 。 両老 は よ く一 致 してい る。

ナイ ロ ソ9テ トロソな どの高 分 子繊 維

は繊 維 軸方 向 に延 伸 され る こ とに よっ て

分子 鎖 が 配列 し,ヤ ソグ率 や強 度 が大 き

くな る こ とにつ い ては よ く知 られ て お り,

繊維 工 学 に おい て も重 要 な意味 を持 って

い るo

J.H.Wakelinら(30)は ナ イ ロ ソ

66と ダ クPソ 繊 維 の ヤ ソ グ率 を動 的 測

定 法(曲 げ)と 静 的 測定 法(引 張)に よ

って求 めて い る。 繊維 は あ らか じめ繊 維

軸 方 向 に1～6倍 の伸張 が な され て お り,

そ の ときの断 面積 も測定 され てい る。

繊維 軸 をZ軸 と一 致 させ て考 える と,

繊維 の延伸 はZ軸 方向 の単 軸変 形 で あ り,

配 向 角分布 は(5.17)式 で与 え られ て
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図5.40繊 維 フ ィル タ ーのXY平 面 内 にお け る

任意 方 向 αの ヤ ング率 に お ける実験 値

と計 算値 の比 較。

俣
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いるような横断等方性となる。初期断面積をaoと すると延伸後の断面積aは

a=aoλ1λ2

=・ 。 λ♂2P31(5 .141)

と 表 わ され る。(5.141)式 を変 形 す る と

logao-loga

Psi=Paz=05.142)

2星09λ3

と な り延 伸 に と もな う ボ ア ソ ソ比p31,P32が,ao,a,λ3に よ っ て 計 算 で き る。Wakelin

らの ヤ ン グ率 と断 面 積 の 測 定 値,そ れ に(5.142)式 で 計 算 さ れ る ボ ア ソ ソ比p31を 表5.1～

5.5に 示 す 。 そ の 結 果,各 伸 張 率 に よ っ て ボ ア ソ ソ比 は か な り異 な って お り,と く に λ3=2の と

き の ボ ア ソ ソ比 が 他 の 伸 張 率 の と き に 比 べ て 小 さ く な っ て い る こ と に 注 意 す る 必 要 が あ る。

表5.1ナ イ ロソ66の ヤ ング率(引 張)

伸張率
ヤ.ソグ率

一6

(9/cm')×10

断 面積

(az)

ボ ア ソ ソ比

(P31)

i 8.8 2694

2 18.3 1369 0.4883

3 24.0 1055 0.4267

4 33.9 789 0.4429

5 42.8 608 0.4625

6 51.8 561 0.4379

表5.3ダ ク ロ ソ繊維 のヤ ソ グ率(引 張)

伸張率
ヤ ソグ率 一6

(9/(が)×10

断面 積

(aZ)

ボ ア ソ ソ比

(p31)

1 22.0 2748

2 28.6 1876 0.2754

3 81.0 905 0.5055

4 125.0 754 0.4664

5 130.3 601 0.4722

6 140.4 512 0.4689

表5.2ナ イ ロ ソ66の ヤiグ 率(曲 げ)

伸張率
ヤ ソ グ 率

一fi

(9/c㎡)×10

断面 積

(az)

ボ ア ソ ソ比

(P31)

1 16.4 2660

2 21.0 1846 0.2635

3 33.9 1122 0.3929

4 42.6 788 0.4388

5 50.3 609 0.4580

6 57.0 560 0.4348

表5.4ダ クRソ 繊維 の ヤ ソグ率(曲 げ)

伸張率
ヤ ソ グ率 一6

(g/cmｰ)x10

断 面積

(μ2)

ボ ア ソ ソ比

(P31)

1 23.9 2746

2 31.9 1700 0.3459

3 93.7 885 0.5153

4 117.6 759 0.4638

5 142.4 579 0.4836

6 138.2 516 0.4667
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高分 子 繊維 が延 伸 変形 を受 け る ときの 構成 方程

式 は(5.42)式 で与 え られ てい るが,分 子鎖 の

アスペ ク ト比kが 十分 大 きい と仮 定 す る と有効 要

素率 はr‡1と お け る。 単繊 維 の 初 期 体積 を

Voと す る と構 成方 程 式 は

… 一v獣 倉

表5.5.ダ ク ロ'ン繊 維 の ヤ ソ グ率(曲 げ)

伸張率
ヤ ソ グ率 一6

(9/cのx10

断 面積

(μ2)

ボ ア ソ ン比

CP31

1 24.3 2689

2 42.6 1441 0.4500

3 83.2 873 0.5120

4 109.6 743 0.4639

5 ユ31.9 57工 0.4814

6 127.5 500 0.4695

● εklSiSjsksl乳(θ ・w)

●sinθdθdψ (5.143)

とな る。(5.143)式 へ(5.17)式 の配 向 角分布 を代 入す る と弾性 常数 お よび工学 常 数 を導 く

こ とが で き る。(5.143)式 の構 成 方程 式 に基 づ いて,(5.75)式 のヤ ング率E3333をp31

が 変 化 す る 場 合 と,p31=p32=0.5す なわ ち 体積 一 定 の場 合 に つい て 計算 した 。 そ して

Wakelinら の測定 した実 測 値 との比較 を図5.41～5.45に 示 す。 実 測値 の誤 差 が大 きい ため,

計算 値 との一 致 は よ くな い が,ヤ ング率 が λ3と とも に大 き くな って い く傾 向は,ほ ぼ 同様 であ る。

ナイ ロ ソ66に つ い ては体 積一 定 とす る場 合 よ り体積変 化 が ある場 合 の計算 値 の方 が適 合性 が良 く
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ナイ ロン66の 延伸 に よる

ヤ ン グ率 の変化(4は 実 測

値,曲 線 は体 積 一定,折 れ

線 は体積 変 化 があ ると した

ときの理 論値)。
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グ率 の変 化(う は実 測値,

曲線 は体 積 州定,折 托線 は

体 積変 化 が あ る と した と き

の理 論値)。
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壱
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図5.44

23456

λ3

タ クPン の延 伸 によ るヤ ン

グ率 の変 化(う は実 測値,

曲線 は体 積 一定,折 れ線 は

体 積変 化 が あ る と した とき

の理 論 値)。

な ってい る。 ダ クロ ソの場 合は,λ3=2の

ときのボ ア ソ ン比 が小 さ く,そ の ため体 積 の

増 加 によ って ヤ ング率 の配 向 に よる増 加が お

さ え られ てい る。 この傾 向 はボ ア ソン比 が変

化 す る とい う条 件 で計 算 された折 れ線 の様 子 「

と λ3≦3で よ く一 致 して い る。

2次 元 繊維 集 合体 につ いて は,単 軸 配 向 の

場 合 は紙(和 紙,新 聞紙),不 織布,革,2

軸 配 向 の場 合 は 不織 布,ポ リエ チ レ ソフ ィル

ム,織 物 の任 意方 向 の ヤ ング率 を測定 した。

紙,不 織 布,革 の よ うに繊維 配 向 の様子 が

光学 的 に観 測 で きる場 合 は 写真 よ り直接 配 向

角分 布 を測 定 した。 そ の一 例 を図5.46に 示

す。 そ して,配 向 角分 布 よ り配 向係 数 」を計

算 す る。
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図5.45ダ クロ ンの延伸 に よる ヤ ン

グ率 の変 化(ウ'は 実 測値,

曲線 は体 積 一定,折 れ線 は

体 積 変化 が あ る と した とき

の理論 値)。
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単軸,2軸 配 向 のヤ ング率 は配 向 係数Jに

よ って それ ぞ れ(5.115),(5.119)

式 で与 え られ てい る。Jが わか っ てい る2次

元 繊維 集 合体 のX軸 方 向の ヤ ング率 の実 測 値

と(5.i15),(5.119)式 を比 較 す る

こ とに よ って(N'2Ef/V)を 求 め る こ とが

で きる。

(NlZEr/V)とJが わか る と(5、127),

(5.129)式 に よ ってX軸 に対 して任 意方

向の ヤ ソグ率 が計 算 で き る。 紙,不 織 布,革
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図5.46単 軸配 向繊維 隼合体 の 配向角 分 布

(曲 線 はJ=0.2025の ときの理

論値,ヒ ス トガ ラフは実験 値 を表

わ してい る)o

に関 す る実測 値 と計算 値 の比 較 を図5 .47～5.51に 示 す。 いず れ の場 合 もほ ぼ一 致 して い る。
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図5.47新 聞 紙 の任 意方 向 αの

ヤ ンク率(曲 線 は計 算

値,。 印 は実 測値)。
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図5.48和 紙 の 任意 方 向 αの ヤ ン グ率

(曲 線 は計 算値,。 印 は実測

値)。

ポ リエチ レ アフ ィル ムの場 合 は,直 接 配 向 の様 子 を見 る ことが で きな い ので
,ま ず任 意 方 向 のヤ

ソグ率 を測定 し,E(0),E(π/4) ,E(π/2)の 比 を計 算 す る。 そ して,そ の比 を実現 で きる

配 向係数 を(5.ll7)式 で 試行 錯誤 的 に見 つ け 出す。 そ の結果,1
,=o.6,J2=一 〇.4の 条

一164一



件 で実 測 値 と計 算 値が ほぼ 合 い,結 果 として配 向状 態 が評 価 で きる とと もに,ヤ ソグ率 以 外の 工学

常 数 や 弾性 常 数 が理論 式 よ り評価 で きる。

織 物 に つ いて は,た て糸 と よこ糸 の ヤ ン グ率 が異 な ってい る。 さ らに糸 が2次 元 配 向 を有 して い

る とみ な し て,;rｰリ エ チ レ ンフ ィル ム の とき と同9E(0),E(π/4),E(π/2)の 比 が 合 う

よ うにJを 決定 した。 ポ リエ チ レソ フ ィル ム と織 物 の実 測 値 と計 算値 の比 較 を図5.552,5.55

3にTす 。

以上,3次 元直交異方性、横断等方性,2

次元直交異方性繊維集合体のヤング率につい

て理論 と実験の比較検討を行い,両 者の数値

や傾向がほぼ合うことを確かめた。
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図5.49不 織 布 の任意 方 向 αの ヤン グ率

(曲 線 は計 算値,Qは5回 の 実

測値 の最 大,平 均,最 小値)。
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6章 結 論

6.結 論

繊維 集合 体 中 を粒 子 や流 体 が通過 す る とき の特 性 や 集合 体 に外 力 が作 用 した ときの 弾性 特性 は,

集合 体 を構成 して い る単 繊 維 の幾何 学 特性 と物性,さ らに その 集合 体構 造 に依 存 して いる。

繊維 集 合体 の幾 何 学構 造 と物性 を関 連 づ け るた めの基 礎論 と して2章 で は2次 元 繊維 集 合体 の 多

角形 の辺 の数,周 長,変 形度,面 積 の 分布 と,そ のk次 モ ーメ ン トを理 論 的 に求 めモ ソテ カンレロ ・

シ ミュ レー シ ョ ンの結 果 と よ く合 うこ とを確 か めたQ

3章 では繊維 フ ィル ター中 を粒 子 が通 過す る ときの粒子 通過 率,目 づま り効 果,通 過粒 子径 の変

化 な どについ て,粒 子 一 繊 維衝 突 モ デ ル を用 い て理論 解 析 を行 い,モ ソテ カル ロ ・シ ミュ レー シ

ョンの結果 と よく合 うこ とを確 かめ た。 さ らに多 角形 の流 体 半径 の分 布 お よ びそ のk次 モ ー メ ン ト

を求 め,多 角形 の 流体 通過 率 を計 算 し た。

4章 で は繊維 集合 体 の 力学 モ デル につ い て検討 し,弾 性常 数 や 応 力が 配 向角分 布 の フー リエ変 換

に よ って統一 的 に表 わ され る こ と を示 した。

5章 では繊 維集 合 体 が単純 変 形 を受 け た と きの配 向 角分布 を理 論 的 に誘 導 し,そ の よ うな配 向状

態 にお け る弾性 常 数 や工 学常 数 を:求めた。 そ して,ヤ ソグ率 な どの工学 常数 につ い て は理論 値 と実

験 値 がほ ぼ合 うこ とを確 か めた。

本研 究 の対 象 とな った 集合 体 材料 は紙,不 織 布,綿 塊,繊 維 フ ィル ター,織 物,革,ポ リエ チ レ

ンフ ィル ム,ナ イ ロ ンや テ トロ ソ繊維 で あった が,そ れ らが すべ て 本研 究 でい う ところ の 「繊 維 集

合体」 として,そ の幾何 学 構造 と力学 特性 の関 係 が説 明 で きる こ とを示 した。

今 後 は,幾 何 学構 造 として繊 維 の 本質 的性 で あ る曲 が りを評 価 で き る理 論 を確 立 す る必要 が ある。

そ して 力学特 性 につ い ては,弾 性論 としては 曲 げや ね じれ の問 題,よ り大 きな変 形 を受 けた ときの

強 度 の予 測,さ らに生物 を構成 してい る繊 維 集合 体 の粘 弾性 特性 につ い て も研 究 を進 めて い く必 要

が ある と考 え る。
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