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内  容  梗  概

 コンパートメントアナリシスは，いくつかの区画（コンパートメント）から構成されている系

に，ラジオアイソトープや色素などのトレーサ（追跡物質）を入力した場合の一部のコンパート

メントのトレーサ動態曲線の観測値から，この系を推定する方法であり，生体やエコロジーシス

テムの解析に用いられている。コンパートメントアナリシスは，コンパートメントシステムの同

定とシステム理論的な解析に大別されるが，これまで前者については次数推定の問題が残され，

後者についてはわずかに次数が3以下の場合あるいは特殊なシステムについて主に入出力部位が

等しい場合の性質が明らかにされているのみであった。

 そこで，本研究では同定問題については，精度の高い次数ならびにパラメータ推定法を提案し，

併せてサンプリング条件の最適化について検討を加えた。また，システム論的にはこれまで明ら

かにされていた糸よりも広いクラスについて論議を拡張し，入出力部位が異なる場合についての

検討を行うとともに最小実現問題について2～3の解析を行った。

 本論文では，第一章にコンパートメントシステムのあらましを，第二章ではコンパートメント

システムの次数ならびにパラメータ同定法を，第三章では計測系に雑音が重畳している場合のサ

ンプリング条件について述べ，第四章でコンパートメントシステムに対してシステム論的な考察

を加えたあと，第五章で本解析法の具体的医学応用結果について述べる。
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第一革緒   論

 生体系，物理系，化学系などにトレーサを負荷した場合のレスポンスは，それを支配する物理

法則，化学法則に帰因して，いくつかの特徴が現われてくる。それは多くの場合，システムを記

述する状態方程式 ”＝A”十bm，出力方程式 V＝C礎 で A＝［Aりコ としたとき，

  （i〕α1i≦O， αり≧O， 4≠ゴ

  （1i）1α〃1≧．Σ一州

         柏          r一一一一一           1
という制限が現われてくることであ孔シス  1                   l
                      1                        l
テムマトリクスAに関する条件（1），（ji〕は，物   1                   1
                      1                           1

理的・化学的保存則に関係するものであ孔   1                 1
                      I                       l
いま図1－1に示すようなコンパートメント  l                  l
                      －                        1
カ）あり，それぞれの間で物質の授受があると  1                 l
                      l                        l
                      l                        l
いうシステムを考えてみると，コンパートメ  I            803   ．
                      」＿＿＿＿                      ■
ン｝での物質の収支（保存則）を表す方程式

はつぎのようになる。              図1－1 コンパートメントシステム

  ポ＝一2αμ1＋2ω｛，づ＝1，2，……π  （1．1）
     ∫一三〇    戸1

ここで αo・≧O は系外への排泄を表す移行係数である。この方程式からシステムマトリクス

に関する条件（1〕，（i1〕が成立していることがわかる。

 コンパートメントアナリシスは，このようにいくつかのコンパートメントからなると考えられ

るシステムに，トレーサをパルス状に負荷したときの，あるコンパートメントにおけるトレーサ

の応答を観測し，その結果を用いてコンパートメントの数や移行係数を推定するものである。

 コンパートメントの意味は，解析対象によって異るが，例えば，生体では血管・臓器などの機

能的な分布相を意味し，電気回路においてはコンデンサ，化学反応では物質状態，マルコフ過程

で表現可能な系ではState（状態），人口移動モデルでは各地域などが，これに相当する。一方，

トレーサは追跡調査される物質であり，例をあげると生体では，放射性物質や色素，電気回路で

は竃価，化学反応系では測定される物質，マルコフ過程では観測可能なStateにおける計測量，

人口移動モデルでは人口などが，トレーサとして使用される。また，移行係数は，あるコンパー

トメントから他のコンパートメントに移行する割合を示すものであり，確率的な現象では，状態

間の推移を示す確率と考えてもよい。したがって。OmPartmental analysisは，線形性が仮定で

き～かつ系全体の計測が不可能である系の解析法として有力であり，医学，工学，社会学，行動

計量学などで広く応用可能な方法と考えられる。ただし，本解析法は，一義的に解明できないシ

ステムにおける系の解析法であるから，モデルの妥当性に関する検討は各応用分野における固有
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科学によって検証する必要がある。
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第二章 コンパートメントシステムの次数および

    パラメータ推定法

 コンパートメントシステムは，状態方程式 勿＝A”十bm のマトリクスの要素αリ が零で

あるかどうかによって，コンバートメントゴから壱に向う経路の存否，すなわちコンパートメン

トの配列が決る。このようなコンパートメントの配列としては，いくつかの特殊型が知られてい

るが，このうち生体系など現実のシステム

の解析の際にしばしば用いられるカテナリ

ー，マミラリーシステム（図2－1）にお

いては，トレーサの入出力部位を問わず，

観測される動態曲線はいくつかの指数関数

の和

     P
 ψ（‘）＝ΣAゲψ  で表わされ，
     ｛＝1

A，伽は正の実数であることが証明され

ている。したがって，コンバートメントア

血液相

♂肝、
 マミラリーシステム

組織   血液   腎   尿細管
間液相    相

      カテナリーシステム

図2－1 マミラリー，カテナリーシステムと

     その医学的対応づけの例

ナリシスの作業として，まずこの指数関数1Al，1α’1，Pを推定することが必要である。

                            1〕            2）
 このようなパラメータ推定法としては，これまでωPeeling法 12）モーメント法 131最小二乗
 3〕          4〕                  5〕              6〕

法14〕最尤法15〕フーリエ変換法（6げロニー法などが提案されている。しかし，いずれの方

法もコンパートメントの数Pの推定に難点があるとされている。そこで，本研究では，このよう

な問題点を解決するため，

 1 Ga締nerによって提案されたフーリエ変換法をディジタルフィルタで改善する方法

 2 赤池氏によって提案されたAICt An Information Theoretica1Criterion）によってコン

  パートメント数Pを推定し，最尤法を用いてパラメータ｛Al，｛α・｝を推定する方法

の2つの方法を提案し，数値実験による検討を加えた。なおトレーサとしては医学的に頻用され

るラジオアイソトープを想定し，計測値がポアソン分布にしたがうものとして解析を進めた。

2－1 フーリエ変換法にディジタル・フィルタを適用したコンパートメント

   システムの同定5）

 フーリエ変換法は，まず単位インパルス関数δを用いて

      P
  9（α）＝2λ｛δ（α一α1）       ………………… （2．1）
      一＝1

                       P
を定義し，このg（α）によって指数関数 ¢（‘）＝Σんe刊’を

                       ｛司
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      P          oo
  ・（1）＝ΣA・一α｛㌧∫g（α）・■～α………・一・……（2．2）

     …＝1     ト

のような積分形で表現することから出発する。つぎに！（む）＝〃（む）というガンマ関数の

和の型にする。

 そこで α＝e－1， ‘＝e血と置き換えると，！（‘）はつぎのようになる。

       oo   ”一ツ ！（・”）＝∫・皿グ2g（ρ）ゲW  ・・…一・…・……（2．3）

式2．3をフーリエ変換すると，つぎのようにな糺

・（μ）rl，C∬、∫ソ・（・1）グ的   （・・）

ただし，4二・ソ＝丁である。 式2．4において ”一V＝四とおくと，次式が得られる。

・（μ）・ B去∫少グψ・（グ1）・一（片・〕州

     一（μ一州）（古∠・（1・）・～）…  （…）

ここで，右辺第1項を K（μ）と置き e”＝四とすれば

  K（μ）・∫・一・〆吻・r（1＋4μ）

となり，既知の複素ガンマ関数となる。また，式2．5の右辺第2項は g（θ一■｝）のフーリエ変

換G（μ）であるから，結局式2．5は

  F（μ）＝K（μ）G（μ）        ・・……・・……・・…（2．6）

と表わされる。したがって

  G（μ）＝F（μ）／K（μ）        ・・…・・・………・… （2．7）

なる関係が得られ，F（μ），K（μ） は与えられるので 式2．7を計算し，これを逆フーリエ

変換すれば，g（e一ソ）が得られ孔ここで，g（e1）～＝一（g（α）／α）dαであるから，

α1＝e一ツ… と置くと，

   〃十〇            〇｛一〇
  ∫ g（セタ）吻・∫ （9（α）／α）dα＝ん／伽一・・・・・・・・…（2．8）

  北イ            α｛一H〕

となり，

       P
  9（e－3）：Σ（λ‘／α1）δ（e’ツーeツ）＝9（α）／α・………・…・・・・…（2．9）

      …＝1

が得られる。

 したがって，G（μ）の逆フーリエ変換g（セツ）は，α＝ω の時A／ω

するインパルスを与えることになり，伽，Aがスペクトグラムより読みとれる。

の大きさを有
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ところで，式2・4のフーリエ変換は

       1   帖
F（μ）一 m。π∠！（8）州” ・（2．10）

となり，”の積分範囲は 一〇。～十。。となる。しかし，実際の数値積分においては積分範囲を限

定する必要がある。そこで，雑の積分範囲を設定するためにん／伽＝104となるような三つ

のテスト関数

     勿（士）＝1022－o・o1’

     ω（‘）＝1〇…”士

     ”（壬）＝ 1ガ。・ooo1土

について！（e皿）を求めると，1引が十分大きいとき，！（e”）は0に近づく。（図2－2）

         P
これは ”（’）二Σんe1一±についても当てはまるから，αの値が1．O x1O．4～1．Ox1O－1
        ｛二1

の範囲では一5≦”≦15を考えれば打切り誤差を1O－3以下にしうることを意味する。このよ

うに取扱う事象ごとに指数部の大略の見当をつけておけば！（〆）のフーリエ変換の積分範囲

を設定することができる。
                         ∫leつ

 しかし，このようにしてF（μ）を求めたも

のをK（μ）＝r（1＋4μ）で除してG（μ）

を計算すると，高周波領域で発散する（図2－3）。

この理由は，π（f）の測定値の高周波成分の誤

差と数値積分誤差である。

 Gardnerは，このG（μ）の発散を抑制するた

めに，発散しはじめる周波数 μoより高い周波

数成分を除いて逆フーリエ変換を行った。しかし，

この操作によりエラーリップル（副ピーク，波う

ち）が生じる（図2一一4）。

 そこで，このようなエラーリップルを減少させ，

                               0             工
しかも分解能を向上するため本研究では，’つぎの

ようなHamingの窓関数を適用した後，2－1   図2－2 テスト関数1・q（七）一100e仙1±・

                              2．q（t）一10・→伽，3．q（士）一
一1で述べるディジタル・フィルタを作用させた。
                              50－0001±を用いた場合のXに対す
  Z（μ）：O・5＋O・5cos（πμ／μo）：μ＜μo          るf（θ”）値の変化

103

102
1  23

10

1

0   5  10 工
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19（μ）1
9（α）ノα

2x1♂

1．1♂

3000

Q000

P⑪oo

@ o
10 lo’

α

     0

         2   4   6   8  μ

図2＿3 G（、）のパワースペクトルの例。      図2－4 q（七）一100♂1士十10e1o・ol’をテ

     q（t）一1000■1‘十100eイ。“にポア         スト関数に用いてGardnerの原

     ソン雑音を口電したものについて           法通りにAiαiの同定を行うた

     Gardlnerの原法によりG（μ）を求め         場合のエラーリップルの出現

     ると高周波令賊で発散を示す。           （図中・ピークの位置に相当する

                               αをへiの値とし，ピーク値を

                               Ai／αiとして～αiを求める）

     Z（μ）＝O             ：μ≧μ皿

ただし，μoは G（μ）が発散しはじめる周波数で，

      lG（μ）1≦KlG（μo）1， K＝5

を満足する最大のμ値とした。

                            8〕
2－1－1 ディジタル・フィルタを用いた分解能の向上

 （2．7）式のG（μ）の逆フーリエ変換時に，ディジタル・フィルタを作用させてん／α1

の検出能の改善を図った。すなわち，

 a 目的とする周波数は完全に通す

 b これ以外の周波数は出来るだけ通さない

                            7〕
という条件を満たす帯域通過・フィルタん（‘）をLaoossにしたがって，つぎのように作成し

た。

 いま入力をハ，出力を0。とすれば，入出力の間にはフィルタん（ご）を用いて

        〃一1
     0’＝Σん、ム＿、          ・・…・………・・・… （2．I1）

        τ＝o

なる “たたみ込み’’が成立する。

 ここで，条件αは入力∫、がe三”の時，出力0、が同じくe…”であることから，この関係を

                      一7一



上式に代入すると，

         W－1     ・”＝Σん、・｛ψ「）  ・…一・・………（2．12）
         f白0

となる。したがって，両辺をe…ψで除して入れかえると，

    M－1
     Σん、グ｛ψ＝1     ……・…・…・……（2．13）
    f＝O

なる結果が得られる。

 一方，条件6としては 01のパワーを最小にすることを考える。そこで0・のパワー刀（10戸1）

を求めると，

             〃・1
     刀（10戸1）＝亙〔Σ’んτ机＊∫｛一，∫士一。〕

             J．τ＝0
           Mil
          ＝Σん、尻打、．、 ……・・………・…（2・14）
           s、■＝o

となる。．ただしん＊はんの複素共役，γは0・の自己相関関数である。ここで

     亙＝［1，e■叫，e－2…～，…………，e’（旧〕…吻 ］

     ∬＝・・1［ん。，ん。，ん。，…・・…・…，～1コ

十㌧，∴

なるマトリクス表現を用いると式2，13は

     亙H＝1 または 亙＊H＊＝1  …………・・……・（2．15）

式2．14は

     刀（10引）＝∬オ’児∬      ・・・・・・・・・・・・・・・・・・… （2．16）

となる。但し∬＊’は∬＊の転置を意味する。

 したがって，問題は式2．15の条件のもとで式2．16を最大にする∬を求めることになる。

これは条件つき極値問題であるから，ラグランジェの未定乗数法により∬は

     〃一．片1史、       （・．1・）
       刀片1刀＊

となる。このように種々のωoに対する∬を求めてフィルタリンケを行えば効率のよい

g（e一ソ）の検出を行いうる。
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2－1－2 ディジタル・フィルタの効果

 ディジタル・フィルタによる分解能向上の効果をみるため式2．7の逆フーリエ変換時にディ

ジタル・フィルタを併用した場合について，”データであることを想定したテスト関数による

検討を行った。すなわち，時刻‘における計測値の平均値が，つぎのような σ1（亡）であるも

のとして，これにポアソン分布に従う乱数を重畳させた。

     q、（‘）＝1000（’｛十100e■。川

                          9（α）／α

9（也）／α

  x1Oτ

  l0

   5

9（α）／α

  刈♂

10－2 10イ 1o－1   α

lO→  lO→  10－1  α

ql（士）の同定をディジタルフィ

ルタを用いて行った場合とGard・

ne「の原法との比較

（a）：Gardnerの原法

（b）：ディジタルフィルタ適用

10

x105

図2－5

x108

   10－3     10－2－      10』1

図2－6 q2（t）の同定におけるディジタ

    ルフィルタの効果

     （a）：Gardnerの原法

     （b）：ディジタルフィルタ適用

 図2－5はG帥dnerの原法によるものとディジタル・フィルタを用いた場合を比較したもの

であるが，両者の g（α）／αのスペクトルを比較すると，逆フーリエ変換時にディジタル・フ

ィルタを併用した方が明らかにスペクトルが鋭くかつ狭帯域であることがいえる。

 次に，同様にポアソン分布に従うノイズを含むテスト関数

     α。（‘）＝100…川十150…』15土

を与え，α値が互に近似している場合の検討を行った（図2－6）。この場合Gardnerの原法で

は，αが1O■2と2x10’2 の間に1峰性のスペクトルのみが得られ，コンパートメント数は1

個と判定された。これに対して逆フーリエ変換時にディジタル・フィルタを併用すると，2峰惟

のスペクトルが得られ，2個のコンパートメントの抽出が可能であった。

 以上の実験結果より，逆フーリェ変換時のディジタル・フィルタにより分解能の向上が認めら
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れ，Gardnerの原法に比し，優れた精度が得られた。すなわち，9。（‘）式で示される関数のよ

うに，α値の大なるものに対する小なるものの比が10倍程度の場合には，G盆rdnerの原法でも

十分検出可能であるが，σ2（‘）式のテスト関数のように各α値が互に近似している場合には，

逆フーリエ変換時にさらにディジタル・フィルタを併用する必要があると考えられる。したがっ

て，データの精度に応じて分解能を考慮したフィルタを選択するのが望ましい。ただし，ディジ

タル・フィルタを作用させた場合，理論的にはA＝g（α・）／α1が成立するが，フィルタ操作

により g（α1）／α1のスペクトルは強調されるので，実際には線形最小自乗法でA を補正

しなければならない。

2－1－3小括

1）G肛dnerのフーリエ変換法は，分解能の点ですぐれている反面，‘‘emr riPPle”のため，

 ピークの判定が困難なことがある。

2）逆フーリエ変換時に最尤法にもとずくディジタル・フィルタ処理を行うことによりα’の

分解能をさらに向上させることができる。

3）G（μ）の逆フーリエ変換により理論的には，んはA＝g（αi）／伽より求められるが，

 フィルタ操作により A のスペクトルが強調されるので実際上は，線形最小自乗法てん

を補正する必要があ孔

                                 12〕13〕14）1E〕16〕
2－2 A I Cおよび最尤法を用いたコンパートメントシステムの同定

 2－1で述べたフーリエ変換法によって，コンパートメントシステムの次数の推定精度が向上

したが，しかし，小さなピークをどこまで次数と算定するかについては，主観的な判断が必要で

あり，またパラメータの推定精度にはなお問題がある。そこで，同定精度をさらに向．上させるた

め，パラメータlAl｛仏1の推定に最尤法を用いたうえで，次数の決定に赤池氏のAIC l An
          1O）11）
InfOmation CriteriOn〕を適用する方法を提案し，数値例によって本法の推定精度の検討を行っ

た。

 すなわち，システムのある時刻 むにおける計測値ω（カウント数）の期待値 ＜伽〉が

         P
     〈mノ〉＝Σんe刊り    ……・・…・………（2．ユ8）
        一＝1
で表わ1れ，その時刻におけるガウン／数の分布が｛ギに従1場合を想定した解析を

行った。
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2－2－1 最尤法によるパラメータの推定

 ここでは，コンパートメントの次数ρがあらかじめ判明しているものとして論議を進める。い

ま便宜上式2．18において ｛A，A2，…．ん1を 1θ1！θ2，……，θ。1，1α1，α2，……

・・α・1を 1紅1・叫2，……，θ2・1とおき・未知のパラメータ θ・・……θ2・を含むシステ

ムにおいて m1，m。，……，m．なる伽個の観測が独立に行われたものとする。

 すでに述べたように，観測値がポアソン分布にしたがう場合，ある時刻 ～における観測値

が m∫である確率は

     。（、ゴ：θ、θ、1．．．．．θ、、）、、刈／吐．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．（。．1。）

                    伽！

である。したがって観測ベクトル （m1，伽，…・・・…、m、）に対する尤度関数Lは

     L：∬ρ（m∫：θ1θ。………θ。。）
      j一＝1            皿1  皿2       冊
      一、一・句1＜・・〉〈・・〉 ＜・・〉祠   （。。。）

           m！！伽！………伽！

で与えられる。

 ここで，スターリングの公式を用いると，式2．20は

     一馬＝Σ1（＜・・〉一・｛／・・／＋・｛・1一・・ド別・（2舳）1
         戸1

                              ・（2．21）

と変形できる。

 そこで，式2．21の一町工を最小にするようなlA，α一を求める非線形最適化問題を

解けばよいことになる。このために，本研究では評価関数を直接最小にしていくため極小値の判

断が必要でないこと，データに応じて初期値を変化させなくても収束することなどの理由により

                 9〕直接探索法σ）一一種であるNelder・Meadのシンプレックス法を用いた。

22－2－2
                     10〕11〕
A ICによるコンパートメントの数（次数）の推定’

 すでに述べたように，AICは赤池氏によって導出されたものであり，現実に観測されるデータ

を用いて統計的モデルの悪さを評価する情報量基準である。確率変数をx．その密度関数！（κ／θ），

                     加Xの独立な観測値”。………肌，尤度’（θ）＝∬∫（π．’／θ）を最大にするパラメータθの推定
                     戸1

値を θとするとき

     AIC（ん）＝一22＾∫（肌／比θ）十2ん …………・・・・・・… （2．22）

            戸1

                    －l1一



で定義される。但し θはパラメータベクトル，κは次数，θ は｛θ1……θ吐0……o l

である。

 そこで，AICが小さいものが良いモデルと判断されるが，比較するモデル間で著しい差があ

るときは，右辺第1項が作用して次数加推定され，モデル間に大差がないときは，第2項が作用

して次数が少い方が良いと判断される。

 さて，すでに述べたようにラジオアイソトープトレーサを用いた動態曲線は，分布形があらか

じめ判っているので，尤度関数は式2．20（2，21）式のように表わされ，これを最大にするよう

な最大尤度L皿，。を求めれば，コンパートメントシステムの次数推定にAICが適用できる。

 この際，パラメータ1θ1θ2………θ2・1がlA・…・…・・ん，α1………α・｝に対応しているの

で，コンパートメントの次数をρとして

     AIC（2ρ）＝一2ハ（ム。“）斗4ρ ………………… （2．23）

を最小にするρを求めれば良いことになる。

22－2－3 数値実験結果および考表

（α）サンプル数および指数項の数を変化させた場合の次数およびパラメータの推定精度

 コンパートメントアナリシスは，推定パラメータの分数が大きくなること，および解析結果と

生体系との対応づけが困難であることなどの理由により，通常3コンパートメントシステムまで

で解析が行われる。

 そこで，1個から3個までのコンパートメントシステムにおける動態曲線，すなわち指数関数

が1，2，3頃よりなるテスト関数

     V、（‘）＝100e■o”

     V2（ε）＝1OO e－o・0H＋200e－o・05土

     V3（ε）＝100e’o’0H＋200e－o’05士十300e－o－2±

にポアソン雑音を重畳して，サンプリング間隔を1，O，サンプリング数50，100，200 として

AIC値およびパラメータ｛λ1ん…・一・α1α2・……一｝を推定した（表2－1）。

 その結果，肌（‘）に関するAICは，いずれのサンプル数でも次数が1のところに最小値があ

り，正しい次数を推定し得た。

 指数項が2個よりなるテスト関数 V2（t）の場合にも，AICの値はいずれの場合にも2次の

ところで最小となった。

 3個の指数項よりなるテスト関数 晩（‘）では，サンプル数を50とするとAICの最小値が

2個となり，次数を1つ低く推定した。サンプル数を1OO，200とすると正しい次数が推定され

た。

 つぎにサンプル数と推定されたパラメータの精度の関係を，次数が正しく推定されなかったサ
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表2－1

 ｛1／2＾工C値】
指数関数の数およびサンプル数を変化させた場合の次数およびパラメータの

推定結果（アンダーラインはAICが最’』、値を示す次数サンプリング間帰

1．0）

ンプル数50のV3（‘）を除いて検討した。

 まずv1（‘）では，いずれのサンプル数でもパラメータの推定精度は比較的高く，この傾向は

2コンパートメントシステムであるV2（‘）でもほぼ同様であった。これに対してV3（‘）では，

サンプル数100でも次数は正しく推定されているもののパラメータの推定精度は悪く，サンプル

数を200にすることによって比較的高い推定精度が得られた。

（ろ）指数部がたがいに接近している場合の次数およびパラメータの推定精度

 指数部が接近している場合の次数およびパラメータの推定は，コンパートメントアナリシスに

おける最も困難な課題であり，逆に指数部が接近している場合の推定精度が良ければ優れた同定

法であるということができる。

 そこで，2コンパートメントを例にとって，指数部のたがいに接近したテスト関数を用いて，

次のような実験を行った。

   T－1：肌（‘）＝1OOθ一0・o“斗200θI町015｛ で，サンプル数を200，サンプリング間隔

      τを1．O，5．0とした場合

   下一2：V。（一）＝100θ一〇・05｛十200e－o・1± で，サンプリング間隔1．O，サンプル数

      を50，100，200とした場合

   下一3：眺（‘）＝1OOθ一〇・05’斗200e1o・075土 を用いて，サンプリング間隔1，0，サン

      プル数を50，100，200とした場合
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表2－2 指数部がたカ｛いに接近した場合の次数およびパラメータの推定結果（y4（t）

    ではサンプル数20αγ5（七），y拮（七）ではサンプリング聞帰1」〕）

 すなわち，T－1ではサンプル数を一定にして，サンプリング間隔を変え，T－2，T－3で

は，サンプリング間隔を一定にして，サンプル数を変化させた（表2－2）。

 T－1の結果は，τ＝1．Oの場合には，次数が1と低く判断され，τ＝5．0 とすることによっ

て，正しい次数が推定された。

 T－2の場合には，いずれのサンプル数でも正しい次数が推定された。

 T－3では肌＝50の場合に誤った判断がされた。

 つぎにパラメータの推定精度は，T－1ではτ＝5．0，T－2ではm＝200，T－3では

m＝1100の場合が比較的高かったが，指数関数がたがいに接近していない場合に比して一般に精

度は悪い。

 これらの実験により，本法はコンパートメントアナリシスにおける次数の推定に優れていると

考えられるが，指数部がたがいに接近している場合には，特にサンプル数，サンプリング間隔な

どのサンプリング条件に充分に注意する必要性が窺われた。

 以上，コンパートメントアナリシスの同定問題に最尤法とAIC を用いる万法を提案し本法の

妥当性について検討した。すでに述べたようにコンパートメントアナリシスに於て最も問題にな

るのは次数の推定である。次数の推定法としてこれまで行われてきた方法は，フーリエ変換法と

代数的な方法に大別されるが，このうちフーリエ変換法については2－1で詳しく検討した。

 一方，代数的な方法は，等間隔時系列観測データql q2………q馬が与えられた時，ハンケル
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行列

       9π   9証1      q皿十卜1

       q冊十1 σπ十2．  q由
H（8，m）＝

について，m＝1，2，……… のそれぞれについて8＝1，2，…・・・…におけるH（8，m）の行

列式を計算し，この行列がOになる最小の8を次数ρとするものである。これは理論的には正し

いが，実際上はql q2………σ、に誤差が含まれるので∬（8，m）の行列式が 0になるような

Sは存在しない。したがってde”（8，m）＝Oを判断する主観的な規準を導入する必要があ

る。

 本研究では，このような主観的な規準を用いることなく次数判定が可能なAIC を適用したが，

種々のテスト関数を用いた数値実験によると，本法によるコンパートメントシステムの次数の推

定精度はきわめて良く，T－3のように指数部がたがいに近い場合にもサンプリング条件を適当

に選へば，正しい次数が推定された。このような次数の推定精度の向上は，従来のものに比して

本法の優れた特質と考えることができる。

 つぎに，パラメータの推定法として，観測データがポアソン分布に従う場合に最尤法を適用し

                    4〕
たが，このようなアプローチはすでにSandorによって報告されている。S㎝dorらは2．18式

より求められる対数尤度の極値を求めるための非線形最適化法としてNewton Raphson法を用

いた。しかし，この方法は彼等も指摘しているように初期値をパラメータの真値に近く設定する

必要があること，場合によっては解の収束がみられないことがあるとされてい孔

 そこで筆者らは，非線形最適化法としてNelder－Meadのシンプレックス法を用いて解を求め

                                  17）
たが，初期値を固定しておいても，いずれの数値例でも解が収束した。Davisもいくつかのシス

テムでF1echer－Powe11，FIecher・Reeve，Nelder－Mead法の比較検討を行い，パラメータが少

い場合，シンプレックス法が最も効率が高いことを証明している。しかし，いずれの非線形最適

化法にも当てはまることであるが，解が局所解に収束することがあるので，Davisの主張のよう

に誤差分散に注意して，これが大きい場合には初期値を変えて実験を繰り返す必要がある。

 つぎに，本法の具体的な臨床応用の可能性を検討するため，ヒトに10mCiの133Xeを経口

的に吸入させて平衡状態に達したことを確めた後，肺から洗い出しを行って各肺野における133X

のカウントを経時的に計測した。そこで，このデータについて本法を適用してコンパートメント

アナリシスを行った。ただしτ＝1．0，伽＝50とした。解析の結果，各肺野の133Xe洗い出しの

機能的な分布相（指数関数の数）は2～3個と判断され，これまで臨床分野で経験的に解析され

ている分布相の数と一致した（表2－3）。

 以上の結果より本法は，コンパートメントアナリシスの次数と指数関数の推定の両面に優れた

方法であり，今後ラジオアイソトープ・トレーサカイネテイクスの解析に広く応用されることが
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次 数

肺野
1 2 3 4 指数関数の推定値
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   一1／2胆C値，
妻2－3 肺のXθ洗い出し曲線のコンパートメントアナリシス

期待される。

2－2－4小括

1）AICによるコンパートメント数（次数）の推定精度は高く，指数部がたがいに接近した場

合でもサンプル数を大きくすれば満足のいく結果が得られる。

2）本法による指数関数のパラメータ推定精度は，指数部がたがいにきわめて接近している場合

 を除き良好であり，従来の方法に比して推定精度が高い。
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     第三章 コンパートメントアナリシスにおける

          観測値のサンプリング条件

 二章で述べた同定実験結果より，観測値のサンプリング条件が同定精度に大きく影響すること

がわかった。

 そこで本章では，観測値に含まれる雑音がポアソン分布に従う場合について，あらかじめトレ

ーサ動態曲線が表す指数関数が与えられていることを想定して，サンプリング間隔，サンプル数，

指数関数の項数およびパラメータlA l，1αリの変化がlA｝，1α‘1の分散に与える影響につ

いて，Fisherの情報量およびCramεr・Raoの不等式を用いて，数値例によって解析した結果に

ついて述べる。

 又，ある時刻～において計測される”のカウント数は，サンプリング間隔 わ一‘戸1にお

けるカウント数が積分されて出力されるので，カウント数自体もサンプリング間隔に依存するが，

本論文では，このような条件のほかカウント数がサンプリング間隔に依存しない場合についても

併わせ検討する。

 すなわち，カウント数の期待値が次のように表現される2つのモデル；

（1）モデルA

    カウント数がサンプリング間隔に依存せず，カウント数の期待値 〈〃〉が

           P
       ＜～〉＝2Aグ”  である場合
           一＝1

（2）モデルB

    カウント数がサンプリング間隔に依存し

       ／・、／一∫リA・一州である場合

           炉｛＝O

を想定して数値実験による解析を行う。

3－1 Cramεr－Raoの不等式によるパラメータの分散の有効不偏推定

 2－2と同様に，未知のパラメータ θ、，θ2，・一…・，θ2。を含むシステムにおいて，％1，伽，

  ・，伽なるm個の独立な観測が行われたものとする。いまゴ番目の観測値が ω である

確率がP（伽：θ、，…・…・・伽）で与えられるものとすると，観測ベクトル（m1，・…・・…，伽）

に対する尤度関数Lは次式のように表される。

     L＝∬P（mゴ1θ1，θ2，・・・・・・… ， θ2P）   ・・・・・・・・・・・・・・・・・・… （3．1 ）

       戸1
       10〕
 そこで，Fisherによって定義された情報量を導入すると，情報行列∫の〃成分ル は次式

で与えられる。
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     ∂      ∂
ルー万1菰凸（川・π（1川

       ∂2
 ・一亙1∂θ凸∂θ、（川1 ・（3．2）

 但し，刀｛・｝は期待値を表す。

      19〕
 Cramξr・Raoの不等式は，パラメータが多変数の場合にも成立するので，θ。，…………，θ。。

のある不偏推定量育1，………育，、に関する分散共分散行列をγとすると γ一「1は常に非負

定1non・negativedefinite）である。すなわち，この意味で常にγは∫一1より大きい。従って，

情報行列∫の逆行列∫一1はθ、，・一・…，θ〃の分散其分散行列の有効不偏推定量と考えることが

でき，∫．1の対角成分がθ、，一・…・，θ2、の分散の有効不偏推定量となる。

3－2
                         20〕21〕22〕 23〕 24〕

観測値がポアソン分布に従う場合のFisherの情報行列

 観測値がポアソン分布に従っている場合には，ある時刻 む における観測値が伽 である

確率は，その時刻における観測値の期待値を ＜～〉とすれば，

     。（、、，θ、，θ，， ，θ、、）＝、一句／／・・／り   （。。）

                        〃！

である。従って観測ベクトル（m1，m2，・……・・，肌）に対する尤度関数万は，

     五・＝∬P（mj ；θ1，θ2，・・・・・・… ， θ2P）

       戸1

        胴      π1   皿2        π        一2＜巧〉＜ml〉＜m2〉…一・・＜m。〉π
      ＝e∫＝1                           （3．4）
            ml！帆2！……m1！

で与えられる。

 式3．4の対数をとると，

     Lム：Σ（＜～〉一肌パ．〈〃〉十！冊～！）  ………・・・・・……・…（3．5）

となるので，式3．2で定義される情報行列∫の”成分 ∫〕は次のようになる。

            伊     五・一リ1∂θ、∂θ、（川／

           ∂2      ・亙1∂θ凸∂θ、（万／・・／一Σ舳／・l／／

      一貞（右∂6者〉・∂lll〉）   ・（…）
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3－3 モデルム・BにおけるFlsherの情報行列とパラメータの分散の有効
   不偏推定量20〕

モデルA

 モデルAでは，カウント数がサンプリング間隔に依存せず，時刻わにおけるカウント数の期

待値＜％J〉が

         P
     ＜〃〉＝Σんθ1的     ・・・・・・・・・・……・・…（3．7）

        ｛＝1

で与えられている。従って，∂〈刎）／∂α｛及び ∂＜ω〉／∂Aはそれぞれ次のようになる。

     ∂〈m・〉＝＿λ、彦、、1巧

     ∂伽

                           ・（3．8）
     ∂＜～〉
        ＝eI吻
     ∂A

 ここで，サンプリング間隔をτ（実数）とすれば，

     士j＝（ゴー1）τ  （ゴ＝1，2，・・……・，〃一）

となる。又，既に述べたようにパラメータ｛θ｛｝は，以下のように定義されるものとする。

     1…1∴＝：：1、、、

 そこで，Fisherの情報マトリクス∫を

        ρ ．刃

                1ρ
     ∫＝
                1ρ

なるブロックに分け，各ブロックの”成分を式3．6，3．8を用いて求めると，次のようになる。

          碗   1     ”川＝フξ｛〈伽〉んん｛切〕（川X（・一’）2川

             1
     ”22〕＝貞｛〈刎〉・一（州（j一’）τ1    ・・（3・9）

     〃’2〕・〃川・貞1ま〉んグ舳川・（・一・）11

 従って，式3．9によって求めた∫の逆行列∫．1を求めれば，その対角成分に（α、，…・・，α、，

A・，一・・…，ん）の分散の有効不偏推定量が得られる。

上19一



モデル8

 モデルBにおいては，カウント数はサンプ11シグ間隔（t）に依存し，時刻む｛＝（ゴ＝1）τ

におけるカウント数の期待値く刎〉は次式で与えられている。

     〈・、〉・ソリAグ皿11〃

         り一い＝1
          p A
        ＝Σ一（〆L1）パ州  …………………（3．10）
         ｛三Iα‘

従って，∂〈伽〉／∂α1，及ぴ∂〈伽〉／∂ん はそれぞれ次のようになる。

     ∂＜吻〉   グψxゴ  1
     ∂α、・ α、〔τ（・｝㌧・）・τ1ゴ（・～㌧・）一1巧τ1〕ん

     ∂＜伽〉   1        。，
         ＝一一・パ州 ・（e1－1）・…一一（3．11）
      ∂A    α｛

 そこで，モデルAの場合と同様にFisherの情報行列をブロックに分けて，それぞれのブロッ

クの ”成分を求めると次のような結果が得られる。

     腕   1   ゲ（叫h〃f
”川＝蛛o／。，／’舳’γ川｝

     刷   1   e一（”h4）介

”川＝ Aξ｛〈、ゴ〉・α凸、、・（・Ψ’・）（・ザ・）1

           ㎜  一1   e一（o止十回’）戸

”12）＝”川＝ tξ｛／。、／’舳’（炸・）’1り1

但し，

    1
γり・〔7（”一・）・τ1ゴ（〃一・）イド1〕ん

 従って，モデルAと同様に式3．12を用いてr一・を求めれば，各パラメータの分散の有効不偏

推定量がrlの対角成分で与えられる。

                20〕
3－4 数値実験結果および考察

  3－4－1 サンプル数およびサンプリング聞胴が各パラメータの分散に与える影響

 2コンパートメントシステムにおける動態曲線，すなわち指数関数が2項からなるテスト関数

（T－1）

    A6一蜆・｛十んパ・㌧20e一。側十50（2｛
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を用いて，モデルA，BにおけるパラメータA，ん，α1，α2の分散を求めた。

 まず，サンプル数を50，100，200，500．1000 と変化させた場合の，サンプリング間隔と各パ

ラメータの分散の関係を両対数表示（以下，γ一τ曲線）（図3－1）すると，モデルA，B共

に下に凸なるパターンが得られ，それぞれのサンプル数に対してサンプリング間隔の最適値が存

在することがうかがわれた。これらのサンプリング間隔の最適値はサンプル数の増加と共に小さ

                   25）くなる。このような最適値の存在はBergnerらによって既に指摘されているが，その理由とし

lo

lo・3

鎧10■’

1o．5

200－o・05‘斗50o■o・一I
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 ’50        ⑰
100

200

    『
    、50．1、

、＼、。。坪

1拙  、 、

小ン

ゾ
1話。

〆I

一L一■’一一■」■’」■

O．5 1     5 10
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W尖  ／、     、     ’

、     4
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   、！

  ／
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10－2

1o一，

点10イ
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ω ルー皿。叫50ゼ。・別

       モデルB

50020NOO豹  吻
1ooo

   r 『
     、50
  、 、lOO、

＼㍗＼＼
 ＼ ＼㌧＼ 側
1献㌧一ふ虹壮』

o．1

o．1

Al ～

、02

10

『

、

、200

k
 、、

44
103

10；

0．5 1    5 10
サンプリング間隔

 （b－1）

 20o」o・o帥十50‘一〇・2‘

   モデルB
一 、
、 、 『
、200、  、

  、loo㌧、
、 』 1引
、  、  、

  、    、

500
、 4

…7
 〆
ノ
1000

1σ

 1OOO、     、

、＼碧＼抽出ノノ・
looo

．1

図3－1

α5・1  510           0・51  5
サソブリング間隔                  サンプリング間隔

  （。一2）             （b－2）

モデルA（a－1，a－2）およびモデルB（b－1，b－2）におけるサ

ンプリング間隔とパラメータ分散の関係（図中，数字50，100，200，500．1000

はサンプル数を表す）

10
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てサンプル数を一定にしてサンプリング間隔を小さくすることは，動態曲線の初期スロープのみ

を利用することであり，逆にサンプリング間隔を大きくすれば，曲線の特性が失われているため，

いずれの場合も分散が増大すると考えられる。

 モデルA，Bについてγ一τ曲線を比較すると，モデルAではサンプル数によらず最小分散

（γ聰i。）付近の曲線は急しゅんであり，容易にγ阯。を指摘し得る。一方，モデルBでは，最適サ

ンプリング間隔付近のγ一τ曲線は緩徐で，比較的広い範囲でKi。に近い分散を示すサンプリン

グ間隔が存在し，この傾向はサンプル数の増加と共に著しくなる。このようにモデルBにおいて

凡。付近のγ一τ曲線が緩徐である理由としては，サンプリング間隔を小さくすれぱカウント数

の減少をきたし，逆にサンプリング間隔を大きくすればカウント数が増加するという一長一短の

効果があると解釈される。

 従って，核医学データのようにモデルBに相

当するシステムにおいては，ある程度のサンプ    仰 α2  20ゴ“馴十50ε舳  ＾F＾’

                       lo■2               10
ル数が得られる場合には，サンプリング間隔の           モデル8
                             サンプリング間隔＝1－o
選択はそれほど厳密に行う必要がないと考えら
                           、                02
                           ，

ll∴幾：ll㌶1義が＼ト＿ノ
を設定する必要がある。                   、、       A1

 次に，同じテスト関数を使用して，サンプリ  虫 1σ・・              lo

シグ間隔を一定（亡＝1．O）にした上で，サン

プル数を増加させる実験を行った。モデルA，                 α1

Bともにサンプル数の増加に対する各パラメー    1O一・
                             lO0        200        300

タの分散の減少傾向は，サンプル数が約100ま         サンプル数

で顕著であるが，サンプル数が200以上で両モ  図3－2 サンプリング間隔を・定（1・0）にして

                          サンブル数を変化させた場合のパラメ
デル共にほぼプラトーに達した（図3－2）。
                          一夕分散の推定量（モデルB）
 すなわち，あらかじめサンプリング間隔が指

定されている場合には，一定値以上サンプル数を増加させても分散減少の効果は少ないと考えら

れる。

 そこで，（サンプル数ノx（サンプリング間隔）＝100，すなわち，最終サンプリングまでの

時間を一定にしてサンプリング間隔を種々変化させた場合のγ一τ曲線を求めた。モデルAの

γ一τ曲線はサンプリング間隔を小さくすると分散は直線的に減少するのに対し，モデルBでは

サンプリング間隔によらず分散はほほ一定値を示した。すなわち，モデルAはカウント数がサン

プリング間隔に依存しないで，サンプル数の増加は分散の減少に通じるが，モデルBでは，サン

プリング間隔の短縮がカウント数の減少をもたらすため，両者の効果が相殺されてγ一τ曲線が

ほぼ一定値を示したものと解釈される（図3■3）。

                   一22一



o1 吻 20ゼ。・05’十50。■o・2’＾1A2

1o■2一
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     冊空100 ！
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       ／
     ／

   ／
lo－3 1

1o一’

1o’

103

    ol
  ＾・7
  。’’
  汽、 lo雪

〃
  ク

グ

10’2 1o：

 一・

cAル B

㎜τ＝1oo α2

lo－3 lo；

＾2

．．．・““．’“’‘’
’

＾1

lo一’ 10

σ1

‘｛朴↓“伽｛ノ

iO－5
n．5 1 F

。、。，20・舳十50ε一肌別・1・・

            103

102

       ！’      g           α51  5
   10一。                   サンプリング間隔
      O15  1      5
                       200 100      20
        サンプリング間隔
                       サンプル数      200   100          20

        サンプル数        （b）

          （a〕

図3－3 繕観測時間が一定（mト100）のモデルA，モデルBにおけるパラメータ分散

    とサンプリング間胴の関係

3－4－2 パラメータの値が各パラメータの分散に与える影響

 これまでの実験はいずれも同一のテスト関数（T－1）を使用したが，ここでは2コンパート

メントシステムの指数関数のパラメータ組（ん，ん），（α1，α2）のうち片方のλ1，α2

をそれぞれ表3－2のように変化させた場合のγ一τ曲線よりK‘。と最適サンプリング間隔を求

めT－1の結果と比較した。

 まず，A1の値を小さくすると（T－2），各パラメータのK1。はモデルA，B共にλ2，α2

では減少しα1のKi。 の値は増加した。逆に，んの値を大きくすると（T－3），両モデル

共ん，α2のKi。の増加，α1の兀1山の減少をみた。次にα2の値を小さくすると（T－4），

ん，ん，α1のK‘。はいずれも増加した。 なお予期されるように，いずれのテスト関数にお

いても変化させたパラメータ自体の分散はパラメータの値の変化に応じて増減した。

 又，KI。に対応するサンプリング間隔は，んの値の変化に。あまり依存せず，α、の値の変化

に影響されることがうかがわれた（表3－1）。
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T－1         モデルA           モデルB
パラメータ値 r皿ill 最適サンプリング間隔 7冊i皿 最適サンプリング間隔

｛  20 27．4 1．o 21．2 2．2

4  50 40．O O18 45．2 1．8

α1  0・05
     ・…
R．15X10 1．2 2．17×10－5 2．4

α。  0．2
     一，P．67×10 0．7      ’3P．86×．10 1．8

r－2
4   4 7．l1 1．1 5．29 2．4

4  50 16月 O．6 26．4 1．6

α、  O－05
     一’P．83×10 1．2      一’P．23X10 2．4

α，  O－2
     ’‘U．84X10 O．7      ■’V．50×10 1．8

T－3

ぺ  100 121．3 1．o 96．2 2．2

4  50 1502 O．8 137．7 2．O

d，  O．05
     一百T．88×10 1．2      ■oS．11×10 2．4

α，  O－2      一3T．79×10 O．7      一3U．58×10 1．8

T＿■

r－2

r－4
∠

■

α

d

20

50

0，05

0．1

636

556

   ・’2．23×10

   －31．11×10

1．5

115

1，6

1．4

365

307

   一’1．22×1O

   ’’7．19×10

2．8

2．8

2．8

2．6

表3－1 各テスト関数におけるVmin（分散の最’」、値）および最遣一サンプリング間隔

3－4－3 指数項の数が各パラメータの分散に与える影響

 指数項の数が変化した場合の分散とサンプリング間隔の関係を解析するために，

  （・） q。（f）：20e一市’

  （b）  q2（‘）＝20e－0105｛斗50e－o．2±

  （c）   q3（む）＝20e■o．05｛斗50e’0．2± 十30e■oI1｛

  （d） q。（f）＝20e州5±十50グ。・2≠十30パ・1士十5グ。・ol’

なるテスト関数を用いて，サンプル数が1OOの場合について各パラメータの分散を求めた（図3

－4）。パラメータの分散を比較する必要上，これらのテスト関数のうち多数項は，少数項の指

数関数を含むように設定した。

 上記のテスト関数を用いてγ一τ曲線を求め，各テスト関数のうちそれぞれ共通する項のパラ

メータのKi。を比較すると，モデルA，B共に指数項の増加に伴い大きくなり，この傾向は最大

の指数項を有する q4（士）の場合に特に著しい。すなわち，4コンパートメントシステムを解

析する場合には，サンプル数100程度ではサンプリング間隔によらず，各パラメータの推定値の

信頼性が低いと考えられる。

 Ki。に対応するサンプリング間隔は，Kj皿同様指数項の増加と其に右方へ移動，すなわちサン

プリング間隔の延長をみる。
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 又，一般的に近接した

指数部を有する項が加わ

った場合には，その項に

対応する付加項に近接し

た指数項の係数の分散が  鎧

ほかの項の係数の分散に

比してかなり大きな値と  φ

なる。

 従って，コンパートメ

ント数が多い場合，なら

びに指数部の値が互いに

近接している場合には，

モデルAではサンプル数

の増加とサンプリング間

隔の短縮を，又，モデル

Bでは，（サンプル数）

X（サンプリング間隔）

の増加を止ることによっ  鎧

て推定値の分散の減少が

期待される。      虫

    加‘■．・・』

          ＾I
．、    叶∠プル数一〇〇 ，

lo    モアル日    10

1o』5

1o一・

m■，

＼
  、4

＾I

．l      o．5  1     ヨ

 サ1／プリング間隔

    ｛o〕
20‘Io帖’十50ゼ’・，．十ヨO．Io・i

olo軌         ＾ ＾，＾！

、サンプル教珊

Aモデル目
『、、、

lo ■

“  芳、 ム ＼  ｝ノ’  ㌧｝・ノ

o5

＾さ

＾コ

『

1，

lo■

11

o’

キ   ～
、、

lo■
、、 o，

、

、、    01

し寸＿“』

10一

n．「！  1      そ

o！

o－          5

＾，＾！

l o

lo’I

lo

lo1’

Φユ。一・

lO一一｛

loIヨ

loI3

1o■’

lo■5

  20。一〇・・51＋50。．・・1．

蜆             ～

  サンプル数・loo

ノ

『      ＾1

、

へ

＼＿ユ、

   o．5  1       5

  サンプリング間隔

     1日：

20。一〇咄十50。一”‘十30，川．H＋5。一〇・o“

＾，

lo，

lo，

l o

則吻軸    ＾。＾1～＾・
lo サンプル数・loo

j  ●
盾撃

モデル日

にノ
＾，

、、    ’帥
、

』一
○壬10；

『   ’軸   ’

’

   ＾1、 ／｝

『

、

1
、

lo 一

、、 ，

A、、 、
o］o’

、 、
、 、
、 、
、 、
、 、
_、～ 、

@㌣町
、

ユ。⊥
、軌

o

＾’＾3～＾，

 サ：／プリング間隔            サンプリング間隔

    い1                       ω

図3－4 指数項の数が各パラメータ分散の推定量に与える影響

13〕

3－4－4 サンプリング条件を量通化した場合の次数ならびにパラメータの推定積度

 以上の実験でモデルA，Bともに与えられたサンプル数に対して，パラメータん，α’の分

散を最小にする最適サンプリング間隔が存在していることが証明された。そこで，つぎにサンプ

リンケ条件を最適化することによってコンパートメントアナリシスの同定精度がどのように改善

されるかにっいて数値実験によって検討を加える。

 与えられたサンプル数に対して，パラメータ｛θ。θ2…θ2戸｝≡｛λ1…んα、…α戸｝の分散

                    一25一



を最小にするサンプリング間隔をそれぞれ且τ1τ2…τ2。｝ と定義する。これまでの実験で，

τ。τ。… τ”はたがいに接近していることが判っているので，全体としてみた場合最適サンプ

リング間隔としてτ。τ。…τ2。の中央値や平均値を採用しても支障はないと考えられ．る。本研

究では，｛θ1θパ・・θ2戸｝に対する分散を｛σ言σ姜…σ葦、｝としたとき，分散をパラメータ値

で基準化した統計量

       σ｛   育、
      万・亙1（万一1）21

     2pσ…
を導入し、ξ1万を最も小さくするサンプリング間隔を求めて・それを全体としてみた場合の

最適サンプリング間隔として用いた。

 このような最適サンプリング間隔をモデルAについて計算して，2－2で述べたA1Cおよび

最尤法を用いる方法によって同定実験を行った。すなわちテスト関数として2－2で用いた

     V1（f）：100e■川’

     V。（‘）＝1OOe－o・o’’十200e一町05’

     晩（‘）＝1OOグ。・01｛十200e－o側十300－2‘

と，指数部がたがいに接近している例として2－2のT－2，T－3と同一の関数

     V5（‘）＝100e■叫。5’ 斗200e’o・1｛

     V。（t）＝100グ舳5’斗200ε｝剛

によって検討を加えた。

 まず，V1（t），挑（f），V3（，），眺（f）

についてサンプル数50，1OO，200 に対す

る最適サンプリング間隔を求めると表3－2

の結果が得られた。これらのサンプリング条

件によって数値実験を行った結果，V1（‘），

脆（f）では2－2で得た結果とほば同様で

あった。すなわち，V1（‘），晩（ε）に関し

てはサンプリング条件を最適化しなくても稚

サンプル数 50 100 200
1テスト関数

y1㈹ 6．0 3．0 1．5

y2旧 8．0 4．0 2．0

y3㈹ 5．0 2．5 1．2

y5旧 3．0 1．5 0．8

表3－2 各サンプル数に対応する愚連サンプリ

    シグ間帰

定精度は満足のいくものであり，サンプリング条件を最適化することによってさらに推定精度が

向上することはなかった。

 V3（‘）の場合は（表3－3），2－2－3ではサンプル数mが50の時，次数が2と低く推定

されたのに対して，サンプリング条件を最適化することによっていずれのサンプル数においても

正しい次数を推定し得た。またm：100の場合のパラメータ推定精度もサンプリング条件の最適

化によって著しく改善した。しかし伽＝50の場合のパラメータ推定精度はなお十分でなく，こ

の場合精度向上のためにはサンプル数の増加が不可欠であることが示唆された。
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     一0．01t    ．0．05t     ・0．2t
y －t〕，100e     ・．・200e     ＋300e

サ㌢〃硬

m＝50’ 一15・0

㎜，100’ 1＝■2・5

】藺，200’ t■1．2

1    2    3    4

438．2

772．1

1439．8

165．6

325．8

643．2

159．8   166．8

317・7   319・7

629．4   638．8

指数関数の推定値

71；0・007t．197。’0・036t．346。一0・188t

  ・0．01セ    一0．0551＝    一0，235t
106e      ＋232e      ＋291e

  ・0．01t     ・0・055t     ・0，203t
108e      ・．・224e       ・1・291e

       ■0．05セ   ・0．1t? ｛セ，，100e      ・．・200e

サンプリング間 1    2    3    4 指数関数の推定値
サンプル

㎜150。τ13．0 91・0   2ユ’二Z   89・7   91・7
  ・0．39セ    一0，005t796   ＋253e

㎜≡100，1＝斗．5 211・6   幽   198・6   200・6
   ・O．099t      －0，048t224e    ＋89．6e

旧200．1＝，0．8 357・9   幽   345・9   347・9
   一0・058t    －0・135t187e    ＋127e

      ｛1／2胆C値〕

表3－3 サンプリング条件を最徳化した場合の次数およびパラメータの推定結果

 つぎに，指数部が互いに近い V5（‘）の場合の最適サンプリング間隔はサンプル数50，1OO，

200に対してそれぞれ3・O，1．5，0・8であったが，これらの値を用いた推定結果は（表3－3），

いずれも正しい次数が推定され，かつパラメータの推定精度は肌＝50，100 ともに向上し，特

に 伽＝1OOの場合には

     く     V。（‘）＝224e州99±十89．6グ川“

と指数部が互いに近いにもかかわらず良好な推定精度を得た。m＝200の場合は 2’2－3の

サンプリンケ間隔が1．Oで最適サンプリング間隔に近いため結果の差異はほとんどみられなか

った。

 V6（‘）の伽：200に対する最適サンプリング間隔は一＝1・Oであるので，すでに最適サンプ

リング間隔での実験が2－2－3で行われていることになる。この場合，指数部が互いに近いの

で，次数の推定には成功しているもののパラメータの推定精度はなお十分ではなかった。このこ

とは，指数部の比が1．5程度の場合，サンプリング条件を最適化することによって次数の推定は

成功するが，その際パラメータの推定結果の信頼性はあまり高くないことを示しているものと考

えられる。

3－4－5
                21〕22〕
臨床例における最遣サンプリング条件

 すでに指摘したようにコンパートメントアナリシスの同定において実験精度を上げるためには，

（サンプル数xサンプリング間隔）を大きくすることが重要な要因である。

 そこで，具体的な臨床応用の1例として脳における133Xe洗い出し曲線について最適サンプリ

ング条件を求める実験を行った（図3－5）。この場合，基準になる関数は，疾病例を含む10個

の関数の平均を求めて

                    一2フー



    Aパ・’十んパが到50（oo“十480e■叩3±

として各パラメータの分散を求めた。また，図申

縦軸の各パラメータの分散は基準化している。こ

の結果より，テスト関数で検討したように各サン

プル数に対する最適サンプリング間隔が存在して

いることが削る。さらにサンプリング条件として

25分問測定を行えば，分散の最小値に近い精度

で推定値が得られることがグラフより読み取れる。

 また，ihitial s1ope法による脳血流測定を行

う場合は第1項の指数関数のみに注目することに

なるので，

   ノ』e－o1‘＝950e－o．oo“

を用いて同様の検討を行うと，この場合，サンプ

リング条件として3～5分間観測すれば良いこと

が理解できる。

 これらの解析は，臨床的に通常行っている

133Xe洗い出し曲線の解析における計測条件に近

いものであり，経験的に行われている実験条件の

妥当性を理論的に証明するものである。このよう

な最適サンプリング条件の設定の試みは，種々の

臓器におけるRIカイネディックスの実験を行う

上でデータ収集をいかに効率よく行うかという点

からも重要であり，今後各臓器について検討を加

えていく必要があるであろ㍉
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（b）1rlitiol SloP8法

図3－5 脳133Xe洗い出し曲線において，

    サンプル数とサンプリング間開を

    変化させた場合の分散

（1）モデルA，Bのいかんわ間わず，サンプル

 数に対応するサンプリング間隔の最適値が存在し，サンプル数の増加と共に最適サンプリン

 グ間隔は減少する。モデルBはモデルAに比してサンプリング間隔の許容区間が広く，この

 傾向はサンプル数が増加するにつれて顕著になる。

（2）サンプリング間隔を一定にしてサンプル数を増加させると，各パラメータの分散は次第に

 小さくなり，やがて一定値に収束する。

（3）指数関数の個々のパラメータ値の変化は，それ自体の分散のみならず，ほかのパラメータ
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 の分散にも影響を与える。

（4）指数項の数が増加すると各パラメータの分散は大きくなり，特に4コンパートメント以上

 のシステムではこの傾向が著しい。

（5）各パラメータの推定の信頼性を向上させるためには，モデルAではサンプル数の増加およ

 びサンプリング間隔の短縮を，モデルBでは（サンプル数）x（サンプリング間隔）の増加

 を止る必要がある。

（6）サンプリング条件を最適化した上で，AICおよび最尤法による同定実験を行うと同定精

 度の向上が得られる。

（7）脳における133Xe洗い出し曲線について最適サンプリング条件を求めたところ，これまで

 経験的に行われていた計測条件とほぼ一致する結果を得た。
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第四章 コンパートメントアナリシスのシステム

    論的考察

 二章，三章において，コンパートメントシステムの同定問題について述べたが，コンパートメ

ントアナリシスをシステム理論的に表現すると，それはインパルスレスポンス又は伝達関数から

システムの状態方程式を求めるいわゆる実現問題であるといえる。しかし前に述べたように状態

方程式 ”：λ”十ろ仇のパラメータλ＝［αリコは （i〕舳≦O，ω≧O，づ≠5

（ii） 1α〃1≧Σαりという条件を満たさなければならない。したがって，この条件ω，（1i）に対
      ｛≠ゴ

しては十分な考慮が必要である。ユ例としてコンパートメント数について考えてみよう。従来シ

ステム理論の結果では，伝達関数の次数（分母多項式の次数，McMi11an次数）によって最小実現

でき，最小実現は正則変換の範囲で一意的であることが知られている。

 では，こうして述べた最小実現から，適当な正則変換によってシステムマトリクスを先の条件

（1），（ii〕を満たすようにできるだろうか。（条件（i〕，（n〕を満たすためにMcMiHan次数以上の次

元が必要になるかもしれない。）すなわち，最小次元の問題が起る。また，システム理論では，

実現可能な伝達関数はプロパーな有理関数でそのときに限ることは良く知られている。ところが

コンパートメントアナリシスでは，システムマトリクスの制限によって，より狭いクラスの有理

関数になるはずであるが，それはどのように表現できるであろうか。すなわち，伝達関数の実現

可能条件を明確にすることが問題となる。

 そこで本章では，まずコンパートメントシステムの性質について，これまでの知見をまとめ，

ついで医学的に頻用されるマミラリー，カテナリーシステムの実現問題に関する考察を加えた後，

問題をマミラリー，カテナリーシステムよりやや広げた場合について言及し，併せて最小実現に

ついて実例を挙げながら説明する。

                    26〕27〕
4－1 コンパートメントシステムの性質

 以後の議論のために，すでに知られているコンパートメントシステムの性質について簡単に述

べる。まず，ベクトル・マトリクスに対する不等号について定めておく。ベクトル”，〃に対し

て ”≧V とは，対応する各要素問に 肌≧Vい4＝1，2，…mが成立することを意味し，

行列λ，Bについても λ≧3 とは αリ≧ろリ，γリが成立することを表わすものとする。ま

たコンパートメントシステムのクラスをCと表現する。

 さて，コンパートメントシステムでは，その係数マトリクスの非対角成分が非負ということか

ら，次の性質が示される。

         挑）                  ・
［補題 4－1－1コ λ∈C，勿。≧Oなら，犯＝λπ，ω（O）＝πo の解は ”（‘）≧O，
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γ±≧O また，各列の要素の総和が非正ということから，っぎのことがいξろ二

        型〕
［補題4－1－2コ λ∈C，C＝㎜。λ”とすると，任意の固有値 λ＝λ（λ）に対して，

 iλ十Cl≦C

  これは，コンパートメントマトリクスの固有値が，複素平面の左半平面内にあって，原点以

外の虚軸上に存在し得ないことを意味する。

        30〕
［補題4－1－3コ λ∈C かつ分解不能とする。

（i）零固有値が存在するのは，各列において要素の総和がすべて0の時，またその時に限る。

（1i）最大固有値λm収≦O が存在し，それは特性多項式の単根で，対応する固有ベクトルと

  して，〃〉O のものが存在する。 （原点に極があっても高々」位である。）

  ここで分解不能とは，どのような順列マトリクスアに対しても

一・
ｶ∴／

・（4，1）

  と分解されない時を言う。4．1式のように分解できる時は，分解可能という。

   この補題4－1－3から，分解可能なコンパートメントマトリクスを用いて表現できるシ

 ステムは，リアプノフの意味で安定となることは明らかであるが，実は，分解可能であって

  も，一般に，リアプノフ安定は保証される。それは例えば，λが分解可能で4．1式のよう

 に分解できたとする。特にA，んが分解不能であれぱん、≠0 のときは補題4－1－3の（1）

 から 況。λ。［Aコ＜O，見ん［んコくO で最大実固有値λ㎜・［ん］は単根だからリアプ

  ノブ安定となるし，ん1＝Oのときは，A、，んの最大実固有値は非正で，両方ともOでもそ

 れは最小多項式の単根だからリアプノフ安定となる。A，んが分解可能なら，そのおのおの

 に今の分解を施し，これを繰り返し用いることによって，結局λが分解可能であるかどうか

 に関係なく次の性質が成立する。

［補題4－1－4コ λ∈C とすると ”＝λ”のすべての解は，む＞O で有界である。

また，リアプノフ安定と関係した次の結果も有用である。

［補題4－1－5コ λを分解不能で λ∈Cとすると，適当な正の対角行列γがあって

    λγ十γパ＝一Q      ・・一・・・・・・………（4．2）

としたとき，Qは対称準正定となる。但し”はλの転置行列である。

（証明） 補題4－1－3の（1i）から λ砂＝λm取〃，〃〉0なる固有ベクトルが存在する。

  砂＝col［〃ピ・・…似πコとして γ＝diag｛砂1……砂π｝とすると，γe：〃が成立する。

   ここに e＝col［1，1・・・・…，1］よって ［λγ］e＝λm・x砂≦O であるから一Q

  は対称かっ非対角成分は非負であり，一〆Q＝（〆λ）γ十e㌔γ”≦O となって準正定

  となる。
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             31〕
4－2 マミラリーシステム

 マミラリーシステムM一αとは，図4－1の

ように中央のコンパートメントが周囲のコン

パートメントと結合しあうものである。中央

のコンパートメンに1，周囲の、コンパートメ

ントに2，3……mと番号をつけ，入力部位

をん，出力部位を～とすると，その状態方程

式は

 ω＝λ”十進ψ．V＝e伽……（4．3）

と与えられる。但し。，

     亙2       Rπ＿l Rπ

  92            g記9ユり  o2     gい。商  oπ

図4－1 マミラリーシステムと等価なRC回路

λ＝

’α1 C2’’   ’～

6。 一α。   O

b，  O    一α。

仇＝

0

0

1

0

0

←一此     ・（4．4）

で，ω，ポ，いはすべて非負実数で，次の条件を満たす。

     α。≧Σろ・，ω≧C1，づ＝2，3，………m ……一・……・（4・5）
       ｛宮2

式4．4のマトリクスλの形で，制約条件式4．5を満たすマトリクスのクラスを Mα と表し，

特に ろ1，ω＞O，乞＝2………犯 のときは M。十 と表わして以下の論議を行うことに

する。

 λ∈M。十については，4一玉およびこれまでの報告により既につきのことが知られている。

        27〕脳〕   冗
［補題4－2－1コ λ∈〃。十 とする。このとき

 （1）固有値｛λ’｝は実，非正で，その最大固有値は1位である。また，最大固有値が零である

  のは式4．5の不等式の等号がすべて成立するときに限る。

 （Ii〕 ｛α‘｝こがたがいに相異なるものとすると，｛α’｝は ｛λ‘｝を分離する。すなわち
      ｛＿2

  適当に順序づけるとつぎのようにな孔

     O≧λ1＞α。＞λ。〉一・…＞απ＞λ・

  したがって，この場合，

              ∬（8＋膿）
     e1’（Sτ一ノ1）’lel＝一＝              （46）
              伽‘（87一λ）
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は正案児C駆動点インピーダンス関数となる。

 この結果と，λ∈M二 ならD全他9｛1，c2／ら2，………c・／あ冊｝とすればDλD－1＝〃
            1    1
となること，したがって D…λすラ会B とすれば，B＝B’となることを用いてつぎの結果

  が導かれる。

［補題4－2－2コ λ∈M二，かつ ｛ω｝；ニニはたがいに相異なるものとする。そのとき，

 λの固有値を｛λ1｝，五のm行m列を除いた （m－1）x（m－1）マトリクスλ（1……m－1）

 のそれを ｛μi｝とすると，

     O≧λ1〉μ1＞λ2＞………〉μ冗＿1〉λ・  ……………・・・… （4・7）

 したがって

          d・t18∫一λ（1，・一，m－1）l
e二（8∫一λ）一1e。＝
             det（8∫一λ）

・・ i4．8）

は正美児C駆動点インピーダンス関数となる。

      1   ，

（証明） D2AD2：3：”とすると，λ（1…m－1）の固有値，したがって3（1…m

 －1）の固有値は補題4－2－1の（1i〕から相異なる非正の実数である。また3は対称行列で

 もあるカ）ら，8の固有値とB（1…m－1）の固有値は他をたがいに分離して式4．7が成

    32〕 立する。

4－2－1 可制御性，可観測性，最小実現

 線形システム理論では，システムの可制御で可観測な部分が，元のシステムと零状態等価（伝

達関数が相等しい）なもののうちで最小次元のものであることはよく知られている。そこで，こ

の節での主題は，マミラリーシステムの可制御，可観測部分を，適当な基底を選んで表現すると，

やはりマミラリーシステムで表現できることを示すことである。

 まず，可制御性，可観測性の具体的な条件を導くことにする。図4－1のマミラリー構造より

判断すると，う。＝0，ω＝α∫，古≠ゴ（乞，ゴ≠1）となるものがあれぱ，（λ，el）が可

制御でないことは明らかである。実はこの逆も成立することが，実際に可制御マトリクスを計算

して容易に示すことができる。

             冊                 卜1
［補題4－2－3］ λ∈M。，Q・全［e・，ん凸，一…・・，λ舳コとすると，

 ・帥k［仏コ＝ρ（2≦ρ≦m）ぐ⇒
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（i〕κ＝1のとき： ポ＞Oに対応するωのうちで相異なるものはρ一ユ個ある。

（ii〕ん≠1のとき： c凸＞Oでありかつ，ろ・を除いたポ＞0に対応するα1のうちで相異

  なるものがρ一2個ある。

   また，可観測性の場合も全く同様で，上の結果でポ→c｛，c’→ポとすれぱよい。

   この補題の直接的な結果としてつぎの系が得られる。

 〔系コ λ∈M’。十とする。

   （λ，e凸）：可制御ぐ・⇒ （e凸，λ）：可観測ぐ・1⇒

    ん＝1のとき：｛ω｝，づ∈［2…m］は相異なる。

    ん≠1のとさ：｛α｛｝，づ∈［2… m］一｛ん｝は相異なる。

 この系から補題4－2－J，4－2－2の ｛ω｝ に関する性質は，可制御性，可観測性の

条件であったことがわかる。

 そこで，以上の結果を用いて可制御（可観測）分解について考えることにする。まず，可制御

でないときマミラリー構造をした可制御部分が取り出せることを示す。

［補題4－2－4コ λ∈M。，e二（8トA）01e圧≠O であるものとする。

               πol この時・舳［eム，λe此，……，λ e庄］＝ρ（2≦ρ≦m）

 ⇒適当な λ∈Mπ，！，ん∈［1，…，ρコと。〉Oがあって

      ・1（・∫■λ）一1θ1㍉・チ（・∫一λ）・グ・……一………（4・9）

 となり，かつ（λ，e一）は可制御である。
         止
 （証明） ゐ＝1の場合について示す。6‘＝0のものがあれぱ，それに対応するコンパートメ

  ソトは明らかに不可制御であるから，始めからポ＞0，づ＝2，…，m としても一般性は失

  われない。そこで，肌の順序を入れかえて番号をつけかえることによって，｛α’｝二 は
                                      ｛＿2
                             ρ  たがいに相異なり，それ以外のα‘，仁ρ斗1，…，mは｛肌｝ のいずれかと重複するよ
                             ｛＝2
  うにす孔このような順序の入れかえを行うと，出力部位は｛1，…，ρ｝のいずれかのコン

  パートメント，たとえば2に対応づけることが出来る。

 さて，ここで∫（づ）全｛ゴ：αゴ＝ω，ゴ≠4｝，づ＝2，…，ρとして，新しい状態

ω＝Co1［π・，…，篶］をぴのように定め孔

十去幻∵ρ
・（4，10）

ここに，di＝1，山＝（1＋2（～ル）），づ＝2，…，ρとする。
             ノ∈f（｛）

 このように状態を定めると，元の方程式と零状態等価なつぎの方程式を得る。
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”1 ■α1 ”1

”2

”
ρ

十

1

λ

         1 ～
       v＝Tπ7
          4

 但し，ポ＝山ポ＞O，乞＝2，…，ρ，い＝［C‘十Σ（～～／ポ）コ／山，づ＝2，…，
                        ∫∈∫（｛〕

ρo

 したがって，

     ” ～    ρ                      冊

     Σろ。＝Σろ1口十Σ（～ノう1）］＝Σポ≦α。
    圭＝2 ｛＝2  ノ∈∫（1〕    1－2

     ω＝［C1＋Σ（のろj）／61］／小≦［1＋Σ（bゴ／ポ）コ〃
          j一∈∫（ら）             ノ∈∫（ミ）

          m邑xC正くα・，包＝2， ，ρ
         炬∫（・）十｛1｝

より A∈Mfとなることがわかる。また（A，el）が可制御なのは，補題4－2－3から明ら

かである。ん≠1の場合も同様な方法で示すことができる。

 つぎに，可観測分解についても同じ結果が成立する。

［補題4－2－5コ λ∈M。，ei（8∫一λ）一1れ≠O とする。

 。加k［e、，”e、，…，（”）祀’le、コ＝ρ（2≦ρ≦m）⇒適当なλ∈”ζ，γ， τ∈［1，

 ・・ρコとC〉0があって式4・9が成立し・かっ（e7・λ）は可観測。

 （証明） この場合も一＝1の場合について示しておく。補題4－2－3で示した相対を考え

  ると，始めからC2，… ，C、＞0，かつ ｛α‘｝二、は相異なり。それ以外のα’は必ず

  ｛α｛｝ρ のどれかと重複し，∫（づ）全｛ゴ：αj＝α1，ゴ≠づ1，4＝2，…，ρとすると，
     ｛士2

  m・“≦ω と仮定できる。そこで，新しい状態 κ＝COl［π・，…，㌫コをっぎのよう
  此∈∫（｛）

  に定める。
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ふ一 ^11＋、、一，llll∵’m一・（…）

     ゴ∈∫（｛）c｛

このような新しい状態を用いると元の方程式と零状態等価な方程式として次式を得る。

d

万

”1

吻

”P

oρ

■αρ

「 ～
 ”1

 ～
 勿2

言、

十θe川m
  圧

                λ

       v＝”1

ここに，ん，Oはそれぞれ κ∈［1，… ，ρコのときには 此＝此，c＝1，κ≠［1，…，ρ］の

ときは 此∈∫（ん），c＝仇／cτ としで定まり，

     ポ＝Σ｛（C力j）ノω｝十ポ， 4＝2，…，ρである。
      ノ∈∫（｛）

そこで

     β ～    ρ                       π

    Σb1＝Σ（b1＋Σ（～～）／c1）≦Σポ≦α1
    仁2  ｛＝2  ゴ∈〃）      ｛＝2

なる関係があるから λ∈M二 は明らかである。また，（e、，λ）が可観測なことは，補題4

－2－3から示される。ユ≠1の場合も全く同様に証明することができる。 （補題4－2－4，

4－2－5は M皿十としても成立す孔）

 さて，以上の補題4－2－4，4－2－5は，式4．3のマミラリーシステムから可制御，可

観測部分が取り出せ，そのシステムマトリクスを M。とすることができることを示している。

                〈 そこで，いま与えられた有理関数 ん（8）に対して

     く     ん（8）＝C・ei（87一λ）一1e比 ・・…・・一…・…・…・…（4・12）

                    〈となる λ∈M・（M胡十），‘＞O があるとき，ん（s）は肌（M記十）一実現可能，または

”α（互，此）（M。十（～，后））一実現可能と呼ぶことにすれぱ，つぎの定理が得られる。

          〈                                      〈
 ［定理4－2－1コ ん（8）が”血（”汁）一実現可能なら，ん（8）は必らずそのMcMillan

次数でM。（M’ B十）一実現可能であり，可制御性と可観測性が成立する。

 この結果は，マミラリー構造であることが分っているシステムではその伝達関数が与えられた

時，伝達関数の次数に等しい数のコンパートメントを持ったマミラリーシステムとしてモデル化
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できることを示している。また定理4－2－1，補題4－2－1，4－2－2，4－2－3から

〃計システムの入出力部位が等しい伝達関数は，正実月C駆動点インピーダンス関数の性質をも

つことがわかる。一般にこの逆も成立することをっぎに示す。

4－2－2 実現可能な伝連関数

 4－2－2では，肌一実現可能な伝達関数のクラスを明確にし，マミラリー構造によって伝

達関数の極と零がどのような制限を受けるかについて検討する。

 まず入出力部位が等しい場合について考察する。

 ［定理4－2－2コ方（8）がM。（居，此）一実現可能である必要十分条件は

（i）分母と分子の次数の差が1

  〈（ii〕ん（8）が正実況。駆動点インピーダンス関数である。

          〈 （証明） 必要性：ん（8）＝e｛（s∫一λ）一1e・，λ∈仏  ということから（1）は明らかであ

   34〕
  るので（ii〕を示すことにする。定理4－2－1カ）ら（e・，λ，e凸）は可制御，可観測と仮定で

  き，d．g［育コ＝mとしたとき λ∈M二である。ところで補題4－2－3の直接の結果とし

  て

   ん＝1の時，づ∈［2，…，mコに対してポ〉Oかつωは相異なる。

   ん≠1の時，ω＞0，づ∈［2，…，m］一1ηに対して，ポ＞0であり，かっω は相

    異なる。

  ことが導かれるので，これと補題4－2－1，4－2－2から（ii〕が成立する。

   十分性： ん＝1の時：λ∈M二とすると，

                        π ろ’ω
        ［ef（sトλ）11e、コ・1＝8＋α。一Σ       （413）
                        ｛128＋α1

  が一般に成立する。また，（1〕，（ii〕を満足する育（8）は 8＝。。における留数を1とすると，

             33〕  つぎのように展開できる。

                 π ポ8
       ん（8）・1＝8＋危1＋Σ
                1＝28＋α・

             冗    冊 冶’α’
         ＝8＋Σκ，一Σ           （4 14）
            1＝1  ｛＝28＋α1

                           〈ここで，κ！≧O，κ・，伽＞0，づ＝2，…，m，m＝d．9［ん（S）コ

 式4・13，4．14を比較して，α1＝2κi，α1＝61＝α1，ろ1：后i，仁2，…，％
                 三＝］
とすれば，λ∈M叶で求める実現が得られる。

 此≠1の時1石：mとしても一般性は失われない。そこでλ∈M二とすれば，次式が成立

する。
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   ［e二（8トλ）一1・皿コー’＝8＋肌一b｛・1（S∫一λ（1…m－1））一’…  （4・15）

一方，式4．14の最後の項は正実月C駆動点インピーダンス関数だから式4．14 はつぎの

ように展開できる。

〈        冗        皿一I   昨1ん’β’
ん（S）一1＝8＋Σか一｛ん 8＋Σん1一～   ｝・1
       ｛＝l      oo  ｛＝1   峠2S＋β’

・（4．16）

ここにん ＞0，ん’＞O（づ＝1，2，…，m－1），β‘＞O（づ＝2，・・、m－1），

   ？

ん1・・（刀κi）．ユである。さきほどと同様に式4．15と4．16を比較して，
   ｛ヨ2

   几．1
α、＝（2か）ノん  ，α1＝ω＝βi＞0， あi＝ん・／ん ， 4：2，… ，m－1， α・＝c皿
   ｛＝l    oo                   oo

＝Σκ1，あ・＝（ん ・Σ庇・）一1とすれば，A∈M叶となり求める実現が得られる。
 ｛＝l       oo ｛＝1

 以上から，マミラリーシステムの入出力が等しい場合の伝達関数は，正美児0駆動点インピー

ダンス関数の性質をもち，それはM。十システムで実現できることがわかる。

 つぎに，入出力部位が異なる場合について考察を加える。

［定理4－2－3コ κ≠1として

   く 1α〕ん（8）が肌（1，ん）一実現可能である必要十分条件は

  （i）分母と分子の次数の差が2

                  〈  （ii〕適当なα＞0があって，（8＋α）ん（8）が正美児C駆動点インピーダンス関数になる

   ことである。

   〈                                                                                        〈

 （う〕ん（8）が肌（冶，1）一実現可能である必要十分条件は，上述のli），（i1）と，さらに（iii川s）

  に重複した極があるのは，すべての極が負のときに限ることである。

  （証明） 1α〕の必要性：↑（8）＝ε‘（8トλ）一1e凸，λ∈M二として一般性を失うことなく

     〈た＝m＝deg［ん（s）コとできる。また，補題4－2－3から｛ω｝二2は相異なり，c2，…，“

＞O，b。，…，ろ机一1＞O，b冊≧0と仮定できる。いまα＝α世≧Cπ＞0 とすると，

       〈   （s＋α）ん（8）

      一／1111続∴、））刈、ユ：llll11．．．、．．、．（、．、、）

となることが簡単な計算によって示される。式4．17の右辺より（1）が成立することは明らかであ

                  くる。また，補題4－2－1から（8＋α）ん（8）は正実月C駆動点インピーダンス関数である。

 1α）の十分性：↑（8）に重複極がなければ（i1）のαとしてdeg［（8＋α）・↑（8）コ＝deg［τ（8）コ

   全m と選べる。そこで
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    〈         冗ポ8
［（8＋α）ん（8）］一＝8＋ん、十Σ   ，α冊＝α
             ｛三2s＋α1

・（4．18）

  と展開し，定理4－2－2のκ＝1の場合と同じに，

    α1＝Σん｛， ω＝・6’＝α｛， ろ1：＾， 4＝2，…，〃

      ｛＝1

  とすると，λ∈M’。十かつ e｛（8∫一λ）．1eπ・・ef（．8∫一λ）．lel・（c刊／（s＋απ））

    〈  ＝Oπん（S）で求める実現となる。重複極がある場合，一αをそれに選んで式4．18の形

  に展開し，λ（1，…，m－1）を求め，6。＝O，α冊＝Oπ＝αとすればよい。

              冗             皿（あ）の必要性：／α）と同様で，λ∈M皿として｛α1㌧E2は相異なり，あ2，…，ろ衙＞O，c2，…

  C九一1＞0，C皿≧O を考える。肌〉0のとき，α＝απとすれば式4・17でCπ→6π，

  う冊→Cπ とした式が成立し，条件（1），（ii）が成立する。α。＝O（したがって6¶＝O）の

  ときはあ巾〉Oと補題4－2一川）から 一m躯ん［λ（1…トユ）コ＞α＞Oなるαが存

  存する。そこで

                  祀一1
       〈    （8＋α）皿（8＋αi）
    （8＋α）ん（8）＝6、      一二2               （4 19）
             8d・t（・∫一λ（ユ…m一ユ））

   は式4．6から明らかに正案児C駆動点インピーダンス関数であり，また条件（1〕が成立し

   ている。

定理の条件（iii〕については，重複極の可能性は Cπ：O のときである（補題4－2－1（ii〕）。

そのとき，det（8∫一λ）＝（8＋α・）det（8∫一λ（1…m－1））で，かつλ1［A（1，…，m－1）コ

は負であるから απ＝0 は重複極にはなり得ない。すなわち απ＞Oであり，（iii）が成立する。

（ろ）の十分性・ん（8）に重複極がない場合は（α）で示したのと同じ実現法によって，λ∈M。十で

   〈   ん（8）＝e‘（8∫一λ）一一・e冊／Cπ＝eζ（8∫一A）一1・e、／ろ・であるから求めるものにな

   っている。

   重複極がある場合は，一αをそれに選ぶとα〉0である。そこで

           〈        π．1此｛8
       ［（S＋α）ん（8）］一1＝ 8＋ん1＋Σ’             （4 20）
                     ｛＝2S＋伽

   と展開する。条件（iii）を使うと，式4．20の κ1〉0 であることが容易に示される。

          冊一一
   つぎに，α1＝Σ＾，ω＝c｛＝伽，6｛＝ん｛，づ＝2，…，m－1，απ＝α，bπ＝ん1，
          ｛＝l

   c。＝O とすれば，λ∈M；かつ

       ・1（・∫一λ）一・、・／ろπ／（・・α）1・・1（・ト川・…一・））一・・、一ろπ方（・）
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   となる。

         〈 （注1）条件（1i〕からん（8）は原点に高々1位の極を持ち，零点は極と極の間に高々1個存在

することが削る。

 （注2）M曲（1，此）一実現可能なクラスは，肌（此，1）一実現可能なクラスよりも広い。たと

   くえぱ，ん（S）＝（S＋1）／｛8（8＋2）2｝は

一「∴

としてM。（1，3）一実現できるが，肌（3，1）一実現はできない。しかし，ん（8） の極が1

位であれば，このような差は生じない。すなわちM針に限って云えば，補題4－2－1から

M叶（1，κ）（M糾（κ，1））一実現可能な伝達関数の極は1位である。したがって，つぎの系が

得られる。

    〈 ［系〕 ん（8）がM糾（1，κ）一実現可能く・⇒M叶（κ，1）実現可能く⇒定理3の条件（1〕（ii）と

（iii）として，方（8）の極は1位である。

 最後に，周囲のコンパートメント間の伝達関数について考察する。

                     〈 ［定理4－2－4］ ‘≠ん，2，κ≠1とする。ん（S）がM。（’；此）一実現可能である必要

十分条件は

 ω分母と分子の次数の差が3

                     〈 （1i〕適当なα，β＞Oがあって（s＋α）（8＋β）ん（8）が正美亙C駆動的インピーダンス関数

   く liii〕ん（8）に3位の極がある・のは，すべての極が負のときに限る

ことである。

         〈 （証明） 必要性：ん（8）＝ei（8∫一λ）’1e凸とする。定理4－2－1から一般性を失うこ

となくm＝・。。［方（。）1，ト2，此＝。，b‘＞O，4∈［2，…，m－1，・｛＞O，｛∈［3，…，

     皿       九一1                         〈
m］，｛α。｝｛＝3，｛αi｝｛＝2 は相異なると仮定できる。そこでん（8）はつぎのように表される。

               ・1（8∫一λ）．’・、     （b・＞06・＞O）

                                   ・（4．21．α）

          〈  el（8トλ（1，3，…，m））■一・、 （＾＞O・・＝0）
  （8＋α2）（8＋肌）ん（8）
             ＝                              ・（4．21，6）
      う。“
               ・1（・トλ（1，2，…，m－1））一1・・（う一＝0・・．＞O）

                                   ・（4．21．C）
               ・1（8∫一λ（1，3，…，m－1））一1・。（ろ・＝O o・＝O）

                                   ・（4．21．d）

この式から（i〕が成立することは明らカ）である。

つぎに（i1）であるが，β＝α冊≧c皿＞Oとおくことにする。まずα・＞0であれば，α＝α2 と

                  一40一



おくことにより式4．21から（ii〕が成立することがわかる。つぎにα2＝Oのときは62：O とな

る。したがって式4．21．ろ，d のみを考えればよい。｝・＞0であるから，式4．21ろの場合，

一λ。［λ（1，3，…，m）コ＞α〉Oを満足するαが存在する。したがって

   （・十α）（・十β）育（・）・う、・肥・1（・・α）／・1・1（・7一λ（・，3，・・、・））一・。

は正実況0駆動点インピーダンス関数となる。

 式4．21dの場合も同様にαとして一λ1［A（1，3，…，m－1）コ＞α〉O を満足するもの

を選んでやれぱよい。

       〈 （m〕であるが，ん（8）に3重極が生じる可能性があるのは，ろ。＝o2＝0かつ α2＝肌の場合

である。ここで α2＝肌：Oであれば，一λ・［λ（1，3，…、m－1）コ＞Oであったから3重複

極にはなり得ない。すなわち α2＝肌＞O でなけ幻はならない。 これは（in〕が成立することを

意味する。

 十分性： まず育（8）の極がすべて1位の場合を考える。このとき，α，βとして（1i〕を満足し，

かっd．g［（S＋α）（8＋β）↑（8）コ■＝d，g［育（8）コ会m とできる。そこで，これをつぎの

ように展開する。

［（、。α）（、。β）育（、）コー・一、。后、。ポ・8

                 仁2S＋伽
・（4．22）

ここで，α2＝α，肌＝β，α1＝Σん｛，ω＝ω＝伽，bi＝ん…，づ＝2，…，mとすればλ∈M’ ﾈ
             ｛＝1
であり，かつ

                                    く  e6（8∫一λ）’1e・＝｛6。“／（8＋α。）（8＋α・）1・e‘（S∫一λ）一1e。＝う。C・ん（8）

となり，求める実現となる。

    〈 つぎに ん（8）が2位の極をもつときは，一βを重複極に一致させ，αを適当に選んで（1i）を満

               くたし，かっd・g［（8＋α）（8＋β）ん（8）コ＝m－1とできる。そこで，つぎのような展開を考

える。

          〈        皿一1ポ8
  ［（S＋α）（8＋β）ん（8）コ■エ＝8＋ん、十Σ’              （4 23）
                   ｛＝28＋α1

          π一1
そこで，α。＝α，α。＝2＾，膿＝61＝伽，ろi＝危・，4＝2，…，m－1，α。＝β，c。＝β，ろ、＝0
          ｛＝：
とすれば，λ∈M二であり，かつ

  ・1（・∫一λ）■1・・＝lb｛／（・十α。）（・十α皿）1・；（・∫一λ（1，2，…，m－1））一’・、

             〈          ＝b2c”ん（3）

となり，求める実現となる。
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    〈 また，ん（8）が3位の極をもつときは，一α＝一β をこの3位の極にあわせると，条件（iii〕カち

α＝β＞O となる。そこで

          〈         皿■1＾s
     ［（8＋α）2ん（S）コー1＝8＋κ1＋Σ                （4 24）
                    ｛二3S＋α1

と部分分数展開をすると，ん1〉O，んi，α1＞0，4＝3，…，仇一1 である。ここで，

  皿一1
α1＝Σ’ポ，ポ＝か，αi＝6｛＝αi，乞＝3，・・㍉m－1，ろ2＝比1＞0，α2＝α＞O，c2：0，
  ｛±3

α、＝c，＝α，6。＝Oとすれば，λ∈M’ B であり，かつ

  ・ξ（SトA）一’θ1＝1ろ｛／（S＋α）21・1（S∫一λ（1，3，…，m－1））一・1

              〈          ＝ ろ2＾ん（s）

となり，求める実現となる。

           〈 （注1） 条件（ii）よりん（8）の極は原点に高々1個であり，零点は極と極の間に高々1個で

ある。

 （注2） 方（S）の極がすべて1位であれば，M針（’，ん）一実現できる。逆に，M針（J，ん）

                   〈一実現できれば，補題4－2－2によってん（S）の極はすべて1位になる。したがって，次の系

が成立する。

     〈 （系） ん（5）が”叶（互，ん）一実現可能な必要十分条件は，定理4－2－4の（1〕，（1i〕と（iii〕す

    べての極が1位，ということになる。

     〈［例題コ ん（8）＝（S＋2）／1（8＋1）2（8＋3）（8＋5）｝を考える。α＝4，β＝1とする

    と，

             〈         （8＋2）（8H－4）
     （s＋α）（s＋β）ん（8）＝
                 （S＋1）（8＋3）（8＋5）

    となり，つぎのような展開ができる。

             〈        15 3 8  3 s
     ［（8＋4）（8＋1）ん（8）コー1＝S＋一→一一十
                      888＋448＋2

    そこで，定理4の構成法を用いると，つぎのような実現が得られる。

        ”1 －3421ωlO
     d”2 3／8－400”20     一一    ＝                      十   m

     d‘”3 3／40－20”30
        ”4 000－1”4 1
       8
     v＝一”2       3
                    一く2一



 以上，マミラリーシステムの伝達関数について論議を行ったが，これまでの結果をまとめると

つぎのようになる。

 （i）分母と分子の次数の差は高々3までである。

 （ii〕零点は負の実軸上にあって1位，カ）っ極と極の間に高々1個である。

 （iii）極は原点を含む負の実軸上にあって，重複極はもしあれぱ1種類で高々3位までである。

 ㈹ 原点に極があれば，それは1位である。

「2   r3          r・

             35〕4－3 カテナリーシステム

 カテナリーシステムC。とは図4－2のよう

にコンパートメントが鎖状に連結したものであ

る。各コンパートメントに端から∫■噴に1，2，

・，mと番号をつけていって，入力部位をん，

出力部位をjとすると，その状態方程式は

 π＝ル十e用，V＝θ㍑…（4．25）

となる。但し，ここで

  ’α1  62

   ろ2 一α。 63

      6。 一α3

A：       6。

   ∬2
例 ”  り

    9，
”一 。   “

ム2   加    乃π＿i   あ、

図4－2

e＾＝

      ｝↓～↓

カテナリーシステムと等価なR C回路

0

1

0

←此   ・（4．26）

   cπ

ろ、 一α、

であり，かつα1，61，ωはすべて非負実数でつぎの条件をみたす。

   α、〉b。 ，α・≧“

   α1≧ろ片1＋ω，后＝2，3，…，卜1 …………一・・…（4・27）

式 4．26 のマトリクスの形で，条件4．27を満たすマトリクスの全体をC二とくにポ，c’＞0，

4：2，…，m（したがってα。＞O，づ＝1，…，m）のときをC。十と表わして以下の論議を進める。

 さて，λ∈C。十なるマトリクスについては，つぎのことがすでに知られている。

         27〕29〕               π
 ［補題4－3－1］ 式4・26で与えられるλ∈C。十を考え孔このとき・

（i）固有色1勺ん＝λ｛［λ］，4＝11，…，犯 は非正の実数で互に相異なる。

（1i）最大固有f■汽がOであるのは式4．27の等号がすべて成立するときである。
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 この4－3－1とA∈C。なら，一般にその特性多項式は0。十のマトリクスの特性多項式の積

で与えられることから，つぎの補題が導かれ孔

                      刊 ［補題4－3－2］ 式4．26で与えられる五∈C。を考える。このとき

（1〕λ’［λコ≦0，（ii）b2，…，6、＞0（c2，…，c、〉O）ならば，λ・［λ（1，…，れ一1）］

 ＜0，（λ。λ（2，…，m）＜O）である。

 そこで，図4－2の児C回路について考える。但し，図中のγ…＞0，g｛≧O はコンダクタ

ンス，σ‘＞Oはエラスタンスである。コンデンサの電荷を変数にとると，よく知られているよ

うに，その回路方程式は ω＝A勿で

．σ・（γ・斗9・）σ・γ2…．．．．

  σ1γ2  一σ2（γ。十γ。十g。）

         σ2γ3
λ＝ ・（4．28）

       σ蜆γ・

σ何＿1γ＾  一σ■（γ■十9■）

と与えられ，明らかにλ∈C糾である。逆に，”＝λ”，A∈σ針は図4－2の回路で回路定数

を σ｛＝（C’σ｛＿1 ）／b’，づ＝2，・一・，m，γ‘：C’／σ‘，4＝1，…，m， σ1gl＝α1－62≧O，：

σ・σ・＝αrc刊＞O，σ・g・＝α・一（C・十b。十1），旭＝2， ，m－1として模擬できる。こうし

て，λ∈C二十は図4’2の刃C回路と完全に対応づくことがわかる。

 したがって，つぎの補題が成立する。

 ［補題4－3－3コ A∈C。十なら 〆（S∫一λ）一1θ凸は正案児C駆動点インピーダンス関

数であり，かつ Iim8e｛（∫∫一λ）一1e・＝1である。

4－3－1 実現可能な伝達関数

 マミラリーシステムと同様に伝達関数ん（8）に対して

       ん（8）＝O．e｛（8∫一ノ1）一1e凸    ・・・・・・・・・・・・・・・・・・… （ 4．29 ）

なる λ∈Cπ（または0。十）と c＞o があるとき，ん（s）は C。（C。十）一実現可能と呼

ぶことにする。

 まず，入出力の部位が等しい場合には，つぎの定理が成立する。

 ［定理4－3－1コ ん（s）がC。（ん，ん）一実現可能な必要十分条件は

｛i）lim8ん（8）＝C＞O

（ii）ん（8）が正実月C駆動点インピーダンス関数である。
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 （証明） 必要性： lim8ん（8）＝limS C・e｛（S∫一λ）一1e凸＝C＞Oから明らかである。

いま，λ隼C計として実現できたものと仮定すると，61，c・のうちに零のものがあることにな

り，それより両端に至るコンパートメントは e｛（8∫一λ）一1θ・ の値に影響しないことになる。

したがってλ∈C。十としてもよいので，補題4－3－3から（iiが成立する。

 十分性： （1〕を満足する正美亙0駆動点インピーダンス関数に対しては，それを連分数展開し

て図4－2の児0回路構成が可能である。実際つぎのような一つの実現が可能である。

ん（・）一 f・／←・／㌣・   c。／
’十 ?  一（4・30）

ここで，αo：cん一1（O），c＝1imSん（8），αユ＝αo＋ろ2，肌＝c厄，膿＝“十ろ件1，此＝2，

・・Cm－1である。但し m＝deg［ん（s）］。

 この実現は C蜆十（1，1）， C－m，肌）一実現を意味す孔

 つぎに，1くん＜mなるんに対してC。（ん，ん）一実現できることを示す。いま，定理の条件

を。＝1として，それを満たすゐ（8）を考えれば，

              丑・ 8んi   π 8ん’
     ん一1（8）＝8＋ん、十Σ   十2          （431）
             ｛＝2S＋伽 ｛＝止十1S＋伽

                    ｝
            航1        腕1

と分解できる。ここで，m＝deg［んコ，＾，伽＞O，4＝2，…，m，ん1＞Oである。ん。，肌

もまた正美亙C駆動点インピーダンス関数であるから，それぞれ連分数展開によって況C回路が

構成できる。それを接続すれば，合成回路は，図4－2の児C回路で ん＝（ん。・ん。）／（ん血十肌）

であるから，0。十（ん，ん）一実現できたことになる。具体的な係数は

ん・・一・・庁ノ・〃・・芹／・★

ん・・一d・戸… 片ノ・〆 ・（4．32）

α、＝6。十α。，肌＝o制，α1＝ci＋b｛十1，4＝2， ，m－1

で与えられる。なお，4．32で得られる実現では ん。（S）の分子＝d＾8∫一λ（1，…，ん一1）コ，

肌（s）の分子＝［s∫一A（ん十1…m）コが成立する。また，ん（8）が安定（すべての極が左

開半平面内にある）なら ん’1（O）＞0したがって式（4．30），（4．32）で αo＞Oとなり，ここ

で実現されたλ∈0二の第1列に関する列和は負となる。

 ［例4－3－1］ ん（8）＝｛（8＋2）（s＋4）｝ノ｛（8＋1）（8＋3）（8＋5）｝をC糾（2，2）
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一実現す礼式4・31，4・32によって

1フー・・音・1・、章2…半・“

んフー÷・、辛、・’・÷

と分解される。したがって求めるC。十マトリクスは

λ上

となる。

 つぎに，入力がカテナリーシステムの両端のいずれかとして実現できる条件を検討する。この

場合，一般性を失うことなく入力端を1番目のコンパートメントとしてもよい。

 ［定理4－3－2］ 次の条件はたがいに等価である。

〔Aコん（8）が，1＜4≦deg［んコなる4に対して C四十（4，1）一実現可能

［Bコ（i〕1ims4ん（8）＝・＞0

             ’一1
   （1i）適当な γ（8）＝∬（8＋α），α＞o があって γ（8）ん（s）が正案児C
             ｛＝i

    駆動点インピーダンス関数

［C］ん（s）の分母子の最高次数の係数は正で，

   （i〕分母と分子の次数の差が4

   Ui〕極は原点を含む負の実軸上にあって原点には高々1位

   （1i1〕零点がある場合，それは負の実軸上で1位であり，極を分離する。

 （証明） ［A⇒Bコ；ん（8）＝e！（8∫一λ）■l e、，λ∈C。と実現できたとする。これよ

りB（i）は明らかである。B（1i〕について，いまb｛＝Oのものがあるものとすると，それより先

のコンパートメントは伝達関数に影響しない。したがって，う｛＞O，づ＝2，…，m と仮定でき

る。そこで γ（8）＝det［s∫一λ（1，…，4－1）コとすれば，補題4－3－2（ii〕カ）らB（ii）が成

立する。

 ［B⇒C］； Bの｛i〕，（ii）より明らかである。

                        山       剛        皿一’
 ［C・：〉Aコ； ん（8）＝q（8）／ρ（8），ρ（8）＝∬（8＋ρ…） ，口（8）：∬（8＋q｛），
                       …＝j             …＝1

ρ1＜ρ2＜… ＜ρ、・例＝2仇｛とす孔｛一p1｝の区間でその中に零点一α1を含まない個数
            ｛＝1

θは θ＝（μ山1）一（m－4）である。いま，その区間内で 一γ｛を選ぶ，すなわち ρ｛くγ｛

                ’      刷一日
＜ρ とする。そこで，γ（8）：∬（8＋ρ ） ∬（8＋γ｛）とすると，γんは正案刃C駆
  ｛十1              ト1    ｛  …＝1
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動点インピーダンス関数であり，deg［γんコ＝リ となることは容易にわか孔つぎに ん＝θ

1．                                 θ十1として式4．31の分解を行い，（γ尻）一I＝g；1＋g；1とする。但し，g。の分子＝∬（S＋
                                    ｛＝1
         九一4
γ｛）， gムの分子＝∬（8＋q…）。この分解にもとづき定理4－3－1の構成法を適用すると，

         ｛・＝1

γん・・！（・トん）・いん∈C鼻となり・明らかにd・t（・∫一λ・）一旦（・十ρ、）・

              祀・’                   ”       腕‘一エ 皿1
det（8∫＿ん（ん十1＿ レ））＝π（s＋q｛）が成立する。いま ∬（8＋ρ，） ＝μ（8
             ｛：1                     ‘＝1           一三1

＋β…）として

一β、

λ＝ ・（4．33）

を構成すれば，A∈C。で求めるものとなることが簡単な計算によって示される。なお，ここで

与えた実現は最小実現である。

 さて，ん（8）がC。十（4，1）一実現できると，補題4－3－1からその極はすべて1位とな

る。また，その時には定理4－3－2の構成法からA∈C。として実現できることもわかる。こ

れより次の系が得られる。

 ［系］ ん（8）がC。十（4，1）一実現できる必要十分条件は，定理4－3－2の［Cコで（ii〕

を

 （ii〕’極は原点を含む負の実軸上にあって1位

と置きカ）えたものになる。

 ［例4－3－2コ ん（8）：（3＋1）ノ18（8＋2）3｝をC。（3，1）一実現する。

 γ（8）＝（8＋2）2 とすると，γん：（8＋1）ノ8（8＋2） したがって求めるマトリクスは

λ＝

となる。

 さて，λ∈C二十なら，D＝diag｛1，c2／62，  ， o2… ・c冗／ろ。…・・b皿｝として
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DλD■1＝λ’となることから，

     …！（・トλ）一1・1㍉・！（・トλ）一1・パ………・・………（4・34）

ここで，6＝6・（あパ・・ろ、／cパ・・c、）が成立する。これはC汁（4，1）一実現可能なク

ラスと C汁（1，4）一実現可能なクラスは同一で，その条件は上の系を満たすものである。

 ところで，C。十より広いクラスC血について，C皿（1，4）の実現条件はつぎのようになる。

 ［定理4一・3－3コ つぎの3条件はたがいに等価であ糺

［Aコん（8）が，1＜4≦deg［ん］なる4に対してC。（1，4）一実現可能

［Bコ“） 1im8’ん（8）＝cOnst．〉O

            ’一1
   1ii〕適当なγ（8）＝∬（S＋α｛），α1≧O，α2，… ，α ＞0 があって，
                              ’一1            仁1

    γ（8）ん（8）は正美児C駆動点インピーダンス関数としうる。とくに ん（8）に重

    複極があるときは，γんは安定であること。

［Cコん（s）の分母子の最高次数の係数は正で，

   （1）分母子の次数の差は4

   （1i〕極は原点を含む負の実軸上にあって原点に高々1位。

   ㈹ 零点は，もしあれぱ負の実軸上にあって1位で，極を分離する。

   ㈹ 原点に極があり，しかも重複極があるときは，原点の左隣には零点は存在しえない。

 （証明） ［Aコ⇒［B］：尻（8）＝e・！（8トλ）11e’ と実現できたものとす乱ここで，

λ∈C二で，C｛＞O，づ＝2，… ，m と仮定できる。定理4－3－2と同様に γ（s）

：det［sトλ（1，…，4－1）］とすれば，補題4－3－2（ii〕と定理4－3－1から［Bコの（i〕

と（ii〕の前半が示される。重複極があれば，補題4－3－11i〕からろ2，… ，bjのうち零のもの

う’o＝Oがある。すると，γん＝det［s∫一λ（4o…4－1）］det［s∫一λ（4＋1，…m）］／

det［8∫一λ（4・…m）］となり，補題4－3－2の（ii〕カ）ら γんは安定となる。

［」B］⇒［C］：明らかである。

［Cコ［〉［A］：ん（s）の極が1位のとき，定理4－3－3の条件は，定理4－3－2の系の条件

 と一致するので，λ∈C。十があってC。十（4，1）一実現できる。

  つぎに ん（8）に重複極がある場合の考察を加える。定理4－3－2と同様に，

     ・      榊一一 〇
 γ（8）＝π（8＋ρ） ・皿（s＋γ…．）とする。ここで，とくに一γ｛として，極と極
     。…1    ｛    言＝1

のなす区間の右側の極を選ぶと，γんは正実月C駆動点インピーダンス関数であり，かつ，

deg［γんコ＝レーθ＝m－4＋1 が成立し，しかも条件［C］のlV〕からγんは安定となる。

                       ノ               π一件1 そこで，定理4－3－1の実現法によって γん＝e1（8∫一ん）■1e1，ん∈C。十 と実現

             ’          o
 すると，det（8トん〕＝4（8＋孔）／辺（8＋γ圭），det［8∫一ん（2…m－4＋1）コ
            に1          一昌1
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 利一’                                    刷一1一  θ

＝、誓，（・十・1）で・んの第1列和は負と狐いま4・（8＋ρ1） ’吾（s＋γ1）

 4－1
＝∬（8＋β ），β1≧0，β2，・・、β ＞O とおき，β ＞O を十分小さくとって
 白    ξ           ’一1        4＋1

一β、

4＝ ・（4．35）

 とすれば，λ∈0。で求めるマトリクスとなる。

  なお，ここで求めた実現は最小実現である。また，Cα（4，1）と㌫（1，4）一実現可能

 のクラスを比較すると，前者の方が後者より広いクラスであることがわかる。事実，先の例題

 4－3－2の伝達関数は C。（1，4）一実現できない。

つぎに，入出力部位を限定しない一般的なカテナリーシステムの性質について述べる。

 ［定理4－3－4コん（8）がC砂一実現可能である必要十分条件は，ん（s）の分母子の最高

次数の係数は正で，

 （i〕分母子の次数の差は1に等しいか，またはそれより大。

 （1i〕極は原点を含む負の実軸上にあって，原点には高々1位。

 （iiD零点は極と極の間の負の実軸上にあって高々2位，かつ極と極の間に重複度を含めて高々

  2個。

 （M 極と極の間に2個の零点があれば，その区間は零点を含まない区間を分離する。なお重複

  極も零点を含まない区間に数え孔

 （証明） 必要性： ん＝4やん，4：1の時は，これまでの結果より明らかである。したが

ってん（・）＝・！（・トλ）一㌦・1＜4＜κでλ（1…4）・λ（κ・…）∈Cべ・C用・…C㎞

＞0 と仮定できる。そこで，g（8）＝det［8∫一A（1…4－1）コ／det「S∫一A（1…此一1）コ，

刎＝κ一4とすると，g（8）はC。（肌，1）一実現可能， lim8σ一ん二1で，，g’1ん が正

実況C駆動点インピーダンス関数となることは容易に示される。いま，（ii〕または（iii〕が成立しない

ものとすると， lim sg－1ん＝1および g－1んが正実ηC駆動点インピーダンス関数であるこ

とから，g（s）には極を分離しない零点が存在することになり，gがC。．（肌，1）一実現可能

であることに反する。したがって（ii〕，（iii〕が成立する必要がある。（i〕が成立することは補題4－3

－2より導かれる。

 十分性： 定理の条件を満たす ん（s）：9（8）ノρ（8），ρ（s）＝μ（8＋ρ｛） ，
                              ㌍1
            山’                      q
O≦ρ、＜ρ2＜…＜ρ山，Σ刎：deg［ん］＝m，q（8）＝∬（8＋σ；），一q；＞0 を考える。
            …＝1                    ←1
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極［一ρ｛十1，一ρ｛・コの区間を∫｛として，零点を含まない区間の数をθ，零点を2個含む区間の

数をσとすると，θ＝〃一1－q＋σ が成立する。零点を含まない区間として重複極も入れると，

その総数θ！は θ！：m一〃十θで与えられる。

 q・・m－1の場合は，もし零点を2個含む区間があったとすると，1≦σ≦θ㌧1，したがっ

て m一σ≧2 となり矛盾するからσ＝Oである。σ＝0なら0≦θ＝〃一m≦0であるから，

θ＝O，〃＝？一であり，定理4－3－4の条件は定理4－3－1の条件に一致する。したがって

C汁（1，1）一実現可能となる。

 σ≦m－2の時はつぎのように考えることができ乱いま m（8 ＝∬（8＋q…）・
                               仁1
    ”       州＿1’  o             ～
d（s）＝∬（8＋ρ｛）  π（8＋γ｛）としてg（s）＝m（8）／d（8）とする。ここで，
    一            仁1
o                                                                         o

∬（8＋q｛）は零点を2個含む区間があるとき，その一方を取り出したもので，∬（S＋γ…）
｛＝1                                                    ｛＝1

は零点を含まない区間［一礼十、，一ρ｛コの右側の極一ρ｛を取り出したものとする。ここで，

deg［g（s）］＝m一μ十θ：θ’で，g（s）はα（m－q－1，1）一実現可能。また，

deg［g■1ん］斗一6でg■1んは五C駆動点インピーダンス関数，lim8g－1ん＝1であること

は容易に示しうる。g11んが安定なら g＝gとする。g’1んが原点に極をもてばρ1＝0で

g（s）は安定，しかも∫1＝［一ρ2，一ρ、］にはんの零点が1個のみ存在することになる。そ

の零点を 一α＜O として g（8）＝（S＋α）g／8とすると，deg［g］＝θ！十1でgは

C．。（m一ザ1，1）一実現可能，deg［g－1んコ＝〃一θ一1でq。（1，1）一実現可能となる。いず

れの場合も・deg［g－1ん］＝物・deg［gコ：ml とすると・m1＋伽＝mでg＝c e！（8∫一

A）．l e皿、，＾∈C二1，g－1ん＝〆（8∫一λ2）一1eいん∈C算。と実現され，んの第1列の

列和は魚とできる。そこで，ん＝m、十1，4＝（gの分子の次数）十1，また，βを十分小さくし

て

λ： （4．36）

とすると，λ∈C二一で求める実現となる。なお，ここで求めた実現も最小実現である。

 ［例4－3－3］ ん（s）＝｛（8＋O．5）（8＋2）リ／｛8（8＋1）（8＋3）2｝は0。一実

現不可能である。

 定理4－3－4の㈹を満足していないから実現できない。

 ［例4－3－4］ ん（s）＝（s＋2）2／｛s（8＋1）（s＋3）2｝は C。・一実現可能である。

 定理4－3－4の構成法にしたがうと，g（8）＝（S＋2）／｛8（8＋1）（s＋3）｝，

g■1尻＝（8＋2）／｛（8＋1）（8＋3）｝ となり，g■1んは安定である。そこで
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［汕一・・・…十・一・1（・）一・・…1して

 ～      2．5  8     1  8
［γ9コー1＝S＋     ＋
       8   8＋0．5     1．5  S＋2

一（・・戸㍗・片）・（’・／一1一ノ）

よって求めるマトリクスは，O＜β≦1．5として

   上2  2／3

、＝1■：1：

 0 0

，llプ、

    1－2  2
    1。／2－2

となる。

 この定理は入出力データから伝達関数が求まった場合，それがカテナリー実現できるかどうか

判断できることを示している。但し，この際カテナリー以外の実現ができないことを意味するの

ではなく，他の等価なシステムによる実現の可能性がある。

 そこで，つぎに4－2で述べたマミラリーシステムとカテナリーシステムのシステム論的な対

応づけを行っておくことにする。

 4－2，4－3の結果よりつぎの定理が導かれる。

 ［定理4－3－5コ

1。〃。（ん，ん）：C。（ん，ん）， 2．M’。（1，κ）＝0。（2，1）

3W。（ん，1）：C。（1，2）， 4T。（1，3）⊂〃。（4，ん）⊂C。（3，1）

  4≠ん， 4，ん≠1

 また M由十，c科に限ると，

（i）M。十（危・冶）＝C。十（ん・后）・Oi）M叶（川）＝仏。（ポ1）＝C朴（2・1）＝C井（1，2）

（iilσ叶（1・3）二0。十（3・1）＝”。。（4・后），伴ん，4・κ≠1

 したがって，マミラリーシステムの伝導関数はすべてカテナリーシステムで実現できることが

わかる。この意味でカテナリーシステムはマミラリーシステムより一般的であるといえる。

                            36〕
4－4 より一般的なコンパートメントシステムの実現条件

4一一2，4L3では実用性は高いが，しかし特殊なコンパートメント配列をもつマミラリー，
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カテナリーシステムについて述べた。ここでは入出力部位が等しい場合について，より一般的な

コンパートメントシステムの実現条件について考察を加えることにする。

 以下の論議を進めるためにコンパートメントマトリクスと関係の深いM（M’o）マトリクスの

           37〕性質について触れておく。

 ”マトリクスとは非対角成分が非正の正方マトリクスで，つぎのいずれかを満足するものをい

う。

 1・〕児eλ｛［λ］＞O

 （b）左隅主座行列式が正

 （c〕適当な正の対角マトリクスDがあって 〆D4＞0，e＝co1〔1，1… ，1］

 ld）適当な”〉0があって，λ”〉O（〆λ＞O）

 （e） ノr1≧O

 ”。マトリクスとは非対角成分が非正の正方マトリクスで，つぎの（a〕，lb〕いずれかを満足する

ものをいう。

 （・ジ λ十ε∫∈M，γε＞O

 lbジ児e小［λコ≧0

 また，M’oマトリクスは，つぎのような性質をもっている。

 （c〕ノ 分解不能であれば，適当な％〉0があってλ”≧0，（〆λ≧0）

 ld）’ 分解不能なら，主座行列はMマトリクス

 このようなM（Mo）マトリクスについては，コンパートメントマトリクスとつぎのような関

係が得られる。

 ［補題4－4－1］ （1〕λ∈C なら 一λ∈M’o，逆にλが分解不能で一λ∈Moなら，

適当な対角マトリクスDがあってDλ∈C lii〕A∈Cかつ漸近安定（児eλ｛［λコ＜O）な

ら 一λ∈M，逆に 一五∈Mなら適当な正の対角マトリクスDがあって Dλ∈0

 （証明） li〕λ∈C なら補題4－1－2より 児eλ｛［A］≦O これとlbアより一λ∈Mo，

逆にλが分解不能で 一A∈M；ならlcγより”＞O，パλ≧O，したがってD＝diag｛”1

π冗｝とすれぱよい。㈹も全く同様である。

 以下の議論とは直接的に関係がないが，コンパートメントシステムの一つの特徴である次数の

性質を導いておく。

 ［補題4－4－2コ A∈Cで分解不能とする。珊，c≧Oに対して g（s）＝c！（8∫一λ）一ろ

は最大のAの実固有値λmax≦Oをその極としてもつ。すなわち，右辺の分母子で（8一λmax）

という共通因子は生じない。

 （証明） 補題4－1－3の11i）から λ砂＝λmax〃，〃＞O，同様に 刎λ＝λm、、以m＞0なる

固有ベクトルm・”〉0が存在す孔従って・パあ≠O・〆似≠0となり，これがλma・に対す

るモードは可制御かつ可観測であることを示していることから成立する。
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 さて，一般性を失うことなく，入出力の位置として第1番目のコンパートメントが採用できる。

この時の駆動点における入出力応答は，如＝λ”十e1伽1，v＝e、’”にしたがい，零状態におけ

るインパルスレスポンスは ん（む）＝e、！」exp［出コe、，伝達関数は方（S）＝e！（8∫一λ）一一e、

と与えられる。ここでe＝co1［1，O，…，0］なる単位ベクトルである。これらはλ∈Cと言う

ことから，次の性質を満たす。

 ［定理4－4－1コ λ∈C，方（8）＝e、’（8トλ）‘1e、，ん（f）＝e1！exp［”］e、とする

と，育（8）は真にプロパーな有理関数で

 （i〕方（8）は正実関数

 （ll）ん（O）＞ん（‘）≧0，刊≧O

 （iii〕 ん（O）≦O（deg［ん（8）］≧2ならん（0）＜0）

 （証明） まず，λが分解不能と仮定できることに注意する。もし分解可能ならある順列マト

リクスPによって式4．1のごとく分解できる。するとPe1＝e吐となるが，もし番号危がんに属

するものであれば（eパλ）は不可観測で・e！（8トλ）一1el＝e∠（8∫一λ1）一1ek となり・

はじめからλ1について考えれぱよいことになる。全く同様にんがんに属しておれば，（λ，

ek）は不可制御となり，はじめからんを考えればよいことになる。このような分解を繰り返

すことによって，いずれはある分解不能マトリクスAとある単位ベクトルe’について，ん（8）

＝e！（S∫一λ）一1e’となる。こうして，はじめからλが分解不能と仮定できるから，補題4－

1－5によって4．2式が成立する。 ここでγの第1成分は1と仮定できるので，γθ。：e。も

             く                                 3目〕
成立する。この二つの式は ん（8）が正実関数であることを示している。（ii〕も式4．2を用いて

示される。いま刀＝パγ”とすると，”＝λ”，π（0）：elの解に沿って刀を微分すると，4．

2式から刀≦O，これは亙（O）≧亙（オ）≧1”1（‘）i2：1ん（‘）12，一方亙（0）＝炉（O）

であるから11i〕の不等式が導かれる。㈹は ん（O）：e1！Ae1＝一α。1≦0で，もしdeξ［んコ≧2

で α1、＝Oならλ∈Cと言うことからλの第1列はOヘクトルである。するとλが分解不能と

言うことに反する。

 以上は，入出力部位が等しいコンパートメントシステムとして実現できるための必要条件であ

る。十分条件としては，すでに述べたようにん（s）が正案刃。一駆動点インピーダンス関数の

性質をもっていれば，入出力部位が等しいコンパートメントシステムとして実現できることが知

られている。また，この時必要で最小のコンパートメント数は伝達関数の次数に一致することも

分っている。

 以下では，実現可能な伝達関数のクラスを正案児σ一駆動点インピーダンス関数より広げるこ

とを考える。そのために次の結果を導いておく。

 まず，真にプロパーな有理関数 g（s）がある適当な一A∈Mと6≧0，あ≧0に対して

     9（8）＝ガ（sトλ）一16   …………………（4．37）

となるとき，g（s）はM一実現可能と言うことにする。
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 ［定理4－4－2コ ん（8）が，入出力部位が等しいコンパートメントシステムとして実現

できるための必要十分条件は

     ん一1（8）＝8＋α⊥g（8）     ・・・・・・・・・・・・・・・・・・… （4．38）

と分解したとき（ただし，g（8）は真にプロパーとする）

 li〕α≧9（O）≧0で

 （ii〕g（s）がM一実現可能であること

 （証明） 必要性： ん（8）＝e1！（8∫一λ）一1e1，λ∈恥州，λ∈0とする。明らかに

     ん■一（S）＝S＋α1r〆（S∫一ん）’lb一・・…・・・・・……・（4．39）

    30〕が成立する。ここにC＝col［α・2…α1πコ，ろ＝co1［α21…αw・コ，んはλから第1行1

列を取り除いた （〈L1）x（M一）マトリクスである。式4．39の分解が一意的であるから，

α＝α11，g（s）＝c’（sトん）一1うである。さて一λは補題4－4－1から一A∈Mo，しかも

Aは分解不能と仮定できるから，仏マトリクスの性質（d）ノから 一ん∈M’となる。これより

lmが成立する。〃に関する（e）から（一ん）一1≧0で g（0）≧Oは成立する。またα一g fO〕

＝limん一（S）≧Oは定理4－4－1の（i〕から導かれる。
 H固〕
 十分性： g（S）＝〆（8∫一ん）一1b，c≧0，ろ≧O・，一ん∈M と実現する。そこで

1一 ﾉll〕
（4．40）

とすれば，一A∈M』となることが次のようにして示される。それは任意のε〉0に対して，式

4，40のαを α十εと置き換えたマトリクスについては，一ん∈M’であり，行列式＝α一

。’ i一ん）一1ろ十ε≧ε＞O であることから，〃の性質（b）よりM’マトリクスとなる。従って

一A＋ε∫もM「マトリクスとなるから（α）より 一A＝Moとなる。明らかに ん（8）＝e、’

（s∫一λ）一1e1 が成立するので，残る問題は λ∈Cであるかどうかである。必要なら4．17

を4．1式のごとく分解して，Aをはじめから分解不能と仮定できる。すると補題4－4－1の

（i）から適当な正の対角マトリクスDがあって，DA∈C，すなわち DA0－1∈C．Dの第1成分

を1としてDAD－1：λ∈Cとすると，‘1！（s∫皿A）■1e1＝e1’D（8∫■λ）D’121＝ん（8）。

 この結果は，伝達関数の次数を一つ落して実現問題を考察できることを示している。すなわち

」つ次数の低い有理関数のM一実現可能問題を考察すれば十分であることになる。

 つぎに，M一実現可能の一つの十分条件を与える。

 ［定理4－4－3コ σ（8）を真にプロパーな有理関数で，しかもその極は負の実軸上にあり，

〈      C1        C2                   ω
9（8）＝    十         十…十
    S＋δ・ （8＋δ一）（8＋δ皿一1）  （8＋δ・）（8＋δ、一1） （S＋δ1一）

（4．41）
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c、＞0  ・C、≧O と分解できれば，g（8）は”1実現可能である。

 （証明）

   一δπ

    1 一δ
       皿一1

λ：    1、

．1 一δ皿

ろ＝ 〆＝［ci62・一 c冊］

・（4．42）

とすれば，これが一つの実現になっていることは真接ポ（8トλ）一一ろを計算することによっ

てチェックできる。

 ［系］ g（8）を真にプロパーな有理関数で，その極は負の実軸上にあり1位とする。すな

わち，部分分数展開によって，

〈     ん、   ん。      札
9（s）：      十     十  十
     （8＋δ1 ）  （8＋δ2 ）      （8＋δ■ ）

δ＜δ1＜δ2＜・・・… ＜δ■

・（4．43）

と与えられ，しかも

（i〕c、＝ん。十ん。十…十んπ≧0

 1ii） o2：ん、（δπ一δ、）十ん2（δ冊一δ2）十… 十肌1（δπ一δ皿＿1）≧O

（iiO C。＝ん、（δ・一δ1）（δ利一1一δ。）十ん。（δドδ空）（δ皿一1一δ。）十…

    十んリ（δπ一δ旭一2）（δ九一1一δ皿一2）＞O

 （勿 c・＝ん1（δπ一δ1）（δ皿＿1一δ1） … （δ2一δ1）≧O

が成立するから，M一実現可能で，一つの実現として4．19が与えられる。

 以上の定理4－4－3およびその系による実現ではdeg［g（＄）］がその実現に必要なコンパ

ートメント数になっている。

 さて，一般に真にプロパーな児C一駆動点インピーダンス関数ん（8）では，ん一1（8）を式4．

38の形に分解すると，g（s）も正実月C一駆動点インピーダンス関数となる。したがって式

4．43の如く部分分数展開すると，か＞O づ＝1，2，…，mで，系の条件（iト（刑が自動的

に成立する。従ってg（S）はM一実現可能となり，しかもん一（O）＝α一g（0）≧0というこ

とから定理4－4－2によってコンパートメントシステムの入力と出力が等しい場合の伝達関数

として実現できることになる。この場合，係数マトリクスは4．44式（次頁掲載）なる形になり，

カテナリー構造とマミラリー構造の両方の特徴をもったマトリクスとなる。

 以上，正案刀C一駆動点インピーダンス関数よりは一般的で，しかも最小実現の次数が伝達関

数の次数に等しくなるといったある伝達関数のクラスが存在することを示した。
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   米   うξ     一一一一・“一       米

   共   洪

λ＝ O

○         料  米

（4．44）

             37〕
4－5 最小実現について

 実現可能条件が一般的には，まだ明確になっていないのと同様に，最小実現に関する性質も明

確になっていない。ただ伝達関数の次数が低い場合については，その性質，とくに最小実現の次

数はつぎのようにして明確にできる。そして一般には実現可能な有理関数は，かならずしもその

次数に等しい次元でコンパートメント実現できるとは限らないことを示す。

 ［定理4－5－1コ ん（8）を実現可能とする。deg［ん（8）］≦3 であれば，最小実現の

次数はdeg［ん（8）コに等しい。またその時，実現可能の必要十分条件はつぎのように与えられ

る。

 （a〕 deg［ん（8）］＝1：   ん』1（8）＝8＋α，  α≧0

1・〕…［方（・）1一・・斧・（・）一・・1一、隼δ，1，1・・，1一÷・

・〕…［育（・）1一・：分・（・）・（・・1）一、告、・（、十、、チ1、、、，）1

                   ん、  ん。
ん1≧O， ん2〉O， O＜δ1≦δ2，  α二≧一十
                 一δ。 δ1δ2

 （証明） deg［ん（8）コ＝1のとき（a）であることは明らかである。deg［ん（8）＝2，3 の

場合を示す。定理4－4－2からん一1（s）＝8＋α一g（8）と分解したとき，deg［σ（8）］＝1，

2として g（8）がM一実現可能の必要十分条件を導けばよい。deg［g（8）］＝1のとき，

g（8）：ん／8＋δ，ん＞O，δ〉0がM’一実現可能の必要十分条件であることは明らかである。

   〈                  〈                         一1 〈
deg［9（8）コ：2の場合を示す。9（8）がM一実現可能なら，9（ε）＝L ［9（8）］≧O，

亡＞Oであることから，g（8）の極は負の実軸上になくてはならない。従って g（8）：

（κ1S＋ん2）／（8＋δ1）（8＋δ2）， 0＜δ1≦δ2 と表わされる。さて，

       κ・Iん1δ・、一・1・一んド比・δ・、一・。・（δ、。δ，）

       δ2一δ1         δ2一δi
  9（士）＝                                  ・（4．45）
       ん、・一”十（κゼκ、δ）士・．メ  （δ、：δ。＝δ）
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であり，g（オ）≧0，’≧0から尼1≧O，店2一此1δ1＞0 でなくてはならない。そこで，

ん1＝冶1≧O，ん2＝κ2一ん、δ＞O とおくと

〈     ん、      ん2
9（8）＝   十       ， ん、≧O，ん。＞0
     （S＋δ2 ）   （S＋δ1 ）（8＋δ2 ）

・（4．46）

と与えられる。こうしてg（S）がM一実現可能の必要条件として式4．46が導かれた。逆に，

9（8）が式4．46で与えられればM一実現可能なのは定理4－4－3から分る。こうして（c）が示

される。このいずれも実現するのにdeg［ん（8）コに等しい個数のコンパートメントでよいこと

は定理4－4－3の実現法を採用すれば明らかである。

               へ なお，この定理のωの条件は，ん（8）が児C一駆動点インピーダンス関数であることと等価で

                40）ある。また，（c〕の条件はShoenfeld が入出力部位が等しい場合，3コンパートメントシステ

ムの伝達関数が満たすべき必要十分条件として導いたものと］致している。しかし，この定理の
       く                             〈

主張は，deg［ん（s）］＝3の実現可能なん（8）（何次のコンパートメントで実現されるかは

問わないで）は，それを実現するのに3コンパートメントで十分であることを示している点であ

る。

 以上でdeg［σ（8）コ≦2の場合の”一実現可能の必要十分条件が明らかにされたが，

deg［？（s）コ＞3になると，その具体的な表現は未だ得らわていない。ただdeg日？（8）コ＝

3の場合について，次の結果が示される。

 ［補題4－5－1コ

〈        K，8＋K．
9（8）＝
     （8＋λ、）1（8＋λ、十ρ）2＋ω2

・（4．47）

が3次のMマトリクスで”一実現可能であるための一つの条件として

1号1・六

がある。

 （証明） これは （s＋λ1）＝ρとおいて，ρ｛（ρ十ρ）2＋ω2｝＝det［（ρ一λ1）∫一λ］

より    2ρ＝trace［λ］一3λ1， ρ2＋ω2＝3λ言一2λ1trace［λコ十Σ∠つ

が導かれるので，

      αu＋α22＋α33＝2ρ十3λ1，α11α22＋α22α33＋α33α11≧ρ2＋ω2＋3λ孟十4ρλ1

が成立しなければならない。これらがq、、，。α22，α3宮≧Oとして矛盾がないためにはω／ρ≦

1／＾が必要である。ここでバは2次の主座行列式である。

 この結果を用いると，最小実現の次数≠deg［ん］が成立する例が構成できる。
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 ［例4－5－1コ

      〈        S3＋582＋98＋5
       ん（8）＝
           84 ＋7S3＋1982＋238＋9

はC実現可能な伝達関数である。それはA∈Cとして

 「            1  －2     0       0         0

    －2  0  0  1

λ二    1－2 0 0

     0  ユ 一2  0

     0  0  1 －2

を採用すれば，確かに実現できている。ただしλ∈況舳である。一方

〈                  1
ん一1（8）＝（8＋2）一
          （S＋1）1（8＋2）2＋11

であるから，補題4－5－1によって上式第2項は3x3のM一マトリクスでは実現できない。

すなわち，ん（S）は4x4のコンパートメントマトリクスでは実現できない。

 ［例4－5－2］ 3次のマトリクスでM一実現可能であるためには 〆adj（8∫一A）ト

ろ。82＋ろ・8＋あ・ の各係数～，ろ・，b・は非負実数でなくてはならないことが，実際にそれを

                    く計算することによって示されるので，3次の g（8）の分子多項式の各係数も非負実数であるこ

               くとが必要である。これを用いると g（8）が負の極だけからなる場合にも，最小実現の次数が

deg［g（s）］に一致しない例が作られる。

 いま
     く        O．3s2－O．6s＋31，1       1      2．6     1，9      0

     9（8）＝   ＝一十十         （8＋1）（8＋5）（S＋9）   8＋1    S＋5    S＋9    s＋18

とする。deg［9（s）コ＝3で，うえに述べた理由から3次の〃一マトリクスでは実現できない。

しかし，定理4－4－3の系による構成法により

   一18  0  0  0

    1 －g  0  0
λ＝

    O  1 －5  0

    0  0  1 －1

あ＝ c’＝［0．3  0．3 0．8 544］

として，4次で”一実現可能であることがわかる。

 これは入出力部位が等しい場合でも4次の伝達関数のうちに最小実現の次数が5であるものが

存在することを示している。
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4－6 小   括

 実現可能条件については，いまなお一般的な必要十分条件は得られていないが，本章では，医

学的に頻用されるマミラリー，カテナリーシステムについて，新しい知見を加えた必要十分条件

を示した。また，入出力が等しい場合のコンパートメントシステムの実現問題をそれと等価で次

数がそれよりも1つ少ないM一実現可能問題に変更することによってより広い十分条件を提示し

た。さらに最小実現の次数は，必ずしも伝達関数の次数に一致しないことを二つの具体的な例を

示すことによって明らかにした。
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第五章 コンパートメントアナリシスの医学応用

 生体内の臓器や組織の機能を知るためには，生体のふるまいを直接観測するのも一方法ではあ

るが，既知の入力を加えた場合の応答（出力）から生体内部の状態を推察することも多い。とく

に循環や排泄に関する臓器機能を把握するためには，対象となる物質を入力して，その応答を観

測することが多い。たとえば，腎機能を表す指標として重要であるVan Slykeのクリアランス

の概念，色素や児∫を用いた心拍出量や脳血流量の推定などは，いずれも入出力応答を解析して

いるものである。

 このような生体解析に対してコンパートメントアナリシスは理論的な背景を与えるものであり，

医学分野では，臓器機能や局所血液測定，薬剤の体内動態解析などに広く用いられているほか，

            41〕
経過のシステム論的な解析 にも応用可能な方法と考えられている。以下筆者らの具体的な臨床

応用結果について述べることにする。

                        42〕5－1 PSP試験のコンパートメントアナリシス

 まずコンパートメントアナリシスの臨床応用の一例として，日常ルーチンに行われる腎機能検

査であるP S P試験について考察を加えてみよう。

 P S P試験の標準的万法は6㎎のP S Pを瞬時に静脈内に注入，以後経時的に尿中排泄量を測

定するものであり，尿中排泄量の多寡（多くは15分間の排泄量で評価する）によって腎機能の程

度を推定するものである。この際P S Pの体内動態は，すべての症例で等しいとの仮定がおかれ

る。そこで，このような仮定の妥当性を検討し，さらにP S Pの経時排泄量を測定することによ

ってより多くの情報の抽出が可能ではないかと考えて，つぎのようなコンパートメントアナリシ

スを行った。

 すなわち，健常人，腎疾患，肝疾患患者についてP S P試験を実施し，経時的尿中P S P排泄

量を測定した。ついで，これより体内残存率を計算して指数関数の同定を行うと，ほとんど例外

なく2項の指数関数の和で表わされることが明らかになった。（図5－1）。 したがって，これら

の結果よりP S P体内動態のモデルとして図5－2のようなコンパートメントシステムが考えら

れる。このようなモデルにおいて血液相および第2分布椙におけるP s P量を Q1（士），Q。（亡），

血液相から腎へ排泄される率をん1，血液相から第2相への移行率をん2，その逆方向をκ窟とす

れば，

     dQ、
       ＝一（ん1＋ん2）Q、（亡）十ん3Q2（t）
     〃
     dQ。
    一：わQ、（オ）一κヨQ。（士）     …・……・…一…（5．1）     d f

                    －6⊃一
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  尿中排泄

図5－2 P SP体内動態モデル

図5－1

ん、，ん2

なる式が成立し，尿中P S P排泄量刀（士）は

     ±
亙（1）＝∫尼・Q・（1）〃

    o

           α二〇0090 のように表すことができる。
           β仁00581

                   また，PSP体内残存率を示す指数関数を
              πHn
                    月（オ）＝αe一’十bゲμ  とおけぱ，

健常人，腎疾患，肝硬変例におけるPSP
                    月（t）＝Q一（オ）十Q2（‘）
体内残存率のコンパートメントアナリシス

（熟（t）十Q2（t）一ae｝十be■μ）  が成立するので，5．1式をラプラス変換後，

                  連分数展開し両者を比較することにより移行率

，κ3 はそれぞれ次のように求められる。

   ん、＝α十β一（αろ十βα）

   ん。＝（αb＋αβ）一κ。

      αβ
ん3＝一   α十β一（αろ一βα）

・（5．2）．

 そこで5．2式を用いて図に示した4症例

の移行率を求めた結果，腎疾患例においては

胃よりの排泄率ん・の低下とともに第2相よ

り血液相への移行率ん3の著しい低下が認め

られた。一方肝硬変患者においては，血液相

より第2相への移行率κ2の低下が明らかで

あり，同時に伝，ん2も低下を示した（表5

－1）。

 このようにP S Pの経時排泄曲線から移行

率を算出することは，単に半減期や一定時間

病例 健 常 健常
移行率 No．1 No．2

蔽神■
…

』  …

kl O．046 O．045 O，037 0．038

o

k呈 O．021 0．025 O．040 O．O16

k3 O．037 O．020 O．010 O．014
一  I ■

蔽神■

表5－1 健常人，腎疾患，肝硬変患者のPSPの

各コンパートメント間の移行率
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排泄量のみに注目するよりも生理的な裏づけを臨床医学に与えることになるものと期待される。

 なお，肝硬変疾患における移行率の変化は，P S P体内分布の第2相として肝が関与している

ことが窺われる。

43）

5－2 レノグラムのシミュレーション

 レノグラムは1311－HipPuranを肘静脈よりパルス状に負荷した後，腹背部の腎に相当する部

位で体外的経時的なアイソトープのカウントを行うものである。したがって腎血行動態ならびに

尿排泄動態の間接的把握法としてすぐれた特性を有しており，腎血管性高血圧，腎実質障害，尿

路死腔の診断はもとより，腎摘出の適応判断や移植腎の管理など数多くの臨床応用がなされてい

る。

 しかし，その反面，アイソトープの体内拡散，再循環，胃よりの除去率の経時的変動，尿量に

よる影響などのため，腎血流量などの既存のパラメータとの1対1の対応づけは必ずしも容易で

ない。

 そこではコンパートメントアナリシスの立場よりレノグラムの成り立ちを解析し，その結果得

られるモデルによってシミュレーション実験を行った。

 ヒトやイヌにSingle injeCtiOn された    ‘舳2，

                         Cρ㎜   イヌ〃02
 1311－HipPurmの血中放射能消失曲線を   50
                       40
1～2時間追跡し，指数関数を描出すると，   30
                                －O．05t   ・0，08壬   ・0、一冊
                            Xκ，；70．2θ   十ミ■．5ε    →一a2θ
ほとんど例外なく3個の指数関数が得られ    20●

                          ○
る（図5－3）。したがって，体内におけ      ・
                       1O  ●’○・．

る ！31I－HipPuran動態は，3コンバート             ● ・
                                       ●
メントモデルで実現できると考えられる。    5

 つぎに，腎以外の部位で体表測定曲線よ      702030405000708090π三π．

り血液内放射能を差引いた， いわゆる
                      図5－3 イヌに1311＋lippuranをを投与した場合

tissue body surface comting rateによ       の血中消失曲線．とそのコンバートメントア

る曲線の存在は 13・I－HipPurm が血管       ナリシス

外に拡散しうることを意味するものと思われる。また 1311－Hippuran は，R PF物質である

から，腎も1個の独立したコンパートメントと考えるべきであろう。

 したがって， 1311－Hippuran の体内動態モデルとして血管，血管外，胃より．なる3相モデ

ルが想定される。

 レノグラムとして計測される放射能は，腎のほか腎周囲の血管および血管外分布相を back

groundとして含み，さらに尿路の放射能が加わる。これらの結果より，図5－4のようなレノ

グラムモデルが設定される。
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‘樹ト
分布相

図5－4

竹一〃榊πλ力

    1       I   排
 口電｝1 隆   尿；跳  、1

 レノク’ラA      l

レノグラムのコンパートメントモデル

 そこで，このモデルを用いて尿量，尿路死腔量

を種々変化させた場合のシミュレーションを行っ

てみると，尿路死腔の増大あるいは尿量の減少に

したがって正常パターンから単調増加を示すパタ

ーンまで臨床的に観察される種々のパターンが模

擬され乱したがってこれらのシミュレーション

結果と，臨床データと比較することによって診断の指標を得ることができる（図5－5）。

5－3 腎の機能分布イメージ
                 45〕
   （functional image）の評価

 近年，放射性物質を用いた臓器機能検査

の発展は目覚ましいものがあるが，臓器の

局所機能をイメージしディスプレーする方

法である’‘functionaIimage”法は最近

の一つの話題である。

 functional image法は刃∫計測系に連

結された況7データ処理装置により一画面

をいくつかの画素よりなるマトリクスで表

わし，各画素。との時系列データを磁気テ

ープに記録格納し，後に再生して処王聖を行

うものである。

 筆者らは，刀∫投与後の腎のイメージを

64x64＝4096 の画素に分け，各画素

一儂路隷鮒  尿量7祠〃㎡π2f

 尿路死膣5”
1震路死量榊㎜π

＾口、11

   量ア〃〃π 尿3r

 尿路死睦m”
（震路死豪wπfπ

口川

11

4條路死量螂π

（震路死顯伽

1
11

 ←→7mfπ

図5－5 尿量と尿路死睦を変化させた場合のレノグ

    ラムパターンのシミュレーシ…1ン結果

ごとに経時的な動態曲線を取り出し，局所腎機能を表現する試みを行っている。

 このような各画素ごとの動態曲線の解析法として，理論的には前述の同定方法でコンパートメ

ントアナリシスを行うことは可能であるが，         先行コ）パ十メコト釣π

計算機の容量および演算時間などの制約のだ    肌カ÷○⇒O→○“．一．．→●

め現実的ではない。

         44」
 そこで， Londonによって提案された方

法にしたがい，1方向カテナリーモデルを想

定して，各画素ごとに先行コンパートメント

の数を求め局所腎機能の指標とした（図5一  図5i6
                         よる腎のfunctional imageの
6）。                   表現
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 London らの方法の結果のみにっいて述べると，

      動態曲線がピークに達する時間： τ・

      τ。におけるピーク値： ”、（τ．）

      動態曲線と時間軸が囲む面積： ん

とすれぱ，先行コンパートメント数mは

      児皿＿1＜八肌（r・）／ん＜札

という不等式を満足する。

 ただし

    （m－1）血
児皿 ：         exp［一（m－1）コ
    （m－1）！

したがって，動態曲線より τ、，仇（T、），Aを求めれば，先行コンパートメント数が簡単な

計算で決定出来る。

 このようにして求めた各画素毎のコンパートメント数を，コンパートメントの少いものからコ

ンパートメントの多いものへ1O段階に分けてブラウン管上に輝度表示した。

 そこで，本法の臨床応用として腎裏胞，腎結核などの腎funCtiOnal imageを描いたところ，

嚢胞部および結核部では，いずれも高い輝度を示し，正常腎との判別を容易に行い得た（図5－

7）。

（a） 警機能正甫例 （b） 水腎症例

区5－7 コンパートメントアナリシスによる腎の

   f舳。tional image臨床例

（C）資結核例
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5－4 小   括

 複雑な生体系の解析法としては，生化学などのように現象をミクロ化して把握していこうとす

る立場と，個々の要因のつながりを構成的に理解していこうとする生体システム生理学的な立場

の．二通りに大別される。

 コンパートメントアナリシスは，このうちの後者に属する解析法であり，マクロな立場にたっ

て，生体内の動きを解析しようとするものである。したがって臨床的に診断や疾病の重症度の推

定に用いられるし，基礎医学的には，トレーサの動きより，トレーサの関与する要因の数を推定

することによって，未知の要因の生化学的あるいは生理学的性質を研究する動機づけを与えたり，

トレーサの動きに対するこれまでの作業仮説の検定などに応用される。

 しかし，生体系は，コンパートメントシステムのような線形システムで表現される現象より，

むしろ，非線形現象の方が多いことも事実である。したがって，厳密な意味でコンパートメント

アナリシスが適用できる分野は限られるが，筆者らの経験や諸家の報告より判断すると，方法論

的な限界を考慮したうえで，本法を用いると，有効な生体情報を得ることが多い。

 今後さらに，本法の応用面，基礎面での発展が望まれる。
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