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計算機 シ ミュ レーシ ョンによる トカマ ク ・プ ラズ マ

の安定性 の研究

徳 田 伸 二

線形 理想磁気 流体安定性解 析 コー ドERATOに よ って トカマ ク ・プ ラズマの安定性 を解析 した。

ポ ロイダル座標 が任意 の磁 束座標系 を選択 できる高精度の写像法 を開 発 し,成 長率の低いモー

ドにっいて もERATOコ ー ドで信頼 性の高い安 定性解 析がで き るよ うに した。

トカマ ク ・プ ラズマの中性 粒子入射 加熱実験において,軟X線 の信号 が鋸歯振動か ら高周 波の

連続 振動に変化す ることが観測 されてい る。ERATOコ ー ドを用 い,m-1内 部キ ンク ・モー ド

の安 定性を解析 した。 主 と して,ポ ロイダル ・べ 一タ値,磁 場の シィアが安 定性 に与え る影響 を

調べ,鋸 歯 振動か ら高周波振動に変化 す るプ ラズマのパ ラメ ーター領域 とm=1内 部キ ンク ・モ

ー ドが不安 定にな るパ ラメーター領域 とが定性的に一致す ることを示 した。 また,m=1内 部 キ

ンク ・モ ー ドの第二安 定領域を見つけ,シ ィアおよび楕 円度に対す る第二 安定領域の依 存性を調

べた。 そ して,将 来の強い加熱実験において予想され るMHD現 象にっいて考察 した。
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1.序 論

1.1ト カマクによ るプ ラズマの閉 じ込め

核融合研究 は,地 上 に制御 され た核融 合反 応を実現 し,枯 渇す ることのないエネルギ ーを獲得

す ることを目的 とす る研究 であ る。現在,重 水 素(D)と三重 水素(つの間の核融合反 応(D-T反 応)

D+T→4He(3βMeV)+n(14.1MeV)

を実現す ることが 目標にな ってい る(n:中 性 子)。D-T反 応でエネルギ ーを得 るには,密 度

が1020m『3の 重水素 と三 重水 素の混 合気体 を10KeV(約108K)程 度に加 熱 し,.1秒 以上 保持

す ることが必 要であ る㌃21こ の様な高温状態で は原子 はイオ ンと電子 に電離 し,気 体は正電荷 と

負電荷 のほぼ等 しい状 態,い わゆ るプ ラズマ(完 全電離気体)に なる。 トカマ クは,磁 場 によっ

てプラズマを トーマス状に閉 じ込める装置の1つ であ♂3ほ の方式の装置のうちで 澱 もよい
4)

閉 じ込め性能を示 して いる。

トカマ クは図1.ユ に示す よ うな軸対称 な トー ラス配位 を して いて,三 種類 の磁場でプ ラズマを

閉 じ込 める。 トロイダル磁場 は大半径方 向(ト ロイダル方 向)に 向いた強い磁場(1～5T)で あ

り,外 部 コイルによ って作 られ る。 この磁 場は閉 じ込 めプ ラズマの安 定性 を確保す る。 トカマ ク

自身は変 圧器の構造 にな っていて,一 次巻 線に電流を立 ち上 が らせ て二次巻 線にな ってい るプ ラ

ズマ中に トロイ ダル方向の電流を流す ことがで きる。 この トロイダル電 流(0.5～3MA)は 小半

径方向(ポ ロイダル方 向)に まわ るポロイダル磁場を作 る。ポ ロイダル磁 場 と外部 コイルで作 ら

れ る垂直磁場 とがプ ラズマの平衡を保つ。 また,ト ロイダル電流 はジュール加熱に よってプ ラズ

マを加熱す る。

プラズマの閉 じ込め条件は,磁 場Bと プラズマ 中を流 れる電 流jと で生 じるロー レンツカ と圧

力 との釣 り合 い,す なわち,

7P-」 ×B(1・1-1)

で 表わされ る。 与え られた磁 場の強 さに対 して,閉 じ込め るプ ラズマ の密度および温度 がで きる

だけ高 い ことが望 ま しい。 そのため,装 置の閉 じ込 め性 能を表 わすパ ラメータ と して,プ ラズマ

圧力 と磁場 エネルギーの比

β一く詩2
陶(L1-2)

が定義 されて いる(μo:真 空の透磁率,〈 〉 はプ ラズマ体積 にわ たる平均)。 β一値の高い,

そ して,安 定 な平衡配位 を求 めることが 閉 じ込 め研究 の重要な課題の1っ で あ る。

1.2プ ラズ マのMHD安 定性

平衡 の方程 式(1.1-1)を 解 いて プラズマの平衡 を求 める ことは,閉 じ込 め実験の解析や安定

性解 析を行 う上で前 提 となる課題であ る。 トカマ クのよ うな軸対 称 トロイダル系で は,方 程式

一1一



(1.1-1)は1つ の未 知関数に対す る非線形の偏微分方 程式に帰着 し(第3章(3.1-9)式 参 照),

一般 には数 値解法で平 衡解を求め る。

平 衡の安 定性を論 じる場 合,ま ず,圧 力や磁場およ び電流な どの巨視的な物理量の摂動 に対す

る安定性が重 要にな る。 この場 合 には,プ ラズマ を磁場 と相互作用す る流体 とみ なす ことが よい

近 似1・ な り(磁 気 流 体 モ デ ル 、M。g。,t。 一Hyd,。 一Dy。 。mi、m。d,1)1・`1こ の 場 合,密 度,圧

力,速 度,電 流 お よ び温 度 な どが プ ラズマを特徴づ け る物 理量 にな る。プ ラズマは電 気的 に中

性であ るので,電 気力 はプ ラズマ に直接働 らか ない。 さ らに,電 気 抵抗 や熱伝導や粘性 などの散

逸効 果が全 くな いとす るモ デルが理想磁 気流体モデル(IdealMHDmode1)で あ る。一方,

電気抵抗 の効 果を考慮す るモデル は抵抗性磁気流 体モデル(ResistiveMHDmodel)と よ ばれ

る。次 に,物 理量の摂動 にっ いて の展開 を一次 まで にす ると,摂 動量にっいて線形な運動方程式

が得 られ,そ の安定性 を解析す るのは比較 的に容易 であ る(線 形安 定性 問題)。 特 に,理 想

MHDモ デルで は,い わゆ る,エ ネルギー原理馳 劣城 立す る。 しか し,線 形近似の範囲で不安

定な摂動のプラズマの閉じ込めへの影響を調べるためには(非 線形安定問題),運 動方程式を計

算機で解いて,摂 動の時間発展を追跡す る必要がある晒10も

線形理想MHD安 定性の解析から,プ ラズマの圧力分布や電流分布の安定性 に与える影響を調

べ ることができ,ベ ータ値の高い安定な平衡プラズマを得る上での指針が得 られる。また,安 定

性に対する抵抗の影響や不安定の非線形効果を考える上での基本となる知識が得 られる。
11)

線形 理想MHD方 程 式について成立す るエネルギー原理に対 して有 限要素 法の手 法 を適用 す

ると,安 定性 問題 が行 列の固有値問題 に帰着され,安 定性 に重 要な役割を はたす平衡の幾何学的

効果(ト ロイ ダル効果)を 正 確に取 り入 れた安定性解析が可能 にな る。有 限要素 法を用 いた線形
12)

理想MHD安 定性解 析は,最 初,円 柱プ ラズマ に対 して竹 田,下 村 らに よって始 め られ た 。 そ

の後,G,uber,B。,ger,ApPertら1・ よ 。て 発 展 され1四 轍 寸称 ト・ イ ダ ・レ・プ ラ ズ マ の安

15)

定 性 解 析 コ ー ドERATOが 開 発 され た 。 一方,Grim,Green,Johnsonら に よ ってPEST

コ_ド が開発 されてい る1⑤171ERATOコ_ド は,そ の後,数 値 計算法 の理論 的解 析や コー ドの

改良がな され1卵 魁⑳211ま た,臨 界プ ラズマ試験装置JT-60の 安定性解析勿,高 ベータ ・プ ラ

ズマ平 衡の安 定 性解析2亀助宏 どに用い られて いる。

1.3本 研究の 目的と意義

今 までに述べた様に トカマ クな どの磁場 閉 じ込め装 置によ って プラズマを閉 じ込め,核 融合反

応がお こる温度 まで加熱す るため には,プ ラズマが安定 に閉 じ込め られる ことが重要で あ る。 プ

ラズマの平 衡の安 定性 を論 じる場 合,線 形理想MHD安 定性が その基本 とな る。 特 に,軸 対称 ト

ロイダル ・プ ラズマの安定 性解析 コー ドERATOを 用 いる と,現 実 の閉 じ込め装 置に対応す る空

間 スヶ一ル,幾 何学的条件,お よびプ ラズマ ・パ ラメータで の安定 性解 析が可能になる。

本 論文 はERATOコ ー ドを用 いた トカマク ・プ ラズマの線形理想MHD安 定 性の研究について

述べ る。

第2章 では理想MHDモ デルの基礎方 程式 と線形安定性 を解析す る場合 に有 力な手 法 とな るエ

ネルギ ー原 理 につ いて述べ る。
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第3章 で軸対 称 トロイダル ・プ ラズマの平衡 を決 め る 「グ ラッ ド・シャフ ラノブ方程 式」 の数

値解法 について 詳 しく述べ る。 また,プ ラズマの平衡 およびその安定性 を研究 する上 で有用な,

そ して,ERATOコ ー ドで必要 になる,座 標系 および磁気面 量 とよばれ る平 衡を特徴づ ける量に

ついて も論 じる。

第4章 で はERATOコ ー ドで用 い られ るエネルギー積 分を導 く。 また,有 限要 素法で安定性解

析 を行 う場 合 に,ス ペ ク トル汚 染(spectralpollution)鍋%姿 防 ぐた め に考 案 され た 「ハ イ ブ
15)

リッ ド有限要 素法」,お よび,ERATOコ ー ドか ら計算 され る成長率 の収 束特性 にっ いて述べ

る。

第5章 では,数 値計算で求め られ た平衡か らERATOコ ー ドに必要 な平衡量 を正確に計算す る

写像法 にっ いて論 じ,従 来 の方法 との比較 を行 う。

第6章 では,ERATOコ ー ドで,理 想MHD不 安定の1っ で ある内部 キ ンク不安定を解 析す る。

主 と して,内 部 キ ンク 不 安 定 性 のベ ー タ値依存性 に着 目す る。 また,磁 場 の シィアやプ ラズマ

断面の形状 の効 果 につ いて も調べ て終わ りに解析結果 と トカマ ク ・プ ラズマ の実験 との 関連につ

いて議論す る。

最後 に,本 論文でな された研究の要 約 と結論を述べ る。

ポロイダル磁場

Bp

変圧器の鉄心

「赴

　

トロ イダル磁場

Bt

R

)

トロイダル電流

トロイダル磁場 コイル

↑
」

導体壁

トロ イダル磁場

+ポ ロ イダル磁場

図1.1ト カ マ クの概 略 図
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2.理 想電磁流体モデル

本章では,理 想電磁流体モデルの基礎方程式と境界条件にっいて述べ,そ れ らを線形化 し,線

形安定性解析において有力な手法となるエネルギー原理を導 く。

2.1基 礎 方程式

電磁 流体 モデル(Magnetohydrodynamicmodel:MHDmodel)で はプ ラズマ は電気的
5)中性を保ち

,電 流 を流す伝導流体 と扱われ,プ ラズマの運動は以下 の一群 の方程 式で記述 され る

∂ ρ

+div(ρ ▼)=0,

∂t

・(∂+v・7
∂t)・ 一 一 ・・j・B・

(∂一+v・7∂t)(Pρ ザ)一 ・・

(2.1-1)

(2.1-2)

(2.1-3)

rotB=μoj,(2.1-4)

,。tE.亜 一 。,(2.1-5)

∂t

E十v×B=ηj,(21-6)

ここで(2.1-1)式 は密度 ρに関す る連続の方 程式,(2.1-2)式 は速 度vを 決 めるオイ ラー方

程式であ る。プ ラズマは等方的であ ると仮定 してお り,し たが って プ ラズマの圧 力はスカ ラー量

Pで 表 わ され る。(2.1-2)式 の右辺第2項 はプ ラズマ の単 位体積あた りに働 くローレンッカで

ある。 プラズ マは電気 的に中性で あ るので,電 場Eに よる力は受 けない。(2.1-3)式 はプ ラズ

マの状態方程式で あり,rは 理想 気体 の比 熱比%に 等 しい。(2.1-4)お よび(2.1-5)式 は電

場Eと 磁場Bに つ いて のマ ックスウ ェル方 程式(MKS単 位系:μoは 真 空透磁率)で あ る。 プ

ラズマ と電磁場 との相互作 用は準定常 的であ ると仮 定 して(2,1-4)式 では変位電流が無視 され

ている。 ηはプ ラズマの抵 抗率で あ り,(2.1-6)式 はオ ーム の法則 を表わ して いる。 これ らの

方 程式においては,抵 抗 を除いて,プ ラズマの粘性や 熱伝導な どの散逸効果が無視 されて いる。

も し,プ ラズマの電気 伝導が充分大 き く抵抗が無 視で きる場合,オ ームの法則 は

E+v×B;0(2.1-6')

で表 わ され る。方 程式 系(2.1-1)一(2.1-5)お よび(2.1-6ノ)は,プ ラズマを散逸効 果がす

べて無視で きる理想流体 と扱 ってい ることにな る(理 想電 磁流 体モデル)。 また,(2.1-6')式

か ら,プ ラズマ中の磁束 げが保存 され る,す なわ ち

(∂ 十V∂t)¢ 一 ・(21一 ・)
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5)

が導かれ る(磁 力線 の凍結)。

(2.1-2)式 よ り,プ ラズマが力学的平 衡にあ るためには,

7p=j×B(2.1-8)

が成 り立 たねばな らない。(2.1-8)式 か ら

B・7p-0,j・7p講0(2.1-9)

が導かれ る。す なわち,圧 力pは 磁力線および電流線に沿 って一定 であ る。 さらに,7pは 等圧

面p-constに 垂直であ るか ら,関 係式(2」 一9)は,磁 力線お よび電 流線が等圧 面上 にあ るこ

とを意 味す る。 また,(2.1-4)式 よ り,電 流密度jに 対す る連続の方 程式

divj-o(2.1-10)

が成立 し,磁 場Bに つ いて もdivB-oで あ るので,一 本 の磁 力線(電 流線)は,発 生 した り,

消滅 した りす ることな く,等 圧面 を稠密 におお うか,自 分 自身で閉 じる。 そのた め,等 圧面は磁

気面(magneticsurface)と も呼ばれ る。

プラズマを磁場に よって壁か ら離 し,あ る有 限の空間領域 に閉 じ込め るため には,等 圧面の集

合が互 いに入れ子 にな った閉曲面 によ って構成 されて いて,プ ラズマ表面 に対 応す る等 圧面で プ

ラズマの圧力は ゼロで なければな らな い。 この時,プ ラズマ の内部 に,等 圧面が 曲線 になる部分

が あ り,こ れは磁気軸 と呼 ばれ る。プ ラズマの圧力は,そ の磁気軸上で最大 にな る。ま た,互 い

に入れ子 にな った等圧面上に磁力線 と電流線が あるが,球 に同相 な閉曲面で はそのよ うな等圧 面

を作 る ことがで きず,等 圧面 は トーラスに同相 な閉曲面で なければ な らな い。(2.1-8)式 にマ

ックスウェル方 程式(2.1-4)を 代入す ると

7(B2P+2
μo)÷B・7)B(21-11)

を得 る。 さ らに,磁 場方向 の単位 ベク トルh≡B/Bを 用いる と(2。1-11)式 は

B2B2
クP+7⊥ 一=一n(2.1-12)2

μo μoR

と書 ける。 ここで7⊥ 一7-n(n・7)は 磁力線 に垂 直な面内における勾 配,nは 磁力線 に対す る

主法線 ベ ク トル,Rは 曲率半径で あ る。(2.1-12)式 は ロー レンッカが磁力 線に垂 直な面内に働

く圧 力 と,磁 力 線に凹な方 向に働 く張力 とで 表わされる ことを示 して い る。

2.2境 界条件

プ ラズマの運動方 程式(2.1-1～6)に は境界 条件 が必要であ る。MHDモ デルでは,プ ラズマ

が空間 の有 限領域 に閉 じ込 め られてい る状態 を,プ ラズマ表面 と導体壁 との間に真空領 域のあ る

プ ラズマ平衡 によ って近似 的に表わす。 その場合,プ ラズマ圧力pが プ ラズマ表 面でゼ ロになる

のが自然であ る。 しか し,プ ラズマ圧 力が表面近 くの狭い領 域で急激にゼ ロになる極限の平衡 と

して,圧 力が表面で不 連続 な平 衡を考え ることができ る。 この場合,プ ラズマ表 面 に流 れ る表面
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電流 と,そ れの作 る磁場 との ロー レンツカが圧力 の飛 びと釣 り合 ってお り,ま た,プ ラズマ表面

は等圧 面であ り,磁 力線 と電流線 はこの等圧面上 にある。

プラズマ表面に働 く力 を考え る場合 は,応 力 テ ンソル を用 い るのが便利で ある。 プラズマの運

動方程式 は

・審 △ ・一Sif・ ・dS(2・2-1)

r一 六BB一(P+1B2
2μo)了(2・2-2)

と書 き直す ことがで きる。 ここでnは プ ラズマの微小体 積△ τを囲む面の外 向き単 位法線ベ ク ト
の ね

ル,dSは 面積素,Tは 応力 テ ンソル(1:単 位 テ ンソル)で あ る。 図2.1に 示す よ うな圧力 の

不連続面 を含む 幅.△xの 微小体 積を考え る(nlは 不 連続 面の法線ベ ク トル。n2,h,は 微小体 積

△τを 囲む残 りの面 に対す る法線 ベ ク トル。)。 プ ラズマの加速 度 は有 限であ るので,

丈nt
//＼
/
/＼
!＼

＼nt
＼}△
x ●一

n3n2

不連続面 も含むプラズマの微小体積の運動方程式は

・密 ・・一幽 ・・
お

である。 ここでTは 応 力テ ンソルで

T一 患BB一 ・・+,1
。・・)T

プラズマの加速度は有限であるか ら

・・m(・9暑 △・)一・

図2.1プ ラズマ表面 における境界条件

x
＼

鋼 ・駆)一 ・

が成 り立っ。 また磁場Bの 大 きさ も有 限で あるか ら,n2,n3面 を通 してn1方 向に働 く力 も,

△Xが ゼ ロになる と,消 え る。一方,n1面 を通 してnl方 向に働 く力 は,趣 がゼ ロにな ると,

[ぬ(・ ・B・)㌔1。B竃]一[云(・ ・B・)2一(・・が)]

になる。 ここでB。 およびBiは,そ れぞれ,プ ラズマ表面に外 側および内側か ら近づ いた時 の磁

場で あ る(プ ラズマ表 面の外 側で はp-0)。 したが って,プ ラズマ表面 にお ける加速度 が有 限

であるためには,
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読 ・・(Be-Bま)・[(・ ・が)一 瀞]一 ・(22-3)

が成 り立ねばならない。プラズマ表面で磁場Bの 法線成分は連続であるので,(2.2-3)式 は全

圧力(プ ラズマ圧力と磁場圧力の和)が 連続である条件:

,.ー ピ 、一 一⊥B3(2.2-4)
2μ02μo

に な る。

次 に,プ ラズ マ表 面 に お け る磁 場 の境 界 条 件 は

n・(B,一Bi)=0(2.2-5)

n×(Be-Bi)=μoK(2.2-6)

で あ る。 こ こでKは 表 面電 流 で あ る。 ま た,流 体 の 運 動 に 乗 った座 標系 で は 電 場 の接 線 成 分 が連

続 で あ る こ と と,オ ー ム の 法 則(2.1-6')か ら,電 場 の 境 界 条件 と して

n×(Ee+v、 ×Be)=0(2.2-7)

を 得 る。 こ こでv、 は プ ラズ マ表 面 の 速 度,E。 は プ ラズ マ 表面 に 外 側 か ら近 づ い た場 合 の 電場 で

あ る。

2.3線 形理想MHD方 程 式

平衡状 態にあ るプ ラズマが摂動を受 けて も,も との平衡状態 に もどる場合,そ の平衡 は安 定で

あ り,摂 動が成 長 して,プ ラズマが平 衡状態 か ら離れて いけば,そ の平衡 は不安定であ る。 した

が って,(2.1-8)式 を満 足す る平 衡解の うち,安 定な平衡だ けが存在 しうる。

プ ラズマの安定 性を解析 す る場合,摂 動量を一次 の微小量 と して扱 うと,基 礎方 程式(2 ,1-1

～6)が 摂動 量に対 して線形 化 され るので解 析が容 易にな る。理想MHD方 程式(2.1-1～5),

(2.1-6ノ)を 線形化 す ると次の方 程式を得 る:

∂ρ

蕊+div(・ ・v)=0・(2・3『1)

∂v1

ρo一 一 一7p+一 〔rotBo×B+rotB×Bo〕,(2.3-2)
∂tμo

∂P

蕊+v.フP・+「p・divv=0・(2・3-3)

∂B一=rot(v×Bo) ,(2.3-4)
∂t

ここで,添 字"0"は 平衡状態での量 を表わす。 したが って,線 形安定性 問題 は,初 期条件B-

0,p-0の もとで,プ ラズマに任意の小 さい速 度vを 与えた場合の安定性問 題に定式化 され る。

速度vは3つ の方程 式(2.3-2,3,4)か ら決定 され,密 度 に関す る方程式(2.3-1)は フ.ラズ
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マの安定性には関係 しない。

ここで

∂
v(「 ・t)=玩 ξ(Lt)・ ξ(・ ・t=o)=Q(2・3-5)

を満足す る変位ベ ク トルを定華 す ると(2.3-3,4)式 は 積分 され,圧 力pと 磁場Bが

p=一 ξ ●7po-1一 ▼podivξ(2.3-6)

B=rot(ξ ×Bo)(2.3-7)

で 表 わ され る。(2,3-6,7)式 を 運 動 方 程 式(2.3-2)に 代 入 す る と,ξ だ げ に 関 す る方 程 式

∂2ξ
・・評 ・=F(ξ)(2・3-8)

1
F(ξ)一7(ξ ・7po+1「podivξ)+一{rotBo×rot(ξ ×Bo)

μo

+rot〔rot(ξ ×Bo)〕 ×Bo}(2.3-9)

を 得 る。 演 算 子Fは 平 衡 状 態 に お け るプ ラズ マ圧 力Poお よ び 磁 場Boで 決 定 され る,エ ル ミー ト

6)

演算子であ る 。流体に働く力(2.3-9)に 対応するポテンシャル ・エネルギー鴨 は

凡 一 一 者 ∫ ξ・F(ξ)d・(23-1・)

plasma

で与え られ る。 ここで,ガ ウスの公 式 を使 うと%は

暢1[蒲 ・÷j・ ・(ξ ・B)・(ξ ・クP・)di・ ξ・r・・(d拉 ξ小 ・
plasma

-1∫[(ξ ・7・
・+r・ ・d拉 ξ)ξ ・÷(鋤 ・B]・ ・dS(23-11)

で 表 わ され る。 右 辺 の二 番 の積 分 は,平 衡 状 態 にあ る プ ラズ マ表 面 全体 に わ た る表 面 積 分 で あ り,

ベ ク トルnは プ ラズ マ 表 面 に 対 して 外 向 きの 法 線 単 位 ベ ク トル で あ る。

運 動 方 程 式(2.3-8,9)に 対 す る境界 条件 は,(2.2-4)お よ び(2.2-7)式 を 線 形 化 して 得

られ る。 プ ラズ マ 表面 は,平 衡 状 態 で の 位 置r、 か らr、+ξ 、・nに 移 動 して い る。 した が って,

(2.2-4)式 に お け る圧 力 は(2.3-6)式 よ り一 次 の範 囲 で

Po(rs+ξnn)+P(rs+ξnn)=po(rs)+ξnn●7Po+P(rs)

一P
o一 ∫'Podivξ

で 与 え られ る(平 衡 状 態 で は7Poは 等 圧 面 の法 線 方 向 に 向 い て い る)。 磁 場 に 対 して も 同様 に

して,(2.2-4)式 の 線 形 化 され た 方 程 式 と して

・・一r・ ・d鳩 云[(Bl・ ξ…7(Bl))・2B・ ・血(ξ ・B・)]

一 歳[(Bl・ ξ講 ・フ(B三))・2B ・・司(23-12)
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を得 る(瓦 は外 部磁場 の摂 動)。 そ して(2.3-12)式 は,も との平衡状 態で のプラズマ表面 で

成 り立 っ。一 方,平 衡状 態におけ る境界 条件(2.2-4)式 よ り,

1212
・・+1砺B・=砺B・

が成 り立っ ので,結 局,運 動市程式 の境界条件 と して

1
-rp
odivξ+一Bi・rot(ξ ×Bi)

PO

一 ⊥B
。.氏..1e.n・V(Bl-B3)『(・.3-13)

μ02μ0

7)を 得

る。

次 に,電 場 に 関 す る境 界 条件(2.2-7)式 を 線 形 化 して,平 衡 状 態 で の プ ラ ズマ 表 面 で 成 り立

つ 関係 式

E,+(・ 、×B。),一 〇 .(2・3-14)

ヲ

(B.は 平衡状態での外部磁場)を 得 る。 ここで,マ ックスウ ェル方程 式(2.1-5)を プ ラズマ表

面で積分す ると,

　

∫警 ・・dS一 一φE・ ・d・

を得 る。 この式 に(2-33)を 代入 すれば

∫警 ・・dS-S(・ ・×B・)・ ・読 ・

一 ∫…(・
・×B・)・ ・dS・

し た が っ て

n・ 言 。一n・rot(ξ ×Be)(2.3-15)

　
を得 る。 さ らに,真 空 中 の磁 場 の振 動B。 を ベ ク トル ・ポ テ ン シ ャルAで 表 わ す と(B。=rotA),

(2.3-15)式 は

n・rot(A一 ξ×Be)=0(2.3-15ノ)

に な る。 これ らの 面 積 分 を プ ラズ マ 表 面 で 行 い,ス トー ク スの 定 理 とn・Be;Oを 使 うと,ベ ク

トル ・ポテ ン シ ャル の 境 界 条件

n×A一 一ξnBe(2.3-16)

(7)を 得 る
。 　

ま た,導 体 壁 に お け る境 界 条 件,n・B,=0,は

n×A=0,(2.3-17)

で 表 わ され る。

プ ラズ マ の運 動 方 程式 の境 界 条件(2.3-13)式 を 用 い る と,ポ テ ン シ ャル ・エ ネル ギ ー
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(2.3-11)式 の表面積分 の項 は次の よ うに書 ける:

一1∫[(ξ ・フ・
・+r・ ・di・鵬 ・÷((ξ ・B・)・践)・ ・]dS

一一 去∫{ξ1[フ(・
・+21
。Bり 一フ(21。Bり]1・ 一毒B・ ・軌}dS

(2.3-18)

さ ら に,(2.3-16)式 よ り,

云 ∫B・ ・軸dS一 一,lr∫(A・ …A)・ndS

一 云 ∫(A・ …A)・ ・'dS(Z3-19)

を 得 る(n'は 真 空 領 域 か らプ ラズ マ表 面へ 向 う法 線 ベ ク トル 。)。 こ こで ベ ク トル公 式

div(A×rotA)一(rotA)2-A・rotrotA

と(2.3-17)式 お よ び 真 空 中 で はrotrotA-0が 成 り立 っ こ と を用 い る と ,

云 ∫B・・軌dS-2鉱 ∫(鳳Aゾd・(23-2・)

が成 り立っ。 ここで(2.3-20)式 の体積積分 は,プ ラズマ表面 と導体壁に 囲まれ た卓空領域(プ

ラズマ外部)で 行 われ る。

以上 を要約す る と,プ ラズマのポテ ンシ ャル ・エ ネルギーWは 次 の様 に表わ され る7)(以 下,

平衡量 を表 わす添字 くく0"を 省略 し,摂 動磁場はQで 表 わす:Q-rot(ξ ×B))。

w=Wl+wセ+w部(2,3-21)

暢 ㌦ い ・j・(ξ ・Q)・(ξ ・7・)一 ・(d拉 ξ)2]d・・

(2.3-22)

鴨 一素 ∫(…A)2d・ ・(23-23)

vaCU㎝

暢 φξ1レ(端Bl)イ(・ ・威Bl)]・ ・dS(Z3-24)
surfaoe

また,境 界 条 件 は,

n×A=一 ξ.B,プ ラ ズ マ 表 面(2.3-25)

n×A=0導 体 壁(2.3-26)

で 与 え られ る。

も し,真 空 領 域 が な く,プ ラズ マ表 面 が 導 体 壁 に一 致 す る場 合(固 定 境 界 条 件)は,ポ テ ン シ ャ

ル ・エ ネル ギ ーWは(2 .3-22)だ け に な り,ま た,境 界 条件 は
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ξn=0(2.3-27)

で 与 え られ る。

表面 積 分(2.3-24)式 に お い て(2.1-12)式 を 用 い る と,

・(BlP+2μ
o)・ ・一黒 ㌔ ・… 謡 ÷ ・・(23-28)

を得 る(κi,κ,は,そ れぞれ,磁 場Bi,B,の 曲率)。 したが って,プ ラズマ圧力pが プラズ

マ表面でゼ ロにな る場合 には,磁 力線は表面 を通 して なめ らか に変化 し,磁 場の大 きさも曲率 も

連続で ある。 この場合,ポ テ ンシャル ・エネル ギーWぺ の表面積 分(2.3-24)式 の寄与 はな くな

る。

2.4エ ネル弔一原理

線形理想MHD方 程式(2.3-8)式 の作用 素Fが エル ミー ト演算子で あ るので,プ ラズマの線

形安定性 はエネルギー原理 を用 いて解析で きる。

す なわち,ξ を モー ド分解(ξ ㏄e『i研)す れば,固 有値 問題

一ρ
oω2ξ=F(ξ 〉(2。4-1)

を得 るが,固 有 値 ω2お よび固有ベ ク トル ξとAは 変分

・〔W一 ♂K〕 一 ・ ・K一 者 ∫ ぽd・(2・ 一・)

か ら得 られ る(ベ ク トル ・ポテ ンシャルAに は,さ らに,境 界条件(2.3-25,26)が 課せ られ る)。

さ らに,固 有値 ω2は,固 有ベ ク トル ξとAを 用 いて計算 されたWとKか らレー リー商

♂ 』(2.4-3)
K

の関係 式を満たす。 また,変 分(2.4-2)式 は,ξ にっ いて のノルムがK-1で ある制 限の もと

に,ポ テ ンシャル ・エネルギ ーWを 極値 にす る ことと同値 である:

δW-0(2.4-4)

演算子F(ξ)が エル ミー トであ るので,Wは 実数で あ り,ま たKは 常 に正であ るので,固 有 値♂

は実数であ る。

そ して,ω2<0で あるな らば,プ ラズマ は不安定で あり,変 位 ベ ク トル ξは成長 率 厚 で

指数関数的 に成 長す る。すなわ ち,線 形理想MHDモ デル の範囲 では,振 動 しなが ら成長す るモ

ー ドは存在 しない。

また,仮 想仕 事 の原 理 によって プラズマ の安定性 を解析で きる。す なわち,任 意 の変 位 ξと境

界条件(2.3-25,26)を 満足す る任意の ベク トル ・ポテ ンシャルAに 対 して,ポ テ ンシャルWが

正で あれば安定であ り,あ る ξとAに 対 してWが 負 になれ ば不安定で ある。

エネルギ ー原理(2.4-2)は プ ラズマ の安定性解析 の有 力な手段 を与 え る。特 に,数 値解析 の

観点か らは,い わゆ る有限要素 法が使え る。
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ポテ ンシャル ・エ ネルギ ーの うち,プ ラズマ 内部 の部分W6は(2.3-22)式 で与え られ るが,
6,27,田)(付 録

1ベ ク トル公 式およ びガ ウスの定 理を用 いて,次 の二通 りに書 き直す ことがで き る

参 照)。

暢 ∫[濠Q1・ ÷(Q〃 一・・≒IPB)2+r・ld・ ξ[・

一」歪Q・(ξ ・B)一 ・(ξ…)ξ ・κ]・ ・(2・ 一・)

および,

暢 ∫[1一(Q+μo(ξ ・nμo)j×n)2+r・(di・ ξ)2

-2(ξ ・n)・(」 ×n)・(B・ ・)・]d・(… 一6)

ここで 馬 およびQ⊥ は,そ れぞれ,摂 動磁場Qの 平衡磁場Bに 対 して平行な成分および垂直な

成分,κ はBの 曲率お よびn≡ 一7p/17plは 等圧面 の外向 き単位法線 ベ ク トルであ る。

(2.4-5)式 の各項 は簡単な物理的意味 を もって い る。す なわち,第1項 は,平 衡磁場Bに 垂

直な方 向の磁場 の摂動,す なわ ち,磁 力線 が曲 が るためによ って生 じるエ ネルギ ーを表わ してお

り,ア ル フヴェン項(シ ィア ・アル フヴ ェン項)と よばれ る。第2項 は,平 衡磁 場Bの 方向 の磁

場 の摂 動,す なわち,磁 場 が圧縮 され ることによ って生 じるエ ネルギ ーを表わ して お り,速 い磁

気音波項(圧 縮 アルフヴェン項)と よばれ る。第3項 は,プ ラズマ の圧縮 によ って生 じるエネルギ

ーで音 波項 とよばれる。以上 の3項 は常 に正で あ り,プ ラズマ の安定化 に寄 与す る。残 り'の2つ

の項 はWへ 正に も負に も寄与す る,す なわ ち,不 安定 の原因 にな る。第4項 は,磁 力線に平行な

方向の電流成 分が寄与 してお り,キ ンク項 とよばれる。第5項 は,プ ラズマ圧力,そ して フp-

j×Bよ り磁 力線 に垂直 な方 向の電流成分 が寄与 してお り,交 換不安 定項(ま たは,バ ルーニ ン

グ項)と よばれ る。

(2.4-6)式 は,対 称 な形 を してい る。 また,不 安 定項が第3項 だ けにあ り,ま た,変 位 ベ ク

トルの うち法線方 向の変 位が不安定 の原因 になる ことが分 る。 そのため,(2.4-6)式 を有 限要

素 法で近 似 した時,対 称行列 の二次形 になるので,ERATOコ ー ドではプ ラズマのポテ ンシ ャル

・エ ネルギ ーの表式 と して(2 .4-6)式 が用 い られてい る。
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3.軸 対称 トロイダル ・プ ラズマの平 衡

プ ラズマの力学 的平 衡の方 程式(2.1-8)か ら,軸 対称 トロイダル ・プ ラズマの平衡を記 述す

るグラ ッド ・シャフラノフ方程 式を導 く。 これは,偏 微分演算子 は線形で非斉次 項が非線形な方

程式 であ る。 この方程 式の線 形演算子 に対す るグ リーンの定理 と非斉次項が ゼ ロで ある真空磁 場

を導 く。また,平 衡 と安定 性の解 析 において重要な磁束座標系 と磁気面量 につ いて述べ る。

グラ ッ ド・シャフラノフ方程式は非斉次項が非線形 で あるので,一 般 には解析的 に解 けず,反

復解 法を用 いて数 値的 に解 かれ る。 その数値計算 法と して 自由境界法お よびFCT法 にっ いて述

べ る。

3.1グ ラ ッ ド ・シ ャ フ ラ ノ フ方 程 式

軸対 称 トロイダル ・プ ラズマの等圧面は,図3.1に 示す様な トーラス状 にな ってい る。 この様

な プラズマの平衡 を解 析す るには,ト ーラスの対称軸をZ軸 とす る円柱座標系(R,Z,の(こ

の順序 で右手 系を作 る。)を 用い るのが便 利で ある。 この時,磁 気軸の座標が(R,Z);(Ro,

0)に な る様 に原点を選 ぶ。角 ρの廻 る方 向 を トロイダル方 向,ま た,磁 気軸 を廻 る方向 をポロ

イダル方向 と呼 ぶ。

Z・

9

/磁 気面

＼xポ 。,_

R

トロイダル方 向

磁気軸

図3.1軸 対称 トロイ ダル配置
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軸対称 な平 衡プ ラズマは トロイダル角gc)に依存 しないので,divB-oは

⊥.生(RB
。).∂B・ 一 。(3.1-1)

R∂R ∂Z

にな る。 したが って,ポ ロイダル磁場Bp一(BR,Bz,0)を スカ ラー関数ψ(R,Z)で 表わす こ

とがで きる:

B・一 一 譜 一 麦(%×7ψ)・ ・(3・1-2)

1∂ψ1
B・=蓑 盃=R(・ ・ ×VV)・ ・(3・1-3)

ここで,ベ ク トルerpは ポ ロイダル方 向の単位 ベ クトル。 したが って,平 衡磁場Bは

T(R,Z)1
B-iE・ ・×VV(R・Z)+R…(3・1-4)

で表わ され る。(3.1-4)式 の右辺第2項 は トロイダル磁場 を表 わす。 また,磁 場Bを 半径Rを

一定 に して ,ト ロイダル方 向に沿 って線積 分すれば分 る様 に,関 数T(R,Z)は 半径Rの 円板を

貫ぬ く電流 を表 わ して い る。磁場Bを ベ ク トル ・ポテ ンシ ャルAで 表 わす と,

B・ 一 ∂券 ・B・ 一 一論(RA・)

で あ り,こ れ ら と 、(3.1-1,2)式 と か ら

ψ=一RAq(3.1-5)

が 成 り立 っ 。磁 気 軸 と,曲 面 ψ 一const.上 の 任 意 の点 か ら出発 して トロ イ ダ ル方 向 に一 周 す る

曲 線 とが 作 る リボ ン状 の 曲 線 を貫 ぬ く磁 束(ポ ロ イ ダル磁 束)Ψpは

Tp=一2πRAρ(R,Z)+2πRoAg(Ro,0)

=2π(ψ ・一ψo)(3 .1-6)

で 与 え られ る(ψoは 磁 気 軸 で のψ の 値)。 す な わ ち,関 数 ψ は ポ ロイ ダ ル磁 束 を 与 え る。 この

た め,ψ は ポ ロ イ ダル磁 束 関 数 と よば れ る。

次 に,電 流j一 ユ・rotBは
μo

…j・ 一養A'eVn・ ・+ム ・T…(3・1一 ・)

キ

であ る。 ここで演算子 △ は

バ ψ一R・di・(窪)(3・1一 ・)

一R孟(1∂ ψ
R∂R)・ 零 拳(3・1-8つ

で定義 され る。

平 衡状態 では クp・B-0で あるので,
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1
B'7・=長(7ψ ×7P)●e・=0

が成 り立つ(圧 力pは ρに依存 しない)。 したが って,圧 力pは ψ だけの関数で あ る。す なわち,

ψ 一const.面 は磁気面 にな ってい る。 また,磁 気面上 で一定 な量,す なわ ち,ψ だけの関数 に

な ってい る量 を磁気面量 とよぶ。

電流jに っいて も,j・7p-0で あ るので,

(フT×7P)・eg=0

が成 り立 ち,関 数Tも ψ だ けの関数 で ある。(3.1-4),(3」 一7)式 より,平 衡 の方程式 クp-

j×Bは

♂ ψ 一一 μ。R2PLTT・(3.1-9)

になる(添 字 くワ"は ψ にっいて の微分 を表 わす)。 方程式(3.1-9)は,平 衡状態で のプ ラズマ

の圧力分布p㈲ と トロイ ダル磁場 の分布T㈲ が与え られた場合,平 衡 を維持 す るのに必要 なポ ロ
38)

イダル磁場 を決 め る偏 微分方 程式 で あり,「 グラッ ド・シャフラノブ方程 式」 とよばれる 。 こ

の方程式は一般 には非 線形であ る。

(3.1-9)式 を用いて,電 流jの 式(3.1-7)の △苦ψ を消去 す ると,

j一 煮 フψ… 一(Rp・+TTノ
μoR)%(a1-1・)

を得 る。右辺第一項は ポ ロイダル電流,第 二項 は トロイダル電流 を表わ してい る。電流jを 磁 場

に平行 な成分 と垂 直な成分,す なわち,j→1+αBで 表わす と,

.B×7P(3 .1-11)J⊥=
B2

。一 一互T一:亡(3.1-12)

B2μb

を 得 る。(3.1-11)式 は,い わ ゆ る,反 磁 性 電 流(diamagneticcurrent)で あ り,(3.1-12)

式 は,キ ン ク型 不安 定 の原 因 とな るforce-free電 流 で あ る。(3.1-12)式 を 用 いて,ト ロイ

ダル 電 流jgを 表 わ す と,

B2

jrR馨 ・ ・B・(3・1　 13)

を 得 る(B,:ト ロ イ ダ ル磁 場 の大 き さ)。 プ ラズ マ の平 衡 に お い て は,一 般 にpノ ≦0で あ るの

で,(3.1-13)の 右 辺 第 一 項 は 常 に 非 負 で あ る。

3.2演 算子△苦について

線形 演算子 △美に対 す るグ リーンの定理 は(3.1-8)式 よ り

ノ長(升 斑U△、V-V△U)dRdZ一継(・ 伽 一・7・)・ ・d4

(3.2-1)
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であ る。 ここで,ρ は閉曲線 ∂ρで囲 まれる,(R,Z)面 内の領域 であ り,ベ ク トルnは 領域 ρ

か ら外へ 向いた単 位法線ベ ク トル,deは 閉曲線 ∂9の 長 さ線素 を表わす。 また,△ に対す るグ

リーン関数G(r,r)e)は,第1種 お よび第2種 の完 全楕 円積分K(k),E(k)を 用 いて,

Gα め 一 一歩 奪 〔(2-k・)K(k)一E(k)〕(32-2)

で 与 え られ る碧)k_4RR㌻ ・〔(R+R)e)2+(Z_Z)e)2〕 。 した が って,プ ラズ マ 表面 をψ ・一〇に

選んでお くと,プ ラズマ外部におけるポロイダル磁束関数ψ はプラズマ表面に沿った線積分

ψ(R,Z)一 φG(。 めB,(R・,Z・)de(3.2-3)

∂2

で 与 え られ る。

真 空 中 で はp-0,T=・const.と 考 え られ る。 この 場 合,グ ラ ッ ド ・シ ャ フ ラ ノブ 方 程 式 は

歴 ψ 一 〇に な る。 この解 は外 部 コ イル を 流 れ る トロ イ ダル 電 流 に よ っ て 作 られ る磁 場 を 表 わ し

て い る と解 釈 で き る。 座 標(R,Z)を

R=ρcosθ,Z=ρsinθ

の

と変数変換すれば,真 空磁場ψvは ルジャン ドル陪関数P、 を用いて

ψ 。(R,Z)一Rρ""'pl一,(・i・ θ)(3.2-4)

と表わ され,右 辺 はRとZの 多項式であ る。 また,

　 　
R=Ro+ρcosZ,Z=ρsinZ

と お い た 時,1δ/Ro《1の 近 似 にお いて,主 要 項 が7ロcosnZに な る 真 空 磁 場 ψvを ・解(3 .2

-4)の ∴ 次 結合 か ら作 る こ とが で き る
。n-0か らn-4の 真 空 磁場 ψ号は

㎡ 一1,(3.2-5。)

11
(R2-R♂)(3.2-5b)ψV-2R

orp'

ψ影 一(2Rl
,)・ 〔(R2-R♂ ゾ ー4R・Z2〕(3・2一 ・・)
P

1

ψ 菩 一 〔8R2Z4-12R2Z2(R2-R8)+(R2-R3)3〕,(2R
orp)3

幡 一(2R詣
,ソ[曲 ♂ソ ー筆 ガ ・24〆Z2(評 一R♂ ゾ

ー16R・Z・(3R・ 一2R・2)]

(3.2-5d)

(3.2-5e)

ロ

であ る。 ここで,ψVは,プ ラズマ断面の長 さを表 わす量rpを 用 いて無次 元化 されてい る。真 空

磁場Bvは プ ラズマ中に流 れ る電流jと の ロー レンツカj×Bvを 通 じて,平 衡プ ラズマの位置や

形状 を制御 す ることができ る。ま た,グ ラ ッ ド・シャフ ラノブ方 程式を数値 的に解 く場 合 におい

て も,真 空 磁場(3.2-5)が,こ の 目的 のため に用 い られる。
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3.3座 標系

軸対称 トロイダル ・プ ラズマの平衡 は,グ ラッ ド・シャフ ラノブ方程 式で 与え られ,そ の平衡

が求 まれば,エ ネルギー原理 に もとつ いて平衡 のMHD安 定性 を解析で きる。 その場合,座 標系

を設定す ることが必要 になる。平衡 の軸対称性 か ら,変 位 ベ ク トル ξを トロイダル角 ¢にっ いて

フー リエ展開(ξ 。。ei岬)で きるため,ψ を座標の一つ に選ぶ。次 に,磁 気面 を座標 に選ぶ こ と

が,数 値計 算の精 度上,必 要で あ る。磁気 面を表わす 量 と して,ポ ロイダル磁 束関数ψ,あ るい

は,ψ を独立 変数 とす る任 意の単調 関数f紛 を用いて もよい。 もう一つ は,ポ ロイダル角Zで あ

る(図3.1参 照)。 ポ ロイダル 角の定 義の方 法は任意であ り,安 定性解 析に便 利な座 標系が何種

類か あ り,そ れ らは一般 には直交 して いない一般 曲線座標 であ る。磁気面 を座 標の1っ に選 んだ

座標系 は磁 束座標 系(fluxcoord沁ate)と よばれ る。磁 束座 標系(ψ,Z,p)の 線素d42

d42-9艸dψ2+29ψ 、dψdκ+9㍑dZ2+9卿dρ2(3.3-1)

において,共 変 メ トリック ・テ ンソル9i」(i,j二===ψ,2ご,～o)は 次式で 与え られ る:

・艸 一 善1・ ・12

,

お よび,

1

慮=(7ψ ×")'四

平衡磁場Bお よび平衡電流jの 反変成分は,

9
9ψ ・=一 藷7ψ ●フz・

・〃 ÷ ・ψ12・

9卿 一R2

Bψ 一B・7ψ こO

B一B.フ 、_-

B・一B・ ・帰

(3.3-2)

(3.3-3)

(3.1-4)お よ び(3.1-10)式 か ら,

(3.3-4)

および

jψ 一j●7ψ 一 〇

T,

jκ　
μ。反

TT/

j9=づ 一
。。R・

(3.3-5)

で あ る。
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(R,Z)面 に お いて,等 ψ 線 の方 程 式 は,等 ψ 線 の長 さ を4と して,

dR1∂ ψdZ1∂ ψ
『=『 一

,一=一(3.3-6)
∂Z ∂Rd4 【7ψll7ψld4

で あ るの で,

蓋 一難 一諾 ・簾 一四 ・凱_(a3一 ・)

すなわ ち,

諺)_一 濠B,・(33一 ・)

を得 る。 したが って,ヤ コビア ン ノ「9を 決 めれば,等 ψ線に沿 って(3.3-8)式 の線積分 を行 う

ことによ って,(ψ,Z,ρ)座 標を構成す ることがで きる。等ψ線 を一周す ると,Zは2π だけ

増 えるので,ヤ コビア ン 厄 には

d6φ一=2π(3.3-9)厄B,

という制約条件が課せられる。

ERATOコ ー ドで用い られている座標系は2種 類ある。1つ は,磁 力線の傾きB9/Bπ がψだけ

の関数

審 一響 一 ・ψ〉(33-1・)

にな る様 にヤ コビア ン 礪 を選ぶ 自然座標系(naturalcoordinate)で ある。qψ)は 安 定係数 と

よばれ,プ ラズマ の安定性理 論において重 要 な役割をはたす。qψ)自 身 は制約条件(3 .3-9)よ

り,

・ψ〉一舞 φRll(a3-11・)
P

で与え られ,そ して

R2

傭=万 ・(3・3-12)

器)。 。尉RIBp(a・ 一13)

であ る。 しか しなが ら,こ の座標 系には,数 値計算上,不 利な一面 があ る。す なわ ち,ポ ロイダ

ル磁場Bpは トーラスの外側で 強 く,内 側で 弱い傾向にあ るため,(3.3-13)式 か ら分 るよ うに,

自然座標系は,Z一 座標が トー ラスの外 側で開 いた座標系 になる。一方,プ ラズマの不安定 なモ

ー ドの変位ベ ク トル は トー ラスの外側 に局 在す る傾向にあ る。 そのため,自 然座標 系において有

限のメ ッシュ数で変 位ベ ク トルを精度よ く近 似す るために はメ ッシュ数 を増や さねばな らない。

(R,Z)座 標か ら見 て,等Z線 がポ ロイ ダル方 向にほぼ,均 一 にな る座標系 を構成す るためには,

Zの 増 分が等ψ線 の長 さ4の 増分 に比例す る様にヤ コ ビア ン 億 を選べ ばよい(等 弧座標)。 すな

わ ち,
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厄一髪 輩(a3-14)

ll)。.癌 箒)(a3-15)

ここで,Lψ)は 等ψ線 の長 さで ある。

a4磁 菊面量

関係「式(3.3-8)を 利用す ると,平 衡諸量の体積積 分や面積積分を等ψ 線に沿 った線積 分に変

換す ることができ る。 た とえば,磁 気面ψ一constに よ って囲まれた体 積V(ψ)は

W)一 ∫僖dψd・d・ であるので

器 一2・∫厄d・ 一2・嵯(3.4-1)

を得 る・一般1こ・ある物騨Xの ・2枚 の顧 面ψとψ+dψ に囲まれ纈 域の平均値<X>1ま

〈X>一轟 ∫芦d・ 一 ∫X-d・

一 ・・艦d〃 器(3 .4-2)

30)

で 与 え られ る(dτ:体 積 素)。 ま た,ψ 一const.に よ って 囲 ま れ る 断 面 を 貫 ぬ く トロイ ダ ル磁

束 靴 は

軌 一 ∫(B・7務 信dψd・ 一 ∫黒dψd・(a・ 一3)

である。したがって

誰 一罐 一叢 φRl乱(3.4-4)

を得る。また,

TdVl
q=扉 可 〈「7>(a4『5)

業 一器 〈r言〉(a4-6)

が 成 り立 っ 。

グ ラ ッ ド ・シ ャ フ ラ ノブ方 程 式

d拉(-
R2)一 一鯉'一 畢

を磁 気 面で 平 均 す る と ・
、
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∫di・(ψR2)d・ 一 ∫1㍗12傭d・d・

より,磁 気面で平均 された平衡方程式

÷(V・ 〈Bl>)… ・・… 一TT・ 畔 〉(3・ ・一・)

を 得 る。(3.4-5,6,7)式 は,FCT(FluxConservingTokamak)過 程 に も とつ いて,平

衡を求め る場合に使われ る。(3.4-7)式 をψi一 ψ。か らψ,一 ψ2まで積分 し,〈B3>o-0に 注

意すると,

・・〔・(ψ・)一・・〕・1<B3>。

一一∫llTTt〈 量>d蝶 く塁3>〔en〈B3>V'2)'dVn,(3.4-8)

を得 る。 さ らに(3.4-8)式 をψ2=ψoか らψ2一 ψ まで体積積分で平均す る と,

師 一・昨1〈B;〉 ・

・∫lv講){Tγ 壷 く塁;〉[伽(V'≒B3〉)]'/dbLn2

(3.4-9)

を 得 る(5・:一 ∫pdT/V)・ ポ ・ イ ダ ・レ ・ べ 一 ・,β,・ を

百β

・=<Bl>
。、/2,。(3・4-10)

で 定 義 し(ψ 、:プ ラ ズマ 表 面 で のψ の値),p(ψ,)=0と 仮 定 す る と,βpは

色一1・ ∫1<Bl>ll睾(ψ
、){2TT・ 〈雷 〉・〈B3>[e・V:2<33>]'/dψ

(3.4-11)
29)
。プ ラズマ 断面 が円に近 い平衡 で,βp～1の 範 囲で は,(3.4-11)式 の被積分関と表わ され る

数 の第二項 は無視す る ことがで きる。 したが って,Tノ=0,す なわち,プ ラズマが,ト ロイダル

電流 とそれの作 るポ ロイダル磁場だ けで 閉 じ込 め られてい る場 合 は β,ft1で あ る。 また βpが1

よ り大 きいか小 さいか はT'の 符号 によ って決 ま る。 この場合,プ ラズマ は トロイダル電流 とポ

ロイダル電流で 閉 じ込 め られ る。 そ して βp》1の 場合 は,む しろ,プ ラズマはポ ロイダル電流

で 閉 じ込め られて いるとみ なす ことがで き る。

3.5ス ケー リング則

　

グラッ ド・シャフラノブ方 程式 の一 っの解ψ か ら次の スケー リングによ って新 しい解ψ を得 る
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ことがで きる:

　

ψ=σ ψ

宣 研)一 ・2P(ψ 〉

　 　N

T2ψ)一T2(ψo)=σ2〔T2ψ)一T2(ψo)〕

　 　 　
この時,新 しい解ψに対応す る安定係数qψ)は 次の ように変化す る:

　　
～ ～Tψ)1

qψ)一 一q(ψ)Tψ)
σ

(3.5-1)

(3.5-2)

(3.5-3)

(3.5-4)

(3.5-3,4)式 よ り,ス ケー リン グに お い て 磁 気 軸 で の トロイ ダル磁 場 を不 変 に して お け ば,磁

　

気軸での安定係数qoは ス ケー リング前のqoの1/σ にな る。この様 に,1つ の平 衡が得 られる と

ス ケー リング則を利 用 して,qoを パ ラメータに した一連 の安定 性解析 ができる。 しか し,こ の

ス ケー リングでは,ベ ータ値(β=2μoP/B2)は 変化す るが ,ポ ロイダル ・ベ ー タ値 は不変 で

ある。

3.6Solovbv平 衡

グラッ ド ・シャフラノ ブ方程式は一 般には非 線形であ るので解ψ(R,Z)は 反 復法を伴な う数

値計 算によ って求 め られ る。 しか し,p'とTT'が 定 数であれ ば,ψ(R,Z)の 解 析形 が次 式で

与え られる:

ψ(R・Z)一
。舞[(1-d)書1+dR♂Z・+(撃)2](a・ 一1)

この平 衡では磁気軸(R-Ro,Z-0)お よびプ ラズマ表面 におけるψ の値が,そ れ ぞれ,ゼ ロ

お よびψ、にな ってい る。ま た,圧 力p,ト ロイダル磁場 関数Tは

醐 一 ÷
。1当♪(1-d1+E2)(ψ ・一ψ)(36-2)

2dψ 、
T2ψ)一(RoBt)2一 ψ(3.6-3)

a2E2

で あ る(Bt:磁 気 軸 で の トロ イ ダル 磁 場)。(3.6-1,2,3)式 で 与え られ る平 衡 はSolovlev平

31)

と よ ばれ,グ ラ ッ ト ・シ ャ フ ラ ノ ブ方 程 式 の 数 値 解 法 に お いて,反 復 の初 期 近似 解 と して 用衡

い られ る。pノ,TT'が 一 定 で あ るの で トロ イ ダル 電 流 は平 担 な分 布 を し,ま た,プ ラズ マ 表 面

で ゼ ロ にな らな い。TT'の 符 号 は 一dの 符 号 に一 致 す るか ら,(3.4-11)式 の 議 論 よ り,d>0

の 時,βp<iの,ま たd〈0の 時,βp>1の 平 衡 が 得 られ る。

プ ラズ マ 表 面 のR軸 上 で の 位 置 は

R年=Ro2±:2aRo

で あ るか ら,プ ラズ マ の主 半 径RMお よ び小 半 径rpを

R++R_R+一R_

2,「 ・=2(3・6-4)RM=
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で定義す る と,

R・一R孟 ・ ・3,・ 一¥(36一 ・)

で あ る。 等 ψ 線 は補 助 変 数 θ(0≦8≦2π)を 用 いて,

R=Ro1+2εscos8(3.6-6a)

Z一 ・Essi・8(3.6-6b)1
+2εs(1-d)cosθ

で表わ され る(ε=a/R。,s一/孫 、)。 したが って,磁 気軸近傍(s《1)で は

R=Ro+ascosθ

Z一 ・E・(・i・ ・一1・s(1-d)・i・2・)

と 展 開 され る。 磁 気 軸近 傍 で 等 ψ 線 は詳 半径Ro,小 半 径a,楕 円 度 κ一Zm。./a蟹Eの 形 状 を も

っ。 三 角 度 δを δ一(Ro-Rm。.)/aで 定 義す る と(Rm。.,Zm。.は 等 ψ 線 上 でdZ/dR-0に な

る位 置),パ ラ メー タdは.

d-1一 δ/(εs2)

で あ る。

パ ラ メ ー タEとdを プ ラ ズマ 表 面 で の 楕 円 度(κ=Zmax/r,)と 三 角 度 δ(δ 一(RM-Rmax)/rp)

に よ って表 わ す と,

2RoZma、(3
.6-7)E=

(R♂ 一R塩ax)2+4a2R8

2R2(R♂ 一Ri望ax)(3
.6-8)d-1一

(R♂ 一Ri』x)2+4a2Ro2

を得 る。

Solov'ev平 衡 の安定 係数qψ 〉は

dR

・ψ)一景峠r器 ∫r
R繭dθ

÷ 識 ∫:π1.2、s(1-d)、1ぞ 、(1.、 、sc。、、)(a6-9)

で 与え られる。 したが って,磁 気軸での安 定係数 は

・・壽B・ 、 脚 〉

で あ る。 ゆえ に,ψ,は 磁 気 軸で の安 定係 数qoを 用 い て

ψ。一a2旦Bt(・.・ 一11)
2qo
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で表わ され る。

以上 か ら,Solov℃v平 衡(3.6-1,2,3)は,プ ラズマの形 状を決 定す るパ ラメータ,す なわ

ち,主 半径RM,小 半径r,,楕 円度 κお よび三角度 δと,磁 気軸での トロイダル磁場Btと 安 定

係数qoに よって決定 され ることが分 る。

3.7グ ラ ッ ド・シャフラノブ方程式の数値計算法

グ ラ ッ ド ・シ ャ フ ラ ノ ブ方 程 式

△xψ ・・一Pt。R2P'一TT'一f(R,ψ)(3・7-1)

を 数 値 的 に解 く方 法 と して,p',TT'の 分 布 を 与え反 復 法 で 解 くこ とが考 え られ る。 以 下,電

流 の単 位 をpto="1に な る様 に 変 え る(MKSA単 位 系 で10/4πMAの 電 流 が この 単 位 系 で は1

の 電 流 に 相 当す る。)。 ま た,ψ(R,Z)に は 定 数 だ け の任 意 性 が あ る が,プ ラズマ 表 面 のψ の

値 を ゼ ロ に選 ぶ のが,数 値 計 算 上,便 利 で あ る。p',TT'の 分 布 と して,た とえ ば,

P'一 一 β、〔1-Clxc2一(1-Ci)・c3〕(3.卜2・)

TT'_Rfi(1一 βJ)〔1-C、xc・ 一(1-C、)。c6〕(3.・ 一2b)

。_V-V・ 一,M(3.7-2、)

ψ、一ψoψo

がよ く用い られ る(Cj,j-1,…,6は 定数)。 この分布で は トロイダル電流がプ ラズマ表面

(ψ一ψ、一 〇)で ゼ ロであ り,ま た,(3.4-8)式 か ら(3.4-11)式 までの議 論か ら分 るよ う

に,パ ラメータ βJは作 られ る平 衡の βpの 目安 を与える。

(3.7-1)式 を単 純な反 復法

A"e"L・n+1二f(R,ψn)(3.7-3)

で解 こうとす ると,ψnは 求 めるべ き解 に収束 しな いで物理的 に自明な解(た とえばψ≡0が 解 と
32)
。そ こで,解 に物 理的な制して存在すればψ≡0)に 収束す ることが多 い ことが知 られてい る

約条件を課 し,次 の反復 スキーム:

△iG-R。f(R,ψn)(3.7-4)

ム

が用 い られ る。 そ して(3.7-4)の 解ψ に,制 約条 件を満足す る様にスケー リング ・フ ァクター

σをかけ,同 時に λ、に も σをかけて,次 のステ ップのためのψn+1,λn+1を 作 る:

ψn+1=σG,2n+1=σ2n(3.7-5)

この反復 法で用い られ る制約 条件 と して,

(a)全 ポ ロイダル磁 束が一定 。ψ、=0で あ るか ら,こ れはψe==一一一'定という条件 に等 しい。

(b)全 トロイダル電 流が一定 。

(C>磁 気軸での安定 係数qoが 一定。

があげ られ る。

次 に,ψn=ψn(R,Z)が 求ま ったと して線形偏微分方 程式

△姶 一9(R,Z)(3.7T6)
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g(R,Z)≡ えnf(R,ψn)inρ(3.7-6')

を与え られた境界 条件 の もとで解 く必要 があ る(9:プ ラズマ内部)。 プ ラズマ表面 の形状(∂ ρ)

があ らか じめ与え られている場合 はDirichlet型 の境界 値 問題 を解 くことにな る(固 定境界法)。

Z

,R

R

図3.2自 由境界法 で用 い られ る長方 形領域

一方 ,自 由境界法 とよばれ る方法で は図3.2に 示 す様 なプ ラズマ領域9を 含む長方 形領域Rを 考

え る。長方形領域の境界 ∂R上 のψ の値h(R,Z)は(3.2-3)式 より

h(R,Z)一 季G(・ めB,(R",Z')")de(3.7一 ・)

∂2

で 与え られ る。 もちろん,h(R,Z)は 真 の解ψ が求ま った場合のみ計算で き るので あるが,

B,(R)e,Z)e)を 反復 の前 段階の解ザ を使 って

　 　

篤(R'`'・Z'x一)一 等B言(R芸 ・Zも`(3・7一 ・)
P

(Bl=17ψnl/R)で 近 似 し,ψn-0の 等 ψ 線 ∂S2。に沿 った 線 積 分(3.7-7)を 境 界 値h(R,

Z)と して採 用 す る。(3.7-8)式 に お いてIpn,㌃ は 反 復 の 前後 に お け る全 トロ イ ダル 電 流 で

あ る:

iS一 手B♂de,(3.,一 ・。)
∂9
n

了:一 ∫ ・。f(R・ ψn)・RdZ・(3・ ・一 ・b)

境界 値h(R,Z)が 求 まると,次 の境界 値問題

導 一{9(1'Z)
,1濃=9n(3・7-1・ ・)へ

ψ=h(R,Z)at∂R(3.7-10b)

33)

を 解 く こ とが で き る。 この場 合,境 界 が 長 方 形 で あ るの でdoublecyclicreduction法 と い う

高 速 の直 接 解 法 を用 い る こ とがで き,数 値 計 算 上 有 利で あ る。

A

3R

)

▼

3Ω.

nd£n

※一,唖
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今までの議論か ら分 る様 に,自 由境界 法ではψn+1(R,Z)一 〇の位置 とψn(R,Z)=0の 位

置 とは一致 しない。すなわち,プ ラズマ表 面は反復解 ゾ が収束 した後で決定 され る。しか し,

3.2節 で述べ た様に,真 空磁場ψvを(3.7-10a)の 解ψ に加 える ことによ ってプ ラズマの形状

を制御 す ることが できる。 た とえば,(3.2-5)式 の5種 類 の真 空磁場 を用 いると ,ψn(R,Z)

=0の 等ψ線 が ,あ らか じめ指定 した5点 の固定点 を常 に通 る様 にで きる。

3.8FCT平 衡

前節で述 べた反復解 法 には次 のような2っ の欠点があ る。1つ は,ト カマ ク配位(q㈲ がψ に

っ いて単 調増加関数であ り,か つ,等 ψ線が 円に同相)の もとで高 βな平 衡解 ψ(R ,Z)を もた

らす圧力pお よび トロイダル磁 場関数Tの 分布 を見 い出す ことがむつか しいことであ る。 もう1

つは,平 衡 解ψ が求 ま ってか ら安定係 数qが 与え られ ることであ る。平 衡の安定性解 析で は ,む

しろ,安 定係 数qが あ らか じめ与え られた分布 を し,他 のパ ラメータ(た とえば圧力 分布や ベー

タ値)の 異 な る平 衡群にっいて一連 の安 定性解 析を行 うことが多 い。

トロイダル磁場 関数Tの かわ りに安 定係数qを 与えてグ ラッ ド・シャフラノブ方程式の解 法と

して,FCT(FluxC。nservi。gT。k。m。k)過 拶 耶1,も とつ いた 解 法が あ る.こ れ1,よ 。

て β>10%の 平衡 を容易 に求 め ることがで き る。

プ ラズマ中で お こる輸送過程 の特徴 的な時間 ス ケール よ り早 い時間 スケールでプ ラズマの加熱

や圧縮が行 われる と,磁 力線が プ ラズマに凍結す るため,プ ラズマとと もに動 いてい る座標系で

はポ ロィダル磁束 璽「pもトロイダル磁束 歎 も保存 され る(FCT過 程)。 したが って,ψ の関数

ともてψ'tψ),q㈲ も不変で ある。 さ らに,断 熱過程では

・ψ)一・(諾 ブ(a・ 一1)

36)
も保存 され る(r-5/3) 。 この様なFCT過 程では トロイダル磁場 関数Tψ)は(3.4-5,6,7)

式を用いて常 微分方程 式

干[・K〈Rつ 〉・r・(〈 ～;〉 ゲT卜 ・+<め]

一一くバ>K一(<g㌦'T卜 ・(a8 -2)

亜 ・一 工<R一 ・>

dV2π

で 与 え られ る。 こ こで

1
り= 　

り4
πq

K一 一iV'〈BZ>一1麟1手 卸
.

(3.8-2b)

(3.8-3)

(3,8-4)

一25一



また,ド ロイダル磁束 歎 が不変で ある ことか ら,軌 にっ いて次 の境界条件 が課せ られ る。

;:瓢 ∵ ←一定):}(一 ・)

方 程式(3.8-2)に お いて,〈R-2>お よびKは ψ(R,Z)が 求ま っていない と計 算で きない

ので,こ れ らの方程式 とグラ ッド ・シャフラノブ方程式(3,1-9)と を交互に解 く反 復法が必要

であ る。 したが って,方 程式(3.8-2)で は<R-2>,Kお よびVは ψ にっいて既知の関数であ

る。 また,レ ψ〉お よび μψ)は与え られ た不変 な関数で ある。 この場合,方 程式(3.8-2)は,境

界条件(3.8-6)を 課せ られ た,ト ロイダル磁 束臥 につ いて の非線形固有値 問題で あり,表3・1

に示す反復 法で解 かれ る(添 字"n"は 反復 のステ ップを表わす)。

反復的 に求 めたTψ)とPψ)一 μ(d曜,/dVデ をグラッ ド ・シャフラノブ方 程式(3.1-9)の

右 辺に代入 して,ψ(R,Z)を 求め,<R-2>,Kお よびVを 更新 して再 び方 程式(3.8-2)を

解 く。 この反復 が収束すれば,与 え られたqお よび μに対応す る平 衡が得 られ たことにな る。 さ

らにμをμ+△ μに増大 させて反復を行えば,同 じq分 布 を した β値の高 い平衡が得 られ る。

方程式(3.8-2)と グラ ッ ド・シ ャフラノブ方程 式(3.1-9)を 交互 に解 く反復の過程 にお い

て,ト ロイダル磁場 関数Tの プラズマ表面で の値T、 は毎 回変化す る。 また μを増大 させて β値

の高 い平衡 をFCT過 程で作 る場合 も,得 られた平衡のT、 も変 化す る。 しか し,T,は トロイダ

ル磁 場を作 るために外 部 コイルに流す 電流を表わ してお り,こ れが,技 術 的 に到達不 可能な値 に

な るのは不適 切で あ る。 さ らに,も し,外 部 コイルに流れ る電流が一定であれ ば,Tが プ ラズ マ

表面で不連続 にな り,そ の結果,プ ラズマ表面 に表面電流(ト ロイダル方 向にもポロイダル方 向

にも)が 流れ る。 この様な現象 を避 けるため に,Tsが 指定 した値 になる様 にプ ラズマ体積 を調

整す る。実際 には,プ ラズマ表面上の固定点 がプ ラズマ の膨 張(な い し圧縮)に 対応す る位置 に

来 る様 に真空磁場ψvが 調整 され る。

3.9第3章 の要約

本 章では軸対称 トロイダル配位 にお けるプ ラズマ の平衡 を論 じた。平衡 を決定す るグラ ッ ド・

シ ャフラノブ方程式を導 き,自 由境界法 とよばれ る反復 的な数値計 算法 につ いて 述べた。 この方

法で は反復 の初 期平衡 としてSolo絶r平 衡 が用い られ る。 また,安 定性解 析で用い られる磁 束座

標系 と磁気面 量を定 義 して,高 ベータ平衡 を求め るFCT法 について述べ た。

平衡 はMHD安 定 性解析 の出発点であ り,本 章で論 じた数 値計 算法を用 いて,安 定性解析の対

象 とな る平衡を作 って いる。
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表3.1非 線形境界値問題(3.8-2)を 解 く反復法

n

Tn-2・ 響/<めF

、F

・〈バ>K・ ・(〈要 〉)'〆 仙

D=

・K〈 一2R〉・r・(≦ 呈望〉γ(プ)F吻

響

年・一⑳ 卜∫IDdψ]

暢 ∫いkバ>dV

NO

響

n+1φ
ψt一 碑

Ψt(V,)

「 '

n+1

歎 の 収 束 判 定

yes

T-2・砦/(吟
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4.ERATOコ ー ド

本章で は,軸 対称 トロイダル平衡 の線形 理想MHD安 定性をエ ネルギ ー原 理に もとつ いて数値

的 に解析す るERATOコ ー ドについて述べ る。

M}ID安 定性の数値解析 にお いては,安 定係 数qが 有 理数の磁気 面(有 理面)が 正確 に表現 さ

れ る ことが必要で あるので磁束座標系 が採 用され る。4。1節 で物理量を規格化 したの ち,4.2節

で エネルギ ー積分 を磁束座標 系で 表わす。数 値的な安 定性解析では,い わ ゆ る自然座標系 を用い

るのは必 らず しも妥 当で はないので,ヤ コビア ン 偲 を任 意に とれ るよ うにエネル ギー積 分を表

わす。 また,ト ロイダル ・モー ド数 が高い場合 に用い られ る準モ ー ド表示につ いて も述べ る。

真空 中の摂 動磁場 を表現す る方 法 と して,ス カ ラー ・ポテ ンシ ャルを用い る方法 とベ ク トル ・

ポテ ンシ ャルを用いる方法 とがあり,そ れに応 じて,真 空磁場 エネルギ ー も二 通 りの方 法で 表現

され る。4.3節 で は,ス カ ラー ・ポテ ンシャルおよ びベ ク トル ・ポテ ンシ ャルを用 いて 真空磁 場

エ ネルギーを表わ し,そ れぞれの方法 の利害得失 を議論す る。

4.4節 で はERATOコ ー ドで用い られ る境界 条件 および それ の数値計算上 の表現方法 にっい て

述べ る。

4.5節 では,ERATOコ ー ドで用い られてい るハ イブ リッ ド有 限要素 につ いて述べ る とともに,

ERATOコ ー ドで安全性解 析を行 う場 合の実際上 の注意 にっ いて述べ る。

4。1物 理量の規格化

ERATOコ ー ドでは磁気 軸の位置Ro,磁 気軸で の トロイダル磁場 関数の値To,お よび質量密

度 ρoを 単 位に とって物理量を無 次元化す る。 したが って,磁 場,電 流,圧 力および時間の規格

化定数 は,そ れぞれ,

ToBo2To2
B・=T・/R・ ・J・=

,。Rl… 蒲=厨 ・

ぜ+諜R8・(4.1-1)

で あ る 。 数 値 的 例 と し て,R。 一1m,B。 一1T,ρ 。一1.67×10-7kg/㎡(数 密 度1020m『3の

水 素 プ ラ ズ マ の 質 量 密 度)の 場 合 を 考 え る と,

Jo=7.96×105A,po-796×105Pascal-7.85気 圧,

・。 一4.58×1σ7s(4.1-2)

で あ る 。
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屯2軸 対称 トロイダル系でのエネルギーの表式

3.3節 で述べ た様に,ヤ コビア ン 厄 を決め ると,(3.3-8)式 にもとついて座標 系(ψ,Z,

ρ)が 構 成 され る。 この座 標系を用いてポテ ンシャル ・エ ネルギ ーと運動エ ネルギ ーを変位ベク

トル ξの反 変成 分(ξ ψ,ξ 疋,ξ ρ)で 表わす。前 節の規格化 に従 って無次 元化 されたポテ ンシャ

ル ・エ ネルギー(2.4-6)は

鴨 一 ・∫厄dψd・ 〔1…(ξ ・B)・(ξ ・・)j・ ・12+r・rd・ ・ ξ1・

一21ξ ●nI2(」 ×n)●(B・ フ)n〕(4 。2-1)

で あ る 。 変 数X,V,Yを

X_ヱ ξψT
V_⊥(、 ξし ξ・)(4.2-2)

T

Y_1ξ9
T

と定 義す る。 ここで レは

Bρ
レ=一(4.2-3)
Bκ

であ り,磁 力線の局所 的な傾 きを表わ してい る。また,自 然座 標系 で は安定係数qに 等 しい。

(4.2-2)を 用い ると摂動磁場Q=rot(ξ ×圃 は

Q〃一器(誓)・ 嘉]

Q・一T鐸 一轟(T-Xり)](4・ 一・)

Q一 轟(TX)・T器]

で あ る。 ま た,

U-rot(ξ ×B)+(ξ ・n)j× 皿

とお くと,絶 対 値 の 自乗IU}2は

IuF一(・艸一(誓2)IU・P剛U嘗Uイ+轄

と表 わ され る。 こ こで,

9ψ Ψ9〃 《9ψ,)2-99卿 一R29

と(3.3-2)式 を 用 い る と
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1U12-R、1B、IU']・+gB31ULβ,U〃1・+R・1U・1・

P

を 得 る。 こ こで,β κは

vψ ・7xβ

x≡(4.2-5)17ψi2

で 定 義 さ れ る 量 で あ り,座 標系(ψ,X,g)の 非 直 交 性 を 表 わ す 。 ここで,(3.3-5)お よ び

(4.2-4)式 を 用 い る と,

T2R2T2∂X∂V2

「・eUE2=tt・BIIF(X)12+厄ab+dr

ロ 　

・扇 耀 一÷轟(3X)・ 鳶X一 β・F(X)1

(4.2-6)

を 得 る 。 こ こ で,

昨 義(碁)偽(4・2一 ・)

また,

di・ξ一k[£

.(R2X)・ 霧(R2v)・ 霧(R2y)・ ・ti}(R2Y)]

(4.2-8)

2(j・ ・)・(B・V)・+蔵Rl
,)・Vψ ・V〔(RB・)2〕 ÷'7ψ ・フR

(4.2-9)

TT'

R(4・2-1ノ)
lr-Rpノ ー

で あ る(付 録2参 照)。(4.2-6,8,9)式 と ξ一 ξ(ψ・,X)ei"9か ら ポテ ン シ ャル ・エ ネ ル ギ ー

(4。2-1)は 次 の様 に 表 わ され る:

Wp一 ・∫dψdX〔 ・IIII2+bll・[2+・II・12+dlI・12+・II・12〕(4・2-1・)

11-F(X)一 義(X)・i・X

I・一i・V一 ÷ 轟(ごX)・
。1旨3X一 ら ・(M

I,一 堅.翌(4.2-11)
∂κ∂ψ

1・÷ 謡X)・ 艶V)・&(R2y)・i・vR2Y

I5=X
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および

・点 鳶 ・ ・一畔 ・ ・一『穿 ・d一 傷 ・

・一一2詣[jl一 誌)ψ ・「(RBρ2一 餐 フψ ・7R]
.(4・2-12)

また,運 動エネルギーKは

K一一・∫醐[詣IXI・ 古 脚31V・Y-P・X12+」lli・R2T21yl2]

(4.2-13)

と表 わ され る。

変 位 ベ ク ト,レξ一 ξ(ψ,、),… に お ・・て,ξ(ψ,・)を 準 モ ー ド表 示 鯛)

ξ(V,X)一 飾,・)e"i・ μ(V・x)(4.2-14・)

ズ

・(ψ ・X)一 ∫ ・dX(4・ ・一14b)

0

ノ　　

で表わ し,エ ネル ギー積分(4.2-10,13)に おいて ξ(ψ,X)を 独立変数 にす ることがで きる。

この表示で は,ト ロイダル ・モー ド数nの 大 きい場合 に表 われるポ ロイダル方向の短波長 の振動
へ

がe-i"Ptで 表 現 さ れ,ξ(ψ,X)自 身 は ポ ロイ ダ ル方 向 に ゆ るやか に変 動 す る。 したが って,
21)

準 モ ー ド表 示 を 用 い る と,ERATOコ ー ドで 高nモ ー ドの安 定 性 解析 が 可能 に な る 。(4・2-

14)式 を 用 い る とポ テ ン シ ャル ・エ ネ ル ギ ー(4.2-10)の 各 項 は次 の様 に 変更 され る:

〈
∂X1∂v〈

11一 一 一 一 一X

∂xv∂x

ム ノ　

1・一 一i・聡 ・砂 磯 越

13=D

ム
∂4nR2〈 ∂4nR2<<.∂Y(

V+Y)+一14=D+、X+
∂x∂z∂ψ

ム
15-X

ム ム

D÷ 袈 一i・(器X・・の

T3T3TR2Bl

a=
v・R・B3・b=丁 ・c=・'

H一 基乞 去(∂ レ ∂レ
∂ψ+β 疋∂z)一 毒

また,eは 準 モー ド表示で も変わ らな い。

R2T

d-rp。,
レ

(4.2-15)

(4.2-16)
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生3真 空磁場エネルギーの表示

2.3節 で述べ た様 に変 位ベ ク トルが固定境 界条件 に従 う場合,エ ネルギー積分はポテ ンシャル

・エ ネルギ ー(4 .2-10)と 運動 エネルギー(4.2-13)だ けであ る。 しか し,プ ラズマ表面が真

空領域 によ って 囲まれて いる自由境界条件 の場合 は,積 分(4.2-10,13)に 真 空磁場 エネルギ ー

1∫IQ・12d・(4・3-1)
vacuum

が加わ る(Q.:真 空領域で の摂動磁 場)。 このエ ネルギ ーの表現の仕方 と して2通 りの方法が考

え られる。1つ は,真 空中で はrotQ,一 〇が成 り立 っので磁場Q.を スカ ラー関数 φ:

Qe=7φ(4.3-2)

とそれの グ リーン関数を用い る方法であ る15'ss)。今1つ は,ベ ク トル ・ポテ ンシャルAを 用 いて,

二次形 式

1∫i…Al・d・`(4・3-3)
vaCULm

21)
を直接,有 限要素近似 す る方法で ある 。

スカ ラー関数 φを用い る場合,境 界条件(2.3-15,17)は 次 の様 に表 わされる:

璽 一 、17ξ ψ.B一 ⊥ ■F(X(プ ラズマ表面) ,(4.3-4)
∂nRBpRBp厄

∂φ
一=0(導 イ本) ,(4.3-5)
∂n

また,¢ 自身 は調和 関数(△ φ一 〇)で あるので体積積分(4.3-1)は 表面積分

W… 一 ±iv{i・ ・v・ ・7ψd・d・ 一 一一・T塊 錫F(nd・(4・1-6)

プラズマ表面
15).に変換 される

。 そ して関数 φは次 の積分方 程式 に従 う

・(・)一∫[・(・')∂G貌 〆)一G(r・ ・t)39]dS

プラズマ表面

叫 州 ∂G嘉 ゼ)dS(4・ ・一・)

こ こで,C、 鱒 体 を 表 わ しG(・,・ ・)C・ グ リー ン関 数 で あ る(G(… つ一 一轟1。 ≒ ・1)・ ま

た法線 は真空領域か らプラズマ表面(お よび導体)へ 外 向きの方向 にとる。方程式(4。3-7)の

解 は積分核GF(rp,r5)を 用 いて形式 的に

　　
・(・,)一 ∫G・(・,・ ・ゴ)F(X(X'))d・'(4・3-8)

0

と書 けるので真空磁場 エネルギー(4.3-6)は

一32一



　ズ 　だ

・・===一 ・TSI"dz/

。d・'G・(r・ …')F(X(X))F(X(・ ・))(4・3-9)

と表 わされ る(rp,ぢ は プ ラズマ表面 の位置ベ ク トル)。 この方法で は ,導 体壁の代わ りに複

数個 のコイルがあ る場合(シ ェルな しプラズ マ)で も安定 性解析 がで きるという利点 がある。 し

か し次 の様な欠点 があ る。1っ は,ス カラー関数 φが トロイダル ,ポ ロイダル両方 法に対 して一

価であ るため,変 位ベ ク トル ξを両方 向 にフー リエ展開 した時(ξ 一:Σ ξm。 ψ)e}imx+'in9) ,m
m,【1,

一n=0の 成 分 が 表 現 され な い こ とで あ る
。 また,(4.3-7)式 はr-r'で 対 数 的 特 異性 を 持 ち,

そ の 数 値計 算上 の処 理 が や 。か い で あ る錫)。

ベ ク トル ・ポ テ ン シ ャル を用 い る定 式 化 で は これ らの欠 点 が解 決 さ れ る
。 ベ ク トル ・ポ テ ン シ

ャルAで 磁 場Q,を 表 現 す るた め に は,ゲ ー ジ条件 が 必要 に な る。ERATOコ ー ドで は,Aを

A一 ξv×Cv .(4.3-10)

の よ うに表 わす 。 これ は ゲ ー ジ条 件 と して

A・Cv=0(4 .3-11)

を 選 ぶ こ と に な る。 ま たCvは

Cv=クg×7ψv+Tv7～o(4.3-12)

で 表 わ され る定 ベ ク トル で あ る。 こ こで,ψv(R,Z)は,ψv;const .の 曲 面 群 が 真 空 中 で プ

ラズ マ を 囲 み,ま た導 体 壁 がψv-const.の 曲 面 に 一 致 す るよ うに作 られ る。 この 場 合 の 境 界 条

件(2.3-15,17)は

(n・ ξv)Cv一 ξ.B(プ ラ ズ マ 表 面)(4.3-13)

n・ ξv・=・O(導 体 壁)(4.3-14)

に な る。(4.3-13)式 か ら

17ψ1
n● ξv=ξn(4。3-15)

i7ψv!

17ψIT
v-T(4.3-16)1

7ψvI

が 得 られ る。 ベ ク トル ・ポ テ ン シ ャル(4.3-10)を 使 う と真 空磁 場 エ ネル ギ ーWレ は

%一 ・ ∫1…(ξ ・×C・)12d・ (4.3-17)

と表わ され る。

以上 に述べた定式化か ら分 る様 にベ ク トル ・ポ テ ンシャルを用 いて真空磁場エ ネルギ ーを表現

す る場合,導 体壁がプ ラズマを囲み,か つ,そ の形式が単純であ ることが必要 であ る。 しか し,

スカ ラー関数を用い る場合 の欠点 は表われず,ま た,有 限要素近似 した場合 に作 られ る行列 も扱

いやす い形 にな る 。 さらに,準 モ ー ド表示 も容易であ る。ただ し,ゲ ージ条件 と して(4.3-

11)を 使 って い るため,n-oモ ー ドは表現されないので,こ の場合 はdivA-oを ゲ ージ条件

に選ぶ必要が ある。
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4.4境 界条件

ERATOコ ードでは独立変数ψの代わりに,磁 気軸からの距離に相当する

・一 厨(4.4-1)

を独立変数 に選ぶ 。変 数Xの 磁 気軸での境界条件 と して正則条件(regularitycondition)

sξs(s-0,Z)一 〇(4.4-2)

を 採 用 す る。 ξψ=ξ ・7V=2ψ,sξsよ り(4.4-2)式 は

X(s=0,Z)==0(4.4-3)

に 等 価 で あ る。 ま た,固 定 境 界 条 件 の場 合,

X(s=1,X)=0(4.4-4)

が 必 要 で あ る。 そ して,自 由境 界 条 件 の場 合 に は,条 件 式(4.3-4,5)あ る い は(4.3-13,14)

式 が 課 せ られ る。

プ ラ ズマ の平 衡 ψ(R,Z)がZ=0に 対 して 対 称 性(ψ(RrZ)一 ψ(R,Z))を もっ 場 合,

(R,Z)座 標 の上 半 面 だ け そ エ ネル ギ ー積 分 を行 え ば よい ので,必 要 な計 算量 が 半 分 に な る。

ψ(R,Z)が 上 下 対 称で あ るの で,エ ネル ギ ー積 分(4.2-10),(4。2-13)お よ び 真 空 磁 場 エ

ネル ギ ーに 表 わ れ るa,b,cな ど の 平 衡 諸 量 も上 下 対 称で あ る。 一 方(4.2-1L13)式 に 表 わ れ

る・一響 ・β,にっいては

レ(ψ,一Z)一v(ψ,一Z)(4。4-5)

βx(ψ,一X)一 一 β,(ψ,X)(4・4-6)

が 成 り立 っ 。 したが って,平 衡 が上 下 対 称 の場 合,固 有 値 ω2は 縮退 し,そ の固 有 値 に は対 称 条件

X(、,X)_一X'"(、,2。 一X),V(,,X)一V"e(、,2・ 一X),Y(・,X)=一y'"(・,2・ 一X)

(4.4-7)

を 満 た す固 有 解 と対 称 条件

X(、,X)_Xx(、,2・ 一X),V(、,X)一 一V'"(、,2・ 一X),Y(・,X)一 一ゾ(・,2・ 一X)

(4.4-8)

を 満 た す 固 有 解 の2つ の固 有 解 が属 す る(xgeはXの 共 役 複 素 数)。

ERATOコ ー ドで は対 称 条件(44-7)の 固 有 解 に限 定 して,上 半 面で エ ネ ル ギ ー 積 分 を 実 行

して い る。 な お,対 称 条件(4.4-7)はXR,VI,YI(XI,VR,YI)は 上 下反 対 称(上 下 対

称)で あ る こ と を表 わ して い る(添 字"R"お よ びCtI"は そ れ ぞ れ 実 部 お よ び虚 部 を表 わ す)。

準 モ ー ド表 示

ム　ヘドヘコ

(X,V,Y)一(X,V,Y)e-inμ

ズ

・一 ∫ ・dX

O

ム ム ロ へ

を 用 い た 場 合 のX,V,YのX-Oお よ びX一 πで の境 界 条 件 は対 称条 件(4.4-7)式 か ら導 か れ

20,21)

。 た とえ ば,る
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ム ノ　
XR-XRcosnμ+XIsinnμ

ム ム
XI-XIcosnμ 一XRsinr1μ

ムゆ

で あ るか ら,Z=oで はX(V,Y)の 境 界 条 件 はX(V ,Y)の そ れ に一 致 す る。 ま た,△Z《1

で

ム　

X・(・ 士 △X)一 亀(・)…n・q・2・(・)・inn・q± △X[讐(・)・ ・S・ ・q

ム

÷ ・)・inn・q+n・(<<XI(π)cosnπq-X瓢 π)・inn・q)]

へ

X・(・ ± △X)一lll・(・)…n・q-51・(・)・ ・nn㎎ 土 △・[銭(・ 〉…n・q

ヘド

ー讐(・)・inn・q一 ・ ・(31・(・)…n・q・ 父・(・)・inn・q)]

と 展 開 され る(複 号 同順)。 した が ってXR(π+△Z)一 一XR(π 一 △Z),XI(π+.△X)=XI(π

一△X)よ り
,XR,XIのX一 πで の境 界 条件 と して

勢1:螺ll尊∴∴}
が得 らaる 。変 数X,Yに つ いて も同様 に して,

ム ム
VI(π>cosnπq=VR(π)sinnπq

ム ム
'巫

,。)、i。 。 。q。=一 ∂V塾(。),。 、n。q
∂z ∂x

ム バ
YI(π)cosnπq-YR〔 π>sinnπq

ム ム

∂YI ∂Ya
一(π)sinnπq=一(π)cosnπq

∂x∂x

が 得 ら れ る 。

(4.4-9)

(4.4-10)

4.5有 限要 素近似

MHD安 定性の固有 値問題(2,4-2)は 有 限要素 法の手 法で数 値的に解 くことがで きる。 その

時,固 有値問題(2.4-2)は 行 列 に≧)いての一般固有値 問題 に帰 着 され る。
12)有限要素法

を用 いたMHD安 定性の固有値問題 の数値解 法 は竹 田 ら によ って始 め られ た。 そ

の後,Gruber,Berger,Appertら ローザ ンス大学の グル ープが発展 させ,ま た,数 値解 法の
13,14,お,26)

。 その結果 によると,変 数(X,V,Y)を 基底 関数 によ って展開す理 論的解析 を行 った

篶 ζ譲撚 鍛裂鱗 御錨 寵難.
値計算から求まった固有値と真の固有値が著 しく異なったり,低 い成長率をもっ不安定固有値と
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安 定 な 固 有 値 を 精 度 よ く分 離 で き な い,い わ ゆ る,ス ペ ク トル 汚 染(spectralpollution)が

お こ る。

例 と して,一 次 元 の 場 合 を考 え よ う。 有 限 要 素 法 で よ く用 い られ る基 底 関数 は 図4.1(a)に 示 す

屋 根 型 関 数d童(x)で あ り,こ の基 底 関数 で 関数f(x>は

f(x>=.Σfidi(x>(4.5-1)
正

で近似 的に表 現 される。 ここでfiは 節点x-Xiで のf(x)の 値(節 点値)で ある。di(x)の 微分

は区分的 に定 数の関数 になるので,df/dxは 図4.1(b>に 示す基 底関数ei.斗/2を 使 って

÷ Σ・1　1≡1:・唖 ω(4・ 一2)

で表現 され る ことにな る。 この様に,通 常の有限要素 法では,関 数fを 表 現す る基底関数 と,そ

の微分df/dxを 表現す る基底関数 とは異な るため,こ の方 法を,そ のま まMHD安 定性 解析 に適

用す る とスペ ク トル汚染 が生 じる。

基 底関数 を共 通にす る一っの方法 と してl

fi+f正+1・
… 塘(・)(4・5-3)f(x)一Σ、2

でf(・ 〉を表 現 し,静 ・つ いて は(4・ 一2)式 を用い る・とが考え られ る・ この方 法は ・f・一叢

の 値 を(4.5-3)お よ び(4.5-2)式 のei.ゾ2(x)に っ く係 数 で 与え られ る よ うな差 分 近 似 に よ っ

て 評 価 し,区 間Xi≦x≦Xi.1で 一 定 で あ る とみ な す こ と と等 価 で あ る。 この た め,こ の有 限 要

素 法 はハ イ ブ リ ッ ド有 限要 素法 とよ ば れ る。

さて,エ ネル ギ ー積 分 の有 限 要 素 近 似 に 話 を も どす と,エ ネ ル ギ ー 積 分 にsとzの 両 方 にっ い

て の微 分が 現 わ れ るの はXだ け で あ り,YとVに っ い て は,そ の値 とZに つ いて の微 分 だ けが 現

わ れ る。 そ こで,ハ イ ブ リ ッ ド有 限 要 素 法 を適 用す る に は,図4。2に 示 す よ う な(s,Z)座 標 の

格 子 を 構 成 し,節 点 値 をXl,1,Vl.1/2,」,Yl+1/2,」 に 選 び,区 分 的 に 定 数 の基 底 関数

ei.1/2 ,j.1/2を 用 いれ ば よ く,こ の時,X,∂X/∂s,∂X/∂ κはそ れ ぞ れ,次 の よ うに近 似 的 に

表 現 され る:

X一 ざ
、X・{÷+1+X汁 ㍉j+1e唖,一(4・ 一3・)

壽 一 ～、(Xi+・j月+1§jl,llナj+1+X～j)・ ・一 ・(4・ 一3b)

畷 一 ～、(X耐Xlllll∋j+期 」)・吻 ゆ(4・ 一3・)

また,ZでVとYを 代表させると,Zと ∂Z/∂Zは

・一 ～
、Z一 ・醜 ・一 君Z醜jlZ汁1似j+1e・1励(4.5-4a)

艦 一訊Z醜 ・∂d瞥 ・一 訊Zi+1弩1爵 嘱j触 ・・擁 ・一・b)
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で 表 わ され る。

(4.5-3)と(4。5-4)を ラ グ ラ ン ジ ア ン に代 入 して エ ネル ギ ー積 分 を 実 行 す る と ,有 限 近似

され た ラ グ ラ ン ジ ァ ン

L=<xilAijlxj>一 ω2<xilBijIxj>'(4 ,5-5)

を 得 る。 この 時 ・エ ネ ル ギ ー積 分 に 表 われ る 平 衡 諸 量 は各 格子 内 で点(Si.1/2,Xj.1/2)の 値 を と

る区 分 的 に一 定 な 関数 に近 似 され る。(4.5-5)式 で,ベ ク トルx一(Xi)は(X ,V,Y)を 表

わ し,行 列A一(Ai
,1)お よ びB=(Bi,j)は,そ れ ぞれ,ポ テ ン シャ ル ・エ ネル ギ ー と運 動 エ

ネ ル ギ ー を表 わ して い る。 そ して,Aは 対 称 行 列,Bは 正 値 対 称 行 列 で あ る。Lの 停 留 条件 よ り ,

ω2を 固有 値 とす る一 般 固 有 値 問 題

Ax=ω2Bx(4 .5-6)

を 得 る。

固 有 値 問題(4.5-6)に は 境 界 条件 が 必要 で あ る。s一 方 向 の 境 界 条件 は(4.4-3)と,固 定

境 界 条 件(4.4-4)あ る い は 自由境 界 条件 で あ り,X一 方 向の 境界 条件 は対 称 条件(4.4-7)あ

る い は(4.4-8)で あ る。

た とえ ば,Xに 境 界 条 件

X1 ,j-0(4.4-3)

X・ゾ1
,・==O(4・4-4)

を 課 す 場 合,単 に消 去 法 を用 い る と,行 列 の対 称 性 が 失 な われ る。 それ を 避 け る方 法 と して,行

列A,Bに お い て,Xi ,j,XNv.1,jに 対 応 す る非 対 角 要 素 をゼ ロに し,Aの 対 角 要 素 を1に,B

の 対 角 要 素 に は,計 算機 で 十 分 精 度 よ く表 現 され る,非 常 に小 さ い値(た と えばIO-20)を 入 れ

る。 す る と,固 有 ベ ク トル の 直 交 性 か ら,固 有 値 が1020以 外 の固 有 ベ ク トル は境 界 条件(4.4-3)

お よ び(4.4-4)を 満 足 す る。 この 方 法 は,行 列 の 対 称 性 お よ び ブ ロ ック構 造 を 保 存 す るの で,

13)

固 有 値 問 題 で は よ く使 わ れ る 。

次 に,(Xi ,j,Vi.レ2,j,Yi.1/2,」)に 対称 条件(44-7)を 課 す と(Zi.レ2,1でVi.1/2,j,

Yi.12 ,jを 代 表 させ て)

Xi
,2=一Xi,2・Zi+1/2,1=Zi+1/2,2

X・
,・,・1:==一X・,N,'Z・ ・1/・,・x・・=Zi・V・,Nx

　 　
を 得 る 。 新 し い 変 数 瓦

,1,Zff1/2,jが

　

裁∵∵
および

li:鷺感∵一
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にな る よ うに,変 数変 換

x=Ux(4.5-7)

を 行 うと,も との 固 有 値 問題 は

Ax=ω2Bx

に 変 換 され る。 この時,行 列 の対 称 性 と ブ ロ ッ ク構造 は 保存 され,境 界 条件 は

Xi1-0,XiN+1-0
,,x

Z・・1/・
,・=0・Z・+・/・,・x・ ・=0

15)

に 変 わ るの で,す で に述 べ た方 法 が 適 用 で き る 。
11)

MHD安 定 性 解 析 で は,最 小 固有 値 を求 め る ので,逆 ベ キ 法(inverseiterationmethod)

を 使 って 一 般 固 有 値 問題(4.5-6)を 解 く。

有 限 要 素 近 似 に よ って得 られ る成 長 率 の 自乗,r2一 一 ω2,は 格 子 点 の 数N、,Nxの 関 数 で あ り

(γ2一 γ2(Ns,Nx)),真 の成長 率は,格 子点 の数を増や してr2を 計 算 し,そ の収 束申 線の外挿

か ら推 定 され る。特 に,γ2→0に な る臨界安定 な平衡 を求 めるためには,収 束曲線を注 意深 く調

べる必要 があ る。

有 限要素近 似の鰍11)か ら,成 長率,・ は格子点数N(N。 一Nx-N)・ ・対 して二次収 束 ・　
・2一 ・詮r(4・5『8)

で あると期待 され る(γ 島 は収 束値,す なわ ち真の成長率)。 しか しなが ら,成 長 率の収 束に関

す る詳 い 、数 値実 験1隅%ら 経 験的1・以下の事が分 。て いる。すなわち,同 程度 の大 き さのN、,

Nxに 対 して,

(a)Nxを 固定 して,N、 を増やす とr2は 二次収束 を示 すが。
る

(b)N、 を固定 して,Nxを 増やす と γ2は必 らず しも二 次収束 を示 さず,1/Nlの 項の係数 が大

きい。
15)

(c)成 長率 のnq依 存 性が理 論的予 測か らずれ るスペ ク トル ・シフ トが観測 され る 。

円柱プ ラズマの場合 にっいてハ イブ リッ ド有 限要素近似 の固有 値へ 与え る影響が滝塚 によ って
18)
。 その解 析によ ると,格 子点の数が有 限調べ られ,上 に述べた現象が理論的 に明 らか にされ た

で あるた め,ポ ロイダル ・モ ー ド数mが 実 効的にm=mtan(m△X/2)/(m△X/2)に 変化

し(△X:格 子幅),そ のため,nq=mに な る特 異面がずれて スペ ク トル ・シフ トが起 こるとと

もに成 長率がNxに 対 して二次収 束にな らない。論文 〔18〕で は,同 時 に,こ の影響 を低 減す るた

めには,ト ロイダル ・モ ー ド数nを

三一 ・[1一 ・・8225(黒 ア ー α1353(繋)4](4・ ・一・)

に修正す ることは提案 している。(4.5-7)式 は,Gruberが 数 値実験 か ら経験 的に得 た修正式

とほとん ど_致 している15).し か し,こ のため,dq/d・>0(ト カマ ク型平衡)で は不安 定に

働 き,dq/ds<0(逆 転磁場 配位平衡)で は安定に働 く,駆 動項 が新た に生 じ,か っ,こ の効 果
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は トロイダル ・モ ー ド数が大 きい ほど顕著であ る。 この効 果 も観 測され ている41)。

以上 に述べた 様な現象 を抑 え,二 次収 束を示す 成長率 を得 るためには ,ト ロイダル ・モ ー ド数

nが 大 きいほどポ ロイダル方向の格子点 の数Nκ を多 くとる必要が ある。 しか し,計 算機 の容量

の制限か らNπ 寄100(FACOMM-200の 場合)が 限度で ある。 これは,準 モ ー ド表示 を使 うこ

とによって解決 され る。 この方法で計算 され た成長率 はn-100の 場合で も ,Nz=50程 度 で,

(4,5-6)式 で αの小 さい二次収 束を示 す37)。

また,成 長率の収束は,エ ネルギ ー積分 に表 われ る平 衡諸量の誤差 を敏感 に反映 し,そ れ らの

量の誤差が二次収 束か らず れ る原 因にな る。 これにっいて は次 章で述 べ る。 平衡諸量を正確 に計

算 し,n>1の 固有解 については準モ ー ド表示 を使 えば,N,,凡 ≦;100の格子点数 で成 長率の二

次収 束が得 られ,外 挿 によ って真 の成長率 を推 定できる。

4.6第4章 の要約

本章 で は,軸 対称 トロイダル ・プ ラズマ平衡 のMHD安 定 性を数 値的に解析す るERATOコ ー

ドにつ いて述べた。

ERATOコ ー ドは,規 格化 され たエネルギー積 分を有 限要素近似 によ って行列 の一般固有値問

題 に帰着す る。

エネルギ ー積分 は磁束座標系 を使 って表わ され るが,そ の際,ポ ロイダル角 が任意 に選べ るよ

うに考慮 された。 また,ERATOコ ー ドは,真 空摂動磁 場をスカ ラー ・ポテ ンシャルお よびベ ク

トル ・ポテ ンシャル,い ずれを使 って も表 現で きるよ うに拡張 されて いる。

エ ネルギ ー積分の有限要素近似の さい,ス ペ ク トル汚染 を避 けるため,ハ イ ブリッ ド有 限要素

が用 い られ る。ま た,境 界 条件は,作 り出 され る行列 の対称性 を破 らないよ うに表現 されて いる。

最後にERATOコ ー ドでMHD安 定性解析を行 う場合 の実際 的な注意 につ いて述べた。臨界安

定 を同定す るた めには,固 有値(成 長率)の 注意深 い収束解析が必要で あ り,ト ロイダル ・モ ー

ド数の高 いモ ー ドの安定性解析 を行 うためには準 モー ド表示 を用 いるのが適切であ る。
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{o} (b)

di〔x}
ei+1!2〔x】

卜1 i+1

X

i-1 田
シX

図4.1有 限要素近似 にお ける基底関数

(b)区 分的定数関数:ei+1!2(x>

(a)屋 根 型 関 数di(x),

X

1+1

,
」

1-1

卜1 1†1

S

図4.2ERATOコ ー ドに使 わ れ る(s,の 座 標 と節 点(・X,:×Vお よびY)
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5.写 像

MHDの 安定性解析 では,第3章 で述べ た磁 束座標系 が用い られる。 したが って ,数 値 的に計

算 された平 衡の安定性 をERATOコ ー ドで解 析す る場 合,ポ ロイ ダル磁 束関数ψ(R,Z)か ら磁

束座標 系を構成 し,安 定性解 析に必要 ない くっかの平 衡量を求 め る必要が あ る(写 像)。 この平

衡量 には,ψ について の微分 量が含 まれ,信 頼性 のあ る安定性 を行 うためには,こ れ らの平 衡量

が正確 に計算 されなければな らない。

本章で は,ス プ ライ ン補 間を用いた写像法にっいて述べ る。

5.1節 で,も とのERATOコ ー ドの採用 していた写 像法の もっ欠点 にっいて述べ,5.2節 で,

グ リッ ド上 で数値的 に与え られたポ ロイ ダル磁 束関数ψ(R,Z)の スプ ライン補 間を利用す る写

像 法にっ いて述べ,次 に,5.3節 で新写 像法のテ ス トな らびに,旧 写像 との 比較 を行 う。

5.1写 像の必要性

前章で述べ た様に,ERATOコ ー ドで はエ ネルギー積分 に表 われる平 衡諸量 は(s,Z)座 標系

(s罵 廊)で 計算 され る。一方,第3章 で述べ た様に,プ ラズマの平 衡を求め る時には,

ψ を(R,Z)座 標上 の関数 と して,グ ラッ ド・シャフラノ ブ方程式(3.1-9)を 数値 的に解 く。

す なわち,ERATOコ ー ドでMHD安 定性 解析 の対 象にな る平 衡ψ は(R,Z)座 標におけ る格子

上 に数値 データ と して 与え られ る。 したが って,こ のよ うなψ(R,Z)か ら@,Z)座 標 を構成

し,そ の座標上で平衡諸 量を計算す ることが必 要であ る(写 像)。(ψ,Z)座 標 の構 成は座 標変

換

R=R(ψ,Z),Z=Z(ψ,Z)(5.1-1)

を行 うことと等価 であ る。 また(ψ,z)座 標か ら(s,z)座 標への変 換は容易であ る。

3.3節 で示 したよ うに,Z座 標 は,ヤ コビァ ン 厄 を決めれ ば関係 式

ll)_一 歳

か ら作 る ことがで きる。 そ して 信 と して次 の2っ が採用 され る

R2
自糎 縣 値=不q

L(ψ)
L:等 ψ 線の長 さ等 弧座標系g-2

πBp

ERATOコ ー ドでは(s,κ)座 標の格子

臆 瀧眠}

(5.1-2)

(5.1-3)

(5.1-4)

(5.1-5)
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を作 り,平 衡諸量 は座標点(Si・ ・々 ,Z」 ・1,φ)一(Si圭s汁1・Zj争1)上 で計算 され る(4・

節参照)。 そ して,座 標(s,Z)と 平 衡諸量は各si.苑 ごとに配列EQ(k,j)(k-1,…,20,

jはZ座 標格子の番 号)へ 格納 され る。表(5,1)に 各kに 対応す る量を示す。表(5.1)に おい

てk-1か らk-9ま では 自然座標系,等 弧座標系 に共 通で ある。 また,

畿 一歯7ψ ・7f÷ 磯

は量fの 磁気 面に垂直な方 向の微分を表わ し,Kは

2(
j×n)・(B・ ク)皿K=【クψ12

-2[
1ル ー叢17診F÷(1唖 一音瓢]

(5.1-6)

(5.1-7)

であ る。ま たERATOコ ー ドで は,プ ラズマの閉 じ込 め効 率を表 わす量 β,βpと して次式の定義

を用 いてい る(Ipは プ ラズマ断面 を貫ぬ く全 トロイダル電流)

・∬雫 ・dψ・・

β一

∫∫
一B2dψdX

R

・・∫∫天 ・dψ ・・

βP一 2

D
凸

1

(5.1-8)

ERATOコ ー ドが最初作 られた時,次 のよ うな方 法に もとつ いて写像を行 っていた。

ω(R,Z)格 子上 で与え られたψ の値か ら線形補 間によ って 等ψ 線を描き,こ の近似的 な等

ψ 線に沿 って線積分を線形近似で計算す る。

(iD平 衡諸量に現われ る各種の微分計算 には差分近 似 と線形補 間を用い る。 た とえば,(ψ ・,X)

格子上 で ∂ψ/∂R,∂ ψ/∂Zの 値 を求 める場合,R(ψ,X),Z(ψ,X)が 一般 に(R,Z)

格 子点 に一致 しな いので点(R(ψ,X),Z(ψ,X))に 最 も近 い格子点 上での ∂ψ/∂R,

∂ψ/∂Zを 差分近 似で評価す る。次 に,そ れ らの値を もとに線形補間によ って(R(ψ,X>,

Z(ψ,X)で の値 を評価す る。 また,∂R/∂ ψについては,そ れ を計算す る等高線ψ 一ψi

に相前後す る等高線ψi±1上で のRの 値を用V)て 差 分近似

Nbir鰺i-iR(ψi+1,Z)一R(ψpX)ψi+1一 ψ,R(ψi_1,Z)一R(ψi,Z)
キ

ψ,.、一ψi.、 ψ、.i一ψ、 ψi.i一ψi.、 ψ・一、一ψ・

で ∂R/∂ ψ(ψi,X)を 評価す る。

しか しなが ら,こ の方 法には以下 のよ うな欠 点があ る。す なわ ち,

(i)の方法だ と,磁 気軸近傍 では等高線を描 くことがで きな い。 そのため,も とのERATOコ ー ド

で は磁気軸近傍で最小 自乗法によ る関数あてはめを行 ってψ(R,Z)の 関数形 を与え,そ れを用

いて平衡諸 量を計算 す るという便宜 的な操 作を使 って いた。 この操作 には,仮 定 す る関 数形 と,
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あてはめ の領域 に任意 性が残 り,し たが って,そ れ らを変え ると当然,固 有 値 も変化 す る。なに

よりも ・関数あてはめか ら決 め られたψ(R,Z)は グラ ッ ド・シャフラノブ方程式 を満足 しない

ので,こ れは きわめて不満足な方 法であ る。特 に ,ト カマ クにお いてはq=1の 磁気 面があては

め領域 に入 ることが多 く,n=1モ ー ドの安定 性解析 には不適 当であ る。

(IDについては ・一般 に(R,Z)の 格子点 数よ り(ψ,Z)の 格子点数 が少 ないので,ψ(R ,Z)

の精度はよ くて も差分近似 の誤差 が大 き くな ることが予想 され る。特 に 馬(ψ ,Z)に つ いては,

差分近似か ら求 めた ∂R/∂ ψ を使 って公式

慧 器}一
か ら計算 してお り,∂R/∂ ψ の精度が悪 い と ∂ψ/∂Z=0に な るR軸 近傍で β疋 の誤差 が著 しく

増幅 され る危険 があ る。 また,駆 動項(5.1-7)式 にはψ のRお よびZの っいての二階偏微分 が

含 まれ るので,そ れ らの誤差 が固有値へ敏 感に反 映され る。

実際,も とのERATOコ ー ドで 安定性解 析を行 った時,(ψ,Z)の 格子点 数Nψ,Nzを 増加 さ

せて も,成 長率 の滑 らか な収束曲線が得 られず,小 規模 な不規 則性や,さ らには,特 定 のNψ,
39)

恥 に対 して固有値が収束曲線か ら大 き くず れる共 鳴的な現象(図5.6参 照)が 観 測された。 こ

のため,成 長 率 の低 い内部モ ー ド(た とえ ば内部 キ ンク ・モー ド)に っいて信頼 性のある安定性

解析が困難であ った。

5.2ス プ ライ ン補間を用いた写像法

前節で述べた ことか ら明 らかな よ うに,ERATOコ ー ドで 用いる写像 は

(a)与 え られ た(R,Z)の 格子点数 と,格 子上 でのψ の値だ けで平衡諸 量が一意 的に,か っ正

確 に もとま り,そ れ らの精 度が(ψ,Z)の 格子点数 に依 存 しない こと,

(b)(R,Z)格 子上だ けで な く,(ψ,Z)格 子上で も,変 換R=R(ψ,Z),Z;Z(ψ,わ

を通 して,ψ の微分量が一意 的に求 まる こと,

が望 ま しい。
42)

ψ(R,Z)に 二次 元 スプ ライ ン補 間 を施す ことによ って,(a>,(b)の 条件 を満 足す る写 像法を

作 ることがで きる。 スプ ライ ン補 間 されたψ(R,Z)は,格 子点上で,も とのψ に一致 し,か っ,

(R,Z)座 標 の任意の領域でψ の二階微分 まで連続で ある。 したが って,ψ(R,Z)一 ψiな る

等高線 を微分方 程式

dR1∂ ψdZ1∂ ψ
____ ,=___(5.2-1)1

7ψ1∂ZI7ψ1∂Rd4d4

か ら求め ることがで きる。 ここでd4は 線素で ある。

ニュー トン法で解いたψ(R,0)一 ψiの 解R(4-0)とZ(4-0)一 〇を初期 値に して,微 分

方程式を4次 の最適ル ンゲ ・ク ッタ法で解 けば,磁 気軸近傍で も,き わめて正確 に等高線 を描 く
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ことがで きる。 したが って,磁 気軸近傍でψ の最小 自乗あてはめを行 う必要がな くな る。

次 に,ψ に関す る偏微 分を避 け るために,等 高線に沿 った線積分で定義 され る関数

h(ψ ・・)一 ∫f(R・Z)d4

のψに関する垂直方向の微分∂h/∂ψ)を 線積分

凱1,翻 ・・∫f(R・Z)d6r∫[嘉)・f・]df

・一
lr診F[誓 善(li多)2+1夢(1養)2-2器 諾

で表わす(付 録3参 照)。

公式(5.2-3)を 用 いると,線 積分で 表わ され る次の関数

(5.2-2)

、畿](52-3)

L一 φd6

・一儀

・一∫・d・一T∫轟
p

・一景 鑑

のψに関する垂直方向の微分dL/dψ,β … 彩)⊥ ・および器 は・すべて繍 分で表わさ

れる。微分方程式(5.2-1)か ら,等 高 線上のR,Zは その長 さ6を 独立 変数 と して与え られ る

(R-R(4),Z-Z(4>)の で,線 積分 はシ ンプ ソ ン公式 によ って容易に,か つ,正 確に数値 的に

計 算す る ことができ る。また,∂R/∂ ψ,∂R/∂Zは 座標 変換の公式

ll壽㌢■ 一
か ら求め られる。(5.2-4)式 や平衡諸量(特 に駆動項K)に 現 われ るψ(R,Z)の 一階お よび

二 階微分 は,正 確な座標変 換R-R(ψ,Z),Z=Z(ψ ・,κ)を通 して,ス プ ライ ン補間 によ って

局所 的に与え られ るので,写 像 に際 して誤差 の入 り込む余 地を除 くことがで きる。 この よ うに,

スプ ライン補 間を用い た写像法 は,も とのERATOコ ー ド(場 下,旧 版ERATOと 呼ぶ)の 写 像

法 と比較 して,

(1)磁 気軸近傍で の最小 自乗あてはめが 不用であ り,

(2)平 衡諸量 の精 度が(ψ,Z)の 格子点 数に依存 しな い

とい う特徴 を もってい る。 したが って,(R,Z)の 格子点数が十分 にあ って,ψ(R,Z)の スプ

ライン補 間の精度が保 障 されて いれば,ERATOコ ー ドで計算 された固有 値か ら写像の誤差 を除

去す ることがで き,固 有 値の二次収束 を期待で きる。
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5.3新 写像法のテス ト

新写像法のテ ス トのため,デ カル ト座標系(R,Z)に お いて等高線が楕 円にな る関数ψ(R,

Z)一2π(R2+Z2/4)2を 与え,ス プ ライン補間 と微分方 程式(5.2-1)と か ら描いた等高線の

精 度を検 査 した。次 に,自 然座標系において,dq/dψ,∂R/∂ ψ および 色 を差分近似および

公 式(5.2-3)か ら求 め,そ れ らの解 析形 と比較 した。今の場 合,qに 物理的意味はな いが,幾

何 学的量,す なわち,ヤ コ ビア ンにな って いて,

11
・=百 廊(53-1)

で表 わ され る。 また,Zは 円柱座標系を考えた時,R一 座標軸か らの回転角 に一致 し,R(ψ,

z),βz(ψ ㌧ κ)5ま

R-1叢)㌔(53-2)

3sin2X
ββ 蕊 ψ(

,.3,。 、2、)(5・3『3)

で あ る。

このテス トにおいて,(R,Z)座 標 の格子点数NR=Nz=60,格 子 幅を △R一 △、z=2/55に

選 んだ。等 高線 の高さψiはZ-0に おけ るRの 値Riが 等間隔 になるよ うに選 び,

R、 一1-3△ ・i,ψ 、一2。R1(,.3-4)

40

で与え られ る。 また,微 分方 程式(5.2-1)を 最適 ル ンゲ ・ク ッタ法で解 く時の長 さ4の きざみ

幅 はi番 目の等高線に対 してi/160で あ る。図5.1に,ス プ ライ ン写像か ら得 られ た等高線お よ

び等Z線 を示 す。また,図52は 磁 気軸(原 点)に 最 も近 い二本 の等高線 を示 して いる。図5.2

では,(R,Z)座 標は格子 幅で規格化 されてい る。 ζれ らの図 に示 された等高線 に対 して,等 高

線上 でのψ のスプ ライン補 間値 と真の値 との相対誤差 は10-4%以 下で ある。 したが って,等 高

線 が2△R以 上 離れて磁気軸のまわ りを廻 る限 り,微 分方 程式(5.2-1)は 正確 な等高 線を描 く

とみなせ る。

図5,3に,ス プ ライン写 像で用い られ る線積分か ら求めたdq/dψ の誤差(破 線)と,差 分近

似 か ら求 めたdq/dψ の誤差(一 点 鎖線)を 示す。横軸は等高線の番号 を表わす。dq/dψ は磁

気 軸で発 散 し,そ の様子 は実 線で示 されて いる。等高線が磁気軸 に近 い(i≦8)場 合,差 分近

似ではdq/dψ が求ま らな い。 一方,線 積分か ら求 めたdq/dψ は,i-2の 等高線 に対 して も

1%の 誤差範囲で正確 に計 算 されてお り,i-8に つ いて は,差 分近似 と較べ て約1000倍 の精

度を もってい る。

図54は,i-2の 等 高線上 にお ける ∂R/∂ ψ の誤差のκ一依存性 を表わ して いる。実線 は 色

(ψ,わ を公式(5.2-2)に もとついて計算:し,変 換公式(5.2-4)か ら ∂R/∂ ψを求 めた場合

の誤差 を示 してい る。 また,点 線は,旧 版ERATOコ ー ドで使わ れて い る差 分近似か ら ∂R/∂ ψ

を束 めた場合 の誤差を示 してい る。たて軸 には,sinh『1x目 盛 が使用 されて いる。差分近似 で
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は ∂R/砂 に40%か ら80%の 誤差 があ り,し たが って,こ の値 を もとに,(5.1-8)式 か らβx

(ψ,X)を 求めて も,全 く意味 のない値 を得 る。一方,ス プ ライン写像法か ら計算 され る∂R/

∂ψ は,xの すべての領域 にわ た って2%の 誤差範 囲内で正確 に求ま って いる。i-8の 等高線

上では,差 分近似で求 め られた ∂R/∂ ψ の誤差 は5%で あ る。 しか し,そ れで も,(5.1-9)

か らβxを計算す る際,X==Oの 近傍 およびZ一 πの近傍 で ∂R/∂ ψ の もつ 誤差 が著 しく増 幅され

るため に,βzの 正確 な値 は求 ま らない。

線積分(5.2-2)か ら求 め られた βxの誤差を図5.5に 示す。i=2とi-8の 等高線上におけ
　 　

る誤差 のx一 依存 性が図示 されてい る。図5.4と 同 じく,た て 軸はsinhx目 盛 であ る。差分近

似か ら求 めた βxの値 は意味がな い(そ の誤差が100%以 上 にな ってい る)の で示 して いな い。

格子点数NR=Nz-60(・ 印)の 場合,i-8で,βxの 誤 差は1%で あ るが,磁 気 軸に近 い

i=2に 対 しては20%程 度であ る。NR=Nz=120(o印)に すればi・ ・2での βxの 誤差 を10

%以 下 に抑え ることがで きる。一般的 に,磁 気面が磁気軸 に近い ほど,そ の磁気 面上で の平衡諸

量 の精 度が低 下す る。 これ は,磁 気軸 に近 い等 高線の通過 す る格子 の数が少 ないため,線 積分 を

行 う時 に,真 の値 とスプ ライ ン補 間値 との差 が打 ち消 されず に残 るため と考 え られ る。 特に,等

高線が磁気軸 の最近接 の格子 内にのみ存在 す る場合,平 衡諸量 の誤 差が最大 にな る。 これを避け

るため,等 高線 をただ1っ の格子 内で描 かない様 に,ψ 格子(す なわち,ψ の等 高線値)を 構成

す ることが望 ま しい。 しか しなが ら,磁 気面が磁気軸 に近 いほど,そ の磁気面 が有理面 にな らな

い限 り,そ の面か らのエ ネルギ ー積分への寄与 は小 さいので,磁 気 軸に極端 に近い磁気 面上の平

衡諸量 の誤差の固有 値へのはねか え りは無視で きる。

図5.6は,文 献 〔43〕に示 されて いる平衡 例につ いて,旧 版ERATOコ ー ドお よび スプ ライン写

像を用 いたERATOコ ー ドか ら計算 され た成長 率 ノの(ψ,Z)格 子 点数(Nψ=Nx-N)の 依存

性 を示 してい る。磁気軸(ψ 一 〇)お よびプ ラズマ表 面(ψ 一ψ、)で の安 定係数 は,そ れ ぞれ,

q(ψ 一〇)=0.9お よびq(ψ 一ψ、)一2.7で あ り,ト ロイダル ・モ ー ド数nはn;1で ある。 ま

た,自 然座標系 を用いて いる。

平衡 メ ッシュ数NR×Nzが128×64の 場 合(図5.6(a)),旧 版ERATOコ ー ドでは,× 印で示

されて いるよ うに,明 確 な収束曲線を得 る ことがで きな い。 そのため,外 挿によ って真の固有値

を推定す る ことは不可能 であ る。 一方,ス フ.ライ ン写 像を用いたERATOコ ー ドで は,・ 印で示

されているよ うに,滑 らかな収 束曲線 を得 る ことがで き る。 しか も,N≧25の 場合,成 長率 は

二次 の収束 を示 すので,外 挿 によって真の 固有値 を推 定で きる。なお,旧 版ERATOコ ー ドで は,

磁気軸 の近 傍でψ(R,Z)の 最小 自乗 あて はめが必要で あ るが,そ の領域 はNANを 入力パ ラメ

ータと して ,長 方 形領域:IR-Ro【 ≦NAN・ △,0≦Z≦NAN・ △(△:格 子 幅,(Ro,0)

磁気 軸に最 近接の格子点)で 与え られる。図5.6(a)で はNAN-6で あ る。

平衡格子点 数NR×Nzも512×256に して,旧 版ERATOコ ー ドで成長 率を求 めた場合 を図

5.6(b)に 示す(O印:NAN-10,×EP:NAN==25)。 また,比 較 のため,NR×Nz-128×

64で スプ ライ ン写 像を用いた場 合に得 られ る収束曲線(・ 印)も 図示 している。旧版ERATO

コー ドで は,平 衡 の格 子点 数 を4倍 に して も,滑 らか な収束曲線 は得 られない。 さ らに,旧 版

ERATOコ ー ドの もっ3っ の欠点を指摘で きる。1っ は,最 小 自乗あてはめの領域を決定 す るパ

ラメータを変 え ると固有 値 も変化 し,し たが って,異 なる収束曲線が得 られ ることで ある。次 に
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特定の格子点 数(NAN-10に 対 してはN-27,30,NAN-25に っいて はN-30)の 時に,成

長率が著 しく大 き くな る現 象がみ られ る。 第3点 は,格 子点 数Nも 増大 してい くと,成 長率 に小

規模 の変動が観 測 され,そ の精度が向上 す るとは言 えない ことであ る。 スプ ライ ン写 像を用 い る

と,こ れ らの欠点が取 り除かれ,成 長 率の精度が大 幅に改善 され る。そ して,成 長 率の低い内部

キンク ・モ ー ドの信頼性 のあ る安定性解析 が可能にな った。

次 に,自 然座標系 および等 弧座 標系を採用 した場合 の成 長率の収 束にっいて調べた。図5.7は

スフ.ライン写 像によ って構成 された 自然座標系(図5.7(a))お よび等弧座 標系(図5 .7(b))の 等

ψ 線 等 κ線を示 してい る。平 衡 は円形 断面でq、/qo-2.5,βp-1で あ る(qo,q。 はそれぞ

れ磁気 軸およびプ ラズマ表面での安定 係数)。3.3節 で述べ た様に,自 然座標系 はZ-0の 近 傍

で等Z線 が疎で,κ 一 πの近傍で密な座標系にな って いる。各 々の座標系に対 して得 られたn-

1モ ー ドの収 束曲線を図5.8に 示す。n-1モ ー ドが不安 定 にな るように平衡に スケー リングを

か けてqo-09に な って いる。 また(ψ,z)座 標 の格子 点数Nψ ・篤 はNΨ/Nz-4/3に 固 定

されて いる。 自然 座標 系(。 印)で も等 弧座標系(× 印)で も,い ずれの場合 も,成 長率は二次

収束で あ り,外 挿値 猛 と して

義 一5.56×10-4:自 然座標系

温=5.65×10-4:等 弧座標系

が得 られ,そ れ らは相対誤差2%の 範囲で一致 して いる。 また,図5.8か ら自然座標系の場合 の

方が収束曲線 の傾 きが大 きい ことが分 る。 これ は,平 衡が トー ラス状で あるために生 じる不安 定

モー ドのバル ーニ ング性 のため,不 安定 モー ドが自然座標系で等Z線 が疎 にな っているZ-0の

近傍 に局在す るためで ある。す なわち,等 弧座 標系は自然座標 系に くらべ て実質 的にポロイダル

方 向の格子点数 を増 やす ことにな っている。 しか し,こ れは一般的 な結果 ではな く,平 衡がZ一

方 向に伸 びた非 円形断 面で ある と,む しろ,自 然座標 系のほ うが傾 きの小 さい収 束曲線 が得 られ

る場合 があ る。む しろ,対 象 とす るモー ドの特 徴によ って,い ずれかの座標系を選べ ばよい。

5.4第5章 の要約

本章 では,数 値 的に計 算 した平衡 を もとに してERATOコ ー ドで必要 な平衡 諸量を計 算す る写

像法にっいて論 じた。安定性 解析には,ポ ロイダル磁 束関数ψの値 自身のみな らず,RとZに 関

す るψ の1階 および2階 の偏 微分,ま た,そ れ らの関数の等 高線 に沿 った線積分が必要 であ る。

これ らの諸量を正確 に計算 し信頼 性のある安定性解析が可能に なるスプライ ン写 像にっいて述べ,

そのテ ス トおよ び旧版ERATO・ コー ドとの比較 を行 い,そ の有効性を確認 した。また,安 定 性解

析の理論では 自然座標 系がよ く用 い られ るが,数 値計算上では 自然座標系が必 らず しも最適では

な く,等 弧座標系 も適切であ ることを示 した。
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表5.1ERATOコ ー ドで必要 な平衡諸量EQ(k,j)

k=1～9は 自然座標 ・等弧座標 に共通

k EQ(k,j)j=1,…,N疋

1 Si

2 Zj

3
Si・1i≒Nψ+1

{。i一 馬.1

4 Zj+1

5

s
・・1/,i≒Nψ+1

{・》1i蘭1

6 κj+1/2

7 ρ0

8 rp

9 T

k
,自 然 座 標 系

EQ(k,j)j-1,…,Nz

等 弧 座 標 系

10 q レ

11 0.0 髭 ・9・

12
誌6・9・ 者4・gの.

13 Zdq/ds ∂μ/∂s

14 17ψ12 17ψ12

15 ,β 、一2ψ,sβ, β,一2ψ 、sβ κ

16 R2 R2

17 訟4・gR2 誌4・gR2

18 影 ・gR2 影 ・gR2

19 ・拠 ・(T'jt
TRBも)一 慮 ゐ ・・

2峠 一善)一 艶 ・軋
P

20
2ψ 、sR2T

K

q

2ψ 、sR2T
K

り
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ψ(R,Z)=2π(R2+Z2/4)2に 対 す る等 ψ線(実 線)と

等 κ線(破 線)。(R,Z)座 標 の格子点数NR×N、 は60×60で

あ り,等 ψ線 の値 ψiは ψi-2πRl,Ri一(1-3∠R)i/

40(i;1,2,…,40),4R=2/55で あ る。 関数 ψ(R,z)

は3次 のスプ ライン関数 で補間 される。

Z

一2-10{2

R

図5,2磁 気軸(原 点)近 傍 の等 ψ線。(R,Z)格 子 は破線 で示 されてい る。
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図5.7円 形 断 面 トカ マ ク(q。/q。=0.9,βp=

1)の 磁 束 座 標 系:(a)自 然 座 標 系

(b)等 弧 座 標 系
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図5.8円 形 断面 トカ クマ 平 衡(q。=0.9,βP=

1.25)に 対 す るn;1モ ー ドの 固 有値

γ2の 収 束 曲線(○ 印:自 然 座標,●

印:等 弧座 標)。(ψ,Z)座 標 の 格 点

数Nψ,Nκ はNψ/Nκ=4/3に 固 定 。
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6.ERATOコ ー ドに よ る内部 キン ク ・モー ドの

安定性解析

エネルギ ー原理か ら決定 される固有 関数で あ るMHDモ ー ドは ポロイダル ・モ ー ド数mと トロ

イダル ・モー ド数nで 特徴づ け られる。 その中で,プ ラズマ表面が固定 されたm-1モ ー ドは

MHD安 定性理論 において も,ト カマ ク装 置に よるプ ラズマの閉 じ込め実験 にお いて も特殊な位

置を占めてお り,こ のモー ドは内部 キ ンク ・モ ー ドとよばれてい る。内部 キ ンク ・モー ドに対 し

ては,磁 力線 に平行 な電流成分 も圧力 もともに不安 定化の原因 にな って いる。 トカマク ・プ ラズ

マで は安定係数qψ)が ポ ロイダル磁束 関数ψ の単調増加関数であ るので,磁 気軸で の安定係数qo

が1以 下 になると,m-1/n-1の 内部 キ ンク ・モ ー ドが不安 定 になり うる。 このモー ドの安 定

性 はプ ラズマが加熱 された時におけ る軟X線 信号 の変 化 と関係があ る と考え られ る。

本章で は,ERATOコ ー ドを用いて内部 キン ク ・モー ドの安定性解析 を行 う。

6.1節 で トカマ ク装置 によ るプ ラズマの閉 じ込め実験で観 測されているMHD現 象 とMHD安

定性理 論 との関係を述べ た後,6.2節 で 円柱 プ ラズマ近 似を用 いたm=1内 部キ ンク ・モ ー ドの

安定性理 論か らm-1モ ー ドの特殊性を 明 らか に し,次 に,ト ロイダル効 果の 内部 キンク ・モ ー

ドの安定性 への影響を論 じる。

6.3節 では安定 性解 析 に用 いる平衡 につ いて述べ,6.4節 で内部キ ンク ・モー ドの安 定性解析

を行 う。主 と して,ポ ロイダル ・ベータ値(βp値)に 対す る内部 キンク ・モ ー ドの成 長率 の依存

性 に着 目 し,第2安 定領域 の存在 を示す。 また,磁 場 の シィアお よびプ ラズマ断面 の形 状が内部

キ ンク ・モ ー ドの安定性 に与える影響 にっいて も調べ る。最後 に,6.5節 で得 られた結 果 と実験

との比較 を行 う。

6.1卜 力マ クにおけ るMHD安 定性

現 在,ト カ マ ク装 置 に よ る プ ラ ズマ 閉 じ込 め の 実 験 で観 測 され て い るM且D現 象 と して,

(1)m/n-2/1抵 抗 性 モ ー ド(m-2tearingmode)が 原 因 に な る崩 壊 不 安 定

(disruptiveinstability)と

(2)m/n-1/1抵 抗 性 モ ー ド(m-1resistivemode)が 原 因 に な る 内部 崩 壊 不安 定

(internaldisruption)

と が あ げ られ る4)。 ま た,将 来,バ ル ー ニ ング ・モ ー ド朔 が 重 要 に な る と予 想 され て い る。 バ ル

ーニ ン グ ・モ ー ドは プ ラ ズマ の β一値 が 高 くな る と不 安 定 に な るの で ,強 力 な 追 加熱 で 閉 じ込 め

プ ラ ズマ の 高 β化 を め ざす 時 の β一値 の 上 限 を 与 え る と考 え られ て い る。 高 β トカ マ ク ・プ ラ ズ

マのバル ーニ ンク.モ ー ドに対す る安定性 が,ト 。イダ,レ.モ ー ド数 。の高い近 似ぜ 騨),ま

た,。 ≦5。 につ いてはERATO。 一 ドで解析 されてお り興'安 定 係数や圧力分布を最適化す る

と,一 度,不 安定 にな ったバ ルーニ ング ・モー ドが,β 値の さ らに高い領域で再 び安定 になる

(第二安定領域)こ とが見 い出されている。

崩壊不安定 は,負 の電圧 スパ イ クを伴 う,磁 場エネルギ ーお よびプ ラズマ ・エ ネルギ ーの急激
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な損失 がお こり放電が停止す る現 象であ る。 壁に甚大 な損 傷を与えるため,閉 じ込 めプ ラズマの

エ ネルギーの大 きい大型装 置に とって,崩 壊不安定 を抑 え ることは重要 な課題であ る。 この現 象

は,m-2テ ィア リング ・モー ドの非線形 な発展 によ って起 こると考 え られてお り,Waddel1,

Carreras1砿47),安 積,栗 田,田 中 らに よ って 蝿 冊)テ ィア リン グ ・モ ー ドの非 線形 発 展 の計 算 機

シ ミュ レーシ ョンがお こなわれ,崩 壊不安定 の機構 を説 明す る結果 を得 て いる。

内部崩壊不安♂11ま,磁 気軸 での安定 係数q。 カ・1以 下にな るとm/。 一1/1の 抵抗性 モ ー

ドが不安 定に成長 し,そ して突然 に消 失す る(こ の時qo>1に 回復す る)こ とを繰 り返えす現象

であ る。 この現 象が起 こってい る時には,軟X線 検 出器の信号 に,図6.1(a)に 示すよ うな鋸歯状
51)

の波形(sawtoothoscillation)が 観 測 され る 。 内部崩壊不安 定は,qoが1以 下 にとどま る

ことを抑制 す る。 ジュ ール加 熱で電子 温度 が上昇 す るが,内 部崩壊不安定 によってq〈1の 内部

にあ るエ ネルギーの一部 が温 度パル スの形でq>1の 外部 へは き出 され る。 したが って,内 部崩

壊不安定 は高q、(q、:プ ラズマ表 面の安 定係 数)の トカマ ク ・プ ラズマは閉 じ込 めにほ とん ど
52)
。m-1抵 抗性 モ ー ドに影響 しな いが,低q。 の トカマ ク ・プ ラズマでは閉 じ込めに影響 す る.

53)
よ る磁力 線の再結合 に もとついた内部崩壊 不安定 の機 構がKadomtsevに よ って提案 された 。

9)
m-1抵 抗性 モ ー ドの計算機 実験 や,Kadomtsevの モ デル にもとつ いた トカマ ク ・コー ドの

54)
は,内 部崩 壊不安定 を再現 す る結果を得 てい る。数 値計 算

しか し,中 性粒子 入射(NBI)に よ って,プ ラズマを追加熱 しβpをあげて い くと,図6。1(b,

c)に 示 す ように,軟X線 の信 号は鋸歯状 振動か ら連続 的な高周波振 動 に変化 して い く。 これは,
51)
。 この現象の原因 と してm-1内 部成 長の飽和 したm-1モ ー ドを観測 して いると考 え られ る

キンク不安定 が考 え られ る。m-1内 部 キンク ・モー ドは電流 」と圧力pが,両 方 と も不安定化

に働 く理想MHDモ ー ドであ る。 円柱プ ラズマ近似の範囲で は,qo〈1の 時,m=1内 部 キ ンク
55,56)
,円 形 断面 トカマクで は βP値 の低 い場合 はqo〈1で も安定で あ・モー ドは不安 定であ るが

57,58)
。 したが って,βpが 低 い場合,m二る。そ して βpが ある臨界値 を越え た時,不 安定 になる

1モ ー ドは有 限抵抗に よって不安定 にな って いるが,追 加熱 によ って βpが 上が ると,m-1モ

ー ドは内部 キンク ・モ ー ドの性質 を持っ。(抵 抗性内部キンク ・モー ド(reststiveinternal
59)

kinkmode.))。 安積 らは βpが有限で ある効果 を組 み込れ た簡約MHD方 程 式 を用 いて 円柱 プ

ラズマ にお けるm-1抵 抗性内部 キンク ・モー ドの計算機 実験 を行 いrぬ一1モ ー ドが内部崩壊 に

至 らず飽和す る ことを示 した。

以上 に述べた様 に,βpが 高 い トカマク ・プ ラズマにおけるm=1モ ー ドに関係す るMHD現 象

で は内部 キ ンク ・モー ドが重要 な役割 をはたす。次節で,ト カマ ク ・プ ラズマにおけるm=1内

部 キ ンク ・モー ドの安定性 にっ いて述べ る。

6.2ト カマ ク ・プラズマにお け る内部キン ク ・モ ー ド

m-1内 部 キ ンク ・モー ドの性質 を調べ るため,い わゆ る円柱プ ラズマ近似 を用いて,ポ テ ン

シャル ・エネルギー積 分の最小化 を行 う。 この近似 では,磁 気 面は円形 であ るので 自然座 標系は,

通常 の円柱座標 系(r,Z)(r:磁 気軸か らの距離,Z:r一 軸か ら反時計方 向にまわ る回転角)

に一致す る。 ポテ ンシャル ・エネルギ ー積分には ㍉ は音波のエ ネルギ ー17pIdivξ12の 項に しか
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表 わ れ ない の で((2.4-6)式 参 照),㍉ に っ いて 最 小 化 す る とdivξ 一 〇 を得 る。 したが って,

円 柱 プ ラズ マ 近似 にお け るポ テ ン シャル ・エ ネ ルギ ー積 分(4。2-10,11)は 変 位 ベ ク トル ξを

X窟 ξ● クr,V=r(ξ'7Z一 ξ ・ クρ/q)で 定 義 す る と,

聾 ÷1{IF(X)[・+(孕)2畷 ・轟(・X)国i・V・ 謡 αX)一IXI2}

・・嬬 ・B・d駐t)IXI2(a2-1)

にな る。ま た,平 衡 を表 わす グ ラ ッド・シャフ ラノブ方程 式は,

}瓢(dψrdr)一 一R3(睾 ・B・薯)(a2-2)

で あ り,安 定 係 数qは

,一 「B・(・.・ 一3)dψ/d
r
.

で 与 え られ る 。

円 柱 プ ラズ マ で は ポ ロ イ ダル 方 向 に も変 位 ベ ク トル の フ ー リエ展 開 がで き る ので

X(r,X)一Xm(r)eimz,V(r,Z)=iVm(r>eimz(6.2-4)

を お く。 エ ネル ギ ー積 分(6.2-1)に はVに っ い て のrの 微 分 が な い の で,Vに 関 して 容 易 に最

小 化 が で き,

臨 一㎡
.(ln/Ro)、r、{[m・謙]・ 警 ・[m-1(罰 畷

(6.2-5)

隔÷1{(Ror)21÷ 諄 αX)12+li・・V・1尋(・X)÷i2}

÷1㎡+n転1碍)2r警 ・(mn十一q)刈2

(6.2-6)

鴨一Bl志(号 一→㌦12+・ 嬬 ・B・勃 塩 【2唖

(6.2-7)

を 得 る。

こ こで,低 β値 の トカ マ ク ・プ ラズ マ で はBt曽 一 定 で あ る こと,お よ び(n/Ro)2r2《1

を使い,さ らに,X。 警 の項を部癩 分 して ・平衡の関係式(62一 ・,3)を 用 ・・ると・ポテ ン

シャル 。エ ネルギ ーと して

%一Bl儲1一 告六 ・警)2+Bl言{[(㎡ 一1)蕃劇(謡)2
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一2ki(轟 一ki)・麗 曜ll}X蓋(6 .2-8)

を得 る7)(付 録4参 照)・ ここで ・特徴的 な ・とは,不 安定化項2曜 が安定化項w、 ・」D一部

と打 ち消 し,不 安定化 は0((nr/mRo)2)に なることで ある((6 .2-8)式 右辺第3,4項)。

そ して,m≧2の 場合,摂 動磁場Q,に よるアルフヴェ ン項(6.2-8)式 右辺第2項 の安定化効果

は0(1),で あるため,不 安定モ ー ドは有理面q一 塑 に局在 し,ま た,圧 力が主要 な不安定化項 にな
　7)

る 。 しか しな が ら,m-1モ ー ドにつ いて は,摂 動 磁 場Q,の アル フ ヴ ェ ン安 定 化 効 果 が 打 ち

消 され,ポ テ ン シ ャル ・エ ネ ル ギ ーWpは

　 　 ヨ

%=B《 謡 一・)僻)・Bl(勲"n2{一 ← ・)(1岡

L一 ① 一 」L一 一 ②一 」

襟 睾}xl(6・ ・一・)
L一 ③一

になる・・の胎 電流(項 ②)も 圧力(項 ③)も ・㈹ りの不安定化の働きがあるので特に内

部 キ ンク ・モ ー ドとよばれ る。そ して,ト カ マクの よ うに,安 定係数qが 単調増大の場合,有 理

面q-nの 内部 で電流項② は不安定に働 き,有 理面 の外部で は安定 に働 く。また,m-1の 境界

条件 は

翫 一隅(・ 一プ・ズマ表面)一 ・

であるので(付 録4参 照),固 有関数X1(r)は

ll:;::撃 瀧:勢}(6・2-1・)

の形 を もっ と(6.2-9)式 右辺第1項 による安定化 が働か ないため,m・=1内 部 キン ク ・モ ー ド

の固有 関数X1(r)は,m≧2の 場合の局在 した固有関数 とは異 な り,図6.2に 示すよ うな大域的

な一 つ・一旙(・ 〉はr面 の前後で急激・・変化するため・S(・X)綴 一・面)

よ り,Vlは 有 理 面 で ピー ク を もつ 。

磁 気 軸 で の安 定 係数qoがqo〈nを 満 たす と,(m,n)一(1,n)の 内 部 キ ン ク ・モ ー ドが 不

安 定 に な るが,Roを 大 き く して い く方 法 に よ って,2っ の場 合 に別 れ る 。一 っ は,ト ロ イ ダル

・モ ー ・数 ・胴 定 して(た とえば ・・一1)R・ を大 き くす る場合で ・・の時 は ・・孟 一 ・で

あるため,内 部 キ ンク ・モー ドは準安定 に近づ く。一方,nr/Roを 固定 しなが らRoを 大きくし,

かっ,qo<nを 満たす ように安定係数q(r)を,そ の形状 を変 えす に下 げて い く時 は不安定の ま

まであ る。

円柱プ ラズマ近似の もとでのm=1内 部 キ ンク ・モー ドは,プ ラズマ断面が 円形で,プ ラズマ

柱がま っす ぐであ ることか らくる特殊なモ ー ドであ る。す なわ ち,メ トリック量 の特殊性か ら,

アル フヴェン項 とWQお よび不安定化項の間で打 ち消 しが おこ っている。次 に トロイダル効果が

m-1内 部キ ンク ・モ ー ドの安定性にお よぼす影響 を考察す る。 円柱プ ラズマ近似 との対応 をっ

けるため,プ ラズ マ 「半径r」 を
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dψTr
百7=ξ 耳(6・2一11)

で定義 し,自 然座標系(r,Z,ψ)を 用い るとヤ コビア ン 厄 は

R2侮 (6.2-12)

=一r
Ro

にな るので,こ の座標系 における グラッ ド・シャフラノブ方程式は

1鶉 幽 ・(瓢 弄 ∂LI'lfJ:fi2)⊥・翻

=・17
tli-firE2(R・虫+T」 亜drdr)(6・2-13)

で与え られ る(β ・,一7・ ・7・/]V・12・ 蕃)護 ・ β,,器)・ 次 … 変位 べ … レX,V

を

X=ξ ・Vr

V=r(ξ ・7X一 ξ・Vg/q)

で 定 義 す る と,(4.2-10,11)式 か らdivξ=oの 場 合 の ポテ ン シ ャル ・エ ネ ル ギ ー積分

W,一 ・∫w,d・dXと して

wp一 ・IF(X)12+b畷 ÷ ・X)12+・li・V・1÷(・X)・UX一 ・P・xF(刈2

　一dlXI(6
.2-14)

・一(霊ア舌/17・1・ ・b一(爺 津 ・・《 訂 鳶1四 ・・

h一柴 億(1)一 島 ・]

一一1(2÷ ∂V7
,「12)⊥・・∂農り

(6.2-15)

d-2嚇[赤
1・(j・・)・(B・ ・)

一一鵡 轄 ・T部)(r∂17rl22+
17rl2'∂r)⊥+2r・ 甑

一鳶 ・睾 ・番

⊥

を得 る(hとdの 導 出 につ い て は付 録5参 照)。 こ こで,円 柱 プ ラズ マ 近 似

R→Ro,【Yrl→1,13rX→0

を 用 い る と,(6.2-13)式 は(6.2-2)式,(6.2-14)式 は(6.2-1)式 に 帰 着 す る。 次 に ε

≡≡r/Ro《1,βp≦1の 円形 断 面 トカ マ ク ・プ ラズ マ の場 合,各 磁 気 面 の 中 心R、 が磁 気 軸Ro

に一 致 しな くな り,ト ロイ ダ ル ・シフ トd(r>(A(r)≡R、 一Ro)が 生 じる。 この シフ トに よ って,
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各f(帥 ・12・d・h)は その平均値<f>(〈f>剥2、d・)撫 プラズマの値から

0(ε2)議 れ ・ま た ・(・)のモ ー ド間 結 合 γ(…)一f(…)勉 〈f(…)〉 が 生 じ
・ β,,一 ・

(ε)にな る 。

ポ テ ン シ ャル ・エ ネル ギ ー(6 .2-14)をVに つ い て 最小 化 す る と,オ イ ラー方 程 式 か ら ,

[一箒 ・㎡(鳶 ゲ1ク小 一[需(言 ア 州 、1(β・

・i・(齢21・・F(hX一 βαF(X))(a2-16)

が得 られ る。各磁気面上で,こ の方程式をVに っ いて解 き,(6 .2-14)式 に代入すれば,Xだ け

で表わ された ポテ ンシャル ・エネルギ ーを得 る。 この時,安 定化 に働 く摂動磁場 エ ネルギ ーが不

安定化 項 と打ち消 しをお こす が,ト ロイダル効 果 によって,円 柱プ ラズマ項((6 .2-9)式 第2,

3項)以 外に,0(ε2)の 新 たな安定化 効果 が生 じる。また,不 安 定化項dに も トロイダル効果 に

よ る0(ε2)の 新 たな不安定化効 果が生 じ,結 果 と して,ト ロイダル効 果 と円柱プ ラズマ項 とは
58)同 じ

オ ーダーにな って しま う 。 したが って,m=1内 部キ ンク ・モ ー ドは ,円 柱プ ラズマの場

合 と円形 断面 トカマ クの場合 とで,そ の固有 関数X1(r)が 大域 的な形状 を もつ とい う性質 は変 わ

らないが,そ の安定性 が全 く異 な る。また,こ れまでの議論か ら,こ のモー ドの安 定性はプ ラズ
60)

マ断面の形状 に も敏感 であ ることが分 る 。
57)
,ε 《1,βp≦1の 近似 の もとで円形 断面 トカマ クのmζ1内 部キ ンク ・モーBussacらは

ドの安定性 を調べ,n-1の 場合,ト ロイダル効果によって増大する安定 効果が 円柱プラズマ項を完
に洩フτ

全に打 ち消 し,モ ー ド間結合汐 のみ不安定 にな りえ,βpが 低い と,こ のモー ドは安定であること

を示 した.こ の結果 の可否}・ついて 議 論 力・あ 。たが61・621Z。kh。,。 。1、よる再計算㌦ よび
63)K

ernerら によるERATOコ ー ドを用 いた数値 計算 によ って,正 しい ことが確認 され た。

現実 の トカマ ク ・プ ラズマで は,rp/Ro(rp:プ ラズマ半径)は,%～%で,1よ り充分

小 さい とは言えず,ま た,6.1節 で述べ たよ うな,高 β,領域(ε β,;≧1)で のm濡1内 部 キンク

・モー ドの安定性 を調べ るには トロイダル効果 を正確に 評価す る ことが本質 的であ り
,そ のため,

正確 な トカマ ク ・プラズマ平衡 とERATOコ ー ドによる安定性解析 を必要 とす る。

6.3平 衡

安定 性解析 の対 象 とな る トカマ ク ・プ ラズマの平衡は一 連のFCT過 程(第3.8節 参 照)で 作成

され る。初期平 衡 は第3.7節 に述べた方 法に従 って求め る。 この時,圧 力pψ 〉および トロイダル

磁場関 数Tψ)は

虫_P。 〔1一 。x一(1一 。)。 ・〕

dψ

dT
T一 一 〇
dψ

(6.3-1a)

(6.3-1b)
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ψ 一 吻(6

.3-1c)
X=

ψ、一娩o

で 与 え られ る((3.7-2)式 参 照)。 したが って,(3.4-11)式 よ り,初 期 平 衡 は,βp-1の 平

衡 で あ る。(6.3-1)式 の パ ラ メ ー タPoと αは,磁 気 軸 お よ び プ ラズ マ表 面 の安 定係 数qoとq、

が そ れ ぞれ

qo=1,q、=2.5(低 シ イァ平 衡)(6.3-2a)

あ る い は

qo-1,q、 一4.o(高 シ ィア平 衡)(6.3-2b)

に な る よ うに選 定 す る。

初 期 平 衡 を反 復 解 法で 求 め る 時,Solovbv平 衡((3.6-1)式)を 使 う。 そ して,フ.ラ ズ マ の

形 状 がSolov色v平 衡 を設 定 す る時 に指 定 した形 状 に 一 致 す る よ うに,反 復 時 に真 空磁 場 ψvを 調

整 す る(3.2,3.6節 参 照)。 対 象 とす る トカ マ ク ・フ.ラ ズ マ の ア スペ ク ト比Aは3に 固 定 した

A≡ 聖 一3(6.3-3)
rp

(6.4節 を除 く)。

安定 係数qψ)の 分布 を固定 したFCT過 程で圧力pを

P→P+△P;△P㏄(1一 ψ)2

に従 って増 大(あ るいは減少)さ せて,βpの 異 なる一連 の平 衡を作 る。 図6.3にqψ)と βp-

0.75,1.0,145に お け るpψ)のs(一 厩 一)依 存性 を示 した。

磁気軸の安定係数qoが 任意 の値を もっ平 衡はqo-1の 平 衡か ら,3.5節 に述べ たスケー リン

グか ら得 ることがで きる。 この様 に して作 られ た一 連の平衡 を用 いると,(qo,βp)パ ラメー

タ平面 にお いて内部 キ ンク ・モー ドの安定 性が解析でき る。表6.1に 今 まで に述べ た手 順を図 示

す る。

6.4ERATOコ ー ドによ る解析結果

最 初 に,円 形 断 面(楕 円度E-1)の トカマ ク ・プ ラズ マ の 内部 キ ン ク ・モ ー ドに 対 す る安 定

性 を解 析 した 。 図6.4はq、/q。 一2.5(低 シ ィア)の 場 合 の成 長 率 の 自乗 γ2の β,一依 存 性 を 示

して い る(破 線:qo-08,実 線:qo-085,一 点 鎖 線:qo-0.95)。 図6.5はq、/匂o-4.0

(高 シ ィア)の 場合 の γ2の βP一 依 存 性 を示 す(破 線:qo-0.6,実 線:qo-OB,一 点 鎖 線:qo-

09)。 β,が あ る臨 界 値 βp1よ り低 い と,内 部 キ ン ク ・モ ー ドは安 定 で あ り,こ の 点 はBussac

らの 解 析 と一 致 して い る。 βp1は 低 シィアの場合,βp1竺0,7で あ り,ま た,高 シ ィ アの場 合,β 切

雪 α4で あ る。 ま た,高 シ ィア の場 合 の方 が低 シ ィア の場 合 よ り,よ り不 安 定 な の は,高 シ イァ

の場 合 で は,集 中 形 の電 流 分布 に な って,キ ン ク項((2.4-5)式 参 照)に よ る不 安 定 化 の寄 与

57)

が 増 大 す る た め と考 え られ る 。

内部 キ ン ク ・モ ー ドは,βp一 値 が さ らに増 大 して,あ る臨界 値 βp2(低 シ ィア の場 合 βp2M4,
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高 シィアの場合 βp2雪2.4)を 越 える と再 び安 定にな る。 この ことは,図6.6に 示 した(qo,βp)

平 面で の安定 図を見 ると,一 層 よ く理 解され る。図6.6に おけ る曲線は,そ れ ぞれ,q。/qo-

2.5お よび4。0の 時 の内部 キ ンク ・モ ー ドの臨界 安定曲線 を表わ して おり,曲 線およびqo-1の

直線に囲まれ た内部で モー ドが不安 定になる。 図6.6よ り,プ ラズマは,内 部キ ンク ・モ ー ドに

対 して不安定 で も,加 熱されて βp値 が上 が ると 「第二安 定領 域」に入 ることが分る。

次 に,断 面が楕 円であ る トカマ ク ・プ ラズマの内部キ ンク ・モ ー ドに対 す る安 定性を調べ る。

6.2節 で述べ た議論か ら,ト カマ ク ・プ ラズマの断面が楕円の場合,内 部キ ンク ・モ ー ドはよ り
60)

不安定 にな ると予 想され る 。

図6.7は 楕 円度E-1.2,q、/qo-2.5の 平 衡に対す る成長率の 自乗 γ2のβp依存 性を示 してい

る(破 線:qo-o.7,実 線:qo-0.8,一 点 鎖線qo=o.9)。 楕円断面平衡では,予 想 され る通

り,円 形 断面平衡よ り高い成 長率を持 つが,βpが 充分低い と,内 部キ ンク ・モ ー ドは 安定であ

り,ま た,第 二安 定領 域があ る。図6.8に 楕 円平衡の場合の(qo,βp)平 面での安定図 を示す。

比較 のため,円 形断面平 衡(E-LO)の 場合の臨界安定 曲線 も示 してあ る。以上 の結果 より,

βp値 が充分高い と内部キ ンク ・モ ー ドは安定 にな ること,ま た,高 シィア平衡や楕円平衡の場

合,内 部キ ンク ・モ ー ドの成長率 は高 く,不 安 定領域 も広 いこ とがわか る。

6.5内 部 キンク ・モ ー ドに対する トロイダル効果

内 部 キ ン ク ・モ ー ドにっ い て,第 二 安 定 領 域 が 現 わ れ る機 構 につ いて 理 解 を得 るため,変 位 ベ

ク トル ξ(r)一 ξ(ψ,X)einqを,自 然 座 標 系 に お いて,

ξ(vL,・,X)=.Σ ξmψ)eimX
k

とポロイダル角Xに っ いて フご リエ展開 し,各 モー ドのポテ ンシャル ・エネルギーWpへ の寄与

W・
,mt一 ∫dψ 煮k)ξ ・ψ)∫d・tei(m"m')x(6・4-1)

を求め た(Lは ポテ ンシ ャル ・エネルギーの演 算子)。

Wo
,o,W2,2は 正 で あ り,そ れ ぞれ,ト ロイ ダ ル ・カ ップ リン グか ら生 じ るWo,i,Wl,2の 絶

対 値 と ほぼ 等 しい:

Woitr-Woo,W,2tr-W22(6.4-2)

した が って,ポ テ ン シ ャル ・エ ネ ル ギ ーWp-Wo,〇+W,,1+W2,2+2Wい+2w,,2+… は

WptrV略L1+Wo
,1+V隔 」2(6.4-3)

と近 似 的 に 表 わ せ る(付 録6参 照)

円 柱 プ ラズ マ の場 合,変 位 ベ ク トル ξは

　
ξ=ξmk(r)eimX+ikz;k一 一(6.4-4)'R

o

と 表 わせ る。 した が って,第6.2節 で 述 べ た よ うに 円形 断 面 トカ マ ク ・プ ラ ズマ の ア スペ ク ト比

を大 き く して,円 柱 プ ラズ マ に 近 づ け る場 合,二 通 りの 近 づ け方,す なわ ち,
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nqoとkを 固 定 してA→ 。・(6.4-5a)

に す る方 法 と

qoとn(一1)を 固 定 してA→ 。。(6.4-5b)

に す る方 法 とが あ る。 図6.9は βp-LO,q。/qo-2.5の 円 形 断 面 プ ラズ マ平 衡 に っ い て,W』,㎡

の ア スペ ク ト比Aに 対 す る依 存 性 を示 して い る。 図69(a>は(6.4-5a)の 場 合 で あ り,函6αb)

は(6.4-5b)の 場 合 で あ る。%o,咳2お よ びカ ップ リン グ項%1,思2は,ア ス ペ ク ト比

が 大 き くな る と,い ず れ の場 合 にっ いて も,当 然 ゼ ロ に近 づ く。 しか し,凧1のAに 対 す る依 存

性 は全 く異 な る。(6.4-5a)の 場 合 は,ア スペ ク ト比 が 大 き い場 合,Wい く0で あ り,A→ 。。

の極 限で は,有 限 の 負 の値

V▽11=～ 研 宝〈0(6.4-6)
,,

を もち,内 部キ ンク ・モ ー ドは不安定であ り,こ れは,kが 有 限の値を もつ円柱 プ ラズマ の内部

キ ンク ・モ ー ドの ポテ ンシ ャル ・エ ネルギ ーに等 しい。 また,Aが 小 さ くなって,ト ロイダル効

果が強 くな るとWl ,1は 正 に変 わ り,安 定化 に寄 与す る。 すなわち,ト ロイダル効果 は 思1を 通

して強 い安定化 に働 き,円 柱項 凧 宝を打 ち消 して余 りあ る。一方,(6.4-5b)の 場合,Wl,1は

常 に正で あ り,ア スペ ク ト比 が大 き くな ると,正 の側か らゼロに近づ く。 したが って成長率 もゼ

ロに近づ く。すな わち,n-1に 固定 されて いるかぎ り,6.2節 で述べ た トロイダル効果 に よる

摂動磁場 の安定化効果 は常 にW舌 を打 ち消 して いる。 トカマ ク ・プ ラズマで実際 に存 在 し得 るモ

ー ドはn=1モ ー ドで あ るので ,内 部 キンク ・モー ドで は トロイダル効 果が本 質的な役割 をはた

す。 そ して,Wilは 安 定化に働 き,ト ロイダル ・カ ップ リング項%1とWl2は 不安定化 に働 き,

それ らの差 し引きで内部 キ ンク ・モ ー ドの安定性が決定 され る。

次 に,各 鴨 ,㎡の βp依存性を図6.10に 示す。 βpの 上昇 とともに,ト ロイダル効果 が強 くな り,

呪1も1%11,IWi,21も 大 き くな り,Wp全 体 と しては負にな って いる。 しか し,βp>1.3で

は 思1の 増大 が1%11,1蹴21の 増大 よ り強 くな ってい る。す なわち,βpの 上昇 によ って,ト

ロイダル効果 による安定化効果 がモー ド間結 合によ る不安 定化効果 よ り優勢 にな って内部キ ンク

・モー ドは第2安 定領域 に入 る。

6.6実 験 との対応

前節 で得 られた内部 キ ンク ・モ ー ドにっ いての解析結果 が トカマ ク実 験 にお いて どの様 に反映

され るかを考え るためには,有 限抵抗が安定性 に与え る影響を考 慮 しな ければな らない(抵 抗性

内部キ ンク ・モ ー ド)。 抵抗 の効果 はq-1の 特異面 にお ける内部 キンク ・モー ドの固有解 ξの

挙 動を見 ることによ って定性的 に調べ る ことがで きる。

図6.11は 低 シィアの円形 断面平 衡の場 合に得 られた固有解のXI(s,κ 一〇)とVR(s,Z-0)

を示 してい る(4.2節 参照)。 磁気 軸での安 定係数qoはqo-OBで あ り,ま た,βpの 値 は 傷一

〇.75(図6.11a),βp=1.14(図6.11b)お よび βp=1!45(図6.11c)で あ る。 これ らの図か ら,

第6.2節 で述べ た内部 キ ンク ・モ ー ドの特徴を見 ることがで きる。す なわち,q-1面 の内部で

XIは ほぼ直線で あ り,q-1面 の外 部で急速 に減少 し,q-2面 です こやかにゼ ロにな る(付 録

一62一



6参 照)・ 籍 ・告 ・であるため,X、 の変動に対 応 してV。 ・・2っ の ピークが現われてい る。

そ して,βp-1.14の 時,成 長率 が大 きいためq-1で のVRの ピーク幅は広 く,βp-o .75お よび

1.45の 場合,逆 に成長率が小 さいので ピーク幅が 狭い。成 長率が小 さい ほど,理 想MHDモ ー ド

であ る内部 キ ンク ・モー ドのq-1面 で の ピーク幅は狭 くな り,い わゆ る,抵 抗 層(resistive

l・yer)の 幅 △αS-1/・(S÷ ・。(抵 抗1・よる散逸 時間)/・A(ア ルフ ヴ。ン通過時間))が ピー

ク幅を越え ると,抵 抗性 内部キ ンク ・モ ー ドは 抵 抗 効 果 で 不安定 にな る抵抗 性モ ー ドその もの

であ る。 βpが 高 くな って,内 部 キンク ・モー ドの成 長率が大 き くな ると,内 部 キ ンク ・モー ド

の ピーク幅が抵抗 層の幅よ り広 くな るた め,抵 抗 の線形成長 率へ の影響は少 ない。以上 の考察 か

ら・内部 キンク ・モードの成 長率 と抵抗 性内部 キ ンク ・モー ドの成 長率の βP依 存 性は概 略的に図

6.12の 様に な ると考え られ る。 βpが 低 くて,内 部キ ンク ・モー ドが安定 か成長率がきわめて低

い時,m-1モ ー ドは抵抗 性モ ー ドであ り,実 験で は鋸歯状振 動が観測され る。 βpが 上 が り内

部キ ンク ・モー ドの成 長率が高 くな ると,不 安定 モー ドの成長 の飽和 がお こり,鋸 歯状 振動か ら

連続的 な高周 波振動 に変 わ ると考 え られ る。 βpが さ らに上昇 して,内 部 キ ンク ・モー ドが再 び

安定 になる と,m-1モ ー ドは再び抵 抗性 モ ー ドにな る。 したが って,実 験的 には鋸歯状振動が

再 び観 測され ると期待 され るが,こ の様な βpの 高 い したが って トロイダル効果 の強い領 域 で の

m-1抵 抗性 モー ドの非 線形解 析が行われてお らず,ま た,実 験 もされていないので鋸 歯状 振動

が現われ るか どうか は未知 であ る。また,高 シィア平衡 あ るいは楕 円平衡 の場合 の方が,低 いβ,

の値で 内部 キ ンク ・モ ー ドが不安 定にな るため,プ ラズマ を加熱 してい く時に早 い段 階で鋸歯状

振動か ら連続 的な高周 波振 動へ の変化 が現われ ると考え られ る。図6.13にJFT-2のNBI加 熱

実験で図6」 に示 した三聯 の軟X線 信号力鞭 測される時のプラズマ表面讐 安定係数q・ とβ・

値に対す る依存性を示す([コ 鋸歯状振動,囮 混在振動,1■■ 連続振動)。 安定係数qな は

トロイ ダ ル電 流Ipで 評 価 した 値 で あ る:

芸2πa2Bt
qa=
μoRIp

磁気軸で の安定係数q。 は常にq。 〈1で あ るか ら,q養 の大 きいプラズマ は高 シィアとみなせ る。

q、 が同 じ場合,連 続 信号が観 測 され る時 の βpは常 に鋸歯状振動 が観測 され る時の βpよ り高い。

また,高 シィアほ ど連 続振動が観 測 され る βp値は低 い。 これ らの結果 はすで に述べ た 抵抗性 内

部キ ンク ・モ ー ドの βp依 存 性の議論 とよ く一致 してい る。

m-1モ ー ドの成 長が飽和 して連続振動 に変 化す ると,q-1面 の内部 のプ ラズマ ・エネルギ

ーが温度パ ルス と してq-1面 の外部へ掃 き出 されな いので ,エ ネル ギーの閉 じ込 めは改善 され,

特 に低 シィア ほど,改 善 は顕著であ ると期待 され る。 この仮 説 の当否お よび第二 安定領域でのm

=1モ ー ドの非 線形 効果 は将 来,よ り強力な加 熱実験 によって 明 らか になる と期 待され る。
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(G)一 十 →一2ms

s.×.①

s.x.④

(b)

・s .x②

s.× ⑤

→・L」 一5001μs

(c)
1

麟麟
→LL500μs

s.×.②

ls・x⑤

図6.1中 性粒子入 射加熱 実験 で観 測 され る軟X線 信号。S.X.

①,② な どは測定 位置を示 し①,② はq-1面 の内側,③

④ はq=1面 の外側 を示 す(文 献51よ り転 載)。
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X1ω,Vlω

X1ω

}rVーレ
へ

r

q=1

図6.2m=1内 部 キ ンク ・モ ー ドの固 有 関 数 の概 略 図 。(X=

ξ・4r,V=r(ξ ・4Z一 ξ・4ψ/勺))
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図6.3安 定係数qと 圧力pのs㍉/ψ/拠 依存性 。

平衡 はアスペ ク ト比A;3の 円形断面FCT

平衡 。

一65一



表6.1安 定性解 析の手順.FCT平 衡 とスケー リング

(3.5節 参照)に よ り(q。,β,)パ ラメー タ

ー平面 でm=1内 部 キ ンク ・モー ドの 安定

性解析 を行 なう。

FCT

P→P+△P qは 固 定

響

βpの 異 な る 平 衡(qo=1)

F

ス ケ ー リ ング に よ ってqoの 異 な る平 衡

1～ ～ ～
qo=3,ψ=σ ψ,T(ψ=0)=T(ψ=0)

βP:不 変

(qo,βp)平 面 でm-1内 部 キ ンク ・モ ー

ドの安 定 性 解 析
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図6.4q、/q。=2.5の 場 合 の成 長 率 の 自乗 γ2の β。

依 存 性(破 線:q。=OB,実 線:q。=0.85,

一 点 鎖 線:q
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図6.5q。/q。;4.0の 場 合 の 成 長 率 の

自 乗 γ2の βp依 存 性(破 線:

q。=0,6,実 線:q。;0.8,一

点 鎖 線:q。=0.9)。 ・
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q。/q。=4
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Q6 Q8
qo1

図6.6q。/qド2.5お よ び4.0の 場 合

のm二 工内部 キ ンクモー ドの

(q。,βp)平 面 にお け る安定

図 。各々 の臨界安 定 曲 線 の 内

部 で モ ー ドは 不 安 定 。
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図6.7楕 円 断 面 平 衡(E=1.2,q、/q。=2.5)の 場 合 の

成 長 率 の 自乗 γ2の β,依 存 性(破 線:q。=0.7,

実 線:q。=o.8,一 点 鎖 線q。=o.9)。
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図6.8楕 円 断面 平 衡(E=1.2,q。/

q。=2.5)お よ び 円形 断 面

平 衡(E=1.0,qa/q。=2.5)

の 場 合 のm-1内 部 キ ン ク

・モ ー ドの安 定 図。
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図6.9(a>各 フ ー リエ 成 分 の ポテ ン シ ャル

・エ ネル ギ ーへ の 寄 与 監m・ の

ア スペ ク ト比 依 存 性 。nq。 とk(一

n/R。)を 固 定 した場 合(横 軸 は

1/A目 盛)1/A→0と ともに%傷

%,2は 正 の側 か らゼ ロ にW1,2,

Wb,1は 負 の側 か らゼ ロ に近 づ く

がW1,1は 負 の有 限値 に 近 づ き,

した が ってm皿1内 部 キ ンク ・

モ ー ドは不 安 定 。平 衡 は 円 形 断

面で βP-1D,q。/◎ 。=2b。

図6.9(b)q。 とnを 固 定 した場 合 の ～臨,m'の

ア ス ペ ク ト比 依 存 性 。Wi1は 正 の

側 か らゼ ロに近 づ き,m=1内 部

キ ンク ・モ ー ドは 臨 界 安 定 。
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ギ ーへ の寄 与Wm,m

の βp依 存 性 。平 衡 は

円 形 断 面 でA-3,
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図6.12m=1抵 抗性 内部 キ ンク ・モ ー ドの成長率 の

β,依存性(概 略 図)。
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図6」3JFT-2に お けるNBI加 熱実験 で観測 され た軟

X線 信号 とq、 および βp一依存性。白ぬきの領域

(にコ)は 鋸歯振動,黒 ぬきの領域(■ 圏)は 連

続振動 を表 わす。斜線 の領域(吻)は 混在振

動 を示す(文 献 〔65〕 よ り転載)。
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7.結 語

本論文で は トカマク ・プ ラズマの線 形理想MH:D安 定 性について研究 した。

第2章 で,本 研究 の基礎 となるプ ラズマのMHD平 衡 と線形理想MHD安 定性理 論の定 式化 を

行 った。

第3章 で は,ト カマ ク ・プ ラズマのよ うな軸対称 トロイダル ・プ ラズマの平 衡 を決 定す るグラ

ッ ド・シャフラノ ブ方 程式を導 き,そ の方程式 の性質,お よび平 衡の磁気面量にっいて議論 した。

また,FCT平 衡を含め,グ ラッ ド・シャフ ラノブ方程 式の数値解 法につ いて詳 し く述べた。

第4章 で は,線 形理想MHD安 定性 を数値 的に解 析す るERATOコ ー ドにっ いて述べ た。本研

究 においてERATOコ ー ドは以下 の3点 にっいて改 良 された。

(1)自 然座 標系以外 に,ポ ロイダル角を任意 に選んだ磁束座標系 が使え,固 有関数の形状を よ く

表 現す る座標系を選べ る。

(2)変 位ベ ク トル に準 モー ド表示 を採用す ることに より,安 定性 を数値 的に解析す る場 合の トロ

イダル ・モー ド数 の制限 を除 くことが で きる。

(3)真 空領域 における摂動磁 場をベ ク トル ・ポテ ンシャルで表 わ し,ス カ ラー ・ポテ ンシ ャルに

対す る グ リー ン関数 を用 いていた場 合の困難 を除いた。

第5章 で は,第3章 で述べ た方法 に従 って数 値的に求 めた平 衡 に対 して,そ のMHD安 定性 を

ERATOコ ー ドで解 析す る時 に必要 にな る写像 につ いて論 じた。

従来 の写 像法では信 頼性 のあ る安定性解析 を不可 能にす る数 値誤差が生 じる。 それに対 して,

スプ ライン補 間を用 いた写像法 を提案 し,テ ス トを行 った。 その結果,'高 精 度の写 像が可能 にな

り,内 部キ ンク ・モ ー ドのよ うな成 長率 の低いモ ー ドについて も信頼性 の高 い安定 性解析が可能

にな った。

第6章 では,第4章 および第5章 で論 じたERATOコ ー ドを用 いて,ト カマ ク ・プ ラズ マにお

けるm-1内 部 キ ンク ・モー ドの安定 性を解 析 した。 安定性 のポ ロイダル ・ベ ータ値(βp一 値)

依存性 に着 目 し,(qo,βp)空 間(qo:磁 気軸の安定係数)で の安定 図を求 め,m-1内 部 キ

ンク ・モー ドに第2安 定領 域が存在 す ることを明 らか に した。 また,磁 場の シ ィア およびプラズ

マ断面 の形 状が安定 性に与え る影響 を調べ,シ ィアが高 い場合 や形状が楕 円(楕 円度E>1)の

場合 はm-1内 部 キ ンク ・モ ー ドはよ り不安定 になる ことを示 した。

安定 性の解析結果 と実験 との対応を論 じ,プ ラズマ加 熱実験 時に観 測 され る軟X線 信号 の鋸歯

状 振動 か ら連 続振 動への変化 とm-1内 部 キ ンク ・モ ー ドとの関連につ いて述べ た。 この仮説 の

当否および第 二安定領域でのm=1モ ー ドの挙 動 は将来 の実験 および理論 の協 同によ って明 らか

にな ると期待 され る。
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付 録1(2.4-5),(2.4-6)式 の 導 出'

ポ テ ン シ ャル ・エ ネ ル ギ ー(2.3-22)式:

暢 ∫[趣 ・(ξ・Q)・(ξ ・フ・)曲 ξ・恥(d短 ξゾ]d・

において,変 位ベ ク トル ξを平 衡磁場Bに 平 行な成 分 と垂直な成分:

ξ・BB×(ξ ×B)ξ
=
B・B+B・=シB+ξ ⊥(刈 『1)

に分 ける と,

di・ 鉦 一…(旦B2)・(ξ ・B)一B書Q

ξ ・7PB・Q(
芸1-2)一2κ ・ ξ一=μO

B2B2

で あ る 。(芸1-2)式 に お い て

B・ …(番)一 ・・j葦タ ー(B・7)(番)一 雷(B・ のB

一・・雷 一2・(刈 一3)

を用 い た 。 ま た,

j・(ξ 、×Q)一Q・(与j×B+j× ξ⊥)

ξ・7pj・B
=ξ ノ(クP・Q)一

B2B2
(B・Q)一 一(ξ ×B)・Q

(刈 一4)

で あ る か ら

j・(ξ ×Q)+(ξ ・7p)divξ=ξ ノ(7p・Q)+(ξ ・フp)div(彰B)

(ξ ・7P)2 ξ ・7Pj・B(ξ
×B)・Q(B・Q)一一2+μo

B2B2B2

-2(ξ ・クp)(ξ ●κ)(甚1-5)

で あ る。

7P・Q-div〔(ξ ×B)×7P〕=div〔(ξ ・7P)・B〕

で あ る ので,(苦1-5)に お いて,

ξ/(7p・Q)+(ξ 。17p)div(ξ クB)一div〔 う(ξ ・7p)B〕(美1-6)

が 成 り立 っ 。 したが って,(チ1-5)式 を(2-42)式 に 代 入 す る と,(刈 一6)の 体 積 積 分 は,

プ ラズ マ表 面 で の表 面積 分 に な り,n・B=0で あ るの で,こ の 項 の ポテ ン シ ャル ・エ ネル ギ ー

へ の寄 与 は消 え る。 そ して,(2.3-22)式 は(2.4-5)式 に 変 形 され る。

次 に,電 流 密 度jを 磁 力 線 に平 行 な成 分 と垂 直 な 成 分 に 分 け る と平 衡 の方 程 式 か ら
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j-B竃 、7P・ ・B(甚1-7)

を 得 る。 こ こで α一 」 ・B/B2で あ る((3.1-11,12)式 参 照)。

した が って,等 圧 面 の 外 向 き の 法 線 単 位 ベ ク トル をn(ヨ ー クp沼7pI)と す る と

.7P●n.B+αB×
n(栄1-7,)」×n=一B2

で あ るの で(2.4-5)式 に お い て,

毒iQ∵ 審pBl2÷Q・ 倫 ξ・(　」×n)12-2・ ξ・Q・(B・ ・)

一μ
oα ξ盆B2(苦1-8)

で あ る(ξ 、=ξ ・n)。

こ こで,変 位 ベ ク トル ξを

B×n(刈 一9)ξ =ξ
・n吻B+

、転B・

と互 い に直 交す るベ ク トル の成 分 に分 け,(2.4-5)式 の キ ン ク項 とバ ル ーニ ン グ項 を 成 分 ξ、,

ξ1で 表 わす 。

キ ン ク項

Q・(ξ ×B)=一 ξ。Q・(B×n)+ξ ⊥Q・n(苦1-10a)

Q・n-7ξn・B一 ξnn・rot(B×n)(・ ※1-10b)

Q・(B×n)一 クξ ・B+ξ ⊥(B×n)・rotn一 ξn(B×n)・rot(B×n)

(→←1-10c)

バ ル ー ニ ン グ項

平 衡 の方 程 式(2.1-12)式 か ら,曲 率 ベ ク トル κは

・一畜[B・ フ(・・髪)]・B

が成り立っ。この式より

・。一 … 一'フ(B2P+一

2)・ ・(・1-11ゑ)

。.B×L-1B.7α(刈 一11b)

B221.フpl

が 得 られ る。(x1-11b)の 導 出 に お い て,

di・j-di・(B×7PB2)・B・7・ 一 ・

を用 い た。

式(料 一8,10,11)よ り,た だ ち に,ポ テ ン シ ャル ・エ ネ ル ギ ー積 分
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暢 ∫{ぬIQ… ξ・(j・・)12+r・1di・ ξ12+D}d・

D一 ξ3D-div(ξ 、 ξ⊥ αB)一 α ξ.ξ ⊥ 〔(B×n)・rotn-n・rot(B×n)〕

・(辮1 -12a)

D一 ・(B×n)・r・t(B×n)・21クpl・ ・一 μ・ α2B2(刈 一12b
.)

を得 る。式(刈 一12a)の 第2項 は表面積分を行 ラことに よって,ポ テ ンシ ャル ・エネル ギーへ

の 寄 与 は 消 え,ま た,

(B×nヒ)・rotn-n。rot(B×n)篇div〔n×(B×n)〕 一divB=0

で あ る 。 次 に,ベ ク ト ル 公 式

rot(B×n)一Bdivn+(11・ ク)B一(B・7)n

7(B・n)=B×rotn+μo皿 ×j+(B・7)n+(n・7)B

よ り,

α(B×n)・rot(B×n)=μoα2B2-2α(B×n)・(B・7)n

お よ び(普1-7')式 よ り

フP'nB
・ 〔(B・7)n〕+217pIκ

nD=一2(j×n)・(B・7)n-2B2

(苦1-13)

を 得 る 。 し か し,

B・ 〔(B・ ク)n〕 一 一n。 〔(B・ フ)B〕

で あ る の で,(刈 一13)式 の 右 辺 第2項 と 第3項 は 互 い に 打 ち 消 し,(2.4-6)式 を 得 る 。
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付 録2(4.2-9)式 の 導 出

ベ ク ト ル 公 式

rot(A×B)=AdivB-BdivA+(B・ フ)A一(A・7)B

7(A・B)・=A× 士otB+B×rotA+(B・7)A+(A・ ク)B

とdivB=0お よ びB・n=0か ら 関 係 式

2(B・7)n=rot(n×B)+Bdiv皿+j×n+rot皿 ×B(美2-1)

が 成 立
.す る 。 そ して,

(jXn)・B=一7p。n一 一RBpp',

(」 ×n)・(rotn×B)一 一(j・B)(n・rotn)=0

よ り

2(j×n)・(B・7)n一(j×n)・rot(n×B)+lj×nI2-RBpp'divn

(美2-2)

が 得 ら れ る 。 こ こ で,

j×n=潭(一j9)r1κ7ψ 一トj乎'nΨ72己 一jκnψ7～`)),

鮒 ・r・・(・ ×B)一 厄di・(・ ・B)一 轟(RB,)・

厄7・ ・r・・(・ ×B)一 厄di・(・ ψB=・Bり 一 一 諺(RB・)・

および

…r・ ・(・ ×B)一 一…(B%)一 一(審 う ・・一母 ・・vn

を用い ると

(j×n)・ …(・ ×B)一 一
R諭 ψ ・7(RB,)一(B,T・)・+署 ・ψ ・クR壱

,
一B
・Rdivn(芸2『3)

が 成 立 す る。(苦2-3).式 とIj×nl2一 路+(B,T')2か ら(苦2-2)式 は

2(j・ ・)・(B・ ・)・ 一jl・j・B・d・vn-
Rl§,7ψ ・ ・(RB・)・2素 写'・ ψ ・・R

に な る。 ここで,

di・一d・・繕 一長d・・(座
R2)・ 窒 ・・(母)

jti1=瓦 一

RB評 ψ'7B・+R・B,7ψ'7R(苦2-4)
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か ら,divnを 消去す ると

2(j・ ・)・(B・ ク)・一2j磯R、1・
P

7ψ ・7(R・Bζ)÷7ψ ・7R

を得 る。
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付録3(5.2-2)式 の導出

ψ の等 高線に沿 った線積分で定義 され る関数

h伽 一 ∫f(R・Z)d4 (苦3-1)

について,7ψ ・7hを 積分記 号下の微 分で表 現す る。 その ため には,補 助変数Sを 導入 して(ψ,

S)を 独立 変数に選 ぶ。 この時,(ψ,S)が 直交座標系 にな るよ うにSを 設定す るのが便 利であ

る。すなわち,Sの 条件 と して,

7S●7ψ=0(今 ←3-2)

を課す。 したが って,Sは ポ ロイダル磁場Bpに 平行 であ るか ら

7S一 ・(・,×7ψ)(紹 一3)

を書 くことがで きる(%:ト ロイダル方向 の単 位ベ ク トル)。 ここで係数 αは一般 にはRとZ

(じ たが って,ψ とS)の 関 数 で あ る:α 一 α(R,Z)一 α(ψ,S)。(芸3-3)式 を 成 分 で 表 わ

す と

∂S∂ ψ ∂S∂ ψ
　 ニ 　へ 　 ニ 　ゆ　

∂R∂Z∂Z∂R

であるので総)一 孟 ㈲ より・・を決定する方程式として・

7α ・vg+α ∠ψ 一 〇

を 得 る 。(÷e3-5)式 は,ま た,

∂ α

51iα(v・S)=一17ψ1・ △ψ

と書 き直せ る。

で あ り,

(芸3-4)

(美3-5)

(苦3-6)

(R,Z)座 標か ら(ψ・,S)座 標への変数変換のヤ コ ビア ンJは

J一 亟 亜 一聾 塗… 一一。脚1・ 一一・R・B3(美3-7)
∂R∂Z∂Z∂R

し たが って

∂1∂S1∂ ψ

評R@・S)了 詑=17ψ1・ ∂R

1∂S1∂ ψ∂

評Z@・S)=一 了 盃=「 畝 ・一万

を得 る。また,任 意の関数f(R,Z)=f(ψ,S)に 対 して

器)⊥÷@・s)

が 成 立 す る。 次 に,等 高 線 に沿 った線 素d4は

dSdS
d4==

α1ク ψll7S1

キ
ぴ3-8)

ぴ3-8ノ)

(苦3-9)
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と表わせ る。この様に して構成された直交座標系(ψ,S)を 用いると,積 分記号下で微分ができ,

1ク診1・・ψ ・・h一 赤hψ ・S)頴f。1篶1

一 ∫赤G
llψ1)dS一 ∫・脚1÷Gllψ1).d4(芸3-10)

が成立する。上式の被積分関数

・剛 尭(
。llψ1壕).一 歯 尭(凧 一紹5

一器)・f[
17窪【・一轟6・g(1・ψD⊥]

において

・一
1謬t・ 一尭 ゐ・(17ψ1)・(紹 一11)

とお くと,ω は

・一 「
211ψi・[∂17ψ1・.∂R∂R∂ ψ)↓ ・ 諺17ψ12・ 瓢](紹 一11')

と表 わ せ る。 ぴ3-11')に(子3-8)式 を 代 入 す る と(5.2-2)式 を 得 る。
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付録4(6.2-8)式 の導出

・・イダル磁場B・ が一定 の場合 ・平衡 の関係式(a2-2・3)式 か 癖 を消去す る と,

・蕃(12
ユ)÷ 一轄 睾 α4-1)

を得 る。

(6.2-6)式 で(nr/Ro)2<<1の 近 似 を使 う と,

鴨 ÷1(1一 蓄(rR
o)り[(蓋一1)2r・(薯)2+2(蕃 一詳 疇

・(n1一十 一
mq)2X認]・ 一

を得 る・ ここでX。 薯 の項 を部分積 分 し・プ ・ズマ表面でX。 一・(齪 境界条件)を 用 ・・る

と,ポ テンシャル ・エネルギー積分 鴨 は次のように表わされる。

凡 一惑 ・・[1一暮(孟。)2](謡)2(鞄2+EX島(・4-3)

峠 詳鰐 一→2+÷[1一 鍬 翻(茅 ・り2

一岳[22r2(1一壽長
。2)(蕃一詳]一2書 曽}(一)

ここで,

・(罰2÷[1一 幕(舌)2](罰2

一・(m一一n
q)2[1÷(1盤 訂]・ 肚[1一畿)2](諸)

および,

一妾[・・(1一繕)(蓄 一詳)]一 一飯[1一読)2](箒 一き)

・2・・器(n21㎡
q2)…(1一 読;)論)

と ぴ4-1)式 を 用 い る と,

一 嘉{・[(㎡一1)蓄(言)21(1一急)2+詳[1一識 プ]

・響(r
Ro)2(蕃一詳)・[1壽(訂][÷ 奮 割

・讐 窪}
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一葺{・[(㎡一1)竸 力 儲)2一 肚蕃(意)2儲 一器)

・蓄(訂 籍

とな り,(6.2-8)式 を 得 る。

次 に(6.25)式 よ りr→0で は

1d∂ ∂
一(rX)+一V=OV

m=一 一(rXm); ∂z∂
rmdr

が 成 り立 ち,divξ=oか ら,

ξrp→0(r→0)
、

が 得 られ る。 そ して,r→0で,変 位 ベ ク トル ξが ポ ロ イ ダル 角Xに 依 存 しな い条 件 か ら

の　　

1潟 窪ll}
を得 る。

一86一



付録5dお よびhの 導出

平衡の方程式(… 一13)お よび 彫 響 より

崇[謡 碍)一 暑i・H讐 プ{・ 番(}窪)一

}蓋(dψrdr)一窪[rl,1、 ∂11112近・∂劉

一一音[暑 「
7}1・∂11割2)⊥一∂舞](・ ・一1)

を得 る。 ここで,右 辺 第1項 は 円柱 プ ラ ズ マ近 似 に対 応 して い る。

次 に,(4.2-9)式 よ り,

2(j×n)・(B・7)・ 一2」磯1毒 【・ クψ・曲;)一 長晋7ψ ・クR

-2j隻 一餐(警 ア 轟 僻21フ ・1・)一 長寄 ・17・!・嘉)
⊥

であ る。 したが って

【lll、(j・ ・)・(B・7)・ 一Rj・[〒1妻},一2÷ α)一1,}1、 詳 ∂i穿12).]

一醗)
、

を得 る。 ここで平 衡方程式(6.2-13)を 用 いて大括弧の中のRjt/17rl2を 消去す ると

d一一 螺 ・T盟)(2÷ ∂{lll2)、・2・∂1り

謡 ギ)、

を得 る。
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付 録6m=1内 部 キ ン ク ・モ ー ドに対 す る二 次形 式

Vに つ い て の方 程式(6.2-16)を

X=X1(r)eiκ+X2(r)e2iκ

V=iVo(r)+iVl〔r>eiκ+iV2(r>e2iπ

と お いて解 き,ポ テ ン シ ャル ・エ ネ ル ギ ー(6.2-14)に 代 入 し,ポ ロ イダ ル 角Zに 関 して 積分 を

実 行 す る と,ポ テ ン シ ャル ・エ ネ ル ギ ー 積分 凡 は,XbX2に 関 す る二 次 形 式 と して

㌦ 一∫rp(附w、 、+2肱,)d・
O

w、1-a1(1一 →2(x顕xl

w、・一 ・・(1n
q2)2(Xぎ)・+砺xl

鴨 ・一f(1・ 〉(1一 量)XIX〆・9・(1一 ・)職

…(1一 号)綱 ・hXl濁

を得 る。 こ こで,f,g12,g2い

6.2節 の 議 論 よ り,ε 一(r/Ro)2《1で は

坊一3(1一 号)2

で あ り,

(苦6-1a)

(芸6-1b)

hは メ トリック量か ら決 まるモー ド間結 合定数 であ り,ま た,

璃 は同 じオ ーダーの円柱 プ ラズマ項 と トロイ ダル項 か ら成 る。

(暑6.1-a)式 でX2に っ いて も最小化 を行 うと,X2に 関す る微分方程 式

[・・儲)2X〆]'一 噛 一一{(1一 号)[f(1→ 幻 ・副/

・[・・(1一 ・)瓦'・h刈
.(・6-2)

を得 る。 また,(労6-2)式 においてX2の 境界条件 は

X・ 一… 一・および ・一・・(・・≧ 暑 の場合)(・ ・一3・)

である.し か し ・。〉 暑 で ・一 暑の鯉 面があ る胎,微 分方程式(・6-2)の 解X・ カ・鯉

面 ・一 暑 で正則 であ るためには ・

為 一 ・ ・一 ・・(q(r2)一1)(・6-3b)

が成 り立っ必要 があ る(X1と して(6.2-10)を 仮定 してい る ことに注意)。 この時,X2の 微分

は有理 面q一 旦 で不連 続にな って,v,に 飛 びが生 じるが,今 まで の議論で暗 に無視 してきた運
n

一88一



動 エネルギ ー(プ ・ズマ囎 性)♂ ∫・1ξ12d・ が有理面近傍で無視で きな くな ・て ・禍X・

はq塁 面で急速 に ・しか し渤 らカ・にゼ ・になる・

次 に,(芸6-2)式 にX2を か け て積 分 す る と(rw=rporr2)

(・6-2)式の左辺一序[・ ・儲)町 血・∫》 』(1一 号)2痢

秘2
一∫

砺X2dr

O

『一∫1・・(1n
q2)2(Xがd・ 一惑 ・・(・一r1)〔剛 ÷ ∫謳X♂d・

一一∫w、・d・÷ ・(・一r1)〔X・叫1

(・・一2)式 の右辺一一艦 一号)[f(1一 ・)翰'・9・躯d・

一 ∫:1膿)[f← ・)魏 函]樋

・ ∫訂[・・(1一 ・)X1・h小d・

一・い(1n
q2)(1・)X茜d・+∫ 『 ・・(ll)蜘 ・

一号 ・。(・一r 1)〔X剛1二1・1『 ・・← ・)職d・+∫lh脚 ・

一 ∫『w・ ・d・一書・・(・ 一rl)〔XI鋭 二8

か ら,

∫『W・ ・d・一一 ∫1肱 ・d・一誓 ・・(・一r1)〔麟 〕暢 ・・(・一・)〔鰐1

(苦6-4)

を得 る。す なわち,q-1/nの 有理面 での表面 項((美6-4)の 右 辺第2,3項)を 除 いて,m

-2モ ー ドのポテ ンシャル ・エ ネルギ ーとモ ー ド結合 のエネルギ ーは等 しい ことが分 る。(甚6-

4)式 において表 面項はフ。ラズマの慣性 を考慮 していないために生 じ,ERATOコ ー ドで行 って

いるよ うに,プ ラズマの運 動エ ネルギ ーも含めて最小 化を行 うと,不 安 定な内部キ ンク ・モー ド

では,固 有 関数は有理 面q=1/hで も滑め らかであ るので,表 面項は消 え る。 しか し,こ の場合,
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(甚6-4)式 に運動エ ネルギ ーの補 正が現われ る。 また,(芸6-4)式 が成 立す るの は,m-1

モー ドが主要モ ー ドであ って,m=2モ ー ドがモ ー ド結合 によ って 強制 的に励起 され るか らで あ

る。 したが って,m-0モ ー ドに対 して も同様 の議議が成 り立 ち,表 面項,お よび,他 のモー ド

との モー ド間結合 を無視す ると

∫匹 ・血セー∫:p肱 ・砒 ・ ∫淋 ・腔 一∫淋 ・血

が成 り立つ・ また ・(・6-4)式 ・・お・・て ∫淋 ・d・〉 ・(∫ 》 ・d・〉・)で あるか ら・モ

ー ド間結合 は不安 定に働 くことが分 る。
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