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第1章  緒 論

 機械設計および構造設計を始めとする工学設計一般の究極の目的は，それぞれの機能目的を

満たす広い意味での形状や機構を決定することにある．その一般的な過程として機能設計，強

度設計，材質の選定および生産設計が行なわれ，それらの結果が総合判断されて形状や機構が

最終的に決定される、それら各設計のうち，犬型構造物の設言十等では強度設計が一般により重

要視されるのに対し，機構の設計等では機能設計が優先されることが多い．いずれにしても工

学設計において強度設計は不可欠であり，かつその重要な部分を占めていることは認識されて

いるところである．

 強度設計の分野に注目すると，その構造解析法は有限要素法の出現によって最近の約20年

間に著しい進歩を遂げ，我々の知識の及ぶ範囲の構造問題をほとんど全て解きうるまでに至っ

ている〈1〉．しかし有限要素法を設計対象物体の単なる解析手段として用い，安全性および一

機能上の制約条件を満足するいくつかの設計を試みてそのうちの最良のものを選択する従来の

設計手続きでは，当然設計々算に要する経費と時間のきびしい制限を受けるから安易に何回も

計算を繰り返すことができない．そこで解析過程を電子計算機に頼りながら，組織的に設計変

更を実施する方法の開発が望まれるようになった．

 以上のような状況のもとで近年構造設計の分野では，与えられた設計制約条件下で設定され

た強度的な目的関数を数理計画法を用いて合理的に最適化する手法，いわゆる“構造最適設計

法”に関する種々の研究が推進され，すでに実用段階に入りつつある．それらの研究歴史と成

果については．Wa s i．u t y n s k iとB r a n d t〈2〉，S h e uとP r a g e r

〈3〉，田中〈4〉およびV e n k a y y a〈5〉が詳しい解説を与えている．さらに構造最

適設計法をテーマとする国際会議〈6〉の開催や国内外での書物の発行〈7〉～〈12〉もな

されるまでに至っている．そしてそれらの研究の対象範囲も，弾性設計，塑性設計は無論のこ

と，座屈や振動等多岐にわたっている．

 しかし構造最適設計法に関する従来の研究の大半は，構造形態，いわゆる構造位相の主要部

分をあらかじめ規定して，その各部材の断面寸法や長さなどをある目的関数を最小化して決定

するものであり，構造最適設計において重要な部材配置，すなわち構造形態（構造位相）その

注）本文中の〈〉内の数字は巻末に掲げた文献番号を表わす．
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ものの決定法を論じたものはきわめて少ない〈13〉～〈25〉．20世紀初期にM i c h e

l lはトラス部材が連続的に分布する骨組連続体の概念を導入して，最小重量トラス構造の最

適形態に関する理論的極限，いわゆる“M i c h e l1構造”を与えた〈13〉．近年になっ

てようやくそのM i c h e l1構造の重要性が認識され，それに関する具体的な研究がP r a

g e rら〈14〉～〈17〉，Ch a皿〈22〉～〈24〉等によってなされるようになった．

またM i c h e l1構造に関する詳細な解言覚がH empの書物〈20〉に与えられている．し

かし上記のP r a g e rら，C h a nによる決定論的方法では，取り扱える対象が支持条件お

よび荷重条件の単純な場合に限られ，一般的な負荷条件および支持条件下での最適形態を見い

出すことはたとえ高級な数学的知識を駆使してもまず不可能であろう．

 それに対し，H emp〈26〉，瀬口ら〈19〉はトラス構造を創成すべき空間内にあらか

じめ多数の節点を点在させ，それら節点間の結合部材の有無を数理計画法的手段により組織的

に判定し，離散トラス構造の最適位相の決定を試みている．それらは離散的，数値解析的手法

であるがゆえに，任意の支持条件および荷重条件下の問題に適用可能ではあるが，設ける節点

数に依存して求まる位相が異なる．さらに節点数が増加すると数理計画法による実行が急激に

困難となり複雑な問題に対しては実用的ではない．一方，構造設計の分野ではしばしば重要と

なる多重負荷形式闘題に至っては，解析的方法によりC h a n〈22〉’，P r苧g e rら〈1

4〉によって若千の試みがなされている程度であり’最適形態に関す多普遍性のある有用な知

見はほとんど得られていない．．したがって，多重負荷形式を含めた任意の荷重条件および支持

条件下でのトラス構造の位相決定を可能とするはん用的かつ実用的手法の開発が必要である．

 次に連続体の最適設計問題に注目すると，はりや板等解析的方法によりその断面形状を決定

論的に求められる特殊な問題を除けば，連続体の2次元的あるいは3次元的形状の決定法に関

する研究は，ここ数年間にようやくそのほう芽期を迎えた感がある．すなわち，国内では任意

の制約条件下にある2次元連続体の強度的最適形状の決定手法として，まず尾田が有限要素法

を利用して，与えられた基本原形の表面形状を構成する要素群に対しパターン変換を繰り返し’

実施することにより表面応力分布の均一化を図り，漸近的に最適形状を得る“要素パターン変

換法”を提案したく27〉．また梅谷らは骨の生長過程に注目し．境界上の応力値と目標値と

の差に応じ表面形状を生長させる“生長変形法”と称する方法を発表している〈28〉，〈2

9〉．さらに蔦と山地は，商次有限要素を用いて応力集中部の応力分布を目標の分布に漸近的

に近づける局部的な形状修正法を提案している〈30〉．これら梅谷らおよび蔦，山地による

方法は発想の根本こそ異なるが、基本的には有限要素法による応力解析を基礎とし，形状修正

を必要とする境界上の各点の応力と目標値との差あるいは比に応じて形状修正を繰り返し実施
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する点で尾田の方法と類似している．

 一方，瀬口と多田は形状パラメータをも変数とする物体全体のエネルギはん関数を停留させ

る“逆変分原理”による形状最適化法を提案している〈31〉、それは構造全体としての形状

をエネルギ基準によって大域的に評価し、その最適形状を決定するものである．また浜田らは

その逆変分原理による方法を，座屈，振動問題〈32〉および変断面はりの問題〈33〉へも

適用している、しかし逆変分原理による方法も，形状パラメータに関して得られる方程式が当

然ながら高次の非線形となるため，“エネルギ化法”と称する境界でのエネルギ密度分布の均

一化をねらった繰り返し法とならざるを得ない、したがって静的弾性問題にその適用範囲を限

れば，応力基準とエネルギ基準の差はあるが基本的には局所的な値と目標値との比較により全

体の分布の均一化を図る点で手法的苧こは尾田，その他の方法と同様であると見なせよう．また

数学的にはかなり複雑であり，しかも弾性破損あるいは破壊に関する応力の諸条件を直接考慮

することが容易ではない．                ’

 さて国外でも最近，有限要素法と数理計画法を用いて2．3の試み〈34〉～〈36〉がな

されている、数理計画法によるそれらの手法では，設計変数を多くとることが実際上困難なた

め，形状をあらかじめ設定した曲線に近似しその関数パラメータを設計変数とする等の方法を

採用している．したがって形状決定の自由度が極端に限定される危険性があり，また局部的な

形状最適化法とならざるを得ない面がある．なお，はん用性には欠けるが実験的手法により形

状最適化を図る興味ある研究〈37〉～（39〉も報告されている．

 上述のように連続体の形状最適化法として提案されている各種の方法は，それぞれ独自の特

長と欠点を有しているが，それら手法の適用の限界等については未だ明らかにされていない面

が多い．したがってそれら各手法のより高度な設計問題への適用の可能蛙と限界がまず明らか

にされ，それらの中から，あるいは新たな手法の開発により，設計の自由度がより大きく，は

ん用性のある形状決定手法が確立されることが望まれる．

 以上述べたような観点から本論来では・トラス構造および連続体の最適形態のはん用性ある

決定手法の開発とそれら手法の有効性を示すことを目的とする．まず連続体の形状最適化問題

に対しては，尾田によって提案された要素パタ．一ン変換法の有用性に着目し、そ．の拡張，発展

により，3次元軸対称問題、物体力場の問題，複合体闘題および多連結化間題等のより高度の

設計問題に対する具体的な手法をそれぞれ提示する、またトラス構造の位相決定問題に対して

は，有限要素法と数理計画法の導入によってM i c h e l1構造を離散的にとらえ，より一般

的な構造に対するはん用性ある位相決定手法を提示する．

 まず第2章では，尾田によって提示された要素パターン変換法を3次元軸対称問題に拡張し
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た場合の具体的手法を提示し，有限要素法にパターン変換法を組み込んだ形状最適化法の理論

的解釈を明確にする．さらにその手法を厚肉圧力容器および管フランジの設計例に適用し，形

状最適化法としての実用性を検討する．また管フランジに関してはエポキシモデルの破壊実験

によって解析結果の有効性を検討する．

 第3章では、要素パターン変換法を物体力場の形状最適化問題に拡張，適用し，その理論的

解釈を与える．．そして物体力として自重あるいは遠心力が作用する場合の平等強さの形状決定

問題に適用し，解の収束性および有効性を検討する．さらにスポーク付きおよびリム付き回転

円板の実用的設計問題にも適用し，回転破壊試験を実施してそれらの解析結果の有効性を実験

的にも検討する．

 第4章では，完全接着された複合弾性体の形状最適化闇題を対象とし．その境界接線応力分

布の均一化を図る境界形状決定手法として，境界をはさんで対をなす有限要素のパターン変換

法を提示する．そしてその手法の理論的解釈も明確にする．さらに設計例として，2軸応力場

下の長方形板申に存在する介在物の形状決定間趨への適用を図り，手法の有効桂を吟味する．

 第5章では，強度的な最適形状が連続体内部に空域を有する形状，いわゆる多連結物体の最

適形状決定問題を対象とし，2つの手法を提示する．その第1の手法は，従来から利用されて

きた板厚変化法〈壁一〇〉，〈41〉あるいは剛健変化法と要素パターン変換法を交互に用いる

ことによって多連結化を図る方法である．また第2の手法は板厚あるゼは剛性変化法事から直

接形状修正ベクトルを決定し，合せて多連結化も自動的に実施する方法である．その2つの手

法を一様荷重を受ける社あるいはフレームの補強リブの形状決定問題等に適用し，2手法の特

徴と優劣を比較検討する．

 第6章では，与えられた設計空間と多重負荷を含めた任意の荷重条件および支持条件に対し，

静定トラス連続体の最小重量構造を与える位相決定問題を対象とする．そしてM i c h e l1

構造の直交トラス連続体を一般化した斜交トラス連続体の概念とそれの有限要素法を導入し，

数理計画法によって連続的な最適位相を決定するはん用的手法を提示する、さらにその手法を

2部材構造および片持ちトラス構造に適用してその有効性を検証する．

 第7章では，第2章から第6章において得られた成果の要約を述べる．
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主 要 記 号

本論文に用いる主な記号は，次のとおりである

Aゴ 一 1 3角形要素，リング要素の面嵐断面積

Bゴ   ： ひずみ一変位マトリックス

bゴ｛   ： 節点｛の移動ヘクトル（第2章）

D，Do  ：応力一ひずみマトリックス（第2，3，4．5章）

d，dゴ  ：構準全体，要素ゴ．≡の節点変位ヘクトル

E    ： 縦弾性係数

Fゴ   ： 物体力の等価節点カベクトル（第3章）

g    ： 重力加速度（第3章）

g㎜i   ：節点iにおける材料特性分布の最大勾配（第5章）

”    ： H e s s e行列の逆行列（第6章）

工    ： 単位マトリックス

K，κゴ  ： 構造全体，要素51の剛性マトリックス

王，m． ：方向余弦（第2，6章）

m    ： 全要素数（第6章）」

～    ： 変位の内そうマトリックス（第3，6章）

N    ： 破壊回転数（第3章）

n    ： 最適化の繰り返し数

一P，Pゴ  ： 構造全体要素ゴ1に関する外荷重の等価節点カペクトル（第2，3，6章）

p    ’ 様分布あるいは直線分布荷重（第2，3，5章）

p5（工，リ）： 無次元化材料特性分布（第5章）

Rゴ＝σゴ／σα，σo／σゴ  ： 応力比

r，θ，z I： 円柱座標（第2，3章）

r柵，z冊’ F 3角形リング要素の重心点の座標値（第2，3章）

r（n）  ：第nステ．ツブにおける探索方向ヘクトル（第6章）

SF，Sc ： 設計境界，形状規定境界（第2，3，5章）

S。   ： 幾可学的境界条件が与えられる境界（第6章）

s，亡   接合境界の法線および接線方向座標く第4章）
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s    ： 軸対称体の子午線方向（第2章）

       多重負荷の荷重条件数（第6章）

τ，τo  ：座標変換マトリックス（第6章）

±…亡。  ： 平板あるいはトラス連続体の板厚（第3，4，5，6章）

亡。ゴ，亡βj ： トラス連続体のα，β部材板厚（第6章）

uハuゴ 一： 部材座標系および全体座標系での翠位ベクトル（第6章）

γ    ： 全体積

エ，リ   ： 直交座標（第3，5，6章）

z    ： 設計変数ベクトル（第6章）

δエ｛  ： 節点iの形状修正ヘクトル（第2，5章）

．α1，α2 ： 境界対向要素の寸法比（第4章）

α，β   ： 斜交部材座標（第6章）

αエ，αリ，α、，α～・： 等価節点カの物体力成分と外荷重成分との比（第3章）

βエ，βwβτ，βθ，βと： 基準応力に対する各応力成分比（第3章）

γ    ： 比重量（第3章）

δ｛j   ： クロネッカーのデルタ（第6章）

δ、＝エ、十一一エ、  ： 第（n＋1）ステップにおける設計変数の修正量（第6章）

εゴ   ： ひずみベクトル

εo   ： 相対誤差の収束基準（第6章）

θ小θβゴ ： 工！軸とα、β座標軸とのなす角（第6章）

リ    ： ポアソン比（第2，3，4章）

ξ，η  ： パターン変換係数（第2，3章〕

ξ1，ξ2 ：複合体のパターン変換係数（第4章）

ρ    ： 材料密度（第3章）

σ5   ： 応力ペクトル ．

σj   ： 相当応力（第2，3，5章）

σα   ：基準応力

。B   ： 1軸の引張り破断強さ（第2，3章）

φ   ：パターン変換関数（第2，3章）

Ω    ： 設計物体

ΩF，Ωc ：設計額蚊形状不変要素域（第2，3，4，5章）
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Ω。，Ω。 ： 単連結物体，多連結物体（第5章）

▽γ   ： スカラー関数γの勾配（第6章）

 次に共通的に用いる添字記号は，以下に示すとおりである．

｛    ： 節点｛に関する量（第2，3，5章），

       複合体を構成する弾性体！，2に関する量（第4章），

       荷重形式｛に関する量（第6章）

ゴ    ： 要素ゴに関する量

min，maX： 最小値，最大値

n   ：繰り返し過程の第π・ステップにおける量

。pt   ： 最適形状に関する量（第3，5章）

p，q   ： α，β部材応力が許容応力に到達する荷重条件（第6章）

r，θ，z ： 円柱座標成分（第2，3章）

s，士  ： 接合境界法線および接線方向成分（第4章）

エ，リ   ： エ，リ座標成分

。    ： 初期量または基準値

α，β   ： α，β部材成分（第6章）

＊    ： パターン変換後の量（第2，3，4章）
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第2章 要素パターン変換法による軸対称体の
形状最適化法

2．1 序 言

 本章では、設計応力あるいは体積（重量）、形状の一部などが設計条件によってあらかじめ

規定される3次元軸対称体の強度的最適形状の決定問趨を考える．荷重条件として静的外力に

よる単一の負荷形式のみを対象とする．また強度設計の基準として“応力”をとり，弾性設計

問題を考えると大きく次の2つの問題に分けられる．すなわち，

（1） 設計物体の体積（重量）を規定して，その発生最大広カあるいは応力集中係数等を最

  小化する形状の決定問題．

（i1） 設計物体の設計応力を規定して，その体積（重量）を最小とする形状の決定間魑．

これらの問題は一見別々のようであるが，最終的に得られる形状は設計物体全域での応力変化

のより少ないもの，いわゆる平等強さの形状により近いものとなることから，“任意の制約条

件下にある物体の強度的最適形状とは、その制約条件を満たす許容形状のうち，平等強さの形

状あるいはそれにより近い形状”と定義することができる．

 図2，1に本設計闘頴の一般的な力学モデル

を示すすなわぢ任意の静的外荷重ρ峰中          Sソmme士ricat axis

荷重），p一i分布荷重）および設計条件に対応                P

した変位拘東条件が与えられている設計物体           一C

Ωを考えると，その境界は荷重変位拘東条件              Sc

および機能的な要求等を始めとする他の設書十条                  P

件からあらかじめ形状が規定かれる境界Scと・                8
                         ！                 、
強度的な観点からの形状決定の必要な設計境界    ！            、
                        ！                 、

S・とに分けるこξができる・したが一て本 ！    ＼
設計問題は後者の設計境界・、の形状を設計目 1  Ω 。、メ’
                        、
的に従ってどのように決定するかという問題に    、
                         ＼

帰着する・            。ノ
しかし，この問題を離散化して数理計画法に    ．OS・

従った最適化手法によって直接解くことは，大

型の非線形問題となるため現状においては一般   図2．1 軸対称体の設計士デル
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に不可能である．それに対し尾田は、従来自動設計の分野において利用されてきた図2．2に

示すようなパターン発生システム〈42〉を有限要素法に組み込んだ“要素パターン変換法”

と称する2次元問題における実用的な形状最適化手法を提案している〈27〉．その手法は，

まず設計条件を満たす基本原形を設定し．有限要素法を用いた応力解析によりその形状の優劣

を判定する．そして各有限要素自身の形状を1つのパターンとみなし，それら各要素に形状比

例変換，いわゆるパターン変換を施して発生応力の改善を図る．このような境界形状修正操作

を繰り返し実施して，次第に最適解へと近付ける試行法的手法である

 そこで本章では上記パターン変換法を3次元軸対称問題に拡張した場合の具体的手法を示し，

有限要素法に組み込んだ場合の要素パターン変換法の理論的解釈を与える．さらに．要素パタ

ーン変換法による最適化の手順を示し，数値計算および実験によって手法の有効性を確認した

結果について述べる．

O・i葛i・・／sh・p・

ShaPe
七ranS一

十〇m且七ion

  ■

Ωn＝％Ωη＿ユ

◆

Jud洲㎝士

団2．2 自動設計システ五の基本型 図2．3 パターン変換

2．2 要素パターン変換法

2．2．1 パターン変換法の概念
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 図2．3に示すような任意の力学的な場に置かれた物体のパターンΩ。．1に変換関数ψ。を

作用させることにより新しいパターンΩ。が作られるならば

Ωn＝¢nΩn＿1 （2．1）

ここでψ・は両パターン間を支配する力学的法則により決定する必要がある．すなわち，形状

最適化過程に有限要素法を導入することを前提とすれば，客有限要素の形状をパターンとみな

し．応力分布の均一化等を目的として各要素にパターン変換を実施することになる．このよう

なパターン変換法としてはT omp s O nの提唱している次のような基本的変換法が知られて

いる〈43〉．

（i） 比例変換  一Z1軸を対称軸とする円柱座標系を（r，θ，Z）とすれば軸対称体で

  は直父座標のままrまたはz方向の尺度を比例的に伸縮させる変換

（ii） 対数変換   直交座標系から片対数または両対数座標系への変換、

（iii） 斜交変換   直交座標系から斜交座標系への変換．

（iV） 極座標変換  もとの座標系

  上の特定の点を極とする放射状の               p、

  第2座標系への変換．                      」

以上のほか各種の変換方法があり，ま           、     ’’    」
                             、   ・’
た一般に自然界に現われる変換はそれ             、’人、3      ≡

                             ’    ＼  b  1

らを組み合せた複合変換であると言わ  p「’ 1 ＼ 1
れている・

@       ． ㌔1 さて尾田が2次元間懸の場合に適           「m

周したと同様に，上記変換法のうち最             （α）       ≡

も単純で力学的解釈も容易な（1）の               巳       ミ

比例変換法を利用することを考えよう．             1      ：
                                 I      1
最適化の根本的手法として有限要素           ・＼   ・   ’’  1
                              ，   1    ’
                                 らα
法によって求まった各要素応力を直接             ’ 、
                             ・／  ＼＼ ザ
基準の応力と比較して各要素形状の修      p、  、！’       ・＼

                                ・        、
正量を決定する，いわゆる構造設計に               1     、

                      θ
おける古典的な手法のユつである“応           ㌦        Pθ

力比法”〈44〉に相当する手法を採             （b）

周するとすれば，パターン変換と要素    図2．4 軸対称要素のパターン変換
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応力変化との関係を明確にしておく必要がある．そこで図2．4（a）に示すようなr－z断

面がα×b，円周角θ，重心半径r冊の軸対称要素を例にとってパターン変換法の概念を明ら

かにする．荷重として〆，z軸方向に軸対称荷重（表面カ）ρ。，P。を受けそれらによって

θ方向に生ずる内力をPθとする．簡単のためトz．面内のせん断力は作用しないものとする．

すなわち，P。，P。，Pθによって生ずる垂直応力は主応力に一致する．これは，僕述するよう

に実際の物体にパターン変換を実施する場合主応力に注目してそれを実施するゆえ，主応力場

での肺カ値とパターン変換量の関係を明らかにしておけば十分であるからである．

 さて，このとき要素に生ずる座標軸方向の垂直応力は，荷重が各面に一様に作用するとして

        」P。     ρ6    戸。
    σ。：  ，σθ＝一，σ。＝          （2．2）
       br而θ     αb     αr日θ

となることは明らかである．今、荷重条件としてのP、，Pθ、P。・を不変として，式．（2．2）

の応力を変化させるために要素形状を比例変換に従い

φ＝ （α→ξα，b→ηb） （2．3）

を用いて変換する。ここにξ，η！は変換係数とする．このようにすれば要素準状は図2．4

．（b）のように変化する．以筑ぐターン変換後の諸量に＊印を付して記すと，．変換後の要素

応力は

     ＊  σr    ＊  oθ    ＊  σz
    σr ＝一， σθ ＝一， σz ＝一．               〈2．4）
        η     ξη     ξ

†なわぢ軸対称体はθj方向に形状変更できないたグて那の1つの形状変換係数｛…

η」によってσ、，σθ，σ；≡の3つの応力成分の増減が規定されることになる．したがって3応力

成分をそれぞれ独自に修正することはできないゆえ，実際の設計においても2応力成分の増減

を規定すると残りの応力成分の増減量は一意的に決定されることになる．

 また式（2．3）による軸対称要素のパターン変換は主応力を対象とするものであり，した

がってせん断応力は考慮されていないが，目的とする応力の種類に応じて種々のパターン変換

法を考案することも可能である．

 以上述べたとおり，一様な応力状態にある軸対称要素の応力の修正は，目的とする応力軸と

直角方向へ基準の目標応力との比に応じた形状比例変換を実施することによって可能である．

次にこれを有限要素法に利用することを考える．
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 2．2．2 有限要素法の応用

 有限要素法によって応力解析を実施するた

め，図2．！の設計物体Ωを図215に示

すように定ひずみ3角形断面のリング要素に

分割する．そして設計境界SFを構成する要

素群からなる領域を設計額嘩ΩFと定義し。

ΩF域の要素群に対してパターン変換を実施

．して形状修正操作を行なうものとする．この

とき任意の要素ゴ（ここで3節点を！、2，

3とする）の応力σF（σ、，σθ，σ三，τ、巨）！

 は節点変位d戸（斗1，d．1，dτ2，d．2，

d，3，d，3）jT毒用いて次式で表わされること

は周知のところである〈45〉．

Sソmme七ricaしaxis

     P

Sc

           、    P
           ＼、
  船 一一一      ・    ！

 捜 一一

κ．・ ’’

聾誰．／

 、亙  1’
 “ ！

       O    A 1
               ．  1
Ω＝Ω。FUΩ．。 Z

図2．5 設計モデルの要素分割

    σj＝D Bj d5

ここに9の縦弾性係数，ポアソン比をE，リとすると

             l zl

     E（1一リ）   爆 1
D ＝
   （1＋リ）（1－2リ） Z1 購

             O O

Zl

Zl

l

O

0

0

0

×2

（2．5）

        リ       ト2リ
    Z1＝一， κ2＝                      （2．6）
       1一リ    2（1一レ）

であり，一方Bゴー ﾍリング要素の3節点の座標値（n，z｛）（i＝1，2，3）から決定される

ひずみマトリックスと呼ばれるものであり，次式で与えられる．

Bj＝（Bl，B2，B3）ゴ （2．7．α）

ここに，要素断面積を4ゴとして
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               b｛    0

         1  α｛／r＋b｛十。｛z／r  O
    B｛＝＿              （i＝1，2，3）   （2．7．b）
        2～    O    ci

               C｛    b｛

なお，α1，α2，α3，bl，b2，b3および。l，c2，c3は3節点の座標値を用いて次式で与え

られる．

    α一＝「2Z3■「3Z2，α2「「3Z一一nZ3。α3＝nZ2一「2Z一，

    b1＝z2－z3，り2＝z3－z1，b3＝z1－z2，            （2．7．c）

    C1＝r3－r2，C2＝r1－r3，C3＝r2■ブ2．

さらに，以後パタニン変換法に関する理論展開における取り扱いを容易とするため，リング要

素の3角形断面の童心座標を（r刊，z冊）として式（2．7．b）を次式で近似する．

                b｛    0

        1  α｛／rn＋b｛十。｛z日／㌦  O
    B｛＝＿                （｛＝1。ε，3） （2，7．d）
        脳ゴ    O    c1

                c｛    b｛

 一方要素の節点カをρ5＝（P，1，ρ、1，P，2，ρ、2，ρ、3，ρ、3）ゴーとすると要素の剛性方程

式は

    pドκ1d1      ．     （2・8）

ここに均．は要素の剛性マトリックスであり，

    κゴ＝2π・耐AゴBjTDB5         （2．9）

で与えられる．そこで式（2．5），（2．9）を式（2．8）に代入すると次のような節点

カと応力の関係式が簿られる．

    Pj＝ 2πr，Aj Bjτσj                      （2．10）

 さて．要素応力の修正を目的とする強度的パターン変換法として
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ψ＝ （r→ξr，Z一・ηZ） （2．l l）

なる要素重心を原点とした比例変換を適用し．ΩF域のリング要素の3角形断面の形状を変化

させることにする．まず，パターン変換後のひずみマトリックスBゴ半は要素面積がξηAゴと

なることを考慮して，式（2．7）より

    Bゴ㌧（B1‡，B2ヰ，B。‡）j    一  （2．12．α）

ここに

                   ηb1      O

          l   ξη（α｛／r㎜十b｛十。｛z掘／r㎜） O
    B｛非＝                        （i＝1，2，3）
        2ξηムコ        O        ξc｛

                   ξc｛      ηb｛     （2・12・b）

よって節点カと応力の関係式は式（2．10）より，．

    p戸＝2πξη・衙AゴB苫τσダ        （2．13）

今，設計条件によづて与えられる外力条件は一般に不変であるから要素の等価箪点外力に関し

て

    Pj≒戸戸                         （2．14）

が成立する程度の範囲（節、点カの変化に関しては付録I参照）にその要素の形状変化を限定し

てパターン変換を実施するとすれば，式（2．10）と式（2．13）を等置して

    ξηB苫τσダ ＝BjTσj                      （2．15）

上式に前方よりBlを甲けてσ1㍗こつ㌧’て解くと

         1
    σダ＝一（BjB葦丁）一1BjBjTσj              （2．16）
        ξη

そこで式（2．7）， （2．12）を用いて上式を具体的に計算する．まず．亭jB吉ηを求める

と

            1
    BjB言下＝   ・
          4ξηA月
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ηSzz  ξη。Sθz   O     ξSrz

η。Sθ2  ξη。Sθθ

 0    0

ηSr2  ξη。Srθ

O   ξSτθ

ξ。Sπ    η。Sr～

ξ’Sr2  ξSrr＋ηSz2

（2．17．α）

ここ1こ

         3           3

    S、、一Σ・、・，Sθθ一Σ（竺・b、十C－Z’）2，

         ｛宮1              ｛宮，  r固       r莇

         3           3

    S、、一Σb、・，S、θ一Σ・、（竺・b、・c－z日）， （2．17．b）

         ｛＝1      ｛＝l  r而   rm
         3                      3

    Sθ、一Σb、（竺・b、・ctz而），S、、一Σb、ど、．

         ト1    戸而      r耐           ｛畠，

またBゴBゴ丁は式（2．17．a）の右辺にξ・・η＝iを代入した表示に等しい．さて上式

（2．17．a）の行列は，事節点が3角形を構成することおよびξ＞o，η＞Olであること

から常に正則であるゆえ．その逆行列が計算可能である．式（2．17．a）の逆行列を式

（2．16）に代入し，整理すると

          1／ηO O λ1／ηλo

           O 1／ξη 0．λ2／ξηλo
    σ戸 ＝                         σ5    （2．18．α）

           OOi／ξλ3／ξλ0

           000λ4／λo
ここ1こ

    λ0＝ξ8、、（S、、86θS、、一S、、8θ三一8θθS、喜一S、、S、る

        ↓2S、θ8θ、S、、）十η（S、、S、、一8、婁）（SθθS、、一Sθ三）

    λ一＝（η一ξ）（s、、s、、一s、婁）（sθθs、、一s、θsθ、），

    λ2＝（η一ξ）（S、、S。、一S、三）（8、。S、θ一Sθ。S、、），

                                    （2．18．b）

    λ3＝（ξ一η）S、、（S、、Sθθ8。。一S、、Sθ…一SθθS、喜
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        一SzzS、る十2S、θSθ、S、、） ，

    λ4＝S、、（S、、SθθS、、一S、、8θ喜一SθθS、…一S、、S、る

       十2S、θ。Sθ、8、、）十（S、、S、、一S、婁）（SθθS、、一Sθ套） ．

すなわち．上式（2．18）よりせん断応力ττ。の影響は複雑ではあるが．座標変換によって

主応力方向のパターン変換を考えればτ。。＝Oとなり，式（2．18）は式（2．4）と全く

同じ結果を与える．

 以上より．有限要素にパターン変換を実施した場合も前節の軸対称要素で考察したと同様に，

目的とする応力軸と直角方向に応力比に応じた比例変換を実施することによって要素応力の修

正が基本的に可能である．ただし，それは式（2．14）が成立する範囲の形状修正に対して

保証されるものであり，この観点からは1回の操作による形状修正量を小さく押える必要があ

る．

2．3 最適化の手順と計算手法

 2．3．1 設計基準応力の設定

 2．1節に述べたように本章の強度設計の目的は，応力基準の設計によって平等強さに最も

近い物体形状を決定することにあるが、強皮の優劣の判定に用いる基準としてどのような種類

の応力を採用すべきかを考える必要がある．それは設計対象としての物体材料の性質に左右さ

れるが．本章では弾性設計を対象としているゆえ多軸応力場での種々の弾性破損の条件式とし

ての次式

∫（σr，σθ，σz，τ帽）＝O （2．19）

から与えられる相当応力σを用いることにすれば、有限要素法を利用して各要素の相当応力

σゴを容易に栂ることができる．

 さて，上述のようにして得られたΩF域の各要素の相当応力σゴを設計基準応力σ。と比較

することにより，それら要素群の相当応力の基準応力に対する偏差を定量的に判定できること

になる．この設計基準応力σαは2．1節に述べた（1）体積く重量）一定の設計と（“）設

計応カー走の設計では，その設定方法が異なってくる．すなわち， （ii）設計応力一定の設計

問題セは物体材料の強度から与えられる設計応力を直接σαとして用いることができる．それ
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に対し， （1〕体積一定の設計問題では設

定するσαの億に依存して各要素のパター

ン変換量が異なり，それに伴って物体全体

の体積が変動する．したがって体税を一定

に保つ基準応力σo「を一意的に決定する必

要があるが．一般に体積とOo一は非線形関

係にあるのでこれを次のような数値的求根

法〈46〉を用いて近似的に解決する．

 まず設計物体、Ωは，形状不変の領域ΩC

 と可変の領域ΩFからなるゆえ，体積一

定の条件は形状修正を実施するΩF域のみ

が満足すればよい．すなわち、ΩF域の体

積をγとし，これがσoIの関数で与えら

れることを考慮し，

V（σ。）＝γo

▽

y丑

Vo

マ1

σ徹 6α  σα1  0一．

図2．6 基準応力σoコの決定法

（2．20）

を満たすσoを求めればよい．ここにγOは設計条件としてあらかじめ規定されるΩF一球の体

積である．この場合，パターン変換法の1ステップではγはσαに対して一般に図2．6に

示すような非線形の減少関数であるが，基準応力の巻照値σo一一 ﾆして式（2．20）を近似的

に満たすと期待できる嵐たとえばΩF域全要素の相当応力σゴの平均値

    σ。一一Σ製         （2．21）
         j γO

などを採用し，そのときの体積γ一を求める．ここにUjは三角形リング要素ゴの体積を表わ

す．次にσg1÷少し異なる基準応力の参照値σ♂（たとえば0．9σo、）を設定しこれに対

応する体積γ2を求める．そしてγ1≧γo≧γ2を満たせば，図2．6の破線のような線形関

数で近似し，次式によってσoを求める．

          V0－Vl
    σo＝σo1＋＿ ＿（σα2一σo1）                  （2．22）
          V2一γ一

一般にσoは式（2．2ユ）で与えられるσ。1の近傍に存在し，1～2回の操作でV1≧Vd≧

V2．を満たすσo1，σo2を見い出すことができる．また体積一定の条件を厳密に要求しないと

きや，あるいは速く最適形状に近づくことが予測される場合，式（2．21）のσα1をσoと
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して処理しても形状修正操作を繰り返すため襖差は少ない．

 2．3．2 節点移動ヘクトルの決定

 2．3．1項に述べた手法によりΩF域の3角形リング要素に対する設計基準応力σoを設

定し，これと各要素の相当応力。jとの比をとって式（2．4）の関係を斉慮してパターン変

換係数ξ，ηを決定できる．そして要素断面の重心を原点とする比例変換を実施し，新しい節

点座標を計算する．すなわち，任意の要素の形状をある応力軸方向にξ，η倍するとき，この

パターン変換軸のr，z軸への方向余弦を（エ，m），（一m，エ）として変換後の節点座標（r｛‡±

，z｛＊ j（｛ゴi，2，3）は，

    ・｛＊＝（η12・ξm2）（rげ。）・（η一ξ川（ZにZ。）十・。，
                                     （2．23）

    Z｛＊＝（η一ξ）1m（・げ。）十（ηm2＋ξ12）（Zi－Z腕）十Z、．

で与えられる．またこのとき要素の断

面積はξηAゴに変化する一以上はΩF

 域の各要素ごとに単独のパターン変

換を実施した場合であるが，実用上は

効率などの点からΩF域の全要素1ご対

して同時にパターン変換を実施する手

法をとることが有利である．その場合

ΩF域内の要素群であってもお互いに

拘束しあって．実際の節点移動量は式

く2．23）に規定したものとはなら

ない．したがって応力変化も式（2．

4）に示したものとはならないが，パ

ターン変換によって計算される方向に

設計境界SF上の構成節点群を移動し一

て物体形状を修正するならば，それに

近づくことは保証される．

5γmme亡・1〔ataxis

Zm

Z

0

図2．7

、

、

、

l l

い    3
11

1、

い

H
’’@  工

／’@ 1

1’

3’

毛。

レ、   2I

       「m

パターン変換量のヘクトル表示

 さて次に要素自身のパターン変換から規定される形状修正量を，具体的な節点移動ベクトル

量δ川と関係付けることを考えよう．すなわち，図2．7に示すように要素ゴが形状変更す

ることは，各節点がヘクトルbれ（｛＝i，2，3）に従って移動することと考えられるから1

                   －18一



今、節点｛がた個の要素に囲まれているとすれば，移動ヘクトル量δエ｛をその平均値

          k
    δκ、一⊥Σ・j、       （・．・・）
        たゴー1

で与える．この移動ベクトル量に従って
2

図2．8に示すようにSF上のすべての

節点が移動するとき，ΩOからより設計

目的に近い新しいパターンΩ1が得られ

る．なお，式（2．24）による節点移

動ヘクトル量はΩF一球を構成する全ての

節点について計算できるが，図2I8に

示すように形状修正に直接関与しない内

部節点については計算効率と要素分割の

悪化防止の観点から節点位置の修正操作一

は実施しないものとする．

＼SF
  、、

『

0

 2．3．3 設計手順

図2．2の自動設計過程に以上述べて

きた手法を取り入れると，図2．

9に示すような最適形状決定シ

ステムが提案できる．すなわち，

（i） 設計条件を満たす基本

  原形を設定する．

（ii） 解析モデルを要素分割

 する．

（iii） 有限要素法によって応

 力場を計算し，各要素の相

 当応力σゴを求める、

（iV） パターン変換に用いる

 基準応力σoを設定する．一

（v） 各要素の相当応力σゴ

 と基準応力σoとの比に応

図218 節点移動ベクトルによる形状修正

hape transfor孤aセion
by noda1 vector 65｛

   図2、

一19一

START

Assu皿ption of
origina1 shape

D■SCreセエ2at■On intO
 f iniセe e1emen亨

 Ca1cu1aセion of
・1・m・・t・t・… ｛σ｝テ

Spec■f工。at■on of
s七anda1＝d stress σ
         α

9  形状最適化手順

藪σα

STOP



  じてパターン変換を実施して、SF境界構成節点の移動ヘクトル量δ軌を求め、形状を

  修正する．

以上の操作のうち（11）～（｝）あるいは（lll）～（v）を判定条件が満足されるまで繰り返

し実施すれば，最終的に強度的に最適な形状を決定することができる．

 2．3．4 数値計算上の注意事項       0・iヨ1na1shape
                          n＝O   1         m
 図2．9に示した形状最適化過程で特に数値

計算上注意すべき事項について以下に述べる．

（1） 基本原形の設定   荷重，変位拘東

条件および重量などの設計制約条件を満たす任

意の形状を設定することが可能であるが，これ

には応力集中の発生を極力避けるなどの工学的

センスと経験が重要であり，その設定した原形

によっては同一の最適解に到達するまでに非常

に計算時間がかかることがあるので注意を要す

る、特に後述の数値例でも示すように，あらか

じめ応力集中の発生が予想される角を持った基    図2．10、 形状の凹凸．

本原形の設定をできるだけ避けることが望まし

い．

（2） 要素分割   基本原形に適当な要素分割をすれば，その後は冬繰り返し過程に伴っ

て自動的に節点座標は決定されるが，何回かの形状修正操作の後，非常に寸法の大きい要素と

逆に小さい要素やゆがんだ要素が生じ，それが有限要素法による解析精度を低下させる．一これ

を避けるため，ΩF域の要素に対してあらかじめ許容しうる最大要素断面積A㎜oエと最小要素

断面積A。｛。を与え，

A冊1。≦Aゴ≦λ衙岨

I t
〕

●

1

．

lI

．・・ NO抑・一Shap・

E

lI

（2．25）

を満足しなくなった時点で繰り返し計算を停止し，要素の再分割を実施する．なお形状の最適

化を効率的に進めるため，初期の繰り返し過程では要素分割を粗くし．再分割の度に徐々に細

かくして最終的にはより精密な最適形状を得ることが肝要である．

（3） 収束判定   設計目的が平等強さに最も近い形状を得ることにあるから，各過程で

の相当応力の最大最小応力比σ、㎝／示，｛、の値を求め。これが1あるいはそれに最も近づい
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た時点での形状を最終形状    Good    BaJ

とすれば良い、                       n＝し    し十1

（4） 修正形状の平滑化

   式（2，24）に従

って節点が移動し新しい形

状を求めるとき，有限要素

法自身が近似解法であるた

めに要素分割などに起因し

て生ずる応力分布の不連続

性から，新しい形状自身が  図2．11 境界近傍の要  図2，12 各ステップごとに

図2，10に示すように滑      素分割の良悪       要素分割を改める方法

らかなものとは一ならないこ

とがある．したがって何回かの繰り返し後，これらの誤差が累積しのこ刃状の境界が得られる

ことになる．このような現象を防止するため特に次のような点を考慮しておくことが必要であ

る．

（i） 要素分割において，SF上の節点についてはあらかじめその点に集まる要素数をほぼ

  一致するように注意する（図2 11参照）．

（ii） 各繰り返しごとに，図2．12に示すように要素分割方法を改め．誤差を打ち消すよ

  うにする．

（iii） 形状修正後のSF境界構成節点群を図2．10の破線で示すように連続した曲線で近

  似ずる．このためには最小二乗法を始めとする各種のフェアリング法〈47〉を応用すぺ

  きである、

なお，以上のうちのいずれの方法を採用しても，きわめて有効であることを後述の数値計算例

で示す．

2．4 設計例と考察

 2．4．1 厚肉圧力容器

 前節までに述べた最適形状決定手法の有効性を確認するために．工学」＝重要な厚肉圧力容器

に対し実施した解析結果を次に示すなお，設計基準応力σoは弾性破損の代表的な条件の1

                  －2ユー
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図2．13  不等厚球原形モデル

L．

図2．14 基卒原形の要素分割

r 1

つとして知られる最大主応力説より決定した、また以後の圧力容器の解析結果の表示に用いる

σR，σ・はすべてトZ面内の肉厚方向および子午線方向の主応力を表わす

（1） 不等厚球一’ まず本手法の妥当性，とりわけ最適解への収束性を検討するために，

、。。        、最揮解の既知なモデルに対
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し解析を実施した．すなや

ち，原形モデルとして図2．

13に示すような内面が半

径αの球，外面が長短軸

2．6α，2．2αの回転だ円

体の不等厚々肉球に一様内

圧pが作用するモデルを取

り上げ，体積一定の条件の

下での最適形状の決定を試

みた．周知のとおり．これ

の最適形状は等厚の厚肉球

となる．さて解析は対称性

のため1／2領域のみをと

り、図2．14に示す要素



分割を用いて実施した．設計条件    150                b O～
                  ミ                  ．“                                        冒
として一様内圧pおよび球内面の   轟                   §
                  ミ                   8
形状をS・として規定し球外面 @11。。     4。ミ
を設計境界S。として図2．14 ・        §
                                       ミ                                       81
に示すように設計領域ΩFをとり，

Ωの体積を一定として応力分布

の均一化を図った．この原形パタ

ーンではモデル内の各点で子牛線

応力σSが最大主応力となるため，
                    0     5     10     15
主応力方向のパターン変換法によ             工tera士ion number n

ってσs分布の均一化を行なった．   図2．16Ω、ΩF域のσ。冊㎝／σ。㎜｛。の変化

またこのとき式一（2．4）の関係               ’

からσθは自動的に均一化される．なお，計算の冬ステップでの基準応力σoを式（2，2

．1）によって設定した．

 図2．15は繰り返し数n＝15回までのパターン変化過程を図形出力したものである．こ
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十Ω
冒

、

、

十叫
’“

＼σ帥㏄／P）α
ミ

＼
8

｝

0．O

““一一
竅g↓ “““’

4．O是

@ §

1・舳／Pザ林つ
ミ

8

5．0

1σ舳／σ舳1Ω｛σ帥m／P！繁          ’

   ’@ ’σ ’σ

fσ

2．O

   ’・一@ ’‘ ’

P ｛σ・榊㎝／σ馴加，叫

0

n    ∫   10   15

2．O

      n＝0

       1
       2
       3
（d目〕SF    4

 Thoo。ア3－08
0Wσ0山O－0・

o 吋怖碓丁

6．O

＼

℃

4－O

L

2．O

π＝o

I

2

（ω∫。 3

■
4
6

o Theorア3・5r 9

‘“’o－r◎oo rテσoσ 14

z

3

o

LO r

O   O－33．  O・61 。／。

    （a） 外面のσ。分布
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       （b） 内面のσ。分布

内外面のσ。分布の変化
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ごて原形パターンの球外面と

r－Z面の交線がだ円であり，

最適解のそれが円形であるこ

とから各ステップでパターン

変換後のSF境界を形成する

節点群をだ円にて最小二乗近

似し．・その平滑化を図った、

こうして得られたn＝15の

パターンは長短径比が1，0

07（n＝Oで1．一82）

と最適解である球にきわめて

近いものとなり，かつ体積変

化もγn＝15／γo＝0，979と

ほとんど一定の条件を保っている．

一。

J1

u・1fOminter・at

p㏄Sﾝ「

d。／α一〇・4

d1／α・0・ε04一

ひ

φ、ユα  ・：’：’・

b

        ○

図2，18  ノズル付き球原形モデル

また図2、 16はモデル全域およびΩF域での主応力σ。

SF
SF

QF
ΩF

un1手。rmintemat
pressure P

（a） n＝0

Uni士。rm internaし

pressureP

      ド

  ‘て1o

          （b）

図2．19  要素分割
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N
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    （a）  n＝O～5                （b）  n＝5～1O

             図2，20 形状変化過程

の最大値σ。而αエ，最小値g。。｛刊およびその比O。㎜。エ／σ。而｛。が形状変化に伴って変化す手様子

を示したものである．同図より15回の繰り返しでΩおよびΩF域での応力σ。が着実に均

一化されることがわかる．このことは図2．17のσ。分布の変化過程を示した結果からも明

らかであるが，一n・・ユ4の解は理論値からやや離れている．これは要素分割の影響であって，

最終形状に対し肉厚方向に2分割、円周方向に24分割（75節点，96要素）して得られた

図中の○印の値は理論値とよく一致していることが明らかで，以後の数値例での要素分割にこ

の点を考慮している．以上の結果よりn二15のパターンはほぼ最適なものと言え，本章で提

示した軸対称体の最適形状決定手法の解への収束性およびその有効性が確認された．

（2） ノズル付き球  次に実用上も重要な間是重に対する本手法の適用例のユつとして，

図2、ユ8に示すようなノズル付き厚肉球に一様内圧ρが作用する場合の最適形状を求めた．

同図中に示す値b／α＝ユ．2，d1／do＝1．5は，周知の圧力容器の応力計算式よりノズル部

内面と球部内面の接線応力σθが著しくなるように設定したものである、この基本原形におい

てσθはノズル付け根部で激しい応力集中を生じ，全域でσθ＞σ。であることよりσθに特に

注目し，図2．19（a）に示すようにΩド域をとり，応力集中部の応力の均一化を図った。
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6．0

なお設言十応力を一定とし，その      、
                                十                      へ
値として基本原形におけるノス．        、、      十

ル部外周と球部外周の圧力容器                  Ω

                4－O             へ“の式から得られるσθの平均値

σo＝ユ．81pを採用した．       、へ、
                     、へ、    （66㎜む／6。凧iπ）

図2．20（・），（b）は     瓜一                          ㌣

各・1ド・一…一1・までの。。   狼讐4p）1・．．．

形状変化過程を示したものであ           ＼   ＿＿＄命命玲一
猟途中八、。回までは図2． （毒凧移・亭
                               （d帥i・／P）Ω、
19（a）の要素分割を用い，          （do肌。／6o凧h）Ω、

’方それ以後は要素形状が解析  0．O
                 O        ∫        10
精度保持のためにあらかじめ設             エteration number n

足しておいた条件式（2．2   図2．21 Ω，ΩF域のσθ而㎝／σθ冊｛。の変化

5）を満足しなくなったので，

図2．19（b）の要素分割に改めてf1＝5～9まで計算を実施した．ただし，λ冊㎝，A㎜｛。

をそれぞれΩF域の最大要素断面積の2倍，最小要素断面積の1／2にとった．また要素再分

割の際にノズル付け根部形状の平滑化を図った．図2．21は各繰り率し過程での応力比σθ

冊㎝／σ台冊｛。などの変化を示すが，n二9のパターンまでで応力比がほぼ一定となったので，こ

こで繰り返し計算を停止した．図2．2

0（b）より最適形状はノズル付け根部            z

がかなり丸みをおびた形状となっており，

その曲率半径は約0．36d1である．ま

た図・・11よりΩ・Ω・域での応力比 @ 鮒メの値は，4．16－2．56，2．54－1．   P「e青u㏄’   。
                                      ＼26にそれぞれ減少し，応力分布が均一                    H

化されたことは明らかである．このこと                    』
                                       ω                          d
                                       αは主応力σθの内外表面での分布の変化        旨           ξ

過程を示した図2．22からも明らかで，
                             I 1．51α
特にノズル付け根付近外面の応力値が急
                                       n

激に減少し均一化され，一方形状変化の一         〇

影響を直接受けない内面における値も外  図2．23 半球形鏡板付き円筒原形モデル
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  （b） 内面のσθ分布

図2，22 内外面のσθ分布の変化
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図2，24 要素分割 図2．25．形状変化過程’

面に比較して緩慢ではあるが均一化の傾向を示している．

（3） 半球形鏡板付き円筒   次に本手法の有効性を確認するもう1つの圧力容器の例題

として，図2，23に示すような寸法比の半球形鏡板付き円筒の鏡板と円筒部との接続部の形

状決定を試みた．すなわち，半球部および円筒部内径を2αとするとき，半球部外径を2ト

2．4（£，円筒部外径を3．02α，鏡板と円筒g接続部外面を王／2テーパの原形パターンと

した．図2．24に示す要素分割を採用し，鏡板部およびテーパ部を設計境界SFとし，同図

に示すようにΩF域をとった．さて，Oθ，σ。ともに半球と円筒の接続部に応力集中を生じ，

σθ＞σ・であることよりσθに注目して形状変換係数を決定し，σθ・σ・を均一化する主応力

方向のパターン変換を採用した．また設計応力を一定とし，その値として前例題同様外周の円

椅，半球部のσθの平均値σ。＝ユ．81pを採用した．

 図2．25は繰り返し数咋10回までの形状変化過程を図形出力したものである．これに

よると接続部の形状が原形のテーパ状から、かなり曲線的に膨張変化している．一方，図2．

26にはΩ，Ωド域でのσθ冊㎝，σθ、｛、およびその比の繰り返し数による変化過程を，また
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                 4．O
図2．27には内外面のσo分布

の変化過程を示した．これらの図

より，σθ分布が着実に均一化さ

れ，接続部の応力集中が緩和され  3・O

て，n＝9のパターンではsF境

界でほぼ完全にσθ分布が一様と

なり，n＝l Oの形状が（σθ。㎝／
                 2．O
σθ冊｛。）ΩF最小という意味での最

適形状と言うことができよう．

 2．4，2 管フランジ

 次にきわめて実用的な設計問題

として，管フランジの強度的最適

形状の決定を試みた結果について

示す、

（1） 従来の研究動向とJ I S

規格の問題点

1．O

O．O

十Ω
■ ■↓一 ｶF

、

、

   、A    、
、   、     、’へ、＼、．

、

  （d舳㏄／P）Ω一十一÷・“一“・

瓜、
、Q一  、   山一

  （d・舳工／P）Ω。一一レ．介一↓一十＿

〔6舳工／d。凧1。）Ω

（δ舳／P）Ω。

昌柚 一中一 一

（d帥i皿／P）Ω

（d帥工／σ目。i。）Ω二

回2．

        5          1つ
       工七erat；On number n

26 Ω，ΩF域のσθ。oエ／σθ㎜｛nの変化

 現在J I Sでは中低圧用く63kg／cm2以下）の管フランジについてB220工～2217

一一g63に詳細に諸寸法が規定されており，またその根拠となる“応力計算式（一体形）”〈4

8）が参考として示されている、また高圧化の要求に応じて，その応力計算式をそのまま踏襲

したJIS案リ00kg／cm2鋼製管フランジ基本寸法”〈49〉が公表されており，それ

らの形状に対して林らは3次元光弾性実験による応力解析を実施している〈50〉．一方．最

近これら規格に対する見直しもなされている（51〉．しかし，規格の諸寸法決定の根拠とな

る応力計算式は古典曲げ理論による簡略計算式であり，それが決して設計の安全側を与えない

ことは西岡らによる有限要素解析の結果〈52〉からも明らかである．一方，F e s s l e r

とP e r r y〈53〉は種々のボルトピッチ円径を有し，カ、つハブ部にくい込む種々のボルト

頭部座を有する管フランジ形状に対する光弾性実験を実施しており，また西岡らはハブのテー

パやフランジ付け根部の曲率半径の大きさの影響を調べ．その修正を提案している〈52〉．

しかし，いずれの研究も現在採用されている規格形状あるいはフランジ付け根部の曲率半径な

どをパラメータとして局部的に修正された形状に対する応力解析であって．基本形状自身を根

本的に検討したものはないようである．
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        （b） 内面のOθ分布

    図2．27 内外面のσθ分布の変化

 に忠実にその形状寸法が規定されているユOO kg／c満2用管フランジでは呼び径によっ

 ては規格の許容応力の約115倍以上の応力が生じているという報告〈52〉もある．し

 たがって少なくともハブテーパ部およびフランジ付け根部曲率半径などを考慮に入れた解

 析法を導入し．より慎重かつ理論的に形状寸法を決定する必要がある．

（ii） 管フランジの応力分布に大きな影響を与えるボルト締め付けカの決定に必要なガスケ

 ット係数e，最小有効締め付け圧カリ。に関する資料の根拠が明確ではない。すなわち、

 種々のガスケット材料に対して、圧力勾配を有する場合の有効締め付け幅，圧力および使

 用環境下でのガスケット係数を実験的および理論的に明らかにする必要がある．これに関
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 さて現行のJ I Sでは図2，2

8に示すようにテーバハプ付きフ

ランジの基本寸法が規定されてい

る．さらにその寸法決定の根拠と

なった応力計算式においては詳細

な計算が可能なように使用ガスケ

ットの種類，座の形状に応じたポ

ルト荷重の決定法などが詳細に規

定されている、しかし，その応力

計算式および規格形状には基本的

かつ大きな問題点がいくつかある，

すナよわち，

〈i） 応力計算式は管フランジ

  を管部の円筒とフランジ部の

  中空円板とに分け，各断面で

  の曲げモーメントから発生応

  力を軍出する簡略計箏式であ

  り，ハブのテーパ，フランジ

  付け根部の曲率半径n．レ

  ードフエイス直径g．高さ∫

  などは全く考慮されていない．

  特にフランジ付け根フィレッ

  トの応力集中に関し，計算式



  し，最近！つの試みがなさ

  れている〈54〉、

（iil） フランジの厚み士，レ

  ードフェイス直径gなどの

  諸寸法の応力分布，ガスケ

  ット締め付け圧に与える影

  響についての検討がなされ

  ておらず，したがってそれ

  ら諸寸法決定の根拠が不明

  確である．

（iv） 応力計算式では，管フ     図2．28  管フランジ基本寸法

  ランジを実際に使用した配

  管系の曲げ外力によるフランジ部の発生応力に与える影響について全く加味されていない．

そこで本設計例ではこれらの問題点のうち特に（i）に零点をしぼり，有限要素解析では

（ii）の点も考慮してガスケットの有効締め付け幅およびポルト荷重を正確に決定しつつ，形

状の最適化を図ることにした．

（2） 設計条件と設計例   具体的な設計モデルとして“i OO kg／cm2鋼製管フラン

ジ基本寸法，日本工業規格（案）川で規定されている呼び径50のものを選んで形状最適化の

基本原形とした．その基本寸法を表2．1に示す．締め付け用のポルト穴を無視し．ボルト荷

重がポルト中心を通るピッチ円周上に 様分布すると仮定すると，軸対称モデルとなって本手

法の適用が可能となる、まず使用ガスケットとして軟鋼製の平形金属ガスケット（ガスケット

係数θ＝5二50，最小有効締め付け圧力蜘＝12．66kg／cm2）を想。足し、ボルト荷重

を決定した、規格によれば内圧pの作用時に必要なボルト荷重ρbは次式で与えられる．

    pb＝p1＋戸2＋p3                         （2．26。一α）

So
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表2．1100kg／cm2鋼製管フランジ客部寸法
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ただし

PI＝πpd2／4，ρ2＝ψ（d32－d2）／4，P3．＝2πPbGθ． （2，26，b）
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             図2．29  要素分割とΩF域

ここにC｛3はガスケット内部への内圧しみ込み直径，6はガスケットの有効幅，Gはガスケッ

トに圧縮力が作用する円の直径である．解析では式’ i2．26）によるρbを初期値として，

ガスケットの有効締め付け幅bを有限要素法による繰り返し計算により精度をよく決定し，衛

にガスケット接触部の平均締め付け圧が最小締め付け圧蜘に一致するようにボルト締め付け

荷重を制御した．

 原形モデルにおいて採用した要素分割のトz断面を図2．29に示す．設計境界として応

力集中の激しいハブ部を含む曲線ABCをとり，図中のドット領域で示す要素域をΩFと定義

した．また形状変化の各ステップでフランジ付け根B点部の形状を最小二乗法により円弧に近
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似した、それに伴ってC～Dの境界も曲線ABCと連続となるようボルト頭部の座として平面

を保ったまま変化させて，フランジ厚み士の変化を許容した．一方，形状変化に対する制約条

件として，後述の破壊強度の比較の観点からモデル体積一定の条件を設け、強度評価の基準と

して最大主応力説を用いた．また管部の剛性低下および形状の複雑化を避けるために，管部厚

みSoが規格値以下とならぬようにSF．上の節点のr座標値に対して次の条件を設けた。

r｛≧So＋d／2 （2．27）

さらに解析精度保持のため各要素の断面積変化に対する制限式（2，25）に対するA冊㎝，

λ・1・としてΩF域の最大断面積の2倍および最小断面積の1／2を設定した．

 さて図2．30に繰り返し数n＝24までの形状変イビ過程を示す．同図よりハブ部のテーパ

がとれて，ハブ部全体がかなり大きな曲率半径を有する形状に変化している．またハブ部の体

積の減少に伴ってフランジの厚みが若千増加している．n＝24の形状ではフランジ付け根部

の曲率半径はn＝O．47dl，フランジ厚

み士n＝24／士。＝1，07となっている、なお

式（2，25）の制限のため途中n：6お

よび14で要素分割を改めた．次に図2．

31にトz面内における境界表面上の子

午線方向応力σ。および円周方向応力σθ

の最大値の変化過程を示す、初期形状で

σ。。㎝＝／p＝7．58であった最大広カはn＝

23で5．08と減少し，一方円周方向応

力もn＝23でσθ柵㎝／p＝4．98とσs

冊㎝に非常に近い値となっている、なお形

状修正過程の冬ステップでのポルト荷重値

は，式（2．26）による値との差が最大

1％以下の変動であった、また体積もγ。。24

／γo＝1．O09とほぼ一定の条件が満足

されている．これらの結果からπ＝24の

形状を後述の実験における最適形状として

採用した．次に規格形状および最終形状

（n・・23）における内外表面の応力分布

17

20
コ4

n＝0
2

 5

11

工’

図2．30  形状変化過程
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を図2．32，図2．33にぞ   8．

れぞれ示すが1これらより規格

形状ではハブ付け根部で特にσ。

 の応力集中が激しいが，最終

                 6．形状ではそれが緩和されて，σ。，

 oθともにその分布がかなり

均一化されていることが了解で

きる．

                 4．
 ここでフランジ部およびハブ

部の応力分布に与えるボルト荷

重の影響について考察する．図

2．34は規格形状および最適   2．

形状について，内圧が作用しな

い場合すなわちボルト締め付け

カPbのみ負荷した際のフラン

ジおよびハブ部外表面の発生応力分布を，

内圧およびポルト荷重が同時に作用する

場合に対する比で示した．横軸はボルト

座面端C点からの距離sを示す．問題と

なるフランジ付け根付近の応力比に注目

すると，両形状とも内圧作用時の発生応

力との差は最大±10％程度であり．し

たがってフランジ付け根部の発生応力は

ボルト荷重によって支配されており，内

圧の影響をほとんど受けないと結論でき

る．

（3） 破壊実験   要素パターン変

換法によって得られた最適形状管フラン

ジの強度的優位性を確認するため，縮尺

！／2のエポキシモデルによる破壊実験

を実施した．使用したエポキシ樹脂の重

。r

㌧

σsmax／P

。    σθ…／P

  5      10      15

     Iteration number  ア1

図2．31  最大応力の変化

｛刊

   図2．
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σθma・＝4・85

0  2

σθ

σS

4 6kg／mm2

、   ｛十〕      ’
、             ’

σs max＝ 5．08

（a）  外表面の分布

〔十1

σθmax

＝4．98

、

、

・、

工’〕1

0  2

σθ

σS

46kg／㎜2

．一一，

   （b）  内表面の分布

図2，33 最終形状（1卜23）の応力分布
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1，5

量成分比を表2．2に，また

その機械的性質を表2．3に

それぞれ示す．図2．35は

最適形状モデルの形状寸法を   tO

示すもめで，供試片をN C旋

盤にて加工作製した、さらに

負荷条件として上述の考察よ
                ◎．5

り明らかとなった影響の最も

大きいポルト荷重のみを考え、

これを供試片にリング状に一

様負荷したときの破壊荷重を 習・ α・洲…  ρ
測定した．         図2，34 応力分布に及ぼすボルト荷重の影響

 各々3個のモデルより律ら

れた破壊ボルト荷重を式（2．26）を用いて相当内圧pに換算した値を表2．4に示す、こ

の値は内圧とボルト荷重を比例負荷させた場合に破壊すると予測される内圧を近似的に示す、

また同表にはポルト荷重のみを負荷した際の応力分布と，エポキシ樹脂の引張り強さσBをも

とに最大主応力説およびミーゼス説を適用して推定した相当破壊内圧も並記した．なお，各形

状における雨読による最大相当応力の発生箇所は等しく、規格形状ではs／d＝O．26すなわ

F1＾n旬。Pπ6 舳止閑rt

o・｛JI引

．．｝一一・ @ o，lo・捌@ 、、、、之 一一一 十一一・

、
、

I‘ 、、
@、 、

、
、

、

o・‘n一州

、 、、  、

_＼ 、、、  、、

ll
、、、

、

’l1 o，｛JIsl

、

、

l111瑞・．享＝

、、

g、
、

、

、

表2．2 エポキシ樹脂の重量成分比

エポキシブレボリマ
エビコート828

100

ポリサ生フ7イド
チオコールLP－3

工5

  硬  化  剤

ジエチレントリアミン

表2．3 エポヰシ鮒脂の材料定数

平均値 標準偏差

縦弾倒系数亙kg／㎜2 311 10．8

ポアソン比   v 0．405 0．023

引張り強さ晦kg／㎜2 4．55 0．082
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ちフランジ付け根部であり，

一方最適形状ではs／d＝

O，53の位置である．さて，

表2．4よりエポキシモデ

ルの破壊強さは最適形状の

ほうが規格形状に比較して

実験値で17％，最大主応

力説およびミーゼス説で各

々39％，20％有利であ

り．しかもミーゼス説によ

る値は良い推定値を与えて

いると言えよう．さらに図

2，36には両形状の破壊

写真の一例を示すが，その

破壊発生箇所は両形状とも

最大子牛線応力の発生する

8一φ12Dri11inq

4．

一

“

“‘2．

’7

◆90

図2．35  最適形状の形状寸法

N

O

o
～

フランジ付け根部付近であり，両説による推定箇所とよく一致している．．また相当応力分布が

均一に近い最適形状モデルではき裂パターンがより複雑となっていることが観察される．

（4） 考察   要素パターン変換法による形状最適化法を適用して，フランジ各部の寸法

やボルト荷重など不確定ながらも設計変数となりにくい因子の多い管フランジの最適形状を決

定し，さらに実験的にもその有効性を確認できた．したがってそれらの結果より現行のJIS

規格に対して強度的な観点からおよそ次のような点に関する改善が必要であると結論できよう．

すなわち，高圧用管フランジ（l OO kg／cm21用）ではフランジとハブ接続部に規格許容応

表2．4 相当破壊内圧と客破壊鋭による推定値
単位1kg／㎝2

実  験  値 推  定  値

相当破壊内圧 標準偏差 最大主応力説 ミーゼス説

一規格形状P㌍o 98．3 17．51 61．7 89．8

最適形状み。24 115．4 4．11 86．O ユ07．3

’                      一

o昨24／P作O 1．174

j

一
ユ．394 1・195 1
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氏

まズ

笛鞠㌦一

＼吟・

き

（a）J I S規格形状            （b） 最適形状

      図2，36 破壊時のき裂パターン

力をはるかに越える応力集中を生じており，その緩和のためにはハブとフランジ付け根の曲率

半径を大きくとり（設計例では約d／2）．またハブと管の接続部の曲率半径を小さく（約d

／4）とって大きなテーパを付けた形状あるいは管とフランジを直接大きな曲率半径（約d／

2）で接続した形状に改めることが望ましい．さらにフランジ付け根部の応力集中がほとんど

締め付けカのみによって生ずる限り，上記寸法は相似則により他の呼び後および中低圧用フラ

ンジに対しても基本的に通用可能である．

2．5 結 言

 本章では．静的外力を受ける3次元軸対称体に対する応力基準の強度的最適形状決定手法と

して，有限要素法に自動設計におけるパターン発生システムを組み込んだ実用的な試行法的手

法を提示した．それは形状決定を必要とする境界の有限要素に対し．修正を必要とする応力の

応力軸と直角方向への比例変換．いわゆる要素パターン変換法を操り返すことによって漸近的

に応力分布の一様な最適形状に収束させる方法である．

 さらに本手法が実用上有効な形状最適化の手段と成り得ることを．厚肉圧力容器および管フ

ランジの設計例によって確認した．また管フランジに対してはエポキシモデルによる破壊実験

を実施して、解析によって得られた最適形状の強度的優位性を確認し．現行のJ I S規格形状

の修正を提案した．
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第3章 要素パターン変換法による物体力場の

形状最適化法

3．1 序 言

 本章では，自重や遠心力を始めとする物体力の作用する応力場における2次元および3次元

軸対称体の強度的最適形状決定法について述べる．その決定手法の基礎は，静的外力のみを受

けて生ずる応力場に対して尾田によって提示された2次元の手法く27）および第2章に述べ

た軸対称体の手法の拡張，適用にある それらの手法の根本的原理とも言うべき要素パターン

変換法の理論的基礎は，境界要素形状の変化に対してその要素自身の節点力変化は小さいため，

近似的にそれを無視することに

よ一でその解釈が与えられた   lPい

しかし・物体力場では境界要素     ！1号
の節点力のうち要素自身の物体              1

                   ←』一■十 叫■→壱力の寄与による等価節点力は，             O‘   工

                           ○
後述するように要素面積あるい

は体積に比例するため形状変    1
化に伴うその等価節点カ変化を

                           （a）
応力変化に対して小さいとして

無視することはできない、そこ

で本章では，物体力場における

合理的な形状最適化法の確立を

目的として，形状変化に伴う物

体力の等価節点力変化を考慮に

入れた要素パターン変1換法を提

示する．次にそれを物体力とし

て自重あるいは遠心力の作用す

る設計問題に適用した結果に？

いて述べる．さらに遠心応力場

の設計例の解析結果の有効性を

確認するために実施した回転破

pサ

一〇

 ‡@F冒茶gー一一…1111■・一

DLL・連＿lo／l   ．．；1：   ．
P工

← ト

→
Li一一‘       一・ 一 ■ 』 「■一一

ξo

図3．1

－39一

↓

   （b）

長方形板のパターン変換例



壊試験結果についても示す、

3．2 物体力場の要素パターン変換法

 3．2，1 物体力を考慮したパターン変換法

 形状変化に伴う物体力の等価節点力変化を考慮した効果的なパターン変換を考案するため，

物体力場におかれた1要素の簡単なモデルを考えることにする．．

 （1） 2次元長方形要素   図3．1（a）に示すように直交座標系（エ，u）に平行な辺

を持つように切り出した辺の長さα，b，板厚亡の長方形要素を考える、荷重としてエ，リ方

向に一様な外荷重Pエ、Pリおよび物体力を受けているとする．簡単のためせん断力は作用しな

いものとし，主応力場のパターン変換法について考える．有限要素法では物体力を等価節点カ

に換算する手法が常用挙れていることから，要素内に分布する物体力をそれと等価な合力Fπ，

Fリに置き換えると，この要素に生ずる座標軸方向の垂直応力は

        ρ工十ダエ    pリ十孔
     σ工＝     ， σu＝                         （3 1）

        b亡   一  α士

で与えられる．今。外力条件としてのρエ，P…’を不変とし，座標軸方同の垂直応力を畔計基準

応力とするためにパターン変換の変換関数¢を次のようにとり，力の釣り合いから変換係数

ξ，ηを決定する．

ψ： （工→ξ工，リ→ηリ） （3．2）

式（3．2）の比例変換を実施すると図3．1一（a）の長方形要素は同図（b）に示すように

辺α，bがξα，ηbと変化する．

 さて，物体力が長方形要素内で一様分布していると見なせる場合にはそれは要素体積に比例

するから、その比例定数をだ。、乍リとして

    Fユニkエαb亡 ， Fリ＝k目αb士                 ．  （3．3）

と表わせる．

と表わせ，

以後パターン変換後の諸量に＊印を付して記すと，．変換後の物体力成分は

F工＊＝ξ帆，町＝ξηFリ

したがって応力は次のように変化する．

              一40一
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     ＊＿’〕工十ξηF工    ＊  jD目十ξηF凹
    σ工 一       ， σ凹 ＝       ．               （3．5）

         ηb士   一  ξα亡

よって上式で示す垂直応力が設計基準応力に一致するように式（3．1）， （3．5）から変

換係数ξ，ηを決定する．まず各物体力成分と外力成分の比をF、／ρ工＝α工，F、／ρリ＝αリと

おき，またσ工＊，σリ＊が基準応力に等しいとしてこれを0αで置き換え，さら…こ垂直応力と基

準応力の比を。エ／σα二βエ・σリ／σo二β型とおくと式（3．1）， （3．5）より，

：：1二㍍練… （3．6）

物体力場では一般にαユキO，αリキOだから式（3．6）をξ，ηについて解くと

ll：ll：1：：薫；1：：1：lr：l／一

ここに

    △一／（1・α工）2（1・αリ）2－2（1・α蠣）（1・α凹）α工αリβ工β凹

       ・（α工一αリ）2β工2β型211／2       （3．7．b）

すなわち、物体力成分と外力成分の比からαエ，αリが．一方垂直応力と基準応力の比からβ観，

βμがそれぞれ与えられるから，式（3，7）によって変換係数ξ，η…を一意的に決定するこ

とが可能である．それに従ってパターン変換を実施すれば座標軸方向の垂直応力を目標の基準

応力に変化させることができる．

 一方，実用上よく用いる特別な場合として物体力が工」軸方向あるいはリ．軸方向にのみ存在す

る場合がある．たとえばF工＝Oとするとα工：oとなり，式（3．6）より変換係数ξ，η

は次のようになる．

          β螂
    ξ＝           ， η＝β工．                 （3．8）
       1＋α凹（1一β工βu）

なお，式（3．7）、 （3，8）のいづれの場合も長方形の体積はξη借に変化する．

（2） 軸対称要素モデル   J二述の2次元問題における要素パターン変換法は軸対称問題

にも容易に拡張することが可能である．図3．2（a）のような軸対称要素に外荷重P、，ρz
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図3．2 軸対称要素のパターン変換例

が作用し，同時に円周方向に内力Pθが生じてそれらが釣り合っているとする．簡単のためこ

こでもr－z面内のせん断力は作用しないものとし，主応力場のパターン変換を考える、この

状態の要素にr・Z方向の分布物体力の合力F。，凡が作用すると，これによって円周方向の

内力の変動が生ずる．これをFθとおき，外力成分を不変に保ったまま変換関数として

ψ一＝ （r→ξr，Z一・ηZ） （3，9）

を作用させると，図3．2（b）のように形状は変化し，物体力成分κ。，F。および物体力に

よって生ずる内力Fθはξη倍される。したがって長方形要素における式（3．6）に対応し

て次式が得られる．

lllllllllllllllllll／

（3．工O．α）

ここに

αr＝Fr／Pr＝ Fθ／ρθ ， αz・＝Fz／P～ ． （3．lO．b）

ただしFθ／ρθ＝α、を仮定した．またβ、，βθ，βzは冬応力成分と基準応力との比である、上

式（3．10）からξ，ηを決定し，パターン変換を実施するという点で基本的には長方形要

素の場合と同様である．しかし，2変数ξ，ηによってστ・σθ・σ・の3応力成分の増減を規

定するから，それら3成分を全く独自に鈍御することはできない．。ただし，自由境界では応力

成分として主応力をとれば境界法線方向の主応力は存在しないので．ξ，ηを一意的に決定で

きる．また物体力成分が1座標軸方向にのみ存在する場合，たとえば遠心応力場のように物体

力のz方向成分が存在しなければ． α戸Oとなり式（3，10．a）の第1，2式より
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       βθ      β。
    ξ＝一，η＝
       βr      l＋ατ（1＋βθ）

と与えられ，そのときσ2は式（。3．1

0．a）第3式より1／ξに変化する．

 以上述べたように，一様な応力状態に

ある物体力場下の応力修正は，基本的に

は目的の応力軸と直角方向への形状比例

変換によって可能であり，その効果的な

変換量は2次元要素では式（3．7），

（3，8）などで，また軸対称要素では

式（3，10）あるいは式（3．11）

などで与えられる．次にこれを有限要素

法に利用することを考える．

．、

Sc

（3．i1）

、直2ヰ

図3．3 2次元設計モデル

 3．2．2 有限要素法の応用

 設計物体Ωを，2次元問題では3節点3角形の定ひずみ要素に（図3．3），また軸対称

問題では3角形断面の定ひずみリング要素にそれぞれ分割すると、その任意の要素ゴ（3節点

を1，2，3とする）の応力σゴは節点変位ヘクトルをdゴとして式（2．5）で与えられた．

すなわち

σゴ＝DBゴdゴ

具体的には，2次元問題では

    lllll㌃∵，。，軸ゾ．1

一方，軸対称問題では

    llllll二1㌃ll∴，J

（3．12．α）

（3．12，b）

（3，12．c）

さらに2次元平面応力間題におけるD，Bゴは要素面積をAゴ、縦弾性係数，ポアソン比をE，リ
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として

・一

一111

リ

l

O

b2

0

C2

（ユ｛）／、1

1：1∵

（3．13）

（3．14．α）

ここでb1，b2，b3および。1，c2，c3は3節点の座標値を（確，出）（i＝・1，2，3）とし

て

    bl＝ψ一リ3，b2ニリ3一リ1，b3＝出一リ2，
                               〈3．14．b）

    Cl＝工3一工2， C2＝工1■工3， C3；工2凹工1・

一方，軸対称問題におけるD，Bゴは式（2．6）・（2．7）でそれぞれ与えられた・

 次に要素における外力の等価節点力をPゴ，物体力の等価節点力をFゴとすると要素の剛性

方程式は

戸ゴ十Fゴ＝κj dゴ （3．15．α）

ここに

巧一

^：ll：lll：1；1：lll：1；lll；1：：ll

・一

^：ll：lll：ll：：lll：lll：lll：：ll

またκゴは要素の剛性マトリックスであり

    κドた。Bゴτ”ゴ

：ll；：1

：ll：：／

（3．15．b）

（3．15．c）

（3．i6．α）

ただし
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    ㎞一／、1∵練  州）
で与えられる．一方 巧は分布物体力をアニ（∫工，ん）τ（2次元）あるいはアニ（∫、，∫、）τ

 〈軸対称）として次式で決定される．

    ・1一∫W・・      （・．1・）

ここにNゴは変位関数と節点変位を結びつける内そう関数であり，次のように与えられる．

    Nj＝ 〔工Nl．・エN2・工N3〕ゴ                 （3■8・α）

ただし，2次元問題では

    Nド（α｛・6｛工十・｛リ）／24（｛一1，2，3）、

                                  （3．ユ8．b）

    α1＝工2リ3’工3リ2，α2＝工3リ1一均リ3・α3＝工1リ2’工2リ1・

また軸対称問題では

    N｛＝ （α｛十b｛rヰ。｛z）／2A5 （｛ニエ，2，3），

    α1＝「2Z3一「3Z2・α2＝「3Z1－rlZ3，α3＝ザlZ2－r2Zl，
                                  （3．18．c）

    bl＝z2－z3，b2＝z3－z1，b3＝z1－z2，

    C1＝「3■「2，C2＝「1■「3，C3＝「2一「1I。

なお工は2次の単位マトリックスである．さらに式（3，17）の積分は要素全域にわたる体

積々分とする．そこで式（3．12），（3，16）を式（3．15）に代入すると次のよう

な節点カと応力の関係式が得られる．

    ρゴ十Fゴ＝ た。 BゴTσ5                        （3，19）

 さて要素応力の修正を目的として式（3．2）あるいは式（3．9）の変換関撃を用いてパ

ターン変換を実施すると，ひずみマトリックスBjは，要素面積がξηAゴとなることを考慮し

て次式のように変化する．

    Bゴ＊＝ （B1㌧B2‡，B3＊）ゴ                    （3．20．α）

ここに2次元問題では
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吋「三1二1二1州）1・・…）

軸対称問題では

                    ηbl     O

          l     ξη（α｛／r㎜十b｛十。｛z田／r刊）  0
    B｛辛＝                       （i＝1，2，3）
        2ξηAj         O        ξc｛

                                   （3．20．c）
                   ξC｛     ηb｛

である．よってパターン変換後の節点力と応力の関係は式（3．19）より

    pゴ半・Fゴ＊一ξηた・Bゴ中τσゴ＊        （3，21）

今， Ωの外力条件を不変として第2章の場合と同様に要素のパターン変換をこれら要素の節

点外力に関して

    p1＊≒P｛            （3・22）

が成立する程度の範囲に限定して実施するものとする．一方，物体力牡要素内で近似的に一様

に分布するとみなせる場合でもその等価節点力は要素面積あるいは体積に比例するので

    Fゴヰ；ξηFゴ  ・                             （3．23）

と変化する．そこで物体力の等価節，点カを対角マトリックスαj。を用いて

    Fゴニα5戸j                              （3．24．α）

ここに

ただし

十11
・・一

^111：llllll：lllll

              －46二

（3．24．b）

（3，24．c）



と表わすと，式（3．19）および式（3．21）より次式が成立する．

    （工・αゴ）一1B！σゴーξη（工十ξηαゴ）■Bゴ”σ戸

ただし∫は苧次の単位マトリックスである。上式をσ戸について解くと

        1
    σゴ＊＝＿（BゴB葦γ）■Bゴ（エ十ξηα5）（エ十αゴ）一1Bゴτσゴ      （3．25）

       ξη

そこで式（3．20）を用いて上式（3．25）を具体的に計算する．まずBゴBデは，2次

元問題では

               ηSリ0 ξ・S測

           1
    B5Blγ：   O ξ8工 η8エリ   （3．26．α）
         4ξηAゴ2

               ηS顯   ξS理  ξ・S工十ηS1’ ’

ここ1こ

       3          3          3

    S工一Σ・｛2，SリーΣb｛2，SエリーΣb｛・｛．  （3．26．b）

       ｛＝1       仁1       ｛＝1

また軸対称問題では式（2，17）に与えた表示に等しい．一方，

                    l
    Bj（工十ξηα3）（五・α。）一1Bjτ＝ ・
                    4λj2

     L            O                μ工sエリ       μ工s螂

                                 （3．27．α）                μos工。        O μリS目

       μ工S卿  μリ・S顯  μ工S工十μ螂Sリ

                     l
    B。（五十ξηα。）（工・αi）■一B．T；  ・
                    4Aゴ2

       μτ・Szzμr」Sθ20 μτ8r2

       μr．Sθ乏  μrSθθ   0     μrS7θ

                                 （3．27．b）

        00μzS汀μ2．Srz

       μrSrz  μr・Srθ μzS陀  μτSrτ十μ2S2z

ここ1こ
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       1＋ξηα工      1＋ξηαリ

llllll；∴1；；1．lllll／（・・・…）

        1＋ατ       1＋α2

またS。。，8θθ，Szz，S。θ，Sθz，S。之は式（2，17）に用いたものと同様の表示である．そ

こで式（3．26一）あるいは式（2．17）の逆行列および武（3．27）を式（3．25）

に代入して整理すると．

σ吉＝

μ工

η

O

2次元問題では

   ημ工一ξμリs理
 0

他
ξ

0

ξS工十η・S目η

ξμリーημ工5工目

ξS工十ηSリ ξ

μエsエ・トμリsリ

ξ8工十η8則

σゴ

一方，軸対称問題では

         μr／η    O     O    λ一／ηλo

           Oμr／ξη0λ2／ξηλo
    σ苫＝               61
           00μ三／ξλ3／ξλo

           OOOλ4／λo
ここ1こ

    λ0＝ξ8、、（8、、8θθ8、、一S、、Sθ三一Sθθ8、三一8。、S、る

       十2．S、θSθ、。S、、）十η（8、、S、、一S、隻）（SθθS、、一Sθ婁） ，

    λ1＝（ημ、一ξμ、）（S、、S、星一S、婁）（SθθS、、一S、θSθ三），

    λ2＝（ημ、一ξμ、）（S、、8、、一S、婁）（S、、S、θ一Sθ、5、、），

    λ3＝（ξμ、一ημ、）S、、（S、、SθθS、。一S、、Sθ喜一SθθS、三

       一。S、、。S、る十2S、θSθ、S、、） ，

    λ4＝μ、8、、（S、、8θθ8、、一S、、8θ三一8θθS、三一8、、8、る

       ・28、θ8θ、S、、）・μ、（S、、8、三一S、三）（8θθ8、三一Sθ三）、
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（3．28）

（3．29．α）

（3．29．b）



すなわち，式（3，28）．（3．29）のいずれの場合もせん断応力の影響はかなり複雑で

はあるが，主応力方向のパターン変換を考えればτエ！’二0あるいはτγz＝0となって、2次元

問題では式（3．28）より

     ＊  μ工σ工   1＋α工ξη

l1141τ1… 一）
一方，軸対称問題では式（3，29）より

 ＊  μτστ  1＋αrξη

στ ＝一          στ ，
    η   （ユ十αr）η

 ＊  μrσθ   ユ十αrξη

σθ 二i＝         σθ ，
    ξη・  （1＋ατ）ξη

 ＊  μzσ～   1＋αzξη

σz ＝一：：       σz
    ξ  （ユ十α。）ξ

（3．3工）

となり・2次元問題ではσ～／σエ＝βエ・σリ＊／σ戸βリとおけば長々形要素に対する式く3・

6）に，また軸対称問題では σ、＊／σ、＝β、，σθ＊／σθ＝βθ，σε＊／σ戸β著 とおけば軸対称要

素に対する式（3．10）にそれぞれ一致する．したがって，有限要素法に組み込んだパター

ン変換法も3．2．ユ項の1要素モデルの場合と同様，式（3．6）あるいは式（3．10）

などによって変換係数ξ，ηを決定し，主応力軸と直魯方向への比例変換を実施することによ

って要素応力の修正が可能である．

3，3 最適化の手順

 物体力場の一般的な形状最適化の手順を図314に示す、基本的には第2章に述べた外荷重

のみを受ける場合の形状最適化手順を踏襲すればよい．ただし，有限要素法による応力解析で

は物体力の影響を等価節点カとして導入する必要がある、さらに形状修正のためのパターン変

換法は，3．2節で提示し仁物体力場のものを採用しなければならない．

 なお，2．3．4項で述べた数値計算を実施する上での注意事項は本章の場合に．もすべて適

用される．
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図3．4 解析手順のフローチャート

3．4 設計例と考察

 前節までに提示した物体力を考慮した強度的最適形状決定手法の有効性を確認するために実

施した数値計算結果および実験結果について以下に述べる．

 3．4，！ 自重を考慮した形状決定

（1） 2次元問題  。設計モデル原形として図3．5に示すような長さエ，幅2α（α／エ

＝O．25），単位板厚の長方形板を考え，荷重条件として上端リ＝ヱに一様分布荷重 p（p／

γユ＝3，125），ただしγは比重量）が作用する場合の自重を考慮した最適形状を求めた、設

計制約条件として，設計基準応力を分布荷重Pにとり，荷重の作用する上端リ＝～および変位

拘東を受けるリ＝0の境界をScとして，その形状を不変に保った．すなわち，エ＝±αの長
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手方向の境界を設計境界SFとしてその形状を本手法によって決定した、解析は対称性のため

1／2領域のみについて実施したが，採用した要素分割を図3．6に示す．同図中のドット域

で示す要素域をΩFとし，パターン変換操作を実施した．なお，本例ではσ螂が支配的であり，

ぽぽ単軸圧縮応力状態とみなせるから，パターン変換係数ξ、ηを式（3．8）においてβエ＝

ユ．0として決定した、また初等理論解〈55〉のSド形状が

工＝αexP｛γ（正一リ）／P｝ （3．32）

で与えられることから，各ステップでのSF境界形成節点群を指数関数にて最小二乗近似し，

形状の平滑化を図った．なお弾性破損条件としてミーゼスの書見を採用したが，本例のごとく近

似的に1革曲の応力場とみなせる場合は破損条件としていずれの説を用いても求まる形状にほと

んど差は見られない．

 図3，7は繰り返し数n＝9回までの形状変化の様子を示したもめである、同図に初等理論

による最適形状いわゆる平等強さの形状を破線で示した．n＝7あるいは8の形状が最適形状

に最も近いことはΩおよびΩF域での相当応力比σ冊。エ／σ冊1・の変化を示した図3．8から

明らかである．一なお基本原形からの面積変化は同図よりん。8／Ao＝1．14であり，初等理論

から得られるんh／Ao＝1．18に比較して約3％小さい．次にSF境界および工＝Oのリ軸

上の相当応力分布の変化過程を図3．9

に示す SF境界ではほぼ応力分布は均           Y

一化されている汎リ軸上では全体的に   ρ1

いく分高目であり，それはリ＝O近傍で

顕著である、以上の結果より，本手法で

決定した最適形状は初等理論解と若干相

違しているが，これは図3．9（a）と

（b）の応力分布の相違からもわかるよ

うに全域2次元的応力分布を示しており，

したがってより厳密な応力解析に基礎を

おく本手法によって決定した形状のほう

がσ㎜ω／σ。｛。最小という意味で真の最

適形状により近いと言うことができる．

（2） 軸対称問題   設計例題とし

て図3．5に示した2次元モデルをリ軸   図3．
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図3．7 形状変化過程

中心に回転して得られる図3．10のような円柱を考え，荷重条件キ、レて上端面に一様分布荷

重p （p／γ互＝1．25）を作用させて自重を考慮したときの最適形状を求めた、2次元の例

題同様，r：αの円柱側面をSFとした．解析に用いた要素分割のr’z断面は図3．6と同

様である．本モデルも自重あ作用方向の応力すなわちσ。が支配的であり，ぽぽ単軸の圧縮応

          13 トJ

i

十Ω
十ΩF

1．2

6㎜犯／d皿i。

一       1

’”
1．1 ’

’

ノ’

’

’＾。／A。

’

 ’ﾏ
’

！

1．O
’

∩つ』CO，1（
0    2

図3．8

 4   6   8 n

応力比および面積の変化

 一52一

10



1．4

Oi

＼lD

1．2

1．0

0．8

n・0

@1

2

α5  リ／l l・O

（a） SF．境界のσ分布

14

o一

＼lD

12

．4

ｵ、）．1．21．0

n宮0

@1

@2
@3
@4
@6
@8

0  0，25  0・5  0・75州1・025  05   洲10
 （b）  リ軸上の。分布

図3，9 応力分布の変化過程

力場と見なせることから式（3．10）においてα。＝αθ＝O，β。＝βθ＝1．Oとして変換係

数ξ，ηを決定した．また破損条件として最大圧縮応力に注目し，2次元問題と同様SF境＝界

を指数関数に近似して形状の平滑化を図った、
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図3．10 平等強さの柱 原形モデル

 図3．11はn＝12．までの形状変化過程を示したものである．同図に初等理論による平等

強さの形状を破線で示した．また図3．12にはΩおよびΩF域でのσ。の絶対値の最大、

最小応力比および体積変化を示す．これより応力比はn＝l Oの形状が最小であり．このとき

体積変化はγ炉一〇／γo＝1．43と初等理論値γ出／Vo＝1；49に比較して若干低目である．次

にSF境界および対称軸上での応力分布の変化過程を図3，13に示す．これらの結果より2

次元の例題と同様の結論が導けよう．すなわち，本解析結果と初等理論解との相違は本解析が

3次元軸対称体の応力解析を基礎としていることに起因するものであり、したがって本形折結

果のほうが真の最適形状により近いと言える．

 3．4．2 2次元遠心応力場の形状決定

 2次元遠心応力場の設計例として．はずみ車、ベルト童あるいは大径歯車の形状として従来

から用いられているスポーク付き回転円板を取り上げた．
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 175
                          スポーク付き回転円板に関する応力

             一一一旦1。、。、。。、。。h。。。y≡  解析は古くはT i mo s h e n k0

 150
             、二…霊二；e1日爬nt    〈56〉，永島〈57〉によって．ま

                         た近年では井沢〈58〉によって行な
 125
                         われているが，これらでは種々の大き

                         な仮定がなされており，したがってそ
 100
葦  il    の解析も概略的であり・くの結剰ま単

㌦ 舳   11幾婁筥ニニ幾㌻蓑
                         がほとんどなされていないために，現
  50
                         左もなお設計の基礎はそれら古典的な         5

         3              強度計算式や設計慣習〈59〉に頼っ
  25         1

        巾O   12          ているのが現状である．ただ近年，井

                         沢らは有限要素法による詳細な応力解
  0
   0  25  50  75        折を試み，さらに実際にスポーク付き
        R ＾XiS

      図3．11 形状変化過程      回転円板のひずみ測定と回転破壊試験

                         をも実施している〈60〉．しかし，

スポーク付き回転円板の形状自身を強度設計の観点から求めた研究はなく，したがって本設計

例題として取り上げることは実用上意義あるこ一とと考える．

                       （1） 設計例   まず円板の外径に比

I．’o

十Ω

十叫
1．5

ゲ市
   ’@ μ’
@／m’f

1．25

’

／
銚、

1n

175

1．O

図3．

                鼓して板厚が薄いとして2次元平面応力状

                態を仮定する．図3．14に示すような形

                状寸法の4本スポーク付き回転円板を設計

                モデル基本原形の1つとして採用した．す

                なわち，リム内径を2α，リム外径を2b，

                ポス外径を2c，ポス内径およびスポーク

                幅をdとすると，α／b＝O．85，c／b＝0．

                 25，d／b＝O．2のスポーク幅が一定で

                比較的広いモデルである．その設計条件と

 5  n 10    15  してリム外周およびポス内周の形状を規定

12 応力比および体積の変化   して不変とし，面積一定条件の下でリム内
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§1・
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●・o

1．8

P．6

P．‘

P．2

P．O

1

5■■1

0         0，25        0，5        0．75

         1／1
1．0

§1・

＾・o

1，8

P．6

?A1．‘

P2

P．O

1

2

‘11

O       O．25       0．5       0J5       1．0           1／ユ 10

（a） 自由境界（側面）のσz分布       （b） Z軸上（中心）のσ2「分布

              図3．13 応力σz分布の変化

周，スポークおよびポス外周での応力が一様となる形状の決定を試みた．なお解析対象材料と

して，後述の回転破壊試験に用いたレジンモルタルの材料定数（表3．1参照）を用いた．

 さて解析領域として対称性のためモデルの1／8領域のみをとり．まず形状変化の促進を図

るため図3．15（a）に示す比較的粗

い要素分割を用いて解析を実施した形           j

状変更可能なリム内周，ボス外周および

スポーク部を設計境界SFとし，同図の

ドット域を設計領域ΩF・としてパターン

変換を実施して形状の最適化を図った．

なお弾性破損条件として最大主応力説を

採用し．また面積を一定に保つために設

計基準応力σoをΩF域の重み付き平均

忽

d

1 紗
φd

α／b＝O－85

C／b＝0，25

d／b白O．20

一0

N
“

Σδφj／ΣAjに設定した．図3．

16（a）にその形状変化過程を示す．

同図に示すように4回の繰り返しの後決 図3．14

－56一

4本スポーク付き回転円板原形モデル
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図3．15 要素分割
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（a） n：O～4
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／
／

／

／ 2 n，0
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4

／

α2  α4  ㏄  αa。ノ』1・O

／
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（b） n＝4～工2
／

／
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／

／

．／

／
／
／

12
作4

／

O．2   ①4   0，6   0，8   1・O
          r／b

／

／
（c） n＝12～14

      ／
／

／

／
／

／

  ／
 ／
  14／。・1

O   O．2   0．4   α6   σ8

   図3．16 形状変化過程
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同
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図3．17

  5     10   ， 15
        工t6ratiOn num』er  r1

最大，最小応力およびその比の変化

定されたn二4の形状のスポーク付け根近傍のリム内周の要素が、あらかじめ設けておいた解

析精度保持のための要素面積変化に対する制約条件を満たさなくなったので，計算を停止して

要素分割を図3．15（b）に改めた．その際にスポーク付け根部における凹状の形状変化の

不均一性を修正するためにSF境界の形状の平滑化も併せて行なった．同様の操作をn＝12

においても実施したが．几＝12以後用いた要素分割を図3．15（c）に示す．またπ＝4＝

～12およびn＝12～1．4の形状変化過程を図3．16（b）， （c）にそれぞれ示す．同図

●

’

^念 ’．

／一
      ≡X 1

’

、     i

慧d．．い舳．．

O
心

．1

図3，19 6本スポーク付き円板
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よりド14の形状はリム幅が

スポーク付け根に近づくにつれ
                            ／
て増大しスポーク付け根のリ             ／

ム幅は最小幅の約1．7倍とな           ／
                        ／       1・〕
っており，リムとスポークの接         ／

続部の曲率半径はr1＝O．33       ／
                    ／ O榊O
dと比較的小さい．一方スポ             8

                          研σ1

；㌶了幾票驚。∠｛ ＿と ．．
なRを持つ形状となっている1

またスポーク幅は外周に向って         （a） 原形モデル

約1／1Oテーパとなっており，

これは従来から知られているは

ずみ車の設計慣習〈。。〉のボ    ／
                           ／
ス付け根とリム付け根の寸法比           ／

                        ／
5：4より大きなテーパ（最適         ／

                      ／  ］一■一一］］
形状では約3：2）となってい @ ／ 川6，810
る．さらにポス内外径比は2c      ，      町dl

／d＝2．12≡と設計慣習のユ．     ・               （十〕
                 0∠、  、．  ．．＿、
6～1，8よりも大きい次に                        「

図3．17にモデル全域Ωお         （b） 最適形状

よび設計領域ΩFでの主応力       図3．18 設計境界の応力分布

。I（2主応力をσ1，σ2；σ一

≧σ2とする）の最大嵐最小値およびその比σ1祠㎝／O1．1。の変化過程を示す．同図中のρは

材料密度，ωは回転角速度である．ΩF域の応力比の変化をみると原形モデルで10．09で

あったものが，繰り返しの初期の段階で大幅に減少し．n＝工3では1．68となっている．

また図3．18（a）， （b）にはn＝0およびη＝13におけるSド境界接線応力分布を比

較して示す．π＝Oの分布は応力集中を考慮した細分割要素によって律だ結果である．同図よ

り原形モデルではスポーク付け根のリム内周に激しい応力集中を生じており．ポスとの接続部

においても着手その傾向がみられるのに対し，れ＝13の形状ではほとんど均一な応力分布と

なっている．以上の結果からn＝13あるいは14の形状はほぼ最適形状に収束していると言
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／

／
   8
，   16

o■0

0      02

   図3．20

 ㏄    α6    α8 市

6本スポーク付き円板の形状変化過程

1．1

え，したがって几＝i4の形状を次に示す回転破壊試験の最適形状モデルとした．なお面積変

化は原形モデルに対して1％内の変化にとどまっており，面積一定の条件も満足されている、

 次に上述の4本スポーク付き円板に等しい面積を有する6本スポーク付き円板の解析結果を

示す．設計条件を同一とし，上記の4本スポーク付き円板の結果を考慮して図3．19に示す形

状を基本原形として形状決定を実施した、その形状変化過程を図3．20に，また16ステッ

プの繰り返しの後求まった最適形状を図3．21にそれぞれ示す（rFO．43d，r2＝O．6

4d）．さらに最適形状における設計境界SF上の主応力分布を図3．22に示す．これらの

結果より，十分に応力分布の均一化

が図られており，ボス外径およびボ

スとスポークの接続部の曲率半径

r2の相違を除けば，4本スポーク付

                            ○
き円板とほぼ同様の設計指針が得ら

れる．    。、、、ぷω  。
12） 回転破壊試験   上述の

llllllllll11婁11 0・

験を実施した．本設計が弾性設計を

対象としていることから，円板試料   図3，21 6本スポーク付き円板の最適形状
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8
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図3，22 6本スポーク付き円板

14

最適形状の応力分布

一ε讐 ε㏄

として破壊までほぼ完全な

ぜい性を呈し，しかも型成

形の容易なレジンモルタル

を採用した．それはエポキ

シ樹脂（重量比でエビコー

ト828：チオコールLP

3：ジエチレントリアミン

＝100：15：10）を
結合剤として粒度35メッ

シュ以下の砂を固めたもの

㌔
ミ12
＝

 1．0

O．8

0．6

α4

O．2

4  8  12賞1び4
        ε

図3．23 レジンモルタルの応力一ひずみ線図

で．結合剤の重量含有率20％のもので

ある．そのレジンモルタルの機械的性質

および比重量γを表3 王に示す．また

図3．23には引張試験における応力一

ひずみ線図の一例を示す．これより破断

までほぼ完全な線形関係を保つ材料であ

ることが了解されよう．一

 さて回転破壊試験の試料形状として図

3．14に示した設計モデル原形と図3．

16（c）のn二14の形状から決定し

た図3．24に示す最適形状円板（リム

外径2b＝130mm，板厚10mm）
を木型で鋳造し，安定した強度を出すた

め常温にて20日間養生させ実験に供し

た．

表3．1 レジンモルタルの機械的性質

平均値
標準偏差

引張り強さ．
吻kg／m2
1．325

0．074

縦弾性係数
互kg／㎜2

1278

133

ポアソン比
  v

0．279

0．031

比重量
Y9／㎝3

1．98
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 椚

。！拶
 何

亀

で、

貞

も

図3．24

 次に回転破壊試験装置のブロック

図を図3．25に示す．すなわち，

オイルミストで弓錦画潤滑された高周

波モータ（出力750W．回転数範

囲7100～35000rpm）の
主軸に試料を直接取り付け，回転数

を徐々に増して（増速回転数76r

p s）試料を遠心力によって破壊さ

せるものである．その試料の取り付

けに際しては，偏心のないよう細心

の注意を払い，試料のポス部を締め

4本スポーク付き円板 最適形状モデル付けナットで主軸に固定した．また

                  試料の外周から2～3mm離れた位

0iしmist
｝o・tubri－

Cat1On

Hiヨh

鮫Cl
PhOt0一
七・i羽e・

C・岬ssb・
Tes士SPecimen

H；言h畑ue・cy

pOWer SOurCe

Controt box

品
     Stro㎞一
      SCOPe

         Po…er

         SO口rCe

D13itaし。喩一

機mtating

図3．25 回転破壊試験装置ブロック図

置に外周に沿ってエナメル

線（直径0．1mm程度）

を張り巡らせ1その切断を

トリガとして破壊回転数を

検知し，それと同時にスト

ロボを発光させて破壊瞬間

時の写真撮影もできるよう

にした．

 破壊試験は原形モデル，

最適形状モデル各々10個

程度の円板について実施し

表3．2
一 I 一 一 一I一             一I 一■I  ’ ■．

…。■■II1■＿ 一 。一。  ．山■ ’止一’一一一I’皿一

破壊回転数
実 験  値 推  定 値

「p皿 平均値 標準偏差 最大主応力… 平均応力説

基本原形物！O 11908 239 8401 ユ3690

最適形状〃。pt 15120 789 12535 14451

〃。Pt／〃昨0
1．270

一
L492 1．056

回転破壊試験結果と冬破壊説に去る推定値．．．．
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（a） 原形モデル           （b） 最適形状モデル

         図3．26 破壊瞬間写真

だ．その結果得られた破壊回転数の平均値を表3．2に示す．同表より本手法で決定した最適

形状は原形モデルに比較して，平均破壊回転数で27％の上昇が実証された．また図3．26

には各形状の破壊瞬間写真の一例を示す．同図から観察されるように原形モデルにおけるき裂

は応力集中の激しいスポークとリムの接続部で発生し，リム外周に向って半径方向に貫通して

いる．それに対して最適形状そデルでは・リム・スポークおよびポス各部の最小断面付近でほ

ぼ同時にき裂が発生．貫通している．この破壊形態は先の図3．18の応力分布からも容易に

予想できるものである．

 さて表3．2には実験結果と共に従来から提唱されている最大主応力説および平均応力説

〈61〉による推定破壊回転数を示したが．これらの債はレジンモルタルの引張り強さ0Bお

よび解析結果から得られた応力分布をもとに算出したものである．なお平均応力説とは本来，

中空回転円板のr軸上の。θの平均値が1軸の引張り強さに達したとき破壊を生ずるとするも

のであるが，ここではき裂の発生する断面における垂直応力の平均値が引張強さσBに遺する

回転数をもって推定値とした．同表の値を比較すると応力集中の激しい基本原形の実験値は両

説による推定値の間にあるが，若干平均応力説に近い値を示している．一方．最適形状モデル

の実験値は両推定値より大きい値を示しており，また回転数の上昇率では実験値は両税による

値のほぼ中間の値を示している．したがっていずれの形状にも適用可能な破壊則を見い出すこ

とは困難であるが，最大主応力税を適用して決定した最適形状が強度的にきわめて有利である

ことは明らかである．よって先に説明したスポーク付き回転円板の形状についての設計指針は

十分に信頼できるものと考える．
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 3．4．3 軸対称遠心応力場の形状決定

 基本的な機械要素として重要な回転円板あるいは回転体の応力解析および破壊に関する研究

〈61〉～〈66〉は以前より盛んに行なわれているが，それの最適形状について論じたもの

は少なく，S e i r e gとS u r a n aが2次元解析的に回転円板の板厚分布を求めた研究

〈67〉などが見られるにすぎない、そのような設計問題に対しても無論，軸対称体に対する

本手法の適用が可能である．そこで，まず最適形状が理論的に既知な平等強さの中実回転円板

の形状決定問題に適用し，それらの解を比較することにより本手法の妥当性を吟味した結果を

示す．次に実用的設計例の1つとしてリム付き中空回転円板の強度的最適形状を決定し，その

形状の有効性を回転破壊試験を実施して確認した結果について示す．

（1） 平等強さの中実円板   原形モデルとして図3，27に示すような直径2b，一様

厚さ2年（れ／b＝O．15）ρ中実円板が外周r＝bに一様引張り応力。o・を受ける場合を考えた。

設計条件として引張り荷重を受ける外周r＝b・を境界Scとしてその形状を規定した．した

がってz」±hの面を設計境界SFとして繰り返し計算により最適形状を求めた、解析はモデ

ルの対称性のためユ／2領域のみをとり，図3．28に示すような比較的粗い要素分割を採用

し，ドット域の要素群をΩFとした．また弾性破損条件として最大主応力説を採用し，基準応

力として一様引張り荷重σoをとり，境界SFの応力がσo．に近づくようστ，σθ二の両応力に

Z払

上N
，

0

φ2b

¢一｝n

図3．27 平等強さの回転円板原形モデル

ΩF

鱗嚢 ．．．、…識苗．
娑．：……雛

嚢鰯
冊”・、・

¥鱗
灘嚢 姦嚢嚢 請嚢葦

イ

I

ΩC ΩC

図3．28 要素分割
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50

n三〇  1  3

0           50    100

図3．29

    150

形状変化過程

200         250
r－a池

注目して形状変更量を決定した、

 図3．29は18ステップまでの形状変化過程を示したものであるが，図中に破線で2次元

理論による平等強さの形状をも併記してある．なお円板の密度をρ一，回転角速度をωとすると

2次元理論形状が

             2
    。一h一；。。1旦（b2一・2）1      （書．33）
           2σo

で与えられる〈68〉ことから各ステップでのSF境界形成節点群を指数関数にて最小二乗近

似し，形状の平滑化を図った．図3．29より各スナッブで安定した形状変化を示し，18ス

ナッブの繰り返してほぼ収束して

いる．n＝18の形状は2次元理論

による平等強さの形状よりも全体

的に板厚が薄く，体積は約2．5

％小さい．次に図3．30には形

状変化に伴うモデル全領域Ωお

よび設計領域ΩFでの最大，最小

主応力比σ側／σ、｛nおよび体積

比y。／γOの変化過程を示した、

応力比は原形モデルから最終形状

までで，Ω，ΩF域の各々で1．2

8一ヰ1， 07， 1． 28一→1． O

1一十

1．3

1－2
Vn／V

●

1．1 （6㎜ψmi。〕Ω

●

（d㎜／6・i・〕Ω。
■

1．o

∩
≒

1∩ 1F
’

つ

14

 0  5  10  15州201
図3．30 最大，最小主応力比および体積の変化
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2と減少し，一方体積は約

20％増加している．次に

れ＝Oと18での設計境界

SFおよび中央面（z：O）

における応力分布を図3．

3ユに示す．図中の2点鎖

線は2次元理論解である．

図中のσ。は厳密にはト

之面内の最大主応力を表わ

したものであるが，便宜的

に以後このように記す．同

図よりn：ユ8のパターン

1．4

｛
＼b
l．2

1．O

O．8

i一一一一一・・一一

     一σ。王、o
     一…一σr舌F

     一一一66，、o

     一・一do。。

、、A〈軌帥瓜・
     n・0 ＼＼

n・18    氏．。・dN、

一一一0s一’一’■
巳e㎜証arアtheorア

O．0       0．2       0－4

     図3．31

  O・6  α8r／b1・O1

応力分布

のSF境界ではστ≒σθ≒σoと均一化されており，モデル表面では一様な2軸応力状態にあ

る、しかし最終形状の中央面のσγ，σθ分布から容易に想像できるようにモデル内部では両応

力ともσoよりも高く，中央面では最大5％程度の差があり，全域3次元的な分布を示してい

る．

（2） リム付き中空円板   次に本手法の実用的な設計例題への応用の1つとして外荷重

を受けないリム付き中空円板を対象として実施した解析結果を示す．図3．32に断面形状を

示すように基本原形として内径2α，外径2b（α／b＝O．2），厚さ2h（h／b＝O l）の一

様厚さの中空円板を考えた．そして同図中にドット域で示すように外周から幅。（c／b＝O．

2）の領域をリム部としてその形状を規定した．つまりz＝±れ（α≦r≦b－c）の境界をSF

として形状を修正する．また内周r＝αの面でのr，z変位を完全拘東とし，全重量一定条件

の下で形状の最適化を図った．なお弾性破損条件として最大主応力説を採用し，基本原形にお

Z
f

ω

騒然 一 一

よN

¢2α C

φ2b

図3，32 リム付き中空円板設計モデル原形
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ΩF

籟 黎 ξ漫・．離、、窺・郷・

（α〕n二〇～6
黎

照・麟鰯
I’

@   鰯  ．｝ ・覇■．割．

   （b）n＝1～16

図3．33  要素分割

いて支配的なστ（図3．36参照）に注目してパターン変換係数を決定した．

 原形モデルにおける要素分割を図3，331a）に示すが，モデルの対称性のため1／2領

域のみについて解析を実施した．同図中のドット域が設計領域ΩFである．なお形状変化の平

滑化を図るため，各ステップで要素分割の方向を図2．12の例のように改めた．図3．34

には16ステップまでの形状変化過程を示すが，途中第7ステップで図3．33（b）の要素

分割に改めた．図3’．34より形状変化は内周の板厚が厚く．リム付け根で薄くなっている、

なお同図の16ステップ目の形状より後述の回転破壊試験における最連形状モデルを決定した、

次に図3．35はΩ，ΩF域での応力σ・（厳密にはトz面内の最大主応力を表わす）の最大

値，最小値およびその比の変化過程を示した．これよりΩ全域でのστ而。エは4．95→3．

32へと約33％減少し・またΩFでの応力比（σ、oエ／σ、1、）ΩFは3・80→1．79へと・

特に初期のステップで大幅に減少している．次に原形およびn＝16の最終形状におけるSF

25

．讐

吊

16

n＝O

25                50 15

r一狐1S

図3．34 形状変化過程
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                           境界と中央面でのσ。，σθの応力

 6．O
                           分布を図3．36に示す．両形状

                           の分布を比較すると，SF上の

                         1 στ分布はリム部を除いた設計境界

 4．O
                           全域でほぼ均一化され，同時に

                         一 σθは全体的に減少の傾向を示して

                         ＝ いる．また中央面の応力分布も，

ZO @      1・・境界に比較して緩慢ではある
                           がかなり均一化されている．

                           （3） 回転破壊試験   上述

 心0  0     5     10    15     のリム付き中空円板が実際にどの

                ds＝戸ωW8凧 ミ 程度強度的に有利であるかを検討

  図3．35 最大，最小応力およびその此の変化  するために回転破壊試験を実施し

                           た．試験片材料として黒鉛を採用

した．表3，3にその機械的性質などを示す．また図3．37には引張り試験での応力一ひず

み線図の一例を示すが これより黒鉛が破壊までほぼ弾性的挙動を示すことか了解されよう．

 さて供試片として図3．38（a）． 〈b）に示す断面形状寸法の一様厚さの原形モデルお

                             よび解析より求まった最適形

  6・O                       状円板を採用した、最適モテ

、

、

＼
、工、、一也一

@＼■ 一〇一か寸一φ ● 、、  ●     、一・

@     ・o一’‘f
@ （d・間。記ノ～）Ω、 ●     ●

（命。α。）9価・Φ寸・o－4

P一・■一τ一・一

id舳〕Ω、κ

寸一

E’」・

‘●．“一◆・“
一“・一・」・“・

o昨㎜〕Ω。似
・●・6・◆一 ．・

。。b
↓O ＼・0
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一・・
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■一一 ﾐ8肺
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｛
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36  応力分布
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ルの厚さ変イビ部はリム付け根

部をR3．64の円弧，他の

部分は19本の直線にて近似

し，NC旋盤で加工作製した．

また設計条件としての内周固

定条件は黒鉛に比較して弾性

係数の大きい鋼材製のポス

（縦弾性係数約50倍，半径

方向厚さ5mm）を中心部に

はめ込んでエポキシ系接着剤

で接着することにより実現さ

せた．なお実験装置はスポー



ク付き回転円板の場合と同様のものを用い

た．

 破壊試験は各々5個の試料について実施

したが，その結果を表3．4に示す．同表

より本設計手法による最適形状円板は一様

厚みの円板に比較して平均破壊回転数で1

1．4％の上昇が実証された．なお同表に

は前述の解析で律られた応力分布と黒鉛の

引張り強さから計算される最大ま応力説，

平均応力説による各々の推定値およびその

比を付記したが，平均応力説による値は若

干低目ではあるが実験結果をよく推定して

いる．

 ただし，ここで採用した平均応力説は従

0．5

量

｛

f04

D

O．3

O．2

O．1

O．0

一ε｝      ε棚

 0  2  4  6  8 ．。10
               ε刈O

図3．37 黒鉛の応カーひずみ線図

表3．3  黒鉛の材料定数

平均値 標準偏差一

引張り強さ08kg！㎜2 0．408
   ≡0．057

縦弾性係数互kg／㎜2 443   ：631

ポアソン比  v 0．125 0．016

密度ρkq・SeC2／㎜｝ 1，665．10■io

表3．4 回転破壊試験結果と各破壊説による推定値

（単位r酬1

実 験 値
破壊回転数

最大主応力説．、

平均値 標準偏差 による推定値
饒艦琶1

一様厚みの中空円板〃作。 12420 250 8320 11940

本報設計手法による
潟?tき円板   ”oPt’ 13840 760 10500 13390

〃◎Pt．／〃昨0 1．114 i 1．262 1．121
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来から知られているσθが支酉己

的な回転円板に対し，その直径

断面におけるσθの平均値がユ

軸の引張り強さに達するとき破

壊するとする説〈61〉をスポ

ーク付き回転円板の場合と同様，

一般的に拡張したものである．

つまり本実験モデルは図3，3

6からも明らかなようにσ。が

支配的であるから，その説とし

ては図3．39の模式図に示す

ように円板の任意の弦で作られ

る断面の垂直応力σ。の平均値

が1軸の引張り強さに達すると

φ28

φ140

（a） 原形モデル

ご

汐 き

oo
き

一一一黷?N

，／

．

  一
一≒ ‡

φ28

φ112

φ140

   （．b）

一図3．38

き、その位置で円板が破壊すると考えるものである．

 3．O

 産

吉

 ～
0D R
 し
 2．0

HaX1mum

 ［aximum
’＿一一二、、

最適形状モデル

実験モデル寸法形状

そこで円板の中心から弦までの距離rに

r

σn

、
、

＼
、

、

1，O

一Unif・mth伽・ssdi・k
一一一一 @0ptimum rimne（l dislく

O．O

O．2 0．4 α6   α8rル ↑O

図3．39 平均応力（σ。）舵㎝の分布
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㌔

｛ペ

ポ．

一

く

（a） 原形モデル           （b） 最適形状モデル

        図3．40 破壊瞬間写真

よるこの平均応力（o、），。㎝の分布を示した図3．39に注目すると。（σ・）冊㎝が最大とな

るのは原形モデルではr／b＝O．2すなわち内周であり．一方最適形状モデルではr／b＝O．

4付近である．またその位置がき裂発生箇所であり，最適形状モデルでは最大主応力説による

位置と大きく異なる、

 さて，実際の破壊は図3．40（a）， （b）の破壊瞬間写真の一例に示すように、原形モ

デルではほぼ内周で，また最適形状モデルではr／b；O．4付近でそれぞれ接線方向にき裂が

進展している．この点からもσ。が支配的な回転円板の破壊はここに提案した平均応力説に従

うと言えよう．

 以上の結果より．本手法によって決定した軸対称最適形状の強度的優位性が実験的にも確認

できた、しかし．本手法はそもそも自由境界上の応力分布の均一化を目的としたものであり，

上述のリム付き回転円板の例のように破壊が断面の平均応力に依存して生ずる問題では．設計

境界の応力分布の均一化よりも平均応力分布の均一化を図ることが．より厳密な最適形状を決

定する上で必要となってくる．

一72一



315 結 言

 本章では，物体力場における2次元物体および3次元轍対称体の形状最適化手法として，尾

田によって提示された2次元応力場の要素パターン変換法および第2章に述べた軸対称応力場

の要素パターン変換法の拡張，適用を図った．すなわち，物体力場専用の効果的なパターン変

換法を提示し，それを有限要素法に組み込んだ場合の理論的妥当性を明らかにした．

 次に物体力として自重あるいは遠心力が作用する場合の平等強さの形状決定商題に適用し，

その解への収束性および有効性を確認した、さらに本手法をスポーク付き回転円板およびリム

付き回転円板の実用的設計例に対しても適用し，その結果求まった形状の強度的優位性を回転

破壊試験によって実験的に確認した．
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第4章 要素パターン変換法による複合体の

形状最適化法

4，！ 序 言

 接着継手をはじめとする機械要素や複合材料の生地租繊と第2相対などに見られる2種類以

上の材料で構成される複合弾性体は，弾性係数およびポアソン比の相違によってその接合境界

に応力集中を生じ易く，境界の接着強度が十分強い場合にはその応力集中が破壊を引き起こす

ことが多い、したがって，境界形状の最適化問題は強度設計あるいは材料設計の立場からも重

要な課題である．

 そこで本章では，2次元応力場における複合体の完全接着された接合境界の接線方向の垂直

応力分布が境界形状決定の支配的要因である間懸．すなわち接線応力分布の局部的な応力集中

を緩和することによって複合体の強度の向上が期待できる問題を対象とし，尾田が提示した2

次元問題に対する要素パターン変換法〈27〉を拡張した複合体の最適境界形状決定の簡便な

手法を提示し，それを有限要素法に組み入れた場合の妥当性を理論的に検討する．さらに本手

法を2軸の引張り応力を受ける長方形板中に存在する介在物の最適形状決定問題に適用して、

その有効性を検討した結果について示す．

4．2 複合体の要素パターン変換法

 4．2．1 パターン変換法の概念
                          行  A ρ。
 2種類の材料で構成される複合体の設計モデ
ルを図。．ユに示すすなわぢ設計条件によ（

@   ε
って荷重および変位拘東条件が与えられた場合

に，異種材料1，1からなる各領域Ω1，Ω。の  nl ・1・車1一：

体積一定あるいは接合境界での設計応カー走の

制約条件の！lで境界に生ず1最大接線応力、・4二機1

を最小化あるいはその応力分布を均一化するよ       B

うな接合境界A～Bの形状決定問題を考える．   図4，1 複合体の設計モデル
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n1
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ｿ1α
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11’d1111義

↓
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�P11艇11  ε→
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↓

f丹

↓

9

（a）               （b）

 図4，2 長方形要素のパターン変換

 この問題に対し，要素パターン変換法による形状最適化手法を拡張するとすれば，形状修正

操作の具体的方法として複合体独自の要素パターン変換法を確立する必要がある．簡単のため

図4．2（a）に示すような接合境界に沿って，しかもその境界を含む寸法αx bく単位板

厚）の2次元長方形要素を取り出して、その要素応力の修正を目的とするパターン変換法を考

える．両領域の横弾性係数をG1，G2、ポアソン比をリ1，リ2とし，揮界の法線および接線方

向に局部座標（S，士）をとる．各領域の応力およびひずみ成分をσ・1・σ出τ・1いε・1・

εh，γ州（i＝1，2，以後本章では添字｛は同様）とすると，境界上で

σsl＝σs2 ， τsf1＝τst2 ， εt一＝εt2 ．

一方，応力とひずみの関係より

          l       1
    2G｛εt｛＝一（’（｛一3）σs｛十一（κ｛十1）σh
          4       4

ここにκ｛は

■（：lll；／（、…）1；ll二；，

とする．よって完全接着の条件よりσ。1＝os2二σ。㎜と記すと，式（4，1）．（4．

σt2＝ψ1σsn＋ψ2σt l

（4，i）

（4．2）

2）より

（4．3．α）
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ここに

11丈デ（「一）
   Gリ（2＋1

そこで図4，2（a）に示すように両材料の幅をα1d，α2α（ただしα1＋α2＝i）とし，境

界接線方向にρf，法線方向にρ。なる一様外力を受けているとすると

       一ψ一α2σsm＋σt刊     ψ一α一σs柵牛ψ2σt皿

    σtl＝       ， σt2＝                 （44）
        α1＋ψ2α2       α1＋ψ2α2

ここにσSm，σt㎜はそれぞれ

        ρ。            pt
    σs冊＝一 ， σtm＝α1σ土1＋α2σt2＝一 ．                （4．5）

        b              α

 そこで要素応力σt1の修正を目的として，図4．2（b）に示すようにα1→ξ1α1・α2→

ξ2α2（ただし，ξ1α1＋ξ2α2＝1）とする境界法線方向のパターン変換を実施し，その要素応

力の修j1E目標とする基準応力との関係から変換係数ξ1あるいはξ2を決定する．外力条件を

不変として，図4．2（b）の要素に生ずる接線応力σt、，σtちは式（4，4）の61，α2に

ξ1α1，ξ2α2を代入して

     ＊  一ψ1ξ2α2σ舳十σt藺   十 ψ1ξ1α1σs冊十ψ2σt冊
    σt1＝         ， σt2＝         、     （4．6）
        ξ1α1＋ψ2ξ2α2    ξ1α1＋ψ2ξ2α2

そこでたとえば Ω1の接線応力の修正を目的とする場合には，σtl／σt吉＝β1とおいてξ2α2

＝1一ξ1α1であることを考慮すると式（4．4）， （4．．6）の第1式より

      ユ ψ一｛α1β1一ψ2α2（ユーβ1）｝σs㎜十（ψ2一α1β1一ψ2α2β1）σ’m
   ξ1＝                            （47）

α1 ψ1｛α一β一十α2一ψ2α2（1一β1）｝σs柵一（1一ψ2）σtm

したがって式（4．7）で求まる変換係数を用いてパターン変換を実施して境界を移動すれば

σt吉＝σtl／βiとすることが可能で亭り，そのときσ差は次式のように変化する．

     。    1   σ土2
    σ｛2＝ψ1（1■■）σs冊十’                      （4．8）
           β一   β1

一方，Ω2の接線応力に注目すれば同様に変換係数ξ2を決定できるが，σt1，σt2の両応力

を同時に目標とする異なった基準応力に近づけるパターン変換を実施することはできない．た

だし，接線応力が支配的な応力場において特にρ∫＜＜Ptであれば，式（4．8）よりその変
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化は同率となる．よってΩ一，Ω2の接線応力を

同時に均一化できる可能性は存在する．

 4・。2・2 有限要素法の応用                     3  ！

 次に上述のパターン変換法を有限要素法に適                ！s

周することを考える．まず図4．！に示すよう

に接合境界A～Bに沿って設計領域ΩF，，一ΩF2                   ミ

をとり，境界をはさんで対をなすよう3角形要

素に分割する．そしてその任意の1対の要素に

対して前述のパターン変換を実施した場合の要  図4．3 境界上で対をなす3角形要素

素応力の変化について考察する．

 図4．3に示すようナよ境界をはさんだ1対の任意の要素を考えると，領域Ω1，Ω2の要素

①，⑨（3節点をそれぞれ1，2，3とする）の応力σ1二（・、i，oti，τ、ti）τは，節点変位

をd｛＝（d，1，dt1，d，2，dt2，d，3，d｛3）｛τとして式（2．5）同様に次式で与えられる．

    σ｛＝D｛B｛d｛

ここにD1は応力一ひずみマトリックスであり・G1・κ1を用いて表やすと

吋、1ギ∵1

（4．9）

（4．10）

’方，B｛はひずみ一変位マトリックスであり，3角形定ひずみ要素に対しては各要素面積を

んとして式（3．1－4）同様次式で与えられる．

吋「∵ll：∵ （4．ll．α）

ただし、b｛1，b｛2，b｛3および。｛1，ci2，c｛3は3節点の局部座標値（s｛ゴ，t｛え）（ゴ＝1，2，

3）から

l1111111111，llllll，llllllll，！一）
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C2FS23■S22・C22＝S2にS23・C23＝S22－S21」

として与えられるものである、

 さて図4．3に示すように境界辺を底辺とする各要素の高さを～，片し2とし

れ｛／（h1＋h2）＝αi

とおくと

    c｛ゴ＝α｛cj                              （4．12）

とおける．ただしCゴ＝Cり十C25，α一十α2＝1とする、一方，’各要素の等価節点外力を一P｛：

（ρ、1，ρt1，ρ、2，ρ芒2，P，3，ρt3）｛τとすると要素の岡雌方程式は

P｛＝κ｛d｛ （4．13）

と表わせる．・ここに均一は要素の剛性マトリックスであり，κ｛＝ん士。 B｛τD｛B｛（±oは

平面応力の場合は板厚，平面ひずみの場合±o±1とする）で与えられる．そこで式（4，9）

を式（4．13）に代入し，和をとると次のような節点カと応力の関係式が得られる．

Pl＋P2＝A1土0B1τσけA2土082Tσ2 （4．14）

 そこで要素の接線応力の修正を目的とする強度的パターン変換法として，前述の長方形要素

同様に境界法線方向に

～→ξ｛ ξ一α1＋一 ﾌ2α2＝一 （4．15）

なる変換を適用すると，式（4．！1）のひずみ一変位マトリックスは各要素面積がξ｛A｛・と

なることおよび式（4．12）を考慮して

         l
    B、‡＝   X
       2ξ｛λ一｛一

し∵∴÷∴∵一
と変化する．よって式（4． 14）より節点力と応力の関係式は
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    戸1＊十P2‡ ＝ ξ1A l±0B†Tσ1‡十ξ2λ2土。 B萎τσ2＊         （4．17）

となる、今，Ω1，Ω2の外力条件を不変として，境界要素のパターン変換量を次式が成立する

程度の範囲に限定して実施するものとする．

    P一十ρ2≒P1＊十Pダ                    （4．18）

また近似的に式（4．1）および式（4．3）が成立するものとして

    σ2 ＝ ψσ一，σ2＊＝ψσ一＊．                     （4．19）

と表わし，式（4．14）， （4．17）を式（4．18）に代入すると

     （ん81T＋A2B2丁四）σ一＝（ξ1A－Bギ十ξ2A2B参τΨ）σ1＊     （4．20．α）

ただし

1・ u1きll （4．20．b）

                      ‡式（4．20．a）一に前方よりB1を掛けてσ1について解くと

    σ1＊二（ξ1AI別B†T＋ξ2ム2BlB菱丁四）■1

         ×（A l B1Blτ十A2Bl B2～）σi            （4．2i）

そこで式（4．11）， （4．16）を用いて式（4．21）を具体的に計算する．まず

                    l
    A181B1τ十λ2B1B2～二一・
                    4λ1

  L                    O                             ．S。｛        8㍑

      ψ1α1α2S。。                α1（α1＋ψ2α2）Sss α1（・Ss七十Sts）                                     （4．22．α）

    （α1＋ψ1α2）Sst＋αlSts （α1＋ψ2α2）Ss亡                            αiS。。十S射

ただし

        3    ．             3

    S士、一Σb15（b1片b．5），S、、一Σεj2，

        上1               戸1
        3          3                  （4・22・b）

    S、、一一ΣbI馬，St、一Σ6。馬．

        …          戸1
一方，
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                        1
    ξ｛BlBlτ・ξ・A・BlB1τΨr一・
                       4A－

         Sれ         O        ．S．t

      ψIξ2α1α2Sss    α1（ξ1α1＋ψ2ξ2α2）・Sss  α1（Sst＋Sts）

    （α1＋ψ一ξ2α2）S．t＋αlSt。 （ξ1αけψ2ξ2α2）S．t αlS。。十Sれ

                                      （4．23）

これの逆行列は式（4．12），（4 15）の付帯条件を考慮すると，

                          4A1
    （ξ一λ181B†↑・ξ2A2B1助丁ψ）一1＝一・
                          △

   α1（ξ1α1＋ψ2ξ2α2）／8。。（αlS。。十Stt）一S．t（8。汁St。）／ド

 α12（。S，t＋St、）2一ψ1ξ2α1α2｛S、、（α18、、十Sけ）一8，t（8，t＋。St、）｝

                        、

        一α12（ξ一α1＋ψ2ξ2α2）S、、（S，t＋8t、）

        （ξ1α1＋ψ2ξ2α2）8、葦

（α一。Sss＋Sれ）Sけ一｛（α1＋ψ一ξ2α2）。Ss〆α18ts｝Sst

      ・一（ξ一α1＋ψ2ξ2α2）SstS圭芒

…篶1三べ
ここ；こ

   △＝α1（ξ1α1・ψ2ξ2α2）（α18、、・S士f）（S、、SザS、至一S、。＆、）

式（4．2．2），（4．24）を式（4，21）に代入して整理すると，結局

            1       0－    O

     ＊  ψ1（ξ1－1）α1   α1＋ψ2α2
    σ1＝               O  σ1
         ξ1α1＋ψ2ξ2α2 ξ1α1＋ψ2ξ2α2

            0       0     1

（4．24．α5

（4．24．b）

（4．25）
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となり，σ亡1／σ舗＝β1とおいてξ1について解くと式（4．7）に一致する、したがって、

3角形定ひずみ要素に対しても前述の長方形要素と同様のパターン変換が有効である．

 以上のことより．境界の対をなす要素群に対し式（4 7）に従ってパターン変換を実施し．

それを境界上の節点移動ヘクトル量に換算して形状修正を実施する前章までに述べた手法を踏

襲すれば接線応力分布の修正が可能である．ただし，設計問題を設定する際に両物体の材料強

度と実際に生ずる応力水準とを比較して，注目すべき領域を前もって選択する必要がある．

4．3 設計例と考察

 4．2節で述べた複合弾性体の最適な接合境界形状決定手法の有効性を確認するため，基本

的な例題として2軸応力場下での長方形板中に存在する介在物の最適形状の決定を試み，無限

板中のだ円形介在物の弾性解〈69〉と比較する．

 基本原形として図4．4に示すように直径dの円形介在物を有する幅Wの長方形板（d／

W＝O．4）が，リ軸方向に2σo，工軸方向にσoの一様引張り応力を受けるモデルを採用し

H l f
f／2α

川H
一 “

一
ξ．ハ

B ｛q
一

原 ｛
一

嚢妻葦、

｛

一

’・≡11妻111≡
＝9：11妻1111≡…

“
一 産 、
一 ｛

〃

川1 川1
図4．4 解析モデル基本原形

代

x

ノ

鴫、 ，，

n1

0Ω。雌α、1

図4，5 要素分割

一
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た、長方形板を領域Ω1，円形介在物を

領域Ω2として，母材Ω1より介在物      ＼  37
                     1．5    ＼、  30
Ω2の剛性が小さいモデルを取り上げた．       ’、 23
                           、
具体的な数億例として縦弾性係数の比 ミ

E2／亙1：0．1，ポアソン比リ1＝リ2＝0． N

                                  Ω1
3とした．そしてΩ2の体積一定の条件   1．0
                      8

の下で介在物の最適形状の決定を試みた、

解析は平面応力状態とし，モデルの対称
                              一
                              、性によりユ／4領域について実施したが，          1
                              ．、      17
図4，5に採用した基本原形における要 α5 Ω・ l
                               1     11

素分割を示す．基本原形では後出の図4，
                               1       5

8に示すように領域Ω1の境界接線応力    ’1  η言O
σtlが支配的であり・しかも不均一な分  00              A
                      00      α5      1．O
布を示していることから，σtlに注目し            2x〃

てパターン変換量を決定した．要素パタ     図4．6  形状変化週程

一ン変換を実施する設計領域ΩF1，ΩF2

を境界A～Bに沿って図4．5のドット領域で示すようにとり，基準応力として設計領域ΩF1

での接線応力の平均値を採用した．

 さて．図4．6は繰り返し数n＝37回までの形状変化過程を示す．これより介在物は安定

な形状変化を示しており，基本原形の円形からリ軸方向に徐々に偏平化し．n＝37では長短

軸比b／α＝2．38のほぼ完全はだ円形状となっている．なお同図中に破線で示した形状は，

無限平板中に存在する介在物の最適形状、すなわちb／α＝2．57のだ円である（詳細は付録

II参照）．これよりn＝37の形状は無限板中の理論形状よりも若干円に近いだ円形状となっ

ている．次に図4．7に境界での接線応力0tl・ot2の最大，最小応力比の変化過程を示す、

Ω1での応力比σt1・oエ／σt1冊｛・に注目すると一η二0→37で5，81→1．35と減少し

ている．同様にΩ2の応力比も2．38→1．04と同時に均一化されている．これらのこと

ぽ境界上での接線応力σ出σt2および法線応力σ。の分布の変化を示した図4．8からいっ

そう明らかである．また，同図には破線で無限板の理論値も示した、なお，境界に沿って生ず

るせん断応力τ。tは原形モデルにおいてさえもσ出σt2，σ。に比較してきわめて小さく，ま

たn＝37の形状ではτ。t≒0となっている．

 以上の結果より，n二37の形状では境界の接線応力のみならず法線応力分布の均一化も図
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図4．7最大広カ，最小応力およびその比の変化

られており，十分最適形状に近いものと言える．

4，4 結 言

 本章では，完全接着された複合弾性体の接合境界の形状最適化問題に対し，境界をはさんで

対をなす要素のパターン変換法を利用して境界接線応力分布の均一な形状の決定手法を提示し

た．そして，それを長方形板中に存在する介在物の形状決定問題に適用した結果，無限板中の

だ円形介在物の解と比較的良い一致を示すことが明らかとなり，本手法の有効性が確認できた、

 なお，本章の手法は前章までの議論の対象とした自由境界の形状最適化手法と組み合せた場

合，実用上重要となる自由境界と接合境界の共存するような複雑な問題に対しても有効な手法

となり得ると考える．
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第5章 材質変化法を利用した多連結形状の創成法

5．1 序 言

 本章では．強度的な最適形状が連続体内部に空域を持った形状いわゆる多連結物体の最適形

状決定問題を考える、前章までに述べた要素パターン変換法を始めとして，現在までに提案さ

れている連続体の一般的な形状最適化法〈27〉～〈36〉は，基本的にはまず設計の原形モ

デルを仮定し，有限要素法等により応力分布，ひずみエネルギ分布等を求め，種々の形状最適

化の原理あるいは数理計画法を導入して形状を修正するという操作を繰り返して，逐次最適解

に近づける手法がとられる、したがって，基本原形を設定する時点で形状変化の自由度を減少

させ，対象物体をある形状に限定する危険性が伴う．つまり；基本原形として幾何学的に単純

な単連結の物体形状を設定することは容易であるが，たとえ複雑な多連結物体が強度的に有利

であっても与えられた単連結形状を修正するだけの従来の手法ではそのような多連結の最適解

を創成することは不可能である ところが設計条件によっては最適形状が物体内部に空域を有

する多連結形状となる場合のあることは，ダム等の実際構造物の例に見られるように我々のよ

く知るところである．したがって，このような問題に対し，基本原形設定時より最適解へ至る

過程で偶然性を伴うことなしに多連結の形状を創成することが可能であれば，きわめて有用で

ある．

 そこで本章では上述の観点に立つ手法として，要素パターン変換法による形状最適化法と従

来から利用されてきた剛性あるいは板厚変化法〈40〉，〈41〉，いわゆる材質変化法（2

次元問題における板厚分布も材質分布の一種と見なす）を結合した手法（手法I）および材質

変化法から直接形状修正ベクトルを決定する手法（手法II）を提示する．そして，その2つの

手法を一様荷重を受ける社あるいはフレームの補強リブの形状決定問題等に適用し，2手法の

特徴と優劣を検討した結果について示す．

5．2．材質変化法

 従来から知られている2次元問題における板厚変化法は，厚さ分布を設計変数とする最大剛

性設計および全応力設計（物体内応力分布の均一化を図る一様応力設計）に対する直接的手法
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としてしばしば利用されている〈40〉．

〈41〉、特に全応力設計問題では，有

限要素法によって応力分布を求め，各要

素の相当応力値σjと基準応力σoの比

に応じて板厚士5を増減させる方法，い

わゆる応力比法を繰り返すことによって

最終的に応力分布が一様となる最適板厚

分布を容易に決定することが可能である．

また同様の手法が剛性分布あるいは物体

力場での材料密度分布等を設計変数にと

った場合にも適用可能である．すなわち，

繰り返しの第だろテップにおける板厚，

1

県

O

（X5，地

（伯，

ρ

ρ

ノ（似）

ノ

    ろ

  （狛．乃）

（巧，乃）

      （刈、ノ）

図5．1 6節点材質変化要素

剛性など，いわゆる材料特性値を無次元化した量を芦ゴ（k），策た斗1ステップでのそれを島

（k÷1）とすると

    責j（k＋1）一11…（Rゴ（kLl）／芦ゴ（k）   ．．  （5．1）

によって各有限要素の材料特性値を修正し，それを解析物体の最大暴小応力比が1年収東す

るまで繰り返すものである．なお，上式中のCOは収束係数であり，一般に

    O．5≦co≦1                      （5．2）

の値を通常用いる1また～（k）は板厚変化法では言j（k）／σ。，剛性変化法では。。／石ゴ（k）と

する、

 さて，後述するように材質変化法による最適材料特性分布から形状修正ヘクトルを直接決定

する手法IIでは，特にその最適材料特性分布をより正確に把握する必要がある．そこで手法II

では図5．1に示すように，要素の応力および材料特性を線形分布させた6節点3角形要素を

用いる．すなわち，無次元化された材料特性分布芦j（エ，リ）を次式で仮定する．

    Pj（T，リ） ＝ α1 ＋ α2工 十 α3リ                 （5．3）

ここにα1，α2，α3は要素ゴの3頂点の座標値（エ｛，リ｛）および材料特性値責｛（｛＝1，3，

5）から定まる定数である、またpゴ（エ，リ）は具体的に板厚変化法では±（エ，リ）／士。，岡岨

性変化法では圧（エ，リ）／EO（亡O，亙Oはそれぞれ設計物体の板厚および縦弾性係数）とする．
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また有限要素法の定式化において、式（5．3）を考慮して要素岡1腱マトリックスκj・を次式

によって算出する．

κ1一 辜ﾕ・・バ・5j（州・・j
（5．4）

ここにBゴは要素ゴのひずみ一変位マトリックス，Doは縦弾性係数をEOとしたときの応力

一ひずみマトリックスであり，積分は要素全域にわたる面積々分とする．その他の定式化につ

いては従来の有限要素法と同様である〈1〉．こうして与えられた特性分布P（工，リ）に対す

る応力分布が決定されれば，要素の頂点を構成する各節点｛に対して式（5．1）を適用して

その特性値p｛を修正する．この操作を繰り返せは，3角形定ひずみ要素同様与えられた形状

に対する最適材料特性分布を決定することが可能である．

5．3 多連結形状創成手法

 5．3，1 多連結物体創成の可能性

 図5．2に示すようにSc上での変位拘東や荷重条件を一定として設計物体Ω内に生ずる

応力分布をできるだけ均一にすること，いわゆる平等強さの形状あるいはそれに最も近い形状

を，多連結形状も含めた許容形状の中から選ぶことが本章の目的である．繰り返し法を基本と

する形状最適化法では，その最初のステップとして設計条件を満足する基本原形ΩOを設定す

る必要があり，そのΩoとしてどのような形状を選択しても良い．しかし実際上，内部に空域

を有する複雑な多連結形状を想定するより、も，単純な単連結形状を採用する方が容易であり，

A   S・
D

       Ω

⊂りま
B S． C

図5．2 荷重変位拘東される連続体   5．3 単連結物体の最適形状Ω、。pt
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またそれが普通である．そのようにして与えられナこ境界形状を修正して得られる最適解を図5．

3に示すΩ。。ptとすると，その内部の任意の1点Mの応力がそれを囲む任意の経路。上のどの

位置の応力よりも常に小さくなる場合がある、そのときM点を含むある領域を空域とするζと

によって，Ωの重量を減少させ．全域の応力分布をより均一化することが可能となる．ある

いは空域分だけ外部設計境界SFを拡大することによって，重量一定条件の下にΩ内部の応

力を単連結物体より低い応力値で均一化させることも可能である．

 しかし．内部に空域を作ることによって新たな応力分布の再配分を生じ，その変化は特に空

域近傍で激しいから，空域の設定についてその位置や大きさを決めるには高度な判断が必要で

ある．さらに重量一定の設計条件下では，空域設定によって生ずる体積の減少を外部のSFの

拡大によって補うように形状修正を実施しなければならない．それらの要求を満足する具体的

な手法として，前述の材質変化法を利用した2つの手法を次に提示する．

 5．3，2 手法I

 第1の手法は，基本的には要素パターン変換法と材質変化法を交互に繰り返すものである．

つまり．与えられた形状の修正を要素パターン変換法によって行ない，多連結化のための空域

創成を材質変化法より得られる最適材料特性分布を用いて実施するものである．その具体的な

設計手順を図5．4に示す．すなわち、

（i） スナッブI   まず設計制約条件を満たす単連結の基本原形Ω。oを設定し，これに

  要素パターン変換法を適用して単連結物体としての最適形状Ω。Optを求める。こうして得

  られるΩ。？pし二では形状変更可能な設計境界中付近においてほとんど応力分布は均一化さ

  れているが，物体内部において図5．3のような現象の生ずることがある．よってその応

  力分布の等応力線図を求め，それより図5．3のM点のような部分の有無を判定し，多連

  結化め可能性のあるモデルのみが次のステップヘ違む

（ii） ステップII  ステップIによって多連結物体への可能性が判定されると，既に得

  られているΩ、6ptをこのステップでの新しい原形6，Oとしてこれに材質変化法を適用し，

  6，oの幾何学的境界形状不変の下で．内部に生ずる応力を均’にする板厚分布や剛性分布

  を求める．設計対象が2次元物体の場合は板厚変化法を，3次元物体の場合は剛性変化法

  を用いると良い．得られた結果より等厚さ線図などいわゆる最適な材料特性分布図を描き，

  6、。ptのどの部分にどの程度の空域を作るべきかを判断する、そして特栓値の等高線に沿

  って，ある板厚以下の領域あるいは剛性佑がある値以上の領域を切り取ればよい．このよ

  うにすれぱ空域の形状や大きさが応力集中効：果と関連して定量的に決定できることになる、
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  ただし，このとき作るべき領域など

  が非常に小さなものとなれば，実際

  問題として空域創成による不利益

  （加工貿用など）から多連結化を中

  上してもよい．

（iil） ステップIII   ステップIIの

  6、。ptから決定した多連結物体とし

  ての原形Ωmoは，空域を設けたこと

  によって当然最初の設計条件のうち

  の重量に関する条件を満足しないし，

  また応力分布の不均一性を新しく生

  ずる、そこでΩS．ptにおける外部設

  計境界と空域を作ったことによって

  形成された内部設計境界をSFとし

  て，Ωmoに要素パターン変換法を再

  び適用し，設計条件を満足する多連

  結物体としての最適形状Ωm．p七を求

  める．このようにして得られたΩ㎜pt

   について再び判定を行ない，さら

  に高次の多連結化の可能性の有無を

  判断する．そして必要に応じてステ

  ップIL肛Iを繰り返せば，最終的に

  多連結の最適形状を決定することが

  可能である．

 以上述べたように，要素パターン変換

法と従来形状決定法とは無縁のものとし

て扱われてきた材質変化法とを併用すれ

ば、単連結の基本原形から出発して任意

性や偶然性を伴うことなしに最適な多連

結物体を創成することが可能となる．
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図5．4 多連結最適形状の決定ルーチン

     （手法I）
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図5．5 設計モーテル原形

 5．3．3 手法II

 次に第2の手法として．材質

変化法による最適材料特性分布

を直接形状修正ベクートルの決定

に応用した形状最適化手法を提

示する．図5．5に示す2次元

物体の設計モデルΩ。oに対し，

その形状を不変のまま板厚変化

法を適用して求まった最適板厚

分布を仮に図5，6としよう．

その時，同図より板厚のきわめ

て薄い部分は切り取り，逆に厚

い部分は形状を拡大すれば応力

分布をより均一なものに修正で

きることは容易に理解できる．

よってこの場合，設計境界での

形状修正ヘクトルの方向と大き

さを一意的に決定し，しかも空

域を自動的に創成する具体的な

図5．6 Ω。oの最適材料特性分布

S T A R T

Assumption of
origina1shape

Stress己na1ysis

udgment of
stress distributio

1）eterminaセi◎n  Of

oPti㎜um distribution
of㎜ateria1 proPe】＝ties

ossibi1ity o
mu1セip1e connected

body

Creation of
b1ank area

Caユ。u1ation  of δむ乞帥dchanqeofshape

Determination of optimum shape

S T O P

図5．7 多連結最適形状決定ルーチン（手法II）
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手法が重要となる．そこで図5．7のフローチャートに示すような形状修正手順による手法を

考案した．すなわち，

（i） ステップI   設計制約条件を満たす基本原形を設定し，それに対して材質変化法

  を適用して最適材料特性分布を求める．

（ii） ステップII  形状修正を実施すべき節点を選択する．これには設計境界SF上の

  節点および図5．6のM点のごとく空域の創成の必要のある節点を含める．

（iii） ステップIII  スナッブIIで選択された節点乞における形状修正ベクトルδ則を決

  足する。その形状修正ベクトルの方向は応力分布の均一化に最も効果的な各節点での材質

  分布の最大傾斜g。｛の方向に取る．さらに、ベクトルの大きさを次式によって与える．

    δ工、一（坐）一1δ芦、一P・一・・      （5．5）
         ∂工｛     9冊｛

  ここにPO．は設計条件によっ

て与えられる無次元化された

基準の特性値とする．したが

って上式は（prpO）の符号

に応じて形状を拡大，縮小す

ることになる．なお，最大勾

配g冊｛の大きさと方向は次の

ようにして近似的に決定する．

まず図5．8に示すような境

界上の典型的な節点iがその

回りをエ個の節点（図中のθ

印の節点）に取り囲まれてい

るとする．そのとき6節点要

素による材質変化法によって

各節点での材料特性値が与え

｛一1

     gψ

くt．

9。一6●L）％
    へ

図5．8 最大傾斜の決定法

4＋1

”

られるから，その差として取り囲む各節点方向の勾配gゴを求める．その勾配gゴは直交

座標系（エ・リ）のエ・リ軸方向の勾配をgエ・gUとすれば

9ゴ＝9TCOSθj＋9uSinθゴ （ゴ＝1，・   ，エ） （5．6）
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で与えられる．ここにθjは取り囲む各節点方向とエ軸とのなす色とする．したがって最

小二乗法によって式（5．6）よりgエ，g割を決定すれば最大傾斜の方向θ冊｛は次式に

よって求まる．

θ、1－t・・一1（qリ／9王） （5．7）

  さらに式（5．7）で求まったθ、｛を式（5．6）に代入すれば最大勾配g、｛を決定でき

  る．

 （iv） ステップIV  式（5．

  5）で与えられるベクトル量に従

  ってSF上の節点を移動して形状

  を修正し，新しい形状を創成する．

  なお，図5．6のM点に相当する         、ミミ……ミ111……1……11ミ萎…ミ…．

                                 t

  クトル量に従って図5．9に示す          B1ank area一

  ように取り囲むすべての節点の方

  向に節点を設けて空域を創成する。      図5．9 空域g自動創成

  そして空域近傍の3角形要素から

  生じた4角形領域を対角線で2分して要素再分割を自動的に行なう．

（v）一スナッブV   新しく求まった形状に対し、改めて材料特性値を一定とした場合の

  応力分布を有限要素法によって求める．

 以上述べた手順（i）～（V）を収東条件が満足されるまで繰り返せば，最適材料特性分布

から簡単にしかも合理的に形状修正ベクトルを決定でき，・そして最終的に最適な形状を決定す

ることが可能となる．さらに，設計物体の多連結化も自動的に行なうことができる．なお式

（5．5）における基準の特性値poの設定は，要素パターン変換法における基準応力。oと

同様の方法を採用する．すなわち，設計応力一定の問題では設計条件によって与えられる特性

値をそのまま用いれば良いが，体積一定の問題ではpOの設定に依存して体積が増減するため，

数値的求根法によって体積を一定に保つPOを一意的に決定する必要がある．

5．4 設計例と手法の比較
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 前節に述べた2つの手法の有

効性を検討するために、手法I

をL型フレームの補強リフおよ

び一様荷重を受ける下型柱の形

状決定に適用した．一方，手法

IIは水圧を受ける長方形柱と手

法I同様の下型柱の設計例に対

して適用した．そしてそれらの

数値結果から，2つの手法の特

徴を考察する．

“1

－o

「1

ﾉ・、、、、、＼「2、 、 、 、

a2 “‘

h1

                   図5．10 一般のL型フレーム形状

 5．4．1 L型フレームの

補強リブ

 まず手法Iに対する設計例として従来より構造物設計の上で問題となっている交差フレーム

h

B
ω’

A
a

’

D

 反

（ h

）1

t

t一

図5．11 設計モデル
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部材の補強リブの形状決定問題を取り上げた．そもそも補強リフの目的は，フレーム材の剛性

を保ち相互変位を抑止することと，すみ内部に生ずる応力集中の緩和を図ることにあるが，そ

の適切な形状を見い出すことはかなり困難な問題である．これに対し，西岡らは既に光弾性実

験によって図5．10に示すようなL型フレームの3角形および台形補強リブの種々のパラメ

ータを変えて，その応力集中係数を調べ系統的な設計資料を与えている《71》～《74》、

しかしこれまでの研究ではその形状決定が図5，10に示すようなα1，α2，”一やフレーム部

材との接続部の曲率半径n，r2などのかなり制約された形状因子に限られているため，得ら

れた形状も強度的に最適なものとは言いがたい，そこでここでは設計制約条件をリブの板厚と

重量あるいは設計応力など最小限にとどめ，自由度の多い条件の下での形状決定を試みた、

 具体的な設計例として図5．11に示すような曲げモーメントMを受ける長方形断面の部

材からなるL型フレームを考える．これを補強するのに最も自然に想定されるものとして2等

辺3角形リブを考え，これをΩ。Oとした．ここで直交するフレーム部材の高さをん，板厚を

±oとし，リブの等辺の長さをα，板厚を亡1として、α／れ＝2．O，土1／±o＝O．25のモデル

とする．Ω。oに生ずる応力状態を有限要素を用いて解析し，その結果得られた最大主応力01

の等応力線図を図5．！2に示す．図申の数値は曲げモーメント〃によってリブのない部分

のフレーム部材の外縁に生ずる曲げ応力。o・・6万／±Oれ2で無次元化した値である．これよりリ

ブのすみ内部A点にσoの2倍以上の応力集中が生じている．これを鐸和するためフレーム部

材の形状および両部材の板厚亡。，士1を不変として，補強リブの形状を最適化した．

 図5．13はΩ。oの要素分割と設計領域ΩFを示丈同図のΩFの要素群に対し，主応力方

向のパターン変換を実施して，リブの面積α2／2を一定に保ちながら応力集中の最も少ない

O．6

O．8

O．1

O．2

o．4 O一／6。＝1．0

    1．2

     1．4
      1．6
      1．8
     oI皿a＾／σ・12，09

／

図5．12 Ω、oの等応力線図一
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図5．13 Ω。oの要素分割

形状を求めた．図5．14はその形状変化過程を示すが，特にA点部付近のリブ形状を2次曲

線で最小二乗近似して得られたものである．これよりA点部付近は張り出し，逆に応力集中の

ないB点部付近は削除され、全体に境界A Bは円弧状に変化している．繰り返し数n＝・14で

最大主応力はほとんど減少しなくなったのでここで計算を停止し，この形状をΩ、。ptとした．

次にこのΩ。optに対する最大主応力σ1の等応力線図（図5．！5）を求めると，予想される

ようにC点部に多連結化の可能性を確認することができる．そこで空域を定量的に決めるため

にΩ。。ptの形状を不変としてリブ全域での最大主応力が一様で，σoに等しくなる最適板厚分

布を図5．16のように求めた．そこで板厚の非常に薄い亡／±o≦O．一の領域を空域とする

ことによって2連結物体としての基本原形Ω皿。を決定した．ただし、この形状の面積はO．35

ω
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  14
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／
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0        20 40       60 80     1001
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図5．14 Ω。op七の決定過程
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図5．！7 Ω㎜oとその要素分割
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図5．18 Ω。optの決定過程

4α2となってΩ、。の70．8％に減少している．よってこの面積を目標値にもどすことと，

2連結化によって生じた応力分布の乱れを修正する目的で，図5．17のような要素分割を用

いて境界AB，E F部分の形状を要素パターン変換法によって決定した．図5．18にその形

状変化過程を示す．すなわち，空域を設けたことによって再び境界A Bの応力が増大するため

にABは成長し低応力域の境界E Fは削られて全体に寸法の大きなリブ形状Ω冊。ptに変化し

ている．ここで最大主応力はΩ㎜oのパターンでσ1，oエ／σo＝1．51であったものが Ω、。ptで

は1．17まで減少している。また図5．19にはΩmptの等応力線図を示すが，これよりさ

らに高次の多連結化の可能性は存在しないことが明らかなので，この形状を多連結最適形状と

した．この形状でのリブ面積はO．485α2とほぼΩ、oのそれに等しくなっている．さらに図

 ol／d・＝1・o直

。．：I8

／

／
、／   ・116

1．O
01皿a■／oo；1’16

 ム

O．4

／
O．2

図5，19 Ω。、。ptの等応力線図
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図5．21 各リブ形状とフレーム部材の変形状態の比較

5．20には単連結形状Ω、oからΩ。。ptに至るまでの主応力σ1の最大最小値の変化の状況

を示す、特に応力比σ1祠㎝／σ1冊｛。の変化に注目するとΩ。o→Ω。。ptで16．2→6．2に、

またΩmo→Ωmoptでは4・2→2．9まで減少している・これよりΩ㎜ptはΩ、。ptに比較して

最大値の減少こそあまり期待できないが，最小値が上昇していることから材料がかなり有効に

使用されていることがわかる、また図5．21にはΩ、o，Ω、。pt，Ωm．ptのフレーム部材の変形

状態を比較して示すが，これより多連結形状は単連結のものよりも変形が少なく，いわゆる強
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度のみならずフレーム部材の設計上重要なもう1つの目的である剛性の増大にも優れているこ

とが了解できる．

 5．4．2 水圧を受ける柱

 次に手法IIに対する基本的な設計例として図5．2

2に示すように水圧を受ける長方形柱を取り上げた．

材質変化法として板厚変化法，剛性変化法の両手法を

適用して形状決定を実施した結果を比較して示す．ま

ず設計モデルは高さエ，幅α．板厚±oの長方形板が

エ＝Oにおいて水圧p＝po（1一リ／王）を受けている

とする．またリ＝Oの支持境界における端効果．（固定

支持節点に生ずるσエの応力集中）を避けるため水圧

と等価なせん断応力τo＝po互／2αをリ＝Oの境界に
                                         “X
一様に負荷した．形状最適化の設計条件として体積一

定とし，応力評価の基準としてミーゼス説を採用した．  図5．22 水圧を受ける柱

またエ＝Oの負荷境界およびリ＝Oの支持境界の形状

を不変とし，エ＝αおよびリニユの境界をSrとして形状修正を実施した．原形モデルにおけ

るミーゼスの相当応力分布を図5．23に示すが，これより支持境界上の工＝Oおよび昨α

において激しい応力集中を生じている、

 まず基本原形の形状を不変として、板厚変化法および剛性変化法を適用し，原形モデルの最

適材料特性分布を求めた結果を示す．計算に際して体積一定条件に対応して次の制約条件を設

けた．

    ∫∫
       ～       P（工，リ）d工dリ＝αエ                 （5．8）

y

O

つ。
＞
二

）8
一

llα

ト

◎ “X

．／／

上式の積分はモデルΩ．の全域について行なうものとする．図5，24は両変化法によって求

まった最適特性分布を示すこれより両者の分布は対照的である．すなわち，板厚変化法では

高応力レベルの部分で板厚が増加して荷重分担を分散させて応力低下が図られているのに対し，

剛性変化法では高応力レベルの部分の剛性を低下させてその分担荷重を減少することによって

応力低下が図られている、

 次に両材質変化法による形状最適化の計算結果を示す．なお各ステップでの形状修正量とし

て，板厚変化法では式（5．5）で与えられる量の0．4倍の量を，また剛性変化法では0、
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（b） 剛性分布
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1倍の量をそれぞれ与えた．図5．25は解

析に用いた基本原形における要素分割を示す．

図5．26に両変化法による形状変化過程を

比較して示す、同図より初期の形状変化には

差異が認められるが，最終的に得られた形状

には大差がない．なお，同図中には次式で与

えられるはり理論による最適形状を破線で示

した．

  工、三α（1」）…（・．・）

     2     互

図5．27は両方法による全域Ωおよび設

計境界Srでの最大相当応力の変化過程を示

す．また図5．28には板厚変化法による最

終形状における等応力線図を示す．図5．2

3の分布と比較して十分応力分布の均一化が

i b
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    図5．
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図られていることが了解できる、

なお同図より本設計モデルでは

多連結化の可能性は存在しない．

 5．4．3 一様荷重を受け

る下型柱

 次に図5．29に示すような

高さ〃．幅〃の部分に一様

な分布荷重ρを受ける柱を考え

る．このような形状の柱は実際

高架道路などによく利用されて

いるものである．設計条件とし

て柱の負荷を受ける上端面およ

び支持部分の形状を不変とし，

体積一定の条件のもとで形状を

f y

P

W／2
・＝・．I■．

工

S，

、

0

P

図5．29 一様荷重を受ける柱Ω。oとその要素分割
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図5，30 Ω。oの等応力線図 図5．31 Ω。oの最適板厚分布
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図5．32 Ω、。ptの決定過程

最適化する．また弾性破損条件としてミーゼス説を用いる．図5．29は単連結物体として採

用した基本原形Ω。oを示しており，一様板厚を士。としてΩ。oの体積はO．6W砒。である．

また解析はモデルの対称性から1／2領域のみについて実施したが，図5．29は手法・Iに対

して採用した要素分割を示す．次に図5，30に基本原形Ωsoにおけるミーゼスの相当応力の

等高線図を示す これより基本原形は段付き部に激しい応力集中を生じており，一方中心線リ

軸上に応力分布の極小点Mが存在することがわかる．さらに図5．3ユは基本原形に対する等

厚さ線図を示すが，この図からも上述のことが裏付けられる．そこで2つの手法を適用して下

型柱の多連結最適形状の決定を行なった、

（1） 手法I  まず図5．29のΩ。oに対して同図に示すようにΩF，SFをとり，要素

パターン変換法を適用してその最適形状Ω。。ptを決定した．図5，32はそのパターンの変化

過程を示すもので， n＝l i回で形状はほぼ収束した．最大，最小応力の比はΩ。oで23．2

1であったものがπ：l lで2，28まで減少している．次に図5．4の判定1を行なうため

にΩ。。ptについての等応力線図5．33を求めた．これより明らかにM点近傍が全域で最も応
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図5．33 Ωsoptの等応力線図 図5．34 Ωs．ptの最適板厚分布
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力が低く、図5．3のそれに対応する

ことが確認できる．よってこの部分に

空域を設けることにする．そこで図5，

4のフローチャートに従い，Ω。optの

形状を変えないで全域の応力が一定

（Ω。。pヒの全要素応力の平均値を目標

値とする）となるような最適板厚分布

を求めた．図5．34はその等高線図

を示すが，これより板厚の薄い±／士。

≦0．65の部分を空域とする2連結

物体の原形Ω㎜oを決定した．図5．3

5はΩ。oの形状と採用した要素分割を

示す．全域の板厚を±Oとするとその

体積はO．56〃〃亡。となっており，

Ω。oの体積より約6．8％小さく，明

らかに体積一定の条件は満たされてい

ない．そこでこの基本原形Ω血。に対し

σ／ρ量

ユ．5

 1．6

1．8  1．9

1．7
    1．6

ユ．

…α・

    1．71．

   1．

1．7

ユ．8

ユ．9

2．3

1．フ

2．2

2．1

 2．O

，1；1

図5．37 Ωhoptの等応力線図

1．8

て再び要素パターン変換法による形状最適化を実施した．図5，35には設計領域ΩFをドッ

ト域で示すが，計算ではΩF域の応力分布を均一イビさせつつ，体積をもとの値に近づけるよう

に要素パターン変換の基準応力σαを設定した．図5．36はその形状変化過程を示すが，最

終的に得られたΩm．ptの体積はO．603W胱。となっており，Ωsoのそれにほぼ一致してい

る．また応力比はユ．90となっている．

 次にΩ㎜。ptの等応力線図を図5，37に示すカ、これよりまた新たにM’点部に低応力域が

生じていることが認められる．よってさらに高次の多連結化の可能性がうかがえるが，Ω。oか

らΩmoptに至るまでの応力変化を示．した図5．38からも了解できるように，M’点部に空域

を設けても全域での応力比の大幅な減少は期待できないので，ここ一で多連結化の計算を終了し

た．

（2） 手法II  手法Iと同様図5．29のモデルを基本原形とし、材質変化法として板

厚変化法を用いて式（5．5）で得られる形状修正ベクトル量の0．2倍の修正量を与えて形

状の最適化を図った．採用した要素分割は精度良い最適板厚分布を求めるため，図5．29の

段付き部を若干細分割したものである．図5．39はn＝l Oまでの形状変化過程を示す．こ
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図5．38 πによる応力の変化状態

れより最初のステップn：1で既に空域が創成され，繰り返し過程に伴ってその空域が成長し

ている、一方，投付き部はスムーズに膨張して滑らかな曲線形状へと変化している．次に図5．

40に最大，最小応力の比の変化過程を示す．同図より応力比。調岨／σ。｛。は n＝O→10

で51．O→2．5と繰り返し初期に大幅に減少している、さらに図5．41は最終形状n＝

i Oにおける等応力線図を示すが，ほとんど全域で応力集中のない形状となっていることが了

解できる．

5．4．4 手法Iと手法IIの比較

前項までの設計例の数値結果を比較して次のことが言える．すなわち，

〈i） 要素パターン変換法による手法Iの方が安定した形状変化を示しているが，多連結化

 の際に切り取る等高線の材料特性値を判断する必要があり，その判断した結果が多連結晶

 適形状を決定するのに必要な繰り返し数を左右する．それに対し，手法IIでは自動的に空

 域の創成が可能であり，人為的因子が関与しない，

                  一107一



的    2
．賢

岩

 60    6
｝
    8
    10

1

フ

10

20    40         8

2

1

目

     X  Axi s
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図5．40 最大，最小応力の変化

   o／p＝2．0  －     1．8   1．6

（ii）．手法IIでは形状修正の各ステップご

 とに最適材料特性分布を求めるための数

                      1．8 回の有限要素解析が必要であり，したが

 って一般に最適形状を得るまでに手法I

 より多くの計算時間を必要とする．

（iii） 手法Iでは多連結化を手動で行なう

 ため，全体のアルゴリズムは簡単である
                     L4

 のに対し，手法IIは空域創成のための複

 雑な自動分割アルゴリズムを必要とする．

（lV） 手法IIはパターン変換法では困難な
                     1．6
 応力集中の激しい角部を持った基本原形

 に対しても滑らかな形状修正が可能であ

 る．

1．9

．フ

1．8

σ

図5．41等応力線図

1．4

1．8

、．：’0

、．、 1

西挑／F2・刀

（n＝1O）
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5．5 結 言

 本章では，多連結物体によってその最適形状が与えられる2次元連続体の強度的最適化手法

として，単連結の基本原形から出発してその多連結最適形状を決定する2つの手法を提示した．

その第iの手法は要素パターン変換法による形状最適化過程と従来から用いられてきた板厚変

化法を始めとした材質変化法による多連結化過程を組み合せた手法である．一方，第2の手法

は材質変化法による最適材料特性分布の設計境界における特性値とその勾配から直接形状修正

ベクトルを決定する手法である．そしてこれらの2つの手法を種々の設計例題に適用してその

有効性を確認し，また両手法の特徴を明らかにした．
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第6章 トラス構造の最適形態の決定法

6．1一序 言

 与えられた荷重形式，支持条件の下で，応力あるいは変位等に関する種々の制約条件が課せ

られるトラス構造設計問題では，その最適構造を決定するには位相決定と形状決定が必要であ

り，両者が同時に遂行されて始めてそれが可能となる．位相決定とは構造物全体の最適化基準

に対し，与えられた設計空間内での任意の節点間の結合部材の有無の決定いわゆる構造形態の

決定であり，連続体における形状創成に対応する．一方，形状決定とは与えられた構造形態に

おける各部材寸法と各節点位置の決定をさす．後者の形状決定に関する研究は，構造最適設計

に関する従来の研究の大半を占め，内容も多岐にわたっており，種々の数理計画法的手法によ

りかなりの成功をおさめている〈’6〉～〈12〉．これに対し，20世紀初期にM i c h e l

l〈一 P3〉によって絶対最適トラス構造が与えられながらも，位相決定問題が本格的に研究さ

れ始めたのは比較的最近のことであり，しかも内容は離散化トラスに関するものがほとんどで

ある〈14〉～〈19〉．

 しかしながら，部材数が無限であるという実用的輸点を除げば，トラス構造の極限である絶

対最適解を与えるM l c h e l1構造は常に離散化トラス設計の最適構造形態に関する指針を

与え得1る点できわめて重要である．限られた単純な負荷形式および支持条件に対しては．その

解が得られてはいるものの，支持条件あるいは負荷形式が複雑な一般的な問題に対してH e n

k y－P r a n d t1綱を作図して絶対最適解を求める三とは困難があるいは不可能である．

さらに負荷形式がたとえ単純であっても異なった数種類の荷重条件すべてに対して最適形態を

決定する問題，いわゆる多重負荷形式問題に対してはもはや’M i c h e l Iの定理”〈王

3〉，〈20〉，〈75〉は適用できず，位相決定に関する情報は何も得られない．

 そこで本章では，与えられた設計空間と任意の支持条件および多重負荷形式を含めた任意の

負荷形式に対し，静定トラス連続体の最小重量構造を与える位相決定問題を対象とする．静定

トラス連続体の最小重量設計では，静定構造ゆえに位相が与えられれば内力系は確定するので

一般に形状は自動的に決まり．位相決定問題に帰着する．そこでトラス連続体の有限要素法を

導入して与えられた設計空間を離散化し．構造全体の位相を各有限要素のトラス部材の配置方

向としてとらえて，数理計画法により連続的な最適位相を決定するはん用的手法を提示する．

さらに本手法をM i c h e l1構造の既知な問題等に適用してその有効性を検討した結果につ
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いても述べる．

6．2 最適形態の決定法

 6．2．1 基本的な考え方

 単一の負荷形式に対する最小重量機造形態はM i c h e l1構造によって達成される．その

M i c h e l1構造の性質と真体例に関する詳細な記述はH e mpの書物〈20〉が与えてい

るが，略述すればM l c h e l1構造とはH e n k y－P r a n d t1鯛に代表される直交直

線網あるいは直交曲線網に沿って無数の無限小長さの部材が連続的に分布するトラス状の連続

体である．さらにM i c h e l1構造は静定構造であり，また最大剛性設計の解にもなってい

る．図6．1に直交ら線網によって形成される点荷重Pを円形基礎弧に伝達するM i c h e

11構造〈20〉の一例を示す．同図中に太線で示した荷重点を通通する2本のら線は，点荷

重の大部分を伝達する引張りおよび圧縮の集中部材を表わし，構造の境界を形成している．そ

して内部は直交する引張り部材および圧縮部材の連続構造からなる．

 さて単一負荷形式に対する2次元トラス連続体の最小重量設計問題では，M l c h e l lの

定理がその最適位相とそのトラス連続体の応力場およびひずみ場に関する一般的な性算を与え

る．すなわち，トラス連続体内の各部材応力が引張りあるいは圧縮の許容限界に到達している

『

R
O

P

図6．1 円形基礎弧へ点荷重を伝達する等角ら線網
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場合の2次元トラス内の！点において次の場合が起こりうる．

 （i） 応力場が1軸の引張りあるいは圧縮の状態にある場合は、部材はこの点を端点（起

  点）に持つかまたはこの点を直線的に通過する．構造全体についてこの条件が成立するな

  らば，1軸引張りあるいは圧縮に関する単純な位相を得る、

（li） 応力場が一様な2軸の引張りあるいは圧縮の状態にある場合，部材はこの点から任意

  の方向に伸ばすことができるが，それらは全て引張りあるいは圧縮の状態にある．したが

  ってこの場合．位相決定に関する情報は得られない．

（iii） 応力場が引張りと圧縮の2軸状態にある場合，この点から対応する方向にのみ部材を

  伸ばすことができ，各部材は直交する．設計空間内のすべての点においてこの条件が成立

  するならば，図6．1のM i c h e l1構造の例にみられるように引張りおよび圧縮部材

  は互いに直交網を形成する．

本章では上記3つの場合のうち基本的には（iii）に対応する応力場を対象とするが，最小重量

設計によって必要な部材が選択され得るならば（i）の場合も含むことが可能である．

 単一の負荷形式に対しては上述のようにトラス連続体内の部材応力およびひずみは常に引張

りあるいは圧縮の許容限界に到達している、しかし多重負荷形式の荷重を受ける場合には，ト

ラス連続体の各部材はそのすべての荷重形式に対してその応力あるいはひずみが同時に許容限

界に到達するように位相および形状を決定することは一般に不可能である．したがって最適位

相では負荷されるむ個の多重負荷形式のうちの1つ戸P一に対してある主方向のひずみが引張り

または圧縮の許容限界に到達し他のもうユつの負荷形式ρq1に対して戸Pρ場合と異なるあ

る主方向のひずみが許容限界に到達する．そしてその他の負荷形式に対しては全ての方向のひ

ずみが許容限界内にとどまることになる．そ

れゆえ，すべての負荷形式によって生ずるひ                    1
                       月       弓j
ずみの主方向に2部材を配置することはでき                    1

ず献その煙もない．＿方任意の1点   晦ign・・9i・・  1

から1対を越える部材を任意の方向に伸ばす        1
と・それによって形成される連続的な全体構一      ．           1

道としてはもはや静定構造を形成することが

できない、以上の考察から多重負荷形式に対

                                       ！
する一般化されたトラス連続体として，Mi                  1

c h e I1構造における1対の圧縮および引

張り部材の直交条件を除いた連続体いわゆる  図612 トラス連続体の設計モデル
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“斜交トラス連続体”を考えることができる．

 そこで，その斜交網によって形成されるトラス連続体の重量を最小化する最適位相の決定手

法としての次の手順をとることにする．

（i） 設計条件として支持条件と多重負荷形式が与えられたとき，まず図6．2に示すよう

  にトラス構造の形態創成の設計空間を荷重点および支持境界を含むように規定する．

（ii） 斜交する2方向にトラス部材が連続的かつ一様に分布するトラス連続体に対する有限

  要素法を導入←て設計空間を離散化し、構造全体の位相を各要素内の2方向の部材の配置

  方向としてとらえる．

（iii） 数理計画法の最適化手法として準ニュートン法の一種であるDF P（D a v i d o n

  －F l e t c h e r－P o w e U）法〈76〉を採用し，各有限要素の部材の配置方向

  を設計変数にとり，構造全体の重量を最小化する．

 上記の手法によって各要素内の2部材の配置方向を最適化すれば，その結果を用いてトラス

連続体としての最適位相を決定することが可能である．その詳細を次節以降に述べる．

 6 2 2 トラス連続体の有限要素法

 設計空間を離散化するために，トラス連続体の有限要素を導入する．個6．暮に示すように

異なる2方向にトラス部材が連続的かつ一様に分布する構造からなる主ラス連続体の多角形要

素を考える．この3角形要素は部材方向の引張り力および圧縮力のみの負荷を分担し，せん断

変形に対し抵抗を示さない連続体要素とみ

ることができる．したがって，要素内の変

位分布を線形に仮定すれば，客部材の主軸

方向の定ひずみおよび要素の回転を厳密に

与えることができる．。今，要素ゴの局部座

標系（α，β）…を部材の主輪方向にとり，全’

体座標系（工，リ）のエ軸とα軸，β軸との

なす角を反時計回りにθ。ゴ，θβゴとして。

これを方向変数と呼ぶことにする．そして

要素ゴの3節点の局部座標値を（α｛，β｛）

（i＝1，2，3）、節点変位ヘクトルをdj

＝（d．1，dβ1，d。。，dβ。，d．3，dβ。）jτ・と

すれば、要素内の任意の点のα，β一方向の

ノ

0

図6．

β

3
   α

        0  ／
1

～

2

句  x≡

3 斜交トラス連続体の3角形

  定ひずみ要素
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変位u戸（u。，uβ）j↑は2次元連続体の3角形定ひずみ要素の場合と同様にして次式で与えら

れる〈77〉．

uゴ＝〃ゴdゴ （6．1、α）

ここに

・一 u1∵：

ql－S1n（θ1｛）
       2Aゴ

α、

bl

C l

O

O

O

1ト

O

O

O

αl

bl

C l

α2

b2

C2

0

0

0

O

O

O

α2

b2

C2

（6．i．b）

α3 0

b3 0

c3 0

0、α3

0 b3

0 c3

（6．1．c）

であり，幻は要素面積を表わす．また

ll∴lll∴11引 （6．1．d）

である．さて，応力およびひずみベクトルはα率よびβ方向の成分だけが存在するので、σえ＝

（σ。，σβ）5τ，ε戸（ε。，εβ）ゴ「とそれぞれ表おすことができ，ひずみ，応力と変位の開係は

式（6．1）を微分して

σj一亙εゴー圧（坐，坐）ゴ1一亙・ゴ・ゴ

          ∂α ∂β

（6．2．α）

ここに

均一s1n（撃P千）［1∴2工13二1 （6．2．b）

であり，圧は部材の縦弾性係数とする．

 そこで連続トラス要素内のα，β部材の板厚を一定値亡。として，この要素に仮想仕事の原

理を適用すると容易に要素に関する剛性方程式を得ることができる．すなわち，外力の等価節
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点カベクトルをPj二 （P．1，Pβ1，ρ。2，ρβ2，P．3，ρβ3）ゴ丁として，

pゴ＝κj dゴ （6．3．α）

ただし

κゴ＝Aゴ肌。B！Bゴ （6．3．b）

・1一
轣E1τρ・・

ここにp＝（p。，pβ）5γは要素周辺上に作用す

る分布外力であり，積分は要素境界に沿った面

積々分とする．

 次に要素の局部座標系に関する剛性方程式を

全体座標系に変換する、まず各部材の変位成分

uα，uβはそれぞれ独立した各部材の変位を表

わすから，全体座標系での変位成分uエ，uリは

図6．4に示すようにベクトルの合成によって

計算される．したがって全体座標系での変位

石ゴ↑＝（u工，uリ）ゴTは

uj＝τoj uj

ψ

ノ

    β

｝’

図6．4

（6．3．c）

 ’’’’   ’1
’’@    ’1

    ／1α1

   叱  1
θ    I
 ・、        κ．
     ω

変位ヘクトルの合成

（6．4．α）

ここに

～一
m1；1：］

（6．4．b）

であり。王1・＝cosθψエ2＝cosθβゴ，m1＝sinθαゴ，m2＝sinθβえ1とする、式（6．

4）の変換は荷重および変位ベクトルに対しても適用可能である．芦ゴ，djに対応する全体座

標系での要素の荷重ベクトルを万ゴ；（ρ工1，ρリ1，P工。，Pリ。，ρ工。，ρリ。）ゴγ変位ヘクトルを司

＝（d工1，dリー，d工2，dリ2，d工3，d目3）jTとし変換マトリックスをrjで表わすと、次の関係

がそれぞれ成立する．
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ρゴ：rゴ月ゴ （6．5）

dj＝τj d5 （6．6）

ただし，rゴは式（6．4）のroゴを用いて次のように与えられる。

式（615）， （6．6）を式（6．3）に代入すると，全体座標系での剛性方程式が次のよ

うに得られる、

再ゴ＝τμゴ石1ヨコ （6．8）

 次に全ての要素における式（6．8）で与えられる剛性方程式を重ね合せて，構造全体の剛

性方程式を組み立てる．すなわち，s個の荷重形式に対応する構造全体の荷重ヘクトルおよび

節点変位ベクトルをP㌧♂（i＝1，…  ，s）とすれば

ρ｛ ＝ κd｛  （｛＝1，…  ，s） （6．9．α）

ただし、支持条件として

d｛＝O    S、上 （6．9．b）

ここ1ヒκ二は重ね合せによって式（6．8）より求まる構造全体の剛性マトリックスであり，

S凹’はあらかじめ変位が規定される境界である．式（6．9）を解いて節点変位が求まれば

式（6．2）より要素部材のひずみおよび応力が決定される．なお，式（6．8）より明らか

なように通常の連続体の有限要素法と異なり，剛性マトリックスは非対称であるので数値計算

を実施する際に注意を要する、

 6．2．3 最小重量設計法

（1） 最適化問題の定式化   設計条件によってあらかじめ規定した設計空間をトラス連

続体の3角形要素に分割すれば，多重負荷条件下での最小重量を与える最適位相決定問題は各

要素部材の配置方向の決定間窺となる．それゆえ，設計変数として各要素ごとのα，β部材の
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主軸方向を正規化した次式で与えられる量をとることにする．

工・・（工α1，榊，・
，工、，工β、）τ

（6．lO．α）

ここに

工。j＝2θoゴ／π，Tβゴ＝2θβゴ／π （ゴ＝1，…  ，m） （6．lO．b）

であり，mは構造全体の分割要素数とする．客部材の方向変数θαj，θβj≡が可能な全ての位相

の組み合せを表示するためには、一π／2≦θ。5，θβゴ≦π／2とすれば十分であるから，設計変

数の変域を次式の範囲に限定する、

一≦工αゴ，工βゴ≦1（ゴ＝1パ… m） （6．l l）

なお上式の制限は解の表示に対する便宜的なものであり、最適化の境界割約条件とはならない．

 さて，応力の制約条件下での最小重量設計問題は，α，β部材の板厚±oゴ，士灼を，与えら

れた全ての荷重形式に対して生ずる応力の絶対値の最大値が引張りおよび圧縮の許容限界σO

に一致するように選ぶならば，材料密度を一定として次式で与えられる体積V一を最小化する

ように式（6，1ひつの設計変数を決定する問題となる．

        刊
    V一ΣAゴ（上側汁榊         （6．12）
        戸1

トラス連続体によって与えられるトラス構造は内的静定構造であるから，任意の与えられる位

相に対して内力系すなわち外荷重に釣り合う各部材軸力が確定する．したがって．全構造要素

の板厚を一定値上岨戸亡β行士。lとして解析した際の部材応力を用いて必要体積γ・を評価すれ

ば次式となる．

        m
    ・一Σ地（1σ考1・1σ刷）    （・．1・．α）
        戸1 σ0

ここに多重負荷の荷重条件数をSとし，各応力成分の上添字｛が荷重形式i．に対応する応力を

表わすとすると

     1σ。引一… 1σ。ち1，1σβ号1・㎜・・1σβち1． （6．13．b）
         ｛＝1．．．．．s              ｛＝1．．．．．s

すなわち，上添字p，qはα，β＝部材応力が許容応力σoに一致する場合の荷重形式を表わす。

したがって式（6．13）の体積を最小化すれば、式（6．10）の設計変数ヘクトルによっ

て最適位相を決定することが可能となる．
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〈2） 最適化手法  式（6．ユ3）の表示の目的関数には応力に関する制約条件が含ま

れているので，本間題は制約条件なしの最適化間趨となる．重量最小化の具体的方法としてD

a v i d o n－F l e t c h e r－P o w e l lの可変計量法（D F P法）〈76〉を採用す

ると，第れメテップにおける可変計量法の具体的な計算アルゴリズムは以下のとおりである1

（i） 次式によって最小化の探索方向r．1を計算する．

r。＝一κ。（▽V）。 （6．14）

 ここに（▽V）、1は目的関数V、の1階微係数を・またH、は（▽γ）・を修正するための

 一H e s s e行列の逆行列である．

（ii） 新しい設計点を

工n．1：Zn＋λ㌦ （6．15）

 として。ユ方向探索によってγ。（λ）を最小とするλ〒の値λ皿｛。。を求め，設計変数を修正

 する．

（iii） 新しい設計変数工。。一．に対して式（6．9）の剛性方程式を解いてd肘1を求める．

（iv） （▽V）n・l1を後述の計算手法により求める、

（v） DF P法では次式によって私：を修正する．

           δ、δ、τ  H、Ψ。（亙、リ、）τ

   〃n＋一＝〃n＋    一                  （6．16．α）
           へTψ、 リ、丁亙、リ、

 ここに

δn＝工n＋1一工n ， リn．： （▽V）匝十に（▽V）n ． （6．16．b）

 なお，最初のステップ（n＝0）ミでは，まず仮定したエ。ブに対応するdoおよび（▽V）o1を

求める．またHo・として単位マトリックスを仮定する．したがって（i）～（V）の操作を収

束基準が満足されるまで繰り返せば，最適位相を決定することができる．

（3） ▽γの算出   上述のD F P法によ一る繰り返し計算には，目的関数の1階微係数▽

γが必要である．式（6．13）より目的関数の設計変数に関する微分は部材応力に関する微

分の計算を必要とする、そこで，まず式（6．2）の表示を式（6．4）を用いて全体座標系

に変換すれば次式となる．

σ5：圧互ゴrデ百j （6．17．α）
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ここ；こ

    亘j＝ （B、ゴ，Bβゴ）T，

      l
  B。トー（11石1・m1石1，O，l1石2州1石2，O，市3州1ε3，O），（6，17．b）
      2ん

      ユ  Bβトー（O，12百一・・2δ1，O，1。石。・・。ε2，O，1。百。・m2ε。）．

      2Aゴ

であり．石1，百2，石3および；1，ε2，ε3は3角形要素の3節点の全体座標値を（工1，リ1）

（仁1，2，3）とすれば

    b1：リ2刈3，b2＝リ3一リ1，b3＝リ1一リ2，

    一       一       一              （6．17．c）
    C1＝工3一工2 ， C2＝工1一工3 ， C3＝工2一工1 ．

で与えられる．一方，▽Vは形式的には次式で表わされる．

          ∂γ   ∂V        ∂γ   ∂γ
    ▽v二 （   ，  ，  ・，  ，  ）τ

         ∂工α1∂工β1  ∂工。而∂Tβ冊

        π∂γ∂γ  ∂γ∂γ      ＝一（   ，   ，  ・，   ，   ）T          （6．18）

        2 ∂θ皿1 ∂θβ一      ∂θo、 ∂θ伽

上式の各成分は，式（6．13）より

            m

業11：Ill－llllIllll11＋・1・）

    ∂θβゴ   σ0 ｛＝1    1σぷ1 ∂θ房ゴ  1σ扉1 ∂θβゴ

さらに上式右辺の各応力成分のθψθβゴに関する微分牢は，式（6，17）より次式となる．

1∂σよ一δ、，（測市、・十。。1∂τ11言、・）。。。1。；1∂亘・P

E ∂θαゴ      ∂θαゴ          ∂θoゴ          ∂θαj

’∂σ1弓一δ、，。、1∂τ1一旦、・。。、1τ；1脚

E∂θψ   ∂θαゴ   ∂θ。ゴ

上淋一δ、、。。1∂η1冒、・、。。1。；1∂即

E∂θβゴ   ∂・θβゴ   ∂θβ｝

土∂σll一δ、，（∂Blξη1亘、・十。、1∂η一亙、・）。。、1η1∂亘・q

E∂θβえ ∂θβゴ  ∂θβゴ   ∂θβゴ’

               一1ユ9一

（6．20）



ここにδ1戸1（｛一ゴ），δ｛ゴーO（｛≒5）．上式申の∂Bαレ∂θαゴ，∂Bβ吾／∂θβゴおよ

び∂万1／∂θ。ゴ，∂r11／∂θβjは百jおよびrllをそれぞれ直接微分して求めることが

できる．それに対し，∂d｛／∂θ。ゴ，∂d｛／∂θβjは若千複雑であり，外荷重不変の条件の下

に式（6．9）を微分して淳られる次式を解く必要がある．

      ∂♂    ∂κ

1ポユ十・・…一一
     ∂θβゴ  ∂θ～

ただし

    ∂d｛    ∂♂
       ＝O，  ＝O；Su上      （6，21，b）
    ∂θ価5   ∂θ幻

式（6・21・a）右辺の∂κ／∂θ。’＝および∂κ／∂θβゴは・要素ゴの剛性マトリックスの

微係数のみによって容易に計算される．以上の定式化によって▽γの算出が可能である．

 6．2．4 数値計算上の注意事項

 上述の位相決定手法によって具体的に数値計算を実施する際，下記の点に留意する必要があ

る．

（！） 位相の初期設定   設計空間を連続トラス要素に分割した後，位相の最適化計算を

開始するにはまず初期位相を仮定する必要がある．ところが一般の連続体とは異なり，位相に

よっては離散化トラス構造におけるリンク機構の形成に相当する構造的不安定を生ずる場合が

ある．そのような初期設定を避けるために一様乱数を発生させ，各要素ごとにα，β「部材が直

交するランダムな初期値エOを仮定する．

12） 探索時間の節約   繰り返しの各ステップで▽γを求めるために4m個の連立方程

式（6．21）を解く必要があり，その計算暗闇が最適化の反復ステップの所要時間に占める

割合いが大きい。ところが式（6．21）の各々の連立方程式で各θ、5，θβゴに対して変化す

るのは，右辺の接線剛性マトリックス∂κ／∂θ。5，∂K／∂θβゴのみである．したがって消去

法によって4肌個の連立方程式を同時に解げば，反復法による解法に比較して計算時間を大幅

に節約できる．

（3） 1方向探索   式（6．15）の疋。｛。を決定する！方向探索の具体的手法として，

探索のステップ幅Coをあらかじめ与え，
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λk二たC0 （た＝1，2，・  一） （6．22）

として、それに対応する体積γ（λk）を求める．ここにkは1方向探索のステップ数である．

γ（λk）が最小値を含む範囲までλkを追い込んだ後，γ（λ）を2次式に近似して最小体積を

与えるλ而｛nを求める．ステップ幅CO一は，最初大きめの値を入力し，λ耐｛。＜λ1となる場合

には

 ’

C0 ＝ γ0C0 （γO＜1） （6．23）

として自動的に小さくして，探索幅を合理的に狭ばめる．

（4）収束基準   反複探索過程の停止のための収束基準を，各位椙の前ステップとの相対

誤差に対して課す．すなわち，設計変数のすべての成分に対して次の条件が満足された場合に

反復計算を終了する．

    I嚇一端I。、。，I珊L工111。、。．（。＝1，，、）（。．。。）

       鴫       功

ここにεoは相対誤差の限界を表わす．

6；3 計算例と考察

 6．3．1 2部材トラス構

造

 まず最適解への収束性を検討

するために図6．5（a）に示

すような鉛直下向きの大きさ

」Pの点荷重を，距離dだけ離れ

た鉛直な基礎壁に伝える問題，

いわゆるコート掛け問題を取り

上げた．これの最適解は図6．

5（b）に示すように荷重点か

ら基礎壁と士π／4だけ傾いた

方向に伸ばした2本の引張りお

L◎odρ

      （o）         （b）

図6．5 コート掛け問題の設計モデルと最適解
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シ

一

■乏2り

P ’
’

．O

局5 42D

（o）    （b）

      図6 6

     （c）

要素分割と応力分布

（d）

よび圧縮部材によって達成される．このとき最小体積Vthは引張りおよび圧縮の許容応力を

σoとして次式で与えられる〈75〉．

        2ρd
    V｛ ＝一                              （6．25）

         σ0

 さて，上述の解をトラス連続体で表示すると2部材と平行な直線直交網となるが，図6．6

は本手法の連続トラス要素によってコート掛け問

題の解が的確に表現され得ることを確認した結果

を示す、すなわち，同図に示すような種々の等分

割要素に対して各要素の位相を最適な方向±π／

4とし，単位板厚（士。＝1）で解析した際の各要

素に生ずる応力比σ。／σO，σβ／σOの大きさと

その方向を示す．実線は引張り応力を，破線は圧

縮応力を表わしている、また式（6．13）を用
                                       X

二；薫幾幾機満㍗レ   1
＝1．0）と一致する．これらの結果より，図6．              一P

5（b）の位相を正確にとらえるには，要素の細

分割が望ましいことがわかる．

 次に図6．7に示す2要素モデルを用い，初期

値を変えて最適解への収束性を検討した結果を示    図6．7 2要素モデル
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表6，1 コート掛け問題の解の収束状況

・ア 一 ス 1 ブ 一 ス  2 ケ I ス  3

蜆 カ1 ”2 γ利〃舳 坦1 ”＝ ～〃舳 蠣一 麩2 yπ〃舳

O 0．2500 O，7500 2．0000 0．2500 O．2500 1．7071 0．9500 O．9500 6．8530

1 O．5000 O．5000 1．0000 O．5000 O．2500 1．2071 0．9500 O．9220 5．8534

2 0．58η O．4618
1一D0232 0．5146 0．4867 1．0010

3 0．5044 0．4805 1．OO10 0．5035 O．4861 1．0005

4 0．5000 O．4954 1．OO01 0．5053 O．4900 1．0004

。．。。。。一

す本例は単一の負荷形式のみを受   1・O                   ≡

ける問題であるからM i c h e l l

の定理がそのまま適用できるゆえ，   α8

各要素内のα，β部材は直交する．

                  〇一6
したがって各要素内のα部材の位相

                  宍
エF2θ1／π，エ2＝2θ2／πを設                       ω

                  α4                  60
計変数にとれば 2変数間轟となる．                     2ρ

このとき，可能なすべての位相を表
                  02
示するには，設計変数の変化域をO

≦T一，エ2＜一とすれば十分である．

本モデルの最適解は工1一工・一1／2 0 02帖ぺ6．α81り

で与えられ，またエ1＝O一あるいは  図6．8 コート掛け問題の目的関数の等高線

エ2＝Oで構造的不安定を生ずる．         と最適化過程

初期ステップ幅。o：1／18（角度

で5。に相当），γo＝1／2，収束墓準εo＝工0■2とし，異なった初期値に対して実施した数

値計算の収束状況を表6．！に示す．また図6．8にはその収束過程を目的関数の等高線とと

もに図示する．これらの結果よりきわめて良好な収束性を示していることが了解される．

 次に多重負荷形式に対する簡単な設計例として，図6．9に示すように荷重点および支持条

件は前例項と同様であるが表6．2に示すような3種類の荷重（Poは定数）が負荷されるモ

デルを取り上げた．これの最適位相は2部材静定トラス構造によって達成される．エ軸を基礎

壁に垂直かつ荷重点を通過するようにとれば，θ。＝48．3ガ ，θβ＝一9．75。のとき，最

小体積

3

①

pt1mump01n

2 1…5

舳・15
ψ3
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yfh＝7，506ρod／σ0 （6．26）

となる．

 さて本モデルのひずみ場は位相が一定であれば各荷重形式に対してα，β部材方向に一様と

なるので，その分割モデルとして図6．ユ0に示すような荷重点を頂点とする直角2等辺3角

形の1要素モデルを採用する．任意の一定位相に対して部材の板厚を一定値上。として解析し

た際のα，β部材応力成分は，3角形要素の面積に反比例する、したがって式（6．13）よ

り，要素形状として基礎壁を底辺とし、荷重点を頂点とする任意の形状を選択することが可能

であり，それによって2部材トラス構造の体積および位相を厳密に表現することができる、よ

って図6．！0に示すような2変数エα＝2θα／π，エβ＝2θβ／πを設計変数とする2変数問題

となる．このとき設計領域を一1≦エ。，エβ≦1力・つエ2≦エーとすればすぺての可能な位相を

網羅できる、                      ． ’

 最小化の数値計算を初期値を種々変えて実施した．表6．3は，相対誤差εo＝l O■4として

3種類の初期値からの最適解への収束性を検討した結果を示している．また図6．11はP0

d／oo＝1／2としたときの目的関数の等高線図上に，表6．3の収束過程をプロットしたもの

である．設計変数に対する設計空間は図中に破線で示す10個の領域に分割され，各領域内で

の目的関数は次式で評価される．

く

α

∠
θ書

  κ
地

図6．9 3重点負荷を支持する

     2部材構造設計モデル 図6，10 1要素モデル
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表6． 3 3重負荷モデルの収束状況

7 一 ス  1 ア 一 ス  2 ナ 一 ス  3

π πo 岬 γπ／7肋 蠣皿 綿 ㌦〃〃 苑 皿8 ㌦〃舳

0 O．8333 0．6667 11．2501 O．8333 IO．8333 6．5495 一〇．5000 ・0．8333 3．2760

1 0．9009 0．4641 6．3・263 P．4272 一0．3267 1．0099 O．4553 一〇．5378 1．1966

2 0．6926 O．3934 3．8783 O．5028 ・O．2457 1．0010 0．4191 ・O．3166 1．0102

3 O．6883 一0．2512 1．0809 O．5181 一〇．2459 1．0005 O．4980 ・0，283？ 1．0031

4 O．5938 ＿O．2057 1．0057 O．5183 ・O．2349 1．0003 O．5332 ・0．2566 】一．0020

5 0．5930 一〇．2049 1．0054 O．5363 ＿O．2202 1．OOOO O．5301 一〇．2254 ］一．0000

6 0．5930 ‘O，2048 1．0054 O．5362
一〇．2201     ’

1．0000 0．5364 一〇．2198 1．0000

7 O．5277 ■0．2280 1．0001 0．5364 一〇．2198 1，OOOO

8 O．5320 ・O．22？1 1．0000

9 0．5367 ・0．2196 1．0000

10 0．5366 一〇．2196 1．OOOO

最 適 点 ｛～剛・lO・5368・一0・2194，

表6， 2 負荷条件

乞 P・τ θ・τ

1 3Po 0o

2 4Po 一450

3 2Po 45o

ρ33．昨2

ρ・9＝2一

絡、
ρ＝昨3  ．

ρ・1，昨3

ρ呂作1 駒

て一誰

、漏二窒＝
レ■0

20
   50

90．

86．52＝

45。

0．8一

一1鮎ず

一41．73

イ5o

一90．

図6． 11

勘ず悩塔
45 8磁g

3重負荷モデルの目的関数の等高線と最適化過程
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→ ＼
！ ’ ’

図6，12

     観

客負荷条件に対応する必要板厚密度

／1

   d2土O

v＝一（1σ～け1σβql）
    σ0

               （6．27）

ここに応力成分の上添字p，qは各部材応力の絶対

値が最大となる荷重形式を表わすが，各領域におけ   ／

                          ／
る具体的な値を同図中に示した．さらに本モデルは，

θα＝±π／2，θβ＝±π／2あるいはθ。：θβのとき

構造的不安定を生じ，体積は無限犬となる、またp

＝3，q＝2のとき最小となる．次に図6．12は全               弓

                                        R
負荷形式に対する最適位相が冬負荷形式を支持する

のに必要な板厚密度（ただし，Po／d亡。σo＝1／2

 ）を示している、実線は引張り応力を，破線は圧              弓

縮応力をそれぞれ表わす、さらに図6．ユ3はそれ

らの板厚密度から評価される全負荷形式に対する必

要体積の板厚密度と位相を示す．また同図には2部

材構造を仮定して要素の最適位相から求まる離散化         ］」］］」
                                 挑。＝1．O
トラスの最適形態も太い実線で示した、

 以上の結果から，本手法によって単一負荷および  図6．13 最適位相の板厚密度

多重負荷形式に対する最適位相の決定が可能であり，

さらに解の収束性も良好であることが確認された．次により複雑な設計モデルヘの適用を試み
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る．

 6．3．2 片持ちトラス構造

 図6．14に示すように間隔hの2つの支持点に，その支持点間の垂直2等分線上の距離工

離れた点に作用する点荷重を伝達する構造の位相決定問題を取り上げた．具体的な寸法として

工／れ＝4．Oとし，同図に示すように荷重点および支持点を含む高さ2ん，長さヱの構造形態

創成の設計空間を規定し，同図に示すような要素分割を採崩した．このときの構造物の体積を

次式で定義する．

γ ＝ ’（戸Oエ／σO （6．28）

ここにPqは基準となる荷重値であり，またκは種々の荷重条件と構造形態に対応して定まる

定数である．

z

図6．14 片持ちトラス構造の設計モデルと要素分割

レ

図6，15 M i c h e l I構造の離散化モデル
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 まず，第！の荷重条件として支持端と平行な外荷重P1のみが負荷される場合の位相決定を

試みた．このモデルのM｛c h e1王構造はC h an〈21〉によって研究されており．支持

点を中心とする2つの円弧から伸びる直交曲線群によって与えられる．図6．15はその離散

化モデルを示す．さらにこのモデルの最小体積は次式で与えられる〈21〉．

V、。一価1川1・2μ）I。（2μ）斗2μ工一（2μ）1／σ。
（6．29）

ここにIo（2μ），I I（2μ）はそれぞれO次。1次の第f種変形ベッセル関数である．また

μはエ／hの値に対応しで定まる定数で、本例題の場合μ＝1，297である．なお式（6 2
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図6．16 最適位相における板厚密度分布
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図6．17 最適位相の離散化
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8）で最小体積を表わせば，Po＝P1としてκ＝4，95となる．

 さて荷重形式が単一の場合，前述のとおりM i c h e l lの定理によってその最適位相は直

交網で与えられるゆえ，設計変数は半減する、よって各要素内のα部材の方向変数θ、ゴを設計

変数にとり。その変化範囲をO≦θ。ゴ＜π／2とすれば可能な全ての位相を表示できち．さら

に解析モデルの幾何学的および力学的対称性から，上半分の領域の要素群の部材方向変数のみ

を設計変数にとった．そして収束判定の相対誤差の基準をεo：0．25×l O．2として解析を実

施し牟、10回の最適化ステップの繰り返しの後，式（6．28）の定数κ＝4．99まで減

少し，理論値にかなり近い値となった．図6．ユ6はその時のα，β部材の板厚士、，亡βの分

布とその最適配置方向を示す．実線は引張り部材を，また破線は圧縮部材をそれぞれ示す 同

図の上半分の領域は各要素の重心点における板厚亡／亡。のヘクトル表示を，また下半分は線密

度による士。，亡呑の板厚密度分布をそれぞれ示す．次に図6．17は，図6．16の位相分布

0246f／fo

’1
．十一『』 ＼一ノ

／／ t■ ｛ 、 、 ｝
一‘

＼、」＼ 、」、 ＼“
一x x一 、ヤ A．＼

一 ．

’

  ケ
』

                        山                        び6o目5．O

図6，18 2重負荷条件下の最適位相における板厚密度分布

ε ＿身

図6119 2重負荷条件下の最適位相分布の離散化
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から内そうして得られたトラス連続体としての最適位相を数本の折線によって離散的に表わし

たものである．同図と図6，！5とを比較すると定姓的にはかなり良い一致を示している．

 次に多重負荷形式に対する設計例として，支持端と平行な集中荷重ρエと垂直な葉中荷重ρ2

 （ρ2／P1＝2．O）の2種の荷重が負荷される2重負荷形式問題の解析を実施した．図6．

17に示したρ1のみに対するM i c h e11構造によってこれらの荷重を支持するのに必要

な休穣は，式（6．28）においてPo＝ρ1としてK＝7．いとなる、そこで図6，！7の位

相牽初期値とし，εo＝l O－3として最適化計算を実施した．3！回の繰り返しの後，κ＝5．2

6まで減少し，収束した．このときの最適板厚および位相の分布を図6．16と同様の表示法

によ’って図6．18に示す．また同図の結果を内そうして得られた位相形態を，対称性から半

分の領域について図6．19に示す．これらの結果より，ρ1，ρ2の両負荷形式に対して最適

な位相形態は片持ち荷重ρ一のみを支持する図6．16のM i c h e l1構造を引張り荷重P2

 方向に偏平化した構造となっている、

 以上の結果より，位相的にかなり複雑な構造形態に対しても本手法が十分適用可能であるこ

とが明らかである．

6．4 結 言

 本章ではトラス連続体の有限要事法と数理計画法の最適化手法を用いて、多重負荷条件下に

おけるトラス連続体の最小重量構造を与える最適位相の決定季法を提示した、すなわち，まず

異なる2方向に無数のトラス部材が連続的かつ一様に分布する構造からなるトラス連続体の線

形有限要素によって，トラス連続体のひずみ場を十分解析できることを確認した、次にトラス

連続体の位相決定問題を，各有限要素内の2部材の配置方向の決定問題としてとらえ，DF P

法による位相最適化の定式化を行なった、

 本手法を最適解の既知な2部材トラス構造に適用した結果，単一および多重負荷形式問題の

いずれの場合の収束性も良好であり，位相および最小体積がM i c h e l1構造に良い一致を

示すことを確認した．さらに本手法を片持ちトラス構造に対しても適用し，複雑な位相決定間

懸に対する有効性も明らかにした．したがって今後は，M i c h e l1構造の未知なより複雑

な問題に対しても本手法を適用して容易にその最小重量構造形態を決定することが可能である．
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第7章  結 論

 本論文においては，連続体およびトラス構造の最適形態，つまり連続体に対しては2次元的

あるいは3次元的な物体形状を，またトラス構造に対しては最適位相をそれぞれ決定するはん

用性および実用性のある手法を提示し，それら手法を種々の設計例題に適用してその有効性を

確認した．すなわち，まず連続体に対する応力基準の形状最適化手法として本論文で提示した

要素パターン変換法が，3次元軸対称間趨を始めとして、物体力場の問題，複合体の接合境界

形状決定間穎および多連結化問題などきわめて高度な設計問題に対しても容易に適用可能であ

り，手法の簡略さゆえに十分実用的にも有効であることを明らかにした．また材質変化法を直

接利用した連続体の形状最適化手法を提示し，それによって多連結化過程の自動化が可能であ

り，要素パターン変換法の欠点を補うものであることを示した．一方，トラス構造の絶対最適

解を与えるトラス連続体の位相決定問題に対レて，有限要素法一と数理計画法を導入した最小重

量設計手法を提示し，多重負荷形式を含めた任意の荷重条件および支持条件に対してはん用性

のある手法となり得ることを確認した．

 なお，研究結果および結論の詳細は，各章の末尾において述べたとおりであるが，以下にそ

れらを要約して示す．

 第2章においては，2次元問題に対する形状最適化手法として尾田によって提示された要素

パターン変換法を3次元軸対称問題に拡張し，形状最適化法としての理論的裏付けを明確にし

た．そしてその手法を厚肉圧力容器および管フランジの設計問題に適用し，また管フランジに

対しては破壊実験も実施して．有効性を確認した．

 第3章においては，物体力場における2次元および3次元軸対称体の形状最適化手法として，

物体力場特有の効率的な要素パターン変換法を提示し，その理論的妥当性を明らかにした．そ

してその手法を自重あるいは遠心応力場の形状最適化問題に適用し，その有効性を数値解析的

に明らかにした．さらに回転円板の設計例に対しては破壊試験も実施し，解析結果の強度的優

位性を検証した．

 第4章においては，完全接着された複合体の接線応力分布の均一化を目的とする接合境界形

状決定問題に対し，境界をはさんで対をなす要素のパターン変換法を提示し，その理論的解釈

を与えた．さらにその手法を2軸応力場の介在物の形状決定に適用し．その有効性を確認した．

 第5章においては，与えられた単連結の基本原形から多連結の連続体最適形状を創成する2

つの手法を提示した．その第1の手法は要素パターン変換法による形状最適化過程と材質変化
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法による多連結化過程を交互に繰り返すものである、一方，第2の手法は材質変化法による最

適材料特性分布を利用して直接形状修正を実施するものである．これら2つの手法をL型フレ

ームの補強リブおよび下型柱などの設計例に適用してそれら各手法の有効性を確認し，また両

手法の特徴を明確にした、

 第6章においては，斜交トラス連続体の概念を導入し，有限要素法と数理計画法を用いて，

多重負荷条件下におけるトラス連続体の最小重量構造を与える位相決定手法を提示した．そし

てその手法を2部材トラス構造および片持ちトラス構造間趨に適用して，数値解析的にその有

効性を明らかにした．

 以上，本論文で提示した連続体およびトラス構造の最適形態の各種決定手法の有効性と実用

性を確認し，それらの手法に関する多くの知見を得ることができた．今後は，これらの手法が

実際の強度設計に太いに利用され，自動設計分野の躍進に寄与することを期待したい．
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付録I 要素パターン変換による応力変化と
節点力変化

 本文中で提示している連続体の形状最適化法の基本的原理である“要素パターン変換法”は，

それを有限要素法に適用した場合，本文武（2．14）でも述べているとおり，パターン変換

以前と後の要素節点カの変化を無視することによって理論的解釈を与えた．そこでここでは形

状変化に伴う応力変化に対して，要素の節点力変化がどの程度であるかを実際のモデルによっ

て数値実験的に検討した結果を示す．

 解析モデルとして長さ8α．幅4αの

2次元長方形板の長手方向に一様分欄 @ fγ
重が負荷されるモデルを考え，モデルの

対称性から1／。領域を解析対象とした      1

モデルの要素分割を付図1に示す．同図

のO印の2節点を設計境界構成節点とし

て、エ軸方向に同一の移動量を与えて形

状を変化させ，その時の応力および節点

カの変化を数値計算によって求めた．付

図2は形状修正の影響を直接受ける代表    ξ

的な要素・＠（付図1参照）における形                   俸1）a

状修正に伴うリ軸方向応力σuの変化お

よびO印節点の要素節点カゲリの変化を

示す．横軸ξは3角形要素＠のエ軸

方向の寸法比を表わす．つまり，本文中
                                       ∬
で用いたパターン変換係数ξとはξ＝2ξ

一1なる関係にある．また付図2中の曲

線σ8／σリ，P8／Pリはそれぞれ形状     付図1解析モデル

修正後の応力，節点力と基本原形におけ

る対応する量との比の変化を表わしている 同図より明らかたようにO．9≦ξ≦1．1程

度の範囲での節点力変化は応力変化に比較して高々10～25％程度であるのに対し，ξが1

から遠ざかるにしたがってその比は増大する傾向（ξ＝2．Oで約60％）にある．したがって，

これらの結果からは1回の形状修正量を小さくとることが望ましい．しかし，実用上はパター
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パターン変換量と要素応力および節点力の変化の関係

ン変換量を少々大きくとっても本手法が試行法的手法に基礎を置くため，パターン変換操作を

繰り痘すことによって目標とする基準応力に近づけることが可能である．
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付録u 無限板中に存在するだ円形介在物の
最適形状

 本付録では，2軸応力場の下

での無限板中に存在する介在物

の最適形状を理論的に決定する．

無限体中にだ円体介在物が存在

する場合の弾性解は．だ円体介
                                   κ一労
在物内でひずみ場が一様となる

ことに着目してE s h e l b y

〈70〉が一般的かつ整った形

式で与えている．さらにその2                       H l l1

次元問題に対する具体的な解は

J a s w o nとB h a r g a v    付図3 無限板中に存在するだ円形介在物

a〈69〉によって与えられて

いる．すなわち，付図3に示すように無限平板中に

      2   2
     エ  リ
     一十一≦1                     （A．1）
     α2 b2

H門f
撫111111111賛1

llllll111111111111111111：1；：l11111111

；警1≡≡芸

n2 鰯
0

羅嚢

なるだ円形介在物を考えると，無限遠方で主応力σぎ，σアが負荷された場合の介在物Ω2」に

生ずる応力は

           0  0  oo  的    σs＋σt2＝σ五十σリ十σ工十σリ ，

                                      （A．2）
    σ、一σt。一2iτ、ド（σ9一σ3・σぎ一σア）θ2｛θ．

ここにθはエ・軸とだ円境界の法線Sとのなす島であり，また｛は虚数単位とする．一方σ呈，

σεは母材および介在物の諸量に添字1，・2を付けて表わし、（α＿b）／（α十b）＝κとすると

ll∵‡㌻川／一
で与えられる．なお，x，γは次式を満足するように選ぶものとする．
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      2 Gl  G2  G1  κ1－l Gl  G2
   4｛  （     ）   ｝X－4  （  一   ）γ
     κ1＋1κ1－1 κ2－1 κ1一｛  κけ1κ1－1 κ2－i

                κにl G2
             ＝（  一一）（σ計σ7），
                κ2－1G1
                                       （λ．4）
          κ     κ1－K2
   －4（Gi－G2）   X＋2｛（G1－G2）    一G一｝γ
         1（1＋ユ   I     κ1＋l

                G2   。。
             ＝（一一）（σゲσ1〔．
                G1

ここにκ｛（亡＝1，2）は平面ひずみ場でばん1＝3－4リ1．また平面応力場でばん｛＝〈3一リ1）

／（i＋リ1）とする．一方，境界上での母材応力は次式で与えられる．

            4G1
    σt1＝σt2＋   （X－Ycos2θ）               （A．5）
           κ1＋ユ

 さて境界上での介在物の各応力成分が一様となる条件は式（A．2）， （A．3）より

     4Gl｛・X。土（κ・。1）γト。計。卜・    （・．・）

    κ1＋1   ・2

上式を式（A．4）の第2式に代入するとγ＝Oが導出される．すなわち，式一（A．6）はY

：Oの条件に等しく，このとき式（A．6）より

       κ1＋1σぎ一σテ
    X＝                           （λ．7）
       4Gl  K

式（A．7）およびγ＝0を式（A．4）の第！式に代入してκについて解くと

         （’（2一工）Gl＋2σ2   σぎ一σア
    κ＝                             （A8）
       （κ2－1）Gl一（KH）G20㍗σ7

上式が介在物の形状を与える．このとき式（A．2）， （A．3）， （A．8）より介在物に

生ずる一様な応力は

             （Kl＋1）G2 σζ十〇ア
    σs＝σt2＝                  ， τst＝0          （A 9）

           （K12一ユ）G1＋2G2  2

また式（A．’
T）より境界上での母材の接線応力も一様となる．すなわち，

        2（κ2－1）Gl一（κ1－3）G2 σ三十σフ
    σt1＝                                   （A iO）

           （κ2－1）G1＋2G2     2
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 以上により，無限遠方に負荷される応力の北および母材と介在物の弾性定数が与えられると，

それらに対応して母材および介在物の接線応力および法線応力が接合境界に沿って一様となる

介在物のだ円形状を決定することができる、なお，第4章の設計例の理論解は

○ぎ＝σo ， σ了＝2σC ， G2／G1＝O．1 ，

’（1＝κ2＝（3一リ）／（i＋リ）， リ＝O．3 ．

を式（A． 8）， （A． 9）， （A． 10）に代入して求まる．
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