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AStudyonthe PropertiesoftheWalsh

anditsApplications

Transform
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Abstract

TheWalshtransformisakindofinte-

graltransformatmathematicsandause-

fultechni.queforinformatiollprocessingby

computer.Thisreportisaboutresearch

onafundamentaltheoryforsystematizing

theWalshtransform,itsproperties,appli-

cationsofittoimageprocessing,andpres-

entstwomodelsofaWalshtransforming

device.

First,mathematicalstructuresnecessary

forWalshfunctionsandtheWalshtrans-

formareintroduced;second,someoftheir

propertiesareeitheranalyzedorclarified,

andthird,anideaobtainedthroughthe

aboveinvestigationisappliedtoimage

processing.Then,twomodelsofdevices

fortheWalshtransformarepresented.

〔Base〕 一(i)Weadoptaresidueclassring

RmofpolynomialsoverGF(2)moduleノ,

wherem=1,2,3,….

(ii)Wemaptheresiduepolynomial亀onto

adecimalsetDm={0,1,2,… ,a,…,2'n.一1},

whichisherenamedaldyadicring
.㌧Hence

wecanintroducemultiplicationtothe

Walshtransformtheoryinanaturalway,

whichisdifferentfromtheconventional

one.

㈹TodealwiththeWalshfuhctionand

Walshtransformeasily,adyadicscalar

productandapseudo-divisionaredefined

onヱ)m.

(iv)Weusethedyadicscalarproductas

thefirstpowerof-1,anddefinetheCole一

でひめ

man-typeWalshfunctionas(一1) .which

i

investigatehowthedyadicsimilarity

transforminoriginalspaceinfluences

theWalshtransformspace.

(vii;IntheFouriertransformtheory,the

Poisson'ssumformulaiswellknownWe

introducethesameformulatotheWalsh

hasexplicitvariables.Thisformmakeit

possibletodevelopthetheoryofthe

Walshtransform,sincewecancarryout

themultiplicationoperationamongvaria-

bles.Themultiplicationcannotdederived

anotherway.

(Propertiesandformulas)一First,funda-

mentalpropertiesareintroduced;

(i)MutualrelationsbetweentheOand十

〇perations.

(ii)Transformingformulaforobtaining

'sequency'whichisanexpandedf
requency.

GigRelationswithrespecttocross-terms

betweeninputandoutput.

(iv)IntheWalshspace,effectsduetoa

dyadictrasferordyadicphasechangein

theinputspace.

(v)Dyadicn-thordercorrelationandcon-

volution.

Next,higherpropertiesarethat;

(vi)Weassumethatamultiplicationinthe

dyadicringDmcorrespondstoanextension

orreductioningeometry,whichishere

namedaIdyadicsimilaritytransforml。We

・ ●

transformtheory.Onthebasisofthisfor-

mina,wefurtherintroduceasampling

theoremintheWalshtransformtheory

andgetthefollowingresults;



一 ウォノレシュ変換の性質とその応用に関する研究 一

A)WhenafunctionGhasnomorethan

N/TsequencywhereNisthenumber

oforiginalsamplingdataandTisthe

samplingperiod,thenwecancompletely

determineorreconstructtheoriginalfunc一

tionG,usingonlyeveryTperioddata.

ThisissimilartotheFouriertransform

theory,butitisdifferentinthatdata

withineachTperiodtakeacertain

constantvalue.

B)WhenmorethantheN/Tsequencyof

afunctioniscut,thefunctionchangesinto

anotheronesuchthatvalueswithinaT

periodareexchangedfortheaverage

valueoftheoriginaldatawithinthesame

period.Thefunctionthentakesonastair

likeshapewithwidthT.

(viii)Topologically,wechangeatwodimen-

sionaldyadictransferwithCartesian

coordinates,intoatransferwithpolar

coordinates.Wecallthiscoordinatesystem

apseudo-polarcoordinatesystem.The

Walshtransformusingtheabovesystem

cananalyzetwodimensionalpatterns,or

detectthefeaturesofapatternwithsuch

directionalorrotationalcharacteristicsas

theFourierspectrumandthecorrelation

patternofimages.

(ix)Weintroducetheindefinitesumfor一

皿ulaofaColeman-typeWalshfunction,

whichismostfundamentalforinvestigat-

ingtheWalshtransform.Thisformula

willprovideaclueforobtainingthegen-

eralfor皿sofsum(orintegra1)functionsof

theWalshtransform.Furthermore,the

formoftheindefinitesumiscomposedof

dyadictriangular-wavefunctions,andhas

partiallycompleteorthogonalsystems.

(Applications)一(i)Onthebasisofthe

dyadictransfer,adyadicdifferenceisin-

troducedhere.Wecaneasilygetafilterin

theWalshspacetocorrespondtothedy-

adicdifference.Applyingtheabovefilter

totheWalshspace,wegetadifference

imagefromanoriginalone.Thisfilterhas

characteristicsdifferenttoconventional

high-passfilter.

(ii)TheWalshtransformformulaisessen-

tiallysuitablefordevisinghardware;nev-

ertheless,itisdifficulttousethetrans-

formasitis.Bymakingaslightchangein

theformula,wepresenttwotypesofanalog

deviceswhichcaneasilybeformed;

A)TheFFTtype:acircuitthatcanper-

formthefastFouriertransformalgorithm

andcarryoutparallelprocessingofone-

dimensionalinputdata.Accordingtothis

algorithm,thenumberofwirelinescon-

nectingterminalstologN/N.

B)Thelatticetype:Whenwedesigna

deviceusingtheICtechnique.wedecrease

asmanypartsofthesubtractioncircuit

aspossibleandincreaseproportionallythe

partsoftheadditioncircuit.Thetotal

structureofthecircuitconsistsoftwo

parts;themajoristhelatticeaddition-part

wheretheinputline-groupperpendicularly

intersectstotheoutputline-group,and

theminoristhecircuitwheresubtraction

isperformedonlyatthelaststage.

ココ
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ウォルシュ変換 の性質 とその応用 に関す る研究

概 要

本研究 は,計 算機 に よる画像処理技術 の一つ で

あ り,数 学的 には積分 変換 の一種 である ウォノレシ

ュ変換 の体 系化を 目指 した 「基礎理論」 と 「画像

処理へ の応用」 お よび 「ウォノレシ ュ変換装置 のモ

デル」 につい て考究 した ものである.ま ず 「ウォ

wシ ュ関数」や 「ウォノレシ ュ変換」 に必要 な数学

を基礎づ けして,こ れか ら導かれ る諸性質 を解明

し,応 用 として 「画像処理」や 「変換装置の提案

」 を以下 の項 目にわたって考察 してい る.

〔基礎 〕(i)基 本 になる数学 の系 としてGF(2)

の 上 の多項式 の剰余類 としての環 を採用す る.(ii)

法 をxm(mは 任 意の正整数)と して分類 したn卜

1次 の多項式 にx=2を 代 入 して,10進 の 正整数

(0～2"L1)の 上 へ写像 する.こ の環 を 「2進 環」

と名付け る.㈹ 「2進 スカラ積」 と 「擬 似除法 」

を導いて,ウ ォノレシュ関数や ウォノレシュ変換 を扱

いやす くす るための基礎付けを行 う.(iv)「 コ ー

ノレマ ン形 の ウォノレシュ関数」を 「2進 スカラ積」

の 関数 として表現 する ことによ り,変 数 を陽 の形

で ウォノレシュ関数 や ウォル シュ変換 を自由に展開

で きる よ うに した.(i)は 既 知の ものであ り,(ii)

(iiiltiv)は本 研究 での独 自の もので ある.こ の2

進 環 を用 いる ことに よ り,他 の方式 では見い 出さ

れなかった 「積」 を自然 な形 で導入す る ことが で

ぎ,数 式 を自由に扱 えるよ うG'な った.

〔性質 ・公式〕(1)以 上 の こ とか ら直 ち4'次 の

諸性質が導かれ る.

(i)①演 算 と+演 算 との関係式(ii)周 波 数の拡張

で ある 「交番数」を求 める変換式 ㈹ クロス項につ

いの関係式(iv)2進 移 動 ・2進 位相変化の ウォル

シュ面での影響(v)2進n重 相乗定理(相 関関数,

た たみ こみ).(「)(1)に 基 づい て,さ らに次の諸

公式が導かれ る.(i)2進 相 似変換 一2進 環の「積」

を幾何 におけ る拡大縮 少に対応する と考え,こ れ

を 「2進 相似変換」 と呼 ぶこ とにす る.こ の変換

に対 するウ ォルシ ュ面 での影響 を調べ た.(ii)ボ ア

ソ ンの和 フー リエ変換 では 「ボアソンの和 の

公式」が 知 られ ているが,こ の関係 をウ ォノレシュ

変換 につ いて調べ た.こ れ を基vし て,ウ ォル シ

ュ変換 におけるサ ンプ リング定理 につい て考究 し

た.こ れに よ り次の結果 を得 た.囚 関数g6が

!>/1(Nは 全標 本点数)以 上 の交番数 を含 まない

とぎ,区 間Tご とのg2の 値 に よって,す べ ての

giが 決 定 される.こ れは フー リエ変換の場合 と

同 じであるが 各区 間内は同一 の値 を とる,(B)関

数gzが あ って,こ の関数 の1Vπ 以上の交番数

を遮断 した関数gaは,区 間Tのg2の 平 均値を

その区間の値 とした ものLYYし い.働 擬 似極 座標

形式に よるウォル シュ変換 一 直角座標 系に よる

「2次 元2進 移動」を トポ ロジカルに極座標 系に

対応 させたのが 「擬 似極座標 系」である.こ の ウ

ォノレシュ変換 は,径 方 向特性 や回転 特性 を もって

いる2次 元 パタ ーンの解析 や特徴抽 出を行 うこと

がで きる.(iv)ウ ォノレシュ関数の不定和分一 ウ

ォノレシ ュ変F`と って基 も基本 的な ウォルシ ュ関

数 の 「不定和分公式」 を求 めた。 これ は一般的 な

ウォwシ ュ変換公式 を得 る手がか りとなる,こ の

不定和分 関数 は 「2進 三角波 関数」 であ り,部 分

的 に完備 な直交 系 となってい る.

〔応用〕(i)2進 差 分 と画像処理へ の応用一2

進 移動yr基 づ いた2進 差分 を導入 した。容易 に2

進 差分(演 算子)の ウ ォノレシュ面で の フィル タを

得 ることがで ぎる.こ の フ ィル タによ り画像 の差

分形を得た.こ の フィノレタはハ イパ スフィノレタに

似た特性を もつ.(ii)ア ナ ログ形 ウォル シュ変換装

置一 ウ ォノレシュ変換はハ ー ドウェア化す るのに

好都合な性質を もってい る。変換式その ままでは

困難 であ るので,実 現可能 な二種類の方式を提案
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している.(A)FFT形 ウ ォノレシ ュ変換 装置:高 速

ウ ォノレシュ変換 アノレゴ リズ ムを装置 化す る もので

あ る.こ の アノレゴ リズムは並 列処理の可能 な構成

に なってお り,ア ナaグ 変換 装置 として実現す る.

従 来の もの と比較する と,入 力 データ1>に たい

して コー ド数がlogN/NGam.ま で 減 る.(B)格 子

状集積回路によるウォノレシュ変換装置:ウ ォルシ

ュ変換の減算回数を最小にして大部分を加算回路

として,IC化 技術により実現する.全 体の構成

は入力コード群 と出力コード群が直交した 「格子

状の加算回路」と,最 終段階で減算を行 うための

「加算回路」か ら成っている.
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第1章 序 論

は じ め に

本研究は,コ ンピュータに よる画像処理技術 の

一っ であ り,数 学的 には積分変換 の一種 であるウ

ォノレシュ変換 の体 系化を目指 した 「基礎理論」 と

「画像処理へ の応用」お よび 「ウォwシ ュ変換装

置 のモデノレ」 につ いて考究 した ものである.

1・1ウ ォル シュ関数お よび ウォルシ ュ変換 に

関す る歴史的背景

最近の コンピュータの発展 と普及に伴い,画 像

情 報のデ ィジタノレ処理技術がます ます重要な もの

となって ぎた.し か し,基 本 となる手法,た とx

ば,増 幅,強 調,変 調,特 徴 抽出,情 報圧縮 評

価,予 値(予 測)等 を行 うた めの手法は,以 前か ら

開発 され てきた ものであ り,現 在 で もなおか つ有

効 な ものである.こ れ らの代表的 な もの として,

微 分,相 関(関 数,係 数),固 有 値,エ ン トロピー,

平 均,分 散,積 分変換 な どがある.こ れ らの うち,

積 分変換 の一種 である フー リエ変換 や ラプ ラス変

換 は よ く知 られてお り,重 要な処理技術の一つ と

なってい る.近 年,こ の積分変換 の一つであ るウ

ォル シュ変換の手法が新たに注 目され るよ うLYYな

って きた.こ の変換論の基Y'な る ものはか な り

以前 か ら現れ ているの で,こ れ につ いて少 し振返

ってみ よ う.

ま ず,ア ダ マ ール行 列 と名付 け られ た,各 元素

が+1ま たは一1で,か つ,任 意 の二つ の行 ベ ク

トルが直 交する正 方行 列の研究 がJJ.シ ノレベスタ

ー(1852)に よ り始 め られた .こ の変換 行列の特別

の場 合 としてJ.L.ウ ォノレシ ュに よる ウォノレシ ュ

変換 が現れた(1923).こ れ と独立にJ.J.バ レ'ット

,,YV`よる裸 線交差理論が実際に適用 され(1905),以

来,主 に交差技術 として今 日v至 ってい る.と こ

ろが近年(1960年 代)G'な ってか ら交番数(零 交差

周波数)解 析の手段 として利用す るこ とに着 目さ

れ,1970年 代 に なって爆発的 とも言 えるほ どの多

くの研究発表が行 われ た[1].60年 代 までは主 と

して数学的(組 合せ論的)分 野お よび回路綱分野

に限 られ ていたのが,情 報処理 の手段 として改 め

て見 なお され たか らである.実 際 は フー リエ変換

が適用 され ている分野 の ウォルシ ュ変換へ の応用

が多 く試 み られている[2].

で は,な ぜ この よ うY'興 味が持たれる よ うG'な

ったのだろ うか.主 た る理由は次の3点 であ る.

(1)ウ ォノレシュ関数系は三角関数系LYY似 て い るこ

と.一 特に直:交性お よび周波数性の類似点が重

要 である.表1・1を 参照.三 角関数系(フ ー リ

エ変換 を含む)は 多岐 にわ たって応用 されて いる

手法 であ り,そ の長所短所 もよ くわかってい る.

そ こでまず,三 角関数 系での短所 を補 い,あ るい

は,三 角関数 系では得 られ なかった結果(特 徴)

を得 るためG',三 角 関数 系の応 用されている分野

への適用である.三 角関数 系の重要 な応 用は周波

数解 析である[8].こ れ に対応 して ウォル シュ関

数系に:おいて も交番数(sequency)解 析 があ る.

そ こで これを基本 として,

(i)シ ーケ ンシ ・スペ ク トノレ分析

(ii)信号 処理へ の応 用

㈹ 通 信へ の応 用

の三つが試み られ ている.本 研 究では特に(i),(ii)

を主 たる対象 とし,そ のための理論 の体 系化 と応

用を 目指 している.

(2)ウ ォノレシュ関数が 十1ま たは 一1の2値

のみを とる矩形周波関数であ ること。一一 フー リ

エ変換は,ま ず入力デ ータを正弦波関4=よ って

変調 して(掛 けて)か ら積分す る.従 って変調す

るときに誤差が入 り,積 分に よって さらに誤差が

累積す る.と ころが ウォwシ ュ変換で は+1ま

た は 一1の み であるか ら,生 の データをその ま

ま加減す る ことになるの で,累 積誤差 を最小 にす

る ことが で ぎる.ま た,掛 算 を実行 しな くて もよ

いので処理 時間 も短 かい.さ らに,フ ー リエ変換

の場合 はデ ータは複 素数 として出力するが,ウ ォ

ノレシュ変換 は実 数のみを出力する.こ れは メモ リ

1



一 ウォルシュ変換の性質とその応用に関する研究 一

表1・1ウ ォルシュ変換とフーリエ変換の比較

ウ オ ノレ シ ュ 変 換 フ ー リ エ 変 換

共通点

周波数

波形

偶 ・奇関数

値域

起源

信号の移動

信号の回転

適用対象

装置

和分核

スペクトル分析装置

単位

直交関数系

交番数(零 交差周波数),Sequency,

拡張 された周波数

矩形波(周 期性,非 周期性)

sal,ca1(こ こでは対象としない)

十1ま たは一1

mod2,論 理 的

㊥移動に対 して不変,オ クターブ

和が不変

全 く予想がつかない

コンピュータによる情報処理

電子回路により可,自 然現象に基

づ く装置はない

び　ズ

(一1)

巡 回 形 アダ マ ール 分 析 器

H皿(ハ ノレム)

直交 関数 系

Frequency

正弦波(周 期性)
sin,cos

-15～ ≦:十1

弦 の波 形 解 析

ス ペ ク トノレ不 変

一対一に対応

広範囲な自然現象,情 報処理

光学系により可(2次 元)

1次 元装置は電気回路によ り可(2次 元の場合は困難)

e一 儂V'=!

格 子形,プ リズ ム形 分 析 器

Hz(ヘ ノレツ)

一の節約 をも意味す る.

(3)ウ ォノレシュ変換装置の製作が容 易である.

一 フー リエ変換装置 は
,2次 元 の場合 は光学 系

に よって,ま た1次 元の場合 はアナ ログ電気 回路

に よって容易に実現 できる.こ の ためにオンライ

ン使用 も可能で ある.し か し,ウ ォwシ ュ変換 に

ついては,そ れY'対 応 す る自然の性質 を利用 した

装置が ないので,デ ィジタノレ回路に よ りつ くらな

ければ ならない。 ウォノレシュ関数は+1ま た は

一1の 値のみ しか とらないか ら,こ の性質が回路

製作上,都 合が よいため装置化が容易 である.

1・2ウ ォル シ ュ変換 についての問題点

80年 代にな って研 究発表件数 も落着 きは じめ た

.反 省期 に入った と思われる.こ の原因は以下の

ような ものであろ う.

(1)シ ーケ ンシ ・スペ ク トノレは入力 データの平

行 移動お よび回転/,rY`よって変化す る.こ の た め

に,7一 リエ変換 の場合 と比べた場合,ウ ォノレシ

ュ変換 の有用性 が減 る(た だ し,ウ ォノレシュ関数

を変形 する ことで平 行移 動不変の ウォノレシュ変換

を行 うことがで きる[23][27][28]).

(2)こ れ までの方法では数学的取扱いが込み入

っていたので,見 通 しよく式を展開す ることがで

きな い.

(3)ウ ォノレシュ積分公式が得 られてい ない,

ウ ォノレシュ変換 はmod2が 基 本に なってい る

ので,(1)を 避 け ることはで きない .従 って,こ の

ことを念頭においてデ ータの処理を行 う必要があ

る.入 力デ ータの前処 理 として 「平行移動不変」

「回転不変」 の性 質に正規 化(変 換)し てお くの も

一方法 である .本 研究 では,(1)は 対 象 としないで,

②,(3)に 重 点 を置いてい る.

1・3本 研 究の 目的

本研究 では次 の三つ の項 目を対象 としている.

(1)

(2)

(3)

ウォノレシ ュ変換 を行 うのに計算 しやすい系や

表現 の導入,お よび,ウ ォノレシ ュ変換 につい

ての諸性質(公 式)の 解明(導 入 ・証 明)

画 像処理への応用

ウォノレシュ変換装置の モデル の提案

表1・2ウ ォル シ ュ関 数 の定 義

(a)漸 化 式

(b)(矩 形波周期関
数の)積

(c)2進 群

(d)一1の 巾乗

IK.。necker積(直 積)

差 分 方 程 式

Rademacher関 数

例 え ば文 献[10]

IHarmuth[6コ

Helm[4コ

Coleman[5コ
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.序

(1)につ いては,こ れ まで ウォノレシュ関数の導入

には種 々の方法が行われて きた.こ れ らを整理分

類す ると 表1・2に なる.こ れ らには一長一短が

あ るので,以 下の(i),(ii),㈹ の 考察Y'重 点 を置

いて ウォノレシュ関数を新たv定 義 してい る。

〈i)見通 しよ く展 開でき『る表現形式

表1・2の(a),(b),(c)は 特 色のあ る方法で ウォノレ

シュ関数を導入 してお り,こ れ らは コンピュータ

を使用すれば容易に得 られる.し か し,ウ ォルシ

ュ関数や ウォシュ変換G'つ いての性質を考察する

場合,い つ も定義に戻 って式を展開 しなければな

らず,特 に他の式や関数 と関連 させる場合Yrは 手

続 ぎが非常に込み入 って くる.表 現式を簡単にす

る ことに よ り,一 般 的な性質が導 きやす くなる こ

とは歴 史的に も明かな ことである.た とえば,行

列 ・ベ クrレ,複 素数,sin・COSよ り も指数関数,

演 算子,微 分方程 式な どの表現がそ うである.本

研究での ウォノレシュ関数の定義は 表1・2の(d>に

近 い形式を採 用 している。(d)は ウ ォノレシュ関数を

導 くの も容易であ り,ま た式の展開に も(a),(b),

(c)の よ うに定義式G'戻 る必要 もない.表 面(陽)に

出てい る記号 ・式のみを対象 とするので,自 由に

数式を扱 うことがで きる.た だ一つの難 点をいえ

ぱ,交 番数(segeuency)が 陽 の形で変数 として表

れていない ことであろ うか.

;ii)定義 域での,自 然 な形の加算 ・乗算 の導 入

ウォノレシュ関数の性質はmod2Yr基 づ いてい

る.こ れに よ り集合K={0,1}で の 演算 を定 義す

る と,

0十 〇=o,o十1=i,1十 〇=1,1十1=0

とな る.こ れを,

ZOJ=k,Z,ブ,k∈K

と表 す.こ のKは ガ ロア体GF(2)と 呼 ばれてい

る ものである.さ らに,集 合:

Z)m={:0,1,2,…,a,…,!>一11L>=Zm,

m=0,1,2,…}

に対 して も拡張す る と,ま ず,aを2進 表示 して

その各桁 ご との加法 の ㊦ 演算 を行 ってか ら,ふ

たたび,10進 表 示 に戻 す演算 とする.こ れは群 と

な り,い わゆる(加 法の)2進 群(dyadicgroup)

とし て知 られ ている ものである。 ところが,こ れ

LYyは乗 法が定義 され ていない.文 献 のなかには通

論 一

常の意味での乗算 を行って式を展 開 している もの

もあるが,① 演算 と整合 しないので実 り多い もの

とは言えない,た だ し,2の 巾乗倍 の場合 のみ は,

㊤ 演算 と矛 盾 しな くて 「自然な乗算」 として実行

で ぎる.と い うのは,桁(ビ ッ ト)を 左 にず らす(シ

フ ト)だ けでよいか らである(た だ し,こ れは2進

表示 されている ことを前 提 としている).ま た,

Dmのmod1>の 性 質 も考 慮 しなければな らな

い.で は,

① 演算,mod1>,2乙(1は 整数)倍 の積

の三つの性質を保存す るよ うな乗算はで きないだ

ろ うか.こ こで従来の掛 算を次の よ うに考えてみ

ょ う.い ま,m=2と して,す なわ ち,変 数 を

2進 表示 した とぎ2ビ ッrし て表 わ され る.そ こ

で,a,bの 各 々の2進 表示 をalao,blbaと す る

と,α ×bは 表1・3の(o)の よ うな手順 で実行 さ

れ る.表1・3の(α)の 最下行 を10進 表 示に直 した

ものが従来 の掛算 の答えであ った(た だ し,こ こ

では桁 上 りは考慮外 とす る).上 記 の三つの条件 を

満たす演算 として次 の二 つの条件 を定 める.

紅)掛 算 を して得 られ た結果 のmadNを とる.

す なわち,mよ り大 ぎい桁(ビ ッ ト)を0と す る.

@従 来 の+演 算 を(D演 算 に置 き換 える.

この乗算 を2進(dyadic)乗 算 と呼ぶ ことにす る.

表1・3の(a)の 従 来の乗法 であ ると,

axb=CaiE'o,albo十aobi,aobo)

で あ ったのが,2進 乗算 では,

axb=(alboO+aobl,aobo)

と定 義す る.表1・3の くb)を参 照.こ こで導入 し

た2進 乗算は従来の乗算 を① 演算 に合 うよ うに修

正 した ものであ るが,実 は これは 「ガ ロア体GF

(2)の上 の多項 式の剰余類(環)」 の一つの表 現 とし

て,加 算お よび乗算 が統一的に導 きだせる ことが

わか った*.従 って,ヱ 蛎 が環 にな ってい ることが

わかった.

㈹ 「形式」 よ りも 「明瞭 さ」・「使 いやす さ」 の

優先

連続 関数 は扱 わない.定 義域(domain)

は,0ま た は正 の整数 の 上 で 定.義 さ れ,値 域

(range),す なわ ち,関 数値は複素数 まで含 む も

の とする。得 られた結果 は容 易に有理数域 まで拡

梼喜安善市氏の指摘に負 う
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表1・3(a)従 来 の掛 算:

(こ こで は 桁 上 りは な い と仮 定 して い る)

axb=

alas

x)blba

albaaoろ0

十)alblaobl

alblalbo十aoblaoba

(b)modula4に よ る掛 算

(苦 はmod4の た め に0と な る)
alas

x)blbo

①)albi

alboaobo

aobl

皆albo㊥ α0ろ1αObo

張 できる.し か し,実 数 まで拡張 で ぎるか ど うか

は わか らない.実 際 問題 としては,計 算機 にかけ

る場合 で も筆算 を行 う場合 で も,整 数,す なわち

デ ィジタル形式 のほ うが曖 昧 さがない.

形 の 「きFれいさ」N'は こだわ らない.一 これ

まで導 入 されて ぎた ウォノレシュ関数(a),(b)の 定

義域 の多 くは連続 関数 として

os～ ≦;1ま た は 一1/2≦ ～ ≦ 十1/2

で あ った.こ の理 由は三角関数のsin関 数,COS

関 数 に対応 させ るためである.sin関 数 に対 して

はsal関 数 が あ り,cos関 数 に対 してはcal関

数 があ る.こ れに よ り三角関数系で知 られてい る

諸 公式 がsal,ca1関 数 系につい て も形式的に似

た公式が成立す る.こ れはsa1,ca1関 数 を用い

る立場 か らは便 利であ る.し か し,本 研 究 で は

sal,ca1関 数 を使用 してい ない[7].こ れ を導入

する と,ウ ォノレシュ関数 を取 扱 うのにかえ って複

雑 とな り,見 通 しが悪 くなるか らであ る.

一1の 巾乗 .一 今までの ウォwシ ュ関数の定

義 は主 として(a)ま た は(b)が 使 われていた.こ れ ら

は,変 数 がその ままの形で表面に出ないので,形

を変形 した り,他 の式 と関連づけた りす る場合v

繁 雑 になった.そ の点,(d)は 変 数 とウォノレシ ュ関

数 とが直接,結 びつ いているので,式 の展 開に都

合 が よい.し たが って,本 研究 では(d)形式 を採 用

している.

1・4本 論 文の構 成

これ らの方法 に より,他 の方式 では得 られ なか

った諸結果 が得 られ ている(第2章,第3章).

主 な もの として,

(i)サ ンプ リング定理 における平均 化

(ii)ウォノレシュ関数の差分 と和分

前節 の② につ いて は,入 力 データをウ ォノレシュ

変換 して得 られ るウォル シュ変換面 で,フ ィwタ

をかけ て信号処理す る方法が ある.い ままでの方

法 では通常 の算法に基づ いた方法 を適用 してい る

た めに予想 のつか ない結果か,も し くは,お よそ

の見 当しかつけ られ なか った.本 研究 では2進 フ

ィjLタ を導入す る こと4'よ り理論解析が可能 とな

った.こ の応 用 として入力画像 の差分形 を示 した.

前 節 の(3>につ いて は,ウ ォノレシュ変換 はデータ

の加減 のみ の操作 であるか ら,装 置化が容易 な性

質 を持 って いる.と ころが大量 のデ ータを扱 う装

置 となる と多数 の結線 圓路 を必要 とす るので,実

際上,製 作 が不 可能 である.本 研究 では結線数 の

少ない二つ の ウォ)Lシ ュ変換 装置 のモデwを 見 い

だ した.一 つは高速 ウォノレシュ変換 法(FWT:

fastWalshtransform)の アノレコ"リズ ム1こ基 づ

いた ものであ る.通 常の方法では結線の数がN×

N本 を必要 としたが,こ の方 法Y'よ る とN×log

!>本 に 減 る.こ れは!>の 値 が大 ぎいほどその効

果 が著 しい.も う一 つのモデノレは,で きるだけ減

算部分 をな くし,大 部分 を格子状 の加算 回路 とし

て実現 する ものである。 この格子状 回路 は特定 の

交 点のみで入力か ら出力へ信号 が伝わる回路 とな

っている.最 終段階 で減算 回路 を設 けてあ り,装

置 全体 が コンパ ク トになる(第4章).
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第2章 数学的背景

2・1準 備[31]

標数2の ガRア 体:G-F(2)={0,1}をKと 表

す.xを 変 数 とす るKの 上 の任意の多項式P

(x)を,法F(x)に よ り剰 余類に分類する.商 を

Q(x),剰 余 をR(x)と して次式 が成 立する.

P(x)=F(x)Q(x)十R(x)(2.1)

R(x)の 集合{R(x)}は 「GF② の上 に多項 式の

剰余類環」と呼ばれている.さ て,こ こで,,F(x)

を次 の よ うYY定 める.

れ
F(x)=x,た だ しm=1,2,3,… …(2.2)

従 っ て,R(X)は 次 の よ うに 表 現 で き る.η ∈K

と し て.

　　ユ

R(x)=:Σrixi(2.3)
i=O

こ こ で,R(x)に 二 通 りの 写 像 を 行 っ て,2種 類 の

表 現 を 得 る.一 つ は10進 表 示 し た も の(Dで あ り,

も う一 つ は,ベ ク トノレ・行 列 表 現 し た も の ㈹ で あ

る.

(i)10進 表 示 へ の 写 像

R(x)に,x=2を 代 入 す る.従 っ て,{R(2>}は

2nbを 法(mod)と す る0～2馳 一1の 整 数 の10

進 数 の 上 へ の 同 形 写 像 と な る.こ れ を 改 め て 次 の

よ うに 記 す.

Dm={0,1,…,α,…,N-11N=2m,m

=1,2,3,…}(2.4)

これ を 「2進 環(dyadicring)」 と 呼 ぶ こ と に し

よ う.{R(X)}は 環 で あ る か ら,加 法 と 乗 法 が 成

り た つ.こ の 演 算 をDmに 対 応 さ せ る.ま ず 加 法

に つ い て,

αi,bi,Ci∈K,A(x),B(x),C(x)∈{R(x)}

と し て,(2.3)よ り,

　　ユ 　　ユ

・4(x)=Σaixi,B(x)=Σbixi,
i;o

　ロユ

C(x)=ΣCixi
i=O

2=Q

5

さ ら に,a,b,C∈Dmと し て,

ノ4(x)十B(x)=C(x)→ ∠1(2)十B(2)=C(2)

(2.5)

と な る.ビ ッ ト単 位 で 考 え る と,こ れ は,

m-1im-1i

Σ(ai① ∂の2=ΣCi2(2.6)
i=Oi=0

に等 しい.(2.5)をDmに 対 応 させて表現 した通

常の加法 ÷ と区別す るた めに,㊦ 記号が一般的に

使われてい る.す なわち,

ユ　

A」(2)十B(2)=C(2)→a㊥b=c(2 ,7)

と表 す ことにす る.こ のDmの 加 法は 「2進(加)

群(dyadicgroup)」 と名付け られて いる[19コ.

Dmの 加 法の記号 ㊦ とKに おけ る加法の記号 ㊦

とは同 じものであるが,変 数が いずれ に属 して い

るかは容易 にわかるので,気 をつ けれ ば混 同す る

ことは ない.

次 に乗法にっいて,加 法 と同様に,

∠4、(x)B(x)=C(x)→/1(2)B(2)=C(2)(2.8)

ユむ
→ αb=c(2.9)

とな る.ai,bi∈Kで あることを考慮 して,(2.8)

の 第1式 を実行す ると,序 論の 表1・3(b)と 同 じ

ものにな る.乗 法の表現 としては(2.9)の 方 式を

採 用す る.乗 法 として特別の記号 は使 わない.と

い うのは,後 で スカラ積の記 号 も導入す るので,

数 式の繁雑 さを避け るためである.

さて,以 上 は,窺 を任意 として一般 的に説 明 し

て ぎたが,直 感的に理解す るために例 を示す.甥

=3と す ると,F(x)=x3と な り,(2.1)は,

r2,rl,ro∈Kと して,

P(x)=x3Q(x)+r2x2+rlx+ro(2.10)

とな る.こ れ らの多項式 の算法 は昔か ら知 られ て

お り,例 えば法 をx2十1,m・=2と した場合 は文

献[26]に な る.こ の場合 の加法 と乗法 は,そ れ ぞ

れ 表2・1,表2・2と なる.さ らに,x;2を 代

入す る と,D3の 加 法 と乗法 は 表2・3,表2・4と
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表2・1{RI(x)}の 加 法,m=3,Ai(x)十B(z)=C(x)

C(x)

0

1

x十1

x2

x2-f-1

x2-f-x

x2十x十1

0 1 x十1 x2 x2一}一1 x2-Fx x2十x十1

0

1

x十1

xz

xz-1-1

x2-f-x

x2-1-x一}一1

1

0

x十1

x2十1

x2

x2-1-x一{一1

x2-Fx

x十1

a

l

xz-f-x

xz十x十1

xz

xz-f-1

x十1

1

a

x2十x十1

x2十x

x十1

x2

x2

x2-1

x2十 一x

x2-1-x一}一1

a

l

x十1

x2-1-1

x2

x2十x十1

x2-1-x

1

0

x十1

x2十x

x2十x十1

x2

x2-1-1

x十1

0

1

x2-Fx-1-1

x2-Fx

x2十1

xz

x十1

1

0

表2・2{R(x)}の 乗 法,m=3,A(x)Bi(x)=C(x)

C(x)

a

l

x十1

x2

x2十1

x2十x

x2十x十1

0 1 x十1 x2 x2十1 x2十x x2-Fx一}一1

0

0

0

a

O

O

O

O

0

1

x十1

xz

x2一'rl

x2十x

xz十x一}一1

a

x2

xz-f-x

O

x2

x2-f-x

O

x十1

x2十x

xz-f-1

x2

x2-1-x-1-1

1

O

x2

0

x2

a

x2

0

x2

O

x2-1-1

x2十x十1

x2

1

x2-Fx

x十1

O

x2十x

x2

a

x2-1-x

x2

O

x2-1-x十1

x2十x

l

x2

x十1

x2十1

なる.表2・4は(乗 法 の)群 となっていない こと

が わか る.こ の理 由は一般 的4'法F(x).=xmは 既

約多項式 ではないか らである.従 って,D那 は「体」

に はな り得 ない[13].

(ii)ベ ク トノレ・行列へ の写像

まず,Kの 上 のベ クrv写 像 として

m-1v
R(x)=Σr,.x'`→r=

i=0

7初 一lei

Ytn_2

Yi

:

、Yp/

(2.11)

と表 す こ と).TYt_する.こ の ベ ク トル の す べ て の 集 合

{r}をvmと す る,さ ら に,Kの 上 の,次 の よ

表2・3D3の 加 法

aGb

0

1

2

3

4

5

6

7

0 1 2 3 4 5 6 7
表2・4D3の 乗 法

0

1

2

3

4

5

6

7

1

0

3

2

5

4

7

6

2

3

0

1

6

7

4

5

3

2

1

0

7

6

5

4

4

5

6

7

0

1

2

3

5

4

7

6

1

0

3

z

6

7

4

5

2

3

0

1

7

6

5

4

3

2

1

0

ab

1

2

3

4

5

6

7

0 1 2 3 4 5 6 z

0

0

0

a

a

a

O

1

2

3

4

5

6

7

2

4

6

0

2

4

6

3

6

5

4

7

2

1

4

a

4

0

4

0

4

5

2

7

4

1

6

3

6

4

2

0

6

4

2

7

6

1

4

3

2

5

一6



うな三角行列の中への写像を,

r'・j一{鳥:1:1

た だ し,7衙,ri-j∈K

と し て,

れ　ユ ノ

R(x)=Zlrixi→R=(〆ij)
i=0

R=

L

yO......yk...ym-2ym-1

ya......Yk......ym_2

0

Yp

Yx

Yg

rarl

ra

一2 .数 学的 背 景 一

a㊥b=c← → α㊥b=c(2.17)

ab=c← →Ab=Cま た はBa=C(2.18)

た だ し,α,b,C∈Dm,α,b,C∈Vm,A,B∈

丁鵬

㈹2進 ス カ ラ 積

Vmは べ クrw集 合 で あ る か ら,ス カ ラ 積 を 定

(2.12)

(2.13)

と表す ことにす る.こ の三角行列全体の集合{R}

をTmと す る.

以 上を まとめる と,VmとT.e■ よ って{R(X)'}

の 加 法 と乗法は次の よ うに写像 され る.

ア
A(x)十B(x)=C(x)→ α(Db=e(2.14)

アリグ

A(x)B(x)=C(x)→Ab=cま た はBα=c

(2.15)

ただ し,加 法記号:①.a,b,C∈Dm,a,b,e∈

Vm,A,B∈7「mA(x),B(x),C(x)∈{R(x)}

以 上 に よ り,{R(X)},Dm,(Vm,Tm)の 相 互

に次の対応関係が な りたっ.

{R(2)}
10//＼V,T

/＼

/＼
Dm← →(レ 碗,Tm)(2.16)

{R(X)}か らDmへ の 写像お よび{R(X)}か ら

(Vm,Tm)へ の 写像は一対一の対応 関係が あるの

で,Dmと(Vm,Tm)の 間 に も一対 一の対応 がな

りたつ。手続 ぎは,r∈D。,を2進 表示 した各桁

の数字 を(2.11)の べ クDレ,ま たは,(2.12)の 三

角行 列に対応 さぜ る.逆 に(2.11)ま た は(2.12)の

行 列 を10進 表 示に変換すれば,r∈Dmが 得 られ

る.D.と(Vm,Tm)の 使 いわけは,1)mは 一般

的 な数 式や議論 を行 うときに便利 で,(Vm,Tm)

は 具 体的 な数値 を求 める場合 や証 明問題 を扱 うと

ぎに便利 が よい.Dmと(Vm,7「 の の対応 の表現

は,次 の ようにす る.

義 す ることがで ぎる.こ れを2進 スカラ積 と呼ぶ

ことに しよ う.

　　ユ　 　
a・ろ=αb=bα=Σ(∋aibi∈K(2.19)

i=0

た だ し,Xは 転 置 記 号,α,b∈Vm,

ai,bi∈1(',α,b∈Dm

こ の 表 現 のDη 表 示 へ の 対 応 は,

α・b← 一〉α・b∈K(2.20)

と示 す.従 っ て,Dmに お け る 二 つ の 積 の 分 配 則

は,次 の よ うに 表 現 さ れ る.

a(b({)c)=ab∈)ac∈1)m(2.21)

a・(b㊥c)=a・b① α・c∈K(2.22)

(2.22)は 後 述 の 定 理2・3の(ii)に 関 連 し て い る.

Dmの2進 ス カ ラ 積 は 表2・5に あ る.

以 上 に よ り,ウ ォ ノレシ ュ 関 数 お よ び ウ ォ ノレシ ュ

変 換 を 扱 う た め の 準 備 が 整 っ た.

表2・5D3の ス カ ラ積

a.bio1234567
0

1

2

3

4

5

6

z

O

a

O

O

O

O

O

O

a

1

0

i

O

i

O

1

O

a

1

1

a

O

1

1

0

1

1

0

0

1

1

a

a

O

a

O

1

1

1

1

0

1

0

1

1

0

1

0

0

0

1

1

1

1

0

0

0

1

1

a

l

a

O

1

2・2コ ールマン形ウ ォル シ ュ関数 と交番数

表1・2に ある よ うな ウォノレシ ュ関数の定義 は,

こ こで用い られてい る もの と比較す る と,

(i)部 分 的に関数 の符号 が反転 している[20].

㈹ 変数 の定 義域 が連続 で,

0≦ ～ ≦1ま たは 一1/2≦ ～ ≦ 十1/2

とな ってい る.

㈹ 交番数 を通常 の周波数 と対応 させるために,

こ こで用い られてい る値の半分 として定義 さ

れてい る(奇 数の場合は1を 引いた半分)。

7
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しか し,関 数の基本的パ ターンとしては(図 を描

くと)全 く同 じであ る.こ こでは,コ ール マンが

提案 した 一1の 巾乗に よるウォノレシュ関数を,

Dmの 要 素 を変数 として,以 下 のよ うに定義す る.

以 後,こ れを(コ.一wマ ン形)ウ ォノレシュ関数 と

呼ぶ ことにす る.図2・1を 参 照.

S,Z∈D鵬 として,

WSCz:)一(一 ・)s蛎 一1
-1:::z=02=1(2.23)

Sは 交 番数に関連 してい る係数 で,こ れ を 「係数

表現」 または 「係数順位」 と名づけ る ことに しよ

う.交 番数 とは,い ままでの周波数の概念 を拡張

した もので,単 位時間内,ま たは,単 位空間 内で

波形が(零)軸(ま たは横軸)と 正か ら負,あ るいは,

負 か ら正へ変化(交 差)す る回数 を表 してい る.零

交差周波数,あ るいは,シ ーケ ンシ(sequency)

と も呼ばれてい る。(2.23)に よ って得 られた ウォ

ノレシ ュ関数WS(の の 交Sノ は次式に よって得

られる.

ハL2
Sノ=Σlws(の 一WS(Z十1)1/2(2.24)

2=Q

ところで,係 数Sか らS'が 得 られ ないだろ うか.

す でに,Sか ら ∫',あ る いは,∫'か らSを 得 る

手続 きは,文 献[3]yよ り,ア ダ マーノレ行列 と

の関係において詳 しく述べ られてい るが,こ こで

は,直 接定 義式(2.24)か ら導 こ う.な お,こ の

Sは 次節 にでて くるシノレベスタ形 アダ マール行

列の 「行の順位 」を表 している.

〔定理2・1〕 コーノレマ ン形 ウォル シュ関数 凧

(i)の 交 番数 をstと して,sか らs!あ るいは

sノ か らsを 得 る変換行 列:A,お よ び,A-1は

次 の よ うに して得 られ る.

ア ア

s,sノ ∈Dm,s〈 一→s∈Vm,∫ ノ← →s'∈Vlm,

AをKの 上 の 行 列 と し て(Aは 三 角 行 列 で あ

る が,Tmに は 属 さ な い), 　ユ
s!=Asま た は,s=As!(2.25)

た だ し,A=(aij),A}1=(∂zゴ),i,ブ ∈{1,2,3…

…
,m}

a・j一{1:驚謂

b2;一{::霧二i箔翻

行列表現にす ると,Aお よび,A-iは 次 の よ う

Y'な る.

A=

1

11

111

1・ ・1

11・ ・111

1111・ ・11111

一1

,ノ1=

0
11

・}1〕

　

}・ り

〔証 明 〕 交 番 数 の(2.24)の 定 義 よ り,s'は,

(一1)α=1-2a,a∈{0,1}と し て,

Σiw,(の 一WS(2+1)1/2

=Σ1(一1)8'L(一1)8'(i+1)i/2

=Σls・Z-s・ ¢+1)1

と な る.a,b∈Kの と ぎ,

1α一61=a㊦b

で あ る こ とか ら,

s'=Σs・[畑(i+1)]

(2.26)

(2.27)

(2.28)
ア

と な る.こ こ でi(D(i+1)=1→1∈Vmと す る.

後 述 の 例2・2の 式 を 使 う と1の 成 分 為 は,iの

2進 表 示 をim-1… …i,、…ioと し て,

・ic一控 納1二1(2'29)

となっている.そ して,inの うちで0の 値 を も

つ ものの最下 位の桁 の ものをit(=0)と す ると,

ム はさ らに次の よ うに書 ぎ換 え られ る.

・・一{1:1=∴ ∵ ∴(2'30)

この ときの1の 値 はleが4+1以 上 の桁it+1,

… ,im-1,の 値 とは無関係に定ま るので,iが0か

らN-2ま で を順 次変化 してい く間に同一 の値 を

持つ ∬が,it+1,… …,im-1の 組 み合せ の数だ け,

す なわち,2m+1回 発 生す る.ま た(2.30)の ∬

は,4=O・vm-1で あ ることか ら,m種 類の異

なった値(パ タ ーン)を 持つ.こ れ よ り

N_2N-2*
s!=Σ{i(D(i十1)}・s=Σ18(2.31)
i=Oi=O

m-1t+1!1＼

st=Σ2m+1(0,…,0,1,1,・ ・㍉1)S(2.32)
1=o(↑ は 行 行 列 表 現 で あ る)

=Σ2m+1(St∈)…(∋So)(2.33)

こ こ で,ん=m-4-1と 置 きi喚 え る と,

8



の　ユ
s!=Σ2iC(Sm-iC.1㊤ … ㊥so)(2.34)

ic=O

ア

となる.こ こで,sノ →8ノ ∈協 としてS1の 第

h成 分 をS偏 とす ると上式は成分に関 して,

s/il=Sm-1-1㊦ … …①∫o(2.35)

とな る.こ れ を行列 とベ ク トノレ表示 にす る と定理

の第一式 がでて くる.det1AI=1で あ るか ら逆

行列が存在す る.8ノ=ASを 成 分 ご とに書 ぎ下 し

た ものを連立方程式 とみ なしてSの 成分 を順 次,

求 めてい くと,五 一■が得 られ る.

[証 明終]

なお,A一1は 文献[10]か らで も得 られ る.s

とsノ の関係 の具体例 は 表2・6に ある.

さ て,Ws(i)の 例 として,m=3の 場 合 を 表2

・5を 参 照 しなが ら描 くと 図2・1に なる.こ の

図を見て もわかる よ うに,係 数 ∫を定 める と,コ

ーノレマ ン形 ウォル シュ関数が定 ま り,さ らに(2.

25)に よ って,そ の交番数 も定 まる.と ころが,

表1・2の(a)に あ るハル ムスの漸化式 による ウォ

ルシ ュ関数 の導 入法 では,交 番数stに よ って,

順 次,ウ ォノレシュ関数 を求 めてい く.こ の漸 化式

を(2.23)の コ ーノレマ ン形 の表現 に書 き換 えてみ

る と,次 の よ うになる.

〔定理2・2〕 漸 化式 に よるウォノレシュ関数の定

義

a,Sを 交 番数順 として,

VPVα(i)=(一1)z〃e-1Sm-1Ws(2の(2.36)

た だ し,s,i∈Dm,s,iの2進 表示をそれぞれ

一2 .数 学 的 背 景 一

Sm-1… …SOお よ びZm-1… …Zp

ま た,p=0ま た は1と し て,

　　エ 　
α=(P㊤ ΣSi,Sm-1,Sm.2,…,S3,S2,SI㊦SO)

i=0

で あ る.

〔例2・1〕 甥=4,N=16と す る と,

vprα(の=(一1)z3s3Ws(2s)

一 一iil際腔3

とな り,こ れ によって求め られ るウォノレシュ関数

W、(の,m=4は,s=0か ら始 めて,係 数単位 とし

て 表2・7(a)が 得 られ る.(b)は そ れに対応 した

交番 数sノ を表 してい る.こ の漸化式(2.36)は,

形 式はハノレムスの もの よ り少 し簡単 な表現 となっ

てい る,

さて,ウ ォノレシュ関数についての性質は よく知

られ てい るが,変 数 がDmに 基 づいてい ること,

また,あ とで証明に使 うので定理 として あげてお

く.

〔定理2・3〕s,t,i∈Dm,1>=2mと して,

(i)Ws(i)=V」Vi(s)

(ii)Ws㊥t(の=Ws(i)レ7,(の

ユ　　エ

(面 ΣWs(の=Nδ ・
i=0

ただし・臥一{1:1;:

(a)

÷

m=3,N=8

01234567

07341625

s _04623751

s'01234567

表2・6係 数 順位Sと 交 番 数s'の 関 係

(b)m=4,N=16

04623751s10123456789101112131415

(c)

S

Sノ

s

s'

S

ε'

0157831241111469213510

0812461410231115751391

0123456789101112131415

m=4,N=32

012345678910111213141516171519202122232425262728293031

031151672482332812194271120130141762592222913185261021

S

sノ

016248122820462230141026182319271115312375212913925171

012345678910111213141516171819202122232425262728293031

9



一 ウォルシュ変換の性質とその応用に関する研究 一

表2・7

(a)

漸化式により得られるウォノレシュ関数の順序

係数順位

8

/¥
4iz

/¥
210614

///!/¥/¥
19513311715

係

数
順

位0切+

↓(一1)0

(b)交 番 数順位

1

/¥
32

/＼/＼
7645

/¥1¥/¥/¥15141213891110

1・κ(
一1)

(一1)2'κ0

3・xO(
一ll

(.1)鵜o

(一ll
5・x

6・κ(
一1)

(一ll
7・κ

交
番
数

xo

十T

十小

一 一 一

一 一 一 二「》κ

i
「x

+^「
=しx

' ㌧

」0

一

十

〇

一

十

〇

一

+

0

一

十

〇

一

十

〇

一

十

〇

一

i

ｱTn
一 一

r→x

=Lx
一

A

一

i mix

+^「 一

一 」 シκ

図2・1ウ ォル シ ュ関 数,ヱV=8

7

3

4

1

6

x2

5

2・3ウ ォル シュ変換

前章 で定義 した コール マ ン形 ウォルシ ュ関数 に

よるウォwシ ュ変換は次 の よ うになる.

S,2∈ ≡Dm,N=2m,と して,

N一■s・i
Fs=Σfi(一1)(2.37)

i;o

後述の便宜の ため,こ の変換 をつ ぎのよ うに表す

ことにす る.

レ
プ『i→Fs(2.38)

逆 ウ オ ル シ ュ 変 換 は,

レ
Fs→Nfi,N=2m(2.39)

と な る.別 の 表 現 と し て,こ の 変 換 を 通 常 の 算 法

と し て の 行 列 ベ ク トノレの 表 現 で 表 す と,次 の よ う

に な る.

17=Hf(2.40)

た だ し,f=(所 一1,…,fi,…,ズo)*

F=(FN-i,Fs,F'o)*

Z1=(hij),hij=十1ま た は 一1,

た だ し,i,s∈{O,1,…,N-1}

こ のN×Nの 変 換 行 列Hを 次 数2鴇 の シ ノレベ

ス タ 形 ア ダ マ ー ノレ行 列 と い う[21].例 と し て,m

=3,4,5の 場 合 の ア ダ マ ー ノレ行 列 を そ れ ぞ れ 表

2・8,表2・9,表2・10に あ げ て お く[10].上 式

のSは 行 の 順 序 を 表 し て い る こ と に な る.参 考 の

た め に 巡 回 形(ペ ー リ ー 形)ア ダ マ ー ノレ行 列 も あ げ

て お く[22].表2・11を 参 照.こ の タ イ プ の 行 列

は,す べ て(今 の 場 合 は,0～11)の 交 番 数 が 現 わ

れ な い の で 交 番 数 解 析 に は 使 え な い.

と こ ろ で,(2・37)の 定 義 は,1次 元 ウ ォノレシ ュ

変 換 式 で あ っ た が,次 の よ う に 々 次 元 ウ ォノレシ ュ

変 換 式 に 拡 張 す る こ とが で ぎ る.

F(91,...qi...qx)

ズ　エ ハ　ユ

=Σ … Σ!(Pl ,…,Pi,…,か の
pl=OPk=0

41・P1㊤…㊤φP乞㊤…㊥qk・pk

x(一1)(2.41)

た だ し,Qi,p2∈Dnz,∫(・),F(・)はk次 元 表

現 で あ る.

こ の 式 は 後 述 の 「2進n重 相 乗 定 理 」 の 証 明 の

と き に 使 わ れ る.以 下vで て く る ウ ォル シ ュ変 換

は す べ て1次 元,も し く は,2次 元 と し て 扱 っ て

い る が,(2・41)に 従 え ば,容 易 に 多 次 元 表 現 に 拡

張 で き る..

一10一



一2 .数 学 的背 景 一

表2・8m=3,N=8

以下 の行 列は,+は+1を,一 は 一1を 表す.Sノ

は 交番数 である.

H=

十 十 十 十 十 十 十 十

十 一 十 一 十一 十一

十 十 一 一 十 十一 一

十 一 一 十 十一 一 十

十 十 十 十 一一 一 一

十 一 十 一 一 十一 十

S/

0

7

3

4

1

6

++一 一 一 一++12

+一 一+_++_/5

表2・10m=5,Nr32

H=

表2・9

H=

m=4,N=16

十 十 十 十 十 十 十 十 十 十 十 十 十 十 十 十

十 一 十 一 十 一 十 一 十 一 十 一 十 一 十 一

十 十 一 一 十 十 一 一 十 十 一 一 十 十 一 一

十 一 一 十 十 一 一 十 十 一 一 十 十 一 一 十

十 十 十 十 一 一 一 一 十 十 十 十 一 一 一 一

十 一 十 一 一 十 一 十 十 一 十 一 一 十 一 十

十 十 一 一 一 一 十 十 十 十 一 一 一 一 ÷ 十

十 一 一 十 一 十 十 一 十 一 一 十 一 十 十 一

十 十 十 十 十 十 十 ÷ 一 一 一 一 一 一 一 一

十 一 十 一 十 一 十 一 一 十 一 十 一 十 一 十

十 十 一 一 十 十 一 一 一 一 十 十 一 一 十 十

十 一 一 十 十 一 一 十 一 十 十 一 一 十 十 一

十 十 十 十 一 一 一 一 一 一 一 一 十 十 十 十

[二三1三三.
∫ノ

十 十 十 十 十 十 十 十 十 十 十 十 十 十 十 十 十 十 十 十 十 十 十 十 十 十 十 十 十 十 十 十

十 一 十 一 十 一 十 一 十 一 十 一 十 一 十 一 十 一 十 一 十 一 十 一 十 一 十 一 十 一 十 一

十 十 一 一 十 十 一 一 十 十 一 一 十 十 一 一 十 十 一 一 十 十 一 一 十 十 一 一 十 十 一 一

十 一 一 十 十 一 一 十 十 一 一 十 十 一 一 十 十 一 一 十 十 一 一 十 十 一 一 十 十 一 一 十

十 十 十 十 一 一 一 一 十 十 十 十 一 一 一 一 十 十 十 十 一 一 一 一 十 十 十 十 一 一 一 一

十 一 十 一 一 十 一 十 十 一 十 一 一 十 一 十 十 一 十 一 一 十 一 十 十 一 十 一 一 十 一 十

十 十 一 一 一 一 十 十 十 十 一 一 一 一 十 十 十 十 一 一 一 一 十 十 十 十 一 一 一 一 十 十

十 一 一 十 一 十 十 一 十 一 一 十 一 十 十 一 十 一 一 十 一 十 十 一 十 一 一 十 一 十 十 一

十 十 十 十 十 十 十 十 一 一 一 一 一 一 一 一 十 十 十 十 十 十 十 十 一 一 一 一 一 一 一 一

十 一 十 一 十 一 十 一 一 十 一 十 一 十 一 十 十 一 十 一 十 一 十 一 一 十 一 十 一 十 一 十

十 十 一 一 十 十 一 一 一 一 十 十 一 一 十 十 十 ÷ 一 一 十 十 一 一 一 一 十 十 一 一 十 ÷

十 一 一 十 十 一 一 十 一 十 十 一 一 十 十 一 十 一 一 十 十 一 一 十 一 十 十 一 一 十 十 一

十 十 十 十 一 一 一 一 一 一 一 一 十 十 十 十 十 十 十 十 一 一 一 一 一 一 一 一 十 十 十 十

十 一 十 一 一 十 一 十 一 十 一 十 十 一 十 一 十 一 十 一 一 十 一 十 一 十 一 十 十 一 十 一

十 十 一 一 一 一 十 十 一 一 十 十 十 十 一 一 十 十 一 一 一 一 十 十 一 一 十 十 十 十 一 一

十 一 一 十 一 十 十 一 一 十 十 一 十 一 一 十 十 一 一 十 一 十 十 一 一 十 十 一 十 一 一 十

十 十 十 十 十 十 十 十 十 十 十 十 十 十 十 十 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一

十 一 十 一 十 一 十 一 十 一 十 一 十 一 十 一 一.十 一 十 一 十 一 十 一 十 一 十 一 十 一 十

十 十 一 一 ・←十 一 一 十 十 一 一 十 十 一 一 一 一 十 十 一 一 十 十 一 一 十 十 一 一 十 十

十 一 一 ÷ ÷ 一 一 十 十 一 一 十 十 一 一 十 一 十 十 一 一 十 十 一 一 十 十 一 一 十 ÷ 一

十 十 十 十 一 一 一 一 十 十 十 十 一 一 一 一 一 一 一 一 十 十 十 十 一 一 一 一 十 十 十 十

十 一 十 一 一 十 一 十 十 一 十 一 一 十 一 十 一 十 一 十 十 一 十 一 一 十 一 十 十 一 十 一

十 十 一 一 一 一 十 十 十 十 一 一 一 一 十 十 一 一 十 十 十 十 一 一 一 一 十 十 十 十 一 一

十 一 一 十 一 十 十 一 十 一 一 十 一 十 十 一 一 十 十 一 十 一 一T一 十 十 一 十 一 一 十

十 十 十 十 十 十 十 十 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 十 十 十 十 十 十 十 十

十 一 十 一 十 一 十 一 一 十 一 十 一 十 一 十 一 十 一 十 一 十 一 十 十 一 十 一 十 一 十 一

十 十 一 一 十 十 一 一 一 一 十 十 一 一 十 十 一 一 十 十 一 一 十 十 十 十 一 一 十 十 一 一

十 一 一 十 十 一 一 十 一 十 十 一 一 十 十 一 一 十 十 一 一 十 十 一 十 一 一 十 十 一 一 十

十 十 十 十 一 一 一 一 一 一 一 一 十 十 十 十 一 一 一 一 ÷ ÷ 十 十 十 十 十 十 一 一 一 一

十 一 十 一 一 十 一 十 一 十 一 十 十 一 十 一 一 十 一 十 十 一 十 一 十 一 十 一 一 十 一 十

十 十 一 一 一 一 十 十 一 一 十 十 十 十 一 一 一 一 十 十 十 十 一 一 十 十 一 一 一 一 十 十

十 一 一 十 一 十 十 一 一 十 十 一 十 一 一 十 一 十 十 一 十 一 一 十 十 一 一 十 一 十 十 一

a

31

15

16-

7

24

8

23

3

28

12

19

4

27

11

20

1

30

14

17

6

25

9

22

2

29

13

1s

5

26

10

21

一11一
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4
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14

6

9

a
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一 ウォ>vシ ュ変換の性質とその応用に関する研究 一

表2・11巡 回形(ペ ーリー形)ア ダマーノレ行列,N-1a2

十 十 十 十 十 十 十 十十 十 十 十

[
十 十 一 十 十 十 一 一 一 十 一 一

十 一 十 一 十 十 十 一 一 一 十 一

十 一 一 十 一 十 十 十 一 一 一 十

十 十 一 一 十 一 十 十 十 一 一 一

十 一 十 一 一 十 一 十 十 十 一 一H
=

十 一 一 十 一 一 十 一 十 十 十 一

1+___+__+_÷++

十 十 一 一 一 十 一 一 十 一 十 十

一 一 一

一 一

＼十 一 ÷ 十 一←一 一 一 十 一 一 十 、

S/

a

5

7

6

5

7

7

6

6

6

5

6

2・4① →+お よび+→ ㊦ への変換

ウォノレシ ュ関数 や ウォノレシュ変換 を扱 うと,㊦

演算 が よくでて くる.そ こで この演算 と通常の+

演 算 との関係 を知 ってお くと便利 が よい.

〔定理2・4〕 ㊦演算 か ら 十 演算へ の変換

a,x∈Dneと し て,a,xの2進 表示 をそれぞ

れ,

am-1…ai…asお よび 働 一1…蜘 一κ0

とす る.

"_12xi

x㊦ α=x十 Σ2α 乞(一1)(2.42)
2=Q

表2・12

こ こ で,b=2と 置 きi喚 え る と,

　　ユ
xOa=x十 Σ αib肌(x)(2.43)

i=0

オ オ

〔証 明 〕x=Σ2xi,a=Σ2ゴ,で あ る か ら,オ
xOa=Σ2(XiOai)(2.44)

と な る.と こ ろ で,貌,砺 ∈ κ とす る と,

κ乞
Xi(E)ai==xi十ai(一1)(2.45)

で あ る か ら,こ れ を(2.44)代 入 す る と,

盛 κ乞
A'(Da=Σ2{Xi十ai(一1)}(2.46)

乞 κ名
=x十 Σ2ai(一1)(2.47)

ぼ

と な る.さ ら に,b=2と す る と,

ゆ　の

xOa=x+Σbai(一1)

κ=+Σ α拍 隅(κ)

と な る.

この定理に よると ㊦ 演算が直接,

関 数 と結びついてい ることがわか る.

は 表2・12に あ る.

次 に この定理の逆変換 として,+演 算か ら ①

演算への変換を考えてみ よ う.㊦ を2進 表示の演

㊦ 演 算 の+表 示

x,y,a∈1)3と し て,aの2進 表 示 を α2alaoと す る.

(2.48)

(2.49)

[証 明 終]

ウ オノレシ ュ

こ の 具 体 例

xC!a

xQ+O

xQ+1

畑2

xO+s

xQ+4

xO+5

xO+s

xC+!7

x十4a2(一1)
4。κ

一1-2a1(一1)
2●x ま　オ

+ao(一1)

+4(一1)

+4(一1)

+4(一1)

+4(一1)

4●x

4●x

4●x

4●x

+2(一1)

+2(一1)

+2(一1)

+2(一1)

2●x

2●x

2■x

2●x

+(一i)

+(一1)

+<一1)

+(一1)

1●x

1●κ

1●x

1●x

一12一



一2 .数 学 的 背 景 一

算 とす ると,桁 上 りなしの加法 であ る.従 って,

これは高速加算回路の一種 類であるcarry-100k-

ahead加 算 回路 と等価 とな ってい る*[11] .2進

演 算に都合の よい表現に書 き換 えて次の定理 とす

る.

〔定理2・5〕 十 演算か らe演 算へ の変換

x十a=y(modN),x,α,y∈Dmと し て ,こ

れ ら の2進 表 示 の 第 ゴ成 分 を そ れ ぞ れXi,ai,yiと

す る.

す　ユ

yi=xieαi① Σ ㊦akκk(ak+1①XiC+1)…
k=0

×(α't-1(王)κi-1)(2.50)

た だ し,i=0,1,2,… …,m-1

[証 明]x,a,yの2進 表 示 を そ れ ぞ れ,

Xm_1XtXO,

am_1aiao,

Ym-1ヅ.b二yo,

と し て,κ+α を 通 常 の 加 算 と し て 実 行 す る.こ

の と き の 桁 上 りの 値 を ∂乞と し て,あ,∂ 鳳,の,銑

お よ び 舞 の 間 に は 次 の よ う な 関 係 が あ る.

yt=at㊦Xi(ヨ)bi_ユ(2.51)

bt=aiXt①(ai∈)Xi)bt一 ■(2.52)

b21=0と し て,b・iに つ い て 順 次 も と め て い く と ,

定 理 が 得 られ る.[証 明 終]

[例2・2]α=1.x(D(x+1)=1→1∈Vm ,

ア

x→x∈iVmと し て,

脚 一

表2・13y=㊦(x+a)の 成 分 表 示

y,x,a∈D3,x十 α=x'mod8と し て,y,

xの2進 表 示 を そ れ ぞ れ,ッ2夕1ッo,x2xエxa,と

す る.

た だ し～x2=銑 ㊦1

yj 、y2vly。

xG+`(x+0)

xQ+(x+1)

x㊥(x+2)

κe(x+3)

xO(x+4)

畑(x+5)

x+(x+6)

x㊦(x+7)

O

xlxa

xl

xlQ+xlxa

l

xlxo

xl

xlQ+xlxa

O

xa

l

xo

O

xa

l

xa

0

1

0

1

0

1

0

i

rκ 　 画 一3'"加'xlxa＼
x.m_3...xk...xlxO

劣 陀日'κ1xa

xo

li

ただ し,右 辺の成分はxkの 積にな ってい ること

に注意.な お.こ れ と同 じ内容の もの を ギブス

も得 てい るが[18],非 常 に複雑な表現にな ってい

る.例 として,m=3,N=8の 場 合 の 表2・13を

参 照.

[例2・3]rn=5.ベ クrノレと行列で表現 す る

と,表2・13の 形 式 よ り見通 しが よ く,mが 定ま

れば機 械的に書 き表す ことがで ぎる。

x十a=x(Da(∈)∠1(2 .53)

とす る と,

01x3①a3(x3㊦ α3)(x2①a2)

001(X2㊦a2)

4-10001

0000

0000

(x3㊦ α3)(x2㊦a2)(x1①ai)

(x20+az)CxiO+ai)

と な る.

CxiO+ai)

1

0

fu4x4
a3x3

a2x2

alxl

aoxa

馨喜安善市氏の指摘による

一一13一



第3章 ウォルシュ変換 に関す る理論 的考察

3・1ウ ォル シュ変換 に関する若干 の性 質

〔定理3・1〕 クロス項 につ いて,

レ レ 　

f`→Fs,9i→Gs,N=2,i,s∈Dmと し て,

ヱ　ヘユ ユ　　ユ

Σ.figi=(1/N)ΣFsGs(3.1)
i=Oi;o

ただ し,g,Gの それ ぞれ の共後複素数 をg,G,

とす る.

[証 明 コ

N_1S・iN-1s・j

Fs=Σf,(一1),G、=Σ9ゴ(一1)
i=Oj=O

と し て,

これ ら を(3.1)の 右 辺 に 代 入 す る と,定 理2・3

の ㈹ よ り,

N-1_N-1N-1S・iN-1_8・ 」

ΣF、G、=Σ{Σf,(一1)Σ9ブ(一1)}
8;Os;Oi=Oj=O

N-1N-1_N-1s・(i㊦j)

=ΣfiΣ9 .i2](一1)
i=Oj;O.9=0

2V-1N-1__

=NΣ 五 Σ9:ブ δ畑ゴ=NΣfigi
i=0 .i=0

[証 明 終]

[例3・1]f`=9iと す る と,「 パ ーシバノレの法

則」 が成 立する.

　 　
Σ げi=:1/2VΣIFI(3.2)

次 に移 動について考え る,入 力 データが平行移

動(シ フ ト)し た場合は,フ ー リエ変換面 では位相

だけが変化す るが,ウ ォノレシュ変換 面では複雑 な

変化 を起 す.こ れ は(数 学)構 造 がmod2に 基 づ

いてい るか らである.ウ ォノレシ ュ変換 では平行移

動のかわ りに2進(dyadic)移 動 がそれ に対 応す

る,こ の2進 移動 に対 して ウォルシ ュ面 では,形

式的 に フー リエ変換 の場合 と同 じよ うな結果が得

られ る.2進 移動 とは数学的には,④ 演算に相当

する.

〔定理3・2〕2進 移動 および2進 位相変化

に対するウォルシュ面での影響

レ

f`→Fsと し て,

α・乞urり ・(8① α)

ノt㊥ひ(一1)→F/8=Fs㊤ α(一1)

(3.3)

[証 明 コ 題 意 よ り,

N_1α ・i'S・i'

F's==Σ ノ㌃'㊥b(一1)(一1)
乞'=0

と な り,i'Q+b=Zと し て,

(N_1)Gvσ ㊦b)・(｢Qs)

F/一SΣ!:2←1)
E=b

n・(α㊥S)N-1乞 ・(α㊥s)

=C-1)EfzC-1)

2=Q

わ・(aOs)

=(一1)Fry・

(3.4)

(3.5)

[証 明 終]

画 像 処 理 技 術 に お い て は,フ ー リエ 変 換 に 関 し

て,相 関 ・た た み 込 み(co・nvolution)理 論 が あ

る.こ れ に 対 す る の が 次 の11次 の2進 相 関 定 理 で

あ る.

〔定 理3・3〕2進n重 相 乗 定 理

π 次 相 関 を 次 の よ うに 定 義 す る.た だ し,変 数

:i,Sp,tp∈Dm,(デ ィ ス ク リ ー トな)複 素

関 数:砺,あ,… …,銑 と し て,

r(tl,… …,tp,… …,tn)

ズ　ユ
〒 Σaibieti… 島 ㊥tp…Zi㊦tn(3.6)
i=0

ウ ォル シ ュ 変 換 面 に お い て,次 の 関 係 が あ る.

R(Sl,…,Sp,…,s。)

=As1㊥_㊥Sp㊥_①Sn・BSI… …ZSn(3.7)

び レ レ
た だ し,ai→ASp.bi→BSp,…,Zi→ZSp,

R(・)はr(・)をn次 元 ウ ォ ノレシ ュ 変 換 し た

も の で あ り,α,五 は そ れ ぞ れ α,ハ の 共 役 複 素

数 で あ る.
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[証 明](2。41)を 参 照 し て.式(3.6)の 両 辺

のn次 元 ウ ォル シ ュ変 換 を と る と,

R(S1,…sn)=Σ 砺 Σba㊥tl
2`1,cz,軸.to

ε1・古1㊥ … ㊥Sn・ 勉

… …2i㊥t
o(一1)

_s2・tzO,・(≡)S%・`?Z
=aiΣ0⑱2…z畑 鼠 一1)

乞tg,・ ・.to

s1・`1

× Σb2①t1(一1)
t1=0

定 理3・2よ り,

_乞 ・s1
=B51Σaa(一1)ΣdiQ+tg…z2㊥to

'tt3
,・・.to

(3.8)

(3.9)

53・L3㊥ ・・㊥8η ・`πS2・t2

×(一1)ΣCirJ+tE(一1)(3.10)

c2=o

以下,同 様 にして,

_2・(s10・ ・Q+sn)
=・ ・=Bs、Cs2・ ・ZεηΣai(一1)

==!1ε1㊦∫2㊥・・㊥SnBs,CSg…ZS97(3.1工)

[証 明終]

この定理 は相 関につい てであったが,た たみ込

み につ いて は ど うであろ うか.実 は定理の式 のな

かで共役複素数 を表す文字の上の 一記号 を除い た

場合が たたみ込 についての関係式に なってい る.

2進 環Dmの ① 演算 は加 法 と減法 を兼ね た性質

を持 ってい るので,変 数に関 して相関 とたたみ込

み との相違はないが,入 力デ ータは複素数値 を と

り得 るので区別 しなければな らない.す なわち,

定 理3・3か ら 一(bar記 号)を 除いた ものが,

「2進n重 たたみ込 み」に関する定理であ る.デ

ータが実数であ るときのみ完全に一致す る.

3・22進 相 似変換[33コ

第2章 において導入した2進Dmの 「積」を通

常の演算の拡大 ・縮小に対応する もの と考える.

これに よ り,座 標G`け る変数の拡大 または縮小,

す なわち,相 似変換 の ウォノレシ ュ面Yom.け る影響

を調べ ることがで きる.L)讃 こ基づ く積 を「2進 拡

大 ・縮小」あるいは 「2進 相似変換 」 と呼ぶ こと

に しよ う.こ こで も う一度,表2・4のD賜 の乗

法をながめてみ る.dabに つ いて左端 の縦 列を

α,上 端 の横 列をbの 掛算 と考え ると,次 の よ う

になっている ことがわかる.

(i>a=奇 数.逆 元a-1が 存在 して,abはbの

順 序の入れ替 った ものに なってい る.

な

(ii)a=偶 数.P=2P(Pは 素 数の積)の 素因数分

解 とした とき,αbは,2回 数 くり返 して,bの

部 分数 列が現れ る.

次 に,新 たに もう一つの記号 を導入す る.い ま,

a,i∈Dm,.4∈Tm,i∈Vmと す る.

アリア

αゴ→・ノ1i

で ある.こ の ・4に 対 して転置行列A*を 定義す

ユむ

る.も ちろん,A∈Tmで あ り,ま た,A→ α ∈

Dmで あ るが,こ れ と形式的 に合 わせ るた めに,

A*→a*年1)m

と表 す ことにす る.こ れは次の定理を表すのに簡

単にな るか らである,演 算 としては除法に近い性

質を もってい る.Dmは 「環 」であるか ら除法 は

定義 されていないが,上 式の定義は,こ れに代 り

得 る.た だ し,A*は10進 表 示には変換 で きない

の で,た とえば,a=2に 対 して,α*=2*と 表 す

ことにする.し かし,・4*iの 結 果は10進 表示 可

能であ る.こ こで,簡 単 な演習を行お う.

[例3・1]a*=3*,i∈1)3と し て,b=3iを

求 める.ま ず,ベ ク トル と行 列に変換 する.

院i頁翻i噛 鞘;善1〕
この結果,bは,2が0～7の 変化に応 用 じて,

il闇 〔1㈱川,100

アリア

表3・1a*i→ ・4*iの 演 算:

た だ し,a,i∈Z)3,A∈T3,i∈V3

a*iO1234567

o*

1*

2*

3*

4*

5*

6*

7*

O

a

O

O

a

O

O

O

0

1

0

1

0

1

0

1

a

2

1

3

0

2

1

3

a

3

1

2

0

3

1

2

0

4

2

6

1

5

3

7

0

5

2

7

1

4

3

6

a

6

3

5

1

7

2

4

0

7

3

4

1

6

2

5
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を とる.m=3の 結 果は 表3・1に ある.一 般 に

次の性質があ る.

(i)aが 奇 数 の とぎのa*:逆 元 α『1が存在 し

て,α ∫は ゴの順位 が入れ替 った ものである.

㈹ α が偶数 の ときの α*:ゴ ÷ α に近 い傾 向

に なる.と くに,2の 巾乗の ときは,通 常 の除法

と同じである.

ア

〔定 理3・4〕fi一 ナFsと し て,

fF・ ・一1・*・a:奇 数

齢三噸 一 ・螺1::

㈹團 鎚::認::1:::

ただし唄1:詞

[証明]
ヨ　が

(i)ま ず,Fノ 、=Σfai'(一1),ま た,o〆=iと

す る,aが 奇 数 の と き,a-1が 存 在 し て,〆=a-1Z

と な る.こ れ を 上 式 に 代 入 す る と,

。(N一 ■)、.。 一1.xN-1・ ・2-1.x

F'S=ΣJz(一1)=ΣJz(一1)
i=Oi=o

と な る.と こ ろ で,

ア　マ
S・[a-1i]→S*A-1i=[(A-1)*S]*i

　
→[(a-1)*s]・i

従 っ て,

[(α一1)*s].t

Σf・(一1)=F(α 一1)*、

と な っ て,(i)の 前 半 は 証 明 さ れ た.

(3.16)

03.17)

(3.18)

aが 偶 数 の と

き,i=ai'を 逆 ウ ォノレ シ ュ 変 換 式(2.39)G'代 入

す る と,

N_1彦 。αが

fair=(1/1>)ΣFk(一1)(3.19)
k=0

と な り,さ ら に こ の 両 辺 を ウ ォノレシ ュ 変 換 す る

と,

N-1N・ 一1酌 ・偏ノ①ε・2'

F'8=(1/N)Σ 凡 Σ(一1)(3.20)
k=0盛!=0

となる.ふ たたび,巾 乗 の部分 は,

ア レ

表3。22進 相 似 変 換 の ウ ォル シ ュ変換 面 で の影 響,た だ し,f→F・,faiお よびf薦 →F's,sは 係 数順 位.

(a)a:奇 数

a

1

3

5

7

1*

3*

5*

7*

F'oF'1F'3F'3F'4F'SF'sF'7

Fa

Fo

Fa

Fa

Fl

Fl

Fl

F1

r'2

F3

F2

F3

F3

F2

F3

FZ

r'4

F7

F'5

F6

F5

F6

FQ

F7

F6

Fg

r'7

F5

F7

F5

Fe

F4

Fa

Fo

Fa

Fa

r'1

F7

F5

F3

FZ

F6

F2

Fs

r'3

Fl

F7

F5

Fy

F4

r'4

F4

F5

F3

Fl

F7

Fs

F2

Fs

F2

F7

F5

F3

F1

(b)α:偶 数

a

o,o*

2

4

6

2*

4*

6*

F'a F/1 F/2 F/3 F/4 F'SF'sF'7

Fo十Fl十F2-1-F3

+F4+Fs+Fs-1-F7

Fo-FFI

Fo+F1+F2+F3

Fa十F,

00

FZ+F3F4+F5

F4+F5十F6十F70

r'2十F3Fs+Fv

O

Fs十F7

0

F4十F5

O

a

O

a

0

0

0

0

O

a

a

a

a

O

O

O

Fo十F4

Fo-FFz十F4十Fo

Fo十F4

0

0

0

Fl一{一FsOF2-1-FsO

OOFI十F3十F5-1-F70

F3+F70F'z+FsO

F3-1-F7

a

Fl十Fs

0

0

0
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表3・3表3・2を 交番数順に並び換えたもの
レ レ

た だ し,f'i→Fs,fa・iお よ びfa*'i→F/s,Sは 交 番 数 順 位.

(a)a=奇 数

＼ ＼F/S

a＼

1

3

5

7

1*

3*

5*

7*

F'oF'1F'2F/3F'4F'5F/6F'7

Fa

Fa

Fa

Fa

Fl

F5

FB

F2

F2

Fl

j'g

FB

F3

F3

F3

F4

F3

F5

Fe

F2

F1

FB

F2

FI

Fb

F7

F7

F7

F7

Fa

Fo

Fo

Fa

Fl

FI

Fl

F1

F2

F3

F2

F3

F3

F2

F3

F2

Fg

F7

F5

Fs

F5

Fs

F4

F7

F6

F4

F7

F5

F7

F5

Fs

(b)a:1禺 数

＼F'.a＼ r!o F/i F'z F's 」Fv4」F/5」F/6 F,7

o,o*

2

4

6

2*

4*

6*

Fo-1-Fl+F2一{一F3
-1-F4+Fs+Fs-1-F7

Fo十F7

Fo+F3+F4+F7

Fo十F7

0

0

0

0

000a

OFI十FsFz-FF50

0000

0F2-1-FsF'i-1-FsO

a

Fs-1-Fg

Fl-f-F2+F6+Fs

F3十F4

Fo十FI

Fo+Fl-1-Fz-1-F3

Fo-1-FI

F2-1-F3F4+Fe

F4十F5-1-Fs-1-F70

F2-1-F3Fs+F7

Fs十F70

00

F4-1-FsO

00

00

00

O

a

O

アヲノ

k・(ai!)Os・i'→.k*Aiノ ㊦s*iノ(3.21)

ユむ

=(ノ1*k(E)s)*i!→(a*ん(Ds)●i'(3 .22)

と な る.定 理2・3の ㈹ よ り,

*
(αk・㊥S)・i'

Σ(一1)=Nδ α㌦ ㊦s(3.23)

乞,

となって(i)は 証 明 された.(ii)は(i)の 両 式 のa

に α*を 代入 して,

(a*)一1=(a-1)*

を考 慮 して証明 され る。[証 明終]

表2・4,表3・1を 参照す る と,m=3の 場 合

は 表3・2,お よび,表3・3と なる.

F

こ こで,フ ー リエ変換の場合 を示す と,fi→F,

とし て,

F

fat→(1/a)Fs/α

で ある[48].定 理3・4は これ と比較す ると複雑 な

形 式 となってい る.法 として既 約多項式 を選ぶ な

らば,Dmの 積 の逆元 も存在 して,奇 偶 の区別は

な くな り,定 理3・4は も う少 し簡 単な表現にな

る.根 本的 な問題 は,こ のDmの 積 が2進 加群ほ

ど,幾 何的 ・情報論的 な意味がは っき りしない こ

　 ぴ　

と で あ る.た だ し,2お よ び(2),(α=0,1,

2,3,…)の 場 合 は,modNを 考 慮 す れ ば 通 常 の

算 法(乗 法 ま た は 除 法)と 同 じ 性 質 を 持 つ.

3・3ボ ア ソ ン の 和[36][44]

フ ー リエ 変 換 に お い て,「 ボ ア ソ ン の 和 の 公 式 」

が 知 られ て い る[49コ.ウ ォル シ ュ変 換 に お い て も

,こ れ に 対 応 す る の が,次 の 定 理3・5お よ び 定

理3・6で あ る.な お,7'々 ・s=(Tk)・s=s・(Tk)=

S・7「々 とす る.

〔定 理3・5〕 標 本 化 関 数

i,々,5∈Dm,:Z'=2i,(i=0,1,2ヂ ・・m),N=2m,

(m=0,1,2,…),

鎌一鵬 眠

NIT-1T-1k・i

(i)7「 Σ δieTil=Σ(一1)(3.24)
k'=Oic=0
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N/T-1Tk・sT-1

(ii)Σ(一1)=N/TΣ δs㊥k(3.25)
k=Oic;O

[証 明]標 本化関数は,

N/T_1

s⑦=Σ δ畑π(3.26)
ic=o

と表 わ さ れ る 。 これ を ウ ォ ル シ ュ 変 換 す る と,

N/T_1Tk・s

S(s)=Σ(一1)(3.27)
κ=0

となる.巾 乗の部分は,

V,T10
7「k。s→(Tk)*s=k*7「*s→k・(T*s)(3.28)

と な る こ と,お よ び,定 理2・3の ㈹ お よ び 和 分

範 囲 が ん=0～1V/T-1で あ の こ と を 考 慮 す る

と,

*N/T
-1k・(Ts)

S(s)=Σ(一1)=N/TδT*s(3.29)
iC=O

となる.再 び,上 式の両辺 の逆変換 を とると,

ヱ　　ユ かど

1>s(の=N/7「 Σ δ7*s(一=[)(3.30)
s=0

*かs

と な る か ら.Ts=0と な る 場 合 の み(一1)が

残 り,こ の 条 件 を 満 た すsを 調 べ れ ぱ よ い.表3

・ユ を み る と ,Tが 偶 数 の 場 合,T*はSに 対 し

て 除 数 の よ うに ふ る ま う.7「=2mで あ る か ら,

T*s→s/T→s2-m(3.31)

と な る.こ れ は,Sを 右 にmビ ッ トだ け シ フ ト

す る こ と を 表 し て お り,上 式 が0と な る の は,

∫=0～2m-1=0～T-1(3.32)

で あ る.従 っ て,(3.30)は

ノ　ユ かヨ

S(の=1/7「 Σ(一1)
s;O

と な る.さ ら に,(3.26)と,s=kと 置 き 換 え る こ

と に よ り,(i)は 証 明 さ れ た.(ii)は(i)の 両 辺 を ウ

ォ ノレシ ュ 変 換 す る こ と に よ り得 ら れ る.[証 明 終]

表3・4を 参 照.な お,(ii)の 右 辺 に,

ノv_1i・(8㊥ic)

δs㊥iC=(1/N)Σ(一1)(3.33)
i=O

を 代 入 し て 変 形 す る と,次 の 系 が 得 ら れ る.

[系3・1]変 数T、iの 分 離

N/T-1Tt・sN-1i・sT-1iC・i

}{Σ(一1)TΣ(一1)=Σ(一1)
i=oi=ote=o(3 .34)

〔定理3・6〕 ボ アソンの和

レ
f`→Fs,sは 係 数 順 位,7「=2t,(1=O,1,2,…,

吻

N/T-1s・TicT-1

(i)TΣ ∫蝋 一1)=ΣFx㊥ ・
k=Ok=O

N/T-1s・r胎T-1

(ii)ΣFTx-1)=〈 ワTΣfkos
k=Ok=O

N/T-1T-1乞 ・ん

㈹ ΣFTx㊥F1>/7「 Σfx←1)
k=Ok=0

(iv)N/T_1T-1琶 ・彦

Σ 乃 ⑯=Σ 」臨(一1)
h'=Ou=o

[証 明]

を 掛 け る と,

N/T-1z-1wi

Σfiδ 畑蹄=Σ!i(一1)
k=Ok=O

N/T一 ■T-1㌃ 。乞

ΣFzδ`㊥Tk=Σ 瓦(一1)
k=0κ;0

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)

定理3・5の(i)の 両 辺Fr2あ るいはFi

(3.39)

(3.40)

かヨ

と な り,和 分 核 を(一1)と し て,こ れ ら の 式 の

両 辺 を ウ ォ ル シ ュ 変 換 す る と,そ れ ぞ れ(i),(ii)と

な る.同 様 に 定 理3・5の(ii)の 両 辺 にf、,Fsを

掛 け て ウ ォノレシ ュ 変 換 す る と,㈹,(iv)が 得 ら れ

る.[証 明 終]

定 理3・5の(i)を 拡 張 し た の が,定 理3・6の

働,(iv)で あ り,定 理3・5の(ii)を 拡 張 し た の が,

定 理3・6の(i),(ii)と な っ て い る.表3・5を 参

照.ま た,こ の 定 理 の(i),(ii)に 対 し て,s=o,

あ る い は,同 じ こ と で あ る が,㈹,(iv)に 対 し て,

i=0と お く と,次 の よ うな 簡 単 な 関 係 式 が 得 ら

れ る.表3・6を 参 照.

[系3・2]

N/T-1T-1

(i)TΣfTk==ΣF,(3.41)
紀;OL;O

NIT-1T-1

(ii)ΣFTiC=N,/1「 Σ.㍍(3.42)
κ=OiC;0

また,表3・5の ㈹ をみ る と,次 の性質の あるこ

とがわか る.

[性 質]次 の関数G,は 周期Tを 持つ.た だ

む

し,T=2,(1=0,1,2,…,m)と し て,

G.,=ΣF蹄 ㊥i(3.43)
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一 ウォノレシュ変換の性質とその応用に関する研究 一

[証 明]Gz+T=G㈹T=ΣF鷲 歌 ⑪

=ΣF7(k㊥1)㊥ti

こ こで,kｮ1→kと する と,

Gi+T=Gi[証 明終]

3・4ウ ォルシ ュ変換 におけ る標本化定 理

ボアソ ンの和 の公式 を用 いて標本 化定理 につ い

て調べてみ よ う.標 本化周期(間 隔)をT=2乞,

(Z=0～m-1),お よび,δ 関数 の場合,2十Tk

=iｮTkと な ることに 注意す ると
,標 本化関S(

の は遡3・5の(i)か ら次 の よ う咳 す 。とが

で ぎる.

N/T-1

標 本 化関数:S⑦=Σ δ盛㊤跣(3.44)
k=0

デ ータ関数 をfzと す ると,こ の標本値 関数/1

は,

ア!i=fi・s(i)

N/7-1

=f`Σ δi㊥TiC(3.45)

κ=0

かお

である.和 分(ま たは積分)核 を(一1)と して,

この両辺 の ウォル シュ 変換 を とる.こ れ は 定理

3・5の(i)か ら 定理3・6の(i)を 得 るの と同 じ手

続 きを経てい ることに なってい る.こ の定理の 表

3・5は 係数順位(係 数 表現)に なってい るか ら,交

番数表現 に書 き直す と,表3・7の(a)と な る,こ

れ をみ る と標本周期 とスペ ク トル とは簡単 な関係

には なってい ない.そ こで,ウ ォル シュ ・スペ ク

トルのあ る特定以上の成分 を0と した とき,入 力

での標本化法をみ ると,こ の様子は 定理3・6の

(ii)す な ち,表3・5の(ii)を み ると判 りやすい.

これを交番数表現に書 ぎ直 した ものが,表3・7の

(b)で あ るこれ よ り,周 期Tを 定めた期間 鈴丁～

表3・6N=8.T=1,2,4,8.

(a)係 数順位によるもの

1

2

4

8

8/T-1T-1

(i):rΣfTxニ ΣFk
k=Ok=0

ノ0+∫1+ノ2+!3

-1-fa-i-fs-f一
.fs-Ff7=Fo

2(fa+∫2+ノ4+∫6)=Fo+F1

4(fa十 ∫4)=Fa十F1十F2十F3

8/o=Fo+F1+F2+F3

+F4÷F5+F6+F7

g,T-1T-1

(ii)Σr'Tk=8/TΣ ∫κ
k=Ok=0

Fo-FFI-i-F2-1-Fa

-i-F4+F5+Fs+F7=8fa

Fa+F2+Fg+F6=4(ノo+ノ1)

Fo+F4=2(∫o+∫1+/2+∫3)

Fo=∫0+ノ1+ア2+ア3

+14+f5+!8+ノ7

(b)交 番数順位によるもの

1

2

4

8

fa+ノ1+ノ2+f3

+/4+f5+ア6+∫ ア=Fa

2Cf'o-f-fz-i-fa+fs)=F'o-1-Fz

4Cfo十f4)=Fu-1-F3-1-F4十F7

8fo=Fo-FFI-f-FZ-1-Fs

+F4十F5-1-FB-1-F7

Fa+Fl+F2+Fs

+Fg+F5+F6+F7=8/o

Fo-1-Fl-1-FZ-f-Fa=4Cfo-1-fi)

Fa+F1=2(ノo+ア1+12+!3)

Fo=fo+ノ1+ア2+fs

+f9+ア5+fs+ノ7
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一3 .ウ ォルシュ変換に関する理論的考察 一

k(T+1)一1}の 標 本 平 均 を,こ の 区 間 の デ ー タ

と し て 入 力 す る 方 法 と な っ て い る こ と が わ か る.

す な わ ち,も と の 標 本 値 を,

/o,fl,…,!1南7,…,JN_1,(k=0～ 甥 一1)

と し て,kT(k+1)T-1の 区 間 の 標 本 の 平 均

値:

gkT={JkT÷JkT+1一 壬一… 一←五7+T_1}/T(3.46)

を,

gkT,o,0,… …,0

で は な く,

gkT,gkT,gkT,""",gkT

と し て 入 力 す る 方 法 で あ る.

〔定理3・7〕 平均値入力の ウォル シュ変換

ウォルシ ュ ・スペ ク トノレのN/T以 上 の交番数

成分を もたない関数は,も との入力関数の区間T

の標 本値 を,そ の平均値 に置 き換 えた ものに等 し

い.す なわち,

げ

fi→F、',(st:交 番 数)と し て,標 本 化 周 期

ろ

T=2(1=0～ 吻 とす る.標 本(時 間)間 隔

んT～(k十1)T-1,(ん=0～N/7「 一1)

の 平 均 値 を,こ の 区 間 の 入 力 デ ー タ と し た ウ ォ ノレ

シ ュ ・ス ペ ク トルF/stは,

Fs',s!=0～N/T-1

F/S'=

0,sノ=2>/7「 ～N-1(3.47)

で あ る.

[証 明]定 理3・6の(ii)は す で に 証 明 済 み で

あ る か ら,左 辺 の 式 のF.kを 交 番 数 に 並 び 換 え る

と,定 理 が 得 ら れ る こ と を 示 せ ば よ い.そ こ で,

々=0～.ZV/T-1の と き のFTicの 交 番 数 順 位 を 調

べ る.な お,ん の 範 囲 を0～2V-1と し て も よ い

が,modNの た め に 重 複 し た 値 を 生 ず る.定 理

2・1の 交 番 数 順 位 へ の 変 換 行 列Am,(m=0,1,2,

…)を 使 う と ,∫'を 交 番 数 と し て,

s!=A.mTk(3.48)

ど
と な る.T=2,(1=O・vM)で あ る か ら.kノ=Tk

はleを 高 位 の 桁 に1ビ ッ ト シ フ トす る こ と に な る,

81k,Tの2進 表 示 を そ れ ぞ れ.

S!m_1…5'… ∫ノ1S'O,

km-1… 島 … 々1々0,

0…ottO…0,

た だ し,t=1,(1=0')m)

と し て,式(3.48)を 行 列 表 示 に す る と,

s'

Sam-1

●

●

sノ ゴ

●

●

S
S:1

!1隅

、.1〕

01..1

1....1

1.....1

11.....1
111.....1

kノ

砺_乙_1

●

kj_1

ko

O

/l

∵
回

となる.k/o～ 々ノZ-1は0で あるか ら,上 の行列

の計算は,行 列 ・砺 の1～ 初一」列のみが計算 に

関与す る.従 って,こ れはm-1次 の行列計算 と

等価 となる(た だ し,上 記の ノ=0～ 〃z-」一1に 対

してのみ).す なわち,

sノ

S/m-1_1

[:
●

S/0

馳

.4皿_z

1

11

1..i

--1....1

kノ

ん肌_ト エ

●

●

●

ka

(3.50)

とな り,こ れは,魏 次の行列係数順位か ら交番順

位へ の変換式 の代 りに,m-1次 のそれへの変換

式 である.従 って,ε'の 値域は,

れ　じ
0～2-1=0～N/T-1

とな り,.F」'kの 交 番数は,こ の範囲に集中 してい

る.こ れ以上の交番 数は0で あ る,[証 明終コ

次に,こ の 定理3・7を"た たみ込 み(コ ンボ

リューシ 。ン)"に よる立場 でながめてみ よ う.

ま ず,定 理3・5の(ii)の 関数 を改 めてパノレス列 関

数 と名付けて次 の よ うに記 す.こ の関数は,連 続

関数の場合 の幅Tを 持 つ単一矩形波 関数 あるいは

パ ルス(デ ノレタ)関 数 と呼ばれている ものに対応

す る.

T=2t,(1=O・vm)と して,

ノへ　
パ ル ス 列 関 数:ρ(i)=Σ δκ⑧(3,51)

ic=0
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一3 .

ただい 一{淵

レ

となる.さ らに,乃 → 凡(∫':交 番 数)と する

と,標 本値 関数 を ウォノレシュ変換 した関数F急'

は,も との ウォル シュ ・スペ ク トルF'と ρとの

積 として表す ことが でぎる.す なわち(以 下 にで

て くる大 ぎなスペ ースでは さまれた記号`・'は 通

常の意味での積であ る),

F6・==Fs'● ρ(s!)/2>(3.52)

と な る.こ れを係数順 位に直す と,定 理3・6の(ii)

に 等 価にな ることはすでに述べた.一 般 に ウォノレ

シュ面での積は,入 力面で2進(dyadic)た た み

込みになってい ることは定理3・3で 述べ たが,

具 体的に定理3・6の(ii)が 平 均値標本 とパノレス列

関数 との`た たみ込み'に な ってい ることを(1),

(∬)に よって示そ う.

(1)平 均 値関数

関数fi,(i=O・ 一N-1)が あ って,こ れ よ り,

区 間Tの 平均値 を入力 とす る「平滑 化され た関数

g司 は一般 に次の よ うに表 され る.す なわち,

じ

T〒2,(1=0～m)と し て,

i十丁一17'一1

ウォノレシュ変換に関する理論的考察 一

9i=1/7「 Σft=1/TΣft+i
L=lt=O

で あ る 。

え る と,9iは 次 の 性 質 を 持 つ.

ろ

[性 質 コT=2,(1=O・vM)と し て,

ノ　ユ

平 均 関 数:9i=1/TΣftS.i
t=0

は,

kT≦i≦(k十1)T-1

に お い て 一 定 の 値 を と る.

[証 明 コ

小 値 の 差 は,

{(k十1)7「 一1}一 んT=T-1

ゐ

で あ る.T=2か ら,こ の2進 表 示 は,

ズこへ
0,0,…,0,0,te_1,0,…,0

(3.53)

ところが,上 記 のt一巨 を ㊥ ∫Yy置 き換

(3.54)

こ こ で,k=0～ 吻 一1と し て,区 間:

(3.55)

ある区間での2の とり得る最大値 と最

(3.56)

と な り,T-1は,1ビ ッ トの 大 ぎ さ で あ る.と こ

ろ で,

0StST-1

で あ る か ら,こ のtも 最 大1ビ ッ トし か 変 動 し な

い.こ れ と,㊦ は桁上 りなしの演算で あることを

考 える と,⑯'も また,1ビ ッ ト以内の変動 しか

行 わないか ら,㊥`と ゴは 同じ範囲を とる.従 っ

て,

ん7「≦i∈)t≦(k十1)T一 ユ(3.57)

と な って,Z]ftO・iは,(3.55)の 条 件の もとでは,

Σ 内の あ の和 分順 序が変化 しただけの もの とな

ってい る.従 って,i=々7「,fe=0～m-1,と して,

ノ　ユ ア　ユ

9i=1/7「 ΣftO.i=1/7'Σ.ftOTic(3,58)
t・=Ol=O

である.[証 明終コ

実際,こ の性質 よ り,定 理3・6の(ii)の 右 辺 は

区 間Tの 平均値を とりなが ら,s=k:T,(k=O～m

-1)ご とに階段状 に変化 している ことが わか る
.

表3・5の(ii>を 参 照.(3.58)の 両 辺 を ウォル シ

ュ変換す る と,

ア　ユ ヨリご

G・=ΣF、(一1)/7「
t=O

グへ　 ざコゐ

=FsΣ(一1)/:T(3 .59)
t≡O

と な り,さ ら に 定 理3・5の(i)よ り,

N/T一 ■

Gs=FsΣ δs㊥Tn(3.60)
n=0

となる.こ こで,8'tを ウ ォル シュ変換 したGsと,

次 の 「たたみ こみ」関数の ウォノレシュ変換 した も

のは等 しい ことを示す.

(∬)標 本値 関数 とパノレス関数 とのたたみ込み

周期Tの(3.44)の 標 本イヒ関数s(i)お よ び(3.

54)の 平 均値関数g乞 か ら,

標 本値入 力関数:S(i)=g'i'S(i)

IV/T-1
=9iΣ δ畑7κ(3 .61)

k=0

となる.こ のS(i)と(3.51)の パ ルス列 関数 との

`たたみ込み'関 数 ぬが
,ま た,彩 に等 しい こと

を示せ ば よい.す なわち,

ハ　ユ
h(i)=Σs(n)ρ(n㊦i)

n=0

に(3.51),(3.61)を 代 入 す る と,

N-1ATIT-1T-1

h(の=Σ{9nΣ δn㊥TiC}{Σ δE㊥nei}
7t;・Oic=Ot=O

一25一 一
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と な り,さ ら に,

N/T-1T-1N一 ■

h(i)=Σ Σ Σ9nδn㊥Tilδt㊥n㊥i
κ=Ot=On=O

iVIT-1T-1

=Σ Σg・TiCδt①i㊦TiC(3.64)

k=Ot=0

かお

となる.和 分核を(一1)と し て,両 辺 のウォル

リア

シ ュ 変 換 を と る と,h(i)→H(s)と し て,

N〆T-1T-1N-1i・s

H(s)=Σ Σ9TkΣ δ`㊥ieTiC(一1)
ic==OL=O葛=O

N/T一 工T-1(乙 ①Tめ ・8

=Σ Σ9頭 一1)

κ=Ot;o

T一:LbsNfT-1既 ・s

=Σ(一1)・ Σg'Tk(一1)(3.65)

t=Oic=0

となる.上 式 の積 の第1項 につ いては定理3・5の

レ

(i)を,第2項 に っ い て は9i→G8お よ び 定 理3

・6の(i)を 参 照 す る と,

N/T-1T-1

H(s)=Σ δs㊥Tt.ΣG,㊥s(3。66)
t=Oκ=0

と な る.次 に(3.60)を(3.66)に 代 入 す る と,

N/T-1T-1N/T一 ■

H(s)=Σ δ、㊥Tt・ ΣFs①k{Σ δ・㊥iC㊥Tn}
1=0κ=On=O

AT/T-1s+T-1NfT-1

=Σ δs㊦Tt・ Σ 」Fk{Σ δiC㊥Tn.}

L=Oん 二sn=0

(3.67)

と な る.右 辺 の 積 の 第1項 よ り,S=Tlの み を と

り得 る.従 っ て,第2項 の 和 分 の 範 囲S≦k≦S

十7「 一1で は,k=Tlの み が 残 る.こ れ よ り,Σ

を と り 除 く こ と が で き る の で,

N/T-1N/T-1

H(S)=Σas㊥T`'FS{Σ δs①T97}(3.68)
L=0陥 二〇

と な る.第1項 と{・}と は 同 じ も の で,値 は1

し か と ら な い か ら,

N/T-12

ノソ(∫)=Fs{Σ δs㊥Tn}
n=O

N%T-1

=FSΣ δs①凱(3 .69)
n=0

とな り,こ れは(3.60)に 等 しい.

結 局,(3.52)は,ウ ォノレシュ・スペ ク トルのN

/T以 上 の(交 番数の)高 交番数遮 断 した ことを表

してい るが,こ れは平均値入力関数の(3.54)4'

等 し く,こ の ウォwシ ュ変換が(3.60)で あ る.

一 方 ,標 本値入 力関s(の すなわち(3.61)LYYLパ

ノレス列 関数(3.51)を た たみその関h(i)の ウ ォ

ノレシュ変換 した ものが(3.69)と な り,(3.60)に

等 しくなってい る.こ れ よ り(1),(II)を ま とめ

る と,次 の定理 を得 る.

〔定理3・8〕 ウ ォル シュ変換の標本化定理

(i)関giがN/T以 上 の交番数 を含 まない と

f,

0

ii
iI

り 　 　 ココロロ ロ

1

1

雷

一 一 騨,● 胃'

囎「

入力信号

交番数16以 上が遮断されたと

きの出力信号
…'…… 交番数8以 上が遮断されたとき

一一・一交番数4以 上が遮断されたとき

i

l
i

i

,一.

1:

し 一 齢 一 ・i

一...曹 ■、

r一 一 一 一,一 一 ・ 一 一 一■
■

一_一 一 」

4 8

t
121620242831

図3・1高 交番 数 遮 断 に よ る信 号 の 変 化 。N=32,t∈D5.
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ぎ,区 間Tご とのgzの 値 か ら,す べてのgiが 決

定 され る(実 は,ウ ォル シュ変換に よる場合,各 区

間内は同一の値 を とる).

(ii)関数!zのN/T以 上 の交番 数を遮 断 した場

合,標 本区間{k:τ'～(k+1)T-1},(k=0-vm)

の 標 本値を,Jtiの そ の区間の平均値),rY`置き換えた

ものに等 しい.

(i)は フ ー リエ 変換に基づいてい る 標本化定理

と形式的 にほ とんど同一 の もので あ り,す でY'文

献[14],[16]で 述 べ られてい る.(ii)は,も との

関数 とその関数 の特定 の交番数 を遮断 した関数 と

の関係 を述べ てお り,交 番数遮断 の影響が直 ちYY

計 算 で きるのが特徴 である.図3・1を 参照.

3・5擬 似極形式に よるウォルシ ュ変換[24][32]

ウ ォルシ ュ関数や ウォルシ ュ変換 は,数 学構造

が2進 環に基づいているので,並 進運 動 とか平行

移 動(シ フ ト)と い う概念 を もたない.移 動量(距

ん

離)が2,(々=0,1,2,…)の ときのみ,部 分的 ・

局所的に通常の平行移動の現象が起 る.平 行移 動

を2次 元に拡張す ると,回 転(運 動)を 行わせる こ

とがで ぎる.フ ー リエ変換 の場合,入 力面の回転

は,出 力面 では線形 に対応(移 動)す る.す なわち,

入 力 データが回転 したの と同 じ角度 だけ,も との

出力 データもまた圓転す る.と ころが,ウ ォノレシ

ュ変換 を用いた場合の回転に対 しては,ウ ォル シ

ュ面での もとのパ ターンとは異 った状態 とな り,

(現 在の ところ)予 想不可能 で理論解析が行 え な

い.次 善の策 として,入 力パ ターンが,2進 移動

した場合 を基準 にして考 える.2進 移動 とは,①

演算の ことであるか ら,こ れ を幾何的(図 形 的)に

考 えてみ る.デ ー一タ乃,(i=0～N-1)を αだ け

2進 移動 させ る と,α ∈Dmと して,

f`一一一〉ノ㌔㊦α(3.70)

とな る.そ こで,

i一 一〉㊥ α(3.71)

の 遷 移 をグ ラフ化す る と,図3・2の(a)と な る.

図 の矢 印の相互 の向ぎは,基 本的 に 「ね じれ」 と

「並進」か ら成 りた ってい る.a=2,4の 場 合,

部 分的 に平行移動 になっている ことに注意 この

2進 移動 を(半)径 方向 と回転方 向に適 用 して,そ

れ ぞれ を 「2進 径移動」お よび 「2進 回転」と呼ぶ

こと4'す る.極 座標形式 を導入す るた め変数を,

径 方 向 としてrを,偏 角 として θを用 いる と次 の

よ うLYYなる.a,b∈Dmと して,

径 移動:r∈Dm

回転(角):θ ∈Dm

径方 向移 動の ウォルシ ュ関数

ゆコア

MZα(r)=(一1)

回 転 方 向 の ウ ォ ノレシ ュ 関 数:

わ　　

177b(θ)==(一1)

(3.72)

(3.73)

(3.74)

と な る.(3.73),(3.74)の 具 体 例 は,そ れ ぞ れ 図

3・2の(b),(c)と な っ て,α,bが2t,(1=O"vm

-1)の と き 上 記 の 関 数 は 周 期 的 と な る .こ れ は

円 形 の 膜 振 動 の 解 析 の 際 に 現 れ る ベ ッ セ ノレ関 数 の

モ ー ドパ タ ー ン と 同 じ も の で あ る .α,∂ ≒2`の と

ぎ,す な わ ち,非 周 期 的 な 場 合 は ウ ォ ノレシ ュ 関 数

に よ る 独 自 の パ タ ー ン を 示 す.と こ ろ で,従 来 の

直 角 座 標 系 に よ る2次 元 ウ ォ ノレシ ュ変 換 は 次 の よ

うに 表 され る.

1v-1ハ 「一1s・i①t・ 」

一Fst=Σ Σ 鳥(一1)(3.75)
i=Oj=0

こ れ を,(3.74)の 変 数7,θ に よ っ て,関 数 ん,

F、eを そ れ ぞ れ,次 の よ うに 対 応 さ せ る,

ノ㌔ブー>f(r,θ)(3.76)

Fst_→F(R,θ)(3.77)

た だ し,径 方 向 の ウ ォ ノレシ ュ 面 で の 交 番 数:

R∈1)m

回 転 方 向 の ウ ォ ル シ ュ 面 で の 交 番 数:

θ ∈ 一Z)m

こ れ よ り,(3.75)を 極 座 標 形 式 の ウ ォ ル シ ュ 変 換

に 対 応 さ せ る と,

ハ」_1N_1R.γ ㊥θ.θ

F(R.θ)=Σ Σ!(r,θ)(一1)(3.78)
i=Oj=0

と書 き換 え られ る.こ れ はいわゆる変数変換 を行

っているのではな く,ト ポ ロジ ー的な対応 関係 に

よ り変数を置 ぎ換 えているのにすぎないので,(3.

78)を 「擬似極座標形式 に よる ヴォノレシ ュ変換」と

ア
名付 ける ことにしよ う.上 式の和分核(一 の,ρ=

R・r㊦ θ・θ,を 図示す る と,図3・3に なる[51コ.

[例]f(r,θ)が 径方向にroだ け2進 移 動 し,

θoだ け2進 回転す る ことを,

一27一
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び
ア(r,θ)→!(r㊥ro,θ(Dθo)(3.79)

と表 す と,こ の2次 元2進 移動の ウォル シュ変換

は次の よ うにな る.

レ ア
ノ「(7(E>「o,θ(Dθo)→・F!(1{∋,θ)=F(1ヒ,θ)(一1)

た だ し,p=R・ro㊦ θ・θo(3,80)

実 際 の適用 には,径 方 向 と回転(角)方 向の標本

点 を各 々1>と して,極 座標形式 で標本化 を行 っ

た のち,標 本点 をNxNの 直 角座標 系の各点 に

トポロジカル的 に対応 させ て,こ れ まで通 りの2

次 元 ウ ォル シュ変換 を行 えぽ よい.

この擬似極座標形式 に よる ウォルシュ変換 に よ

り,径 特性や回転特性 を もっている2次 元パ/le一

ン の解析や特徴抽 出を行 うことが でぎる.例 えば

フー リエ変換面 あるいは相関関数面 での特徴 抽出

や フィノレタ として応用で きる[28][29][45].

3・6ウ ォル シュ関数の差分 と和分[27]

一般 に関数 ん の π階差分 は次 のよ うに定義 さ

れてい る.

ノん一為(一 ・)て窒)廊(・ …)

ただL,・ …le∈D・ ・(k)・2項 騰

ゆ 　の

こ こで,肌(x)=(一1)に 適 用する と,ウ ォ

ノレシュ関数 の差分 は次 の よ うになる.た だ し,そ

の前 に次 の性質 をあげてお く,ゆ
[性 質1コ(一1)=1-2a,a∈{0,1}(3.82)

ゆ サぱ

〔定理3・9〕 ウォルシ ュ関数(一1)の 差 分は

次 の よ うになる。

ノ(一 ・)　一一・離){・ ・(・+・)}(一 ・)あ

(3,83)

[証 明]

ノ(一 ・)餌」 臨(一 ・)'C(窒)(一 ・1.齢

一禽(一1)k(n
k)一2鵠(一 ・)k(nk){・ ・(x+1・)}

とな り,第1項 は恒等的 に0に 等 しい.[証 明終]

この公式 を用 いる と,ウ ォノレシュ関数か ら直接,

差 分 を求 める よ りも計 算が容易にな る.な お,こ

の定理 と直接 関係はないが,n=L2の 場 合,以

一 ウォルシュ変換の性質とその応用に関する研究 一

下の よ うな簡単 な表現 を得 る.

[例 コn=1

α・xα ・xα ・(x+1)

A(一1)=(一1)一(一1)

のコの

=(一1){1一(一1)

こ こ で,[性 質1コ よ り,

ゆコれ ゆロに

∠(一1)=・2a{x㊦(x+1)}(一1)

[例 コn=2

り ゆのの

A(一1)

伽"α ・(x十1)

=(一1)一2(一1)十(一1)

α・(x十1)

=(一1)

α・[x①(th一+1)]

×{(一1)一2+(一1)

α・[(即+1)① 婦

}

(3.84)

α・(∬十2)

α・[<x+1)㊥(x+2)]

}

=一2{a・[x㊤(x+1)]+a・[(x+1)㊥(x+2)コ}

伽@+1)
x(一1)(3.85)

以上 の よ うに,n=1,2に 対 する差分 は振 幅 と

位相(符 号)を 分離 する ことがで ぎたが,一 般 的に

はむずか しい.

次 に和 分について考え よ う.そ の前 の準備 とし

て,以 下の諸性質をあげて:お く.[性 質2コ ～[性

質4コ は 自明であ る.α,x,y∈Dmの2進 表示

を,そ れぞれ次の よ うに記す.

α㎜_1aiα0,

IZm-1......IZi......Jzp,

二Ym-1yiya

b.,C∈{0,1}と し て,

[性 質2コ ∂㊥o=b÷o-2bc

[性 質3コb=bof=1-b

[性 質4コ(bQc)C=(∂ ㊦1)C

[性 質5]x十1の 第 許1ビ ッrを(x十1)2と

表 す こ と に す る と.例2・2よ り,次 の よ うY'な

る.

㈹ 一{欝　 肋:

[性 質6コ ッ=α ・{(x+1)㊤x}

　　ユ
=Σ ① αiXi -1Xi-2…XO

i=・0

[証 明][性 質5コ よ り,

{x㊦(x十1)}i=κi_1…Xo

と な り,こ れ を 定 義 式(2.19):

一30一
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α・ツ=Σ ① α融

に 代 入 す る と得 られ る.[証 明 終]

[=,lllk質7](Xi④Xi_1…x1Xo)'ai_1… αo

×{a・[x①(x十1)]}

=ai(x,㊦1)Xi-1… κo厩 一1… 死

[証 明][性 質3]と[性 質6]よ り,

ai_1…ao{a・[(x十1)①x)]}

　　ユ 　 　
=Σ ㊦aiai-1ai-2… α0κ ブー1κ ブー2…XO

j=0

と な り,α に つ い て,ブ 〉 歪一 ユ,す な わ ち,ブ ≧ ゴだ

け が 残 る(aiai=0で あ る か ら)。 次 に,

　　ユ

(Xi① κi-1…XO)Σ ④ αブκブー1…XO
j=0

　　ユ
=Σ ㊦{α ゴκ両 一1…XO㊦ αブXゴー1…XO}

j=i

ノー1≧ 臼 こ対 し て は,Xtは κゴー1…Xoに 含 ま れ

て い る の で,{・}の 中 の 最1項 は 第2項 に 等 し く

な っ て,{・}は0と な る.結 局,ブ=iの 項 だ け が

残 る.よ っ て,[性 質4]よ り,

(XieXi-1…Xo)αi-1… αo{α ・[(x+1)①x]}

=(XiDXt -1…XO)ai_1…aoaiXi_1…XO

=ai(xiO+1)Xi -1…xoai-1… αo[証 明 終 コ

次 に 不 定 和 分 の 定 義 を 行 う.

0,ん=O

f「

翼(一・馬 一・一N一 ・

ロ ロめ

〔定理3・10〕 ウ ォノレシュ関数(一1)の 不 定和

分S。 は次 のよ うに表 され る.

ゆロの
Sx=(y(Da-a)(一1)(3.86)

た だ し,㊥ は+,一 に 優 先 す る.y∈Dmの2

進 表 示 は,i=O・vm-1と し て,

二yi=Xiai_1ai_2。 ・・ao(3.87)

で あ る 。

[証 明]前 も っ て,(3.86)の 両 辺 の 差 分 を と っ

て お く.す な わ ち,

α・xα ・(x+1)

(一1)=(ダ ④a-a)(一1)

一(y(Da-a)(一1)α'x(3 .88)

さ ら に,[性 質5]よ り,y!を 〆=x十1の 第i

+1ビ ッ トの 成 分 で 表 す こ と に す る.

ヅ=X'iat-1ai-2…ao

:・・:(x+1)iai-1Vl-2… αo

=(Xi({)Xi _1。・・Xo)ai_1ai_2…ao(3.89)

次 に[性 質1]を よ り,さ ら に,(3.88)を 次 の よ

うに 変 形 す る.

α・xα ・xα ・[(.x+1)㊥⑳]

(一1)=(一1){(ダ ㊥ α一a)(一1)

一y㊦a十a}(3 .90)

これ よ り,

1≡ 一2{a・[(x十1)①x]}(yノ ㊦a一 α)

十ニソノ①a一 二y∈)a(3.91)

と な り,(3.91)を 証 明 す れ ば よ い こ と に な る.ま

ず,(2.42)を 考 慮 し て,上 式 の 右 辺 は,

一2{。.[(。 ÷、)㊦。コ}冒2歓 一il'
i=O

m-1iαi

(3.93)十 Σ2(y'i-yi)(一1)
i=O

と な り,(3.89)お よ び[性 質7]よ り,(3.93)

の 第1項 は 次 の よ うに な る.

れ　ユ
(93-1):一2"Z-2i{a・[(x十1)㊦x]}

x=0

×(Xi(E)Xi_1...Xo)αi_i.・ ・～充(一1争

m-1i
=・一2Σ2ai(1㊦Xi)Xi-1…Xo

i;O

_一 一_α 乞

(3.94)× αia…ao(一1)

さ ら に,[性 質1]と[性 質3]か ら,

(93-1),一2冒2乞(1一 。一2。 、+2。 、Xi)
i=0

×ai娩 一1'"XOai-1●"ao

　　ユ 　 　オ

=Σ2(一2aiXi -1…Xoai-1… αo

i=O

十2aiXi… …Xoai_■ …ao

十4αiXt_エ ・"Xoai-10.'ao

-4aiti… 。・・Xoai _1・'・ao)

(3.95)

と な る.

次 に(3.87)と(3.89)を(3,93)の 第2項 に

代 入 し て,さ ら に[性 質1],[性 質2]か ら 次 式

を 得 る.

(93.2)、 冒2・(。 、(D。、n…xo一 。i)
i二〇

×ai_1…ao(1-2ai)

一31一
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肌 一1i 一一一.,_

=Σ2(xi -1…xoα 五一1… αo

i=0

-2xi… …xoai _1… αo

-2aixi _1…xoai_1… αo

十4a2xi・ ・・…xoαz_1… αo) (3.96)

(3.95)と(3.96)す な わち,(93-1)と(93-2)

が 合 計 され る.そ の結果,(93-1)の 第1項 と第3

項,お よび,(93-2)の 第3項 が互に打消す.(93

-1)と(93-2)の そ れぞれ の第4項 が 同 じく打 消

す.そ こで,(93-1)の 第2項 と(93-2)の 第1項

と第2項 が残 って整頓す ると,

m-1t__
(3.93):Σ2(2aiXi…Xoai-1…ao

包=0

十Xt_1…XOai_1…ao

-2ti"。 …XoVt _1… αo)(3.97)

と な る,さ ら に,上 式 の(・)の 第2項 が 変 形 さ

れ て,

m-1__ ぢ

Σ]2Xi_1…Xoai_1…ao
i=0

-1+筆22・ ㌦..蝋 ・一 。∂ 。、.士.砺
i=0

_1+冒2・(2。 、.娠 肩_あ
包=0

-2aiXi…Xoai _1L・・1拓)(3.98)

と な る,(3.98)を(3.97)に 代 入 す る と,i=m

-1項 だ け が 残 り
,次 の よ う に な る.　

(3.93):1十2(am_1Xm_1"・Xoam_2…ao

一 κ
m_エ … … …XOam-2… α0)

(3.99)

　

2=0(mod2>),で あ るか ら,上 式 の第2項 は

0と な り,(3.93)=1と な る.こ れは,(3.91)の

左 辺に等 しい.[証 明終]

[系 コS。 は以下 の よ うに書 ぎ表す ことが で き

て,計 算す るときに便利 である.

α・x'm-1iα 露

Σ2yi(一1)Sx=(一1)
t=O

〔証 明 コ(2.42)を 考 え る と 明 ら か で あ る.

[例]m=4.a,x∈D4の2進 表 示 を そ そ れ

れ,

a3a2alao,お よ び,κ3×2XIXO

x→01234

ル ロ ロぎ

Σ(一1)
x:::O

↓
　コんΣ(
一1>

8・X

Σ(一1)。

12・XΣ

(一1)

か オ

Σ 〔一1)

　　ズ

Σ(一1)

14・X

Σ(一1)

Σ(野
2X

Σ(一 〉

Σ(_3)x

lIX

Σ(一>

15。X

Σ(一1)

7・x

Σ(一1)

5・X

Σ(一1>

13・X

Σ(一1)

9・x

Σ(一1)

レ ガ

Σ(一1>

56789101112131415

奮 響L

一 圃■ 圃 一x1,一rf.0!

レ ー一 圃■1』 一>1コ

仁二==一:1]

三≡三]
。一 →4

図3・4

一_→8
← 一_一 一___一 一__一9一 →is
r一一 一 一 一一___一 →11

一 →12

T一 一,13

詣 一 一 一一 ・一、一___→14

P 一>15

ウォルシュ関数の不定和分(2進 三角波

関数系)

と 表 す.表3・8,図3・4を 参 照.

ゆリア ゆ ゆ　 コ　 　 ヨ 　 　 を

S.,ノ=(一1){8x3a2alao(一1)÷4x2α1ao(一1)

ゆ ロ
+2κ1妬(一1)1+x。(一1)o)}

3・72進 三 角波関数の部分的に完備 な直交性[37]

不 定 和分 関数 を図示す る と三 角波 を もっている

ことがわか る(図3・4を 参照).こ れ を指数 初 の

2進 三角波 関数 系 と呼ぶ ことにしよ う.2進 三 角

波は,こ れ まで使われ ている三角波 関数 とは異 な

って,非 周期的 な三角関数 を もっているのが特徴

で ある.厳 密にい うと,デ ィス クリー ト表現の関

数であ るか ら,N→OQの と きに三 角波 に近づ く。

ゆ 　ヱ

図3・4は,(一1)を 連続 関数 とみ なして積分

した ものを描いた.こ の関数 系は完全直交 系では

な く,部 分的に直交 系となってい る.表3・9の

破線 内を参照.

一32一



一3 .ウ ォル シュ変換に関する理論的考察 一

ゆコの

表3・8Sx=[y㊥a-aコ(一1),瑠=4,N=16の 場 合.

a,x,y∈D4の2進 表 示 をそ れ ぞ れ,a3α2alao,x3x2xlxo,ッ3y2ッ1yoと す る .最 右 端 の欄 は[・ コを列 行

列 で 表 現 した もの で あ る.

係数順位

0

8

12

4

6

14

10

z

3

a3a2alas

oooa

iooo

1100

oioo

oiia

1110

iota

oaia

ooii

ii

15

7

5

13

9

1

lali

iiir

oiii

oioi

1101

iooi

0001

1交番数

S

0

i

z

3

4

5

6

7

ysy2ylya

x3x2xlxa

xyズ2xlxa

Ox2xlxa

Ox2xlxo

00xlxa

00xlxa

00劣Ixa

00xlxa

8iOOOxa

9

is

000xo

000xa

11

12

13

is

15

000xa

000xa

000xa

000xa

000xa

YO+a-a

ゆサカ

(一1)

0123456789101112131415

十1十1十1十1十1十1十1÷1十1十1十1十1十1十1十1十1

01234567-8-7-6-5-4-3-2-1

十1十1十1十1十1十1十1十1-1-1-1-1-i-i-1-1

0123-4-3-2-10123-4-3-2-1

十1十1十1十1-1-i-1-1-1-1-1-1十1十1十1十1

0123-4-3-2-10123-4-3-2-1

÷1十1十1十1-1-1-1-1十1÷1十1十1-1-1-1-1

of-z-iof-z-iof-zioi-z-1

十1十1-1-i-1-1十1十1十1十1-i-1-1-1十1十1

of-z-ior-z-iof-2-io1-z-1

十1十1-1-i-1-1十1十1-1-1十1十1十1十1-1-1

01-2-101-2-101-2-101-2-1

十1十1-r-1十1÷1-1-1-1-1十1十1-1-1十1十1

of-z-iof-z-iof-2-io1一 一z-1

十 工 十1-1-1十1十1-1-1十1十1-1-1十1十1-1-1

0-10-10-10-10-iO-10-10-1

十1-i-1十1十1-1-1十1十1-1-1十1十1-1-1十1

o-10-io-io-io-io-io-io-i

十1-1-1十1十1-1-1十1-1十1十1-1-1十i十1-1

o-io-io-io-io-io-10-io-i

十1-1-i十1-1十1十1-1-1十1十1-i十1-i-i十1

o-io-io-io-io-io-io-10-1

十1-1-i十1-1十1十1-1十1-1-1十1-1十1十1-1

o-io-io-10-io-io-io-io-i

+1-1+1_1_1+1_1+1+1_1+1-i-1+1-1+1

o-io-io-io-10-io-io-io-i

十1-1十1-1-1÷1-1十i-1十1-1十1十1-1十1-1

o-io-io-io-io-io-10-io-i

十1-1十1-1十1-1十1-1-i十1-1十1-1十1-1十1

0-10-10-10-10-10-iO-10-1

十1-1十1-1十1-1十1-1十1-1十1-1十1-1十1-1

朧ii〕一〔aya2alao〕

Cxo/一COJ

『曇1〕一〔1〕

卜身1〕一〔1〕

罎1〕 一〔Oiaa〕

隣 ・〕一〔i〕

嗣 一〔i〕

』鼻1Hi〕
O

xlQ+1J
/xo〔1〕

Ll!-!〕
1
0

/xoO+、〕一〔1〕
1
1
1
xoQ+1〕一〔i〕

」1、〕一〔;〕

し1、〕一〔OiOi〕
1
1

xoQ+、〕一〔}〕

しiOOO+1〕一〔iaai〕
0
0
0
xoQ+1〕一〔1〕

一33一



一 ウォルシュ変換の性質とその応用に関する研究 一

〔定理3・11〕 次 数 窺 の コーノレマ ン形 ウォノレシ

ュ関数 の不定 和分 関数 系は,初 個 の部分直 交関数

系を もつ.す なわち,ウ ォル シュ関数 の交番 数を

Sと す る と,

2・≦ 、ゴ+L1,0≦k≦m-1(3,100)

となるんが定まり,上 式の範囲内の交番数の2進

三角波関数は完備な直交関数系をつ くる.
な んキユ

〔証 明]交 番 数sが,2～2-1の 値 を と

る と き,sの2進 表 示 を,Sm_1…Sk…s1So,と す る

と,

Sm_1=Sm_2=…=Sk+1=O

Sk=1(3.101)

SiC_1,…,SiC,…,s1,So=0ま た は1

は 明 らか で あ る.交 番 数 か ら係 数 順 位 を 求 め る 変

換 行 列(2.25)に よ っ て,(3.101)の 条 件 が 係 数

順 位 で は どの よ う な 条 件 と な っ て い る か 調 べ て み

る.(3.101)を(2.25)の 右 の 変 換 行 列 の 式 に 代

入 す る と,以 下 の α を 得 る.

雛1鵠 　 1}一
次 に(3.87)の 卸 に っ い て 調 べ る た め に,次

の 銑 を 考 え て み る.

卸=娩ai-1● 。'ao

z¢=石=i薦 … 厨Zi6(3.103)

た だ し,ai=ai①1=1-ai

aiC∈{0,1}で あ る こ とか ら,次 の 不 等 式 は 自 明

で あ る.

～εす≧ ～菱[薦 ≧ 屍 乙三 万る≧ … ≧ai_ヨ=… 薦(3.104)

従 っ て,

Zo≧Zl≧z2≧t・ ・≧Zi(3.105)

と な る.ai_1=a._k_1(=1),か らi=m-kと な

り,房===0で あ る.(3.102),(3.103),(3.105)

よ り,

z・一{に 二τ農 箔
(3.、。6)

と な る,鈎=貌 絢 よ り,

yi一{諺=瓢 鋸
1(3.、 。7)

と な る.こ の こ と は,鈎 に つ い て,∫ ≧ 甥 一 々 の

場合を考慮する必要がないことを示している.

以上の準備のもとで,任 意の二つの2進 三角波

関数 ム,み の直交性を調べる.

ガ 　　

δ(IJ)=Σ ム み
x=O

N"伽"m-1ia.i

}=Σ{(一1)Σ2ッ乞(x)(一1)
x=Oi=o

b・xm-1ゴbヴ

×{(一1)Σ2錫(x)(一1)}

ゴ=O

m-1(α ㊥i)・xm-1iαi

=Σ(一1){Σ2yi(x)(一1)}
x;Oi=O

×{冒2ゴ タブ(x)(_1)o'}(3.108)
」=0

こ こ で,c・=a①bと し て,cの2進 表 示 を,

Cm-1…Co,と す る と,

Cm_k_1=Cm_iC_2=…=Co=0(3.109)

と な る ・ と い う の は,(3・102)よ りi≦m-feMl

の と き,醗,あ は 一 意 的 に 決 っ て い て,砺=あ と

な っ て い る か ら で あ る.こ の こ と は,ま た,Cの

　　ゑ

値はxの 方 向に関して,2を 単位 として,+1

ま たは 一1の 値 を とる(変 化す る)こ とを表 してい

る.次 に,α 段 こっ いて,(3.102)で は,i≧m一

々 の とき不定で あるが,第 が掛 ってい るので,

(3.107)よ り,iがm-k以 上 を考え る必要は な

い。また同時 に{i(・)}={」(・)}と な る.第(一1)ai

れ　た

も2の 周 期 を もち,従 っ て,{・}はcと 同 期

と な る(た だ し,(3.100)の 条 件 の も と で の み),こ

れ よ り,

ハr-1c・xm-k-1iα 乞2

δ(LJ)=Σ(一1){Σ2yi(x)(一1)}
x;Oi=O

(3.110)

レヱ 　 　ん

上式 の(一1)は,x方 向 に2を 単位 と して,

+1ま た は 一1に 変化す るウォノレシュ関数であ

れ 　な

り,か っ,{・}は2を 周期 とす る関数であ るか
　　あ

ら,次 の ようになる。ただし,T=2で あ る.

・(・・J)・一{1蒸1等雛.篇

T-1m-k-1iαi2

ただ し,C=(N/T)Σ{Σ2Ni(x)(一1)}
x=Oi=0

[証明終コ
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一3 .ウ ォル シ ュ変 換 に 関す る理 論 的 考 察 一

[演 習 コm'=4,N=16の2進 三 角 波 関 数.交ao=0,a1=1,yo(x)=κo,Y1(x)=x1

翻,一22～23-1と す る.従 。 て,le==2,T-4で あ る か ら ・

32と な っ て
,C=4Σ(X

o-2x1)
x=03■

iαi2
C=4Σ{Σ2yi(x)(一1)}
x=Oi=0222

=4{(0-2。0)十(1-2・0)十(O-2●1)

3aoα12
=4Σ{yo(x)(一1)十2夕1(x)(一1)}2
x=o一 ト(1-2・1)}=24

と な る.表3・8を 参 照 す る と,と な る.表3・9を 参 照 .

　ヨ

表3・9δ(Lノ)=Σ ム 乃,た だ し,島,ん は 任 意 の2進 三 角 波 関数 で ある.
x=0

交番数0 1 2 3456 78 9101112131415

a

1

2

3

4

5

s

7

8

9

10

ii

12

13

14

15

1240512-128

512i344iO

-128088

2561280

-3200

0-320

-64032

izs640

-800

0-80

00-s

OOO

-1600

0-160

-saols

64320

256

1as

O

88

一320-64

0-320

0032

00a

128

64

0

32

0

0

0

32

a

O

O

-8

0

0

0

1s

2400

0240

0024

00a

0

0

0

24

一8

0

0

0

a

O

a

a

0

-8

0

0

0

0

0

0

0

0

-8

0

0

0

0

0

0160-32

00-160

00016

-8000

0soO

Oosa

OOos

OOOO

64

32

0

1s

O

a

O

8

0

0

0

0

8

0

0

0

a

O

O

O

O

8

0

0

a

a

O

O

a

O

8

a

0

0

0

0

a

a

a

8

8

a

O

O

O

O

O

O

a

8

0

0

0

a

a

a

a

O

8

a

a

O

O

a

O

a

a

8

0

0

0

0

0

0

0

0

8

a

a

O

a

O

O

O

O

8

0

a

O

a

O

O

a

O

8

0

0

0

a

O

O

O

O

8
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第4章 ウォル シュ変換 の応 用

4・12進 差 分の解析 と画像処E里へ の応 用[34][38コ

3。6節 で ウォノレシ ュ関数の差分 について考察 し

たが,こ の差分 は平 行移 動に基づ いた差分であ っ

た.こ れは,入 力面での扱いは比較的簡単であ っ

たが,ウ ォwシ ュ面 での挙動 や影響 を調べ るのに

は困難 である.そ こで,ウ ォノレシ ュ面 で理論的).TYL

扱 いや すい形の差分 を新 たに導入す る.す なわち,

平 行移 動を3・5節 の擬似極形式 に用 いた 「2進 移

動」 に置 ぎ換 え る.こ の2進 移動については 図

3・2G'示 してあ るが,平 行移 動 と対照比較 す るた

めY',新 た めて 図4・1G'描 い た.一 見す ると,

iO1234567

Z㊦、器 認 認 器

㊥、"

需ζx

1①、託

iO1234567

同撒
i+、灘

i十3

i十4

平行移動と2進 移動とは全 く異なる遷移状態を示

しているが,定 性的な傾向をみるために評価関数

を設けて定量的に比較すると,それほどで もない.

ここで,評 価関数あるいは測度 として「相関係数」

を採用する.一 般に相関係数は次のように定義さ

れている.
ユ　　ユ

Σ(xz-z)(ッ ー ヲ)
t=o(4 .1)

び=

藷 一・)・▽冒(yz-y)2 　
ただし,κ 盛,卸 ∈{0,1,2,…,2>一1[N=2}

ili,ヲは それぞれ,Xi,yiの 平 均値 を示す,

こ こで,も との座標 点 と移動 を受けたあ との座

標点 との相関を とることにす る.上 の変数は次の

よ うになる.

も との座標:貌=ガ

移 動量:σ

平行移動後 の座標:釦=i十a(4.2)

2進 移 動後 の座標:第=i①a

σ=σ(a)と し て,2種 類 の相関係数を プロ ヅ ト

した ものが 図4・2で あ る.破 線が平行移動に よ

㊥5

ゴe6

1十5

i十6

i+Q7dCSbbbbbbi+7

(a)(b)

図4・12種 類 の 遷 移 図.

(a)2進 移 動(b)(巡 回形)平 行 移 動

十lr

相

関
0

係

数

一1

a 7 15 23 31
+a

図4・22種 類の座標移動量に対する相関係数の変化.

一36一

実 線 ゴ とiQaの 相 関係 数.破ZとZ

十a(mod32)の 相 関 係 数.



一4 .ウ ォル シ ュ変 換 の 応 用 一

るもので,移 動量が最 大(N近 傍)に 近づ くと1に す るために,2進 差分記号 をA㊥ と記 す ことにす

なる,す なわち,も とに戻 るのは,modIVに よ る と,

鷲 環 葱認 撫 繋 ミ鑑 宏矯 ・乙ん一萬(一1)k(量)畑(4・ ・)
移動 の場 合は,前 に αだけ進む のと後 に αだけ となる・ ユ
戻 るの とは測度 としては等価 である ことを示 して[例]n=1,Aofi・=fi-fi㊥ ■(4.5)

い る.従 って最 大の半 分の(=N/2近 傍)が 最 も
　

遠 い距離 とい うことになる.n=2,d㊥ 五=ゐ 一2fi(D1+乃 ㊥2(6.6)

次 に ・実線部分 の2進 移動 につ いては ・移動量 これを図示 した ものが 図4.3で あ る.こ れに

が最 大(N近 傍)に 近づ くと・aに 関して非線形 よる と
,遷 移の状 態が分割 されてい る の が わ か

的に相関係数 が 一1に 近づい てい くのが特徴 で る .

あ る・移動の大 ぎさが最大の半分(N/2近 傍)で[性 質1]n階 の2進 差 分について ,nが 定 ま

両者 の相 関係数は一致 している・この座標点は・ る と,次 の 々を求 める ことが でぎる.

平 行移動 の場合 の 「最遠」測度 で もあるが,こ の 鳶 ㌃2≦
nK2-1

座標 点を2進 移動 の場合 の最遠測度 のNの 点 に
あ

対応 させ て考 えるのが 自然 なよ うに思われ る。す これ よ り,入 力で データはN/2個 に分割 され て,

な わち,両 者 を,各 分割 された範囲内で2進 差分が行われ る.従 っ

平行移動量:a=O～N/2-1(4.3)て,異 なった分割領域 の相互に差があ って も検出

2進 移動量:a=0～N-1さ れ ない差分 である。

の範 囲 として対応 させ,相 関係数 とい う測度 を用[系](3・81)の 逆 変換 式は次の よ うに定 義さ

いる と,移 動量 αが大 ぎくなるにつれ て測度 も大 れ ている.

ニニ野 謙 客管罪 灘 畿 惣f・+r一 嵩G)(一幽(4・ ・)
これ によ り,プ 恥,五+。 をそれ ぞれ あ歌,五 歌 に

っているが[25],こ こでは高位 ビ ッ トに なるに従

置 きFかえて も,ま た成 りたつ.す なわち,(4.4)
っ て倍 の重みがかか ってい る.

の逆変換式は次 のよ うになる.以 上の考察 によ り
,2進 移動(数 学的には㊤演算

)を ・一酬 噸 位 ・みなす ・とができ…f・er一 嵩(rk)(一11⑧ 蘇(4・ ・)

れを差分に適用する.す なわち,平 行移動の概念
り

に基づ いた(通 常の)高 階差分公式(3.81)に2進 移 次 に定義式(4・4)=0と お いて,Aefiの 性 質 を調

動 を置 き換 える と次 のよ うになる.(3.81)と 区 別 べ てみ よ う.す なわち,

・・鰍 レ鋒 鋼

fi

(b)

△zfi

、' 、

、 ノ ＼!
㌦, 、'

'
、'、
'

λ

、'
U
A

'、!

、、

、

'、
'、

'、
'、
'、

'

/・〉

へ
'≦

ユ 　

図4・32進 差 分 の 遷 移 とそ の分 割 状 態.A㊥fi=fi-f`㊥1,A㊥/Fあ 一2腕 ㊥1十fi①2.

破 線 は 入 力 デ ー タ ゐ の 符号 が反 転 して加 え られ る こと を 示 す.
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一 ウォルシュ変換の性質とその応用に関する研究 一

n

k=0(一 ・k(nk)紬 一・(…)

と な り,こ れは2進 差分方程式 となってい る.一

般 的に これを論ず るのは困難 なので具体例 を調べ

てみ よ う.n=1～9に 対す る一般 解は 表4・1に

示 した.こ れをみ ると,解 の 自由度が多いので偏

微分方程式の解を思わせ る.こ れ らは帰納的Y'得

られた ものであ るが証明は容易で ある.図 として

描 いたのが 図4・4で ある.逆 のい い方 をす る と,

この図のパ タ ーンを もつ関数 の2進 差分は0に な

る.

以上 は入力面 での解析 であ ったが,2進 差分(の

演算子)は ウ ォル シュ面では次 のよ うな2進 フィノレ

タ1)Sと な る.

〔定理4・1〕aoの 差 分演算子は,ウ ォwシ ュ

n=1

fi

・(

L

面で次の フィノレタ とな る.Sを 係数順位 として,

Dl一 一噛(一 ・)'C(量)(k・ ・)(・ …)

お　オ

[証 明 コ 和分核 を(一1)と して,(4.4)の 両

辺 を ウォノレシ ュ変換す る と,

銚 ゐ(か お れ　ユー1)=Σ(一1ic=0)㌃(窒)烈 一♂

かお

と な る.(一1)=1-2(々 ・s)よ り,

右辺一曙(k)(一 ・)竺・嵐(一 ・端)(…)}

{・}の 中の第1項 は恒等的に0で ある.ま たk

=0の と きは ,々 ・s=0と な るか ら,ん=1か ら始

じまる.[証 明終]

[例]Dl一 一・{一(1)(…)}一 ・(…)
(4.11)

n=2

fi

i

n=3

fi

i
一

Y
『

i

i
fi

n一・L _』 工ロエロL__L
fi

n一・L
_g皿 蟹工h:L__i

ノi

・一・L
_』 工田=圧L__i

fi

n=7

ハ 玉 一
P(

k

一

「 ∋レ

tti
a

n=・LPL皿 ■ 皿 皿 皿
_i

fi

i

図4・4表4・1の2進 差 分 方 程 式4㊦ ∫FO,n,Z∈{o,

1,2,3,4,5,6,7,8,9}の 解 を 図 式 化 し た も の.

a,b,c,d,e,g,h,j,k,1,p,4,t,u,vは 任 意 の 実 数 。

一・団一 一

D2s一 一・{一(1)(…)+(1)(・ ・1)}

=4(S●1)一2(S●2)(4 .12)

図4・5の(a)に,η=1～7,m=3,N=8の 例

を 示 し た.比 較 の た め に フ ー リエ 変 換 に よ る(通

常 の)差 分 フ ィ ノレタ の ス ペ ク トル を(b)に 示 し た

フ ー リエ 変 換 式 は 次 の よ うに 定 義 し て い る.

72rz2s>!一i/s

Fr=Σ/z(一1)(4.13)
2=Q

た だ し,S:周 波 数,Z,S∈{0,1,…,7}

これFrよ る と,フ ー リエ面 の低 周波 側の半分 のス

ペ ク トノレを,ウ ォノレシ ュ ・スペ ク トwに 対応 させ

る と,両 者 ともハ イパ ス フィノレタ としての傾 向を

示 してい る.

[性 質2コn階 の2進 差分 に よる ウォノレシュ面

での フィルタは,単 調増加 関数 ではないが,ハ イ

パ ス フィルタの性質 を もっ.

応 用 として画像 の差分 を行 った.1階 の2進 差

分 フィノレタDISを 基 準 とした3種 類 の2次 元 フィ

ノレタを 図4・6の よ うに設定 した.こ れ らの2次

元 フィwタ を ウォwシ ュ面で掛け ることG'よ り,

画 像の差分を計算機 シ ミュ1/一 シ ョンに よ り求め

た.図4・7を 参 照.2進 差 分は η階差 に応 じて

入力画像を分割 して,異 なった領域 同志 の差分は

とらない.こ の ことは静止画像 を対象 とす る場合

に問題が生ず るが,動 画像 を対象 とす るには余 り

影響は ない と思 われ る[15コ[40コ[41].
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図4・52進 差 分 フ ィノレタ.(a)2進 差 分 フ ィル タ

換 に よる 通 常 の差 分 フ ィル タ.た だ し,

(b)の 交 番 数0～3に 対 応 す る.

(b)

Sは 交 番 数 を表 す.(bl7一 リエ変

一ユ≡7mod8 。(a)のS=0～7が

0 一>SO →8'○ →S

↓ ↓ ↓

ガ ガ 〆

(a)(b)(c)

　
図4・63種 類 の2次 元2進 差 分 フ ィル タ.白:1,黒:0.sノ,t':交 番 数(a)D、.t

エ 　 ロ 　 　 ユ
=(s・1).(b)Ds.e=(s・1)(t・1),s=s∈)1,t=t㊥1.〔c)Dε,t=(s・1)

x(t・1)。 た だ し,s,t:係 数 順 位.
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図4・72進 差 分 の フ ィノレタ に よ る画 像 の 差 分

(a),(e)は 入 力 画像(b)は 図4・6の(b)フ ィwタ に よ る.(cノ は 図4・6の(a>フ ィノレタ に よ る

(d)は 図4.6の(c)は フ ィル タに よ る(f)は 図4・6の(a)フ ィル タに よ る
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一 ウォルシュ変換の性質とその応用に関する研究 一

4・2ア ナ ログ形 ウォル シュ変換 装置

ウォノレシュ変換は入カ データの加減 だけ で処理

が行え るの であ るが,こ の ことが また,ウ ォル シ

ュ変換 を装置化(ハ ー ドウエア化)す るのに も都合

の よい性質 となってお り[28],必 然 的 にデー一タの

歪みや誤差の累積を も最小 にす るこ とになる.こ

こでは,2種 類 の装置 化法 を提 案する.

(1)高 速 変換 アル ゴ リズ ム形 のウォル シュ変

換 装置[46]〔50■35][47]

ウ ォノレシュ変換 は装置化 しやすい性質を もって

い ることは既 に述べたが,そ れで も,こ の ままの

形 で装置化する ことは容易で ない.と い うのは,

入 力端 子群 と出力端 子群を結 ぶ結線 コー ドの本数

が,入 力 デ ータの自乗 に比例 するか らであ る.入

力 デ ータ数1>=9の 場 合が試作 され ているが[30コ,

た とえばN=1000の 大 きさの標本 の場合,百 万

本 の コー ドが必要 となる.そ こで,す でに開発 さ

れてい る 「高速 ウォル シュ変換 アノレゴ リズム」(F

WT)[17]を 利 用す る ことになる.こ れ は高速 フ

ー一リエ変換 アノレゴ リズム とよ く似 てお り,異 なる

のは 「位相項」が ないだけで ある.本 来,計 算機

用 アノレゴ リズ ムは時系列処理 で空間的 な見方か ら

す ると,0次 元 処理であ る.と ころが,高 速 ウォ

ル シュ変換 アノレゴ リズ ムの流れ図(フ ローチ ャー

ト)を み ると,各 入力点(端 メモ リ)LYY同 時LYYア ナ

ログ ・デ ータを入力 して も可 能な構成 にな ってい

る.従 って,同 期 させる ことや メモ リを必 要 とし

ない.ク ロネ ッカ ー一積 を利用 する と容 易に高速 ウ

ォル シ ュ変換 アル ゴ リズ ムを導 くことがで きるが

,こ こでは その変換 アル ゴ リズ ムを以下の よ うG'

して導 く.説 明 を容易 にす るため,m=3,N=8

の 場 合の1次 元(同 時 ・並列)ウ ォwシ ュ変換 つ

い て考 えてみ よ う.S,Z∈D3と し て,

7S・E
FS=Σfi(一1)(4.14)
2-Q

S,2の2進 表 示 を そ れ ぞ れ,S2SISO,22212pと

す る.上 式 を こ れ に よ っ て 表 現 し て 式 を 展 開 す る

と,

752224sli1㊥80盛O

Fs=EfiC-1)
i=0

3sgi2㊥s1乞1sQiQ

=EfzC-1)x(一1)

i=0

4S2zzO+sizisO乞0

+Σfi(一1)x(一1)
i=4

と な る.Zが 順 次 変 化 し て い く と,

2=0,1,2,3の と き,ZO=O

{i=4,5,6,7の と き,Zp=1

で あ る か ら,さ ら に 展 開 し て,

3 _s2i2Q+slilF
s=EfzC-1)
2=Q

3s2iz①S1乞1$0

+(一1)ΣJzO4(一1)
i=o(4

.15)

と な る.同 様Yrし て,S222,SlZ1に っ い て も,逐

時 展 開 し て い く と,最 終 的 に 次 の よ うに な る.

SQs130
FS={[∫o+(一1)fi]÷(一1)[ズ2+(一1)∫3]}

32
.一_SOSlsO

+(一1){[!4+(一1) .f5]+(一1)[∫6+(一1)∫7コ}

(4.16)

上 の 右辺Y'は3種 類の括弧があ るが,同 じ種類の

括弧は同 じ パ ターン の数式表現 となってお り(添

字 だけが異な っている),さ らに これ らを まとめた

上 位の括弧について も同 じことがいえ る.す なわ

ち,漸 化式 として一般 に次の よ うに表現で きる.

1=0～m-1と して,

C1+1)<t)S2(t)
Ixi=lxi十(一1)Ixcz+i>(4.17)

た だ し,k=Z,Z=0,2,4,…,N/k-2,

(0>

ki:modN(=2m)と し て 計 算 す る.ま た,1;

≒ 右 で あ る.

[例]m=3,N=8の 場 合 と し て,(14.4)は 次

の よ うv'な っ て い る.

1=0,k=ユ,2=0,2,4,6

(1)(0)_Sp<0)(0)_(4)

擁1:1隷濫 期
(4.18)

一42一

(1)(0)80(0)(0)(0)

14=14十(一1)15;14=〆4,15=ノ5

(1)(0)80(0)(0)(0)

16=16十C-1)17;∫6=!6,17=!7

1=1,k=2,i=0,2

(2)(1)sl(1)

(2)

14一(1)14+(一1皇 幻

(4.19)



1=2,k=4,i=0

(3)(2)sg(2)

13=lo+(一1)16

一4 .ウ ォル シ ュ変 換 の応 用 一

(4.20)

これ を図示 する と 図4・8に な り,S(係 数 順位)

が0～15ま で,順 位 増 加 に つ れ て,

(i)Z=0,

タ ー ン.

o,1

(ii)

一 ン .

0,0,1,1

QD

門 ン .

o,o,o,o,1,1,1,1

と 変 化 す る.

Sの1桁 目(Spビ ッ ト)の く り返 しパ

:図4・8(a)

1・=1,Sの2桁 目(S1ビ1ト)の く り返 し パ タ

:図4・8(b)

1=2,Sの3桁 目(SZビ ッr)の く り返 し パ タ

:図4・8(c)

これ が高速 ウォwシ ュ変換 アwゴ リ

ズムで,入 力 データをNと した とぎ,N×m(=

N×10gN)に 比 例 した結線 コー ド数 を もつ.こ

の説 明の図 では,右 端か ら入力 して左端 で出力 と

なってい るが,逆 に左端 を入力 に右端 を出力 とし

て も同じであるこ とがわか ってい る.

さ て,2次 元 ウォノレシュ変換 にっいては,図4・

8の 多数の1次 元変換回路 を基 にして,こ れ を短

冊状 に並べ,さ らに,こ れ らに直交す るよ う4'並

べ た,も う一群 の短冊状回路 を結合 させ ると,図

4・9の よ うな空 間回路網LYYな る,

(II)格 子 状集積回路に よるウォノレシュ

変i喚装置[39][43]

2次 元 ウ ォル シュ変換 を次の よ うに定義す る.

jV-1N-12・S㊥5・t

FSI=Σ Σ 舟(一1)
i=0ゴ=0

た だ し,N=2珊,m=0,1,2,3,…

(4.21)

入 カ デ ー タ:ん,出 力 デ ー タ:Fsa,S,t,2,ブ ∈D皿

ウ ォwシ ュ 関 数 に っ い て,(一1)α=1-2aを 上 式

に 適 用 す る と,

N-1

FSL=Fa十(一2)Σ127(Z・S㊦ ブ。の(4.22)
i.ゴ=0

ル　ユ

ただ し,Fo=Σfwで 入 力 の直 流成分.
i、」=O

f`j≧0,{(1)の 場 合は負 で も可で あった}

とな る.(4.22)が 装置 化のための基 本式 とな って

いる.さ て,こ の式 の(・)に ついて,

i●s㊦ ブ・t∈ ≡{0,1}(4.23)

Fs=FszsisoI(s)

Fo

F1膚 一一

出
力
デ
i
タ

1(2)1(1)1(0)ゐ=fJ271ブ0

Fz一 一

Fs噌 一 ・

F4

ps

Fs

F7r一

変 化 す る のSビ ッ ト:

SZSISo

(c)(b)(a)

一一一jo

一一 ・
.f1

一一一IZ入

→T

一一141

ター一ss

'一"f6

一 力

図4・8ア ナ ロ グ1次 元 ウ ォル シ ュ変 換 回路 網.… … …

は 入 力信 号 を反 転 させ て 次 段 に送 る 結 線.○:端 子.

1,Sの2進 表 示 をそ れ ぞ れ,22LITQ,s231∫oと す る.
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鵡
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各一枚が 図4・8の1次 元

変換回路網となっている.

レ
図4・9ア ナ ログ2次 元(8×8)ウ ォル シ ュ変換 回路 網.∫ の →Fst,i,五s,t∈D3と す る.
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一4 .ウ ォル シ ュ変換 の応 用 一

であるか らで,こ の値 が0の ときは,信 号 は出力

側 には伝達 され ないで,1の とき伝播 する と考 え

る と,

N-1

Σ 病 σ ・S㊦ ノ・の(4.24)
2,J=0

は加算のみの圓路 とな ってい る.一2す なわち引

算については,(4・24)の 演 算 のあ とで実行す る.

(4.22)を 図 にす る と 図4・10と な る.4×4の 場

合の(4.23)を 表4・2に 示 した.(4.23)の 値 が1

の とぎ,図 中の黒丸に対応 してい る.図4・10Y'

つ い て少 し詳 し く説 明しよ う.最 右端 の列が入力

端子群 で,信 号 はまず,こ こ).YY`入る.こ れ らの各

々は左水平方向 にのびた コー ドにつ なが ってい る

.こ の中の一本 に信号が入 ると,コ ー ド内 を信号

が伝播 し垂直方 向にのびた出力 コー ド群 と(黒 丸

の部分 で)交 差 する.こ の交差点 で出力側0信 号

が伝播 する.出 力側か らみ ると,各 交差点(黒 丸 の

部分)か ら信号が流入(伝 播)し てぎて加算 が行 わ

れ て素 子Gに 入 る.こ の素子 の利得 は一2で,つ

いで信号 は加算 回路 且 に入る.直 流成分Gaか ら

の信号がAで 加え られ,最 終的に(4・22)が 出

力 され る.

次Yr,信 号 が入力 コー ドか ら出力 コー ドへ伝播

する ことに入力側のパ ワーが減衰 する.と ころが

,一 本 の入 力 コー ド内では交差点 での出力側へ の

伝播量 は同 じでなければな らない.そ こで,以 下

の よ うに して調整 してお く.こ れ に より,入 力 側

か ら出力側への信号 の流 入量 は 自動 的に一定量 に

なる.図4・10に お いて,右 か ら第k番 目の黒

fit,の交 差点の信号の伝播 率をxx+1(<1)と す る.

この点でのパ ワーをPと して,

第k+1番 目の出力 コー ドへの伝播量:P毎+1

(4.25)

上 と同一の入力 コー ド内の

第k十2番 目の交差点へ の伝播量:P(1-xx+1)

(4.26)

とな る。第 ん÷2番 目の黒丸の交差点 において,

上 と同様 の議論 によ り,

第k+1番 目におけ る出力 コー ドへの伝播量=

P(1-xk+1)xx+2(4.27)

とな り,(4.25)と(4.27)と は等 しくなけれ ばな

らないか ら,

Pxk.+1=P(1-xk+エ)xk÷2

と な っ て,こ れ よ り,

xx=xo/C1-kxo)

N/2

た だ し,Σ 為=1
k=0

とな る.

点 の伝播率 を定 める。

(4.28)

このxxに 比例す るよ うに コー ドの交差

この ようLYYして,図4・10

の よ うにほ とん ど規則正 しい格子状 回路 と最小限

の引算 回路 に よ り,大 量 の入力デ ータ処理可 能な

ICに よる装置の製作 を容易にす ることがで きる.

と ころで,こ こでは2次 元変換装置 を一枚 の平

面 回路 として扱 ってい るのが特徴 であるが,大 量

のデ ータを処理 するための ものであれば,や は り

大掛 りとなる.た とえば,1000×1000の2次 元

データを処理す るとな ると,コ ー ド間隔を ユ0μ皿

として,(1000×1000×10μ=)1m四 方 の平面

回路 とな って実用的ではない。そ こで,(1)の 図

4・9で 示 したよ うG',ま ず,1次 元 変換 回路綱 つ

くってか ら空間回路を組みたてれば小型 化す るを

ことがで きる.

Fst(s,t)
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図4・10格 子状集積回路による4×4の2次 元ウォノレ

シュ変換装置.Gは 利得一2の 光電変換素子.Goは+1

び

の素子.Aは 加算素子.ノめ→F・t.格 子状回路の中の黒

丸は,入 力コードから出力コードへ信号が伝播する箇所

である.

一45一



第5章 結 論

「ウォノレシ ュ関数」 や 「ウォノレシ ュ変換」 の研

究手法 である数学 の導 入を,基 本 として以下の四

つの ことが らに依 ってい る.

(a)ガRア 体GF(2),mod2

(b)xmを 法 とす る多項式 の剰余類環 の導入

(c)10進 表 示 と行列 ・ベ ク トル表現へ の採用

(d)コ ール マン形(一1の 巾乗)の ウ ォwシ ュ

関数 の採 用

すなわち,2進 環D溜 こよる数学体 系 とコールマ

ン形 ウォル シュ関数の採用 によ り,ウ ォwシ ュ変

換 の理論 展開が見通 しの よい もの とな り,今 後 の

発展への有力 な手段 となる.た だ,Dmは 環(す

なわち割算 がで ぎない)で あって,「 体」でないの

が残念 である.(b>の 法 として,既 約 多項 式を選ぶ

と体 にな り得 るが,果 して これが情 報工学的 な:立

場か ら意味 があるか ど うかわか らない.主 として

以下 の結果が得 られ た.

(i)ウ ォルシ ュ関数 や ウォル シュ変換 を扱 うのに

必要 な数学構造 を導 いた.こ れ に よ り自然な形で

「積」を導入す る ことがで ぎて,ウ ォル シュ関数や

ウォwシ ュ変換Y`い て掛算 を行 うことがで ぎる

よ うになった。

㈹ コーノレマ ン形 の ウォル シュ関数,お よび,ウ

ォノレシ ュ変換 を導 入 した.こ れ は変数が陽の形G=

な っているので曖 昧さがな く,か つ,見 通 しよ く

式 を展開で きる よ うになった.

以上 の基本構造 を定 めたあ と,フ ー一リエ変換で

得 られている諸性 質が ウォルシ ュ変換 では どの よ

うな形 で表現 で きるかを一つの 目標 として,主 と

して次 の結果 を得 た.

㈹ 標本 化定理LYYつ い ては,帯 域 幅 と標 本間隔 と

の関数 は フー リエ変換 と同一である ことは確 認 し

たが,重 要 な ことは,帯 域 制限 を行 う前 と後の入

力面 における変 化が,「 平均効果」として予想 で ぎ

る ことが わか った.

(iv)ウ ォノレシュ関数の不定和分の公 式は,変 数が

陽 の形 で現れてい る ことで,今 後の 「ウォル シュ

積分」の出発点Y'な るだろ う.

(v)2進 差 分を導入す ることに よ り,ウ ォwシ ュ

面での フィノレタを定め ることがで ぎて,逆 に入力

面の変化量を予想で きるよ うに なった.こ れを画

像処 理に応用 してみた.

(vi)ウ ォノレシュ関数,お よび,ウ ォwシ ュ変換は

「装置化」が容易な性質を もってい るが,こ れを

二種類の変換 装置 として提案 してい る.一 つは,

高速 ウォル シュ変換 アノレゴ リズ ムに基づいた空間

回路 形の平面回路 としての2次 元 ウォノレシ ュ変換.

も う一つ は,格 子状集積 回路 を用 いた2次 元 ウォ

ノレシュ変換 回路 である.こ れ は途 中の演算 をで き

るだけ加算演算 とし,最 後 の段階で 引算 を行 って

いる.以 上 の二つ の方式 は,現 在,急 速 に発展 し

つつ あるIC技 術に よって非常 に小型 化で きる可

能性 を もってい る.

以 上 ここで得 られ た結果 のなかには,フ ー リエ

変換 で得 られ ている もの と形式 的v似 た ものが あ

るのは興味深 い.と い うのは,本 研究 では対象 と

している目的 ・手法 をフー リエ変換 のそれ とでぎ

るだ け似 た ものにしよ うと努 めているG'も か かわ

らず,数 学構造が基本的 に異 なるので,今 後,見

出され るであろ う諸kの 結果は ウ ォwシ ュ関数 あ

るい は ウォwシ ュ変換独 自の形式 あるい は形態 に

なるこ とが予想 され るか らである.

今 まで の ウォwシ ュ関数や ウォwシ ュ変換 を扱

っている入 々は,少 しオーバ ーな表現 をす る と,

各 人各様 の方法 で,そ れ らを導 いた り定義 した り

して論 じてい る.共 通 していえる ことは,変 数 を

「陽」 の形 で扱 っていないか,あ るいは,そ の形

(た とえば,一1の 巾乗)で あって も,単 に ウォ

wシ ュ関数の一表現 にしか使 わないで,発 展 させ

てい ない.本 研究 で得 られ た諸結果 は,そ れ らの

方法 では見つ け難 く,証 明す るのに も 囲 難 で あ

る.よ く行われ ているのは,単 に,フ ー リエ変換

一46一



一 結

か らの類推 による 「結論 の目標設定」 とか 「証 明

手順 の借用」 である.従 来 の方法G`従 えぱ,フ ー

リエ変換 による もの と 「同じである」 あるいは 「

異 なっている」 とい うもので,ど のよ うY=異 なっ

ているかについては無力 で,数 式 を 自由),rPte.展開 で

きないか ら緻密 な議論が でぎなか った.こ こで導

入 した方法 は,簡 単 な表現 で,し か も,変 数 が陽

に現 われているので,潜 在 的発展性 を秘 めている

といえ よ う.す こし煩 わ しいのは,交 番数 が陽に

出ていないため,係 数順 位か ら交番数 に変 換 しな

ければな らない ことである.線 形の変換行列であ

るか ら数式的に扱 うのG'は 問題ないが,「 表 ・図

式 」G'表 す場合,交 番数順YY並 びかえ るのがす こ

し面倒 であ る.

い ずれに して も,一 時期,流 行 した感があ るに

もかかわ らず,理 論的にはめ ざましい成果を得た

とはいい難い.一 つの原因は 「表現形式」が整 っ

てい なか ったのが大 きな原因で ある.当 研究 の手

法は,「 曖昧 さ」を避け るた めY'定 義域 での変数は

デ ィス ク リーrな もの としたが,今 後,数 学的G'

は 差 分か ら微分へ,和 分か ら積分へ と発展 させ な

けれ ばな らないし,工 学的 には フー リエ変換,ラ

プ ラス変換 と同等 の各種 の公式 を求 めなけれ ばな

らない.応 用 としては,当 然,通 信理論 ・(画 像)

情 報処理 ・パ タ ーン認識等 へ適 用 し,さ らにはオ

論 一

ンライン使用を目指した実用的な回路実現へ と発

展させねばならない.本 研究はこれ らの 「出発点

」あるいは 「糸口」になるものと考えている.
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