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1 章緒論

1. 1 本研究の背景及びその目的

船舶の振動解析を行う上で、流体による影響を正確に見積もることは非常に重要なことで

ある。しかし、その影響を考慮することはそれほど簡単なことではなく、船殻の減衰現象が

未解明であることもあって、正確な振動レベルを推定することは従来不可能とされていた。

そして、最も重要なテーマであるはずの振動レベル推定法に関する研究はほとんど行われ

ず、固有振動数を推定するための研究だけが活発に行われてきた。

これに対して、本研究では、船舶の振動レベル推定法を確立することを目的としている。

この円的を達成するために新しい解析方法を構築し、これによって満足のいく推定が可能と

なることを確認した。この方法は、いまだ模型実験で確認された段階でしかないが、その解

析理論について詳しく論じておくことは重要なことであり、それをまとめることを本論文の

主題としている。

1. 2 これまでの研究動向

船舶の振動特性を推定するために解決せねばならない難しい問題は大きく分けて 2 つあ

る。第 1 は、巨大で複雑な構造物であり、自重を上回る貨物を搭載することから生じる問題

で、構造体としての振動特性を把握し難いことである。第 2 は、船舶が海面に浮かぶことか

ら生じる問題で、流体と構造物とが複雑に速成するために航海時の振動特性が空中でのそれ

とは全く異なることである。以下に、振動分野における研究動向を概説する。

第 1 の問題に対しては、古くから、中央横断面の断面慣性モーメントを用いて船体を一本

の梁とみなし、その節振動を解析する手法が用いられてきた。連続系として梁の振動問題を

捉え、微分方程式と境界条件から境界値問題を形成して固有値及び固有関数を求めた後、固

有関数を重ね合わせて特解を得る手法である。いくつかの固有関数を基底関数として採用

し、基底関数を重ねあわせた試験関数を用いて構造物を近似的に解析する方法は、今日では

重み付き残差法として体系化1) .2) (Brebbia， 1978， 1980) されているが、古くはGalerkin法や

Rayleigh-Ritz法などが有名で、ある。またこれらの方法は、多少複雑な構造物で固有関数を求

めにくい場合でも適切な近似関数を仮定して解くことができる利点、を備えていた。このよう

な経緯から、境界条件を満足する内挿関数を用いて構造要素をマトリクスで表現する方法が

生まれ、 1960年代になると有限要素法 (Finite Element Method，以降四Mと略記)として脚光

を浴びることとなった。元来FEMは強度解析を目的として開発されてきたJ) (よ$， 1968) も

のであるが、強度解析用の有限要素モデ、ル (Finite Element Model 以降FEmodelと略記)を振

動解析にも流用することができるため、 1970年代になると、 FEMの発展4) ,5) (Zienkewicz,19 

7え・，管法 1981)及び、固有値解析方法の発展6) (戸jfi， 1971)によって、振動解析技術は飛躍的に

進歩した。そして、 1980年代初めには線形FEM解析はほぼ完成され、コンビュータの発達に
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合わせて大次元のマトリクス計算が行われるようになり、最近では全船田M解析はとくに珍

しいものではなくなってきた。しかし、 FEmodelを作成する際にかかる手間が難点となって

おり、特に強度解析においては応力集中部をさらに詳細なメッシュ分割とするのが通例で、

その手聞を省くための研究7) (}fl#，1994)が続けられている。また、振動解析においてはそ

れほど詳細なメッシュ分割を必要とはしないものの、工数の都合から無視する要素や等価な

要素に置き換えるといった技術的ノウハウが必要となっている8) (笹島1995)。

一方1970年代には、 FEMを用いた振動解析の発展とともに、不減衰系の固有値解析により

得られる固有ベクトルが直交性を持つことを利用して運動方程式を非連成化させ、主座標を

固有ベクトルで構成するモード解析手法が発達9) (長松1985) してきた。これは連続系にお

いて固有関数を重ねあわせたものと同じであって、陀Mの様な離散系の解析においては固有

ベクトルにその役割を担わせたものである。固有振動数と固有モードを得るためだけならば

不滅表系の実固有値解析で充分であるが、振動レベルを推定するためには減衰マトリクスを

与える必要がある。ところが、実際の減衰現象を減衰マトリクスで表現することは難しいた

めに、児Mにて振動応答の解析を行う場合には比例粘性減表系を仮定10) (Caughey， 1960)す

る方法が一般的に採用されている。比例粘性減衰はRayleigh減衰とも呼ばれるもので、これ

を仮定することにより、実固有値解析結果の固有ベクトルが減衰マトリクスに対しても直交

性を保つこととなる。これにより、モーダルパラメータが完全に定式化され、実験的に等価

な減表(モード減衰比)を定めるための曲線適合11) (Klosterman， 1971ノの手法が開発されること

となった。その後、一般粘性減衰系12)ιancaster， 1966)のモーダ〉レパラメータ 13) (VanLoon, 

197'1りあるいはマトリクス14) (大熊 1985)を同定する手法などが開発された。

1980年代になると、モード解析を用いた構造変更解析15) (Formentt:1981)や感度解析16) '"" 

18) (Fox,1968;Nelson,1976; Vanhonacker， 1980)の手法が発展し、 simplex法を代表とする線形計

画法と組み合わせた最適設計が注目されるようになった。圏内においてもそれらの有用性を

不す研究成果が活発に発表され、自動車の分野では振動レベルを最適化する手法19) ,20) (著

者:1993， 199~りも利用されるようになった。 1990年代になると、モード解析を利用して構造と

音場の連成問題を解く 21) (，荻原 1990) こともできるようになり、モード合成法22) (痔;， 1991)

や感度解析23) (，荻原~1991)がさらに発展することとなった。一方、船舶の分野でもモード解

析は利用24) ,25) (呑jf1， 1980;著者~199ごりされてはいるものの、大量生産品ではないこと、そし

て前記第 2 の問題すなわち流体との連成影響が分離で、きていないこと等によりモード減衰比

の取り扱いが難しく、振動レベルを推定できる段階までには至っていないのが現状である。

次に前記第 2 の問題について述べる。 1700年代には流体を理想、流体としたEulerの運動方

程式が、 1800年代には粘性流体に対するNavier-Stokes方程式が明らかになっており、著名な

数学者達が活躍した時代でもあって、球の付加質量効果26)βtokes， 1843)や無限平板の水平

振動による粘性流体の挙動27) (Stokes， 1850)について解析されている。 この年代には船舶の
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振動について論じた文献は殆ど見あたらず、船体振動の加振源について論じた文献28)

β'chlick， 1884りが最初のものといわれている。

1900年代になると回転楕円体の剛体振動による付加質量効果29)ιamb， 1932)や、等角写像

を用いることにより、各種断面に対する付加質量係数30) (Lれvis， 1929)も計算されている。

Lewis30) は実際の船舶に近い断面について倣っており、さらに付加質量係数のチャートを載

せるなど極めて有用な文献で、回転楕円体の弾性振動による付加質量効果についても述べら

れている。また、 3 次元修正係数が初めて定義された文献でもある。同時期に、 Lewis30)

が上下方向並進変位のみを扱ったのに対して、回転変位を考慮31) (~のJloυ930) した解析も

行われている。その後、両者の長所をとり入れて 4 節振動まで扱われた32) (松減1960)0 回

転楕円体の他にも丸棒刀) ()熊井~1962)などの一様断面棒やその水平振動34) (I!~井~1960) につ

いて扱った論文が多数あり、この頃には、振動モードを仮定して解析的に流体領域を解く方

法はほぼ完成されたといえる。また、水深の影響について論じた文献も多い。矩形断面35)

(Koch， 1933Jや、 Lewis form 断面36) 伊'rohaska， 194刀を用いた実験が行われ、円形断面につい

て側壁の影響をも考慮した解析37) (吉議~1948リや回転楕円体の浅水影響に関する解析38)

仰avelocι1953)が行われた。

一方、児Mと並んで評される境界要素法(Boundary Element Method，以降BEMと略記)の

基礎も着々と固められていた。ポテンシヤル問題をsource分布に関する積分方程式で表わせ

ることは文献29) (Lamb， 1932)で‘も述べられているが、 field point を船体表面に取った場合に

ついては文献39) (Kellogg， 192仰が詳しい。これらを基礎としてsource分布に関して積分方程
式を解く方法40) 仰ess， 1964)が開発された。この方法は複雑な船型に対しても数値計算でき

ることが特長で、種々の境界条件を満足する Green関数を用いればなお一層その威力を発揮

するために、児M同様にコンビュータの発達と合わせて発展し、特異点分布法(Singularity 

Distribution Method，以降SDMと略記)と呼ばれて定着することとなった。 Hess40) 以降、

SDMを用いた研究は造波と振動の両分野で活発に行われ、特に造波分野では新しいGreen関

数41) (一色1975) も次々と開発され、高次要素やスプライン補間42) (高木1993)を用いた高

精度化の検討もなされている。その中で、有限水深での振動問題に対して利用できる

Green関数43) (管:1985) も研究されたが、より優れたGreen関数計算法を用いることによって
各種断面及び回転楕円体の浅水影響44) (著者 1988) も明らかにされた。なお船舶の分野では

SDMと呼ばれているが、今日では、境界要素間接法と呼ばれる分類に属する手法である。

上記文献は全て、流体領域を解く際に振動モードを仮定する方法で、流体と構造との連成

振動については扱い得ないものであった。ところが、これを仮定する必要のない手法が開発

され、船舶における振動解析は新たな曲面を迎えた。即ち、 SDMによって流体領域を付加

質量マトリクスとして定式化する手法45) ,46) (根木:198α1982)の出現である。付加質量マト

リクスを、船体構造の四modelから計算される質量マトリクスに組み込むことによって、流

体と構造の連成振動解析が可能となった。 これより以前には、流体領域も四modelで表して
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解析を行う手法が用いられていたが、開領域問題には不向きであったため、 SDMと四Mを

結合させた解析手法は急速に普及した。以降、この手法を用いた解析が多数行われ、従来よ

りも相当正確な固有振動数を推定47) (松減 1984)できるようになった。そして、 SDMの計算

精度をさらに向上させる研究が続けられ、二重吹き出しも利用48) (笹島~1995) されるように

なった。また、 FEM実岡有値解析結果を利用してモード解析と組み合わせる49) (Ohω， 1985) 

ことにより、船殻設計における計算負担を減じる方法も考えられている。さらに、計算の際

の節点数を減じる工夫50) (著者~1996)なども行われている。

t述の如く、数多くの研究により船舶の固有振動数に関わる問題は随分と解明されてきた

が、振動性能として非常に重要な要素、すなわち振動レベルの推定については未だ解決され

ていない難問となっている。これを推定するためには減衰現象を解明せねばならいが、古く

から研究されているもののその数は大変少ない。流体の粘性と発散波そして構造の内部減衰

についての解析51) (妹淳;1936)や、それらと積み荷による影響52) (山本:1965)、実験的に減

衰率を算定する方法53) (ff~点 1957)などの研究が行われているが、 3 つの文献共に減衰の主

要因として異なるものを主張している。それだけ難しい問題なのである。そして、造波減衰

に関する研究を除けば、船舶の振動問題に関する減衰の研究は、著者の知る限りこの 3 つだ

けである。前二者51) ，52) は共に粘性流体の挙動をStokesの無限平板27) にならって評価して

おり、流速方向の圧力勾配を無視する結果となっているが、著者はこれを無視するべきでは

ないと考える。

以上の分析より、著者は、減衰現象を解明するためにはその因子をひとつずつ解析するこ

とが必要であると認識し、流体の粘性に着目して研究を行った。

本論文は、著者の発表した論文19) ,20) ,25) ,44) ， 50) の内容を基礎として、付加質量マト

リクスの新しい定式化および粘性流体の理論を用いた新しい減衰マトリクスの定式化54) 、

BEMと実験モーダル解析を結合させた新しい振動レベル推定法55) とその特性56) 、さら

に、それらを合わせて高い精度で船舶の振動レベルを推定する方法57) についてまとめたも

のである。
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1. 3 本論文の構成

本論文で述べる振動レベル推定法は、幾つかの新しい要素技術から成るものであるから、

それらの要素技術ごとに章を作成してその詳細を述べることにする。

第 2 章では、流体の運動を解析するにあたって必要不可欠となる基礎万程式の概観を行

い、ポテンシャル領域と振動境界層領域に分けて解析を行うことの妥当性について述べてい

る。流体領域をポテンシャル問題と捉えれば.付加質量マトリクスを得ることとなり、これを

粘性流体と捉えて振動境界層を考えれば付加減衰マトリクスを得ることになる。

第 3 章では、無限水深、浅水域、岸壁浅水域のGreen関数、およびその幾何学的構成につ

いて述べ、立体内角を計算する便利な方法を示している。さらに、付-加質量マトリクスに対

して従来よりも合理的に等価節点力を表現し、あるいは節点数を減らして解析を行う新しい

定式化を行い、その妥当性を解析解と比較しながら確認している。

第4 章では、従来未解明であった減衰現象の一端を解明すベく、振動境界層における散逸

エネルギに着目した新しい減衰マトリクスについて述べている。振動境界層における速度分

布を解析的に決定したのち層内で散逸されるエネルギを定式化すれば、減衰マトリクスを導

くことができることを示し、その妥当性を確認するために模型実験を行って深水域における

減衰現象を解明している。浅水域で、の現象解明は課題として残ったが、速度分布修正係数を

導入すれば、浅水域で、も利用できるマトリクスとなることを述べている。

第 5章では、連成振動解析とモード解析の現状を概観した後、付加質量マトリクスおよび

付加減衰マトリクスを実験計測点まわりに縮小する方法を示し、これをモータール構造変更解

析と組み合わせた振動レベル推定法について述べている。この新しい手法を用いて具体的な

准定計算を行った後、実験結果と比較して、振動レベルの推定は可能となることを示してい

る。

第 6 章では、木研究で得られた結果を総括している。
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2章流体の支配方程式

船体振動によって誘記される流体の運動を非圧縮性のNavier-Stokes方程式で、表現し、これ

を無次元化して流場全体を概観すれば、その大部分をポテンシャル領域と捉えられること、

および船体表面のごく近傍に振動境界層が存在することを知ることになる。

ポテンシャル領域を解いて付加質量マトリクスを得る手法は従来から知られており、船舶

における振動解析の基本事項となっている。一方、振動境界層の存在はあまり知られておら

ず、この領域を解けば付加減衰マトリクスを得られることを著者が初めて導いた。

本章では振動境界層の概念、を導入することを目的とし、 Navier-Stokes方程式を無次元化し

て、対流項と粘性項による影響について述べるところから始める。

2. 1 方程式の線形化

非圧縮性のNavier-Stokes方程式は、

D V 7 
一一二 B 一二~ grad(P) 十 ν \12V (2.1.1) 
Dt ρ 

Fig.2.1.1 直角座標系

である。ここで、 V伐~y， z; t) は流体粒子の速度、 B仇.y， z; t) は流体粒子の単位質量に作用する物

体力 (1!11ち加速度)、 P(瓦.y， z;t) は点 (x，y， z) における圧力を示す。また、 ρ及び ν はそれぞれ

流体の質量密度、動粘性係数を示し、\12はLaplace演算子を表す。ただし、座標変数仇九z) は

直角座標系(Fig.2. 1. 1) にとるものとして、 DV/Dtは速度V仇.y， z;t)の実質微分を表す。

上式左辺は対流項を含んで、いて強い非線形性を示し、解として外力周波数成分(以降、単

調波成分と呼ぶ)の他に倍調波成分も含まねばならず、さらには、その他の調波成分も含む

必要がある。従って、この方程式をそのまま解くのではなく、線形近似することができれば

便利である。そこで、線形化を検討するために上式左辺の実質微分項を無次元化する。代表

長さとして船の全長L、および船の最大振幅Xを採用する。そして、座標変数(x，y， z) を全長

Lで、流体速度V(x，y， z;t) を最大振幅Xで、時間tを角振動数ωで無次元化して

x = L xo ' Y = L yo ' z = L Zc 

V ニ ωXV。

l 
t 二一 t"

α) 

一一 6 一一

(2.1.2) -1 

(2.1.2) -2 

(2.1.2) -3 

と表す。これらを用いて実質微分項を無次元化すれば、

D V av av av av 
一一二 一一十九一一十 V 一一ナ V 一一
D t at . x ax I • Y ay I 'z az 

o Vo . Ⅰ2 X2 / r , ﾒ Vo . r , ﾒ Vo . r , ﾒ V 、
- ω2X 一一十一一一 ( V 一一十 V，，') 一一十 V 一一~ ) I . ox '""__ . 0ν 宮ノ

Ò~ L ¥ ~ ﾒX ノ 3サノ � ノ
o - ノ

r �" X , �" �" �" . • 
- ω2X {~U 十一一 ( Vr. v 一一三十 V，n" ___ u 十 V" .，. _"  u )}  (2.1.3) 

、 θん L ¥ ~..... òx。ツ 3yo vキ 3z。 /J

を得る。振動問題ではX/Lは極めて小さい量であるから、右辺第 2 項の対流項を無視できる

ことになり、 Navier-Stokes方程式を線形化してもよいことを示す式となっている。即ち、運

動方程式として

δV 
一一 = B 一二 g1"iω(P) 十 ν \12V 
òt ρ 

(2.1.4) 

を得ることになる。さらに、単調波成分のみを考慮すれば物体力B(x，y，z;t) も無視することが

できて、上式は次のように簡略化される27) (Stokes， 1851ω。

aV 
----一二 grad(P) 十 ν \12V 
at ρ 

(2.1.5) 

これはNavier-Stokes方程式(2. 1. 1)から物体力の項と対流項を除去したもので、拡散項と圧力

項からなる方程式である。振動問題においては上式が全ての出発点であり、流体の粘性を考

慮する場合の支配方程式である。以降、これをStokes近似支配方程式と呼ぶことにする。
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さて、実船の振動Reynolds数んのオーダーを示しておこう。全長Lを200[m]、振動数を低め

にみて1[Hz]、動粘性係数 ν を 1.1 X10-6[m2/s]とすれば、んは2.3 x1011 となる。これはかなり

大きな値である。また、本論文で用いた模型についても同様に計算すれば、全長1.1[mJ、振

動数350[Hz]として、必は2.4 xl09である。これもかなり大きな値である。よって、振動問題

では、拡散係数1/んは非常に小さな値となることがわかる。

では、渦度拡散の様子を図示するために、 1 次元拡散方程式の一般解について示しておこ

う。ただし、ここで考えているのは振動問題であるため、波数k(>O)を虚軸上にとる。ま

た、 Fig.2.2.1 の白日く zo=Oは船体表面上にとるものとする。

1 次元拡散方程式を

2. 2 渦度の拡散方程式

Stokes近似支配方程式(2. 1 .5)の両辺に対してrotationをとれば、

W
 

4
4
 v
 

ν
 

W
一

t

3

一
3

(2.2.1) 

を得、渦度W氏九z;t)が拡散係数 ν なる拡散方程式を満足することを知る。前節と同様に無次

元化すれば、

W -Jω Wo (2.2.2) 

にて無次元化渦度W。を定義できるから、渦度の拡散方程式(2.2.1) は、

o W~ 1 

一一一ニ = 二- p~2W~ 
o to Rs U U 

3 どo

oto 
(2.2.3) 

1 02 to 

& 
(2.2.6) 

3Z 02 

とするとき、その一般解を変数分離して表せば、

となる。上式で V02は正式な記号ではないが、位置微分を無次元座標変数(xO'y〆Jに関して

行う Laplace演算子を表す。また、めは振動Reynolds数を示し、

to ニ Ce一川~ k2zo e ikto 
α')L2 

& = 一一一
ν 

(2.2.4) 

(2.2.7) 

0.6 

を得る。ただし、 Cは任意定数で、 (2.2.5)式より z。=∞にてご。ニ0となる条件を用いている。

である。 (2.2.3)式は無次元化渦度W。に関する拡散方程式となっており、拡散係数は11&でトあ

る。拡散方程式の特性として、 1/んが大きい場合にはW。は広い範囲に拡散し、 1/んが小さい

場合にはW。は狭い範聞にしか拡散しないことが知られている。今、座標原点を船体表面に

とってFigユ2.1の女日く法線方向流体向きにz。軸をとることにすれば、 z。が1/〆侭s)のオーダー

である表面近傍の場合には鉱散領域とみなすことができ、 z。のオーダーがこれよりも大きい

場合にはもはや拡散しない領域とみなすことができる。本論文では振動Reynolds数んが非常

に大きい場合を扱うことから、 l八r侃s) は小さな値となって、船体表面のごく近傍の狭い範

囲だけがW。の拡散領域となる。そして、無限

遠方では流体は静止しているものと考えるこ

とができるから、 z。が適当に大きければ渦度

もゼロとみなすことができる境界条件を得る

ことになる。すなわち、

1.0 

(Rs 
0.8 

船体表面

Wo 0 (z。→∞j (2.2.5) Fig.2.2.1 z。軸の方向

である。

一一 8 一一

九二 e-4zo

0.4 

0.2 

。

。 0.4 0.6 0.8 1.0 0.2 
z o 

Fig.2.2.2 拡散係数1/おによる渦度拡散の様子
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2. 3 振動境界層

前節のような 1 次元での検討については無限平板の振動問題を解いた文献2万(Stokeι 1850)

が有名である。船体表面にあって、薄く、そして粘性による影響が無視できない流体領域の

存在はこれ以降知られるようになり、振動境界層(Periodic Boundary Layer) と呼ばれている。

その様子をFig.2.3.1 に示す。

ご。の分布はeの指数実数部分でほぼ決定されるから、単調波成分のみを考えることとして波

数kをl とすれば、その分布関数 tRsを次式のように定義できる。

(2.2.8) e-4zo tRs 

ポテンシャル領域

振動境界層領域

流体領域の分離

h
J
一
面

経
衰

瑞

m
m
w
…
一
抗
体

外
側
一
…
…
…
船

層
山
桃
川

界
m
m…

境
線

動
減

振

Fig.2.3.1 

さて、 Fig.2.2.2にて粘性による影響が及ぶ

範囲は振動Reynolds数んのみで決定されるこ

とを示したが、ここでは、必 =109及びRs=

1011の場合をFig.2 .3.2~こ示す。 Rs =1011 につ

いて観察すれば、 z0 = 0.3 x 1 0 -4のときには

ほぼ完全にごRS=Oとなっていることがわか

る。このような値をグ。とすれば、これが振

動境界層の無次元化厚さであるといえる。

無次元化厚さグ。と実際の厚さ ôとは

振動Reynolds数んをパラメータとした分布関数 tRsを用いることによって、渦度拡散の様
子を Figユ2.2に示した。同図より、んが大きいほど渦度の拡散範囲は狭くなることがわか

る。さらに、必 =104の場合を観察すれば、 z。 =αlのときにはほぼ完全に t&=0となってお

り、渦度は船体表面zo=Oの近傍のみに分布していることがわかる。また、ここでは示して

いないが、 Rs=109 (模型船)及びRs=1011 (実船)の場合には、分布曲線がほぼ完全に縦

軸と重なってしまうほどに拡散範囲は狭くなる。なお、 zo=1は船の全長Lを表す。

渦度拡散方程式(2.2.1) は 3 次元のラフラス演算子で表されたものであるから、 1 次元での

検討はその概観を調べたにすぎないものである。しかし、これによって粘性による影響が及

ぶ範囲が狭い、即ち 3 次元的にみれば、薄いことを具体的に理解することができる。
(2.3.1) 

なる関係で結ぼれる。

いかなる振動Reynolds数に対しても公平に境界層厚さを決定するために、定数 σ。を定義

して、

とお =e-4zo

縁者筏1
~ミと/0.9

(2.3.2) 一 α
eσ 

δ=6 0L 

tRs 

0.6 

とα。=

以上のことから、船体表面においては必ず渦度が生じ、それが次第に流体領域に拡散して

いくこと、そして、拡散方程式の特性から渦度拡散の範囲は拡散係数1/Rs、即ち振動

Reynolds数必によって決定されること、もしも粘性がなければ拡散係数はゼロとなって渦度

の拡散は起こらないことがわかる。従って、渦度は粘性によって拡散されるといえるから、

渦度の拡散領域では粘性による影響が大きく現れ、粘性によるエネルギ散逸も大きいことと

なる。渦度がほとんどゼロとみなせる領域ではもはや渦度の拡散は起こっておらず、粘性に

よる影響が無視できる領域であると考えることができる。従って、この領域では非圧縮、非

粘性の理想、流体と捉えることができ、さらに、渦度がゼロであることから非回転も加わって

ポテンシヤル領域として扱うことができることとなる。

0.4 

� 
0.2 

。

Z o 
1.0 

XI0-4 

0.8 0.6 0.4 0.2 。

渦度拡散範囲グ。Fig.2.3.2 
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を計算し、ごんがこれに等しくなるようならをもってグ。とするならば、 (2.2.8)式より

グo = Clo H (2.3.3) 
を得る。これより、層の厚みグ。は11í(Rs) に比例するもので、振動Reynolds数んが大きくな

るほどグ。が小さくなることがわかる。ここで、 (2.3.1)式を用いれば、

ト αoEω

を得る。従って、層の厚さグはí( JJI ω1) ~こ比例することもわかる。

さて、 Rs =1011の場合に戻って層の厚さと?を計算してみると、グ。 =0.3 x10-4を (2.3.1)式に

代入して、グ =6 x10-3[m]となる。つまり、全長200[m]、振動数1[Hz]の船で、振動境界層の

厚さは6[mm]ということになる。

このように振動境界層は非常に薄い層であるから、層内で、法線方向流体速度の法線方向

変化を無視して差し支えないものと考えられる。即ち、船体表面での法線方向流体速度は振

動境界層を介して変化せずに層外に伝わるものと考える訳である。この法線方向流体速度を

境界条件として与えれば、理想、流体領域の振動問題を解くことができる。この考え方がいわ

ゆるポテンシャル問題の解法で、ある。ポテンシャル問題を解けば、境界層外端の圧力分布を

得ることができる。境界層が非常に薄いことから、この圧力が層内で法線方向に変化せずに

船体表面に達すると考えれば、境界層外端の圧力と等しいとおくことにより、層内での圧力

を決定することができる。こうして決定された層内での圧力を用いれば、 Stokes近似支配方

程式(2. 1. 5)から、層内での流体速度分布を決定することができる。さらに、層内流体速度か

ら散逸エネルギを計算することができる。

上記の考え方は、船舶の推進性能を評価する方法と基本的に同じであるが、通常、散逸エ

ネルギ、まで、は評価されていない。従来扱われてきた船舶の振動問題では、固有振動数を推定

するために船体表面に働く圧力あるいは流体の運動エネルギから付加質量を計算するのが通

例で、ここでも、散逸エネルギまで扱うことは無かった。即ち、同有振動数を推定するため

には、振動境界層の存在を無視したポテンシャル問題を解くだけで充分で、あった。ところ

が、振動レベルまで推定しようとすると散逸エネルギも考慮せねばならないために、振動境

界層での挙動も評価する必要が生じた訳である。
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3章付加質量マトリクスの新しい定式化

3. 1 座標系および仮定

右手系にて水線面上にx，y軸を、鉛直上向

きにz軸をとって絶対座標系とし、船体表面

から流体領域向きに立てた法線をn、単位法

線ベクト lレをn とおく (Fig.3. 1. 1 )。また、

水深をh、岸壁からの距離をwとし、船体の

全長、全幅、喫水をそれぞれ、 L、 B、 Tとお

いた様子をFig.3.1.2に示す。なお、同図は回

転楕円体模型が浮かぶ様子を表すもので、

bはその半幅を示す。

h 

Fig.3.1.2 回転楕円体模型

z 

Fig.3.1.1 絶対座標系

y 

本論文では船体表面をメッシュ分割した離散化解析を行うために、メッシュ要素上におけ

る局部座標系を定義する必要がある。ここでは、要素上に任意点Qをとり、これを原点とし

た局部座標系を 2 種類定義する (Fig.3. 1. 3) 。まず、第 1 の局部座標系は曲線座標系と密接

に関係する。要素表面を表す位置ベクトルrを曲線座標系のパラメータん，ご2で、微分するこ

とによって、 2 つの接線ベクトルを得ることができる。それぞれの単位ベクトルをej ，e2とす

れば接平面が定義できる。また、法線ベクトルをその外積ej Xe2によって定義でき、単位法

線ベクトル (ej Xe2) / I ej Xe2 I をe3とおく。この 3 つのベクトルにより構成される座標

系が第 1 の局部座標系であり、その座標軸を1，2， 3 と表す。図中の θ は1.2軸の成す角であ

り、この座標系では一般に1，2軸が直交せず斜交座標系となる。さらに、この座標系の原点

と 1， 3軸とを共有するデカルト座標系が定義できる。これが第 2 の局部座標系であり、その

座標軸をιぷと表せば、 l軸とj軸、 3軸とj軸がそれぞれ共通のものとなる。残りの座標軸Jは

外積e3 Xejによって定義することができる。この局部座標系は直交座標系であるために、

y軸方向の単位ベクトルはe3 Xej となる。なお、 J軸は2軸とは一致しないけれども、 e1 ，e2に

よって定義される接平面上に存在することとなる。

13 



e3 
3 , Z 

e3X e1 

e3 
e2 
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、、

。 e} 

ごl
Q 1 ， χ 

Fig.3.1.3 局部座標系

ポテンシヤル理論によって付加質量マトリクスを得るだけであれば単位法線ベクトル匂の

みを計算すればよいので、局部座標系以zは必要ない。しかし、振動境界層における挙動を

評価して減衰マトリクスを得るためには、局部座標系x，y， zが必要となる。なお、単位法線ベ

クトルnはe3と同じものであるから、

e1X e2 
n - e3 (3.1.1) 

le1Xe21 

によって得ることができる。また、単位接線ベクトルe} ，e2は、

e1 正/1 去| (3. 1.2) ー 1

e2 =長/1 会| (3. 1. 2) ー2

にて表され、位置ベクトルrの成分を仇.y， Z) として微分を実行すれば、 e1 ，e2の成分は、

となる。ただし、 j=1，2であって、 hjは、

h : 
j 

1 

(号y十(号y十(云y

(3.1.3) 

(3.1.4) 

である。以上により、単位ベクトルe1 ，e2 ，e3の成分は完全に定まることとなる。
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また、このように計算されたe }, e2, e 3の各成分は、それぞれが単位ベクトルであることか

ら、絶対座標系に対する方向余弦でもある。この特質を利用することによって座標変換マト

リクスが構成される。絶対座標系の基本単位ベクトルをe~e..e と表すこととして、局部斜交
X''''y'''z 

座標系の単位ベクトルeiの各成分を (nirniyni) と点せば、

e i ニ n..~ e 十 n.." e 十 n... e 
ザ Y (3.1.5) 

となる。ただし、 iニ1.2.3であって、局部斜交座標系の座標軸を表すものである。さて、空

間に任意のベクトルAがあるとすれば、これを絶対座標系からみた成分AìO(AX'AyA)あるいは

局部斜交座標系からみた成分Aì1 (A},A2> A) ~こよって表すことができて、

A1 e， 十 A2 e2 十 A3 e3 - Axex 十 Ayey 十 Azez (3.1.6) 

が成立する。上式にeþe;ð e3を乗じた計算を、 (3. 1. 5)式を利用しながら順次行うことにより、

[TaJ A� = [TbJ A�o 

なる関係を得る。ただし、

[TaJ = 

[TbJ = 

1 cos θ0 

cos fJ 1 

o 0 

0 

1 

n1x n1y n1z 

n2x nみ n2z

n3x n3y n3z 

(3.1.7) 

(3.1.8) 

(3.1.9) 

である。これにより、 [TaJ あるいは[T，μの逆行列を計算することにより座標変換マトリクス

は完成する。即ち、

A� - [TaJ-1 [TbJ A�o (3.1.10) -1 

A�O [Tb J -} [Ta J AJ (3.1.10) -2 

なる関係を得る。それぞれの右辺のマトリクス積が座標変換マトリクスである。
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次に、局部デカルト座標系に関して述べる。局部デ、カルト座標系の基本単位ベクトルを

e;e;e;と表すこととすれば、

ex 

ey 

ez 

ej 

eJX ej 

eJ 

(3.1.11) -1 

(3.1.11) -2 

(3.1.11) -3 

となる。そして、可の各成分を仇ρρμと表せば、(3.1.5)式と同様の関係が成立し、

;こが e 十 n 了 e 十 n;. e 
l '~LX ""x り) "'y (3.1.12) 

なる関係を得る。ただし、 i -x，y，zで、あって、局部デカルト座標系の座標軸を表すものであ

る。さて、空間の任意ベクトルAを局部デ、カルト座標系からみて、その成分をA2(AふAAAJ と

おけば、 (3. 1. 6)式と同様に、

A; e; 十 A;e; 十 AZAez
A

- AXeX 十 Ayey 十 Azez (3.1.13) 

が成立する。上式にりeふりを乗じた計算を、 (3. 1. 12)式を利用しながら順次行うことによ
り、

A2 - {Tcl AO 

なる関係を得る。ただし、

n エu n 砂~v nx"z 

{Tcl nyx nyy nyz 

nz"xλ nz
A

V n;二z 

(3.1.14) 

(3.1.15) 

である。 {Tcl は局部デ、カルト座標系と絶対座標系の間の座標変換マトリクスである。また、

(3. 1. 9)式の[Tj} との違いはマトリクスの第 2行にあるだけで、第 1 ， 3 行は全く同じものであ

る。よって、第 3 行は単位法線ベクトルの絶対座標系での成分を示すものである。

では、局部デカルト座標系と局部斜交座標系の間の座標変換マトリクスを求めておこう。

これは、(3.1. 14)式に(3.1. 10)の第 2 式を代入することにより、

A2 - {Tcl {Tb1-J (Tal Aj (3.1.16) 

にて得ることもできるが、これでは計算量が増えてしまってあまり良くない。この 2 つの座

標系の聞の違い ~j:y軸と2軸だけで、その他の軸は共有されているから、もう少し簡略化でき
る。
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ベクトルAの成分A2f;44AAAJ とAj(AJ，A~A)を用いれば、 (3. 1. 6)式と同様に、

A; ex 十 A;e; 十 AZAez
A 
- Aj eJ 十 A2 e2 十 AJeJ (3.1.17) 

が成立する。土式にej， e2， eJを乗じた計算を、(3.1.11)式を利用しながら順次行うことによ

り、

1 el T e; 0 

cos f) e 2 T e; 0 

o eJ T e; 1 

A: 
X 

A~ y 

A: 
Z 

1 cos θO AJ 

cos f) 1 0 A2 (3.1.18) 

o 0 1 AJ 

を得る。上式左辺マトリクスの第 2 列は計算途中を示しているが、それぞれ、作図により簡

単に求めることができる。 1，2軸とy軸が接平面に含まれ、 l軸とy軸が直交することから、

el 1s ey a 。

e2T ej 一 sin f) 

e3T ej 。

なる関係を得る。従って、

[Td1 A2 = {Tal Al 

(3.1.19) -1 

(3.1.19) -2 

(3.1.19) -3 

(3.1.20) 

と表すことができる。ただし、 {Tal は(3. 1. 8) 式で示したものであり、 {Td 1 は

l 。 。

{Td1 一 |ωω 。| (3.1.21) 

。 。 l 

である。これにより、 {Tr)l の逆行列を計算することにより座標変換マトリクスは完成する。

即ち、

A2 - {Td1-1 {Tal Al (3.1.22) 

なる関係を得る。右辺のマトリクス積が座標変換マトリクスであり、これを計算すれば、

1 cos θ9 

{Td1-1 {Tal = o sin f) 0 = {Tdl T (3.1.23) 

o 0 1 
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なる、大変おもしろい関係を得ることとなる。上式によって、

A2 - (Td1 T AJ (3.1.24) 

さて、船体表面の振動によって流体が振動させられる現象を解析することが目的であるか

ら、船体表面の移動にともなって、その法線nの方向あるいは局部座標系の全ての座標軸の

方向は時事刻々と変化するべきである。即ち、単位法線ベクト lレはn化y，z;t) と表されるべき

であり、その他の単位ベクトルも eJ仇.y， z;t) ,e 2 (X，y，z;υ ，eJ(x，y，z;υのように時間に依存したベク

トルとして表されるべきである。しかし、ここでは問題を簡単にするために、通常の手法に

ならって、法線をn(x，y， z)のように時間とは関係せず位置だけで決まるものとおく。即ち、そ

れぞれの単位ベクトルをeJ (X,y,Z) ,e 2仇.y， z)め仇.y， z)、単位法線ベクトルをn仇.y， z) とおくことと

する。これは船体表面の振幅が非常に小さく、その局部座標系座標軸の方向の時間的変化が

無視できるほどに小さいことを仮定するものである。

となる。これにより、 (3. 1. 16)式よりも随分簡略化されたことがわかる。

以上のことから、 (3.1.14) ， (3.1.24)式を用いることにより、局部デカルト座標系、絶対座標

系、局部斜交座標系のあいだに、

A2 = {Tc} AO = {Td1 T Al (3.1.25) 流体の支配方程式としてStokes近似支配方程式(2.1.5)を得たが、これは、微小変形を仮定

することによって得ることができたものである。従って、上記の局部座標系が時間に依存し

ないとの仮定は、 Stokes近似支配方程式(2. 1. 5) に対して矛盾するものではない。むしろ、

Stokes近似を採用することによって微小変形を仮定したことにもなるから、それに合わせ

て、局部座標系にも微小変形の仮定を採用する方が合理的であるといえる。

なる関係を得ることができる。振動境界層に関する定式化を行う際には、上式の関係を頻繁

に利用する。そのときのために、上式の関係を

A2 {Tol AO {TJ} Al (3.1.26) 

と書き換えておく。これはマトリクスの記号を変更しただけのものである。そして、各マト

リクスの行成分を次式のベクトル形式で再定義しておく。

nxOT 

{TO} = {Tcl = n;OT 

A
円
以
《
戸

n
n
.
 

A
W
d
《
ザ

n
-
n
.
 

X
A

は

n
n
.
 

(3.1.27) 

n;O T I I nふ n;y nふ

A T l cos θ 。
nxl 

{T11 {Td} T = A T 。 sin θ 。 (3.1.28) nyl 

T 。 。 l 1l.z1 
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なお、 {Tol 即ち{Tcl と、 (3. 1.9)式の(T;) との違いは、マトリクスの第 2 行にあるだけであっ

て、第 1 ， 3 行は全く同じものであることにもう一度注意しておく。よって、 {Tolの第 3 行は

単位法線ベクトルの絶対座標系での成分を示すものである。



3. 2 基礎公式

船体表面とそこにある粒子との聞にすべりはなく空隙も生じないものと考えれば、その粒

子は船体表面に付着していることとなる。船体表面に付着している流体粒子の速度は船体表

面そのものの速度と完全に一致するものであるから、粒子の法線方向速度もまた船体表面そ

のものの法線方向速度と一致することとなる。既に述べたように、粘性による影響が大きく

現れてくる振動境界層の領域は無視できる程に薄いと考えることができることから、層内に

おける法線方向流体速度の法線方向への変化は非常に小さな量であると考えられる。むし

ろ、流体の法線方向速度は層内で変化することなくそのまま境界層外端まで伝わるものと考

える方が自然である。従って、船体表面そのものの法線方向速度は境界層外端での流体の法

線方向速度と等しいと考える。また、同じ理由により、圧力も層内で変化せず、船体表面と

境界層外端での圧力は等しいと考える。

境界層の外部ではポテンシャル領域となることを以前に述べた。よって、船体表面に作用

する圧力を知るためには、全流体領域をポテンシャル流体と考えて振動問題を解けば良いこ

ととなる。この場合には、船体表面の境界条件としては法線方向速度を与えるだけでよく、

すべりなしの条件を与えてはならない。なぜならすべりなしの条件は振動境界層における船

体表面条件であって、境界層外端の条件ではないからである。ポテンシャル理論によって船

体表面に作用する圧力が既知となれば、付加質量マトリクスを得ることができる。

以下、ポテンシャル領域の解法について述べる。

船体表面接水部分の振動変位をUw(.丸.y， z;t) とおいて、その時間項を変数分離して表せば、

Uw(X，yょ;t) - UW(x，ふz) e λt (3.2.1) 

となる。これは定常振動の解、即ち微分方程式の特解を得るための常套手段である。ここ

で、;{ = iω ， i=J -1で‘あり、 ωは角振動数を表す。そして、座標変換式(3.1.26)を利用すれ

ば船体表面接水部分の法線方向変位Un仇.y，z;t)を得ることができて、

untχ~yょ;t) RAT Uw(XJ,z;t)=FILoT uw(Xふz) e λt (3.2.2) 

と表せることとなる。ここでn;。は単位法線ベクトルの絶対座標系での成分である。また、

船体表面接水部分の法線方向速度Vn(x，y_， z;t) は上式を時間fで、微分することによって得られ、

Vn(X,y _, z;t) n;o T λ uwtχ~y_， z) e λ t = ;{ Un(x，ぷz;t) (3.2.3) 

となる。
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次に、流体領域の速度ポテンシャルを φ仇.y， z;t) とおいて、同様に、その時間項を変数分離

して、

φ(χふz;t) φ (xふz) e 入 t (3.2.4) 

と表せば、線形化したBemoulliの定理により、

Ptχ~y， z;t) 一入 ρψ(エふz) e 入 t (3.2.5) 

にて流体領域の圧力P仇.y， z;t)を評価することができる。また、自由表面条件

g 0 ￠仇Jぅ z)
φ (X，y，z) 十一一 = 0 

;{2 OZ 
(αt Z=O) (3.2.6) 

において低周波近似すれば、剛壁の条件、

aφ(χふz)

oz - 0 (αt Z=O) (3.2.7) 

を得、高周波近似すれば、重力波動を無視する条件、

φ(χふz) = 0 (αt z=O) (3.2.8) 

を得る。振動問題においては高周波近似を探用するのが通例である。なお、 (3.2.6)式のgは

重力加速度を表す。

さて、岸壁と水底に固まれた流体領域の境界はFig.3.2.1のように表すことができる。即

ち、流体領域とは自由表面SF、水底SB、岸壁Sw、船体表面SH、その他の側面らによって囲

まれる領域のことであり、境界SRは無限遠方にあるものと考えることができる。今はポテン

シャル問題を扱っているから、流体領域の支配方程式はLaplace方程式となる。従って、速

度ポテンシヤル φ久y， z) は、

\12φ(χふz) - 0 (3.2.9) 

を満足せねばならない。さらに、速度ポテンシヤル￠仇.y， z) は、次の 5 つの境界条件を満足
せねばならない。
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まず第 1 に自由表面条件、 であり、最後に、第 5 は船体表面の条件、

φ(χふz) = 0 (αt z=O) (on SF) 
(3 .2.8)再記

(3.2.10) aφ (xふz)

である。次に、第 2 は水底の条件、
蚣 

=νn白，y， z) (on Sll) (3.2.14) 

ハ
υ一

一

h

』
ノ
一

Z

一

,
E 

Y

一
i
-

/
f
H
一
7
L『

A
V

一3

『
d

一 (at z 二 -h) (on SB) (3.2.11) 
である。ここで、切仇.y， z) は船体表面そのものの法線方向速度の振幅を表すものであって、

(3.2.3)式より、

である。また、無限遠方では船体振動による影響は及ばず流体は静止していると考えられる

から、第 3 は無限遠方の条件、
Vn(χふz) - ﾀ nzO T UW(X,y,Z) (3.2.15) 

JT∞ φ (x，y，z) 。
( R'==.J x2 十y2 ) (on SR) (3.2.12) で表されるものとなる。なお、 nJoは単位法線ベクトルの絶対座標系での成分である。

速度ポテンシヤル rjJ (x，y， z) は 1 つの支配方程式(3.2.9) と 5 つの境界条件との合計 6 条件を

である。そして、第4 は岸壁の条件、
満足せねばならないことを示したが、船体表面条件(3.2.14)を除く他の 5条件を満足する関

数をあらかじめ求めておいて、その重ね合わせ具合でもって船体表面条件(3.2.14) を満足さ

δ rjJ tエふz) せ、結果として 6 条件全てを満足させる手法が有名で、特異点分布法と境界要素法は共にこ

蠣 
。 (at y= -w) (on SW) (3.2.13) の手法を代表するものである。あらかじめ求めておく関数はGreen関数と呼ばれている。

Fig.3三1 岸壁と水底に固まれた流体領域の境界
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3.3 グリーン関数

Green関数をGで、始まる記号にて表すこととする。 source pointをQと表してその位置を白:y:

z ~ とおき、 field pointをPと表してその位置を九九z) とする。

( 1 )無限水深のGreen関数

2 点間距離r1及びr2を、

r1 oχーピ~2 十。 -y~2 十 (z -z~2 

r2 oχ -x~戸十(y -y~2 十(z+ど

とおくとき、 1/r1 と1/勺はそれぞ、れLaplace方程式を満足するから、

せも、全てLaplace方程式(3.2.9) を満足することとなる。例えば、

l l 
Go (p， ω 十

r1 r2 

I l 
G∞/p， Q) 

r1 r2 

(3.3.1) -1 

(3.3.1) -2 

そのいかなる重ね合わ

(3.3.2) 

(3.3.3) 

である。この 2 つの組み合わせは特に有用なものとなっていて、 Go(p， Q) は低周波近似した

自由表面条件(3.2.7)を満足し、 G∞(p，ωは高周波近似した自由表面条件(3.2.8)を満足する。ま

た、両方共に無限遠方条件(3.2.12)をも満足するから、水底及び岸壁が存在しない場合を考

えるならば、 Go(p，ωは低周波用Green関数を、 G∞(P，ωは高周波用Green関数を表すこととな

る。添字。と∞とは、それぞれ周波数をイメージしてつけたものである。

さて、振動問題を解くために必要なのは高周波近似した自由表面条件を満足する Green関

数G∞(p， Q)で、あり、これを利用することによって無限水深での解析を行うことができる。

一方、 Green関数Go(p， Q) を振動問題を解くために直接的に必要とすることはないが、後述す

るように高次要素を用いた解析を行う場合には、立体内角を計算する必要が生じる為にGo
(p，ωを利用することができる。
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(2) 有限水深のGreen関数

有限水深のGreen関数Gs(p， ωが満足するべき条件は、 Laplace方程式(3.2.9)、自由表面条件

(3.2.10)、水底条件(3.2.11)、および無限遠方条件(3.2.12)の 4 条件であり、

Gs(p,Q) G∞{p，Q) 十 Gh(p，Q)
(3.3.4L1 

G∞(p，Q) 
l l (3.3.3)再記

r1 r2 (3.3.4) -2 

Gh(p,Q) 一
I CO }__!_帥 sinhkz' sinh kz 

JO(kR) dk (3.3.4) -3 
cosh kh 

にて表される。ここで、 Jo は第 1 種 O 次Bessel関数で、あり、その引数Rは

R=  ..f2χ ーピ~2+か -y~2 (3.3.5) 

である。有限水深Green関数Gs(p， ωは、無限水深Green関数G∞(p， ω と修正関数Gh(p， Q)から構

成されているのが特徴である。 Green関数Gs(p，Q}を得る方法については付録Aに詳述する

が、 Gs(p， ωを構成する source と sinkの配列をFig.3.3.1 に示しておく。
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Gh(p,Q) 

を構成

し
「→

L• 

「
Gh(p,Q) 

を構成

勿 : : ;:T7r-J!?.71十Z'
I _!__・ Zc : n ニ3:8h +Z' 

底
的
欄h
w
E
N

(3) 岸壁有限水深のGreen関数

岸壁有限水深のGreen関数Gw(p， ωが満足するべき条件は、 Laplace方程式(3 . 2.9)、自由表面

条件(3.2.10)、水底条件(3.2.11)、無限遠方条件(3.2.12)、および岸壁条件(3.2.13)の 5 条件であ

る。 Gw(p， Q) は、 Gs(p， ωの鏡像関係によって得ることができて、 rj， r2及びRに含まれるy'の項

を (-2w -yリに置き換えたものを付加すれば良いことになる。即ち、

o sink 

• source 1-
-.-・ Zα : n =2.' 6h -z' 

4h 

一r- 0 za.' n ニ1:4h -z' 
I-Z 

王.ぃJ十Z'

〈
種
-
E
2
νユ
わ
け

-
H
h、
い
可
む
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水底
である。それぞれのrj， r2及びRについては、

rlR 一 Itχ ーピ戸+か -y~2 十 (z ーが η (3.3.7) -1 

r2R rrx ーピ~2 十。 -y~2 十(z 十ど r2 (3.3.7) -2 

rlL .J (x-x~2+か +2w 十y12 十(z -z~2 (3.3.7) -3 

r2L rrx ーピ~2 十か +2w 十y12 十(z+ど12 (3.3.7) -4 

RR Itχ ーピ~2+(Y -y~2 R (3.3.7) -5 

RL Itχ ーピ~2+(Y +2w +y12 (3.3.7) -6 

である。 Gw(p， Q)を構成するsourceと sinkの配列をFig.3.3.2に示しておく。なお、点♂が岸壁土

にあるとき、 NPち0l =-wが成り立つときには、 rlR=rlL 、 r2R=r2L、及びRR-RL となる。
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Fig.3.3.2 岸壁浅水域Green関数Gw(p， ωを構成するsource と sinkの配列
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GhR(P，ω 

を構成

GhR(p,Q) 

を構成

3. 4 積分方程式

( 1 ) 境界要素法

Fig.3 . 2.1の如 く 岸壁と水底に図まれた流体領域において、各境界における法線を流体領域

向きに立てれば、 それぞれの境界における法線の様子はFig. 3 .4.1 の よう になる 。

z 

SR 
SR SR 

Fig.3.4.1 境界における法線方向

さらに、 Fig.3 .4.2の如く点pを流体領域に取ってGreenの公式を利用すれば、積分領域は船

体表面SHだ、けが残って立体内角は47C となり、積分方程式

r /, ". ¥ a G w(p, Q) /'1 /_  _ I a φfω 
- 47C ﾘ(p) 十 I ~ (φfω -Gw自宅ω 一一一~ ) dSm) -

J SH r ' ~ a n(QJ rv' , - a n(1ω ド〓

(3.4.1) 

を得る。なお、 Green関数Gw(p，ω を Gs(p， ω或いはGcxfp，ω に差 し替えても上式は成立する。

Sw SR 

SB 

Fig.3.4.2 field point Pを流体領域に取った様子
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外側立体内角Co(p)を用いて積分方程式を表せば、次に、点pをFig.3.4.3の女日く船体表面に取れば、船体表面から流体領域に向けて張り出した

微小球面をSpoとおいて、外側立体内角Co(p)は

。
( / 1"  • 飩 G w(p，ω3φfω 

十 I r< (ﾘ(Q) ー らか，ω 一一~ ) dS(OJ 
J~H éJ n (iω a n(lω 、 v

- CO(p) φ (P) 
(3.4.2) んomθωθCO(p) 

(3.4.3) 

となり、これは境界積分方程式と呼ばれている。上式では、船体表面SHのうちより、pに関する

1fr}の積分評価の結果CO仰が得られている訳であるから、 SHに関する積分項で、はdS(Q)のQか

ら点Pを除外しておく必要がある。即ち、 p乎Qの範囲で1fr}の積分を実行せねばならないこ

ととなる。

また、上式において法線微分項 éJ ﾘ(Q)f éJ n (iωは船体表面そのものの法線速度を表している

から、条件(3.2.14) によって a ø (iωf éJ n (iωは数値的に与えられる。よって、立体内角CO仰が
既知であれば未知数は ø (iωだけになって、 ø r;ω に関するノ7程式となる。なお、点、pも船体表

面上にあるから、 φ (p) も φ (Q)の一種である。従って、上式を Ø(Q)について解けば船体表面

の速度ポテンシヤルを得ることとなる。このようにして得た ø (iωを積分方程式(3.4.1)に代入

すれば、流体領域の任意点、p~こ関する速度ポテンシャル￠仰を求めることができる。本論文

で利用する境界要素法による定式化とは、まさに上式を利用することを指す。

となる。ここで、外側であることを強調するために添字Oを付けており、その 3 次元的な機

子をFig.3.4.4に示す。船体表面は滑らかであるから球面は半球となってCO(p) =2 7[となる

が、船体表面をメッシュ分割して表現した計算モデ、ルではこれが必ず、しも半球とはならず、

むしろ半球とはならないのが普通である。従って、計算モデルに忠実な計算を行う場合に

は、立体内角を上式のまま扱う必要がある。

SR 

SF y 
マ
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field point Pを船体表面に取った様子
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Fig.3.4.4外側立体内角CO(p) と球座標系 (11'1 はQ→p)
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(2 )立体内角計算法

さて、積分方程式(3 .4 .3) についてその解法を述べた際に、 「外側立体内角Co例が既知で
あれば」との一節があった。実はこの立体内角Co仰を求めるために少々工夫を要する。
一般的に境界要素法では、立体内角Co(p)を計算するために、領域内に一様ポテンシヤルを

負荷した状態を作り出すのが通例であり常套手段となっている。しかし、一般に、外部問題

において一様ポテンシャルを負荷した場合には自由表面上で‘の積分が残って、あまり便利な

表示式は得られない。これに対してRankine Source法で、は低周波用無限水深Green関数Go(p， Q)

を利用することから、外部問題に対して一様ポテンシヤルを負荷しても自由表面上での積分

が残らず、非常に便利な結果が得られることが文献42) (高木:1993) に示されている。ところ

が、今回の問題の場合には外部問題のGreen関数はGw(p， ωで、あるから、外部問題に一様ポテ

ンシャルを負荷しようとすれば、必ず自由表面上での積分が残ってしまう。これは、

Green関数Gw(p， ωを利用しようとするところから生じる問題である。

発想を転換することによりこの問題を解決することができる。外側立体内角Co(p)の替わ

りに内側立体内角C/仰を求めても良い訳で、 C/p)を得ることができたならば、

Fig.3 .4.5 に示した内部問題において、 (3.3.2)式で示した低周波用無限水深Green関数Go(p， Q)

を採用して境界積分方程式を構成し、 SF十SHにて固まれた閉領域に一様ポテンシャルの条件

を負荷すれば、

Clp) 

H
 

ぐ
u

f
l
J
 

aGo(p，ωm 

o n(1ωωfω (3.4.5) 

を得る。上式右辺を計算すれば、内側の立体内角C/仰を得ることができる。なお、上式右

辺のSHに関する積分ではdS(Q)のQから点Pを除外しておく必要がある。即ち、 p 宇Qの範囲で、

lIr1の積分を実行せねばならない。

また、上式と (3.4.4)式の関係により外側立体内角Co(p) は、

Co(p) - 4π - Cip) (3.4.6) 

Co(p) 十 Cip) = I~ ， ~sin θdωd f) 
Spo + Sp/ 

4π (3.4.4) 

となる。

この方法のおもしろさは、立体内角という流体運動とは全く関係のないそして船体表面の

形状だけで決定されてしまうような物理量を得るために、流体運動と密接に関連する低周波

用無限水深Green関数Go(p，Q)を利用するところにある。この考え方は文献55) (著者~1995) に

て述べられている。なお、上式の結果は、 Rankine Source法による文献42) (，局次 1993)の結果

と一致するものである。文献42) では外部問題に対して一様ポテンシヤルの条件を負荷して

C/仰を得ているのに対して、文献55) では内部問題を考えることでその導出を簡素化してい

ることに特徴がある。また、 Green関数としてGo(p， Q)ではないものを採用し、外部問題に対

して一様ポテンシャルの条件を負荷した文献58) (/.岩井~1988) もあるが、その結果得られた計

算式はかなり複雑なもので上式のように単純かつ明快なものではない。

なお、上 2 式は点pが通常の船体表面にあるときの立体内角を述べるものである。ここで

いう「通常」とは、点、pが船体表面SH上にあることをいうもので、船体表面SHと自由表面

SFとの交線上にあるときを除外することを意味する。

点pが船体表面SHと自由表面SFとの交線上にあるときの様子をFig.3.4 .6に示す。同図を視

察すれば、球面Sp/は随分小さなものとなっており、それに伴って内側立体内角C/仰も小さ

くなるであろうことは察しがつく。この場合には、結果として

の関係によって外側の立体内角Co(p)を知ることができる。内側の立体内角C/p)を得るため

には内部問題について考えるのが便利である。

内部領域の問題において、 field po加t pを船体表面に取った様子をFig.3.4.5に示すo 船体表

面から内部流体領域に向けて張り出した微小球面をSp/とおいて、 Sp/における内側立体内角

をC/仰とおく。領域を囲む境界面はSpSH'Sp/の 3 つだけとなって、法線n'を内部流体領域に
向けてとる。

n
 

y 

4 

5J C/P) SH 

SFにてn'=n

SH~こてn'=-n

Sp/にてn'=-n

Clp) 一工 {δ Go(p， ω dSml
2 J SH 0 n (iω 、 w

(3.4.7) 

Fig.3.4.5 内部領域問題で、field point Pを船体表面に取った様子 を得る。
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S4 
i⑦ム '. P 

n' 

SH 

SF 

SH 

SH 

SF~こてn'=n

SHにてn'=-n

Splにてゲ=-n

Fig.3.4.6 field point PがSH とSFとの交線上にある様子(内部問題)

上式によって、点Pが船体表面SHと自由表面SFとの交線上にある場合の内側立体内角Clp)

を計算することができる。また、この場合の外側立体内角Co(p) はFig.3.4.7に示したものとな

ることから、自由表面における半球の立体内角2 J[からC1仰を差し引いて、

Co(p) = 2π - Clp) 

となる。この考え方は文献50) (著者~1996)にて述べられている。

SF 

n 

ぷ手
S F 

• P 
Jì一\
n 

n 

z 

P x 

Sw 

SH 

マ
Y SF 

Fig.3.4.7 field pointPがSHとSFとの交線上にある様子(外部問題)
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(3.4.8) 

SR 

3. 5 積分方程式の離散化

積分方程式における積分範囲は船体表面SIIだ‘けで、あったから、メッシュ分割するのは船体

表面だけでよい。そのメッシュの積類として、 メッシュ節点における関数値を補間する力式

によって一定要素あるいは高次要素などと分類されている。要素上の全てにおいて一定の関

数値を与えるものは一定要素あるいは0次要素と呼ばれ、 l次関数にて補間されるものはl次

要素、 2次関数にて補間されるものは2次要素と呼ばれている。一般的には、 2次以上の補間

関数を用いるものを高次要素と呼ぶ。補閥次数が上がるにつれて計算精度も向上することは

良く知られたところである。

本論文では高次要素に対応した離散化の定式化を行う。しかし、実際の計算ではl次要素

を用いる。これは、要素上における特異積分の数値計算を平面上の積分として評価する方式

を採用したからである。特異積分の数値計算を平面上の積分として評価しながら高次要素を

採用した文献58) (.松井~1988) もあるが、本論文では全ての要素上での積分を同等に扱うこと

を重視したためにl次要素を用いることとしたのである。また、文献59) (田中~1991)の3.6節

によれば高次要素を採用した場合の特異積分の評価方法も開発されている様60) ほl本1990)

ではあるが、本論文をまとめるにあたってこれを織り込む時間的余裕がなかった。いずれに

してもマトリクスの定式化を高次要素に対応したものとしておけば、後は採用する特異積分

の評価方法に応じて要素を使い分ければ良いだけであるから、あまり大きな問題ではない。

なお、 I次要素は必ずしも平面を表すものではなく、ねじれた表面を表すこともできる要

素であるが、回転楕円体のメッシュ分割においては完全なる平面にて構成することができる

から、特異積分の数値計算を平面上の積分として評価する方式を採用しても良い訳である。

ここで用いたl次のアイソパラメトリック要素をFig.3 .5 .1 に示す。図中の記号ん'(2は曲線座

標系のパラメータであり、三角形あるいは四角形の角点の番号は要素における局部節点番号

を表す。そして、()内の数字は要素節点の曲線座標系における座標値を表す。また、黒丸印

は数値積分の際の積分点を表している。

3 

(0, 0) 
l 

(1， ω 

(-lj) 

積分点一一十・

l 

(-1, -1) 

Fig.3.5.1 iso-parame出c 要素 (1次関数補間)
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Fig.3 .5.1のアイソパラメトリック要素を用いた場合の形状関数(内挿関数)は、

二角形要素に対して

3N] = ごl

3N2 _ ご2

3N3 二 j-Ç1 ーと;

四角形要素に対して

l 
4N1 _ ~ (1 -� 1) (1 -ω 

4 

4N2 _ 工(1+ � 1) (1 -ω 
4 

4N3 = 土(1十 f1)(1 +ω 
4 

4N4=L(1-51)(1 十ω
4 

(3.5.1>-1 

このような特徴を用いて、要素表面そのものを表したり、要素表面上でのある物理量の関

数値を表したりする訳である。このような関数は、要素表面そのものを表すことからは形状

関数と呼ばれ、ある物理量の関数値を表すことからは内挿関数と呼ばれている。この関数を

形状関数と内挿関数との両方に用いる場合にはアイソパラメトリック要素と呼ばれている。

本論文では最終的にはアイソパラメトリック要素として計算を行うのであるが、その定式化

の段階で、この関数を形状関数として用いる場合にはN'kと表し、内挿関数として用いる場

合にはNkと表すこととする。 kは局部節点番号を表す。

(3.5.1L2 

(3.5.1)_3 

(3.5.2)_1 

さて、形状関数としてN'kを利用するのはマトリクスを定式化した後であって、マトリク

スの構成要素を計算するために数値積分(付録B) を利用する段階である。それ以前の、マ

トリクスを定式化する段階では内挿関数としてしかNkを利用しない。
では、まず、変位について内挿関数Nkを利用しよう。船体表面をメッシュ分割したときの
ある要素mについて考える。要素m上の任意点Qにおける変位uw0ωを節点変位Uwkによって補

間して表そうとする様子をFig.3.5.3 に示す。点Qの位置はご1'(2の関数であるから、変位Uw
fωをU w(ご1'(j と理解してもよい。あるいは、内挿関数NkはNk((1'( jであるが、これをNk
fω と理解してもよい。

(3.5.2) -2 

(3.5.2) -3 

(3.5.2) -4 

と表される。上式で、左上添字は三角形あるいは四角形であることを表すもので、右下添字

は要素節点の局部節点番号を表す。いずれも、要素節点においてFig.3 .5 .1 に示した曲線座標

系の座標値を代入すれば、形状関数(内伸関数)が1.0になるように作られていることがわ

かる。例えば形状関数(内挿関数) 3N1及び4N1のごr(2平面における関数値をグラフにすれ
ば、 Fig.3 .5 .2の如くなって、節点lでのみ関数値は1.0となり、その他の節点では関数値がゼ

ロとなる特徴を有することがわかる。

uw3 

2 

Fig.3.5.3 内挿関数Nkによる変位の補間

3 l 

3 
変位uw(Q) は、 Fig.3.5 .2に示した関数の重ね合わせによって近似的に表現できるから、

3N1 
ﾇ2 

u
 

ω
 

的

L

W

X

4

 

ω
 
u
 

(3.5.3) 

ごl

Fig.3.5.2 形状関数(内挿関数) 3N1及び4N1のごrご2平面における関数値

と表すことができる。上式の関係は、 「変位Uw(Q)を内挿補間する」といわれるものであ

る。また、 kmaxは要素mの最大節点数を表すもので、四角形要素の場合にはkm似 =4である。
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上式を用いることによって、船体表面そのものの法線方向速度の振幅νn(1ωを表すことがで

きる。 νn0ωの式(3之 15)に上式を代入すれば、

km似
νn (iω=λ L Nkω n;o (iω T uwk (3.5.4) 

となるから、船体表面条件(3.2.14) により、

aØω ぞη似
万福一 = vn(Q) - λJと， Nkωuω T Uwk (on Ship Hull) (3.5.5) 

kニl

を得る。これにより、積分方程式の一部分を節点変位という離散的な量にて表すことができ

たこととなる。なお、 n;o(Qノは単位法線ベクトルの絶対座標系での成分を示すものである。

次に、速度ポテンシヤルについて内挿関数Nkを利用しよう。要素m上の任意点Qにおける
速度ポテンシヤル ø (iωを節点での速度ポテンシヤル økによって補間して表そうとする様子
をFig.3.5.4に示す。

ψ4 

φ1 

2 

3 

�3 

Fig.3.5.4 内挿関数Nkによる速度ポテンシヤルの補間

速度ポテンシヤル ø (iω も、変位と同様に、内挿補聞によって近似的に

φ(ω L Nk(iωφk (3.5.6) 

と表すことができる。これもまた、積分方程式の一部分を節点ポテンシャルという離散的な

量にて表すことができたことを示している。
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さて、速度ポテンシヤルに関連する項については(3.5 . 5) ， (3.5 .6)式の如く離散化した量で表

すことができたから、今度は境界積分方程式(3.4. 3)そのものを離散化して表しておくことと

しよう。 field point pを離散化節点 i におくこととすれば、 Green関数Gw(p，ω をGw{i，ω とかく

ことができる。さらに、外側立体内角Co仰も Co(りとなり、速度ポテンシャル Ø(p) も￠ω と

表されることとなる。そして、メッシュ分割された船体表面の 1 要素をふS}/と表すことと

し、このような要素が全部でMmax個あるものとすれば、境界積分方程式(3.4.3) は

M max 
Ff3 Gw{i, Q) ~ /. _ ¥ 0 ø~ω 

- Co(i) øω 十ム I ( φω -Gw仏ω て一'V ) dS(iω= 
m=l JδSlI 0 n(Q) 0 n(Q) 

ー(3.5 .7)

となる。上式は、船体表面SH上で、の積分がMmax個の微小要素 t1SH上で、の積分の和になった

ことを示しているだけであり、記号 Q は source point としての点Qを表すもので、Fig.3.5.3及び、

Fig.3 .5.4に示した点Qのもつ意味と一致することが知れる。なお、微小要素t1SHを構成する
節点として点 i が含まれる場合には、積分記号dS(Q)のQから点iを除外しておく必要があり、

i宇Qの範囲で、l/r1の積分を実行せねばならないことは今までと同じである。このような、点

iを除外した積分のことは特異積分(付録B) と呼ばれている。

上式が表す離散的なイメージを図にしたものがFig.3.5.5で、ある。同図が示す様子について

述べる。点 i は微小要素11. 12.13.14が共有する節点、として存在し、 4 つの曲面がここで結ば

れている訳であるからそこには立体内角が存在する。この立体内角を大袈裟に描いたものが

Co(i)で、ある。また、点 i から遠く離れたところにも船体表面は存在し、その部分は微小要素

51， 52， 53，54から構成されている。そのうち53番目の要素上に点Qがある。点。がこの要素の至

る所にある場合を計算せねばならず、それが積分として上式に表されている。さらには点

Qが他の要素にあるときをも計算せねばならず、それが総和Zとして上式に表されている訳

である。

!JSH・54

ど1SH・14

t1SH-51 

Fig.3.5.5 離散化のイメージ
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これにて必要な離散化表現が完成したから、具体的にマトリクス化することとしよう。積

分方程式(3.5 .7) に速度ポテンシヤルに関連する式(3.5.5) ， (3 .5 .6)を代入して、積分と関係のな
い項を積分記号の外ヘ出せば、

M_~v k一一

一 Co(i) 州十 ri:φk r N}0ω o Gw(~Q) dS(/)) 
m =lk=IJ&SH 吋 o n(QJ 

I¥V 

Mmax km似

一 λ L L uwkT / nゐω 的ω Gwω 必ω - 0 
m ニJ k =] !J.sH 

----(3.5.8) 

となる。上式の積分項の総数は(要素数) X (その要素の節点数)個だけあって、その総和をと
ることを示している。この総和の順番を入れ替えることにより、節点ごとに整理しなおすこ
とができる。即ち、ある節点 j について観察すれば、その節点、 j を要素節点として持つよう
な要素をひとつのグループとみなすことができる。これによって、積分項の総数を(節点数)
X(その節点の要素数)個と読み変えることができて、積分項の総数にも変化は生じないこと
となる。そこで、全節点数をNmaxとおいて、要素を節点に属する夕、、ループとみなした様子を
Fig.3.5.6に示す。同図の場合には節点、 j ~こ属する要素の数は4個であり、これをM(j) と定義す
ることとする。そして、 M(j)個の要素のうちのL番目に注目してこの要素番号をmとすれば、
mは節点番号/と順番Lの関数となって、 mιL) と表すことができることとなる。同図の場合に
は③番目に注目しているので、要素番号mはm (j， 3) となる。さらに、節均「は要素mにおける
いずれかの局部節点と同ーのものであるから、節勾そのものを指す局部節点、の番号kは節点
番号jと要素番号mの関数となって、 k(j， m) と表すことができることとなる。同図の場合にはl
番目の局部節点が節点jと一致しているので、局部節点番号kはk(j:m) =1 となる。

全節点数=Nmax M(j) = 4 

L=3 
I 

4 

m = m(J:L) 

1 = k(j, m) 

Fig.3.5.6 要素を節点j に属するグ、ルーフ。とみなした様子
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3 

2 

以上のことから、離散化積分方程式(3.5 .8) は、

- Co(i) φω÷ 

N剛/l V Mω 
山山 ~ r __ ;, 0Gw(~ Q) 
L 仰 L / Nk(j, m) 0ω つ dSω
j =J L =J • !J.sH 0 μfω 

Nmax M(j} 

- ﾀ L uw(j)T L / nzoω Nkú:m) 0ω Gwιω dSω - 0 
j=J L ーlδSH

-(3.5.9) 

と書き換えることができる。上式で ø (jJ及ぴん(j) はそれぞれ節均における速度ポテンシヤ

ル及び、振動変位である。さらに、積分項の和を示す部分は節点ポテンシャル ø (jJ及び節点変

位uw(JJの係数となっていることに注目すれば、その係数を

A tj-

/lJ ij 
T -

とおいて、

Nmax 

M(j) 
~ r 0Gw(i,Q) 

-C。ω グij 十 I / Nk(j， m〆Q) 勺由 dS(jω 
L =1 

• 
t1SH 

0 "(jω 

M(j) 

ヱ{民00ω T Nkú:m)ω GW(l: ω 必(ω
L =J 
-
!J.SH 

Nmax 

L A ij φ (j) λ ヱ J!J ij T Uw(J") 
j=J 

(3.5.l0) 

(3.5.11) 

(3.5.12) 

とかくことができる。ただし、グuはKroneckerのデ、Jレタを表す。上式を視察すれば、節点ポ

テンシヤル ø (j)及び節点変位uw(j) に関する 1 次方程式となっていることに気がつく。未知数

の数だけ方程式を作って連立させ、連立 l 次方程式とすればこれを解くことができる訳で、

節点変位Uw似を与える(既知とする)ことを考えるならば、未知数は節点ポテンシヤル￠

仰となり、全節点、の数Nmaxが未知数の数となる。上式は節点iに対してたてた方程式である

から、これを節点lから節点UVmωまで順番に移動させることとすれば、最終的にはNmax個の

方程式を作ることができることとなる。これを実行すれば、上式はマトリクス形式にて表さ

れることとなり、節点ポテンシャル ø (j)について解くことができるようになる。
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さて、そのマトリクス化について示す前に、外側立体内角c。ωを求めるための離散化表

現についてまとめておこう。これを計算するためには、 (3.4.6) ，(3 .4.8)式にて示したように、

内側立体内角Cli を求ておく必要がある。従って、離散化表現とは内側立体内角C/i の積分

式(3.4.5)， (3 .4.7) に対して行うものとなる。節点iが船体表面SHと自由表面SFとの交線上にある

ときにはC/Oは (3 .4 . 7)式となり、節点iが交線上にないときには(3.4.5)式となることは以前に

述べたとおりである。どちらも積分部分は同一形式をしていることから節点iが交線上にな

いときの式(3.4.5)に対して離散化表現を行っておけば、その結果を、節点、iが交線上にあると

きにも流用することができる。よって、まず、節点iが交線上にないときの式(3.4.5)に対する

離散化表現を行えば、

を得る。これは離散化積分方程式(3.5.8) と同形式であるから、 Fig.3.5 .6に示したような要素

を節点に属するグループとみなす考え方を採用すれば、

C/O -

N剛nv M(j) 
川山 ~ r �n {t: Q) 
L L _/ Nkかm)(Q) 勺 lj' " '<./ dS (Q) 
j=j L=1 -!J.SH U"(Iω 

(3.5.16) 

となる。そして、上式も離散化積分方程式(3.5.9) と同形式であることから、

mw 
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C ij 

Mω 

-i _f N k(j， m)ω3?ω l っ((り
L=l v ど1S170 Mfω 

(3.5.17) 

(3.5.13) 

とおけば、

となる。上式は、船体表面SH上で、の積分がMmax個の微小要素 !J.SH上で、の積分の和になった
ことを示しているだけであり、積分方程式の離散化表現(3.5.7) と同じ構成となっている。な

お、微小要素 !J.SHを構成する節点として点iが含まれる場合には、積分記号dS(Q)のQから点

iを除外しておく必要があり、 i =l=Qの範囲でl/rjの積分を実行せねばならないことは今までと

同じである。即ち、点iを除外した特異積分(付録B) となる。

また、上式の数値計算はこの形式のままでも充分行えるのではあるが、 1 次方程式となっ

た離散化積分方程式(3 .5.12) とは異なった形式をしているために、計算プログラムを作成す

る上で別枠として扱わねばならなくなってしまう不便さがある。そこで、離散化積分方程式

(3.5.12) と同じ形式とするために、次式に示す内挿関数Nkの特性を利用する。内挿関数
Nkは、

C/O = 
Nmaエ

ヱ Cij (3.5.18) 

1.0 = L Nkω (3.5.14) 

とかくことができる。上式は 1 次方程式となった離散化積分方程式(3.5.12) と全く同じ形式

をしている。従って、離散化積分方程式(3.5.12)の係数Aý.，Bij・に含まれる積分項を計算しなが

ら C/i の積分項cuをも計算することができることとなるから、内側立体内角C/i を計算する

ためのプログラムを別枠として作成する必要はなくなることがわかる。これは、サブルーチ

ン構成と計算速度の両方の観点、からみて、合理的な計算プログラムを構成することができる

ようになることを示している。

また、節点iが船体表面SHと自由表面SFとの交線上にある場合には、 C/iJ は (3 .4.7)式で表さ

れることとなるから、 (3 .5 .17)式のCUを利用すれば、

Nmax 

ECij  C/iJ 
1 

2 
(3.5.19) 

を満足するように作られている。上式の関係は、変位uw(iωの内挿式(3 .5 .3)及び、速度ポテンシ
ヤル ø (iωの内伸式(3.5.6) において節点での値を全て1.0とおいても得ることができるもので
あるが、内挿関数の式(3.5 .1) ， (3.5.2)において直接総和をとれば確認できることでもある。そ

して、任意の点。において上式の関係は成立するものであるから、これが1.0となることを利
用すれば、上式とC/i の離散化表現(3.5.13)により、

j=l 

と表されることとなる。

m=l k ニl

( NLω3G。ιω 点
I nkいψ ム ωfω

., 
!J.S H 

d n(QJ 

(3.5.15) 

上 2 式によってそれぞれの場合の内側立体内角C1ωを得ることができる。これらは節点

iに対してたてた方程式であるから、これを節点Iから節点N まで順番に移動させることとmax 

すれば、最終的にはNmax個の内側立体内角C/iJを得ることができることとなる。なお、 C1ω
を計算する際には、節点ポテンシヤル ø (jJ について解く場合とは違って、マトリクス化する
必要などはない。また、上 2 式に (3.4.6) 或いは(3.4.8)式を利用すれば外側立体内角Co (i)を求
めることができる。具体的に示しておけば、

C/i -L L 
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節点iが船体表面SHと自由表面SFとの交線上にある場合には、

CO(i) 27l 
1 

2 

Nmax 

z C ij 

となり、節点iが船体表面SHと自由表面SFとの交線上にない場合には、

Co(i) 47l L C ij 

となる。

(3.5.20>-1 

(3.5.20) -2 

外側立体内角c。ωは離散化積分方程式(3.5.12)の係数Adこ含まれているから、上式によっ

て、係数A0・に関する離散化表現は完了したこととなる。もう少し正確に述べよう。 AiiBij'

cuLこ含まれる積分については付録B に示す数値積分にてその評価を行うけれども、その数

値計算が可能であることを前提とすれば離散化積分方程式(3 .5 .12)の係数AÍj;Bij・は以上によっ

て完全に定まったこととなる。従って、離散化積分方程式(3.5.12)のマトリクス化について

述べることができる。方程式を再記すれば、

Nm，邸 Nmax 

玄 Aij φ (j) A ヱ B ij T Uw(J) (3 .5 .12)再記

であった。上式の節点iを節点lから節点Nmaxまで順番に移動させれば、 Nmax個の方程式を作
ることができる。今、 Nm似のことを単にNとかくことにして、その詳細を示せば、

All A12 A1N φ (1) 

A21 A22 A2N φ(2) 

AN1 AN2 ANN φ (N) 

となる。そして、上式の関係を、

[Aj { φ} 

N...nv XN...nv N_n~ X1 
mαX "max "max 

A [Bj {UwJ 

NmaxXJNmax JNm似 X1

44 

A 

lBll T B12 T ・・・‘ lB1N T 

JB
21 
T B
22 
T ,. . . B

2N 
T 

B
N1 
T B
N2 
T ,. .. JB

NN 
T 

uw(1) 

Kl.w(2) 

uw(N) 

(3.5.21) 

(3.5.22) 

と表すこととする。このとき、 [AjのサイズはNm似行Nmax9U 、 [Bjのサイズ、はNmax行3Nm似列
となり、 {øJのサイズはNmω行、 (uwlのサイズは3Nm似行となる。また、 n;o(Q) は単位法線ベ

クトルの絶対座標系での成分を意味するものであったが、 [Bjのサイズに現れる3Nm似の3は

このn;o~ωの成分数に由来するものである o そして、 (uwlのサイズに現れる3Nmaxの3はUwを
絶対座標系での成分で記述することに由来するものである。なお、 n;o~ωが:B0・の式(3 .5 .11) に

おいて積分記号内部に入っていることが、高次要素に対応した定式化の特徴となっている。

以降、上式のことをマトリクス化した積分方程式と呼ぶ。

上式において節点変位{uwlを与えることを考えるならば、即ち、節点変位{uwlを既知とす

るならば、右辺は計算を実行することがで、きてNmax行のベクトルとなるから、未知数を節点
ポテンシャル{øJとした連立 1 次方程式となる。この場合にはGaussの消去法によって 、 節

点ポテンシャル{øJを得ることができる。このように節点変位{u wJを既知とするのは、解き

たい問題における船体の振動モードがあらかじめ決定されている場合である。ところが、船

殻構造と流体との連成問題を扱う場合には、連成した結果の船体の振動モードを与えねばな

らないのにこれがわからない訳であるから、あらかじめ船体の振動モードを与えることなど

できょうはずがない。そこで、 μ/の逆行列μ.} -1を両辺に乗じて節点変位{u wJを未知数とし

たまま速度ポテンシヤル(øJを表し、さらに付加質量マトリクスとして定式化する方法が開

発45) ， 46) 調次1980， 198.みされることとなった。この文献では一定要素による特異点分布法

が利用されているが、逆行列[Aj -1を両辺に乗じる方法は上式に対しても利用できる。これ

を行えば、

{φ} A [Aj-1 [Bj {Uw} (3.5.23) -1 

となる。上式は、速度ポテンシヤル{øJが節点変位{uwlの 1 次関数となったことを表してい

る。そして、上式の段階になってから節点変位{uwlを既知としても、速度ポテンシヤル{Ø}

を得ることができる。ただし、この場合には逆行列μ.} -1を計算し、さらにμ.}-1 [Bjを計算

してからで、ないと目的とする速度ポテンシヤル/φjを得ることはできないので、計算時間が

相当余分にかかることとなる。しかし、 { øJによって要素表面における速度ポテンシヤルの

分布を表現することができているから、要素表面に平行な流体速度を{uwJによって表すこと

が可能となる。これによって振動境界層外端での速度ベクトルを得ることができる (4 章)。

なお、上式右辺においてμj -1[BjのことをμiBjとおいて、

[AiBj = 

Nm似 XJNm似

{φ} 

と表すこととする。

[Aj-1 [Bj 

NmaxXNm似 Nmax XJNm似

A [AiBj {Uw} 

45 

(3.5.23) -2 

(3.5.23) -3 



3. 6 付加質量マトリクス

( 1 )付加質量マトリクスの作成

逆行列μJ -1 を利用することによって付加質量マトリクスを定式化する方町5) ， 46) 細木，

198α1982)が開発されたことについて前節に述べたが、付加質量マトリクスの定式化は特異

点分布法を利用して行われるのが通例で境界要素法を用いた例はほとんどない。 そして、

1980年代には一定要素を利用した計算が数多く行われているものの、付加質量マトリクスと

して定式化する際に現れる要素面積の分配方法はあまり合理的とはいえないものである。具

体的には、マトリクスサイズが要素数で支配されるよう計算された付加質量マトリクスを

(要素面積)/(節点数)の値でもって節点に再度分配する方法が利用されているのが通例であ

る。それ故にその詳細について論じた文献はみあたらず、多数ある文献のそのいずれもが、

要素面積の分配方法についてはややぼかした表現となっている。最近でこそ、一定要素を利

用しつつも要素面積の分配方法に気を配った方法61) (笹島 1995)が紹介されているけれど

も、一定要素を利用する限りその効果には限界があるといえよう。境界要素法を用いて付加

質量マトリクスを定式化した例は少ないが、そのひとつとして文献。) (Ohta， 1985)がある。

しかし、ここでも一定要素が利用されており要素面積の分配方法はやはり合理的とはいえな

いものとなっている。 1980年代後半になると付加質量マトリクスとしては定式化せずに 1 次

以上の要素を用いた解析例58) (松点 1988)がいくつか出てきたものの、付加質量マトリクス

を定式化するにあたって 1 次以上の要素を用いた例はみあたらず、その定式化が面倒である

ことを想像させるものであった。ところが、境界要素法において実際にそれを行ってみると

非常に便利な結果が得られ、その考え方を利用することによって振動境界層内部での定式化

も可能となることがわかった。その内容については文献54) (著者j996)にて述べられてお

り、これに従って、高次要素に対応した付加質量マトリクスの定式化を示すことにする。

まず、ある要素mの表面における流体の圧力について考える。要素m上の任意点、Qにおける

圧力をP(Q;t) とおけば、圧力の式(3.2.5) より、

P(Q;。 一入 ρφ (Q) e 入 t (3.6.1) 

が得られる。上式右辺の速度ポテンシャル ø (iωに対して内挿補問式(3 .5 .6)を適用すれば、

P(Q;。 一入 p e λt ヱ Nk(Q) φk (3.6.2) 

となる。この圧力P(Q;t)は連続体としての流体の圧力であって、このままの値でもって要素

表面に作用するものではなく、これは流体に作用する平均応力であったことを思い出さねば

ならない。平均応力と圧力の関係をあらためてかけば、局部デカルト座標系に対して、
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σ;(Q;t) + σシ(Q;り +σ;(Q;t) = -3 P(Q;t) (3.6.3) 

である。ここで、右辺に負号がついていることに注意する。そして、 σ(Q;t) は垂l貰応力で、あ

り、これが微小直方体のぶ平面に働く応力の様子をかけばFig.3.6.1のようになる。ここで、

圧力 -P(Q;t)に相当するものがσ;(Q;t)で、ある。また、ポテンシヤル問題なので努断応力は働

かない。

Z 

.δσ: 
σヲー+ーてと d;

σ;(Q;t) - -P(Q;t) - �)z 一一

' ご2
dz y 

3 

x 
l 

ごl
σa 

r 船体表面

。
Element -m 

Fig.3.6.1 砂平面における表面力の成分

同図で‘は要素mの表面が砂Y平面に一致する場合を考えているので、要素mに作用する応力と

は、作用反作用の関係から、法線方向垂直応力 σ;(Q;t)だけとなることがわかる。従って、

要素mに作用する応力 σ;(Q;t)のことを単に σ(Q;t) とかくことにすれば、

km似
σ(Q;t) = -P(Q;t) = λρeλt 玄 Nk(iωψk (3.6.4) 

k=1 

なる関係を得ることとなる。

一方、点Qにおける法線方向速度Vn(Q;t)は (3.2.3)式にて与えられるから、

Vn(Q;t) λ n;o(iω T uw(iωeλt (3.6.5) 
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を得る。上式右辺の変位uw0ωに対して内挿補間式(3.5 .3)を適用すれば、

kmax 

Vn(Q;t) 入 eλ t n;00ω T L Nk(Q) uwk (3.6.6) 

k=l 

となる。

以上により、要素mに働く外力 σ(Q;t)が単位時間あたりになす仕事dWm(t)ldtを計算するこ

とができるようになって、応力の式(3.6.4)及び法線速度の式(3.6.6) においてその実部をとれ

ば、

dt 
I Re [O-(Q;t)J Re [Vn(Q;t)J dS(Q) 
I1SH 

L / Re[σ(Q;t)J n;Oω T Nkω dS(iω Re[λ e At uwkJ 

k =l どlSH
(3.6.7) 

となる。上式においてuwkは節点変位の振幅を表しているから、 Àe A tUwkにて節点速度を示
すものとなっている。従って、残りの部分は等価節点力を表すこととなる。

ここでは、等価節点力の定義を「等価節点力が単位時間あたりになす仕事は、あらゆる時

刻において、外力 σ(Q;t)が単位時間あたりになす仕事に等しくなる」ような力であるとす

る。そして、節点iに働く等価節点力をFw(i;t) にて定義し、変位の定義式(3.2. 1) と同様に、こ

れを変数分離して、

Fw(i;t) fw{i} e A t (3.6.8) 

と表すこととする。節点iを頂点としてもつ要素のグループを考えるとき、その様子はFig.3.

5.6の如きものとなるから、 fw(i) とは各々の要素において節点iに働く等価節点力の総和とし

て与えられることになる。そこで、要素mに関する仕事を考えた場合に局部節点番号kなる

節点に働く等価節点力をfwkにて定義すれば、節点iの局部番号kはk(i， m) となるから、節点iに

関する'Iwkと叫fwk伐m)~こて表現されることになる。従って、節点i~こ働く等価節点力Ifw{i} は、

M(i) 

fw(i) L fwk(l:m) (3.6.9) 

となる。ここで、要素番号mは節点番号iと順番Lの関数となるから、 m(i， L) を意味している。

また、 Mωは節点、iに属する要素の総数であり、これらについてはFig.3 .5 .6で、述べた内容と同

じである。
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では、要素mを構成する節点に働く等価節点力r.fwkが単位時間あたりになす仕事について

計算してみよう。この仕事は(3.6.7)式のdWm(t)ldtと等しくなるべきものであるから、同じ記

号dWm(t)ldtを使えば、

となる。

dWm(t) 

dt 

km似

L Re[fwkTe竹 Re [λeλ t uwkJ (3.6.10) 

上式と (3.6.7)式を比較すれば節点速度λeλ tUwkの項が一致していることからその係数ベク
トルはいずれも等しくならねばならず、特にkam)なる場合について示せば、

グ T/) λt 
Jwk(i, mr t: I n♂ωTσ(Q;t) Nk伐m)0ω dS(Q) (3.6.11) 

-どlSH

を得る。上式は、節点iに関して要素m上で、働く等価節点力を表している。さらに、上式右辺

に応力の式(3.6.4)を代入すれば、等価節点力r.fwk(l:m)を得ることができて、

fwk(i, m) Aρ L �k* / n♂ω Nk(i， m) 0ω 叫*ω 必。 (3.6.12) 
k*=l -I1SH 

となる。どのkも要素mの局部節点番号を表すことに違いはないが、記号けはk(l:m) とは異な

るkであって、けは総和に関連する項であることを示す。け及びk伐m)の関係をFig.3.6.2に示

す。そして、上式を視察すれば、節点ポテンシヤル øk*ごとに整理しなおすことができるこ
とに気がつく。ある節点けの節点番号をjとすれば節点ポテンシヤル øk*のことを￠似とかく
ことができるから、上式の総和記号を分解することによって節点番号jに対応する等価節点

力を新たに定義することができて、これをfwmijとかくことにする。

全節点数=Nmax Mω =4 

L=3 

k*=4 

m = m(l:L) 

1 = k(i,m) 

Fig.3.6.2 要素を節点、 i に属するグループとみなした様子
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となる。ただし、節点iと節点jが同じ要素m 上にないときには、上式右辺の積分項をゼロと

せねばならない。ここが、 AUおよびBUとは大きく異なるところである。そして、 lから

Nm似までの全ての節点jについて上式を計算してその総和をとれば、節点iに働く等価節点力
fw(i)が得られる。この関係を式にすれば、

等価節点力1fwmij・は、節均の速度ポテンシャル仰が節点iに及ぼす影響を表すもので、

(3.6.13) dSのjI n;，。ωNKO;m〆ω Nkαwω
ー

t1SH

λρφ (j) l' m.. 
J W lj 

(3.6.17) 

である。上式は節点i~こ対してたてた方程式となっているから、これを節点lから節点Nm似ま
で順番に移動させることとすれば、最終的にはNm似個の方程式を作ることができることとな
る。これを実行すれば、上式はマトリクス形式にて表されることとなる。今、 N"ωのことを
単にNとかくことにして、その詳細を示せば、

Nmax 

一入 ρ ヱ s己的)fwω 
となる。上式は節点iと節点jが共に要素mを構成する節点、であることを前提とするものであ

る。従って、節点iと/が同じ要素にないときには、等価節点力Ifwm ijはゼロとなる。

節点iを頂点としてもつ要素のグループにおいて、節点jに関係する各々の要素での等価節

点、力lfwmij・を求めておいてその総和をとれば、速度ポテンシヤル Ø(jJが節点iに及ぼす影響を

完全に表すことができる。例えばFig.3.6.2において要素mの局部節点番号け=1が節点jで、ある

ならば、即ち節点、iとjが同一ならば、これに関連する要素は①②③④の 4 つである。また、

要素mの局部節点番号炉-2が節点jであるならばこれに関連する要素は②③の 2 つである。

そして、要素mの局部節点番号k*=3が節均であるならばこれに関連する要素は③の 1 つだ

けである。従って、節点iとjとの関係を表す等価節点力をlwijとすれば、 φ (1) S1N S12 Sl1 fw(1) 

fw(2) φ(2) S2N S22 S21 
(3.6.18) 

N
 
N
 

OAM 
7
t
 
N
 

PJM 

-;l ρ 山
川X
寸

.r m 
Jw lj 

. .. 
JWlj 

φ (N) SN2 ・・・・fw(N) 

となる。そして、上式の関係を、(3.6.14) 

Mω 

L I n♂ω Nk氏m)0ω Nkαωω dS(Q)
L=1 -t1SH 

入 ρ ø (j)

(3.6.19) 

と表すこととする。 [S}のサイズは3Nm似行Nm似列となり、ぴ~のサイズは3Nmax行となる。
また、 nzAo {iωは単位法線ベクトルの絶対座標系での成分を意味するものであったが、 [S}のサ
イズに現れる3Nmaxの3はこのnムfωの成分数に由来するものである。そして、ぴJのサイズ
に現れる3Nm似の3はんを絶対座標系で、の成分で記述することに由来するものである。なお、

"z00ωがS0・の式(3.6.16) において積分記号内部に入っていることが、高次要素に対応した定式

化の特徴となっている。

[S} ( ψ} 

N_~~ Xl 
m仏工

-;l ρ 

JNmaxXNmax 

{fw} 

JNm凶'.X Xl
と表されることになる。そして、節点iとjが同じ要素にないときには右辺の積分項はゼロと

なる。ここで、 Fig.3.6.2を例として、 (3.6.9)式に示した節点iに働く等価節点力Ifw(i) と上式と

の関係について考えよう。 Fig.3.6.2で、は節点iに関係する 4 つの要素を示しているが、この 4

つの要素を構成する節点は全部で 9 つある。節点jをこの 9 節点全てにあてはめて 9 つの

fWijを求め、その総和をとれ同fwω と一致することになる。この関係は、 (3.6.9)式に (3.6.12)

式を代入した後、節点ポテンシャル Ø(j) について整理すれば確認できる。

また、 [S}は要素面積の分配作用をするマトリクスであり、仕事の観点から等価節点カ

ゲJと節点ポテンシヤル/φjとの関係を表していることから、要素面積の分配方法はかなり

合理的であるといえる。これは、従来法とは大いに異なる点である。なお、上式を導くにあ
たって単位時間あたりの仕事を考えたけれども、仮想仕事の原理によっても導くことができ
て、その結果は上式と全く同じになる。そして、 [S}の構成要素であるSi-の式(3.6.16) に含ま
れる積分については、付録Bに述べる数値積分によって行う。-

51 

(3.6.15) 

(3.6.16) 

さて、上式右辺でλρφ (j)を除いた項にわざわざ負号をつけてSu-とおけば、

dS(Q) J n;OωNゅ仰) Nk(;:m)(Q) 
-ど~SH
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上式の関係に、速度ポテンシャルの式(3.5 . 23)を代入すれば、

ffw} 一 入 2ρ [S} [A}-l [B} fuw} 

一 一 入 2ρ[S} [ AiB} f u w} (3.6.20) 

を得る。これは、等価節点カゲJが節点変位fuwJの 1 次関数となったことを表している。さ

らに、 ρβj[AiB}のことを[Mwlと表せば、 [Mwlは付加質量マトリクスを表すことになる。

[Mw} 

3Nm似 X3Nmax

ρ [S} [AiB} 

3N_nv XN_nv N_nv X3N max. .v"max 

(3.6.21) 

μ1wlが質量に関連するマトリクスとなることは、等価節点カゲJが船体表面に作用する外力

であることを考慮しつつ船殻の振動方程式をたでればよくわかる。振動方程式については後

述するが、ここでは[Mwlが付加質量マトリクスであることを前提としておく。付加質量マ

トリクスμ1Jを用いて等価節点カグJを表せば、

ffw} 一入 2 [Mw1 fuw} (3.6.22) 

となる。なお、付加質量マトリクス[Mwlは実数で構成されるものであって、複素数とはな

らない。
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(2) 流体の運動エネルギ

ここでは、流体のもつ運動エネルギについて考えながら、付加質量マトリクス[Mwlが持

つ幾つかの特徴に関して述べる。

流体のもつ運動エネルギ、を Tw(t) とすれば、単位体積の運動エネルギを流体領域で積分して

Twω = -:: I ρ grad[Re[φ仇九z;t)}} grad[Re[φ仇九z;t)}} dV 
~ J V 

と表すことができる。上式をGreenの第 1 定理にあてはめれば、

Tw(t) = 1 _f  _r__ ..0Re[φ仇.y，z;t)}
2ρ Js Re[φ仇.y， z;t)} L ' '.-"  "~ dS 

Jδ on 

(3.6.23) 

(3.6.24) 

を得る。ここに境界面Sは流体領域を囲むものであって、自由表面SF、水底SB、無限遠方

SR、および岸壁Swの条件により、積分領域である境界面は船体表面SHだ‘けが残るから、

Tw{lり 1ρ(" Re[①(州、z;凶 δ Re[φ(χ~y，z;t)} dS 
乙 J ~ú . '- 0 n 

(3.6.25) 

を得る。さらに法線微分項は船体表面接水部分の法線方向速度を示しているから、 (3.2.3)式

により、

Tw(t) - 一三 ρ I" Re[ ). u氏.y，z) T e ﾀ t } n;O Re[φ旬仰が} dS 
2 J SH - t'Y 

(3.6.26) 

を得る。速度ポテンシヤルφ(x，y， z;t) に対しても変数分離式(3.2引を適用し、座標変数氏九z)

が船体表面上の点、であることからωと表すこととすれば、

日~ = _ 1ρ I ~ Re[λ Uw0ω Te λ t} nzOω 恥[φ(れ λ t} dS (3.6.27) 
~ J.)日

となる。上式を離散化して、内挿補間式(3.5.3) (3.5.6)を利用すれば、

哩 Mmax kmαx kmax 
Tw(t) --7ρ ヱヱヱ Re[入 uwk T e ﾀ t 1 

J n;oω Nk0ωN〆ω 必fω Re[øk*e λ t } (3.6.28) 
一 !J. SH
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となる。そして、 Fig.3.6.2を参考にして上式を節点iの変位Uw(i) について整理すれば、局部節

点番号kはk(t:m) と表され、節点i~こ属する要素の数はMωとなって要素番号mはm(i，L) と表され

ることとなるから、

Lws 

m…z 
F,J 

、

A
G
 

T
S
 U

 

、

Af
i
 

ρ
U
 
R
 

似NW
T
'
U
 

ρ
 

l

一2一
一

ん
MW
 

T
 

j=1 L=1 k本ニl

! ~n;O(Q) N1ωω Nkω 必(Q) Re{ Øk*e Æt } 印9)
ど~StJH 

となる。さらに、上式を節均の速度ポテンシャル￠似について整理すれば、局部節点番号

k*はkαmノと表されることとなる。なお、これは節点iと節勾が共に要素mを構成する節点、で

あることを前提とするものであるから、節点iとjが同じ要素にないときには上式の積分項を

ゼロとして扱うことになる。これにより、

N 
1 "maxプ

九(t)=-tρ 玄 Re{入 Uwが
Nmax 

ヱ Re{φ (j) e 入 t}

M(l) 

L J. ~n;o0ω Nk(l:m)0ω NkÚ:m) 0ω 崎ω(3.6.30)
L=] L主0H

を得る。上式右辺の積分項は(3.6.16)式に示したsuと全く同じで、運動エネルギ、Tw(t)を考え

ることによってもSUを導けることがわかる。 suを利用すればマトリクス{S}に関する 2 次形

式のベクトル積を得ることができて、

Tw(t) -
1 Nm似

三一 ρ L Re{ ﾀ U wω T e λ t} 1
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.,,,, 

-tρ Re{λ {u wJ T e λ t} [S J Re[ { φ)e λ tJ (3.6.31) 

となる。そして、上式右辺の速度ポテンシヤル/φjに (3 .5 .23)式を代入すれば、

九ω= 士 ρ Re{ﾀ {uwJ T e λ t J {S J [AiB} Re[ λ {u wJ e λ t} 

-f  RefAMJ TEAt/fMJ Ref AωwJ eÀtJ (3.6.32) 
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を得る。上式右辺の À (uwJTe ﾀ t及びA 印wJeﾀ tは共に節点速度を表しているから、運動エネ

lレギ~Tw(t) とは、付加質量マトリクス[Mwlを挟んだ節点速度ベクトルによる 2 次形式にて表

されるものであることがわかる。また、運動エネルギ‘Tw(t)は必ず正であって、負になること

があってはならないものである。ただし、 (Mwlの両側から掛かっている節点速度ベクトル

そのものがゼロとなる特別な場合には、当然、運動エネルギ、Tw(t) もゼロになる。しかし、節

点速度ベクトルがゼロで‘ないときには、運動エネルギ‘Tw(t) もゼロになってはならない。この

意味で、上式の 2 次形式は常に正であるといえる。

2 次形式が正であることから、 [Mwlは「正の定符号マトリクス」となることが知れる。

さらに、後述する方法で[Mwlが対称行列となることを証明できる。そして、 「ある対称行

列が正の定符号マトリクスとなるための必要十分条件は、その対称行列の固有値が全て正と

なることである。」という定理が存在するから、標準固有値問題において[Mwlの固有値は

全て正となることを導くことができる。

μIwlが対称行列となることを示すために、上式を少し変形しておこう。節点変位{uw1の実

部を (uwR)、虚部を(uwりとおけば、

九Mω 二 f什cu2[川 T川附山十/ωωu九υwl)り T川 /ωu 下wμν

十 [(iωU wR) T {MwJ (iωUwり十 fωuwlり) T [Mw} {lω、uwR勾JJ Sl~的nGω':IJt cωOωSωtJ (3.6.3お3)

を得る。なお、上式では(3.2.1)式にて定義した À =iω，i=.r -1の関係を用いている。上式を
時間tで、微分すれば、流場のもつ運動エネルギ‘の時間的変化dTw(t)ldtを表すことになって、

d Tw(t) 

dt 
ー ω3 [[ (uwR) T {Mw} (uwR) - (uwり T{Mw} (uwl) J S仇ωt cos ωt 

十 ffMT川ルwl)+ (uw1) T {Mw}向山ω2ωtJ (3.6.34) 

を得る。

さて、等価節点力ぴJが船体表面を通じて船殻になす仕事と船体表面が流場になす仕事と
の関係は、絶対値が等しくて符号は逆となるものである。よって、その合計はゼロとなる。
これは、等価節点カゲJに負号をつけたものが流場に作用する力になるとして、船体表面が
流場になす仕事を計算しても良いことを示している。また、今考えている流場は非粘性のポ
テ/シヤル場であるから、散逸エネルギ、の存在しない保存力の場である。保存力の場でひず
みエネルギが存在しない系において、仕事は運動エネルギの変化量を表すこととなる。
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従って、一ぴJによる仕事を計算すればそれは船体表面が流場になす仕事となって、その仕

事は流場のもつ運動エネルギ、の変化量を表すこととなる。さらに、船体表面が流場に対して

単位時間あたりになす仕事dWw(t)ldtを計算すれば、これは流場のもつ運動エネルギの時間的

変化dTwωIdtを表すことになって、

dW w(t) dTw(t) (3.6.35) 

dt dt 

となる。上式左辺を計算するために、節点速度及び流場に作用する力の実部をとって乗じれ

ば、

dt 
Re [ λ ( U w) T e ﾆ t J Re [ -(f w) e λ tJ 

Re [ λ (uw ) T e 入 tJ Re [ λ 2 [MwJ (uw) e 入 tJ

となる。上式に対しても節点変位{uwJの実部を {uw旬、虚部を(Uwりとおけば、

d Ww(t) 

dt 
ー ω3 [[ ~誌の T[MwJ (UwR) 一切wI) T [ MwJ (UwI) } sinωt cos ω1 

十 tIM}TIMwlhJ}十州[MwJ川ωωt

(3.6.36) 

十 ;IWiMw]{誌の-附 T[MwJ川 J (3.6.37) 

となる。上式は、 (3.6.35)式の関係から、 (3 . 6.34)式に示した運動エネルギ、の時間的変化dTw(t)

Idtに等しくなければならない。従って、上式右辺第 3 項はゼロとならねばならず、

{Uwり T[MwJ (uwR) = (uwR) T [MwJ (uwI) (3.6.38) 

なる関係が成立する必要がある。上式の両辺はスカラーであるから、その転置をとっても同

じ値となる。右辺について転置をとれば、

{uwり T[MwJ (uwR) - {uwり T[MwJ T (uwR) (3.6.39) 

となる。上式が成立するためには、 μ1....，1 =[M....，1Tなる関係が成立する必要がある。これは、

付加質量マトリクス[M....，1が対称行列となることを示している。

以上のことから、 [M....，1は正の定符号マトリクスであり、対称行列となることが知れるか

ら、標準固有値問題においてμ1....，]の固有値は全て正となることを導くことができた。
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(3 )付加質量マトリクス計算の合理化

付加質量マトリクス[M....，1を定式化する過程において、 [Mwlを構成する各マトリクス[SJ

μ].[B}に対して船体表面のメッシュ節点全てを用いて考えてきた。しかし、自由表面条件(3.

2 .1 0) により、自由表面との交線に位置する節点では速度ポテンシャルがゼロとなることがわ

かっているので、これについて解く必要はない。従って、その分の節点数を減らすことがで

きる。その恩恵は全てのマトリクスサイズに及ぶ。さらに、マトリクスそのものが小さくな

るということは、それらの乗算においても計算時間が減る訳であるから、計算速度を上げる

ためにも有益な手法である。特に、 μ/のサイズ、はNmax行Nmax71Jでトあり、その逆行列μJ -}

の計算には相当な時間がかかることから、少しでもマトリクスサイズを小さくしたいところ

である。自由表面との交線上にある節点数だけマトリクスサイズを減じる方法は、文献50)

f著者~1996) に述べられている。

全節点数Nm似から、自由表面との交線上にある節点数を減じたものをNmin とする。以降、
Nminのことを減次節点数と呼ぶ。
まず、マトリクス化した積分方程式(3.5 .22) について考えれば、

[A} { ψ} λ [BJ {uw} (3.6.40) 

N"';M XN"';M N_;.. X} N_;.. X3N...~~ 3N...~~ X} mm ~ "mm v' 'max v"max 

となる。ここで、 [A}のサイズはNmin行Nmin列、 [BJのサイズ、はNmin行3Nm似列となる。特に
[AJのサイズ減少効果が大きく、その逆行列μ1 -}の計算時間が相当短縮されることがわか

る。 [B}のサイズ減少効果は行数にあるだけで列数には影響がない。また、 {øJのサイズは

Nmin行、 {U wJのサイズは3Nmax行となる。サイズ減少効果は{øJにあるだけで(u wJ には影響

がない。

μlのサイズが減次節点数N"，いい斤m問則1i，

p卯O泊凶tとしての点点、Pをとる必要がないことが知れる。従つて、この場合には、自由表面との交

線上における外側立体内角Co仰を計算する必要はなくなる。よって、外側立体内角Co(p)の

ことを全て2 Jr とおいた数値計算上の検討を行うことができる。これは、船体表面の要素が

滑らかに結合されているとみなすことを意味する。

次に、等価節点力の式(3.6.19) について考えれば、

(fw) 

3Nmαχ X1 

一 一入 ρ [SJ { ψ} 

3N...~v XN...:.. N...:.. X1 max. "mm 

(3.6.41) 

となる。ここで、 [S}のサイズは3Nmax行Nmin列となる。 [S}のサイズ減少効果は列数にあるだ

けで、行数には影響がない。また、ぴJのサイズは3Nm似行となって、影響がない。
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以上のことから、付加質量マトリクス{Mwlの式(3.6.2 1) は、

{Mw} ρ {S} {AiB] (3.6.42) 

3Nm似 X3Nm，似 3N_nv XN_:M N_:_ X3N max --"mm "mm. .~"max 

となる。ここで、 {AiB}のサイズ、はNmin行3Nmax列となる。 μiB]のサイズ減少効果は行数にあ

るだけで列数には影響がない。また、付加質量マトリクス{Mwlのサイズは3Nmaxli3Nm似列
となって、影響がない。

本論文における数値計算では、全て、上記の節点減少法を用いている。回転楕円体のメッ

シュモデル ( 1 次要素)において、総節点数Nmax、減次節点数Nmin、および総要素数
Mmaxを較べてみれば、これら 3 つのうち減次節点数Nminが最も小さくなる。減次節点数
Nminが総要素数MI1似よりも小さくなるということは、一定要素 (0 次要素)を用いた定式

化よりもマトリクスサイズが小さくなることを示している。次数の高い要素を使いながらマ

トリクスサイズまでも小さくなるという、かなり効果的な手法であることがわかる。

総節点数Nmω、減次節点数Nmin、および、総要素数Mmaxについては、後述する計算モデ、ル
の一覧表 (Table 3.7.1) に記入されている。
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3. 7 解析解と計算例

( 1 )無限水深

無限水深における付加質量効果を論じた文献としては、球26) (Stokes， 1843)、回転楕円体

の剛体振動29) (Lamb， 1932)、及び回転楕円体の弾性振動30) 31) 32) (Lewis， 1929;Tayloη 1930; 

必減1960) に関する解析解が有名で、ある。ここでは、回転楕円体に対する解析解と境界要素

法による数値解54) (著者~1996) との比較を行う。回転楕円体の弾性振動については 3 つの文

献があるけれども、回転変位まで扱った文献32) (松減196ωが最も実現象に近いと考えられ

ているので、比較対象として松浦32) の解を採用する。 Fig.3. 1. 2で、用いた回転楕円体の大き

さに関わる記号のうち、無限水深に必要な部分だけを抜き出してFig.3.7.1 に示す。

t T=b 
一てミミ

L 

z 

Y マ
一一一一声'
x 

Fig.3.7.1 回転楕円体(無限水深)

y 

回転楕円体の上下方向 (z方向)の剛体振動あるいは弾性振動に関して、連成振動ではな

くて変位関数をあらかじめ与える場合のx軸上における変位をUzω とおく。変位関数Uzωを

文献32) (松浦U96ωの定義に合致させてかけば、

-1 三五
2x 

L 
主三 l 

なる変域に対して、 2 節振動では、

Uz(x) (竺 )2
L 

a22 

にて定義される。そして、 3 節振動では、

U/x) 一

2x{2X2  
(一一)

L L 

と定義され、 4 節振動では、

a32 } 

2x 2χ2 
Uiχ) 一 { (一一 )2 - a42) {(一一)

L L 
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(3.7.1) 

(3.7.2)_1 

(3.7.2)_2 

- b4
2) (3.7.2)_3 



と定義される。さらに、剛体振動では、 以上によって、 x軸上の任意点の変位を全て定義で、きたこととなる。即ち、 x軸上の点は

z軸方向の変位とy軸回りの回転変位を持つだけで、その他の成分を持たないとする訳であ

る。このような仮定に基づいて文献32) ほL減196ωの解析はなされている。

さて、曲げ挽み曲線Uz{X)を用いた振動解析では、その変位を仮定する際に断面が崩れない

で元のまま保持されることを前提としている。中実の回転楕円体には無限個の横断面がある

けれども、そのうちのいくつかの断面とx軸及び回転楕円体の表面との位置関係はFig.3.7.2の

ようなものとなっている。そして、同図では、ある横断面におけるx軸との交点に点Gを取

り、回転楕円体の表面に点、Aを取った場合を示している。断面が崩れないとの仮定は、同一

断面内にある 2 点G，A聞の距離が変化しないで、剛体結合されているとみなすものである。

Uz{X) 1.0 (3.7.2)_4 

と定義される。ただし、定数a;}a)1 aφんは節振動における節の位置を示すもので、

α2 
.J5 (3.7.3)_1 - 0.44721 

α3 H = 0.65465 (3.7.3)_2 

a4 pア

J77? x 

- 0.28523 (3.7.3)_3 

面表の帥
/
，
，
/

楕転回
(3.7.3)_4 b4 

(3.7.4)ー 1

A 

0.76506 

である。

一方、変位関数Uz{X)をxで、微分すれは〉軸回りの回転変位を得ることができるから、これを

URy(x) とおいてy軸の方向を考慮すれば、 2 節振動に対しては、

d Uz伐) 2 2x 
URv欣ノニ一一一一一二一 2 一一一一

~ dx L L 

となり、 3 節振動に対しては、

d uz{x) 

dχ 

2 2x っ
一一 (3{~)" - a'}2} 
L L J 

URytχ) = (3.7.4) -2 yz平面に平行な断面

となる。そして、 4 節振動に対しては、

URytχ) = 
duz伐j

dx 
(3.7.4) -3 Fig.3.7.2 回転楕円体を内側からみた様子と断面内の 2 点GA間の距離TGA

2 2x _ 2 っ
-2 一一一一{2 (~ )" -(a4 2十九2) } 
L L L 

となり、さらに、剛体振動に対しては、

URytχ) = 
du/χ) 

dx 
(3.7.4) -4 

点Gから点Aに向けて取った距離ベクト JレrGAが既知で、あって点Gの変位UGも既知であるな
らば、剛体結合の関係を利用することにより点Aの変位UAをこれらによって表すことができ
るから、点Aの変位UAも既知となる。これを式で表すために、距離ベクトルrGAの成分を

。

となって、回転変位は生じないこととなる。なお、これら回転変位について、文献32) (必

滅196ωのものとは符号が反転しているけれども、これは、本論文におけるy軸が文献32) で

のz軸に相当するためである。 rGA T (rX(G,A) ry(G,A) rz(G,A)} (3.7.5) 
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とおき、変位ベク ト lレUG及びUAの成分をそれぞれ、

UG
T 

(Ux(G) Uy(G) Uz(G) UR.x(G) URy(G) URz(G)} (3.7.6) 

UA T (Ux(A) Uyω Uz(A) UR.x(，ω URy(，却 URzω} (3.7.7) 

とすれば、微小回転の仮定によ り、

Ux仏j I 。 。 。 r z(G,A) Ux(G) 

Uy(A) 
。 l 。 - r z(G,A) 。 rx(G,A) Uy(G) 

Uz(A) 
。 。 l ry (G,A) - rx(G,A) 。

Uz(G) 

UR.x(A) 
。 。 。 l 。 。

URx(G) 

URy仏j
。 。 。 。 l 。 I I Uめイ'0)

URz(A) 
。 。 。 。 。 l J L URzのJ

(3.7.8) 

なる関係が得られる。上式が剛体結合の関係であり、 TGA及び、UGが既知で、あるならば、点

Aの変位UAも既知となることを示している。また、流体領域の解析を行うためには点Aの並

進変位だけが必要なのであって回転変位は必要ないから、マトリクスの上半分だけを考慮し

と表すこともできる。そして、上式の関係を、

UA {GdJ UG 
(3.7.10) 

3X1 3x6 6X1 

と表すこととする。回転楕円体表面の点Aをメッシユ分割 した節点に取れば、 上式の関係か

ら、 x軸上の点Gの変位UGを与えることによってメッシユ節点の変位を知ることができる。
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これによって、解析解の基になった変位分布と同じ変位を与えた状態での解析が可能とな

り、その解析解と境界要素法の数値解との比較ができ る ようになる。従って、回転楕円体を

メッシユ分割する際には、節点群カ~z平由}こ平行な断面に乗るように配慮する方法が便利で

ある。その様子をFig.3.7.3 に示す。

回転楕円体メッシュ分割

x~ご

Fig.3.7.3 回転楕円体のメッシュ節点に点Aをとった様子

ある断面上にNA個の節点があるとして、それらの変位をまとめて{UA} と表すこととすれ

ば、小行列{GcJからなるマトリクスを{H~とおいて、

{UA} = {HAJ UG (3.7.11) 

3NA X1 3NAX6 6X] 

と表すことができる。 NA個の節点、の変位{U#を点、Gの変位UGだ、けで、もって表すことができる

訳で、ある。この意味で点、Gのことを基準節点、と呼ぶことにする。さらに、そのような断面が
NG個あって、それぞれの断面において基準節点と剛体結合すれば、最終的にはメッシュ節

点、の全てを基準節点の変位によって表すことができる。そして、基準節点数は断面数と一致
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するものとなってNG個となる。 NG個の基準節点の変位をまとめて{UG} と表すこととすれ

ば、小行列{GcJからなるマトリクスを{H}とおいて、

(U.) = {H} (uc;) (3.7.12) 

3Nm似 Xj 3Nm似 X6NG 6NG Xj 

なる関係を得る。なお、 (uJは全節点の変位を表すものであり、 Nm仰は全節点数で、あった。

上式によって、全節点変位(u.)は、基準節点、の変位(u c;) によって表されたことになる。この

考え方は、後述する縮小マトリクスにつながるものである。そして、マトリクス{H}のこと

を補間マトリクスと呼ぶことにする。

さて、上式を用いて流体のもつ運動エネルギ、Twωの式(3.6.32)を表せば、

m=tRdMureAtjIHjT[Mwl{HIRdMWeλ t} (3.7.13) 
6NGX6NG 

となる。上式の[H}T[M wl [H}は、付加質量マトリクス{Mwlを基準節点、のまわりに縮小したも

のとなっており、そのサイズ、は6NG行6NG列で‘ある。また、基準節点に与える変位(u c;) は (3.

7.2) ， (3.7.4)式であるから実数である。よって、

M=fdWTW川川(uc;) s仇2ωt (3.7.14) 

を得る。上式から時間項を取り除けば、運動エネルギ、Tw(t)の最大値を得ることとなる。この

最大値から周波数成分ω2を取り除いたものを計算することによって、解析解と比較するこ

とができる。これを、 3 次元計算から得られるものであることから乃とかくことにすれば、

T3 tudTIHJT{MwlIH]{ud (3.7.15) 

となる。

一方、 2 次元計算による付加質量を用いて単位長さあたりの運動エネルギを計算し、さら
に船長方向に積分して 3 次元運動エネルギを求める方法もある。これはS廿îp法と呼ばれるも

ので、船長方向への流体運動を無視することになる方法である。 Strip法によって得られた流

体の運動エネルギから時間項及び周波数成分を取り除いた最大値を、 2 次元計算を基にする

ものであることから T2とかくことにすれば、

Jv 
(3.7.16) 

なる定数を定義することができる。定数んは文献30) ιewお'， 1929)にて初めて定義され、それ

以来、船舶の分野では 3 次元修正係数と呼ばれて多用されているものである。
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3 次元修正係数んについて、境界要素法による数値解と解析解とを比較して、その計算精

度について確認する。比較する解析解は、剛体振動については文献29) (Lamb， 1932)の 114
節、弾性振動については文献32) (秘減196ω とする。

回転楕円体の全長全幅比L/Bが、 5.0から13.0までの範囲について数値計算を行った。それ

ぞれのメッシュモデルにおける、総要素数Mmax、総節点数Nmax、減次節点数Nm削附1μυin'
基準節点数NGについて Table 3.7.η.1 にまとめておく。この表より、 L/B が大きくなるほど総要

素数が増えるような分割方法であることがわかる。これは、どのモデルにおいても横断面内

の分割数が22要素の一定分割!となるようにしたためである。もしも、船の長さ方向の分割数

もそろえてしまうと、全長が長くなるにつれて要素形状が長さ方向に細長くなってしまう。

これを防ぐために、全長が長くなればその方向にも分割数を増やして、要素形状が細長くな

らないように配慮した訳である。なお、回転楕円体の長さ方向両端では形状の変化が著しい

ので、その部分での分割が細かくなるように配慮している。そして、どのモデルも全幅Bが

100mmとなる場合について計算している。

Table 3.7.1 メッシュモデ、ルの要素数及び節点数
(B=100mm) 

全長全幅比 総要素数 総節点数 減次節点数 基準節点数 縮小率(%) 縮小率(%)

L/B Mm似 Nmax Nmin NG Nmin/Nmax NG/Nmω 

5.0 1584 1635 1491 73 91.19 4.465 

6.0 1936 2003 1827 89 91.21 4.443 

7.0 2156 2233 2037 99 91.22 4.433 

8.0 2464 2555 2331 113 91.23 4.423 

9.0 2728 2831 2583 125 91.24 4.415 

10.0 2992 3107 2835 137 91.25 4.409 

11.0 3344 3475 3171 153 91.25 4.403 

12.0 3608 3751 3423 165 91.26 4.399 

13.0 3872 4027 3675 177 91.26 4.395 

基準節点、に与える変位(u c;)の並進変位成分および回転変位成分はそれぞれ(3.7.2)，(3 .7.4)式

で表されるが、並進変位(3.7.2) は無次元、回転変位(3.7.4)は (1/長さ)の次元となっている。

メッシュモデルは(mm)単位で、作成しているので、それぞれの並進変位も (mm)単位で与える

こととすれば、並進変位(3.7.2)をその数字のまま (mm)単位に、回転変位(3.7引をその数字の

まま什adJ単位に読み換えれば良いこととなる。従って、 (3.7.15)式の運動エネルギ最大値T3
の単位は(kgmmみとなり、 Strip法による運動エネルギ、最大値T2の単位も (kgmmみとなる。
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境界要素法(BEM)による数値解と解析解との比較を、剛体上下振動および2 ・ 3 ・ 4 節上

下振動について、 Table 3.7.2 ........ Table 3.7.5に示す。いずれも無限水深(infinite) における計算値

であるから、運動エネルギ最大値むおよび、T3には添字infを付けている。また、全幅Bが100

mとなる場合について計算しているために、ど、のTableも、全長Lが大きくなるほどにT2infと

乃in)ま共に大きくなっている。

まず、運動エネルギ‘の欄について観察する。 Strip法による結果では、 L/Bが10.0のむintま、

L/Bが5.0のT2inj1)ちょうど 2 倍の値となっている。これは、回転楕円体の排水量が 2倍とな

るためであり、同じことはL/Bが12.0の T2iνと 6.0の T2infとを較べてもいえる。しかし、
BEM数値解T3injで、はこのような倍数の結果とはならず、流場が3 次元であるための影響が現

れている。なお、外側立体内角を正確に計算した場合を rCo{p)j の欄に、これを計算せず

に2 7r として与えた場合を f2 Jrj の欄に記入して整理している。 f2 7rj とは、船体表面の

要素が滑らかに結合されているとみなすことを意味する。外側立体内角Co(p)の違いにより

T3inj1) 11直にも影響がでている。 Co(p)を正確に計算した場合には、 2Jrとして与えた場合より

も小さな運動エネルギが得られている。これは、回転楕円体の 1 次要素メッシュモデ、ルにお

いてはCo(p) 主2 Jr となるためである。即ち、 Co(p)の与え方によって (3.5.22)式のμ/の対角項

に影響が現れるためである。その理由は、 μ/の成分を示す(3.5.1 0)式のA0・にCo{p)が含まれる

ことから明らかであろう。また、 Co(p)が2 Jrよりも大きいということは尖った部分が流体を

向くことであるから、流体の運動エネルギが小さくなるとの結果は力学的考察からも納得の

いくところである。

次に、 3 次元修正係数んについて観察する。剛体上下振動( Table 3.7.2 )の場合には、 fCO 
(p)j の数値解と f2 Jr j の数値解とによって解析解が挟まれていることがわかる。これは、

ある裡度メッシュ分割を細かくしたときに現れる特有の現象である。これに対してTable 3.7. 

3'""Table 3.7.5に示した弾性振動モードではこのような現象は起こっていない。弾性振動モー

ドに対してこのような現象がでるためには、 Table 3.7.1 に示したメッシュモデルではまだ粗

いということである。計算理論の正確さからいえば、 r CO{p)j の数値解を採用するべきで

あるから、この欄に注目してみよう。

剛体上下振動( Table 3.7.2 )の場合には、誤差は約3.5%となっており、 L/Bが大きくなるほ

どに誤差も小さくなっている。これは、 L/Bが大きくなるほどメッシュ分割が細かくなって

いるためである。同様の理由により、弾性振動モード(Table 3.7.3'""Table 3.7.5)においても L/

Bが大きくなるほどに誤差も小さくなっている。そして、 2 節上下振動(Table 3.7.3)での誤差

は約4.5........5.5% 、 3 節上下振動(Table 3.7.4)での誤差は約5.0'""丘 0%、 4 節上下振動(Table 3.7.5) 

での誤差は約5.5---6.5% となっていて、節数の増加に伴って誤差も大きくなっていることが

わかる。これは、高次の振動モードを表すためには船の長さ方向にもっと分割数を増やさね

ばならないことを示している。メッシユ分割を細かくすればするほど fCO例」の数値解と
解析解との差は縮まるが、あまり細かくすることは計算容量の問題から許されない。
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全長全幅比

L/B 

5.0 

6.0 

7.0 

8.0 

9.0 

10.0 

11.0 

12.0 

13.0 

全長全幅比

L/B 

5.0 

6.0 

7.0 

8.0 

9.0 

10.0 

11.0 

12.0 

13.0 

Table 3.7.2 剛体上下振動モード(無限水深， heave) 

Strip法 BEM 3 次冗修正係数Jv

T2inj T3inj (kgmm2) T3inf/T2inf 解析解

(kgmm2) Co{P) 2π CO{P) 2π LamlJ29) 

0.653909 0.563227 0.590542 0.861 0.903 0.894 

0.784691 0.694185 0.727524 0.885 0.927 0.917 

0.915473 0.823650 0.863088 0.900 0.943 0.933 

1.046255 0.953526 0.999058 0.911 0.955 0.945 

1.177037 1.082656 1.134284 0.920 0.964 0.953 

1.307819 1.211470 1.269189 0.926 0.970 0.960 

1.438601 1.340804 1.404645 0.932 0.976 0.966 

1.569383 1.469115 1.539044 0.936 0.981 0.970 

1.700164 1.597216 1.673226 0.939 0.984 0.973 

Table 3.7.3 2 節上下振動モード(無限水深)

Strip法 BE恥1 3 次元修正係数Jv

T2l吋 T3inj (kgmm2) T3inf/T2inj 解析解

(kgmm2) Co{P) 2π CO(P) 2π 松浦32)

0.029893 0.016858 0.017697 0.564 0.592 0.597 

0.035872 0.022795 0.023904 0.635 0.666 0.670 

0.041850 0.028771 0.030156 0.687 0.721 0.724 

0.047829 0.034838 0.036500 0.728 0.763 0.766 

0.053807 0.040894 0.042834 0.760 0.796 0.799 

0.059786 0.046947 0.049166 0.785 0.822 0.825 

0.065765 0.053042 0.055540 0.807 0.845 0.846 

0.071743 0.059071 0.061849 0.823 0.862 0.864 

0.077722 0.065084 0.068141 0.837 0.877 0.878 
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(B 二100mm )

Jv の誤差
(%) 

Co{P) 2π 

3.683 0.988 

3.540 1.093 

3.579 1.037 

3.531 1.076 

3.530 1.070 

3.531 1.065 

3.475 1.121 

3.481 1.114 

3.486 1.107 

臼 =100mm )

Jv の誤差
(%) 

Co{P) 2π 

5.548 0.845 

5.140 0.528 

5.098 0.527 

4‘929 0.392 

4.861 0.346 

4.809 0.309 

4.674 0.184 

4.650 0.166 

4.630 0.151 



Table 3.7.4 3 節上下振動モード(無限水深)

(B=100mm) 

全長全幅比 S住ip法 BE恥f 3 次元修正係数Jv Jv の誤差

L/B T2inj T Jinj (kgmm2) TJinj/T2inj 解析解
(%) 

(kgmm2) Co{P) 27r Co{P) 27r 松浦32) Co{P) 27r 

5.0 0.007117 0.003343 0.003508 0.470 0.493 0.500 6.148 1.496 

6.0 0.008541 0.004656 0.004883 0.545 0.572 0.578 5.720 1.126 

7.0 0.009964 0.006017 0.006308 0.604 0.633 0.640 5.660 1.097 

8.0 0.011388 0.007423 0.007778 0.652 0.683 0.689 5.453 0.926 

9.0 0.012811 0.008840 0.009261 0.690 0.723 0.729 5.357 0.854 

10.0 0.014235 0.010268 0.010754 0.721 0.755 0.762 5.279 0.794 

11.0 0.015658 0.011712 0.012264 0.748 0.783 0.788 5.115 0.645 

12.0 0.017082 0.013146 0.013763 0.770 0.806 0.811 5.072 0.611 

13.0 0.018505 0.014579 0.015263 0.788 0.825 0.830 5.036 0.582 

Table 3.7.5 4 節上下振動モード(無限水深)

(B=100mm) 

全長全幅比 Strip法 BEM 3 次冗修正係数Jv Jv の誤差

L/B T2inj TJinj (kgmm~ TJinj/T2i，ザ 解析解
(%) 

(kgmm2) Co{P) 2π Co{P) 27r 松浦32) Co{P) 27r 

5.0 0.001725 0.000699 0.000733 0.405 0.425 0.434 6.660 2.157 

6.0 0.002071 0.000986 0.001033 0.476 0.499 0.508 6.248 1.729 

7.0 0.002416 0.001294 0.001356 0.536 0.561 0.571 6.201 1.681 

8.0 0.002761 0.001619 0.001697 0.587 0.615 0.624 5.984 1.484 

9.0 0.003106 0.001952 0.002045 0.629 0.659 0.668 5.875 1.392 

10.0 0.003451 0.002291 0.002399 0.664 0.695 0.705 5.782 1.314 

11.0 0.003796 0.002635 0.002760 0.694 0.727 0.735 5.597 1.144 

12.0 0.004141 0.002979 0.003119 0.719 0.753 0.762 5.539 1.096 

13.0 0.004486 0.003324 0.003480 0.741 0.776 0.784 5.489 1.054 
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そこで、いずれの場合にも f2 7rJ の数値解の方が誤差は少なくて、ほぼ1.0%となってい

ることに注目する。計算理論の正確さからいえば、 f27r J の数値解を探用するべきではな

い。しかし、その理論は 1 次要素によって船体表面を近似したものであって、決して表面形

状を正確に表したものではなしミ。従って、運動エネルギの総量が解析解に近くなる f2 7rJ

の数値解を採用して評価を行う方が、回転楕円体に関する実際の現象を表せているものと考

えることができる。よって、これ以降に扱う数値計算では、 f2 7r J の数値解を採用するこ

ととする。

なお、 3 次元修正係数んに関する解析解との比較をFig.3.7.4に示しておく。同図におい

て、実線は解析解を示し、 f2 7rJ の数値解をO印で、 f CO{p)J の数値解をム印で示してい

る。

1.0 
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Fig.3.7.4 3 次元修正係数んに関する解析解との比較

計算値と実験結果との比較については後述するけれども、実験に用いた模型はL/B =11. α 

B=100mmのものである。そこで、この場合のメッシュ分割の様子をFig.3.7.5に示しておく。

また、立体内角Co{p) を27rとした数値計算の結果得られた圧力分布をFig.3.7.6(a)~(d) に示
す。
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(2) 有限水深

有限水深における回転楕円体の付加質量効果については、これを解析的に論じた文献38)

(Havelock， 1953)が有名で、ある。これに対して、その剛体振動モードについて境界要素法によ

る数値解析を行った例として文献62) ,43) (if， 1984， 1985)があり、弾性振動モードについて特

異点分布法による数値解析を行った例として文献44) (著者~1988)がある。そして、両者の数

値解は共にHavelock38) の解析解とは異なる結果となっているのが特徴である。これは、文
献62) (菅:1984) にて述べられているように、解析解38) を得るにあたって満足させる境界条

件が正確なものではないことに起因するものである。 具体的には、解析解38) において、船

体表面条件については正確に満足させているものの、水底条件と向由表面条件に関しては正

確には満足させていないものとなっているのである。従って、現在のところでは、両者の数

値解が正解であろうと考えられている。

本論文では、解析解38) 仰avelocι1953) と境界要素法による数値解54) (著者~1996) との比較

について述べる。 Fig.3. 1.2で、用いた回転楕円体の大きさに関わる記号のうち、有限水深に必

要な部分だけを抜き出してFig.3.7.7に示す。
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回転楕円体(有限水深)

文献38) (Havelock， 1953)で、は、浅水域と深水域における運動エネルギの差分をとって、こ

れを深水域における運動エネルギ、で、除したものを浅水影響として定義している。そして、回

転楕円体の全長全幅比L/Bが10.0よりも大きいという近似を施すことによって、大変便利な
近似式を与えている。本論文では、浅水域と深水域における運動エネルギの単なる比をとっ

て、これを浅水影響として定義することにする。

Fig.3.7.7 
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なお、解析解38) における変位分布は文献30) (L似合 192勿のものと|司じで、回転変位によ

る影響を考慮していない。これに対して、ここで示す数値解では文献32) (.松減 1960)の変位

分布に従うために、回転変位による影響も考慮したものとなっている。よって、厳密にいえ

ばこの両者を比較するべきで、はない。しかし、統一のとれた数値解を示すことのんーを重視す

るために、あえてこの両者の比較を示す。ただし、ここでは示していないが、回転変位を考

慮せず、にLewis30) 及びHavelock38) と同じ変位分布を用いた数値計算も実は行っている。と

ころが、それぞれの変位分布による運動エネルギの除算を行うために、変位分布の違いによ

る浅水影響の差はほとんど生じなかった。このことから、その結果をわざわざ示す必要はな

いと判断したことを付記しておく。

後述する実験に用いた模型はLIB=11.αBニ100mmの回転楕円体で、ある。そして、文献38)

(Havelock， 1953)での近似解はLIBが10.0よりも大きいとの近似を施すことによって得られてい

る。この 2 点の理由から、 LIB=11.0の場合の比較を Table 3.7.6 に示す。ここで、 T3がま無限
水深での運動エネルギ最大値、 T3shlは浅水域合hallow}での運動エネルギ最大値を示す。な

お、 4 節振動での解析解はないようなので空欄としている。 Havelockの解より、水深による

影響は低次振動モードほど顕著に現れ、高次振動モードになるにつれてその影響は小さくな

ることがわかる。そして、岡剛1体振動と弾性振動とを較ベればTら3お3sh幼hl〆/ケ〆

あるけれども、弾性振動向士を較べた場合にはそれほど差がないことがわかる。その傾向は

数値解にも現れているが、浅くなるほどに数値解(BEM) と解析解38) との飛離は大きくなっ

Table 3.7.6 各種振動モードにおける浅水影響 (LIB=11.0) (運動エネルギ)

水深喫水比 剛体上下振動 2 節上下振動 3 節上下振動 4 節上下振動

hlT 
BEM 解析解38 BEM 解析解38 BEM 解析解38ノ BE恥f 解析解

T3shilG, 4 T3shlit, 1inf T3dl1〆3mf T3sぢ24
3EFt/ Havelock Hαve 10 ck Havelock 

4.0 1.0./4 1.041 1.017 1.027 1.011 1.027 1.007 

2.0 1.196 1.165 1.126 1.110 1.114 1.107 1.101 

1.5 1.381 1.292 1.262 1.195 1.253 1.191 1.242 

1.3 1.549 1.389 1.384 1.260 1.380 1.254 1.374 

1.2 1.688 1.457 1.484 1.305 1.483 1.298 1.483 

1.1 1.915 1.54-1 1.643 1.363 1.645 1.355 1.658 

1.0 2.317 1.658 1.889 1.439 1.985 1.429 1.906 

一一 74 一一

ており、数値解は、解析解よりも大きな浅水影響があることを示していることがわかる。

最初に述べた理由により、数値解のJiが IE解であろうと考えることができる。

Table 3.7.6 を図にしてぶすと卵性振動がほとんど重なってしまう。そこで、剛体上下振動

と 2 節上下振動のみをFig.3.7.8に示す。同凶において、;長線は解析解を示し、剛体上ド伝動

モードの数値解をO印で、 2 節上下振動モードの数値解をム印で:'/J~ している。破線は数値解

を通るように引いた近似曲線である。

2.4 

T3shl 
一一一一一 2.2 
T3inf 

2.0 

1.8 

1.6 

1.4 

1.2 

1.0 

O 

，剛体-BEM

d「-2節-BEM
。

、?\

1.0 2.0 

剛体.解析解

2 節ー解析解

3.0 

h/T 

Fig.3.7.8 浅水影響係数T3shl/T3inÎこ関する解析解との比較

4.0 

また、 Table 3.7.1に示した計算モデルを用いて、全長全幅比LIBが5.0から13.0までの範囲に

ついて数値計算を行った。水深喫水比hlTニ1.5の場合を Table 3.7.7 に示す。同表から、剛体

モード及び弾性モードの双方に対して、上下振動に関する限り全長全幅比LIBによる影響は

ほとんどないといえる。なお、 Haνelock38) の近似式はLIB主10.0に対して得られているの

で、その範囲外については斜線で示している。数値解によれば、 LIB ぐ10.0に対してもLIBに

よる影響はほとんどないといえる。

また、実験に用いた回転楕円体模型 (LIB =11. αB=100mm ) の場合について、数値計算の

結果得られた圧力分布をFig.3.7.9(a)~(d)に示す。いずれも深水域と同じ変位を与えている。
水深が浅くなるにつれて圧力の高い領域が広がる様子がよくわかる。
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剛体上下振動モードにおける圧力分布(浅水域)
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Fig.3.7.9(a) 
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LIB 一二 11.0

B = 100.0 mm 
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Fig.3.7.9(c) 2 節上下振動モードにおける圧力分布(浅水域)
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(3) 岸壁有限水深

岸壁があって有限水深となっている場合の回転精円体に対する付加質量効果について、こ

れを解析的に論じた文献はみあたらない。そこで、若干の数値計算結果を示すことにする。

Fig.3.1.2と同じものをFig.3.7.10 として示す。

ここでも、文献32) (松減 1960)の変位分布を利用して、回転変位による影響をも考慮した

数値計算を行った。 L/B=11.0でh/T=1.5の場合の結果を Table 3.7.8 に示す。

y 

(運動jエネルギ)

z 

各種振動モードにおける岸壁浅水影響 (L/B=11.0)

(h/T=1.5) 

回転楕円体(岸壁有限水深〉

Z 

Fig.3.7.1 0 

Table 3.7.8 

L/B = 11.0 

B = 100.0 mm 

x 
h/T=1.1 

岸距半幅比 剛体上下振動 2節上下振動 3節上下振動 4 節上下振動

w/b T3w&s / T3inj T3w&s / T3inj T3w&s / T3inj T3w&s / 乃inj

。。 1.381 1.262 1.253 1.242 

4.0 1.382 1.263 1.253 1 ‘ 242 

2.0 1.460 1.303 1.288 1.271 

1.5 1.638 1.399 1.372 1.345 

1.3 1.821 1.498 1.458 1../22 

1.2 1.979 1.583 1.531 1.488 

1.1 2.244 1.724 1.648 1.595 

1.0 2.924 2.098 1.890 1.851 

lCa仰 =2 7L

X10-9 

4 節上下振動モードにおける圧力分布(浅水域)
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B = 100.0 mm 

L/B = 11.0 

h/T=1.5 

x 
w/b =1.1 同表で、 T3injま無限水深で、の運動エネlレギ最大値、 TJw&sは岸壁浅水域6伽ゲ~shallow)で、の

運動エネルギ、最大偵をポす。岸壁に近づくにつれてその影響は大きくなり、高次モードにな

るほどにその影響は小さくなることがわかる。その械子を、剛体上下振動と 2 節上下振動に

ついてFig.3.7.11 に示す。同凶において、剛体上下振動モードの数値解をO印で、 2 節上下振

動モードの数値解をム印で示している。実線および破線は数値解を通るようにづ|いた近似曲

線であり、破線は浅水影響のみをぷすもので'Fig.3.7.8の数値解と rJJ じ曲線、実線は岸権浅水

影響を表すもので Table 3.7 . 8 の結果を描いたものである。 1 点鎖線はh/T=1.5の剛体モード

における浅水影響を、 2 点鎖線は同じく 2節モードにおける浅水影響を表す。岸壁からの距

離が大きくなるにつれて、岸樫浅水影響はこれらの鎖線に近づくことを示している。
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また、回転楕円体模型 (LIB =11.αB=100mm ) の場合について、数値計算の結果得られた

圧力分布をFig.3.7.12(a)~(d) に示す。いずれも深水域と同じ変位を与えている。岸壁が近く

なるにつれて圧力の高い領域が岸壁側に広がる様子がよくわかる。
.w:ゆ河内

剛体上下振動モードにおける圧力分布(岸壁浅水域)Fig.3.7.12(a) 
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B = 100.0 mm 

L/B = 11.0 

h/T=1.5 
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3 節上下振動モードにおける圧力分布(岸壁浅水域)
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Fig.3.7.12(c) 2 節上下振動モードにおける圧力分布(岸壁浅水域)
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新しい減衰マトリクスの定式化4章

流体の粘性について船体振動の面から検討を加えた文献は非常に少ない。流体の粘性によ

る減衰力に最初に着目したのは文献27) (Stokes， 1850)であろう。 Stokes近似支配方程式(2. 1. 5)

とはこの文献27) にて使われた近似であることから、そう呼ばれているものである。そし

て、この文献27) の無限平板の水平振動による粘性流体の挙動について解析された部分を引

用して、文献51) (妹謬~1936) 、および文献52) (UJ"夜196ごりの解析はなされている。流体の粘

性による減衰力を船体振動に対して用いた文献は、著者の知る限りこの 2 つだけである。し

かし、文献27) では無限平板であるが故に水平方向の圧力勾配を無視した解析となっている

にもかかわらずこれをそのまま利用しているので、これらの文献51) ，52) では、船体そのも

のの振動による影響だけを評価して、流体運動における流速方向の圧力勾配に関する影響は

考慮されない結果となっている。著者はこれを無視するべきではないと考えて解析をおこな

い、粘性流体の理論を用いた新しい減衰マトリクス54) (著者 1996)を定式化した。

4. 1 境界層内速度分布

( 1 )速度ベクトルによる表示

既に述べたように、船体表面とそこにある粒子との聞にすべりはなく空隙も生じないもの

と考えれば、その粒子は船体表面に付着していることとなるから、その粒子の速度は船体表

面そのものの速度と完全に一致するものである。そして、粘性による影響が大きく現れてく

る振動境界層の領域は無視できる程に薄いと考えることができることから、層内における怯

線方向流体速度の法線方向への変化は非常に小さな重であると考えられ、むしろ、流体の法

線方向速度は層内で変化することなくそのまま境界層外端まで伝わると考えることができ

る。このような考え方から、船体表面そのものの法線方向速度は境界層外端での流体の法線

方向速度と等しいとおくことができた。これによって、ポテンシヤル問題の定式化が可能と

なり、これを解いた結果、境界層外端での圧力を得ることができた。

また、同じ理由により、即ち、振動境界層の領域は無視できる程に薄いと考えられること

により、層内における圧力の法線方向への変化は非常に小さな量であると考えることができ

る。よって、流体の圧力は層内で変化することなくそのまま船体表面まで達すると考えるこ

とができる。即ち、層内において、圧力は接平面に平行な方向へは変化するけれども法線庁

向へは変化しないと考えて、いわゆる境界層近似を施す訳である。境界層近似により、ポテ

/シャル問題を解いた結果得られる圧力を、そのまま境界層内の話に持ち込むことができる

ようになる。これは、非常に便利な近似となる。こうして決定された層内での圧力を用いれ

ば、 Stokes近似支配方程式(2. 1. 5)から層内での流体速度分布を決定することができる。さら

に、層内流体速度から散逸エネルギを計算することができるようになる。
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流体の法線方向速度は層内で変化しないことを仮定しているから、点。における接平面に

平行な速度ベクトルを定義すれば、その和によって層内の速度ベクトルは完全に定まる。そ

こで、接平面に平行な速度ベクトルを 3種類定義する。即ち、境界層外端の速度ベクトルを

うゆ、船体表面そのものの速度ベクトルをVs(Q)、境界層内の速度ベクトルをvb(lαんとおく。

境界層外端の速度ベクトルv，，(Iωはポテンシャル問題を解いた結果得られるもので、船体表面p 

そのものの速度ベクトルVilωは船体表面に付着している流体粒子の速度を表す。そして、層

内速度ベクトルVb(Q， Z)は振動境界層内部における流体の速度を表す。

振動問題においてVs(Q)は無視で、きない大きさであって、 Vp(Q) と平行なものでもないから、

層内速度ベクトルVb伶Z) はV/Q)から始まってねじれながらv ωに接続されることとなる。そp 

の様子をFig.4.1. 1 に示す。

l 

3 

。

Fig.4.1.1 境界層内速度分布 Vb伶Z)

流体の法線方向速度ベクトルは船体表面そのものの法線方向速度ベクトルと一致するもの

と仮定しているが、これをVn(Q) とおけば、境界層内の速度ベクト lレ1V(Q， z;t) はVb 0αみと Vn(Q) と

の和として、

1V(Q,;;t) = [ V b(Q，;) 十 Vn(1ω } eﾆt (4.1.1) 

にて表すことができる。
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ー方、境界層内の圧力P(Q， z;t) は境界層外端での圧力と等しいと仮定しているから、 (3.2.5)式

より、

P(Q,z;t) 一入 ρφ(0) e ﾆ t (4.1.2) 

となる。上 2 式を、 Stokes近似支配方程式(2. 1.5)

δV 
一一一二 一一二 grad(P) 十 ν V'2V 
at ρ 

(2.1 .5)再記

(4.1.3) 

に代入すれば、時間項eλt はキャンセルされて、

λ. ﾀ 
-.. [Vb(Q，Z) 十 Vn(Q)} = - grad[ øω/ 十 V'2[Vb0αみ十 Vn(Q)} (4.1引

lノ

となる。さらに、上式右辺の'gradientの項は境界層外端における速度ベクトルを意味するも

のであるから、

grad[φ (0) ) Vp(Q) 十 Vn(Q) (4.1.5) 

である。上 2 式により、境界層内支配方程式(4.1引は、

A 
- vb (iα z) 
lノ

λ 
11 Vp(Q) 十V'2[ V b(Q， z) 十 Vn(Q)} (4.1.6) 

となる。上式右辺第 2 項においてLaplace演算子の中身は境界層内速度ベクトルを示すまま

で変化しておらず、境界層内速度ベクトルについては 3軸方向のうち法線方向の変化が最も

大きいものと考えられるから、 Laplace演算子の微分演算のうちで法線方向の微分だけを考

える近似を行えば、 vn (iωの項は消滅して、

A
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一U
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(4.1.7) -1 

を得る。上式右辺第 l 項のv ，lQ)はポテンシャル問題の解によって既知となるから、未知数
p 

Vb(!αz) ~こ関する 2 階微分方程式となっていることがわかる。従って、境界条件を与えること

によってこれを決定することができれば、境界層内速度分布vbfQJjを得ることができる。
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上式を見慣れた形式で表せば、

A
U
一
p
-

h
n
一
2

η
一i

2

一
3

内σ

一

A 
- Vn (，ω 
νr 

A 
-;-Vb(Q,Z) (4.1.7) -2 

となって、関数Vb伶Z)は、一般解としてe士 az の形式の解を持つこと、及びVp(Q)なる特解を

持つことがわかる。ここで、

&ニ g (1 十 i)fK (4.1.8) 

である。なお、上式では(3.2.1)式にて定義した À =iω，i=/-Iの関係を用いている。そし

て、最右辺の根号部分を σ とおいて、 (2.2.4)式にて定義した振動Reynolds 数ん

Rs 
α;L2 

iノ

(2.2.4)再記

(4.1.9) 

を用いれば、

E
 
Z
 

α α(1 + i) (4.1.10) 

と表すこともできる。ここで、 Lは船の全長を表すものであった。

境界層外端において、速度分布'11b(Q， zJ は滑らかにうゆと接続されるべきであるから、境界

条件を

Vb(Q,Z) véω (αt z= 0) (4.1.11) -1 

Vb(Q,zJ Vp(Çり (αt z= ∞) (4.1.11) -2 

とおけば、微分方程式(4. 1. 7)の解は、

Vb(Q,Z) e- αZ [Vs(Q) - Vp(Q) J + Vp(Q) (4.1.12) 

となる。上式によって、境界層内の速度分布が決定できたこととなる。

90 

さて、上式は、単調波成分だけを考えて定式化したものであるから、実際の現象を完全に

表せているとは限らない。 Stokes近似支配方程式(2. 1. 5)を得るにあたって、{音調波成分を含

む変動調波成分による影響を無視できたのは流場全域を概観したからであって、振動境界層

に着目して検討を行った訳ではないのである。従って、変動調波成分による影響を何らかの

形で考慮する必要があろう。変動調波成分は、接平面と平行な速度成分だけに生じるのでは

なくて、法線方向の速度成分にも生じるであろう。そこで、流体力学的に定常流れである抵

抗推進の分野では、乱流による影響を簡単に取り扱うために見掛けの動粘性係数を用いて解

析を行っている 63) (.田中~1972) ことに注目する。振動問題においては流体力学的に非定常流

れであるから乱流とは呼びにくいが、法線方向の流体速度も存在するために、やはり境界屑

内は乱動に満ちた状態であると考えられる。従って、境界層内壁面近傍では、上式による速

度分布よりも速度勾配は大きいはずである。ところが、上式において動粘性係数 ν を大きく

してみれば、 Fig.4.1.2に示すように速度勾配は小さくなってしまう。これは、 (4. 1. 10)式の σ

が振動Reynolds数によって支配され、結果として速度分布もこれに支配されることによる影

響である。速度分布がこのような特性を持つ以上、見掛けの動粘性係数として ν よりも大き

な値を設定して乱動による影響を表そうとすることには無理があるように思われる。よっ

て、速度分布に対しては見掛けの動粘性係数を設定せず、に、動粘性係数 νのまま変更しない

こととする。なお、 Fig.4.1 .2は、 Vsとうとの方向が一致する特殊な場合を示している。

，、

Z 

Vp 

Vs 

νが大きいとき

境界層は厚い| ¥ 
/ 

Vp 

/ Vb 

νが小さいとき

Fig.4.1.2 動粘性係数 νの関数と捉えた場合の境界層内速度分布 Vb
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乱動による影響は表せていないものの、層流状態での境界層内の速度分布は(4. 1. 12)式に

より決定できたから、これによる勇断応力を決定することができる。

境界層内の速度変化は法線方向へのものが最も大きく、これに較べれば接平面に平行な方

向への速度変化は微々たるものであるから、 x軸およひ〉軸に垂直な平面をゆがめる作用をす

る歪速度が主成分となることがわかる。この歪速度に関わる明断応力は、接平面と平行な面

内で働くものに他ならない。従って、船体表面に作用する明断応力は作用反作用の関係によ

り Fig.4.1. 3の如きものとなって、流体に作用する明断応力のz=Oにおける値を採用すれば、

そのまま船体表面に作用する座標軸方向の勇断応力を得ることができることとなる。
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m
 

-
Eもn
 

…
α
m
 

t
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o 'C:て
τ;:. +一一子ここ t/;
k.... oZ --

o 'C;二
f …十一一ーヱ〆rqT37az 
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y dz 

x 
船体表面

ぷ語~~
。

Fig.4. 1. 3 砂平面における勇断応力の成分

以上の理由から、接平面と平行な面内で働く明断応力ベクトルのことを T b(Q， z) とおき、

その主成分となる法線微分項のみを考慮すれば、

T b(Q,z) 

《

U
一d
A
Z
 

V

一
司d

司d

一
υ
がρ

 
(4.1.13) 
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を得る。ここで、動粘性係数 ν に倍率係数βwを乗じることによって、見掛けの動粘性係数

νwを定義する。

」ノw 戸wν (4.1.14) 

Stokes近似によって無視された変動調波成分による影響、ひいては乱動による影響を、上式

を利用して補おうと考える訳である。そして、勇断応力の式(4. 1. 13) における動粘性係数 ν

を見掛けの動粘性係数 JJ w~こ差し替えて、

3Vh(Q.Z) 
T bw(Q,z) = ρνw ぺ

oz 
(4.1.15) 

にて明断応力 T bw(Q， z)を再定義することとする。これは、速度分布の式(4. 1. 12)では動粘性係

数 ν を JJ w~こ差し替えたりせずにそのまま扱うのに対して、明断応力だけをβJ音して評価

しようとするものであるから、一見非常に乱暴な方法にみえる。しかし、後でわかるよう

に、この倍率係数βwは速度分布の式(4. 1. 12)を修正するのと同じ効果を持つのである。従っ

て、メタwのことを速度分布修正係数と呼ぶことにする。

さて、見掛けの動粘性係数 νwを用いて計算を続けよう。上式右辺の速度分布Vbに関する

微分計算を行えば、

《

U

一
句
一

ム
U
一

"
v
一

司σ
一 a e αzivp(Q)-vdω] (4.1.16) 
oz 

であるから、勇断応力 Tbw(Q， z) は、

τ bw(Q，z) 二 ρνwα e αz [vp(QJ - vs(QJ } (4.1.17) 

となる。ここで、 z=Oとすれば、船体表面に作用する明断応力 Tsw(QJを得ることができて、

T sw(QJ ρνwι(1 十 i) [vp(QJ- (4.1.18) 

となる。上式右辺のο 十がは、7[/4の位相差を表している。即ち、速度[Vp(QJ -VS(Iω/に対して

ll'/4の位相差をもって船体表面に努断応力 Tsw(QJが作用することになる。この Tsw(Q)を絶対

座標系ヘ座標変換し、さらに船体表面で積分すれば、複素形式の線形減表マトリクスを得る
ことができる。
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ここで、速度分布修正係数としてのβwについて観察しておこう。速度分布Vb(Q， z)の式 (4.

1. 12) において、指数部分にメ1wを乗じて

V戸(Q，z) e-ßw αz [Vs(Q) - Vp(Q)} 十 Vp(Q (4.1.19) 

なる関数vβ(Q，z)を定義し、これを修正速度分布と呼ぶことにしよう。この関数は、 Fig.4 .1 .4

に示すように、 ßw>l.Oの範囲においてβwが大きくなるほどに境界層内壁面近傍での速度

勾配も大きくなる特徴を有するものである。よって、乱動による影響を表すためには好適の

特徴を持っていることがわかる。見掛けの動粘性係数 JJ wを用いない明断応力の式(4. 1. 13) に

上式を代入すれば、

r b(Q,Z) - ρν メタW3 eーん，c(Z [V s (iω - vp(iω/ (4.1.20) 

となり、さらに、 z=Oとすれば、船体表面に作用する勇断応力 TlQ)を得ることができて、

んρνJ三 (1 十 i) [Vp(Q)-Ts(Qノ (4.1.21) 

z 

v p 

き
…\ 

ふ
N
W
 

ρ
u
r
 

メタwが大きいとき

ノ止----

Q Vβ 

Figι 1.4 修正速度分布Vβ (Q，z)
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となる。上式は、見掛けの動粘性係数 νwを用いた場合の船体表面の明断応力 Tsw(Q)の式(4.

1 .1 8) と完全に一致していることがわかる。この意味で、倍率係数βwのことを速度分布修正

係数と呼ぶことができる訳である。

速度分布修正係数メタwがいかなる値を取るべきかについての理論解析は行っていないの

で、現状では、実験によってβwを決定するしか方法がないのが辛いところである。しか

し、後述する実験により、深水域ではメタw=l.Oとして良いことが判っている。これは、深水

域では乱動による影響は少ないことを意味している。

さて、上式の Ts(Q)からも複素形式の線形減哀マトリクスを得ることができる。複素形式

であっても線形減衰マトリクスとして得られるものであるから、振動解析に利用することは

できる。しかし、上式にて得られるのは船体表面に働く減衰力だけであって、水底あるいは

岸壁に働く減衰力を示すもので、はない。これを得るためには、水底あるいは岸壁において上

式と同様の式を導くこととなるが、これはあくまでも水底あるいは岸壁に作用する力であっ

て、船体表面に働く減衰力ではない。従って、興断応力を用いて減衰マトリクスを定式化し

ようとする限り、減衰作用を有する流体運動のうちで船体振動を抑制する力として表現でき

るのは、船体表面に関する部分だけとなってしまう。

そこで、粘性による散逸エネルギ、から減衰マトリクスを導く方法を考える必要が生じる。

散逸エネルギから導く方法によれば、水底あるいは岸壁において散逸されるエネルギが船体

表面変位の関数となるために、流体領域の境界面に作用する減衰力の全てを船体振動を抑制

する力として評価することが可能となる。よって、本論文では、上式による減衰マトリクス

を示すことは行わずに、散逸エネルギ、から導く方法を述べることとする (4. 2 節)。
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(2) 変位ベクトルによる表示

境界層内の速度ベクトルを表すにあたって、境界層外端の速度ベクトルv ωおよび船体表p 

面そのものの速度ベクトルVs仰を利用した。これらは本来、船体表面変位Uw{Q)の関数でーあ

る。ここでは、 Vp{1ωおよびVs(Q)が表面変位Uw(Q)のいかなる関数として表されるのかについ

て述べる。

まずは、境界層外端の速度ベクトルVn(Q)について述べる。 Vn(Q)は局部デ、カルト座標系にP' '<C/ . - -.  - ----- ~ u ~ p 

て記述されているものとして扱ってきたから、 v，，(iωを局部デ、カルト座標系にて表すことが最p 

終的な目標となる。しかし、速度ポテンシャルは内挿関数によって補間表現されていること

から、曲線座標系のパラメータわ，ので、記述されていることになる。従って、一度、局部斜

交座標系にて速度ベクトルを得ておいてから、これを局部デカルト座標系に座標変換するこ

とにする。

曲面上に点Qを始点とする微小弧長dsを考え、その絶対座標系に対する成分を (dx， dy， dzJ と

した様子をFig.4.1.5に示すo また、わ ， f2方向の単位接線ベクトルによって定義される局部

斜交座標系の座標軸を1，2と表し、微小弧長dsをI軸方向にとった場合をdS1、微小弧長dsを2

軸方向にとった場合をds2と表せば、点、Qが始点であることからds1 および、佑2は接平面上にあ
るものと考えることができる。なお、 3軸は法線方向を示す。

Z y 

¥dz 
-ーー一一ーーーー+

Q dx x 

。

接平面
通'

Q ds I 
『『

-、 l 

ご1
接平面

ー-Q ds
2 
一-\ 2 

Fig.4.1.5 曲面における単位接線ベクトルと微小弧長命

曲面上の微小弧長ぬは、

ds2 ーの2 十 ψ2 十 dz2 (4.1.22) 
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なる関係を満足し、その成分似x，dy， dzJ は曲線座標系のパラメータどl' ご2によって、

dx 
δχ 

十 一一- df2 
o f2 

(4.1.23) -1 

dy フ
h
t'b 

J
U
 

Y
一

0

3

一
θ

十 (4. 1.23) 之

dz 
oz 

十 一一一 df2
3 ご2

(4.1.23) -3 

と表される。従って、

ds2 { (計十(長y十(云y} 
r ox ox oy oy oz oz 1 

ナ 2dご1 d ど2 ~ 一一一一一一千一一一一一一千一一一一一- ~ 
l of1 of2 0 ど1 0 ご2 0 ご1 0 ご2 J 

ナ dご22

なる関係が得られる。

{ (長y十(長yナ(会y} (4.1.24) 

上式で、微小弧長dsをl軸方向にとってds1 とすればdf2はゼロとなり、微小弧長dsを2軸方

向にとってds2とすればdf1はゼロとなるから、

1 (3. 1.4)再記

(4.1.25) ど
j

h ; 
j 

(云判長y十(長r

なる関係が得られる。ここで、 jニ1，2である。さらに、速度ポテンシヤル￠仰をj軸で微分す

ればその方向の流体速度を得ることができる。/軸方向の境界層外端での流体速度を vplQ) と
おけば、

VpJ・0 ω
τ
 

μ
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一
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となる。上式の関係に、速度ポテンシャル φゅの内挿補間式(3.5.6)を代入すれば、

νmffω= γhj3榊
3 ごj

(4.1.27) 

k-1 

を得る。上式は要素mに関する式であって、マトリクス表示することができる。そのため

に、 økの係数をSpjk(QJ とかくことにすれば、

Sn il-(Q) 
P}K 

h.. 0NiQJ 

J 0 今

(4.1.28) 

となる。ここで、要素mの節点総数kmaxのことを単にKとかくことにして、マトリクス表示
の詳細を示せば、

う1(1ω| |斗 11 れい 11 �1 

Vplfω= 
φ2 

Sp21 Sp22 
.. .. 
Sp2K 11 ~ ~ (4.1.29) 

。 。 。 . . .'O  。 I IφK 

となって、境界層外端の速度ベクトルVp(Q)の局部斜交座標系における成分Vp1 (Q)が得られ
る。右上添字lは 3. 1 節の定義に従って付けたもので、局部斜交座標系における成分であ

ることを示す。なお、 Vn(QJは接平面に平行な速度ベクトルであるから、法線方向に相当するp 

上式中辺第 3 行はゼロとしておく。それに合わせて上式最右辺マトリクスの第 3 行もゼロと

しておく。そして、上式の関係を、

Vplfω [Sp) { φ} (4.1.30) 

3X1 3 xkmax kmax X1 

と表すこととする。上式右辺のマトリクス[Spl及びベクトル{Ø}に付けた上付き記号~は、要
素mの節点総数に関係するサイズであることを強調するためのもので、モデ、ルの全節点を表

す{Ø} とは異なるものであることを示している。

一方、速度ポテンシヤル{Ø}は (3.5.23)式の関係により節点変位(u ，)の関数となっているか
ら、要素mの局部節点から構成される速度ポテンシヤル{Ø} も、当然、節点変位(u ，)の関数
となる。(3.5.23)第 3 式を再記すれば、

{φ} = 入 [A氾} {uw} (3.5.23) -3・再記
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であり、 {Ø}から要素mに関わる節点部分だけを抽出して{Ø}を構成することができること

がわかる。これを行うためにμiB}の行成分のうち、要素mに関わる節点部分だけを抽出した

ものをμiB}とおけば、

{φ} 一 入 [AiB} {uw} (4.1.31) 

を得る。上式を、 vp(QJの局部斜交座標系における成分vplωの式(4.1.30) に代入すれば、

Vp
1 (Q) 入 [Sp} [AiB} {uw} (4.1.32) ー 1

3X1 3 xkmax kmax x3Nm似 3Nm似 Xj

となって、 Vp1 (QJを節点変位(u ，)の関数として表すことができる。なお、 μiB)の行数を減次

節点数Nminのサイズで表している場合には、自由表面との交線上に位置する節点、に関わる行

成分がμ沼/には含まれていないから多少の注意を要する。この場合には、 β〆の列成分のう

ち、自由表面との交線上に位置する節点の列を削除すればよいことになる。例えば、要素

mにこのような節点が2 つ含まれていたとすれば、 [S〆のサイズ、は3 X(kmax -2) となる訳で、あ

る o この仕max -2)~こ相当する節点数、即ち、 [AiB}を減次節点数Nminのサイズで表している場

合の要素mの減次節点数をあらためて弘前と定義すれば、上式は、

Vp
1 (Q) 入 [Sp} [AiB} {uw} (4.1.32) -2 

3X1 3 Xk_:M k_:M x3N_~v 3N_~v X 1 mm ~mzn 

となる。なお、減次節点数Nmin とは、 3. 6 (3) 節にて定義したものである。

以上によって局部斜交座標系における速度ベクトルを得ることができたから、次は、これ

を局部デ、カルト座標系に座標変換することにする。座標変換式(3. 1. 26)により、

Vp (lω VP2fω = [T1} Vp1 (1ω 
3X3 

(4.1.33) 

を得る。上式で、 Vn2(Q) とはV.Jiωの局部デ、カルト座標系における成分を表すもので、右上添P ''C/ - .~rp 

字2は 3. 1 節の定義に従って付けたものである。そして、境界層外端の速度ベクトルVp(Q)
は局部デ、カルト座標系における成分で記述されているものとして定式化を進めてきたから、

Vp2(Q) とはう(Q)そのものを表すことを示している。なお、 vp1 (1ωの第 3 行はゼロであること
から、 [T1)の第 3 列は計算結果に寄与しないことがわかる。従って、 [T1}の 3 行 3 列目の成
分1.0をゼロとみなして計算しても正しい解が得られる。即ち、 [Tj}の成分(3. 1.28)の特殊性
を閤酌すれば、 [T1}の第 3行及び第 3 列を考慮する必要がない訳である。
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Vwx I I N1 0 0 : N2 0 0 : .. .. : NK 0 0 Uw1 

I I I Uw2 
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上 2 式を利用すれば、
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(4.1.34) 

を得る。上式によって、境界層外端の速度ベクトルVn(QJは完全に定まったこととなる。p 

を絶対座標系において作図したい場合には、座標変換式(3.1.26) により、

VpO(1ω- [TOJ -1 Vp2(iω 

3X3 

(4.1.35) 

を得てから作図することになる。ここで、 VnO(QJ とはVn(Q)の絶対座標系における成分を表すP I'<J ~ '~'p 

ものである。なお、逆行列[TOJ -1 には、

[TOJ-1 (4.1.36) [TOJ T 

なる性質があるから、実際には逆行列計算を行う必要はなくて、 VnO(Q)の計算は随分と短いp 

時間で実行できることになる。 VnO(Q)を求めて作図すれば、船体表面の接平面に平行な速度
P 

ベクトルが描かれる。

では、次に、船体表面そのものの速度ベクトルVs(QJ について述べる o Vs(QJ は局部デカルト

座標系にて記述されているものとして扱ってきたから、 Vs仰を局部デ、カルト座標系にて表す
ことが最終的な目標となる。表面変位は内挿関数によって補間表現されていることから、曲

線座標系のパラメータわ， Ç2で記述されている。しかし、節点変位を絶対座標系における成

分で与える定式化を進めてきたから、内挿補間式(3.5 .3)の結果得られる表面変位も絶対座標

系における成分を表している o 従って、これを局部デカルト座標系に座標変換すればよいだ.

けである。ただ、注意するべきは、 vs (iωは接平面に平行な速度ベクトルであるから、法線方

向の成分を与えないように座標変換することである。

船体表面そのものの速度ベクトルを、法線方向速度も含めてvf仰と表すこととすれば、

内挿補間式(3.5 .3) より、

vwO(iω 

km似

λ L Nk(Q) Uwk 
k=1 

(4.1.37) 

と表すことができる。節点変位Uwkが絶対座標系における成分で与えられるから、 v \1介Q) も

絶対座標系における成分で表されている o VwO(Q)の成分をかwX'Vwy VwJ として、上式の関係を

マトリクスで表せば、
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となる。ここで、要素mの節点総数kmaxのことを単にKとかいている。そして、上式の関係
を、

VwO(iω λ [NwJ {Uw} (4.1.39) 

3X1 3 x3k_~v 3k_~v X1 max ~'~max 

と表すこととする。上式を、座標変換式(3. 1.26)により、局部デカルト座標系に座標変換す

れば、

Vw2(，ω = [TOJ VwO(Q) = ﾀ [TOJ [NwJ {Uw} (4.1.40) 

3X3 3 x3 3 x3k_~v 3k_~v Xj 
mαx ~~m仏工

を得る。上式で、 Vw2(Q) とは船体表面そのものの速度ベクトルの局部デカルト座標系におけ
る成分を表すものである。しかし、これは法線方向の速度成分も含むために、まだ、 Vsfoω と

等しいものではないo Vsωは接平面に平行な速度ベクトルであるから、 vw2(QJの第 3 行をゼ

ロとしたものこそがvéωに等しいものとなる。そのような作用を有する座標変換マトリクス

を[T2Jとすれば、 [T2Jとは[Tolの第 3 行をゼロとしたものである。(3.1.27)式の記号を用いれ

ば、

T n エlX nλ~ n;z nxO 

[T2J = 
~ T 

n�x nyy n�z nyO 

()T 。 。 。

(4.1.41) 

である。このf乃J:を用いれば、

vs(Q) = [らJ VwO(Q) λ [T2J [NwJ {Uw} (4.1.42) 

3X3 3 x3 3 x3km似 Jkmax X1 

となる。上式によって、船体表面そのものの速度ベクトルVs仰は完全に定まったこととな
る。なお、減次節点を使った解析をおこなっていても vsfQ) には全く影響がなくて、要素mの

減次節点数を考える必要はない。
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以上のようにして得られた速度ベクトルVp(Q)の式(4. 1.34)およびhoの式(4.1 .42)を、層流

状態速度分布式(4. 1.] 2)あるいは修正速度分布式(4. 1. 19) に代入すれば、変位の関数としての

速度分布表示を得ることができる。

層流状態速度分布の場合には、

Vb(Q,z) 入 e αz [[T2] [Nw] {uw}-[Tj] [Sp] [AiB] {uw}J 

十 λ [TjJ [斗 } [AiB } {uw} (4.1.43) 

となり、修正速度分布の場合には、

V ß(Q,z) 入 e-ßw αziiT211hwl{ん}一 [T11ikpli入iBJ {uw} } 

十入 [Tj ] [Sp] [AiB] {uw} (4.1.44) 

となる。
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4. 2 粘性による散逸エネルギ

( 1 )減衰マトリクスによる散逸エネルギ、

船体表面の各節点に作用する外力としての減衰力について考える。全節点に作用する減衰

力ベクトルを(Fwc(t)}にて定義し、変位の定義式(3.2.1) と同様に、時間項を変数分離して、

(Fwc(t) } {/wc} e 入 t (4.2.1) 

と表す。また、節点滅衰力(Fwc(t)}は節点速度に比例して作用する力であるから、その比例

定数としての減衰マトリクスを[C]とすれば、

(Fwc(t) } 一入 [C] {uw} e 入 t (4.2.2) 

となる。上式右辺の負号は、節点滅衰力(Fwc(t)}が船体表面に作用する外力であることを示
すものである。そして、上 2 式から、

{fwc} 一入 [CJ {uw} (4.2.3) 

なる関係が得られる。節点滅衰力ぴ'wc} とは流体から船体表面に向けて働く力であるから、
これに負号を付ければ、船殻が流体に働きかける力となる。従って、一ぴ'wc} による仕事を
計算すれば、それは流体中で散逸されるエネルギ‘を表すこととなる。

船体表面が流場に対して単位時間あたりになす仕事をdWwc(t)ldtとすれば、

dWwc(t 

dt 
Re [ 入 {uw } T e 入 t] Re [ -{f wc} e 入 t]

Re [ 入 {uw } T e 入 t] [C] Re [ 入 {uw } e 入 t] (4.2.4) 

となる。上式は、運動エネルギ、の式(3.6 .32) と全く同形で、減衰マトリクス[C]を節点速度ベ
クトルで挟んだ、 2 次形式にて表されていることがわかる。また、流場に対して単位時間あた
りになす仕事dWwc(t)ldtは必ず、正で、あって、負になることがあってはならないものである。
もしも、負になるようなことがあれば流場からエネルギを供給される瞬間があることとなっ

て、それはもはや減衰力ではなくなってしまうからである。また、 dWwcωIdtは必ず、正で、あ

ることから、散逸エネルギは時刻とともに増え続け、決して減ることがないものであること
もわかる。ただし、 [C]の両側から掛かっている節点速度ベクトルそのものがゼロとなる特
別な場合には、当然、 dWwc(t)ldtもゼロになる。しかし、節点速度ベクトルがゼロでないと
きには、 dWwc(t)ldtもゼロになってはならない。この意味で、上式の 2 次形式は常に正であ
るといえる。
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2 次形式が正であることから、 [C}は「正の定符号マトリクス」となることが知れる。さ

らに、 [C}が流体の粘性による減衰マトリクスである場合には、 [C}は対称行列となることを

後述する。そして、 「ある対称行列が正の定符号マトリクスとなるための必要十分条件は、

その対称行列の周有値が全て正となることである。」という定理が存在するから、標準固有

値問題において[C}の固有値は全て正となることを導くことができる。

さて、上式において節点変位(U wJの実部を(UwR)、虚部を(Uwl) とおけば、

dWwc(t) 

dt 
= cu2 [[ (UwR) T [C} (U wl) 十 (Uw 1) T [ C} (uご)} sin ωt cos ωt 

十 :シい{れ(Uwl) T [ 山J心ド}トH一寸{州 Tη[C引]川C∞OωS 

十う[州 T[C}fiり}十 (Uwl) T [C} (Uwl)} } (4.2.5) 

を得る。なお、上式では(3.2.1)式にて定義した λ =iω，i=/-lの関係を用いている。

そして、上式は単位時間あたりに散逸されるエネルギを示すものでもある。上式を 1 周期で

積分すれば、 1 周期あたりになす仕事Ecを得ることができて、

E~ = c /τιc(t) dt 
fl dt 

zω [(UwR) T [C} (U wR) 十 {uwり T[C} (Uwl)} (4.2.6) 

を得る。上式は、 1 周期あたりに流体中で散逸されるエネルギを表している。

運動エネルギ、の場合にはエネルギそのものの最大値を定義することができたが、散逸エネ

ルギの場合にはそれができない。なぜなら、時刻とともに散逸エネルギは増え続けるからで

ある。そこで、散逸エネルギを比較する場合には、上式の如く 1 周期あたりの散逸エネルギ

を用いることとする。あるいは、上式から周波数成分を取り除いたものを利用する。
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(2 )流体の粘性による散逸エネルギ

流体領域で散逸されるエネルギについて考える。まずは、見掛けの動粘性係数 νwを用い

た場合の散逸エネルギ、を定式化し、その後で、 ßwが速度分布修正係数としての効果を持つ
ことを示す。

流体の変形を生じせしめる仕事を表すた

めに、微小直方体をFig.4.2.1 に示す。単位時

間あたりに単位体積の流体がなされる仕事

をdW(t)Jdtとおく。まず、直歪速度を ε とお

いて、直応力 σによる単位時間あたりの仕

事は、それぞ、れx，y，z方向に、
ム

/匂
dy 

号/

σx め'dz εx dx (4.2.7) -1 I 'l'yz = 'l' zy 'l'x 

'l' zx 'l' xz 'l'y 

σydxdz εy 4.ノv (4.2.7) -2 'l'z 

σzdxdy εzdz (4.2.7) -3 Fig.4.2.1 微小直方体に作用する応力の成分

と表せる。次に、 x，y， z軸に垂直な面をゆがめる作用をする明断応力を z、明断歪速度を y と

おいて、これによる単位時間あたりの仕事は、それぞれ

τx dxdz yxdy (4.2.8) -1 

τY dxdy yy dz (4.2.8) ー2

τzdydz γzdx (4.2.8) -3 

と表せる。これらの総和が微小直方体に作用する単位時間あたりの仕事である。これを

dxdydzで、除せば単位体積の流体がなされる単位時間あたりの仕事となるから、

dW(t) 

dt 
σvε 十 σε 十 σε
x~x' ~y~y 

十 7' y Y 十7'lJ Y 十7' 7 Y Y I Y 
(4.2.9) 

と表すことができる。ここに応力ー歪速度の関係を利用すれば、一般的な表示式

川
一d

-peh-4ρνeheh + 2ρν(εJ+εJ 十 ε三)

十 ρ )J ( Y X2 十 yy2 ナ YZ2 ) (4.2.10) 



を得る。ただし、 ehは体積歪速度を表す。上式は、文献27) (Stokes， 1850)で現れ、そこで初め

て示されたものと思われる。今考えている流体は非圧縮性であるから、体積歪速度ehはゼロ

である。従って、上式右辺第 1.2 項は消失し、粘性係数 νが掛かった項だけが残ることと

なる。粘性係数 νが掛かる項は散逸エネルギを表しているから、流体になされる仕事は全て

散逸エネルギとなって熱に変換されることとなる。即ち、非圧縮性とした時点で仕事イコー

ル散逸エネルギとなる。そして、見掛けの動粘性係数 ν を用いた場合には、w 

dW(t) 
一一 = ρ 九 [2 (εX2 十勺2 十 εZ2 ) 十 ( YX2 十 yy2 十九2)J
dt 

(4.2.11) 

となる。また、明断応力ベクトルの式(4. 1. 13) ， (4. 1. 15)を得た際に境界層内速度分布の法線微

分項だけを考慮した経緯を思い出せば、直歪の項は無視することができる。さらに、勇断歪

の項のなかでも法線微分項だけを考慮すればよいから、

十 =μw [ {Re(守川2 十 ( Re(守川2J 山)

を得る。ここで、 vんおよび、vりは境界層内速度分布Vb(Q，z)のυ方向の成分で、あり、これらは
時間項を含むものであるから、その実部を採用した計算を行わねばならない。また、 Vb(Q，;)

のZ方向の成分はゼロであることから、上式は次のような内積で表すことができる。

竺竺 =ρνw Re(斗Teλ t) Re(呉ιeλ t)
m � � 

上式右辺のベクトル項にVb伶z)の微分式(4. 1. 16)を代入して虚数部分を整理すれば、

三学 e Àt - � e-�.� [VlJ(QJ-Vs(Q)} eﾀt P � 

(1+i) e i (ωt- αz) ・ ae- αz ・ [Vp(QJ - Vs(Q)} 

となる。ここで、 σ e- azは実数で、その他は複素数である。また、

A (1+i) e i (ωt 一 αz)

B [Vp(QJ - V/QJ} 

とおけば、
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(4.2.13) 

(4.2.14) 

(4.2.15) -1 

(4.2.15) -2 

Re(斗e Àt) = 
oZ 

Re( α e- αz ・ AJ!J)

1 一三
三 α e- a乙 (AB+A~ず) (4.2.16) 

と表すことができる。ここで、右上添字*は共役複素数を表す。上式を (4.2.13)式に代入すれ

ば、

dW(t) 

dt 
=ρνwα2 e-2 αz 十 団 T十 A*lB* T) (必ナ A*lB*) 

を得る。上式を展開するときのために、

AA 2i e 2i (ωt- αz) 

A*A* -2ie-2i (ωt- αz) 

M* -A*A - 2 

を準備しておく。

(4.2.17) 

(4.2.18) -1 

(4.2.18) -2 

(4.2.18) -3 

さて、このように計算してきたdWω/dtは、単位時間あたりに単位体積の流体領域で消失
される散逸エネルギ、で、ある。これを法線方向に、そして 1 周期にわたって積分すれば、点
Qにおける単位面積、 l 周期あたりの散逸エネルギEqωj

w=j:j7TL 必 (4.2.19) 

を得る。上式に (4.2.17)式を代入して時間に関する積分を実行すれば、 AA*およびA*Aの項だ
けが残って、

Eq(Q) ρ ん I a2 e -2 az d; _!!__ (l!J T l!J* 十 l!J*切
J O αJ 

となり、法線方向の積分も実行すれば、

Eq(Q) ρiノ w fE 互- (lB T lB* + ず T!fJ) 
2ω 

となる。上式の()内部を計算しておけば、
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(4.2.20) 

(4.2.21) 



( !lJ T !lJ* 十 B*TBj-fv TV *ナ V*Tvj 十 (V.. T V..* 十 V ネ TV..) - '~p ~p ~p ~p/ , ~s (4.2.25)式を (4ユ24)式に代入して、上式のマトリクスを利用すれば、

-f  fv TV *十 V*TV j 十 (V..TVn * ナ V..* T Vn) J (4.2.22) s/ "S  ~p 's 
ろω=μwG77ω2 [( (U山 Tfdll//u山十 fuwl) T [ゐ1J (uwl) 

となり、さらに、 v の実部をV~R 虚部をvJ 同様にv の実部をVß、虚部をvJとすれば、p---'_....,- "-~p 、

P
、 s-- ..."......-,- '--.. s 

十 ( f ~ w R ) T [Q 00 J (んR) 十/んIjTfdoo//ん1) ノ
(!lJ T !lJ* 十 !lJ *T!lJ) 2[(VnRTVnR 十 V/ T v/) 十 (V..R Tv ..R 十 V I TVsfj/ 

-
L '~p 'p ~p'p / , 'S 

-2ffvPR TvsR 十 VpI TvsIj 十 fvsR TVPR ナ V/ T vpI ) J (4.2.23) 
ι
 

- ( (uw
R) T [Ql0J (~wR) 十 /uwfjT fdloffdwIj ノ

(4.1 .10)式 ( (~♂)T[ふJT fUwR) 十 {iJ}T[むIJOJT f uwl ) ) ] 
(4.2.27) 

となる。上式を (4.2.21)式に代入して、 (4. 1. 10)式によって σを書き換えれば、

明ニ ρνwJZfffvpRTVpR リハ1) 十印sRTVshvsITVsI
- [(vnRTv/ 十 v.，IT v/) 十 (v..R TVnR 十 V/T v/ ) J / (4.2.24) P ~s/ "S  'p 's ~P/JJ 

を得る。これによって、 Eq(Q) も変位の関数として記述されたこととなる。上式を観察すれ
ば、 νw と σだけが流体の粘性に関わる値であり、その他は粘性とは全く関係のない値であ

ることがわかる。そして、 [QJJJ、 [0001、 [QJo1はそれぞれポテンシャル流場による影響を表
すものである。具体的には、 [QJ1Jがうによる影響を、 [Qool~ivsによる影響を、 fdl〆はりと
Vsとの相互影響を表している。また、上式は減衰マトリクス[CJの散逸エネルギ‘Ecの式(4.2.6)
とそっくりで、これらのマトリクスによって[CJを構成できそうであることがわかる。上式
を計算することにより、船体表面の任意点Q~こおいてEq(Q)を知ることができる。

となる。上式が、速度ベクトルを用いて表した場合の、点。における単位面積、 1 周期あた

りの散逸エネルギ、Eq {iωの計算式であるo

振動問題においてはEq(Q) も変位の関数としておく方が都合がよい。そこで、 (4. 1. 34)およ

び(4. 1.42)式の関係を利用してEq(Q)を変位の関数に書き換える。これらの式より、

ー

VpR(Q) 一ω [TjJ [Sp J [ AiB J (uwI) (4.2.25) -1 

Vpl(Q) 
司v

ー

ω [TJJ [SpJ [A沼J (u♂} (4.2.25) -2 

司V

VsRfQj 一ω [T2 J[NwJ (uwI) (4.2.25) -3 

V/(Q) 
内w

ω/乃J{NwJ (uwR) (4.2.25) -4 

なる関係を得るから、次に不すマトリクスを準備しておく。

ー ー ー ~ ~ 
[Q11J [ AiB J T [Sp J T [TJ J T [TJ J [Sp J [AiB J (4.2.26) -1 

ー ~ 縄旬 内w

[Ql0J [AiBJ T {SpJT {TjJ T [T2J {NwJ (4.2.26) -2 

ー 崎ν 内W

[QooJ [NwJT[T2JT[らJ (NwJ (4.2.26) -3 
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なお、上式を視察すれば、粘性による影響を表す項はよIW aなる乗算となっていることに
気づく。ここで、 1J wのことを (4. 1. 14)式にて定義した倍率係数βwを用いて νβwと書き換え
れば JJwa は νβw a となって、 ν にメ]w aが掛かったものと理解することができる。これ
は、単位時間あたりの仕事の式(4.2.11)の段階において、見掛けの動粘性係数 νwを用いず、に
本当の動粘性係数レで表して、速度分布として (4. 1. 19)式の修正速度分布Vβを採用した場合
と同じ結果となることを示している。具体的にかけば、

空笠 =ρνw Re(斗シt) 阿呉ιeλ t)
~ 3z 3z 

(4.2.13)再記

から散逸エネルギEq(Q)を計算してきたのに対して、

dW(t) 

dt 
-ρν Re(子;AtjReqeAリ (4.2.28) 
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を計算のスタート時点としても良いことを示している訳である。上 2 式の違いは、 νwが u

に、そして速度分布 Vbがvβに変更されているだけである。上 2 式のどちらを計算しても同

じ結果を得るという意味において、倍率係数メタwのことを速度分布修正係数と呼ぶことがで

きる訳である。これは、船体表面に働く明断応力の式(4. 1.21)の段で述べた内容とも一致す

るものである。従って、以降、散逸エネルギEq(Q)の式(4.2.27)のことを、

円ω= 7[ωん ρνJ デ~[( {UwR) T (QllJ (UwR) 十 (Uwl) T (ιjJ (Uwl) ノ, 21ノ

十( (~wR) T (ゐooJ (~wR) 十{山) T {QOOJ (日))

- ( (U w R ) T {Q j 0 J (U wR ) 十 { U}ρ 

ー ( (~wR) T (QjOJT (UwR ) 十 {iJ}T[む川 T{吋))J

(4.2.29) 

と表すこととする。速度分布修正係数βwは、船体表面の場所によって異なる値をもつべき

ものである。しかし、それを決定することは難しいので、本論文では、これを一定値として

扱うことにする。即ち、上式を船体表面で積分する際には、 βwを積分記号の外ヘ出せるも

のとして取り扱う。

さて、このあたりで、{QjjJ、 {Qool、 {Qjolに含まれる座標変換マトリクスの積について述べ

ておく。まず、 {QllJには{TjJT{TjJなる項が含まれている。これをダイアド積で表せば、

{TjJ T {TjJ nil nil T 十 n;l n;l T 十 nz1 nふ T (4.2.30) 

となる。ところが、 fνの作用により {T1Jの 3 行 3 JIj目の成分1.0をゼロとみなして計算して

もよいことを (4. 1. 33)式の段で述べた。従って、 nzlをゼロベクトルとみなしでも良い訳で、

{Tj1J FtJl nil T 十 nJ1 41 T (4.2.31) 

にて{TllJを定義すれば、 {QllJに含まれている{T1JT{T1Jの項をこの{T11Jに差し替えても良い
こととなる。むしろ、この{T1jJを使って(QllJを表しておく方が、速度ベクトルのx，y成分を

利用した散逸エネルギ、であることがよく理解できょう。その意味で、文献54) (著者~1996)で

は{T1jJを利用している。なお、任意行列とその転置行列を乗じたものは必ず対称行列とな
ることから、 {T1JT{T1Jは対称行列でトある。また、上式のダイアド積もその形式となっている
から、 {T1jJも対称行列である。
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次に、 {QJ(}には{TjJT{T2Jなる項が含まれている。これをダイアド積で表せば、

{T1J T {ら/=nil njoT 十 nJ1 40T 十 n~ 0 T (4.2.32) 

となる。この場合には、上式右辺第 3 項は必ずゼロとなるから、

{TjOJ -nil nJoT 十 nJl nJoT {T1 J T {T2J (4.2.33) 

にて/乃〆を定義すれば、これは必ず、{TjJTtら/と等しいものとなる。よって、 {QJ(Jに含まれ

ている{TjJT{Tjの項を{TJ(Jとかくことができる。

同様に、 {Qoolには{TjT[ら/なる項が含まれている。これをダイアド積で表せば、

{T2J T {ら/=nJonjoT 十 njonJoT 十 o OT 

となる。この場合にも、上式右辺第 3項は必ずゼロとなるから、

{TOOJ -njonjoT 十 nJOFtJoT {T2J T {T2J 

(4.2.34) 

(4.2.35) 

にて{Toolを定義すれば、これは必ずfらJT{ら/と等しいものとなる。よって、 {Qoolに含まれ

ている{T2JT[む/の項を{Toolとかくことができる。なお、任意行列とその転置行列を乗じた

ものは必ず対称行列となることから、/乃JT[乃/は対称行列である。よって、 {Toolも対称行
列である。

上記によって定義された{T11J 、 {T1 ol 、 {Toolを用いて{QllJ 、 {Qo〆、 {Qlolを表しておけ
ば、
-
{QlJJ { AiB J T {Sp J T {Tll J {Sp J {AiB J (4.2.36) -1 

3NmαxX3N 

，、

{Q10J {AiBJT {SpJT {TjOJ {NwJ (4.2.36) -2 

3Nmax x3kmax 

ー

{QooJ { N w J T {TOO J {N w J (4.2.36) -3 

3km似 X3km似

である。以降、上式の記号を利用することとする。

なお、 {QllJに注目すれば、対称行列{Tj1Jを挟んで行列{SJ{A制及びその転置が掛かって
いることがわかる。このような形式も必ず対称行列となるから、 {QllJも対称行列である。
そして、同じ理由により fd。〆も対称行列となる O
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4. 3 減衰マトリクス

( 1 )船体表面に関する減衰マトリクス

さて、 (4.2.29)式によって得られたEn0ωは、点Qにおける単位面積、 1 周期あたりの散逸エq 

ネルギであるから、これを要素m上で積分すれば 1 周期あたりの散逸エネルギEmを得ること

ができる。前述の如く速度分布修正係数βwを一定値として扱えば、 ßwと節点変位とは共
に積分には関与せず積分記号の外ヘ出すことができるから、結局は、 [QnJ、 [Qoo1 、 [Q101を

積分することとなる。さらに、船体表面全域での積分とするために、各要素におけるEmの

総和をとれば、船体表面で消失される全散逸エネルギESHを得ることができる。

まず、 [QnJの積分について考える。 [Q11Jに含まれるμiBJは積分には関与せず、積分記号

の外ヘ出すことができるから、

! [QllJ dS(Q) = [入iBJ T ! [ Sp J T [Tn J [むJ dS(，ω [A制問
!1SH !J.SH 

3Nm似 X3Nmax 3Nmax xkmin k_:_ xk mm. '~mzn kmin x3Nmω 

となる。ここで、 !1SHは船体表面の微小要素であることを表す。そして、各マトリクスのサ

イズは減次節点数ぺ

ている O なお、 kmin とは要素に関する減次節点数のことで、 (4. 1. 32)式にて定義したものであ

る。減次節点を用いない場合には、 kmin をkmaxと書き換えればよい。

上式右辺の積分項内部をβ'cnJとおけば、

[Scn J 
kmin xkmin 

[ Sp J T [Tn J [Sp J 

kmin x3 3 x3 3 xkmin 

(4.3.2) 

kαm) 

[SCl1J 

口
「

[ScmllJ 
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1 X1 

1 xl k_:_ xk mm. ....mm kmin x3 3 x3 3 xkmin ,,, 

N_:_ xN mzn. "mm 

Fig.4.3.1 [Sc11Jの成分と拡張マトリクス[ScmnJ

となって、これを模式的に示せば、 Fig.4.3.1のようになる o [ScllJの成分の位置は関与する節

点の番号によって決まる。要素m上に節点、iと節点jがあるとすれば、その局部節点番号kは、

それぞれk氏Wおよびkαωにて表てことができる。そして、 βjの第k列のベクトルをSpk、

β'c11Jのk(i， m)行kú:m)~1j 目の成分を[Sc11Jijと表せば、

[ScllJ ij 
1 Xl 

Spk(i.m) T [Tll J SpkO:m) 

1 x3 3x3 3Xl 

(4.3.3) 

となる。上式は節点番号iとjに関する成分を与えるものであるから、要素mの節点数で支配

されるマトリクスである[ScllJを、メッシュモデルの全節点数で支配されるマトリクスに拡

張できることを示している。今、 [AiBJについては減次節点数Nminを用いた場合を示してい
るから、拡張マトリクス[ScmllJをNmin xNminなるサイズとして定義すれば、その成分が上式
にて与えられる訳である。その様子も Fig.4.3.1 に示しである。 [ScmllJの i行j列目の成分を
β'cm llJ ijと表せば、

[S・'cmllJij= [SCllJij - Spk(l;m)T[T]JJSpkO:m) (4.3.4) 

1 Xl 1 x1 1 x3 3x3 3xl 

となる。なお、節点iと節均「が同じ要素m上にないときには、上式右辺をゼロとせねばなら

ない。この場合をゼロとすることにより、 μiBJをもμiBJに拡張できることとなって、

! [Qmll J dS(Q) - [AiBJ T!  [Scm]J J dS(，ω [A副
!1SH 

-!J.SH 

(4.3.5) 

3Nm似 X3Nmax 3N~~~ XN_: max. ."mzn Nmin XNmin Nmin X3Nmax 

を得る。上式左辺で、[QmllJは[Q]JJと同じものであるが、右辺を拡張した都合から記号を変
えておく。なお、減次節点を用いない場合には上式右辺で‘NminをNmaxと書き換えればよい。

船体表面全体で、積分する場合には、全ての要素について上式の総和をとればよい。これを
(QlJJと表すこととすれば、総和記号xは[ScmllJの積分項だけに作用することとなって、

Mm似

[QllJ = L I [Qm11J dS(Q) = [A沼J T [Scll J [A沼J (4.3.6) 

3Nmax x3Nmax m =1 
-
!1SH 3Nmax XNmin Nmin xNmi・'n Nmin X3Nmω 
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(4.3.7) 
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二図:泌がf-二
1 xJ 

[Sc101 

J XJkmax JXJ kmin xJ k_;_ xJk_~~ mln" " "''''max 

~ } : 

:二二\仁図: ::::
1 xJ 

[Scm101 
を得る。 (4.3.6)式により、船体表面全域を対象とした[Qll1を得ることができた訳である。そ

して、 [Qll1は対称行列となるものである。なお、上式の[Scll1を計算するにあたっては、付

加質量マトリクスを定式化する際に用いた[Slと同様の形式にて処理できる方が便利であ

る。 Fig.3.6.2を参考にして節点iに属する要素のグループ。を考えれば、 [Scll1のi行j列目の成分

をβ'c111ijと表して (4.3.4)式を利用することにより、

ω
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似M
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[Sc101の成分と拡張マトリクスβcmlofFig.4.3.2 

Nmin XJNm似

(4.3.8) dS(iω j ふ{im)T{T111Mm
企SH 1 xJ JXJ JX1 

削
工
寸L
 

1 x1 

ョ，、，

」ー」ー

(4.3.11) 

そして二 [Splの第k~1jのベクト}レをSpk、 [Nwlの第k号、香巴のマト 1) クスを[Nwlkとおく。

で、川wlkとは、 3x3なるサイズの単位行列を仰とすれば、 (4. 1. 38)式より、

Nk�:m) [11 

1 x1 J xJ 

[Nwl k(j,m} 

JXJ 

を得る。上式で用いた記号MωおよびLは(3.6.16)式に示したS0・のときと同じものである。そ

して、節点iと節点/が同じ要素m上にないときには、上式右辺の積分項をゼロとせねばなら

ないこともS0・と同じである。従って、 suを計算しながら[Sc111ijも計算できて効率的であるこ

とがわかるであろう。

にて表されるものである。さて、 βc101の行節点k(i， m)、列節点、k(j， m)にある行ベクトルの成

分を[Sc101ijと表せば、次に、 [Q101の積分について考える o [Q101に含まれるμ沼/も積分には関与せず、積分記号

の外ヘ出すことができるから、

f ~む101 dS(Q) 
t1SH 

JNm，似 XJk

(4.3.12) Spkιm} T [T101 [Nwl k(j, m} 

1 xJ JXJ JXJ 

[Sc101 ij 
1 xJ 

(4.3.9) dS(Iω [AiBl T I [斗1T [T101 [Nwl 
-t1SH 

となる。上式は節点番号iと/に関する成分を与えるものであるから、要素mの節点数で支配
されるマトリクスである[Sc101を、メッシュモデルの全節点数で支配されるマトリクスに拡
張できることを示している。今、 μiBlについては減次節点数Nminを用いた場合を示してい
るから、拡張マトリクス[Scm101をNmin x3Nmaxなるサイズとして定義すれば、その成分が上
式にて与えられる訳である。その様子も Fig.4 .3.2に示してある。 [Scm101の行節点i、列節点
jにある行ベクトルの成分を[Scm101ijと表せば、上 2 式より、

kmin XJkm似

となる。ここでも、減次節点を用いない場合には、 kmin をkm仰と書き換えればよい。

上式右辺の積分項内部を[Sc101 とおけば、

JN_~~ xk max '~mzn 

Spk(i,m} T [T101 

1 xJ 

[Sc101 ij 
1 xJ 

(4.3.10) [Spl T [T101 [Nwl 

kmin xJ J xJ 
似m
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(4.3.13) Nkú~m} 
1 x1 

[Scm101 ij 二
1 xJ 

JXJkm似

JXJ 

となる。なお、節点、iと節均が同じ要素m上にないときには、上式右辺をゼロとせねばなら
ない。この場合をゼロとすることにより、バiBlをもμiBl~こ拡張で、きることとなって、

となって、これを模式的に示せば、 Fig.4.3.2のようになる。 βc101の成分の位置は関与する節

点、の番号によって決まる。要素m上に節点、iと節均があるとすれば、その局部節点番号kは、

それぞれkιm)およびk(J:m) にて表すことができる。
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最後に、 [Qo〆の積分について考える。 [Qoo1の場合には積分記号の外ヘ出すことができる

ものはないから、

(4.3.14) dS(iω [A沼JT I [Scm10J 
t1SH 

Nmin xJN, 

I Z Qm 10J dS(Q) 
t1SH 

JNm似 XJNm，似

(4.3.18) j [ﾑwJ T [TOOJ [ﾑwJ dS(Q 
t1SH 

Jkm似 XJkm似

ω
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，E・、
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似

j

b

w

 

n
U

ぅ
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c
q
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f
f
u
A
均

JN_~~ xN_: max "mzn 

を得る。上式左辺で、fση101は[Q](}を拡張したマトリクスである。これに合わせて[Q101~こ掛

かっていた変位ベクトルムJも拡張されて、 {uj と表されることとなる。なお、減次節点を

用いない場合には、上式右辺で、NminをNmωと書き換えればよい。
となる。ここでは、減次節点を使うかどうかに関わりなくマトリクスサイズはら仰に支配さ

れ、 kminは現れない。

上式右辺の積分項内部をβ'coo1とおけば、

船体表面全体で積分する場合には、全ての要素について上式の総和をとればよい。これを

{QJ(Jと表すこととすれば、総和記号Zは{Scm101の積分項だけに作用することとなって、

M山~~

t-----j 小10J dSω 
m ニ1 t1SH 

(4.3.19) {NwJ T [TOOJ [NwJ 

JXJkmax JXJ Jkm似 XJ

[ScooJ 
Jkm低 XJkmax

(4.3.15) {AiBl T (Sc101 

Nmin XJNm似

[Q101 

となって、これを模式的に示せば、 Fig.4.3.3のようになる。 βcoo1の成分の位置は関与する節

点の番号によって決まる。要素m上に節点iと節均があるとすれば、その局部節点番号kは、

それぞれk伐m)およびk(J:m) にて表すことができる。そして、ここでも (4.3.11)式の[Nwlkを利

用する。 [Scoo1の行節点k(i， m)、列節点kιm)にある小マトリクスの成分をdco〆0・と表せば、

(4.3.16) 

3Nmax xNmin 

?/m川ω
mニ1 t1SH 

3Nmax X3Nm似

[ Sc101 
N_;_ x3N mm ~"max 

(4.3.20) [ NwJk(l伐~m) T {To，ω0 1 {NwlkOι~ m. 
3X3 3x3 3x3 

[ScooJ ij 
JXJ 

を得る。 (4.3.15)式により、船体表面全域を対象とした{QJ(}を得ることができた訳であり、

その際に変位ベクトルも拡張されたことに注意しておく。なお、ここでも上式の[Sc1 01を計

算するにあたって、付加質量マトリクスを定式化する際に用いた{Slと同様の形式にて処理

することができる。 Fig.3.6.2を参考にして節点iに属する要素のグループを考えれば、 [Sc1ol

の行節点、i、列節均にある行ベクトルの成分を(Sc10ら-と表して (4.3.13)式を利用することによ

り、
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[Scoo1の成分と拡張マトリクス{Scmoo1

Jkm似 X33km似 X3km似

Fig.4.3.3 

JN..../yv x3N max --__"'max 

3X3 

を得る。上式で用いた記号MωおよびLは(3.6.16)式に示したS0・のときと同じものである。そ

して、節点iと節，持・が同じ要素m上にないときには、上式右辺の積分項をゼロとせねばなら

ないこともS0・と同じである。従って、 Sij・を計算しながら{Sc1 01ijも計算できて効率的であるこ

とがわかるであろう。
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となる。上式は節点番号iとjに関する成分を与えるものであるから、要素mの節点数で‘支配

されるマトリクスである{Sco〆を、メッシュモデルの全節点数で支配されるマトリクスに拡

張できることを示している。今、拡張マトリクス{Scmoo1を3Nm似 x3Nmaxなるサイズとして定
義すれば、その成分が上式にて与えられる訳である。その様子も Fig.4.3.3に示しである o

{Sん01の行節点i、列節均にある小マトリクスの成分をβんのと表せば、上式と (4.3.11)式

とにより、

{Scm001ij= {Sc001ij ニ Nk(i，mJ Nk(j, m} {Tool (4.3.21) 

3X3 3X3 }X} }X} 3x3 

となる。なお、節点iと節均が同じ要素m上にないときには、上式右辺をゼロとせねばなら

ない。これによって、 β'coo1をβcmoolに拡張した積分を計算できることとなって、

I~~町/必ω=fsmol dSω (4.3.22) 

3N_~~X3N 
mαx 

3N_~~ x3N max' '~"max 

を得る。上式左辺で、[QMoo1は{Qoo1を拡張したマトリクスである。これに合わせて{Q。〆に掛

かっていた変位ベクトル{uj も拡張されて、 {ujと表されることとなる。

船体表面全体で積分する場合には、全ての要素について上式の総和をとればよい。これを

{Qoo1と表すこととすれば、

{Qool = 

ル1mαx

L I {QMool dS(QJ = {Scoo1 
m ニ1 -t1SH 3Nmax X3Nmω 

(4.3.23) 

3Nmax X3Nm似
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(4.3.24) 

を得る。 (4.3.23)式により、船体表面全域を対象とした{Qoo1を得ることができた訳であり、

その際に変位ベクトルも拡張されたことに注意しておく。また、 {Qoolは対称行列となるも

のである。なお、ここでも上式の{Scoo1を計算するにあたって、付加質量マトリクスを定式

化する際に用いた{Slと同様の形式にて処理することができる。 Fig.3.6.2を参考にして節点

iに属する要素のグループを考えれば、 {Scoo1の行節点i、列節均にある小マトリクスの成分

を[Scoo1ijと表して (4.3.21)式を利用することにより、
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(4.3.25) 

を得る。上式で用いた記号Mωおよび':r は (3.6.16)式に示したSij・のときと同じものである。そ

して、節点iと節点jが同じ要素m上にないときには、上式右辺の積分項をゼロとせねばなら

ないこともsuと同じである。従って、 S0・を計算しながら{Scoo1ijも計算できて効率的であるこ
とがわかるであろう。

以上によって、拡張マトリクスは全て準備できた。即ち、 (4.3.6)式の{Qll1、 (4.3.15)式の

[Qlo1、 (4.3.23)式の(Qo〆を計算することにより、船体表面全域で散逸されるエネルギESHを

知ることができる訳である o ESHとは、 (4.2.29)式によって得られたEq(Q)を船体表面全域で積

分したものであるから、これらの拡張マトリクスを用いて表せば、

ESH = ん仰向

一

十 ( {u♂)T{Qω {u♂}十 {uwl)T (Qool (UWI))  

- ( (Uw
R) T (Ql01 (UwR) 十 (U wJ ) T {Q101 {U.ρ 

ー ( (U♂ ) T [Ql01 T (U♂}十 (Uwl) T [Ql01 T {Uwl } ) ] 

(4.3.26) 

となる。上式において、節点変位ベクトル{ujがモデルの全節点を表すサイズとなっている
ことに注目すれば、変位ベクトルについてまとめることができて、

[QsHl {Q11 1 十 [Q∞1 - ( [Ql01 十 [Q川 T) (4.3.27) 
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なるマトリクス{QSJ}を定義することができる。そして、上式右辺第 1 ， 2 項の{QllJおよび

{Qoolは対称行列であり、第 3項の([Qjol 十{QJ(Jりも対称行列となるから、 [QSHJは必ず、対称

行列となることが知れる。 上式を用いて船体表面での散逸エネルギESHを表せば、

ESH ニ πωβwρν巳[r吋} T [QSHJ rり} + r uwI} T {Qs山

となる。上式は、一般の減衰マトリクスによる散逸エネルギの式(4.2.6) と全く同じ形をして

いることがわかる。従って、上式と (4.2.6)式とを等賀すれば、 NPちESH とEc とを等しいとお

けば、船体表面での散逸エネルギが等しくなるような減衰マトリクスを得ることができる。

この減衰マトリクスのことを等価減衰マトリクスと呼ぶことにして{CSHJとおけば、

{CSHJ = βwρνJ三 Iω (4.3.29) 

を得ることができる。 {Qsnlが対称行列となることから{CSJ}もやはり対称行列となる。そし

て、 {CSJ}は「正の定符号マトリクス」となるから、標準固有値問題において(CSHJの固有値

は全て正となることを導くことができる。

上式は、従来にはなかった新しい減衰マトリクス54) (著者~1996)であり、これを用いるこ

とによって一層効果的な振動解析が行えるようになった57) (著者~1996)のである。
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(2 )岸壁及び水底に関する減衰マトリクス

さて、岸壁あるいは水底にも振動境界層は存在する。 (4.2.29)式によって得られた散逸エ

ネルギEqωj は点Qを船体表面にとった場合を示すものであるが、岸壁あるいは水底において

はVsをゼ、ロとして扱えばよいだけである。即ち、表面そのものの速度をゼロとする訳であ
る。 (4.2.24)式の段階でこれを行えば、りに関する項だけが残るから、結局は[QjjJについて

のみ計算すればよいことになる。ただし、 (QllJに含まれるμiBJ， [Spl, [TjjJの各項について

は、岸壁あるいは水底表面の速度ポテンシヤルを表すものとせねばならない。これは、 Vpが
岸壁あるいは水底表面の境界層外端速度ベクトルとなることから明らかであろう。従って、

まずはこれらの表面におけるv を得る必要がある。p 

岸壁あるいは水底の表面におけるv を得るためには、それら表面における速度ポテンシヤ
P 

ルを求めればよい。岸壁有限水深のGreen関数を用いた離散化方程式(3.5 .23) によって船体表

面の速度ポテンシャルが既知となれば、積分方程式(3.4.1) より流体領域の任意の点、の速度ポ

テンシヤルを得ることができるから、岸壁あるいは水底の表面における速度ポテンシャルも

得ることができる。それらの表面をあらかじめメッシュ分割しておいて、メッシュ節点にお

ける速度ポテンシャルを得れば、要素内部の速度ポテンシャルを内挿補間することによって

表面における速度ポテンシャルは全て既知となる。 v はその微分にて与えられるからこれもp 

また既知となる。従って、これらの表面にて散逸されるエネルギ、も定式化できるのである。

岸壁および水底の表面をあらかじめメッシュ分割しておいて、そのメッシュ節点に点Pを

とる。そして、点pにおける速度ポテンシャルをの仰とすれば、積分方程式(3.4.1)より、

4πφb(P) ん 3 Gw(p，di￠ω" (φfω yy . - - Gw(p，ω ー一一~ ) dS(Q) 
J.)H d n(1ω d n(1ω 

(4.3.30) 

を得る。上式右辺の Ø0ωは船体表面の速度ポテンシャルであり、 ø (iωは既知となっている

ことから左辺の Øb(p) も既知となる訳である。また、点pは船体表面上にはないから、右辺の

積分は特異積分とはならなず、通常の数値積分で評価することができる。なお、上式左辺の

4 ll'は立体内角を示すものである。点pは船体表面上ではないけれども岸壁あるいは水底とい

う境界上にあることから立体内角は27rとするべきようにみえるかもしれないが、上式が正

しい。例えば、点Pを水底にとっていた場合、水底表面SBで、の積分においてFig.3 .3.1 に示した

ように1/わの鏡像がそれ自身に一致してくるから特異性は2倍になる。従って、半球分の立

体内角2 7rを2倍にした47rが正しい。また、点、pを岸壁にとっていた場合、岸壁表面Swで、の

積分においても同じことがいえる。そして、水底と岸壁との交線上に点、pをとっていた場合

には特異性は4倍になるが、球も1/4となって、 1/4球分の立体内角 zを4倍にすることとな

るので、やはり 47rが正しい。
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[ AiBbJ 

NwbX3Nmax 

(4.3.31) 
{φb J 

NwbX1 

と表すこととする。

さて、上式右辺を離散化して表現すれば、 NIJち、船体表面の速度ポテンシャル Ø(Q)及び

変位Uw(Q)を船体表面要素の内挿関数Nkで内挿補間すれば、積分領域が船体表面であること
から、 (3.5.8)式とよく似た表現を得ることができる。点Pを岸壁あるいは水底要素の節点、iに

とった場合、上式は

øbω= 

M山 ~~ k山 ~~
川山 川山 1 r aGw(i,Q) 
L L �k A ~ / Nk(Q) つ日 内
m =1 k = 1 ""T ,/1, ~ t1S H σ fl~ω 
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、

A

となり、 Fig.3 .5 .6 と同様に要素を節均に属するグ、ループとみなせば、

Mω 

Aι. .士三ヤ( ^'ω3 Gwaωn 
U tJ4Z4d  j tvkιm)!W 合 nωfω

L =1 ~ t1S
H 

0 fl~ω 

(4.3.32) 

JIJbijT = 

4 M(j) 

ム LJ ηω T Nk(j， m)ω Gwω 必。
L=1 -t1SH 

(4.3.33) 

とおいて、

φb(i) 

Nmax 

ヱ Ab ij φ (j) 

Nmax 

λ ヱ lfJb ij T uw(j) (4.3.34) 

とかくことができる。なお、 AbuおよびJIJbij・に含まれる積分は特異積分とはならなず、通常の

数値積分で評価することができる。岸壁および水底のメッシュ節点総数をNwb とすれば、上
式はNwb個作ることができて、これをマトリクス表示すれば、

{φb J (4.3.35) [Abl { φ} λ [BbJ {uwJ 

NwbX1 Nwb XNmin Nmin X1 Nwb X3Nmax 3Nm似 X1

となる。上式のマトリクスサイズは船体表面にて減次節点を用いた場合であるが、これを用

いない場合には上式右辺で、Nm仇をNmaxと書き換えればよい。また、岸壁と自由表面の交線上
にある節点、の分だけNwbを減らす方法(減次節点)もあるが、船体表面の場合とは違って減
らせる節点数が少なく、新たなる逆行列を計算する必要もないことから 岸壁水底メッシユ

に対しては減次節点、を用いないこととする。
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上式の{øJに、船体表面速度ポテンシャルの式(3.5.23)を代入すれば、

{φb} 入( [Abl [Al-1 [BJ - [BbJ) {uwJ (4.3.36)_1 

となって、速度ポテンシヤル{Ø〆が節点変位ωJの 1 次関数として表されることとなる。

上式右辺の()内部をμ沼Jとおいて、

[AbJ [AJ-1 [BJ - [BbJ (4.3.36}_2 

λ [AiBbJ {uw) 

Nwb X3Nmax 3Nm似 X1

(4.3.36)_3 

速度ポテンシヤル{øJが節点変位(uJの関数として表されたから、 (4.1.34)式と同様に、

境界層外端での速度ベクトルVpb(Q)を得ることができる。

Vpb(Q) = 入 [Tb1J [Spb1 [AiBbJ (uwJ (4.3.37) 

上式で、 [Tb1Jは[T1Jに対応するもので、岸壁あるいは水底要素に関する座標変換マトリクス
を表している。そして、[.仰は[Spl~こ対応するもので、岸壁あるいは水底要素に関する微分
作用素を表している o また、バiB〆はμiBlに対応するもので、岸壁あるいは水底要素に関わ
る節点部分の行成分だけを抽出したものを表している。

境界層外端での速度ベクトルVpb(Q)を得ることができたから、点Qにおける単位面積、 1 周

期あたりの散逸エネルギ、Ebq(Q)を知ることができる。これは、前述の如く (4.2.29)式の[Q11J
に相当する部分だけを考慮すればよいから、

同二 πωん ρν .[ff[ {UwR jT [Qbl1J {ゆ十 {uJjTIGbilj{げJJ
(4.3.38) 

となる。ここで、注目しておくべきは、節点変位ベクトル{uJがモデルの全節点を表すサイ
ズとなっていることで、ある。そして、

[Qb1JJ = 

3Nm似 X3Nm似

[AiBbJ T [Spb1 T [Tbll 1 [SpbJ [AiBbl (4.3.39) 



となって、これを模式的に示せば、 Fig.4.3.4のようになる。 [SbllJの成分の位置は関与する
節点の番号によって決まる。要素m上に節点、iと節JdVがあるとすれば、その局部節点番号

以、それぞれk(i， m)および附則にて表すぞとができる。そして、吟〆の第k列のベクトルを
Spbk、 [SbllJのk(i， m)行k(j，m，ノヂIj目の成分をよSbllJij'と衣せば、

であり、 [Tb11Jは[T11Jに対応するもので、岸壁あるいは水底要素に関する座標変換マトリク
スのダイアド積を表している。

(4.3.42) Spb k(~m) T [Tbll 1 Spb kO:m) 
1 xJ JXJ JXl 

[Sbll 1 ij 

1 Xl 

となる。1:式は節点番号iとjに関する成分を与えるものであるから、要素mの節点数で支配
されるマトリクスである[SbllJを、岸壁水底メッシユの全節点数で支配されるマトリクスに

拡張できることを示している。今、拡張マトリクス[SbmllJをNwb xNwbなるサイズとして定
義すれば、その成分が上式にて与えられる訳である。その様子も Fig.4.3.4に示しである o
[Sbm111のi千万列目の成分を[SbmllJij・と表せば、

さて、 (4.2 .38)式によって得られたEbq(Q) は、点Qにおける単位面積、 1 周期あたりの散逸

エネルギであるから、これを要素m上で積分すれば 1 周期あたりの散逸エネルギ、Ebmを得る
ことができる。前述の如く速度分布修正係数βwを一定値として扱えば、メ7wと節点変位と
は共に積分には関与せず積分記号の外ヘ出すことができるから、結局は、 [Qbll1を積分する

こととなる。さらに、岸壁および水底全域での積分とするために、各要素におけるEbmの総

和をとれば、そこで消失される全散逸エネルギEWBを得ることができる。

[QbllJに含まれるμ沼iJは積分には関与せず、積分記号の外ヘ出すことができるから、

(4.3.40) [AiBbl T I [ろbJT [Tbll 1 [SpbJ dS(Q) [AiBbJ 
-
llSWB 

/Mb山S(QJ
llSWB 

JNmax XJNmax 
(4.3.43) Spbk(i,m) 

T [TbllJ Spbk (j, m) 

1 xJ JXJ JXl 

[Sbl1 J ij 
1 xl 

[SbmllJ ij = 

1 xl 
kmω XJNm似k_~~ xk max. .'~max 3Nm似 Xkmax

となる。なお、節点iと節点jが同じ要素m上にないときには、上式右辺をゼロとせねばなら

ない。この場合をゼロとすることにより、バiB〆をもμ沼〆に拡張できることとなって、

となる。ここで、 llSWBは岸壁あるいは水底表面の微小要素であることを表す。また、船体
表面の場合とは違って減次節点、を用いる効果は少ない(岸壁と自由表面の交線上の節点しか

減らせないし、新たなる逆行列を計算する必要もない)から、要素局部節点、の総数は全て

kmaxと表している。 (4.3.44) [ AiBbJ [AiBbl T I [Sbmll J dSω 
llSWB 

NwbXNwb 

I [QれlJ dS~ω= 
ど1SWB

3Nmax x3Nmax 

上式右辺の積分項内部を[SbllJとおけば、
NwbX3Nmax 

を得る。上式左辺で、[Qbmll1は[QbllJと同じものであるが、右辺を拡張した都合から記号を
変えておく。

3Nmax XNwb 

(4.3.41) [SpbJT [TbllJ [SpbJ 

kmaxX3 3x3 3xkmax 似
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岸壁水底表面全体で積分する場合には、全ての要素について上式の総和をとればよい。こ
れを[Qb111と表すこととして、その要素総数をMwbとすれば、総和記号Zは[Sbm111の積分項
だけに作用することとなって、

-
ω「
」

(4.3.45) 

Mwb 

L I [Q♂11 J dS(<ω- [AiBbJ T [Sbll1 [AiBbJ 
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(4.3.46) 
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[Sbll 1 

Nwb XNwb [SbllJの成分と拡張マトリクス[Sbmll1
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を得る。 (4.3 .45)式により、岸壁水底表面全域を対象とした[QbllJを得ることができた訳であ

る。なお、上式の[Sbll}を計算するにあたっては、付加質量マトリクスを定式化する際に用

いた[S}と同様の形式にて処理できる方が便利である。 Fig.3.6.2を参考にして節点iに属する

要素のグ、ループを考えれば、 [Sb11Jのi行j71J目の成分を[Sbll}ifと表して (4.3 .43)式を利用する

ことにより、
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1 x1 

Mω~ 

= L I Spb k(i, m) T [Tbll J Spbゆn) dS(1ω 
L=1 -L1SWB 1 x3 3x3 3x1 

(4.3.47) 

を得る。上式で用いた記号MωおよびLは(3.6.16)式に示したSijのときと同じものである。そ

して、節点iと節点/が同じ要素m上にないときには、上式右辺の積分項をゼロとせねばなら

ないこともSijと同じである。ところが、 Sijとは積分領域が異なるために、 S0・を計算しながら

[Sbl1}ijを得ることはできない。それでも、同じサブ、ルーチンを使うことができる点において

便利になる訳である。

岸壁および水底で散逸されるエネルギ、EWBとは、 (4.3.38)式によって得られたEbq~ωを表面

全域で積分したものであるから、

EWB = I Ebq(Q) dS~ω 
-Sw十SB

= 7[ ωん ρ 吋デ~[ {UwR} T [QbllJ {UwR} 十 {UwI } T [Qbll J {UwI} J , ;! 1ノ n' --&/.1..1. n' 

(4.3.48) 

となる。上式は、一般の減衰マトリクスによる散逸エネルギの式(4.2.6) と全く同じ形をして

いることがわかる。従って、上式と (4.2.6)式とを等置すれば、t!PちEWB とEc とを等しいとお

けば、岸壁水底表面での散逸エネルギが等しくなるような減衰マトリクスを得ることができ

る。この減衰マトリクスも等価減衰マトリクスと呼ぶことがで、きて[Cwslとおけば、

βwρνJZ IQb111 (4.3.49) [CWB} = 

を得ることができる。そして、 [Cwslもやはり対称行列となり、 [CwTJは「正の定符号マト

リクス」となるから、標準固有値問題において[CwTJの国有値は全て正となることを導くこ

とができる。
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上式も、従来にはなかった新しい減衰マトリクス54) (著者~1996)であり、これを用いるこ

とによって一層効果的な振動解析が行えるようになった57) (著者~1996)のである。

以上により、粘性による散逸エネルギから導いた減衰マトリクスを、全ての境界面で定式

化することができた。

船体表面に対しては、

[CSHJ 川νJZ IQSHj (4.3.29)再記

であり、岸壁水底表面に対しては、

[CWBJ βwρν巳 [Qbll J (4.3.49)再記

である。そして、船体の振動を抑制する力として作用する減衰力は、上 2 式による減衰力の

和である。減衰マトリクス[CSH}および、[Cwslは、どちらも船体表面の節点速度に関する比
例定数となるものであるから、これらをあらかじめ足し合わせておいてもよい。従って、

[CwJ (4.3.50) [CSHJ 十 [CWBJ

で表される[Cwlが、流体による粘性減衰マトリクスを表すこととなる。従って、船体表面に

作用する減衰力ぴ"wc} は、 (4.2 .3)式より、

{/wc} 一 λ [CwJ {Uw} (4.3.51) 

と表すことができる。また、 [Cwlは線形減衰マトリクスでもあるから、以降、 [Cwlのこと

を、等価粘性減衰マトリクスあるいは等価線形減衰マトリクスと呼ぶことにする。あるい

は、付加質量マトリクスとの関連から、付加減衰マトリクスと呼ぶこともある。そして 、

[Cwlもやはり対称行列となり、 [Cwlは「正の定符号マトリクス」となるから、標準固有値問

題において[Cwlの固有値は全て正となることを導くことができる。

なお、船体表面と岸壁水底表面に対して同じ速度分布修正係数βwを用いているが、これ

を同じとする必要はない。
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4.4 散逸エネルギ計測理論

流体の粘性による散逸エネルギ、を計測するために、その計測理論について述べる。これを

計測するためには、 2種類の実験を行わねばならない。その第 1 は模型が空中にあるときの

実験であり、その第 2 は模型が流体に浮かんでいるときの実験である。第 1 の実験によって

流体とは関係のない模型自身の散逸エネルギを計測し、第 2 の実験によって流体と模型の両

方による散逸エネルギを計測する。これらの差をとることにより、流体の粘性による散逸エ

ネルギ、を得:ることカまできる。

この 2種類の実験において、それぞれの場合の散逸エネルギを、同じ方法によって計測す

ることができる。定常振動においては散逸エネルギと入力エネルギとは等しいから、どちら

も定常振動状態で、の実験を行って、その入力エネルギを計測すれば散逸エネルギを得ること

ができる訳である。ここでは、回転楕円体模型の船尾端 1 カ所を加振して、その励振力と加

振点応答とを計測することによって入力エネルギを算出する方法を用いている。その様子を

Fig.4.4 .1 に示す。模型を吊り下げるために支持する位置は振動の節の位置とし、支持ばねは

充分柔らかいものを使用する。

加振機

空中での実験

00 
加振機

流体中での実験

00 水底

Fig.4.4.1 散逸エネルギ計測のための実験
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励振力と加振点応答から入力エネルギを算出する方法について述べる。励振力をFL(t，人加

振点応答(変位)をULω とおき、時間項を変数分離して表せば、

FLω 

UL(t) 

n 入 t
JL t:; 

λt 
UL e 

(4.4.1) 

(4.4.2) 

となる。ここで、;l =iω，i=/-Iである。そして、励振力んは実数であり、加振点変位ULは
複素数である。これは、 }]日振点変位ULには励振力んに対する位相差が入るためである。この
2つの量を用いるだけで入力エネルギ、を計算することができる。単位時間あたりの入力エネ

ルギ‘をE L(t) とすれば、これは、励振力FL(t)が単位時間あたりになす仕事dWLω/dtと等しいも

のである。従って、

E L(t) 
dWL(t, 

dt 
Re [ fL e 入 tj Re [ 入 UL e λ tj 

となる。上式において加振点変位ULの実部をULR、虚部をU/とおけば、

E L(t) = ωfL (u/ cos2ωt 十 ULR sin ωt cosωt) 

(4.4.3) 

(4.4.4) 

を得る。これを 1 周期で積分すれば、 1 周期あたりの入力エネルギELを得ることができる。

E L j了 Mdt- 一π fL u/ (4.4.5) 

上式は、励振力の振幅んと加振点変位の虚部U/さえわかれば、 1 周期あたりの入力エネル
ギ、 !!Pち散逸エネルギELを得ることができることを示している。
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さて、定常振動において、散逸エネルギ、と入力エネルギが等しくなることを確認しておこ

う。振動系の質量マトリクスをμ1}、減衰マトリクスを[C}、剛性マトリクスを[K}とおき、

変位ベクトルを (u}e). t、励振カベクトルをあ~e). tとおく。この励振力ベクトルは多点加振を

表すものであるから必ずしも実数とは限らず、ある位相基準に対して何らかの位相差を持っ

たものであると考える。従って、♂は複素数から成るものとして扱う。変位ベクトルもそ

の位相基準に対して位相差をもつから、当然、 {u} も複素数である。また、各マトリクス

μ行、 [C}、 [K}は実数対称行列であるとする。

4. 5 計算例と実験検証

新しい手法による効果及びその問題点の分析を行うためには、できるだけ簡単な境界条件

を設定する方が良い。それ故に、これ以降に示す計算及び実験では、岸壁による影響がでな

いように配慮し、無限水深と有限水深の場合だけを取り扱うこととする。岸壁の条件を考慮

するための定式化はすでに終えてあるから、問題点がない場合には、いつでもその目的を達

成することができる。よって、あえて岸壁による計算及び実験は扱わないこととする。

(入 2[M} 十入 [C}+[K}){u}= {f} (4.4.6) 

( 1 )計算例

回転変位による影響も考慮した計算を行うために、 3. 7 節と同様に文献32) (松減1960)

の変位分布に従う。まず、無限水深にて回転楕円体の数値計算を行った。その結果得られた

流体中での散逸エネルギの値を Table 4.5.1 に示す。なお、 1 周期あたりの散逸エネルギから

周波数成分を除いたものをEとおき、いずれも無限水深(infinite) における計算値であること

から、 Eには添字ポ付けている o Eを式で表しておこう。 1 周期あたりの散逸エネルギEcは

このとき、振動方程式は、

となる。ここで、変位ベクトルルjおよび励振力ベクトル仰の実部と虚部を、それぞれ、

{u R}, {uりおよび[jR}，f/} と表すこととする。そして、上式を変形すれば、
Ec - J[ ω [{uwR} T [C} {uwR} 十 {u wl} T [C} {uwり/ (4.2.6)再記

ω { uR } T [ C} {uR} = { uR } T ( ω2 [M) -[K} ) {u l } 十 {uR } T {f } (4.4.7) -1 
であり、減衰マトリクス[C}としては

ω { ul } T [ C} {ul} = {ul} T ( [K) - ω2 [ M} ) {uR} - {ul} T {.r } (4.4.7) -2 
[Cw} [CSH} 十 [CWB} (4.3.50)再記

なる 2 式を得る。
の左辺[C.)を用いる。そして、上式右辺には;-{ωノが含まれているから、

一方、減衰マトリクスによる 1 周期あたりの散逸エネルギも (4.2.6)式にて得られている。

(4.2.6)式では、船体の接水部分の振動変位という意味で{u}ではなく {uJ と表しているが、そ

れを気にする必要はなくて、船体全体としての変位ベクトルルjと振動系全体としての減衰

マトリクス[C}を用いれば、同様に、

E z云川川 (4.5.1) 

Ec=πω[ { uR } T [ C} { uR } 十 {ul } T [ C} { ul } J (4.4.8) 

にてEを定義することができる。上式は、 1 周期あたりの散逸エネルギ、から周波数成分を除

いたものとなっており、メッシュモデルを (mm)単位で作成して並進変位も (mm)単位で与え

る場合には、その単位は(kgmm2/ ./S)となる。従って、

なる関係が得られる。ここでも、 Ecは 1 周期あたりの散逸エネルギである。従って、上式

に、 (4.4.7)式を代入して、仰1，[K}が対称行列であることを利用すれば、
一
一

F
U
 

E
 

ω ..[{;)E (4.5.2) 

Ec π( {uR } T {f} -{ul} T {f< } ) (4.4.9) 
なる関係が成立することとなる。また、ここで、用いた密度ρおよび動粘性係数 νの値は、

を得ることができる。上式は、変位ベクトル{u} と励振力ベクトル仰がわかれば、散逸エネ

ルギEcを得ることができることを示している。また、単点加振を考えて位相基準をその励振
力とすれば、上式は(4.4.5)式と全く同じ結果を与えるのである。

ρ - 0.9991 x10-6 (kg/mm3) 

ν- 1.138 (mm2/s) 

であり、速度分布修正係数メ9w~ま1.0としている。

(4.5.3) -1 

(4.5.3) -2 
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全長全幅比

LIB 

5.0 

6.0 

7.0 

8.0 

9.0 

10.0 

11.0 

12.0 

13.0 

Table 4.5.1 各種振動モードにおける散逸エネルギ'Einj (無限水深)

(B=100mm) 

剛体上下振動 2 節上下振動 3節上下振動 4 節上下振動

Einj (kgmm0ぶ) Einj (kgmm0ぶ Ei可 (kgmm0ぶ) Ei吋 (kgmm2/.rs

Co{P) 2π Co(P) 2π Co{P) 2Jr Co(P) 2Jr 

0.265564 0.277865 0.015607 0.016147 0.004020 0.004127 0.001060 0.001079 

0.322422 0.337368 0.018891 0.019607 0.004791 0.004945 0.001235 0.001266 

0.378960 0.396589 0.022267 0.023160 0.005607 0.005808 0.001428 0.001472 

0.435962 0.456281 0.025763 0.026829 0.006467 0.006714 0.001635 0.001691 

0.492821 0.515831 0.029299 0.030539 0.007348 0.007640 0.001851 0.001919 

0.549687 0.575389 0.032875 0.034288 0.008246 0.008584 0.002074 0.002154 

0.606919 0.635335 0.036513 0.038099 0.009167 0.009550 0.002304 0.002396 

0.663766 0.694876 0.040134 0.041894 0.010088 0.010516 0.002535 0.002639 

0.720591 0.754393 0.043768 0.045701 0.011016 0.011489 0.002770 0.002885 

さて、 Table 4.5.1においても、外側立体内角を正確に計算した場合を 1CO(p)j の欄に、こ

れを計算せず》こ2Jrとして与えた場合を '2 Jrj の欄に記入して整理している。これらを観察

すれば、全幅Bが100mm となる場合について計算しているために、全長Lが大きくなるほどに

Einjも大きくなっていることがわかる。また、 Co(p)を正確に計算した場合には、 2Jrとして

与えた場合よりも小さな散逸エネルギが得られている。これは、 Co(p)を正確に計算する方

が、境界層外端の流体速度を小さく評価することになるためである。付加質量の場合には

12 Jrj を採用したから、ここでも '2 Jrj を採用することにする。

次に、 LIB =11.0の場合について散逸エネルギの浅水影響を調査した。 1 周期あたりの浅

水域(shallow)散逸エネルギの=ら周波数成分を除いたものをEshlとおき、これをEinjで、除したも

のを浅水影響係数Ec-I.，/E として定義する。各種水深について、船体表面および、水底表面のshV ﾜinj 

速度分布修正係数をともにβw=1.0とした計算を行い、その結果を Table 4 .5 .2 にまとめた。

どの振動モードについて観察しても浅くなるほど散逸エネルギが増えており、また、剛体上

下振動と弾性モードとではその値に大きな開きがあって、高次モードになるほどに浅水影響

は小さくなることがわかる。なお、船体表面および水底表面の境界層にて散逸されるエネル

ギの割合を、全散逸エネルギ、の内訳としてパーセント表示している。例えば、 hIT=1.5の 2

節上下娠動の場合には散逸エネルギは深水域の約25%増えるが、全散逸エネルギ、の95%は船

体表面で、 50もは水底表面で消費されることを示している。そして、同表より、浅くなるほ

どに船体表面で散逸されるエネルギ、の割合は減って、水底表面で散逸される割合が増えるこ

とがわかる。
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Table 4.5.2 各種振動モードにおける浅水影響 (LIB=11.0) (散逸エネルギ)

水深喫水比 剛体上下振動 2節上下振動 3 節上下娠動 4 節上下振動

hlT 船体 水底 Eshシ'ぺf
船体 水底

EshlL, 

iFd 

船体 水底 E~r. l ゆ“￡I
船体 ノk底

EshlL, 

hf 
(%) (%) (%) (%) (%) (%) (%) (%) 

4.0 99.6 0.4 1.046 99.8 0.2 1.013 99.9 0.1 1.007 99.9 0.1 1.004 

2.0 96.5 3.5 1.234 98.1 1.9 1.110 98.3 1.7 1.084 98.5 1.5 1.064 

1.5 91.9 8.1 1.513 95.3 4.7 1.252 95.6 4.4 1.209 95.8 4.2 1.174 

1.3 87.6 12.4 1.821 92.4 7.6 1.402 92.8 7.2 1.343 93.0 7.0 1.297 

1.2 84.1 15.9 2.128 89.9 10.1 1‘ 547 90.3 9.7 1.471 90.4 9.6 1.417 

1.1 78.6 21.4 2.770 85.2 14.8 1.845 86.2 13.8 1.718 85.9 14.1 1.662 

1.0 69.3 30.7 7.223 73.7 26.3 4.072 77.0 23.0 2.835 74.9 25.1 3.239 

Table 4.5.2 の結果のうち、剛体上下振動と 2 節上下振動の様子を Fig.4.5 .1 に示す。実線及び
破線は、各計算ポイントを通るように近似的にヲ!いた線である。

Eshl 
8.0 

.Â:~_ ・ 1::::二二1S::::こ---二ご二二ココご:ー
100 

% 

Einf 7.0 90 

\船体表面比率-2 節

，.~船体表面比率・剛体
6.0 

5.0 

80 

70 

4.0 60 

3.0 
〆/剛体-BEM

2 節-BEM 50 

2.0 40 

1.0 30 

1.0 2.0 3.0 4.0 

h/T 

Fig.4.5.1 浅7jく影響係数Eshl/EinfD様子(散逸エネルギ〉
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(2) 実験検証

前記計算例の検証を行うために実験を行った。木製の回転楕円体模型(全幅広・100mm ，全

長L:1100mm) をFig.4.4.1 に述べた方法で吊り下げ、空中にて船尾加振を行ってその加振力及

び応答量を計測した。水中についても同様に計測した。また浅水域を模擬するための水底に

は、表面がそれほどなめらかとはいえない(少し錆がある状態の)鉄板を用いた。計測設備

の概要をFig.4.5.2に示す。

また、 Table 3.7.1に示した計算モデ、ルを用いて、全長全幅比L/Bが5. 0から13.0までの範囲に

ついて数値計算を行った。水深喫水比h/T=1.5の場合を Table 4.5.3 に示す。同表から、剛休

モード及び弾性モードの双方に対して、上下振動に関する限り全長全幅比L/Bによる影響は

ほとんどないといえる。

Spring 

まず、散逸エネルギ、の振幅依存性について調査した。加振力を一定に保つように制御をか
け、種々の加振力について実験を行った。 Fig.4.5 .2では多点応答を計測する様子となってい
るが、ここでの実験では加振点だけを計測すればよいのである。よって、加振点にのみ加速
度ピックを配置し、加速度ピックの重さによる影響を無視した解析を行う。
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Table 4.5.3 

全長全幅比 剛体上下振動 2 節上下振動 3節上下振動 4 節上下振動

L/B 船体 水底
E5hIi Z J 同/ 船体 水底

ESMu, inJ 
船体 水底 ESh~ ιinf 船体 水底

EshE l , 出/
(%) (%) (%) (%) (%) (%) (%) (%) 

5.0 91.8 8.2 1.502 95.8 4.2 1.158 96.4 3.6 1.094 97.1 2.9 1.054 

6.0 91.8 8.2 1.509 95.5 4.5 1.190 96.0 4.0 1.127 96.6 3.4 1.083 

7.0 91.8 8.2 1.512 95.4 4.6 1.212 95.8 4.2 1.153 96.2 3.8 1.109 

8.0 91.9 8.1 1.513 95.3 4.7 1.228 95.7 4.3 1.173 96.0 4.0 1.130 

9.0 91.9 8.1 1.514 95.3 4.7 1.239 95.6 4.4 1.188 95.9 4.1 1.148 

10.0 91.9 8.1 1.514 95.3 4.7 1.246 95.6 4.4 1.200 95.8 4.2 1.162 

11.0 91.9 8.1 1.513 95.3 4.7 1.252 95.6 4.4 1.209 95.8 4.2 1.174 

12.0 92.0 8.0 1.510 95.4 4.6 1.255 95.7 4.3 1.215 95.8 4.2 1.182 

13.0 92.0 8.0 1.510 95.4 4.6 1.258 95.7 4.3 1.220 95.8 4.2 1.190 
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4. 4 節で述べたように定常振動において入力エネルギは散逸エネルギに等しいから、加

振点応答量及び加振力から入力エネルギを算定することにより振動系全体としての散逸エネ
ルギを得ることができる。種々の加振力でのピーク周波数においてそれぞれの振幅に対する
1 周期あたりの散逸エネルギ、ELを (4.4.5)式より計算し、 2 節振動での実験点をFig.4.5 .3にプ

ロットした。

しかし、散逸エネルギの値そのものに注目した場合にはそれほど大きな飛離ではなく、散

逸エネルギは振幅の 2 乗にほぼ比例することを示している。即ち、少なくとも図中の変位領

域では、模型の弾性振動により発現する流体の減衰現象を線形減衰マトリクスで評価しても

良い事を示すものである。従って、 [Cwlの如く減衰を等価線形とすることの妥当性が実験的

に証明されたこととなる。

また空中と深水域で‘の散逸エネルギ‘の差は、他に較べて格段に小さい。今回の模型は木製

であることから、鉄製の場合よりも模型自身の減衰が大きい為にその差が小さく見えている

ことが原因とも考えられるが、従来からいわれている流体の減衰は小さいとの説を裏付ける

結果でもある。これに較べて浅水域で・の散逸エネルギ、は相当大きく、また水深が浅くなるほ

どにその影響も大きくなることがわかる。例えば、 h/T=1.2の場合には模型自身の 6 倍もの

エネルギ、が水中で、散逸されることを示している。これは、流体の減衰は小さいとの従来説を

くつがえす結果であり、何度同じ実験を行っても同じ結果が得られることから、浅水域では

この実験結果が真実なのであろうと思われる。

さて、 Fig.4.5.3の直線近似した結果を利用すれば、任意の振幅に対して、流体による散逸

エネルギを算定することができる。これを[Cwlによって計算した理論散逸エネルギと比較す

れば、 [Cwlの妥当性を検証できる。 4. 5. (1) 節で示した計算結果は変位分布を仮定し

て得たものであり、そこで与えた変位分布と実験結果の変位とは必ずしも一致するものでは

ないが、これらを比較することによって大まかな検討を行うことはできる。
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散逸エネルギ、の計算値と実験値との比較 (2 節上下振動改8mm相当)

h/T 仁沿 4.0 2.0 1.5 1.2 

実
ピーク周波数(Hz) 366 360 357 355 335 

験 1 周期散逸エネルギ

Ec (Nm) 
4.21 X10-3 2.76 x10-2 1.48 X10-1 2.43 X10-1 3.89x10-1 

Einj あるいは Eshl
0.038099 0.038594 0.042290 0.047700 0.058939 

計 (kgmm2jJS) 

算 I 周期散逸エネルギ

Ec (Nm) 
4.20X10-3 4.15X10-3 4.49X10-3 5.02X10-3 5.69x10-3 

速度分布修正係数βw 1.00 6.65 32.9 48.3 68.3 

計算の段で示した数値はβw ニ1.0として得られたものである。

これに対して最下段にあるβwは、実験によるEcを計算によるECで、除したものである。
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Table 4.5.4 

注

2 節上下振動における散逸エネルギの振幅依存性

ここで縦軸は振動系全体の散逸エネルギで、流体部分で散逸されるエネルギ、と模型部分の

それとの和を示すものである。そして、横軸を振幅の 2 乗とし、模型の喫水をT、水深をh と
表している。また図中の直線は、振幅の最も小さい実験点、4 個を採用した最小 2 乗法によっ

て直線近似を行ったものである。 (4.4.8)式により、線形減衰系ではこの直線に実験点が乗る
こととなる。従って、この直線からの飛離が散逸エネルギ、の振幅依存性を示している。即
ち、*離が大きいほど線形減衰系では評価で、きなくなる。全ての水深において 11種類以上の
加振力にて実験を行っており、 11個以上の実験点がプロットされている。よって、それぞれ
の水深において、振幅の大きい 7 個以上の実験点、について振幅依存性をみることができる。

変位固定で較べた場合には水深が浅いほど振幅依存性は大きく、また水深固定で観察した場
合には浅くなるほど小さな変位でその影響が出ていることが判る。
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Fig.4.5.3 



2 節上下振動にて与えた変位分布は加振点で、の変位が0.8(mm) となるものであった。従っ

て、実験結果も加振点振幅0.8(mm)相当の散逸エネルギに換算する。これは、 Fig.4.5.3の近似

直線の傾きを利用すれば換算できる。そして空中における散逸エネルギを差し引けば、実験

結果として、流体による散逸エネルギ、を得ることができる。以上のようにして得た理論計算

結果と実験結果との比較を Table 4.5.4に示す。ここで周波数の段は実験により得られたピー

ク周波数を示しており、これを用いて 1 周期あたりの理論散逸エネルギを計算している。

同表より、深水域においては計算と実験で散逸エネルギが非常に良く一致しており、速度

分布修正係数をßw 士1.0とした計算を行ってもよいことがわかる。メタw=1.0とは、深水域に

おいては乱動による影響を考慮する必要がないことを意味している。そして、本論文で示し

た減衰マトリクス!C，jによって、深水域での低次振動に対する現象を再現できているものと

考えることができる。

これに対して浅水域においてはオーダーすら一致せず、水深が浅くなるほどに理論値と実

験値との飛離が大きくなっており、メタw=1.0とした計算では浅水域での現象を再現できなく

なっていることがわかる。その原因として、調波変動成分による影響、水底の粗度による影

響、層外での散逸エネルギによる影響、或いは粘性とは関係しない散逸エネルギによる影響

などが考えられるが、現段階では、そのどれであるかを特定することはできない。しかし、

エネルギ‘は全て境界層内で散逸されるものと仮定すると、前 2者がその原因となり得る。そ

して、乱動による影響が大きなものであることをうかがわせる結果となっている。浅水域に

おける現象を明らかにすることは重要な仕事であるけれども、ここでは簡便に、全体として

の散逸エネルギを再現することに主眼をおくこととする。

定式化した!C，jにおいてβwは比例定数となっていたから、散逸エネルギが実験結果と一

致するようにβwを決定することができる。今、ピーク周波数における 1 周期あたりの散逸

エネルギが、計算と実験とで一致するように決定しようとすると、メタwは、計算結果と実験

から得られた結果との比そのものであり、 Table 4.5.4にβwとしてまとめている。これによ

り、未知であったβwを決定できたこととなる。ただし、 βwを決定することによって実際

の現象を明らかにできた訳ではなく、全体としての散逸エネルギを再現できるという利便性

があるにすぎない。なぜなら、速度分布修正係数ßw~j:，本来、位置によって異なる値をと

るはずのものであったからである。このβwを理論的に決定する必要はあるが、未だ、その

よき方策を発見できていない。

しかし、従来未解明であった減表現象のうち、散逸エネルギが定量的に一致することか

ら、少なくとも深水域における現象は解明できたものと考える。これら検証実験については

文献57) (著者~1996)に述べられている。
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5章新しい振動レベル推定手法

いかなる工業製品にとっても、振動性能は非常に重要な設計要素である。振動性能とは固

有振動数と振動振幅あるいは振動加速度のことをいい、本論文では、振動振幅および振動加

速度のことをまとめて振動レベルと呼ぶことにする。船舶の振動性能を推定するに際して、

付加質量マトリクスを組み込んだ有限要素法による実固有値解析が威力を発陣し、現在では

かなり正確な固有振動数を推定できるようになっていることは前述したとおりである。しか

し、減衰マトリクスが未解明であるために、最も重要な性能である振動レベルについては未

だ推定不可能とされている。本論文では流体の粘性による減衰マトリクスの定式化について

示したが、それで、も未だ鋼材の減衰と積み荷による摩擦減衰の問題が未解明のまま残ってい

る。このように、減衰とは全くもって厄介な現象でなかなか解明で、きていないのである。も

しも減衰現象が全て解明されたならば、有限要素法による解析によって設計段階から振動レ

ベルを推定することも可能となるであろうが、現状の技術水準では、あまりにも減衰現象の

未解明部分が多すぎて設計段階での振動レベル推定はやはり不可能といえる。

それでも、製品として造り込む以上振動レベルを推定しない訳にもいかず、実績船の実験

結果を基にモード減衰比を割り出し、これを実固有値解析の結果に流用して経験的に振動レ

ベルを推定しているのが造船所の現状である。しかし、その方法ではあまり良い推定ができ

ていないのもまた事実である。

そこで、設計段階での推定はそれとして、船舶の建造中に正確な振動レベルを推定する手

法について考える。船舶主要部分の建造を終えて蟻装岸壁に係留されている状態に着目する

訳である。この段階ならば、少なくとも船舶本体については、完工就航時の振動性能に近い

実験データを得ることができるものと考えられる。ところが、船舶本体は完工就航時の状態

に近いものの、そこには岸壁と水底があるために蟻装中の実験データをそのまま就航時の性

能とみなす訳にはいかない。岸壁と水底による影響が案外大きいことは経験的に知られてい

るから、現状では簸装中に実験を行うようなことはせず、試運転の段階になってから振動計

測を行っている。そして、試運転になって初めて振動トラブルを知ることとなるから手直し

工事にも素早い対応がとれず、また船主が乗り合わせることもあって、重大な問題に発展す

ることもある。しかし、本論文に示したように岸壁浅水域での付加質量マトリクスと付加減

衰マトリクスを得ることができていることから、その影響を数値的に評価することは可能と
なっている。従って、競装岸壁での実験データをうまく修正すれば、完工就航時の振動性能
を事前に推定することも可能となるのである。ここに着目して、新しい振動レベル推定手法
55) (著者:1995)を開発した。これは、これらのマトリクスを実験計測点まわりに縮小し、構
造変更解析によって岸壁と水底による影響を取り除いて就航時の振動性能を推定する方法で
ある。振動トラブルが発生しそうならばその場で手直し工事の立案および実施ができること
になるから、この手法は実用上有益なものといえよう。
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5. 1 流体と情造の連成振動解析

( 1 )連成振動方程式

有限要素法にてモデル化された船舶本体の質量マトリクスを[Ms}、減衰マトリクスを

[Cs}、剛性マトリクスを[Ks}とおき、変位ベクトルを{u}e ﾀ t、励振力ベクトルをあ~e ﾀ tとお
く。ただし、 λ=;ω，i ニ.r-1である。この励振力ベクトルは多点加振を表すものであるか

ら必ずしも実数とは限らず、ある位相基準に対して何らかの位相差を持ったものであると考

える。従って、仰は複素数から成るものとして扱う。変位ベクトルもその位相基準に対し

て位相差をもつから、当然、 {u}も複素数である。そして、 {u}を構成する節点は、船体表面

接水部分の節点を包含するものであるから、船体表面接水部分の変位ベクトル{ujは{u}の

一部分を構成するに過ぎないものとなる。なお、 U は6自由度であるのに対してUwは3自由度

であることに注意せねばならない。また、各マトリクス[MJ，{CJ，{Ks}は実数対称行列である

とし、剛体モードについては復元力項として[Ks}に組み込まれていると考えて、 [MJ，{Cs}，

[Ks}ともに「正の定符号マトリクス」であるとする。

励振力ベクトル{f} は、船舶が振動することによって発生する流体力ではなく、例えばエ

ンジンの起振力やプロペラフォースのように船殻そのものに直接作用する外力を表す。励振

力仰の他に、船体表面が振動することによって発生する流体力をも外力として扱わねばな

らない。これは、流体の圧力による力ぴJと粘性によるカグ'wc1 とで表すことができて、それ

ぞれ(3.6.22)および(4.3.51)式にて示されている。そして、仰を構成する節点は船舶本休の全

域に及ぶのに対して、ぴJおよびぴ".vc}を構成する節点は船体表面接水部分のみからなるもの

であったから、ぴJおよびぴ~c}のサイズを {f}と同じサイズに拡張して、接水部分を除いてゼ

ロが並ぶように配慮せねばならない。即ち、有限要素メッシュモデ、ルにおいて船舶本体の節

点数がNstr、船体表面接水部分の節点数がNmaxで、あるとすれば、 [Ms}， [C)， [Ks}は6Nst/(f6

Nstr列、 {u}，♂は6Nstr行となるのに対してぴ:)，ぴ".vc} は3Nm似行であるから、そのサイズをそろ
えておかねばならない訳である。その操作を終えたものとして、流体と構造の連成振動方程

式をかけば、

(入 2[Ms} 十入 [Cs }+ [Ks} ) {u} = {f} 十 {fw} 十 {fwc} (5.1.1) 

となる。そして、上式右辺第 2 ， 3 項に (3.6.22) ， (4.3 .5 1)式を代入すれば、

[入 2 ([Ms}+[Mw }) 十入 ([Cs}+[Cw}) + [Ks} J {u} = {f} (5.1.2) 

となる。左辺の付加質量マトリクス[MJおよび付加減衰マトリクス[CJは3Nmax行3Nmax~1j
であったから、これらも6Nstr行6Nstr列に拡張して接水部分を除いてゼロが並ぶように配慮せ
ねばならない。上式では、すでにその操作を終えたものとしてかいている。
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ここで、上式を簡単に、

(入 2[M} 十入 [C} 十 [K}) {u} = {f} (5.1.3) 

とかくことにする。 [Ms}，{Cs}，{KJは実数対称行列であり、 [MJ，{CJもそうであったから、

上式のμ1}，{C}，{K}は実数対称行列となる。また、 [Ms}，{C)，{KJは「正の定符号マトリクスJ

であり、 [MJ，{CJもそうであったから、上式のμ1}，{C}，{Kjは「正の定符号マトリクス」で

もある。上式を解けば流体と構造の連成振動の様子を知ることができる。しかし、本論文で

述べたように境界要素法によって[MJおよび[CJを得ることはできるものの、有限要素法

によって得られるのは[MJおよび、[Ks}だ‘けで、あり、現状の技術水準では、減衰マトリクス

[Cs}を得ることができない。従って、実際には上式を解くことはできず、机上の空論となっ
ている。

現在行われている解析は、上式の[C}および仰をゼロとみなした実固有値解析と、その結

果を利用したモード解析である。以下、これらの関係について述べることにしよう。そのた
めの準備として 2種類の固有値問題を定義しておく。

まず、第 1 は、上式の[C}をゼロとした自由振動の方程式

(入 2iMl 十 [K}) { χ~e} = {O} (5.1.4) 

である。上式で、 Àeは不減衰系の固有値、 {Ze}はそれに対応した固有ベクトルを表してい
る。次に、第 2 は、 [C}を考慮した自由振動の方程式

(入 l[M} +入 d[C} 十 [K}) { χd} = {O} (5.1.5) 

である。上式で、 λdは減衰系の固有値、 {Xd}はそれに対応した固有ベクトルを表してい
る。そして、上 2 式は6Nstr元の方程式であるが、以降、 6Nstrのことを単にNとかくことにす
る。また、これらの固有値問題を解くにあたって、次の一般固有値問題が威力を発揮する。

(μ [M}+[K}) {φ} {O} (5.1.6) 

これは、 (5. 1.4)式において A fをμ に書き換えただけのものであるが、 (5.1 .4)， (5. 1. 5)式は振動
方裡式から導かれるものであるのに対して、上式は数学的な一般固有値問題を表す点におい
て意味が異なる。 μt/}，{K}は実数対称行列で「正の定符号マトリクス」であった。このよう
な場合には、上式の固有値μは全て負の実数となることが知られている。
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また、固有値μに対応した固有ベクトル{ Ø}は実数となり、固有値および固有ベクトルは

N個の対として得られることになる。そこで、 r次の固有値をμr、固有ベクトルを{Ør} と表
すことにする。(ここで記号併を使うことは速度ポテンシヤルと同じ記号となってしまうのであまり良く

ないのではあるが、振動の分野では固有ベクトルを記号￠で表すことが通例となっていることと、これ以降に

速度ポテンシヤルの話は出てこないことから、あえて記号￠を使うこととする。)

上式の一般固有値問題ではマトリクスを挟んだ直交性が成立する。 r次とs次の固有値と固

有ベクトルを用いて上式を表せば、

μr [M} { φr} 十 [K} { φγ} 二 {O} (5.1.7)_1 

μs [M) { φs} 十 [K} { φs} = {O} (5.1.7)_2 

となる。ここにrヂsとする o そして、上第 1 式の両辺に左側から{ØS}Tを乗じ、上第 2 式の

両辺に左側から{Ør}Tを乗じれば、

μr { φs}T[M}{争r} 十{ゆS}T [K} { ψγ} = 0 (5.1.8)_1 

μs {φr}T [M} { φs} 十{ゆr}T[K}{φs} = 0 (5.1.8)_2 

となる。上第 2 式の転置をとれば、仰7，[K}が対称行列であることから

μr { φs}T[M}{ゆr} 十 {φS}T[K} { ゆr} - 0 (5.1.9) -1 

μs {φs} T [M} { φ r} 十 {φS}T [K} { φ r} 二 E (5.1.9>-2 

となる。ここで、上第 1 式から上第 2 式を引けば、

(μr μs) {やS}T[M}{φr} = 0 (5.1.10) 

を得る。一般にμr乎メtsで‘あるから、

{φSS}T [M} { φr} = 0 (5.1.11)_1 

となる。また、上式を (5. 1. 9)式に代入すれば、

{φs}T[K}{φr} = 0 (5.1.11)_2 
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を得る。上 2 式は、異なる次数の固有ベクトルに対してμ1)，[K}をマトリクスを挟んだ直交
性が成立することを示している。

同じ次数の固有ベクトルに対しては、 (5. 1. 8)式にてs=rとおいて、

μγ{φγ} T [M} { φr} 十 {φr}T[K} { φr} = 0 

が成立し、

{φr}T [M} {φr} = mr 

{φr}T [K) { φ r} = kr 

とおけば、 (5. 1. 12)式より

メtr mr 十 kr=O

なる関係を得る。

そこで、固有ベクトル{Ø}を低次から順番に列方向に並べて、行列[Ø)を

[φ] [ {φj} { φ2} ・・ ・・・ {φN} } 

のように定義すれば、 (5. 1. 1 1)， (5. 1. 13)式より、

{φ }T [M} [ φ} = r m J 

{φ ) T [K} [ ψ} = r k J 

(5.1.12) 

(5. 1. 13)ー 1

(5.1.13)_2 

(5.1.14) 

(5.1.15) 

(5.1.16) -1 

(5.1.16)_2 

なる関係を得る。ここで、 r m J およびr k J は対角行列であり、そのr行r列自にはそれぞれ
mrおよび与が位置することとなる。行列/φ/はモードマトリクスと呼ばれており、上式は、

固有ベクトルのもつ直交性をひとまとめに表したものとなっている。なお、 mrはモード質
量、 krはモード剛性と呼ばれている。

さて、上第 1 式においてmr =l、即ち対角項が全てlになるように固有ベクトルを正規化
しよう。正規化固有ベクトルを {t/J} とおく。そのためには、 r次の固有ベクトルに対して (5. 1.
13)式より、

{ψr) 
l 

..r;;; {φr} (5.1.17) 
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を満足するようにfμjを定義すれば良いことがわかる。そうすれば、 (5. 1. 13) ， (5. 1. 14)式よ

り、

{ψr) T [M} ( ψr) l (5.1.18)_1 

{ψr) T [K} ( ψ r) 一 μ- r (5.1.18)_2 

を得ることとなる。 /μJは質量行列[M)について正規化したr次の固有ベクトルと呼ばれて

おり、上式は正規化固有ベクトル/がjがもっ直交性を示している。特に、第 2 式右辺が固有

値μrで、表されていることが重要な特徴である。なお、 (T/J) も実数となる。

(5. 1. 15)式と同様に、正規化固有ベクトル(t/J)を低次から順番に列方向に並べて、

[ψ] [ (ψ1) (ψ2) ...... (ψN) } (5.1.19) 

を定義すれば、 (5. 1. 16)式と同様に、

[ψ}T[M}[ψ] r 1 J (5.1.20)_1 

{ψ}T[K}[ψ] rAJ (5.1.20) -2 

と表すことができる。ここでr1 J は単位行列を、 rAJ は対角項に -μrが並んだ行列を示し

ている。対角項を除いた成分は、当然、ゼロである。
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(a) 不減衰系

一般固有値方程式(5. 1. 6)

(μ [M) 十 [K}) ( φ} (O) (5. 1. 6)再記

においてr次固有値μrは全て負の実数となることを述べた。そこで、正の実数ωrを定義し
て、

メLr - 一ωr20.1.21)

とおく。また、不減衰系の自由振動方程式(5.1引

(入 fiM] 十 [K}) ( χ~e) = (O) (5. 1.4)再記

は一般固有値方程式(5. 1. 6) と一致するものであるから、固有値については

λ ノ μr= 一 ωr2 fr=lpz----,Nj (5.1.22) 

が成立する。よって、

ﾆe 土 iωr (r = 1，2，・・. ',N) (5.1.23) 

を得る。正の実数ωrはN個あることから、上式は、不減衰系の固有値λeが2N個であること

を示している。従って、 2N個の固有値を ÀerおよびA er*と表すこととして、

λ er 十 iωr (5.1.24)_1 

λ er * -zωr (5.1.24)_2 

を定義する。

一方、固有ベクトルについては、正規化固有ベクトル(t/J)を採用することとすれば、

{χe) {ψJ (r = 1ム... ',N) (5.1.25) 

が成立する。固有値 Àer λer*に対応する固有ベクトルを/JE erj ， /JEer*/ と表すこととすれ
ば、 2N個ある固有ベクトルのうちN個は同じものであるから、

{χ er} {ψJ (5.1.26)_1 

{χJ}={ψJ {ψr *} (5.1.26)_2 

となる o {T/J}は実数であるけれども、共役複素数の記号*を用いて不合理は生じていない。
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にてごrが決定されることとなる。.-1 2は実数であるから、上式で励振力ベクトル♂が実数な
らばどrも実数となる。例えば、単点加振で励振力を位相基準とするのであれば、あl とどrは
共に実数となるのである。しかし、多点加振でのがある位相基準に対して何らかの位相差
を持ったものであると考えるならば、 frは複素数となる。従って、前述のようにごrは複素
数であると認識しておく方が良いのである。

さて、正規化固有ベクトル{t/J} はN次元空間で張られた l 次独立なものであることから、そ

れらの 1 次結合によってN次元空間の任意のベクトルを表すことができる。従って、強制j振

動の式

(入 2[MJ 十 [KJ) {u} {f} (5.1.27) 

の解となる振動変位{u}を正規化固有ベクトル/μjの 1 次結合によって表すことができて、

上式を (5. 1.28)式に代入すれば、振動変位(応答関数) {u}を得ることができて、

{u} 

N 

2: fr {t/Jr} 
{u} 

[ψ J { と} (5.1.28) 
N
X
 
r=1 

とおくことができる。上式中辺でごrは線形重ね合わせ( 1 次結合)のための係数であり、

問題によっては実数となるのであるが、通常は複素数と認識しておくべきものである。ま

た、最右辺の/どjは係数 frを行方向に並べたものである。

となる。

{ψr) T {f} 
{ψJ 

.-12 +ωr 
(5.1.34) 

では、応答関数ではなくて、伝達関数としての振動変位についてみてみよう。上式右辺を
変形すれば、

{と}T = {f1 f2 ・・ ・・・ fN } (5.1.29) 

{u} 

このfごjを決定することができれば、 (5. 1.28)式より、任意の周波数.-1 (=iωノにおいて振動変

位{u}を得ることができるわけである。よって、/ごjを決定することにしよう。 (5. 1.28)式を

強制振動の式(5. 1. 27)に代入して、左側から[r/JJT を乗じれば、

r=1 

N
X
 

{ψr) { ψ r} T 
{f} 

.-12 +ω戸
(5.1.35) 

となる。ここで、右辺分子の{t/J r} { t/J r} Tはダイアド積を表しており、 N行N列のマトリクス

となるものである。それらの総和が伝達マトリクス[HJを表すこととなって、

(入 2[ψJT[MJ[ψ] 十 [ψJT[KJ[ψJ) {ご} = [ψJT {f} (5.1.30) 
N
X
 

[HuJ -

を得る。上式左辺において[r/JJで挟まれたマトリクス部分は直交性(5. 1.20)によって対角行列

となって、

r=j 

{u} 

{ψr} { ψr} T 

λ2 十 ωf
(5.1.36) 

[HuJ {f} (5.1.37) 

(λ 2rIJ+rAJ){ご} = [r/JJT {f} (5.1.31) 

なる関係を得ることになる。次に、 (5. 1. 34)式において、節点/だけに励振力を与えれば、
を得る。ここで、 rAJとは、対角項にωノが並んだ行列である。上式を観察すれば、方程式

は非連成化されていることがわかる。従って、/ごjを決定することは簡単で、、行成分の等式

を満足させるだけでよい。行成分の等式は、
{u} N
X
 
r=1 

(λ2 十 ωr2 ) fr {ψ r} T {f} 

ψγ む~ T f(j) 
{ψ r} 

λ2 十 ωf
(5.1.38) 

となる。ここで、 f(j) は節均に作用する6成分の励振力を表し、 μrÚ; はr次の固有ベクトルの
うち節勾に関わる6成分を表している。さらに、上式から節点iの応答だけを抜き出せば、

(5.1.32) 

となって、ごrに関する 1 次方程式となっているに過ぎないのである。従って、

u (j。

N
V
'
'
M
 

{ψ r} T {f} 

.-1 2 十 ωf
ごr (5.1.33) 

γ =1 
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ψr (j) T f(j) 
ψ r(i) = 

λ2 十 ωF

N
X
 

ψ r (i) ψ rÚ; T 
f(jJ 

λ2 +ω戸

(5.1.39) 
r=1 
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(5.1.44)_1 

(5.1.44) -2 

{ψr) { ψr} T 

{ψr*} { ψf}T 

1 

2 (iωr) 

2(-iωr) 

l 

と変形できるから、

{Rr1 

{Rr* 1 

{ψr} T 

一一寸

ψr(j)T 

図

L 

{ψr} 

一
一
'
一
川
園

'
M

=L 図{Hj ij 

{Hj 

: J: 

二圏三，
6 X6 

なるマトリクス{Rr1を定義することができる。正規化固有ベクトル/μjは実数であるけれど

も、共役複素数の記号*を用いて不合理は生じていない。 {Rr1を用いて伝達マトリクス{Hul

j XN NXj NXN NXN 

伝達マトリクスの成分Fig.5.l.1 

を表せば、

N
X
4
 

{ψr} { ψr} T 

十 ωノλ2 

{Hul 

となる。ここでも最右辺分子の μrωμr(j)Tはダ、イアド積を表すもので、 6行6タIJのマトリク

スとなるものである。そして、この小行列の総和をとったものを{Hjijとすれば、

(5.1.45) 
{Rr* 1 

( ，，1 一 λer*j 
十

{Rr1 

( ﾀ - λ er) 
L 

(5.1.40) 
ψr (i) ψ r (j) T N

T
J】
寸

{Hul ij 

となる。上式は、複素変数λ の関数である伝達マトリクス仰Jを級数に展開した形式をして

おり、 {Hjは特異点 λep A er*を持つことを示している。そして、分母が 1 次式で表されて
いることから、 {Rr1は複素関数論でいう留数(residue) となっている。このような意味から、

{Rr1および‘{Rr勺はレジ、デ、ユマトリクスと呼ばれている。振動方程式の外力項に単位ステップ
関数(Heaviside関数)が作用した際のインデシアル応答を求めるときなどに複素関数論が必要

となり、周波数領域で、解いた問題をFourier逆変換によって時間領域に変換する際に複素周回

積分を行わねばならないことがある。上式の特異点、 Àer ﾀ er *は、まさにそのときの極の位

(5.1.41) 

と表すことができる。この小行夢!J{Hjij・は、伝達マトリクス{Hjの一部分を構成するもので

ある。その様子をFig.5. 1. 1 に示す。

十 ωノ

!(jJ 

,,1 2 

(Hul ij u(i) 

なお、以上に述べた応答関数および伝達関数は、いずれも不減衰系のものであるから、共

振周波数においては分母がゼロとなって印jは無限大になる。

tαJ 

極 Àer
l(J)r 

σ 

-1 ωr 

不減衰系の場合の極配置を Fig.5. 1.2 に示

す。この場合には特異点、 λ er λer*が純虚数

となるから、 1 位の極が虚軸上に並ぶこと

となる。そして、そのうちのr次の極を図に

示している。複素共役型の極配置となるの

が特徴である。そして、減衰がある場合に

は、共に負の実軸方向 (-σ) ヘ極が移動

することとなる。

置を示しているのである。

さて、 (5.1.36)式に示した伝達マトリクス(Hjの分母を少し変形してみよう。 (5. 1.24)式に

より、

(5.1.42) fλ -À er ) (,,1 -ﾀer*) 十 ωノ

を得る。そして、

λ2 

極んr*l 1 

2 (iωr) 
(5.1.43) 

2(-iωJ 

fλ-A e r*j 
十

( ﾀ - λ er) 

l 

λ2 +ωF 不減衰系のr次極配置Fig.5.1.2 
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(b) 比例粘性減衰系

減衰マトリクスは全くわからないのだけれども、減衰を入れない限り応答関数が無限大と

なる周波数が存在してしまう。そこで、ある仮定をして減衰を方程式に組み込み、無限大と

はならない応答関数を得る方法がある。それは、

{C} = a{M} 十 b{K} (5.1.46) 

なる形で減衰マトリクスfαを仮定する方法である。上式は、質量マトリクス/κ/と剛性マト

リクス{K]の線形結合によって{C]を表そうとするもので、実数aおよびbはその係数を表して

いる。上式のように表した{C]はRayleigh減衰と呼ばれ、その振動系は比例粘性減衰系と呼ば

れている。比例粘性減衰系を仮定すれば、実固有値解析との相性が良く、有限要素法による

解析結果をそのまま利用できる点で重宝されている。

さて、減衰系の自由振動方程式(5. 1. 5)

(入 I{M] 十入 d{C] 十 (K]) ( χd) 二 (O) 

に、 (5. 1.46)式に示した減衰マトリクス{C]を代入すれば、

(μ (M] + (K]) ( χ d) = (O) 

μ 

λ 1 十 aλd

b --1 d 十 l

(5. 1. 5)再記

(5.1.47) 

(5.1.48) 

を得る。ただし、上式(5. 1.48)右辺の分母がゼロでないことを仮定している。そして、上式

(5. 1.47)を観察すれば、一般固有値方程式(5. 1. 6)

(μ {M} 十 (K}) ( φ} (O) (5. 1. 6)再記

と全く同じ形をしていることがわかる。従って、固有値および固有ベクトルも同じものとな

る。ただし、固有値が一致するのはμに対してであって、 Ædに対してではない。求めねば
ならない固有値はλdで、ある。よって Àdを求めよう o r次固有値μrは全て負の実数で、

μr 一 ωr2 (5. 1.21)再記

とおくことができた。上式を (5.1 .48)式に代入すれば、固有値 λdに関する方程式を得ること
ができて、
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λJ 十 (α 十 bω戸 )λd 十 ω戸 = 0 (r = 1，之・・・ '，N) (5.1.49) 

となる。上式を解いて λdを求めれば、正の実数ωrに対応したr次の固有値--1 drを得ることが
できる。上式左辺第 2項のひ内部は実数であるから、

(α +bω戸) 2 tr ωr (5.1.50) 

とおけば解きやすい。ここで、ごrは実数である。これにより、

λ d = - tr ωr 士 iωrJ 1-tr2 (r=l,2, ----N) (5.1.51) 

を得る。正の実数ωrはN個あることから、上式は、減衰系の固有値λdが2N個であることを
示している。従って、 2N個の固有値を λ drおよびλdr*と表すこととして、

λ dr = - tr ωr + i ωr J 1-tr2 (5.1.52)_1 

Adr* ニ - tr ωr -i ωr J 1-tノ (5.1.52) -2 

を定義する。以上により減衰系の固有値を決定することができた。なお、 trはr次のモード
減衰比と呼ばれている。

一方、固有ベクトルについては、何の問題もなく一般固有値方程式(5. 1. 6)のものと一致す
る。よって、正規化国有ベクトル(t/J)を採用することとすれば、

{χd} {ψJ fr=l,Z--- >Nj (5.1.53) 

が成立する。固有値 λ drﾆ dr *に対応する固有ベクトルをfZdrj ， fzdr*j と表すこととすれ
ば、 2N個ある固有ベクトルのうちN個は同じものであるから、

{χ dr) = {ψJ (5.1.54)_1 

{χdf}={ψr) = (ψr*) (5.1.54)_2 

となる。 (t/J)は実数であるけれども、共役複素数の記号*を用いて不合理は生じ、ていない。

以上のことから、比例粘性減衰系では、固有値は複素数となるのに対して、固有ベクトル
は実数となることがわかる。
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さて、正規化固有ベクトル/μjはN次元空間で張られた 1 次独立なものであることから、そ

れらの 1 次結合によってN次元空間の任意のベクトルを表すことができる。従って、強制振

動の式

と表すことができる。そこで、 r行r列目に2trωrが並んだ行列として対角行列rtJを定義し
て、比例粘性減衰系における直交性をまとめれば、

(入 2[M] 十入 [C]+ [K]) {u} = {f} (5. 1. 3)再記 [ψ]T[M][ψ] r 1 J 
(5. 1. 20)_1_再記

(5.1.58)_1 

(5.1.58L2 

(5.1.20) -2-再記

(5.1.58) -3 

の解となる振動変位{u}を正規化固有ベクトル{t/J}の 1 次結合によって表すことができて、 {ψ]T[C][ψ] r t J 

{u} 

N 

E ごr {t/J r} . iψ] {ご} (5. 1.28)再記
{ψ]T [K] [ ψ] rAJ 

とおくことができる。これは、不減衰系の場合と全く同様である。そして、この/どjを決定

することができれば、上式より、任意の周波数 À (=iωノにおいて振動変位{u}を得ることが

できるわけである。よって、/ごjを決定することにしよう。上 2 式より、

と表すことができる。上式の関係を用いて (5. 1.55)式をかきなおせば、

(入 2r 1 J 十 λ rtJ+rAJ){ご} = [ψ]T {f} (5.1.59) 

(入 2[ψ]T[M][ψ] 十入 [ψ}T[C}[ψ] 十 [ψ]T[K] [ ψ} ) {と} = [ψ]T {f} 

(5.1.55) 

となる。上式を観察すれば、方程式は非連成化されていることがわかる。従って、/ごjを決

定することは簡単で、行成分の等式を満足させるだけでよい。行成分の等式は、

を得るが、これもやはり直交性によって対角行列となる。 [M}， [K]を挟んだ直交性について

は (5. 1. 20)式に示したので、ここでは、 [C]を挟んだ直交性についてみておこう。 Rayleigh減

衰の式(5.1 .46)

(λ2 十 2trωrλ+ωr2 ) fr {ψr} T {f} (5.1.60) 

となって、ごrに関する 1 次方程式となっているに過ぎないので‘ある。従って、

[C} α [M] + b[K] (5. 1.46)再記
ごr
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(5.1.61) 

において両辺の左側から[Ø}Tを、右側から[Ø}を乗じて、 [M]， [K]を挟んだ直交性(5. 1.20) を

利用すれば、 にてどrが決定されることとなる。上式を (5. 1.28)式に代入すれば、振動変位(応答関数) {u} 
を得ることカミで、きて、

[ψ]T[C][ψ} a r 1 J 十 br A J (5.1.56) 

を得る。上式右辺を観察すれば対角行列の足し算となっているだけであるから、左辺もまた

対角行列とならねばならないことがわかる。そして、 rAJ とは対角項にωノが並んだ行列で

あったから、上式の対角項は、

{u} 
N
T
J
U
 

{ψr} T {f} 

À2 十 2trωrλ+ωノ
{ψr} (5.1.62) 

r=j 

となる。上式で、減衰による効果をなくすためによr=Oとすれば、 (5. 1. 34)式と一致する。

{ψ~ r} T [C] { ψr} a 十 bωノ (5.1.57>-1 
では、応答関数ではなくて、伝達関数としての振動変位についてみてみよう。上式右辺を

変形すれば、となる。さらに上式右辺は(5.1.50)式そのものであり、そこで定義されたr次のモード減衰比

trによって、
{u} 

N
Y
U
 

{ψr) {ψr} T 

λ2 + 2trωrλ+ωr 
{f} (5.1.63) 

{ψr} T [C] { ψ r} 2 とrωr (5.1.57L2 
r=l 
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となる。ここで、右辺分子の/μr}{� r}Tはダイアド積を表しており、 N行N列のマトリクス

となるものである。それらの総和が伝達マトリクス(H，)を表すこととなって、

N {ψr} { ψr} T 
L (5.1.64) {Hul 
r=} λ 2 + 2trωrλ+ωr 

{u} {Hul {f} (5.1.65) 

なる関係を得ることになる。ここで、再び分母を変形しておけば、

λ2 十 2trωr À 十 ω三 (λ-λ dr) ( ﾀ - λdf j (5.1.66) 

となり、また、上式右辺が分母にきた場合には

l 

( ﾀ -ﾀdr) ( ﾀ -ﾀdr*) ( ﾀdr -ﾀdr*) ( ﾀ -ﾀdr) 

ナ

なる変形ができる。そして、

σdr - とrωr

ωdr - ωr ~ 1-tノ

とおけば、 (5. 1. 52)式に示した固有値は

λ dr 一 σdr 十 iωdr

λ* dr - 一 σdr - 1 ωdr 

と表すことができて、 (5. 1. 67)式は

l 

fλ-λ dr) ( ﾀ - λdr*j 

十

l 

f A dr* ー λ dr) ( λ 一 λdr*j
(5.1.67) 

1 

2 (iωd r) ( ﾀ - λ dr) 

1 

2(-iωd r) ( ﾀ -ﾀ d r * ) 

(5. 1.68) ー 1

(5.1.68)_2 

(5.1.69)_1 

(5.1.69) -2 

(5.1.70) 
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となる。これを用いてレジ、デ、ユマトリクス{Rr1を表せば、

{Rr1 

{Rr* ] 
一

{ψr} { ψr} T 

λ dr 一 λ dr* 

{ψr*} { ゆf}T

λd f-λ dr 

{ψγ} {ψr} T 

2 (iωdr) 

{ψr*} {ψr* } τ 

2(-iωdr) 

(5.1.71)_1 

(5.1.71)_2 

となる。正規化固有ベクトル/がjは実数であるけれども、共役複素数の記号*を用いて不合

理は生じていない。 (Rr1を用いて伝達マトリクス(H，)を表せば、

N 
{ψr} { ψr} T 

{Hul L 
r=1 え 2 + 2trω À + ω2 r" ~r 

N 
{RrJ 

L 
{Rr* } 

十

r=} ( ﾀ - λ dr) ( ﾀ -ﾀ 本ノ
(5.1.72) 

dr 

となって、 (5. 1.45)式と同じ形式が得られる。また、上式で、減衰による効果をなくすため
に tr=Oとすれば、 (5.1 .45)式と一致する。

比例粘性減衰系の場合の極配置をFig.5. 1. 3に示す。この場合には特異点 λ d，.， ﾀ dr *は純虚数
ではなく負の実部をもった複素数となるから、 1 位の極が第 2 ， 3 象限に分布することとな
る o そして、そのうちのr次の極を図に示している。この場合にも複素共役型の極配置とな
るのが特徴である。

なお、 σdrはr次のモード減衰率と呼ばれ
るもので減衰に関与し、 ωdrは比例粘性減衰
系におけるr次の共振周波数を表すものであ
る。

1αJ 

極 λ dr
。……一一一I iωdr 

一 σdr

0--
極 Adr* 

-1ωdr 

Fig.5.1.3 比例粘性減衰系のr次極配置

σ 



(c) 一般粘性減衰系

減衰マトリクス[C}は全くわからないのだけれども、もしも[C}がわかったとして、それが

Rayleigh減衰(5.1 .46) となる保証はない。 [C}に関する直交性は、 Rayleigh減衰(5. 1.46)を仮定し

たから得られたのであって、これ以外の場合には直交性は成立しない。そこで、 [C}の綴態

に制限を設けない場合の解法も必要となってくる。 {C}が実数対称行列となることだけを仮

定して、その他には一切の制約を付けないわけである。このような振動系は一般粘性減衰系

と呼ばれている。ところが、一般粘性減衰系で解析を行うと固有ベクトルも複素数となるた

めに、実固有値解析との相性が悪く、有限要素法による解析結果も利用しづらくなる。この

点においてあまり重宝されていない。しかし、一般粘性減衰系での定式化は比例粘性減衰系

を含むものとなるから、確かに一般的な定式化であることに間違いはない。

さて、減衰系の強制振動の式(5. 1. 3)

(入 2{M} 十入 {C} 十 (K}) {u} = {f} (5.1.3)再記

に、自明の式

(入 {M} 一入 (M}) {u} {O} (5.1.73) 

を組み合わせれば、
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{y} 日~)}
(;;i (5.1.75)-4 

(5.1.75L3 

{q) 
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とおくこととすれば、強制振動の式

(入 [D} 十 [E}) {y} {q} (5.1.76) 

を解くことになる o [D}， {E}は共に実数対称行列となっており、そのサイズは2N行2N列であ

る。このようにおけば、減衰マトリクス{C}に関する直交性を心配する必要が無くなるので

ある。よって、上式に関する固有値問題を解いた後で、その固有ベクトルを重ねあわせて

ケjを得ることを考える。 {y}を得ることができれば、 {u}を得ることもできる訳である。

そこで、まず、自由振動の式

(入 d[D} 十 [E}) { η d} = {む} (5.1.77) 

を定義する。ここで、 ).dおよび/グJはそれぞれ固布値および固有ベクトルを表す。上式

は、減衰系の自由振動の方程式(5. 1.5)

(入 j[M} 十入 d[C}+ [K} ) {χd} = {O} (5. 1. 5)再記

から成り立つものであるから、これら 2 つの固有値問題において、全く同じ固有値を持たね

ばならない。また、 2N個の固有値λdおよび回有ベクトル{Zd}は、それぞれ、共役な複素数

から構成されることが知られている。ここで、自由振動の式(5. 1. 77)は、見掛けの上からは

一般固有値方程式(5. 1. 6)

〈 μ [M} 十 [K}) { φ} {O} (5. 1. 6)再記

と全く同一である。しかし、上式ではμ1}， [K}が「正の定符号マトリクス」であったから全

ての固有値μが負の実数として得られたのであったことに注意せねばならない。自由振動の

式(5.1.77) を構成する{Dλ{E}を観察すれば、その対角項がゼロであったり負であったりして

いる。 r正の定符号マトリクス」では対角項が全て正となることから、 {D}， [E}は「正の定

符号マトリクス」ではないのである。よって、 [D}， {E}による固有値問題(5.1.77)の場合に
は、 2N個の固有値λdおよび固有ベクト J'v{r; cfが全て実数となる訳ではなく、それぞれ、共

役な複素数となることも合点、がいくであろう。通常は、負の実数または負の実部をもっ複素
数から固有値が構成され、固有ベクトルも複素数となるのである。

さて、自由振動の式(5. 1. 77)の固有ベクトル/グJは、 (5. 1. 75)第 3 式より、

{ηd} = しに}} (5.1.78) 



なる形式で得られることとなる。そして、 2N個の固有値 ，1 dおよび固有ベクトル/グJのう
ち、 r次の固有値を λr、固有ベクトルを/φJと表すことにする。これらを用いて、 (5. 1. 7)か
ら (5. 1. 14)式までと全く同じことを行えば、

/φ'S}T[D} {φr} 
一

。

(5.1.79)_1 

/φIS} T [E} {φr} 
一

。
(5.1.79)_2 

および、

{φr}T [D} {φr} 一 dr (5.1.80)_1 

{φr}T[E}{φr} er (5.1.80L2 

なる直交関係を得ることができ、さらに

[1Jf) T [D} [1Jf} r 1 J (5.1.85L1 

{宙7 T[Ej[明 rAJ (5.1.85}_2 

と表すことができる。ここでr1 J は単位行列を、 rAJ は対角項に - ，1 rが並んだ、行列を示 し
ている。対角項を除いた成分は、 当然、ゼロである。また、そのサイズは共に2N行2N列で
ある。

さて、正規化固有ベクトル{W}は2N次元空間で張られた 1 次独立なものであることから、

それらの 1 次結合によって2N次元空間の任意のベクトルを表すことができる。従って、強
制振動の式(5. 1.76) 

(入 [D} 十 [E}) {y} {q} (5 . 1. 76)再記

λ r dr 十 er = 0 (5.1.81) の解となる変位速度混合ベクトルかjを正規化固有ベクトル{'W}の 1 次結合によって表すこ

を得ることもできる。ここで、 dr=Iになるように固有ベクトルを正規化しよう。そのため
には、 (5. 1. 80)式より、

{'Wr} 
I 

-Fデ fφr}
W 日r

(5.1.82) 

を満足する正規化固有ベクトル/吹jを定義すれば良いことがわかる。そうすれば、 (5. 1. 80) ，
(5 . 1. 81)式より、

{VJI'r} T [D} {Wr} 

{'Wr} T [Ej {Wr} 

l 

一 -，1r 

(5.1.83)_1 

(5.1.83)_2 

を得ることとなる。ここで、 {W~}は[D)について正規化したr次の固有ベクトルとなってお
り、上式は{W}がもっ直交性を示している。特に、第 2 式右辺が固有値λrで、表されている
ことが重要な特徴である。なお、 fψ7も複素数である。

正規化固有ベクトル/収1を低次から順番に列方向に並べて、

[守] [ {Wj} {lJI2} .. .. . . {ψ2N} } (5.1.84) 

なる2N行2N列の正規化モードマトリクス[1Jf}を定義すれば、

とができて、

2N 

{y} L fr {'Wr} = [1Jf} { ご} (5.1.86) 

とおくことができる。上式中辺でごrは線形重ね合わせ( 1 次結合)のための係数であり、

総和項数が2Nとなっていることに注意しておく。また、最右辺の{f}は係数ごrを行方向に
並べたものである。

{と}T = /ごj f2 ・ ・ ご2N } (5.1.87) 

この/ごjを決定することができれば、 (5. 1.86)式より、任意の周波数 ，1 (=iωjにおいて変位速

度混合ベクトルウノ;を得ることができるわけである。よって、/ごjを決定することにしよ
う o (5 . 1. 86)式を強制振動の式(5. 1.76)に代入して、左側から[1Jf) T を乗じれば、

(入 [1Jf} T [D} [lJ!} 十 [lJ!} T [ E} [lJ!} ) {と} = [明 T {q} (5.1.88) 

を得る。上式左辺において[lJ!}で‘挟まれたマトリクス部分は直交性(5. 1. 85)によって対角行列
となって、

(λ rIJ+rAJ){ご} = [甲']T {q} (5.1.89) 



を得る。ここで、 rAJ とは、対角項に -Iﾌ rが並んだ行列であった。上式を観察すれば、方

程式は非連成化されていることがわかる。従って、/ごjを決定することは簡単で、行成分の

等式を満足させるだけでよい。行成分の等式は、

(λ-λ r) ﾇr {VfJ'r} T {q } (5.1.90) 

となって、ごrに関する 1 次方程式となっているに過ぎないのである。従って、

ごr
fVfJ'r} T {q} 

Iﾌ - Iﾌr 
(5.1.91) 

にてどrが決定されることとなる。上式を (5. 1.86)式に代入すれば、変位速度混合ベクトル似

を得ることができて、
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(5.1.92) 

となる o {y}を得ることができたから、振動変位{u}を得ることにしよう。正規化固有ベクト

ルfψ7の内部は(5. 1. 78)式の形式で構成されていることから、そのr次成分についてかけば、

{ Wr} = lJZj| (5.1.93) 

となっている。ここで/μJ は、 2N行ベクトル{Wr}の上半分N行だけを示すベクトルであ
る。そして、外力項{q}は上半分N行だけが{f}で下半分N行は{O}であったから、 (5. 1. 92)式右

辺分子は

{VfJ'r} T {q} 二 {ψr} T {f} (5.1.94) 

なるスカラー量となる。そして、かjの上半分N行を表す振動変位{u}に対応するベクトル部

分は、 (5 .1 .92)式の一番右にある{Wr}の上半分N行で、あるから、
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(5.1.95) 

r=1 

を得ることになる。上式により、振動変位{u}を決定することができたことになる。
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では、応答関数ではなくて、伝達関数としての振動変位についてみてみよう。上式右辺を

変形すれば、

{u} 
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す
'
臼

(5.1.96) 
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となる。ここで、右辺分子のfψr}{ ψ r}Tはダイアド積を表しており、 N行N列のマトリクス

となるものである。それらの総和が伝達マトリクス[Hjを表すこととなって、

[HuJ mx 

T
4
 

3
z
J

一

r

一

~
d
v

一

r

/
t

一
、
パ

J

一
一

d
v
一

/
t

一
、
パ

(5.1.97) 

r=1 

{u} [HuJ {f} (5.1.98) 

なる関係を得ることになる。また、これを用いてレジデ、ユマトリクス[RrJを表せば、

[RrJ {ψr} { ψ r} T 
(5.1.99) 

となる。 [RrJを用いて伝達マトリクス[Hjを表せば、
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[RrJ 

Iﾌ - Iﾌr 
mx 

(5.1.100) 
r=1 

となる。総和項数が2Nとなっていることから、上式は共役複素数を全て含む表現となって

いることがわかる。従って、 (5. 1.72)式と全く同じ内容を示しているのである。その違い

は、 (5. 1. 72)式では固有ベクトルが実数であったのに対して、上式ではそれを複素数とする
ことにある。

また、比例粘性減衰系にて定式化した伝達関数を、上式の一般粘性減衰系の定式化に変換

することは容易であるが、その逆は行えない。それは、実数である固有ベクトルを複素数と
みなすことはできるのに対して、複素数はあくまで複素数であって決して実数とはみなせな
いことに起因する。従って、有限要素法における実固有値解析の結果を利用して応答解析を

行うにあたって、ひとたび一般粘性減衰系にて応答解析を行えば、これを実数固有ベクトル
には変換できなくなることから、 二度と実固有値解析には戻せなくなる不便さがある。これ
に対して比例粘性減衰系にて応答解析を行えば、実数固有ベクトルとして得られているため
に、いつでも実固有値解析に戻すことができる便利さがある。
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比例粘性減衰系にて得られた固有ベクトルを一般粘性減衰系の形式に変換する手法につい

て述べておく。これは、どちらの減衰系でも同じ応答関数となるように変換すればよいだけ

である。そのためには、比例粘性減衰系のレジデ、ユマトリクス[Rr}

{Rr} 
{ψr) (ψr) T 

* λ dr 一 λ dr

{ψr *) (ψf}T 

λ dr* -).dr 
[Rr* ) 

が、一般粘性減衰系のレジ‘デ、ユマトリクス[Rr}

[Rr} {ψr} {ψr} T 

に等しくなればよい。これらを比較すれば、

(r = 1，之・・・・，Nノ に対しては、

A r 

{ψr) 

λ dr 

{ψJ 

~ 2 (iωdr) 

(r =N十1，N十Z.. ， .JNj に対しては、

λ r 

{ψr) 

とすればよいことがわかる。

A*  dr 
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{ψr) ( ψr) T 

2 (iωdr) 
(5. 1. 71)_1_再記

{ψr*) (ψf}T 

2(-iωdr) 
(5. 1.71)_2・再記

(5. 1.99)再記

(5. 1. 101) ー 1

(5.1.101)_2 

(5.1.102)_1 

(5.1.102)_2 

(2) 構造変更解析

本論文で述べる「新しい振動レベル推定手法」では布限要素法を利用しないことにその特

徴がある。有限要素法を利用せず、減衰マトリクス[Cwlも計算することができるわけである

から、比例粘性減衰系を仮定する必要はない。即ち、一般粘性減衰系で解析を行う価値があ

るわけである。従って、一般粘性減衰系で、の構造変更解析について述べることとする。

なお、構造変更解析を比例粘性減衰系で行えば、その解析結果をいつでも有限要素法に戻

すことができることは前述のとおりである。従って、この場合には、有限要素法を利用せず

に応答関数を推定しておきながら、その結果を有限要素法に持ち込んだ、解析を続行できるこ

ととなる。そのようなメリットが生じるのであるから、実用的には比例粘性減衰系で構造変

更解析を行う方が便利であると考えられる。しかし、ここでは基礎的な研究を目的としてい

るから、減衰マトリクス[Cwlによる影響を充分反映した解析方法を採用するべきである。そ
れが、一般粘性減衰系での構造変更解析なのである。

ある状態の振動系に対して外力が作用すれば、強制振動の式

(入 [D) 十 [E}) (y) {q} (5. 1. 76)再記

が成立する。この振動系は一般粘性減衰系にて表されているために、その特性が[D}， [E}に

よって特徴付けられている。また、 [D}，[E}は (5. 1. 75)式に示したように、 [Mλ[C}， [K}から成
るマトリクスである。この振動系に構造の変更もしくは水深の変化等によって、マトリクス

に変化が現れたとしよう。その変化量を[11M}, [ 11 C},[ I1K}と表すことにする。 [M}， [C}, [K}に
変化が現れるとのI}， [E}にも変化が生じるから、その変化量を[I1D}，[I1E}と表すことにする。
そしての'}， [E}が変化した結果、それぞれ[D)，[E)となったとすれば、

[Da} [D} 十 [I1D} (5.1.103)_1 

[Ea) [E} + [色E} (5.1.103) -2 

と表すことができる。そして[D}， [E}が変化した結果、。j も変化してかJとなり、強制振動
の式は

(入 [Da} 十 [Ea} ) {Ya} = (q) (5.1.104) 

となる。上式を解けば状態が変化した後の振動特性を知ることができる。しかし、この作業
をモード解析を用いて行えば、随分大きなメリットが生じるのである。ただし、ここで示す
構造変更解析は、変更前と変更後とで節点数に変化はないものとする。



さて、構造変更前の自由振動の式は

(入 d[D]+ [E] ) (ηρ {O} (5. 1.77)再記

であった。これに合わせて、構造変更後の自由振動の式

(λα [Da ] + [Ea] ) {η a} {O} (5.1.105) 

を準備しておく。ここで、 λaおよび{lJ a1 はそれぞれ変更後の固有値および固有ベクトルを

表す。変更後の固有ベクトル{lJ a}を得ることができれば、。'a}を得ることができ、さらには

変更後の振動変位{Ua}を得ることもできる。これは、正規化固有ベクトルによって (5. 1.96)式

に示したとおりである。よって、 λαおよび/ゲJを求めることにしよう。

変更前の固有ベクトル(lJ c) は2N次元空間で張られた 1 次独立なものであることから、そ

れらの l 次結合によって2N次元空間の任意のベクトルを表すことができる。従って、上式

の解となる変更後の固有ベクトル{7J a}を (lJ c)の 1 次結合によって表すこともできる。 {lJd} 

として正規化固有ベクトル{VJ!}を採用することにすれば、

2N 

{ηα} =ヱ fr {立frj ー [W] {f} (5.1.106) 

r=l 

とおくことができる。上式中辺でごrは線形重ね合わせ( 1 次結合)のための係数であり、

一般粘性減衰系であるために総和項数が2Nとなっている。そして、最右辺にある/ごjは係数

ごrを行方向に並べたものである。

{と}T = {f1 f2 f2N } (5. 1. 87)再記

また、 (5. 1. 106)の線形重ね合わせでは変更後の固有ベクトル{lJ a1のモード次数を問わずに表

現しているが、実際には、 lから2N次モードまでの{lJ a}を表わさねばならないから、/ご/も

2N個存在することになる。即ち、係数ベクトル/ごjも低次から順番に列方向に並べて、

[f] [ {ご}j { ご}2 ・ ・ (f}2N ] (5.1.107) 

なる2N行2N列の係数マトリクス[f]を定義できるわけである。
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構造変更後の自由振動の式(5. 1. 105) に (5. l. 106)式を代入して、左側から[W}Tを乗じれば、

(入 α [W]T[Da}[W] 十[立r]T [ Ea] [ W] ) {f} = {O } 
(5.1.108) 

となる o (5.1.103) , (5. 1.85)式を利用して、上式左辺各項の計算を行えば、

[W]T[Da ][ 立:r} = [甲]T[D][ 甲]十 [W]T [ t1D] [ 宣]

rlJ 十[W] T [ t1D] [ W] (5.1.109) -1 

[lJI]T[Ea][ 甲]ー [lJI]T[E][ 甲]十 [W]T [ t1E] [ 甲}

rAJ 十[ lJI] T [ t1E] [ W ] (5.1.109) -2 

を得る。これは非常に重要な結果を与えている。直交性によって変更前のマトリクス[D]，

厄lが消滅し、変わってr1 jr A J が現れているからである。従って上式は、構造変更解析に

おいては、変更前の固有値と固有ベクトルがわかっておれば、元の構造を表すマトリクス

[D}，[E]は必要なくて、構造変更量[t1D},[ t1E}さえ与えれば解析を行えることを示しているの

である。もうひっ重要なことがある。それは、右辺第 2 項の[t1D}，[t1E]に関するマトリクス

積である。ある節点に質量を付加するとか、ある節点聞に剛性や減衰を付加する場合には、

[t1 D],[ t1E}のごくかぎられた部分にだけ構造変更量が入力され、その変更に関わらない節点

に関してはゼロが入ることになる。この場合、 [W]T[t1D][W]や[W}T[δE][ lJI}を計算する際

には、固有ベクトル[lJI}のうち変更に関与する節点の成分だけが必要となるのであって、変
更に関わらない節点の成分は必要ないので、ある。以上の 2点は、モーダル構造変更解析の特

徴となっており、次節において活用される。なお、ひとつの節点、には6自由度あるのだけれ
ども、ここで、いう節点、とは、その節点、のあるI 自由度(方向)のことである。

さて、 (5. 1. 108)式に (5. 1. 109)式を代入すれば、変更後の固有値 Æaおよび係数{ç}に関する
固有値方程式

[入 α (rlJ 十{則 T[ t1D] [ 町)

十 ( r A J 十{甲]T[ t1E][ 町 ) J { ご} {O} (5.1.110) 

を得る。よって、これを解けばÆaおよび{f;:を得ることができる。そこで、 r次の固有値を
んr、係数を/どんとおく。係数/どんを (5. 1. 106)式に代入すれば、 r次の固有ベクト lレ/グ a}rを
得ることカまで、きて、
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{ηα }r = [lJfJ { と}r (5.1.111) 
5. 2 モード解析と境界要素法の結合

( 1 )採用モード数

有限要素法にて船舶本体をモデ、ル化した場合について述べてきた。この場合には非常に多

くの節点が存在するから、その固有値の数も計り知れないほどである。通常、我々が必要と

するのはほんの少しの低次モードだけであって、ほとんどの高次モードは不要である。そし

てまた、それは振動変位{U}の式 (5. 1.96) にもいえることであって、必要とする周波数領域か

ら大きく離れた領域での固有値および固有モードなどほとんど影響してこないのである。

となる。上式の計算をlから2N次モードまで順次行えば、 {TJ a}を全て得ることができる。以

上により、構造変更後の固有値 ，1 aおよび固有ベクトル{lJ a1を知ることができる。

変更後の振動変位{Ua}を得るために、 (5. 1.96)式を使うことにしよう。この式は正規化固有

ベクトルによって表されているから、 {TJ a1を正規化しておく必要がある。そのためには、

(5. 1.83)式同様に、

{U} mx 
3
3
j
 

r'J 

ff
‘ 

T
S
 

2
2
J
 r
 

M
U
r
r
 

J
t

、

A

J

ｭ

d
v
 

/
t

、
パ

(5. 1.96)再記

{η a}r T [DaJ { η a}r l (5.1.112) r=] 

が成立すればよい。ところが、上式左辺に (5. 1. 111)式を代入すれば、 (5. 1. 109)第 1 式より
従って、自由度がNであった有限要素モデルから得られる固有値および固有ベクトルも、
低次モードm個分だけを採用して議論を進めることができる。よって、上式に示した振動変
位{u} は、

{ηα }r T [DaJ { η a}r /ご}r T [lJfJT[DaJ[lJfJ { ご}r 2m 

{u} L l
j
 

rrd 

f
f
・
-

T
a
 

3
4
J
 r
 

d

v

r

 

J
r

、

A

j
u
r一

d
v
 

J
t

、

A

(5.2.1) 
{ 轗 r T (r 1 J + [ lJI J T [ t1D J [ lJI J) {轗 r r=j 

dar (5.1.113) とかくことができる。上式で総和項数が2mとなっているのは、複素共役項を含むためであ
る。これに伴って、 (5. 1. 84)式の正規化モードマトリクス[lJf}は2N行2m列となって、

なるスカラー量darが得られることとなって、固有値解析の結果得られた係数{f}を用いた

のでは、必ずしも {TJ a1が正規化されているとは限らない。そこで、上式にて一度合rを得た

後に、

[ lJf} [ {Vf/]} {W'2} . . . . . . {ψ2m} J 
2N X j 2N X 1 2N x 1 

(5.2.2) 

2NX2m 

..r;� {轗r (5.1.114)_1 と表されることになる。従って、構造変更の固有値方程式(5. 1. 110) は、/ごa)r 
I 

{ηα}r {立fJ {fα} ， (5.1.114)_2 
[λα (rIJ 十{守)T [ t1D J [ lJf J ) 
2m X2m 2m x2N 2N x2N 2N x2m 

として、 {TJ a}そのものが正規化されるように{ça1を設定するか、もしくは、 十 (rA J 十[ lJf) T [ t1E} [ lJf} ) J { ご} ー {O} (5.2.3) 

2m x2m 2m X2N 2N x2N 2N x2m 2mx1 2mX] 

{lJIIa} r 
l 

..r;� {ηα }r (5.1.115) となって、 2m行2m~1jのサイズに縮小されることになる。即ち、採用モード数を減らすこと
によって固有値方程式はかなり解きやすくなるのである。そのかわり、 1 次独立な固有ベク
トルが減ることになるから、必ずしも変更後の固有ベクトルを正しく得られるわけではなく
なる。しかし、低次モードを扱う限りその影響は小さいものであって、実用上の問題はない
ことが知られている。

として、正規化固有ベクトル{Wa}を新たに定義するかせねばならないこととなる。どちら
の方法にしろ、正規化固有ベクトルを (5. 1.96)式に適用すれば、変更後の振動変位{Ua}を得る
ことカfで、きる。
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(2) 採用節点数

有限要素モデ、ルの段階で、は節点数を減らすことなどできょうはずもないが、固有値と固有

ベクトルになった段階で節点数を大幅に減らすことができる。これは、応答点、と加振点そし

て構造変更に関与する点さえ固有ベクトルに含まれていれば良いからである。応答点、と加振

点、については、振動変位{u}の式(5.2.1)からも明らかであろう。この式において、分子にある

ダイアド積の部分は(5. 1.99)式のレジ、デ、ユマトリクス[RrJによって表されるもので、 N行NJIj

となっている。

[RrJ {ψr} {ψr} T 
(5. 1. 99)再記

しかし、応答点として評価を行わない点は[RrJの行成分に含まれている必要がないのであ

る。さらに、加振点、として外力を作用させない点は[RrJの列成分に含まれている必要ないの

である。よって、必要のある点を[RrJに含ませておくためには、固有ベクトルの行成分のう

ち応答点と加振点さえあればよいことがわかる。以上のことから、自由度がNであった有限

要素モデルから得られる固有ベクトルも、応答点、と加振点のn個分だ、けの成分を採用して議

論を進めることができる。従って、上式に示したレジデユマトリクス[RrJは、

[Rr} {ψr} {ψ~r} T (5.2.4) 

n xn n Xj j Xn 

とかくことカミで、きる。

一方、構造変更解析を行う為には、質量あるいは剛性や減衰を付加する点が必要であるO

そこで、応答点と加振点そして構造変更に関与する点の合計をあらためてn個とすれば、

(5.2.2)式の正規化モードマトリクス[W}はみ行2m列となって、

[甲] [ {VfI'1} { ψ2} (iJ[I2m) } 

2nx2m 2n X1 2n X1 2n Xj 

と表されることになる。従って、構造変更の固有値方程式(5.2.3) は、

[λα (rIJ 十 [ W}T[ δD}[W}) 
2m x2m 2m x2n 2n x2n 2n x2m 

+ ( r A J 十 [W J T [ I1E) [ W J ) J {ξ 
2m x2m 2m x2n 2n x2n 2n x2m 2mx1 

となる。方程式自体のサイズは2m行2m9lJのままで変更はない。
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(5.2.5) 

{O} (5.2.6) 

2m x1 

構造変更の固有値方程式(5.2.6) は、構造変更前の固有値と固有ベクトルが既知であること

を必須の条件としている。さらに、振動応答(5.2.1)を計算するためにも固有値と固有ベクト

lレが必要である。よって、固有値と同有ベクトルは非常に重要な情報であることがわかる。
そこで、固有値と固有ベクトルは、まとめて、モーダルパラメータと呼ばれている。

構造変更の固有値方程式(5.2.6) に入力するものは構造変更量と構造変更前のモーダルパラ

メータであり、その出力は構造変更後のモーダ、ルパラメータである。その様子をFig.5.2.1 に
示す。同図の入力としてのモーダルパラメータでは、必要な範囲での低次モードにしぼるこ

とができて、しかも、固有ベクトルは構造変更に必要な成分だけでよい。これは、実験デー
タを曲線適合によってモーダルパラメータに変換すれば、その実験計測点に関する構造変更

解析を行えることを意味している。従って、水深変化による付加質量あるいは付加減衰の変

化を構造変更量と考えることにすれば、構造変更解析を用いることによって、船舶まわりの
境界条件の違いによる振動性能の変化を知ることができることとなる。即ち、岸壁にて蟻装

中の船舶が深水域にあるときの性能を推定することができるようになる。ただし、それに

は、ある工夫が必要である。なぜなら、付加質量マトリクスおよび付加減衰マトリクスは、

船体表面接水部分の節点数に支配されるサイズなのであって、実験計測点に関するサイズで
はないからである。

構造変更解析

構造変更量
変更後

変更前 固有値方程式(5ユ6) モーダルパラメータ

モーダルパラメータ

レジ、デ、ユマトリクス (5.2.4) 伝達マトリクス (5. 1.97) レジデユマトリクス (5.2.4)

Fig.5ユ1 振動解析のながれ
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(3) 観測点と縮小マトリクス

連成振動方程式(5. 1.2)

[入 2 ( { Ms} +{ Mw} ) 十入 ({Cs ) 十(Cw}) 十 {Ks}J {U} = {f} (5. 1. 2)再記

は、境界要素法(BEM)から得られる(M.，)，(C.，)を有限要素法(FEM)から得られる(MJ， ({Cs}) に
組み込んだ式であって、これを計算すれば流体と構造の連成振動の解析ができるのであっ

た。ところが、もしもFEMメッシュとBEMメッシユとの節点が異なる場合には、剛体結合

によって(M.，)，{C.，)の節点を{MJ，{Cs}の節点に変換する必要があり、この変換作業を終えね
ば上式を得ることはできないのである。その作業について述べよう。船体表面FEMメッシュ

と BEMメッシュとが異なる場合の節点関係をFig.5.2.2に示す。ここで点GはFEM節点で、点

AはBEM節点である。そして、 BEMメッシユの方が細かくて、点、G近傍のNA個の点Aをこれ
に剛体結合する場合を示している。なお、 FEMメッシユおよびBEMメッシユはともに、船
体表面接水部分を表すものであるから、外板の板厚を考慮しない場合あるいは外板の流体側

面を曲面の基準面とした場合には、同じ曲面を近似表現したものとなる。

船体表面FEMメッシュ

船体表面BEMメッシユ

Fig.5.2.2 船体表面におけるFEMメッシュとBEMメッシュとの節点関係
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節点を剛体結合する考え方については(3.7.11)式にて述べた。そこでは、点Gのことを基準
節点と定義した。ここでもその考え方をそのまま利用することができて、

{UA} {HA} UG (3.7.11)再記

JNA X} JNA x6 6 X} 

と表すことができる。上式で{UA}は点Aの変位UAをNA個まとめて表したもので、 UGは点Gの

変位、 (H~は (3.7.10)式の小行列{GcJからなるマトリクスであった。上式によって、 BEM節

点の変位がFEM節点の変位によって表されたことになるのである。さらに、その他の
BEM節点、も FEM節点に代表させるためにNG個の基準節点を定義すれば、補間マトリクス
{H}を用いて、

{UwJ = {H} (ucJ (3.7.12)再記

JNmax X} JNm似 X6NG 6NGX} 

となって、 BEM節点の全節点変位{U wJは、基準節点、の変位{UG}によって表されるのであっ
た。ここでNm似はBEM節点の全節点数であった。

さて、ここでは、 BEM節点Aに働く力んを用いて基準節点Gに働くカr.tGを表現することを
考える。変位を表現する際にはUGを用いてUAを表現したのに較べると、その反対を行うこ
とになる。力ベクト JVfA及ひ1Gが働く様子をFig.5.2.3に示す。

点Gから点L4~こ向けて取った距離ベクトルrGAの成分を

rGA T ( rx(G，ω ry(G，A) rZ(G,A)} (3.7.5)再記
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Fig.5.2.3 剛体結合における節点変位と節点、力の関係



とおき、力ベクト lげG及びゐの成分をそれぞ、れ、

fG
T 

(!x(G) !�(G) fz(G) ! Rx(G) !Ry(G) ! Rz(G) } (5.2.7) 
BEMメッシュ分割

/ 
fA T (!X(A) !�(A) fz (，必 !Rx(，必 !Ry(A) ! Rz(A) } (5.2.8) 

とすれば、力学的考察から
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。 - rx(G,A) 0 

。

l 。rz(G,A) 

。 o 0 1 - ry(G,A) rx(G,A) 

(5.2.9) 

なる関係が得られる。上式が剛体結合の関係であり、 rGA及び1Aが既知であるならば、点

Gに働く力'fGも既知となることを示している。また、流体領域の解析から得られる点Aに働

く力は並進方向だけなのであって回転方向は存在しないから、マトリクスの左半分だけを考

慮して、

では、 NA個の点Aと基準節点Gとを剛体結合した様子をFig.5.2.4に示す。点tA'こ働く力んを
NA個まとめて表したものをぴAJとおけば、基準節点Gに働く力'fGは上式の重ね合わせとなる
から、

fG {HA}T {fA} (5.2.12) 
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と表すことができる。上式で、 {HA}Tは (3.7.11)式の(H~の転置行列を示しており、小行列
fGcJTからなるマトリクスである。さらに、その他のBEM節点もFEM節点に代表させるため

にNG個の基準節点を定義すれば、補間マトリクス{H}を用いて、

(5.2.10) 
o -rz(G,A) ry(O刈

rz(G,A) 0 -rx(G,A) 

ぴd (H}T ぜJ (5.2.13) 
- ry(G，A) 九(G，A) 0 

6NG X} 6NG XJNm似 JNmax Xj 

と表すこともできる。上式の関係は、 (3.7.10)式の小行列{GcJを用いれば、

fG (5.2.11) 
となる。上式で、 (H}Tは(3.7.12)式の補間マトリクス{H}の転置行列を示しており、小行列
fGd}Tからなるマトリクスである。また、ぴc}は基準節点、に働く力'fGをNG個まとめて表した
もので、 {fw1 はBEM節点に働く力んを全節点についてまとめたものである。ぴJは流体力を
表す等価節点力そのものである。上式より、基準節点に働くカゲc} は、 BEM節点に働くカ
ゲJによって表されることがわかる。

{Gd}T ん

6X} 6XJ JX} 

となる。上式の関係から、 BEM節点Aに働く力[fAを与えることによって基準節点、Gに働く力

fGを知ることができるわけである。
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従って、上式右辺に (3.6.22) ， (3 . 7.12)式を代入すれば、付加質量マトリクスを四M節点用に変

換することができて、

{fa} ー 一入 2 {H}T {Mw} {H} {ua} (5.2.14) 

を得ることとなり、 (4.3.51) ， (3.7.12)式を代入すれば、付加減衰マトリクスをFEM節点用に変

換することができて、

{fa} 一 -;{2 {H}T {Cw} {H} {uc;J (5.2.15) 

を得ることになる。上 2 式を連成振動方程式(5. 1. 1)の右辺外力項ぴJおよびぴ~c} として与え

れば、 (5. 1. 2)式に相当する式(四M節点用に変換した式)を得ることができるのである。

さて、上 2 式を観察すれば、

{Ma} 

6NaX6Na 

{Ca} 

6Nax6Na 

{H}T {Mw} {H} 

6Na XJNmax JNmax x3Nmax 3Nmax x6Na 

{H}T {Cw} {H} 

6Na XJNmax 3Nmax x3Nm似 3Nmax X6NG 

(5.2.16) 

(5.2.17) 

なるマトリクスμ101および{Co1を定義することができる。ここで、 6Na方が3Nmaxよりも小
さければ、 μfwl， {CwlはFEM節点まわりに縮小されたことになる。従って、これが確実に縮

小されるような場合の{Mo1，[Calのことを縮小マトリクスと呼ぶことにする。また、縮小に

ともなう流体運動への影響はFEM板要素のごく近傍に限られたものとなるから、船底外板あ

るいは船側外板の局部振動に対する流体運動もほぼ正確に扱うことができるものと考えられ

る。よって、局部振動ではなくて船舶全体でみた場合には、縮小による影響は皆無であろう

と考えることができる。

では、 FEM節点、ではなくて、実験計測点、まわりに縮小すればどうなるのであろうか。この

場合も実験計測点が充分多くて、振動の様子を把握できるのであれば、縮小による流体運動

への影響は非常に小さなものとなるであろう。そして、実験計測点を大骨の上に選んでおけ

ば流体力はそこに作用することとなるから、流体力が構造全体に及ぼす影響についても正し

く評価を行うことができるものと考えられる。船底外板あるいは船側外板の局部振動に対す

る影響を正確に知りたい場合には、その部位の実験計測点を密にとればよいのである。この

ように考えてくると、境界要素法にて得られた(MJ， {Cwlを実験計測点まわりに縮小して、

モード解析と結合した解析を行うことが可能であることがわかる。そして、実験計測点は、

振動の様子を表す代表点となり、流体運動をモニタリンク守する基準点となる。以上のことか

ら、実験計測点のことを観測点、55) (.著者~1995) と呼ぶことにする。
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船舶の振動問題では、船底外板あるいは船側外板などの局部振動よりも、まずは、船舶全

体としての振動性能を把握する方が重要である。そこで、この新しい解析方法の妥当性を検

証するために、回転楕円体模型の節振動 (4 節以下)を対象とする解析と実験を行った。

L/B=llの回転楕円体模型を用いて、観測点数と流体運動との関係を調査した結果、対象範

囲とする 4 節以下の低次振動に対してはFig.5ユ5に示した21観測点でよいことがわかってい
る56) (著者~1996) 。

観測点21 個 \、

Fig.5之5 観測点配置

よって、同図の配置を採用することとし

て、回転楕円体表面を表すBEMメッシュの

節点を、 21観測点のうちで最も近い点に剛

体結合して補間マトリクス{H}を構成し、付

加質量マトリクス{Mwl及び付加減衰マトリ

クス{Cwlを観測点、まわりに縮小する。そし

て、 {M.，j， {Cwlを観測点まわりに縮小したも

のをμfJ， {CJとおく。なお、同図の観測点

が喫水線よりも上にあるのは、振動計測の
都合からである。

また、 Fig.5.2.6のように、ひとつの観測点

と結合されるBEM節点は比較的多いが、そ

れでも、節振動を扱うことから良い近似が
可能となるのである。

メッシュ分割

Z 

x 

蛮

Fig.5.2.6 観測点、と BEM節点との結合
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5. 3 振動レベルの推定

岸壁に係留されている船舶の伝達関数を計測し、これに曲線適合を施して係留船舶のモー

ダルパラメータを抽出する。このモーダルパラメータと縮小マトリクス[MJ， [CJとを用い

て構造変更解析を行い、船舶が深水域にあるときのモーダルパラメータを求める。これによ

り、深水域航行中の振動レベルを知ることができる。ここでは、その一連のながれを模型実

験にて確認することを目的とする。

新しい手法による効果及びその問題点の分析を行うためには、できるだけ簡単な境界条件

を設定する方が良い。それ故に、ここでも岸壁による影響がでないように配慮し、無限水深

と有限水深の場合だけを取り扱うこととする。

( 1 )計測方法

Fig.4.5.3において散逸エネルギの振幅依存性をみたが、そこでは振幅依存性がほとんどな

いことがわかった。ここで行う加振試験についても振幅依存性がない変位領域であることが

望ましいから、加振力による影響を調べておく。 Fig.4.5.3の近似直線の傾きを利用すれば、

各々の水深において一定加振力で振動させた場合の共振振幅を近似的に得ることができる。

この振幅を用いてそれぞれの水深における散逸エネルギを計算すれば、加振力によって散逸

エネルギがどのように変化するかを知ることができる。 2 節振動において0.3仇り ，0.6例人0.9

似jの 3 種類の加振力について計算し、その結果をFig.5.3 .1 にまとめた。
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(Nm) 

ば
許
ム
ヘ
，
特

H

羽
一
話Q
m
-犯
の
吋
蜜
贋

αlr 

∞ 366 

4.0 360 
2 H 2.0 357 
1.5 355 
1.2 335 

l 

,......; 

。 2 6 8 10 4 
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Fig.5.3.1 2 節上下振動における加振力と散逸エネルギの関係
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3 つの曲線ともに、散逸エネルギ、の振幅依存性を無視できる領域にあることがわかる。なか

でもα3仇リで加娠する場合には変位領域が全て図中に含まれており、振幅依存性を完全に無
視できることがわかる。従って、この場合には散逸エネルギ、の線形性が保証されているの

で、 [Cwlを用いた周波数応答解析を行っても良いことが導かれる。よって、以降の実験では

0.3仇リの加振力を採用する。なお高次振動の変位は、通常 2 節振動よりも格段に小さいた

め、加振力による影響はさらに小さくなるものと考えてFig.5.3.1 の様な検証は行っていな
い。ここでもう一度O.3(N)加振について観察すれば、深水域の振動変位は空中の 9 割程度、

浅水域 (hIT=1.S) では空中の 2 割程度となることがわかる。従って、深水域で従来説によ

り流体の減衰を無視する場合には、上記 9 割による影響すなわち振動変位の 1 割に相当する
変化量を考慮しないこととなる。そして加速度レベルでみた場合には、共振周波数の違いか

ら、その差はさらに大きくなる。よって、深水域といえども流体による減衰を考慮するべき
である。

周波数応答解析に用いる伝達関数は、多点応答を収録することが望ましい。そこで、 Fig.
4.5.2と同様の計測設備にて多点応答を計測した。その際、 Fig.5 .3 .2のように、加速度ピック

の重さによる影響を排除するために計測点全てに相当する重りを載せた。従って、散逸エネ

ルギを計測したときのデータと今回の多点応答計測データとを較べた場合ピーク周波数に多

少の違いが生じているが、周波数応答解析をより正確に行うために配慮した結果である。

空中での実験
Exciter Spring 

Accelerometer 

Force Transducer Spheroid 00 

Force Transducer 蛮Accelerometer 

raw 臨蕊滋翻 CII園口

lロ囲|ゴ|糟日占
Data Recorder 

FFT analyzer 

囚と|問調|
Amplifier Controller 

Fig.5.3.2 伝達関数計測方法
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(2) 実験検証

仮定した振動モードを用いてTable4.5.4のようにβwを決定した。実際の振動モードは必ず

しもこれと一致する訳ではないので、決定されたβwに近い値を用いて振動レベルを推定す

る。振動モードごとにβwを設定すれば、振動レベルの推定はほぼ完壁なものになるであろ

うが、これでは計算が煩雑になるので水深の違いによってのみβwを与える。なお、 {Cwlに

おいてβwは比例定数であったから、 βw=l とした計算にて一度{C，Jを求めておけば、これ

にβwを乗じることによって、与えたβwでの{C，Jを即座に得ることができる。また{Cwlは

周波数の関数でもあるから、まず周波数帯域を設定して、各ピーク周波数における{CJを用

いた構造変更解析によって伝達関数を得た後、これを周波数帯域ごとにつなぎ合わせて周波

数応答曲線とする。そして、全ての実験に対して、 Fig.5.3 .1にて線形性が保証されている0.3

例Jの加振力を採用し、回転ベクトルを計測していないために上下方向並進成分のみを用い

た構造変更解析を行う。

以下、実験計測点まわりに縮小したマトリクス{MJ，{CJにおいて、無限水深あるいは有

限水深でのマトリクスに、それぞれ右上添字∞あるいはh を付けて表すこととする。

(a) 空中の実験データから深水域の性能を推定

空中における伝達関数を計測し、曲線適合によってモータールパラメータを抽出した。計測

結果と適合結果との比較をFig.5 .3.3に示すo
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Fig.5.3.3 実験値とその曲線適合結果の比較

(空中実験加振点応答)
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ここで得られたモーダルパラメータを用いて深水域の振動性能を推定した。構造変更解析に

用いたマトリクスは{M。勺と{C。勺で、 {Cw00]を計算する際にはTable4.5.4の結果をそのまま
利用してβwニl とした。 推定結果と深水域実験結果の比較をFig.5 .3.4に示すo なお、ごは

モード減衰比を表す。 2 節振動( 1st) について観察すると、深水域実験結果の振動加速度

は空中実験の 6 割程度に小さくなっているが、計算においてもこれをほぼ再現できているこ
とがわかる。 3 節振動 (2nd) においても良く推定できているが、 4 節振動 (3rd) ではそれ

ほどでもない。なお、高次振動ほどピーク周波数のずれが大きくなっているが、これは回転

ベクトルを無視したこと及び採用モード数が3個と少ないための影響と考えられる。
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179 



(b) 空中の実験データから浅水域の性能を推定

空中での実験で得られたモーダルパラメータを用いて、今度は浅水域 (h/T=l.S) の振動

性能を推定した。構造変更解析に用いたマトリクスは{MohJ と {CohJで、 {Cwりを計算する際
にはβw=3Sとした。推定結果と浅水域実験結果の比較をFig.5.3.5に示す。 2 節振動に注目す

ると、浅水域実験結果の振動加速度は空中実験の 2 割以下に小さくなっているが、計算にお

いてもこれを再現できていてピークレベルも良く一致していることがわかる。図中の全域に

わたって振動レベルは良く一致しているが、ピーク周波数は多少ずれており前記同様の影響

と考えられる。
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Fig.5.3.5 推定結果と実験値との比較(加振点応答)

(空中実験データから浅水域振動性能を推定)

次に、加振点以外の応答点についても比較するために、ピーク周波数における振動モード

を変位に関する伝達関数の形式にてFig.5.3.6に示した。ただし、位相基準は加振点応答であ

る。 2 節振動について観察すれば、空中実験結果の振動変位は浅水域のそれよりも相当大き

いにもかかわらず、これを用いて推定した振動モードは浅水域実験結果と極めて近いことが

わかる。また空中と浅水域の実験データそのものを較べると、高次モードになるにつれて振

動変位の差は小さくなる特徴があることがわかる。そして、これも推定計算にて再現できて

いる。従って、ほぼ完全に振動性能を推定できているといえる。
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(c) 浅水域の実験データから深水域の性能を推定
浅水域( h/T=1.5 )における伝達関数( Fig.5.3.5の実験値と同じ もの)から曲線適合によって
モーダルパラメータを抽出し、これを用いて深水域の振動性能を推定した。構造変更解析に
用いたマトリ クスはfδMJ (=[M，。∞'] -[MohJ) 及び[!1 CJ ( ={C。∞J _[COhJ) であり 、
[Cw∞lにて βw=l、そして{Cwりではβw=35として計算 した。推定結果と深水域実験結果
(Fig.5 .3.4の実験値と同 じもの)との比較をFig.5 . 3.7に示す。

従って、実船にて浅水域で計測する際には、低次振動モードの励起に注意を払う必要がある

と考えられる。推定計算ではこの現象についても再現できており、浅水域の実験結果から深

水域での振動性能を推定する方法は、共振周波数と振動レベルの両面からみて優れた方法で

ある といえる。
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2 節振動において深水域実験結果の振動加速度は浅水域実験の 3倍程度に大きくなってい
るが、計算でもこれを再現できていて、 Fig.5 .3.4よりも推定精度は良くなっている o また、
ピーク周波数のずれについても前記 2例よりも改善されている。これは、構造変更量仏MJ
が{M。∞l及び、{MohJに較べて小さいためと考えられる。全般的に共振周波数、振動レベルと
もまずまずの推定精度といえる。

加振点以外の応答点、についても比較するため、 Fig.5 .3 . 6同様に振動モード図をFig.5 .3.8に
示すo 2 節振動について注目すれば、浅水域実験結果の振動変位は深水域のそれよりも相当
小さいにもかかわらず、これを用いて推定した振動モードは深水域実験結果と極めて近いこ
とがわかる。また深水域ど浅水域の実験データそのものを較べると、やはり振動変位の差は
高次モードになるにつれて小さくなる特徴があることがわかる。
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なお、ここで示した 3例全てにおいて 3 個の弾性モードしか採用していない為、剛体モ」

ド及び高次弾性モードを含めれば推定精度はもっと良くなるものと考えられる。

以上のことから、 βwを適切に与えることさえできれば等価線形減衰マトリクス[Cwlは浅

水域においても有効なマトリクスで、岸壁にて蟻装中の船舶の実験データを利用することに

よって、深水域での振動性能を推定することは可能で、あると考えられる。なお、以上の内容

については、文献57) (著者 1996)にて述べられている。
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6章結論

船舶の振動レベルを正確に推定するための新しい解析方法を構築し、回転楕円体模型を用

いた種々の実験と解析を行ってその妥当性を確認した。以下に、その内容を総括する。

第 2 章では、 Na vier -Stokes方程式により流体振動の様子を概観して振動境界層の概念を導

入し、流体領域をポテンシャル領域と振動境界層に分けて解析を行うことの妥当性について

述べた。そして、ポテンシャル領域で、はLaplace方程式、振動境界層ではStok邸近似式をそれ

ぞれの領域における支配方程式として採用できることを示した。

第 3 章では、流体領域をポテンシヤル領域として扱い、無限水深、浅水域あるいは岸壁浅

水域のGreen関数、および、その幾何学的構成について述べた後、立体内角を計算する便利な

方法を示した。そして、付加質量マトリクス[Mwlに対して、従来よりも合理的に等価節点

力を表現し、あるいは節点数を減らして解析を行う新しい定式化を行って、その妥当性を解

析解と比較しながら確認した。その際、解析解が存在しない岸壁有限水深での回転楕円体に

関する計算例も若干示した。なお、この新しい定式化は高次要素に対応していることから要

素表面に平行な流体速度を得ることができ、振動境界層での定式化が可能となって、次章に

発展することを述べた。

第4 章では、従来未解明であった減衰現象の一端を解明すべく、振動境界層における散逸

エネルギに着目した新しい減衰マトリクス[Cwlを導いた。その導出過程において、振動境界

層における速度分布を解析的に決定し、層内で散逸されるエネルギを節点変位によって表現

した。さらに、解析解が存在しない回転楕円体の接水振動について、模型による種々の確認

実験を行った。その内容として、まず、散逸エネルギ、の振幅依存性について調査を行い、流

体の減衰現象を[Cwlの如く線形減衰マトリクスで表すことの妥当性を実験的に証明した。ま

た、流体による減衰は小さいとの従来説は浅水域においてはあてはまらないことを示した。

次に、実験と計算との散逸エネルギ総量を比較することによって、深水域では速度分布修正
係数をßwニl としても誤差が生じないことを導き、深水域における減衰現象を解明した。こ
れに対して、浅水域ではβw=1 とすれば誤差が大きくなることを示した。浅水域での現象解
明は課題として残ったが、浅水域でのβwを実験的に決定する方法を提案した。

第 5 章では、モーダル構造変更解析と境界要素法とを組み合わせ、船舶の振動レベルを推

定するための新しい解析方法を示した。これに[Mwlおよび[Cwlを組み込んだ周波数応答計
算を行い、種々の実験結果と比較した。その結果、流体の減衰が振動変位に及ぼす影響は高
次モードになるにつれて小さくなる実験事実を得、推定計算においてもこれを再現できるこ
と、適切なβw値を用いれば周波数応答をほぼ完全に再現することができて複雑な構造体で
ある船舶の振動レベルを高い精度で推定できることを示した。
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付録A 有限水深あるいは岸壁有限水深のグリーン関数 すなわち、

A. 1 Green関数の定式化

( 1 )有限水深のGreen関数

浅水域Green関数Gs(p，ωが満足するべき条件は、

第 1 に、 Laplace方程式(3.2.9) より、

Gs(p,Q) G∞，(P，Q) 十 Gh(p，Q) (A.1.5) 

とおく。これにより、修正関数Gh(p，ωが満足すべき条件は、

第 1 に、 Laplace方程式(A. l.l)より、

マ2 Gs(p,Q) 0 (A.1.1) 

¥72 Gh(p， ω = 0 

第 2 に、自由表面条件(A. 1.2) より、

(A.1.6) 

第 2 に、自由表面条件(3.2.10) より、 Gh(p,Q) = 0 (αt z=O) (A.1.7) 

Gs(p， ω = 0 (αt z=O) (A.1.2) 第 3 に、水底の条件(A. 1. 3) より、

第 3 に、水底の条件(3.2.11) より、

3 Gs(p,Q) 

� 

ω

一

.,.,
B 

/
れ
川
一Z

G
山
一θ

ぺ
σ

一

δGoo(p，Q) 

� (αt z=-h) (A.1.8) 

= 0 (αt z=-h) (A.1.3) 
第4 に、無限遠方の条件(A.1ω より、

第4 に、無限遠方の条件(3.2.12) より、
R2n;。 G仰ω = 0 (R=~χ ーピ12+(Y 712 ) (A.1.9) 

lim GJp，Q) ニ〔
R→∞ U ( R = .J (x -x 12 十 (y-y12 ) (A.1.4) 

の合計4 つとなる。この4 条件を満足する修正関数Gh(p， Q)を見つけることがで、きれば浅水
域Green関数Gs(p， ωが決定される。以降、修正関数Gh(p，ωを求める手順について述べる。

すでに、無限遠方の条件(A. 1.4)及び、(A. 1. 9) にて使っているが、

の合計4 つである。

さて、無限水深のGreen関数G∞(p， ω はFig.A.1.1のような構成となっており、すでに水底条

件を除く 3 つの条件を満足している。そこで、 G∞(p， ωに修正関数Gh(p，ωを付加することに

よって、水底条件をも満足させ、結果として上記4 条件全てを満足させようとする。
R= .Jtχ ーピ12+(Y -y12 (A.1.10) 

を改めて定義すれば、 Lipschitzの積分により、

Q' (x:y: -z1 
l 

rj w士(z ーが 一 !:fkiz九O(kR) (A. 1. 11) ー 1

1 

r2 ク
白

川
]
/Z
 

十

I

一
一
村

一
つ
'
U

一
R
-j7e klz+z iJO側 dk (A. 1. 11) ー2

Fig.A.1.1 距離rj ，r2とベクトルrj.r2
を得る。ここで、 Jo は第 1 種 O 次Bessel関数で、あり、上式の関係は文献29) (Lamb, 1932)の102
節にも現れる公式となっている。それによれば1859年に見いだ、されたようである。
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1/今の積分形式(A. 1. 11) を視察することにより、未定関数A化z，z~を用いて、修正関数Gh(p， Q)

を、

Gh(p,Q) j:A(kzd刷 dk (A.1.12) 

なる形で仮定するのが適切であろう。上式でト修正関数Gh(p， ωはRとzの関数となっているか

ら、 Laplace方程式(A. 1. 6)を変数変換すれば、

マ2 Gh(p,Q) = 
02Gh(P,QjI13Gh(p,Q) I 02 Gh(p, Q) 
一一-

oR2 R oR OZ2 

= 0 (A.1.13) 

となって、これが成り立たねばならないこととなる。 Rとzによる微分はそれぞれ積分記号の

中に入ることができるから、Bessel関数の公式

δ Jo(kR) 

oR 
- k Jj(kR) (A.1.14) -1 

δ2 JO(kR) k 
-k゚ Jo(kR) + 一一 Jj(kR)

R oR2 
(A.1.14) -2 

を準備しておくことにより、 Laplace方程式(A. 1. 13) は、

f ∞ r O2 A(k，z，z ~ _ 1 

¥72 Gh(p，ω = I {-~-';'-'-/ -k゚ A化z，z~J J.ρ(kR) dk J 0 l OZ2 ,.. .A¥' .. '....'..../ _, .., u 

= 0 
(A.1.15) 

となる。なお、 J1 は第 1 種 1 次Bessel関数であるが、上式を導く過程で'11に関連する項は消
滅する。そして、上式が常に成立するためには、未定関数A(k，ιz~が微分方程式

32 A(k，z，z~ 
oz~ ' " - k゚ A (k， z，z~ 0 (A.1.16) 

を満足せねばならないことがわかる。従って、未定関数A(k，z，z~ は、

A(k， z， z~ - Cl(k，z~ e kz + C2(k，z~ e-kz (A.1.17) 

なる一般解をもつことになる。よって、修正関数Gh(p， ω は、

Gh(p， ω -j:{web 十 C2(k，z~ e -kz } 榊 dk (A.1.18) 
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となって、必ずLaplace方程式を満足することとなる。なお、 C1(k， z~及び、C2(k，z~は未定係数
である。

次に、上式を自由表面条件(A. l. 7)にあてはめれば、

C1(k，z~ + C2(k，z~ = 0 

を得るから、結局、修正関数Gh(p，ω は、

Gh(p,Q) = r ∞ C制 sinhkz JO側 dk
~ 0 

(A.1.19) 

(A.1.20) 

なる形式で表されることとなる。上式は、 Laplace方程式(A. 1.6) と自由表面条件(A. 1. 7)を満足

する。従って、以降の問題は、水底の条件(A. 1. 8)を満足させるような未定係数C(k，z~を求め
ることに移る。

無限水深のGreen関数G∞(P，ωについて、その微分を計算しておけば、

3G∞(p， Q) r ∞ 

oz = J _ -k {明f左 -z')e-k / z -z' / 一馴汁z')e-k / z 十z' / }ゐf奴) dk 
~ 0 

・ (A. 1.21)

となる。ここで、 sgnは符号関数である。上式で'z=-h とすれば、水底条件(A. 1. 8)の右辺を

得ることができる。ところが、 Fig.A. 1. 1で示したようにsource point Q を流体領域に取ること

としているから、どの取り得る値の範囲は -h~Z'ぎ0である。従って、 -h豆(-h -zソ ~O及び

-2h~(-h 十zゾ豆 -h となるから、

oG∞(p，Q) 

z=-h 
- j:-k{ーが-h -z'} + ek ( 一山 ) JO側 dkoz 

=j:-Mkh山 JO(kR) dk (A.l.22) 

を得る。上式により水底条件(A.l.8)の右辺を得ることができた。一方、その左辺を計算する

ために (A. 1.20)式の修正関数Gh(p，ωを微分しておけば、

oGh(p,Q) r ∞ 

白 = jo k C(にど~ c州 kz JO~制 dk (A.l.23) 

となり、ここで、 z=-hとすれば、

δGh(p， ω 

z=-h 
-J7k山 cosh kh 榊 dk (A.l.24) δz 



を得る。上式により水底条件(A. 1. 8)の左辺を得ることができた。従って、 (A.l .22) ， (A.l . 24)式

を水底条件(A. 1. 8) に代入することにより、未定係数C化z1 を、

すことができる。

C(k,z1 2 e 幼 sinh kz' 

cosh kh 
(A.l.25) 

f ∞ 2 e -ht/R sinh z'tlR sinh ztlR 
Jn(t) dt I 三五

'" 0 cosh htlR ~ 
-d 

A
U
 

J
 J

v
 

f
j
 l (A.l.30) 

の如く決定することができる。上式により、 (A. 1. 20)式の修正関数Gh(p， ωは、

f ∞ 2 e -kh sinh kz' sinh kz 
Gh(p，ω - I LJ" 0."" ~ ..,.,.,. "''''' JO伐R) dk 

J 0 cosh kh 
(A.1.26) 

これは、積分値の絶対値は必ず 1 以下となることを示しており、その値が有界であることを

証明している。以上により、 (A.1.26)式の修正関数Gh(p， ωは無限遠方条件(A. 1. 9) をも満足す
ることが証明されたこととなる。

となる。上式は、 Laplace方程式(A. 1.6)、自由表面条件(A. 1.7)、及び水底条件(A. 1. 8)を満足す

る。
以上のことから、高周波用の浅水域Green関数G/p， ω は、

Gh(p，ω 
1 r ∞ 2 e -ht/R sinh z'tlR sinh ztlR 
I JO(t) dt 

R J 0 cosh htlR 
(A.1.27) 

(3.3 .4)ー 1 -再記Gs(p， ω G∞{p，Q) + Gh(p， ω 
(A.1.31)_1 

l I (3.3.4) -2・再記G∞(p，Q) 
(A.1.31)_2 r) r2 

では、上式が無限遠方条件(A. 1. 9)をも満足することについて述べる。上式にkR=tなる変

数変換を施すことによってBessel関数内部からRを除去すれば、

Gh(p，ω 
f ∞ 2 e -kh sinh kz' sinh kz 

Jn(kR) dk 
J 0 cosh kh V 

(3 .3 .4)_3・再記
(A.1.31) -3 となる。よって、積分の値が有界であれば、 R→∞にて修正関数Gh(p， ωはゼロとなる。即

ち、無限遠方条件(A. 1.9)を満足することとなる。従って、積分の値が有界であることを示し

ておこう。 z及びシの取り得る値の範囲は -h 5::z. z ' 5::0であるから、 となることは完全に証明された。

sinh z'tlR sinh ztlR 5:: sinh htlR sinh htlR (A.1.28) 

が成り立つ。従って、 o 5::tぐα幼範囲において、被積分関数からJo(t)を除いた部分の下界及

び上界について次の関係が得られる。

2 e -ht/R sinh z'tlR sinh zt/R 2 e -htlR sinh2 ht/R 
。 三三 三三

cosh htlR cosh htlR 

ο -e -2ht/R) tanh ht/R 

三二 ωnh htlR 

三二 l (A.1.29) 

これにより、 (A. 1.27)式による修正関数Gh(p， ωの積分の値が有界であることを次のように示
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(2) 岸壁有限水深のGreen関数

岸壁浅水域Green関数Gw(p， Q}が満足するべき条件は、 (J\.1.1)~(J\.1引の 4 条件と、岸壁条

件

である。そして、岸壁を考慮する際にはFig.J\.1.2に示したように鏡像の関係を利用すれば良

いから、 r1， r2および.R~こ含まれる，y'の項を(-2w-y~に置き換えたものを (A. 1. 31)式に付加すれ

ば良いこととなる。

oGw(p,Q} 

oy = 0 (αt y=-w) 

岸壁A -
Q'" 伐: -2w-y: -z ~ 

.、、;
i\\\ 、 r2L

: r2L 

w w 

z 

P'(x,y , -z} ，・ Q'(X:y: -z1 

h 

Q"Cχ'， -2w-yγ) 

Fig.A.1.2 水底を考慮しつつ岸壁を表すための鏡像関係

具体的にかけば、

Gw(p，ω= G吋(p， ω 十 GhR(P， ω 十 G叫(p，ω + GhL(P,Q) 

G∞R(P，Q} ー
I 

r1R 

ー
一
切1
一
弘

Gα唱し(p， Q) = 
l 

r1L 

GhR(p，ω-
2 e -kh sinh kz' sinh kz 

JO(kR~ dk 
cosh kh 

f ∞ 2 e -kh sinh kz' sinh kz 
GhLか，ω = I ..., " .,.,...,_ .,.,.,. ,,,.._ JO(kRJ) dk 

J 0 cosh kh 
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となる。それぞ、れのr1， r2及びRについては、
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(A.1.32) 

r2R 一 .ftχ ーピ~2 十か -y~2 十(z+ど r2 

rlL .J (x -x~2 十か +2w 十-y 12 十 (z ーが

r2L .J (x -x~2 +か +2w 十-y~2 十 (z 十Z~2

RR J α -X~2 十か -y~2 R 

RL nχーピ~2 十か十2w 十-y~2

(3.3.7) -2-再記

(A.1.34) -3 

(3.3.7) -2-再記

(A.1.34) -4 

(3.3.7) -2・再記

(J¥.1.34) -5 

(3.3.7) -2・再記
(A.1.34) -6 

である。 なお、 field point P が岸壁上にあるとき、すなわち~=-wが成り立っときには、

r1R=r1L 、 r2R=r2L、及び~R-RL となる。

さて、 (J\.1.33)式の岸壁浅水域Green関数Gw(p， ωは、浅水域Gr閃n関数Gs(p，ωを重ね合わせ

ただけであるから、当然、 Laplace方程式、自由表面条件、水底条件、及び無限遠方条件を

満足する。これら 4 条件の他に岸壁条件をも満足することを確認するために、 Gw(p，ωを構
成する各項について微分しておくと、

(3.3 .6) ー 1-再記

(A.1.33)_1 

(3.3.6) -2-再記

(A.1.33) -2 

(3.3.6) -3 -再記
(A.1.33) -3 
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A. 2 Green関数の幾何学的構成およびその数値計算方法

さて、浅水域のGreen関数Gs(p， Q)及び、岸壁浅水域のGreen関数Gw(p， Q}はともに積分形式の

部分を持っており、このままの形式では具体的な数値計算の段階で非常に不便となる。そこ

で、この積分を数値計算し易いように変形しておく。この変形は、浅水域のGreen関数Gs(p，
ωに対してだけ行えばよい。なぜなら、岸壁を考慮した場合のGreen関数Gw(p，ωはこれと全
く同じ形式の積分を持っており、その結果を流用すればよいからである。それは、 Gs(p，Q)の
式(A. 1. 31) と Gw(p， ωの式(A. 1. 33) とを見比べれば明らかであろう。

上記Green関数の積分形式の部分とは、 (A.l.26)式の修正関数Gh(p， ωのことである。これに
kh=tなる変数変換を施すことによって座標変数を無次元化すれば、

- r ∞ 2 e 幼 sinh kz' s inh kz f • • /0  _ .)  6'十2w チァフI --------_..... ._ {-k Jj(kRJ} v . ~~. . J / dk (A.1.35L
4 

J 0 cosh kh . ~ RL 

となる。なお、上式第 3 ， 4 式の変形に際して、 Bessel関数の公式(A. 1. 14)の第 1 式を利用し

た。ここで、 y=-wとすれば、 rlR=rlL 、 r2R=r2L、及びKR =RL となるから、

。 (A.1.36)_1 Gh(p,Q) 
1 r ∞ 2 e -t sinh z't/h sinh zt/h 
I J rlRt/ h} dt 

h Jocosh  t u 

(A.2.1) 

となり、さらに分解計算を進めれば、

。 (A.1.36)_2 
I 

Gh仇ω -h {FO九R~ 十 FOりRμ -FO位。R~-FOり仰} (A.2.2) 

となる。ここで、関数FO( ε，メタノの定義は、
となる。従って、これらを加え合わせれば、

éJ Gw(p,Q) 

飩y 
。 (A.l.37) 

FO{ε ， fJ) = _1 _ ~， _ ')" e 一日 JO{ﾟt) dt 
J 0 1 十 e-2t - -lj¥'" r/ _r  (0 ~ε，0~fJ) 

(A.2.3) 

y=-w 
である。また、 za，zlJ' Zc， Zd， Rh とはそれぞれ無次元化長さであって、その定義と値域を次式に

を得ることとなる。上式は岸壁条件(A. 1. 32) を満足することを示しているから、 (A . 1. 33)式の

Gw(p， Q} は、間違いなく岸壁浅水域のGreen関数で‘あることがわかる。 即ち、 Gw(p， Q} は

Laplace方程式(A.l.l)、自由表面条件(A. 1. 2)、水底条件(A. 1. 3)、無限遠方条件(仏A.l.引、及び岸

壁条件(A. 1. 32)の 5 条件を満足する。以上により、目的とするGreen関数の定式化は完了し

た。

不す。

2 三玉 Za 2 -
(Z +Zフ

h 

。 三玉 Zb 2 + 
(z+ Zフ

h 

主主 4 (A.2.4)_1 

三三 2 (A.2.4)ー2

1 三五 Zc 2 -
(z-z~ 

h 

Zd 一 2 十
白- Z~

h 

Rh = 
R 

h 

三三 3 (A.2.4)_3 

I 三Z 三五 3 (A.2.4)_4 

。 三三 く∞ (A.2.4)_5 

これら無次元化長さの持つ値域は、関数FO( ε，メタノの定義域に属している。従って、関数Fo
fε，メタjを数値計算することができれば、 (A.2.2)式によって修正関数Gh(p，ωも数値計算できる
こととなる。関数FO{ εpメタノの展開方法については文献64) (著者~198~りに詳しく記されている
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ので、ここではその結果だけをかくこととすれば、

三 (-1) n 
FO( ε，戸)二三;-

n=O ..J (2礼十 é)三十戸三 (0壬 ε ， 0三三戸)
(A.2.5) 

となる。これによって、修正関数Gh(p， ω も数値計算できることとなった。しかし、この段

階では、その計算精度はnの採用項数に依存する。

さて、上式は関数1/今と同じ形式をしていることに注目して、修正関数Gh(p，ωをもう少し

変形してみよう。上式を (Aユ2)式に代入して変形すれば、

00 (-1) n 
Gh(p， ω L J R2 十 [z - (2h(n+1) -z')J2 

n=O 

C泊 (-1) n 

+ L J R2 + [z-(-2h(n +1) -z')J2 
n=O 

00 (-1)n+l 
+ L J R2 十 β - (2h印十1) 十Zゾ']2
n=O 

。。 (-1) n+l 

(A.2.6) + L JR2 + [z-(-2h(n +1) +ど')]2
n=O 

を得る。上式で、第 1 項はFO九，R~に関して整理したもので、以降第4 項まで順番に、 FO

βかR~，FO(zC'R~，FO企d，R~~こ関して整理したものである。上式を視察すれば、修正関数Gh(p， Q)

は関数1/rの組み合わせからできていることがわかる。 1/rの係数が正のものは吹き出し

(source)を、負のものは吸い込み (sink) を示しており、修正関数Gh(p， ωを構成する source と

sinkの配列は本文Fig.3.3.1に示したものになることがわかる。岸壁がある場合には、岸壁を

挟んでその反対側にも同様の配列が加わることになって本文Fig.3.3.2に示したものとなる。

Fig.3.3.1 に示したsource と sinkの配列は文献65) (K仰， 197刀に記されているものと一致す

る。この文献は 2 次元問題について扱ったもので、 Fig.3.3.1の配列を定義してから直接的に

浅水域のGreen関数を求めている。さらに、文献62) ,4J) (ま 1984， 1985)では、 3 次元問題に

おけるFig.3.3.1の配列から直接的に浅水域のGreen関数を求めており、表示形式は異なるもの

の上式と同じ結果を得ている。これらの文献と著者44) (1988) との違いは、 Fig.3.3.1の配列を

Green関数よりも先に得るか、或いはその配列をGreen関数よりも後に得るかにある。後者に

あった著者44) (1 988)の方法では、関数FO( εpβjが現れることからその計算方法にさらなる

工夫が施され、計算精度の面で優れたものとなっている。以下にその具体的な方法について

述べる。
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関数FO(ε，メタjの式(A.2.5)を少し変形すれば、

FO(εJj=E71-
n=O 、I (均十 εノ2 十メタ2

ocコ ocコ

三 Jμn 十2 十 ε)2+ß2 (A.2.7) 

となる。これによって、少ない採用項数で精度よく計算するための定式化が可能となる。

まず、上式第 1 項をF01 ( ε ， ß) とおいて、これを作図により求めようとすればFig.A.2.1 を
得る。

1 l 級数和のまま計算する 0

..j (4，礼 +ε)2 十戸2

曲線部分と 三角形部分に分けて計算する。

n 

Fig.A.2.1 F01 ( εp メタノの計算方法

Fig.A.2.1で・は、関数値の変化の大きい最初jのn=O項からn ニ(k -1)項までを級数の和として計

算し、残りの部分を曲線部分と三角形部分との面積として計算する様子を示している。これ
により、

FOJ( é，戸) 504(4n+ε)2 

-El つ l 十 1
00つむ

十 f/ 三xlx/l-l//
dμn チ ε)2 ナβ2 ..j {4仇十lノ十 ε)2 ナβ2

ー (A.2 . 8)

を得る。ここで、第 1 項は級数和の部分、第 2項は曲線の部分、第 3 項は三角形の部分を示
している。第 2 項の積分は解析的に評価できる。そして、第 3 項の級数を展開表示すれば、
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各項は連続的に交互に打ち消し合って、最終的には展開表示第 1 項だけが残る。従って、 上式の形になれば、積分を実行することができて、

ゐf
I
U
κ
 

十 (A.2.9) 

k-j 
l 

FO( ê ， β1) = L { dμn千 ê)2 十メ92 4 (4.九十 ε+2)2 十/12n=O 

三/ 1 l 

ノ
十

d (4k+ ε+2)2+β2 24 (4k+ ε)2+ /12 

_!__ ln Jμk十 ε 十2)2+β2 + (4k+ ε+2) 
(A.2.12) + 

4 4 (4k+ ε)2 十戸; 十 (4k+ ε)

FOj( ε，戸) 20 4(何十 ε)2 十戸J + フ
'Uβ

 
十

ク
u

l

ニ
U

二
十

二

L
κ

ニ
ィ
7

一
-
/
ι
1

1

一2

となる。この段階では積分を計算せずにこのままにしておく。

次に、関数FO(εpβノの式(A.2.7)第 2 項をF02( ε，メタノとおけば、 F01 ( ε，メタノと全く同様の変形
ができて、

F02( ε，戸)ー
ク
uβ

 
十フ

』
ι

j

ノε
 

4,i 

十フλ】
十
n
 

M門

7
,V X

寸n
 

を得ることとなる。ここで、第 1 項は級数和の部分、第 2項は三角形の部分、第 3 項は曲線
の部分を示している。上式を導いたことによって、 FO( ε，メタノを (A.2.5)式のまま計算するより
も、少ない採用項数kで、精度よく計算することが可能となった訳である。そして、上式は/1
=0 の場合にも成立するものである。

00 

ヲ 十一て

ド~ ..j (4n+ ε+2)2+β2 2 ..j (4k+ ε 十2)2 十β2

p ∞ dx 

十 I (A.2.10) 
Jk ..j 的十 ε 十み2 十メタ2

以上のことをまとめておく。浅水域及び、岸壁浅水域でのGreen関数はそれぞれ(A. 1.31)及び、
(A. 1.33)式にて表され、浅水域Green関数Gs(p，ωに含まれる修正関数Gh(p， ω、あるいは、岸壁

浅水域Green関数Gw(p，ωに含まれる修正関数GhR(P， ω及び、GhL(P， Q)は、それぞれ上式のFO( εp
メタノを利用することによって数値計算することができる。

まず、 Gh(p，ωについて示せば、となる。ここでも、この段階では積分を計算せずにこのままにしておく。

F ∞ dx dx 
+ I [ - J 
J k ( ..j (4χ+ε)2+β2 ..J (4x 十 ε 十2)2+β2 J 

(A.2.11) 

l 
{FO(za,RJI + FO(zf?RJI-FO(zC'RJI-FO(zc゙RJI} (A.2.2)再記Gh(p,Q) 

(A.2.13)_1 h 

(Z+ Z~ (A.2.4)ー 1-再記
Za 2 -

(A.2.13)_2 h 

(Z 十 Z~ (A.2.4)_2_再記
Zb 2 十

(A.2.13) -3 h 

丘一 Z~ (A.2.4)_3・再記Zc 2 -
(A.2.13)_4 h 

(Z-Z~ (A.2.4)_4_再記
Zd 2 十

(A.2.13)_s h 

Rh 二
.J (x -x~2 十(y -y~2 (A.2.4)_S_再記

h (A.2.13)_6 
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以上の 2 式によって、関数FO( ε， βjは次のようになる。

FO( ε，/1)二 FOj( ε，/1) - F02( ε，/1) 

ぅ
r
­pur 

十
ク
恒

、
，
ノ

7
i
 

ε
 

十
n
 

イ
マ

一

，
，
『t

一
，
，

E
，

v

f
t
 

ト
デ
臼
寸
n
 

十一- I J 

2 (.J μk ナ ε)2 十メタ2 .J μk十 ε 十2)2 十メタ2" J 
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となる。次に、 GhR(P，Q) はGhか，ω と全く同じものであるから、

GhR(P， ω = Gh(p,Q) (A.2.14) 

であり、 GhL(P，Q) はんに含まれる'y'の項を(-2w-y~に置き換えれば良いだ、けなので、

GhL(P， Q) ニ t{WLWW

RLh = 
J7x ーピ~2+か +2w+y~2

h 

となる。ここで、 Za'ZからZdは(A.2.13)式のものと全く同じである。
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(A.2.15)_2 

A. 3 Green関数の微分およびその数値計算法

Green関数の境界における法線微分を計算するときのために、それぞれのGreen関数につい
てsource point Q による微分を計算しておく。まずは、浅水域Green関数Gs(p， ωに関する計算
について述べる。 Gs(p， ω は、

Gs(p，ω G∞/P， ω 十 Gh(p， ω (A. 1.31)_1・再記

G∞(p，Q) = 
1 1 

r1 r2 
(A. 1. 31)_2・再記

Gh(p,Q) f ∞ 2 e -kh sinh kz' sinh kz 
I h氏尺) dk 

., 0 cosh kh -
(A.1.31) -3-再記

にて表され、その一部を構成する無限水深のGreen関数G∞(p，ωの微分を計算すれば、

é3G∞(p，Q) な -x~ 伐 -x~

�3x' r13 r23 
(A.3.1) ー 1

é3 G∞(p，Q) 。 -yリ 。 --y~

飩y' r13 r23 
(A.3.1) -2 

δGcxfp， ω (Z-z~ (Z 十Z~

一
十

�3z' r13 r23 
(A.3.1) -3 

を得る。そして、修正関数Gh(p，ωの変数変換した式

Gh(p， ω 
1 r ∞ 2 e -t sinh z'tlh sinh ztlh 
I Jn(Rtlh) dt 

h Jocosh  t v  
(A.2.1)再記

を準備しておけば、その微分は、

é3 Gh (p,Q) 
1 r ∞ 2 e -t sinh z'tlh sinh ztlh d Jρ(RtlhV �3 R 

�3x' I --dt 
h J 0 cosh f d R �3x' 

_!_r ∞ 2 e -t sinh z'tlh sinh zt/h 一白 -x~I -.. ... -~". u ..... ...,.. {-tl h J 1 (冗tlh)) ,.. _. / dt 

h Jocosh  f -R  

企-x~ h r ∞ 2 e -t sinh Z 'tlh sinh ztlh 
I t JdRtlh) dt 

h3R  Jocosh  t i 
(A.3.2) -1 
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éJ Gh(p,Q) 

飩y' 

éJ Gh(p， ω 

飩z' 

} r ∞ 2 e-t sinhz'tlh sinhztlh dJn(Rtlh) 飩 R 
I __  v 一一一- dt 
h J 0 cos h t d R 飩 y' 

) r ∞ 2 e -t sinh z'tlh sinh ztlh ーか -y~I '-J V U" .,.4d". .,.,.,. "'.". (-tlh Jj(Rtlh)} 

h J 0 cosh t 

。 -y~ h r ∞ 2 e -t sinh z'tlh sinh ztlh 
I t Jj(Rtlh) dt 

h3 R J 0 cosh t 

よfn
∞ 2 e -t sinh ztlh Jo仰/が 3sinh zt/h 

dt 
h J 0 cosh t 飩z' 

三fn∞ 2 e -t sinh ztlh JO印刷
h J 0 cosh t 

{tlh cosh z'tlh} dt 

1 r ∞ 2 e -t cosh z'tlh sinh ztlh 
I t J O(Rtlh) dt 
h2 J I ., 
0 cosh t 

となる。これらGh(p，ωの微分式について、さらに分解計算を進めれば、

éJ Gh(p，Q) 伐 -x~
一一一 =一一-fFl九，R;，) 十 FjりR;，)-Fj九Rμ -FjりR;，)} 
飩x' h3 

éJ Gh(p，ω 。 -y~
一一一 =一一一 (Fj九，R;，) 十 FjりR;，)-Fj九R;，)-FjりR;，)} 
oy' h3 

o Gh(p,Q) 

oz' 

1 
( F2 (za,R;,) -F2(zl;>R"J 十 F2(z(/R"J-F2 (zd,R"J } 

h'~~ 

となる。ここで、関数Fj( ε ， βj及び乃fε， βjの定義は、

Fj( ε ，jJ) I _ e ε t J/(βt) dt 
β J 0 } 十 e-2t.... 

., 
1 (0 三五 ε ， 0 三三戸)

F2( ε ，メタノ I _ e 一日 Jn(βt) dt 
J 0 } ナ e-;ä

~ (0 三~ é ， O 三五戸)

(A.3.2)_2 

(A.3.2)_3 

(A.3.3) ー1

(A.3.3)_2 

(A.3.3L3 

(A.3.4)_1 

(A.3.4)_2 

である。また、 za，zl;>zc， Zd， Rhの定義と値域は(A.2.4)式に示したものと全く同じである。従っ

て、関数Fj( ε，メタノ及び乃fε，メタノを数値計算することができれば、 (A.3.3)式によって修正関数
Gh(p，ωの微分も数値計算できることとなる。関数Fj(εpβノ及び乃fεpメタノの展開方法について
は文献64) (著者:}98~りに詳しく記されているので、ここではその結果だけをかくこととすれ
ば、

00 (-)) n 
Fj( ε，メタノ ニ x 

{ (2n 十 é)2 十戸2) 3/2 
n ニO

(0 三五 ε ， 0 三五戸)
(A.3.5) ー 1

E泊 (-}) n (2n 十 ε)
乃fε，jJ) = L 

{ (2n 十 ε戸十戸2) 312 n=O 
(0 5: ε ， 0 5:メタノ

(A.3.5) -2 

となる。これによって、修正関数Gh(p，ωの微分も数値計算できることとなった。しかし、
この段階では、その計算精度はnの採用項数に依存する o

一方、 (A.3.3)式の微分関係は、 (A.2.2)式の修正関数Gh(p，ωを微分しでも得られるはずであ
る。この方法で計算してみると、

l 
Gh(p,Q) = h (FO丘Jμ 十 FOりRJI -Fo(zc,RJI- FoりRμ ノ (A.2.2)再記

であるから、これを微分して、

34今?…七ωω= 三三竺生 {dFηFO(za，R，
dX' h θ釘x' dR匂h dR匂h dR匂h dR均h

j 

I 一命 -x~

h hR' (-RJI { Fj (zæRJI 十月九Rμ - Fj(zσRμ -Fj匂Rμ ノ

(x ーピ)

h3 
( Fj(za，R"J 十円z刈 -F九 (A.3.6)_1 

éJ Gh(p，Q) 工三 Rh f d FO(z，ωRdjFo(zbRd d Fo(zcRd dFdhRd 
飩y' h oy'

、

dRh - d 
Rh d Rh d Rh 

s 

1 -(y -y~ 
-IhR  V-kdY印刷、ギ Fj(zl;>RJI- F1(z(/R"J -Fj(zd,R"J } 

- (y -y~ 

-ーー~
{F九 (A.3.6)_2 
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3Gh (P7ω-l f d FO白æR;，J �) za I dFO白tpRμ é) zb 
- ー十

�)z' h 、 dza �)z' d zb �)z' 

4n 十 ε | 級数和のまま計算する。

{(4n+ ε)2 十戸2) 3/2 

曲線部分と三角形部分に分けて計算する。
d FO(zσR'"J �) Zc dFO白d7Rh) �) zd ) 

d Zc �)z' d zd �)z' 

1 ~ . -1 1 1 -1 
-h { -F2(z(l'R"J ず-ゆかRμ ー十市(7R"J ----十仇R"J ず j

h h 

1 

一一一 {F2(zωR"J-F2(ztpR"J 十 F2(zc，R"J-F2(z[�R"J } 
hL 

n 

(A.3.6)_3 

となる。これらは、それぞれ(A.3.3)に示した微分式と一致している。これによって、関数Fj

fε ， βノ及び乃fε， βjの展開式(A.3.5)に間違いがないことを確認したこととなる。

Fig.A.3.2 乃j( εpβjの計算方法

∞ l ∞ l 

Fj( ε ， ß) = L _ _ _ -L (A.3.7)_1 
n二 { (4n 十 ε)2 十β2j3/2n二/仰十2十 εメ十β2) 3/2 

これらの図では、関数値の変化の大きい最初のn=O項からn =(k -l)項までを級数の和として

計算し、残りの部分を曲線部分と三角形部分との面積として計算する様子を示している。三

角形部分の面積は、 FOj( ε，メタノの場合と同様に、各項が連続的に交互に打ち消し合って最終
的には展開表示第 1 項だけが残ることとなる。さらに、 (A.3.7)式第 2 項をそれぞれFj2( ε ，

の及び乃'2(εp メタj とおいて同様の検討を行えば、やはり同じ結果となる。従って、

さて、ここでも関数Fj( ε ， ß)及び~F2( ε，メタノの計算を効率良く行うための変形を行う。それ

ぞれの展開式(A.3.5)を少し変形すれば、

Fj( ε ， β) -E/J  
n=O ( 仰十 ε)2 十β2j3/2-/μn 十2 十 εノ2 十メタ2) 3/2 } ∞ 4n 十ε-= 4n 十2+εC沿

F2( ε，戸)二三~ -2' 
R =o{(4nH)2 十戸2) 3/2 戸{(何十2 十 ε戸十戸2) 3/2 

(A.3.7)_2 

f
i
 十2fl  
{ (4k 十 ε)2 十メ92) 3/2 (μk 十2 十 ε)2 十メ92) 3/2 

となる。上式第 1 項をそれぞれFjj( εp 仰及びらj( ε ， ß) とおいて、これを作図により求めよ

うとすればFig.A.2.1 と同様に、 Fig.A.3.1及び、Fig.A.3.2を得る。 f ∞ _ dx dx 

十 I { J (A.3.8Ll 
.t k 、 { (4x 十 ε)2 十ß2) 3/2 {μx 十2 十 ε)2 十ß2} 3/2 -' '-j_ 

l 級数和のまま計算する。

F2( εp メタノ-El/ 吻十 ε 4n 十2 十 ε 、

n=O {(均十 ε)2 十メタ2) 3/2 {μn 十2 十 εノ2 十メタ2} 3/2 J 
曲線部分と 三角形部分に分けて計算する。

ー
一2

十 { 4k 十 ε 4k十2 十 ε

{ (4k 十 ε)2 十戸2) 3/2 {(4k 十2 十 ê)2 十戸2) 3/2 _, 

n 

Fig.A.3.1 Fll ( ε ， βjの計算方法
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十 f ∞f (.4x 十 ε) dx (4x 十2 十 ε) dx 、
J (A.3 .8) ぅ

.t k 、 { (4x 十 εノ2 十ß2}3必 /μx 十2 十 ε)2 十メタ2) 3/2 ノ 』
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を得ることとなる。この積分を計算すればその数値計算法が完成することとなる。なお、

乃fεp メタノの場合には問題はないのであるが、 Fj( ε ， βjの場合にはメタの{直によって積分計算を

使い分ける必要がある。即ち、 Fj( εp メタノの場合にはβがゼロとなる場合に特別の配慮を必要

とする。

まず、上式のFj( ε， βjについて積分計算を実行すれば、

ß=O のとき、

k-j l I 
Fj(ε ， ß) = L ( 

(4n+ ε)3 (4n+ ε 十2)3n=O 

l l l 
十 2 ( 

(4k 十 ε)3 (4k 十 ê +2)3 

l l l 
十 8 { (A.3.9)_1 

(4k+ ε)2 (4k 十 ε 十2)2

メタヂO のとき、

k-j l 
Fj( ε ， ß) ニヱ{

{ (4，九十 ε)2 十β2)3/2 
n=O { (4n 十 E 十2)2+β2) 3/2 

1 ~ 1 
十一- I 
2 ({俄十 ε戸十β2j3/2-/ 株十 ε 十2)2 十β2} 312 } 

4k十 ε 十2 、
) (A.3.9)_? 

十 ..j (4k十 ε 十2)2 十ß2 ノー
1 r 4k 十 ε

十一-. {一一
4β2 ( ..j μkナ ε)2 十β2

を得ることとなる。

次に、 (A.3.8)式の乃fε， βノについて積分計算を実行すれば、

K 14n十 ε 4n 十 ε 十2
F2( ε ， βノ =2?/A

n=O {(4n 十 ε)2 十メタ2)3辺 { (4n 十 ε 十み2 十メタ2)3/2 

十三 { 4k ナ ε 役十 ε 十2 ノ

2 {{ (4k 十 ε)2 十β2)3/2 { (4k 十 ε 十2)2+β2) 3/2 

I l 
} (A.3.10) 十 4 

4 何k+ ε)2+β2 J (4k+ ε+2)2+β2 
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を f号ることとなる。

(A.3.9)及び(A.3.10)の計算式で、第 1 項は級数和の部分、第 2 項は三角形の部分、第 3 項

は曲線の部分を示している。これらの計算式を導いたことによって、 Fj( ε， βノ及び乃fε， βノ
を (A.3 .5)式のまま計算するよりも、少ない採用項数kで‘精度よく計算することが可能となっ

た訳である。以上により、浅水域Green関数Gs(p， ωに関する微分計算は実行可能となった。

次に、岸壁浅水域Green関数Gw(p，ωについて述べる。 Gw(p，ω は、

Gw(p,Q) - G味(P，ω + GhR(P，ω+ G叫(p， ω 十 GhL(P， ω (A. 1. 33)ー 1-再記

l l 
Gα求(p，Q) = 

rjR r2R 
(A. 1. 33)ー2-再記

l l 
G oo[Jp,Q) -

rjL r2L 
(A. 1. 33)_3_再記

GhR(P， ω 
f
n 

∞ 2 e -kh sinh kz' sinh kz 
一 JO(kR~ dk 

cosh kh 
(A. 1.33L4_再記

GhL(P,Q) I = }__!_九~nhkz' sinh kz 
JO(kRμ dk 

cosh 幼
(A. 1. 33)_5_再記

にて表される。まず、その一部を構成する無限水深のGreen関数G∞>R_(p，ω及び、Gα正(p， Q)の微

分を計算することとすれば、 G∞>R_ (p， Q) はG∞(p， ω と全く同じものであるから (A.3.1)式と同形
で、

éJG(X求(p，Q)

飩x' 

éJ G~(p，Q) 

θ~' 

δGα求(P， ω

飩z' 

な -χ~

rjR3 

。 -y~

rjR3 

白 -z/
+ 

rjR3 

(x-x~ δ Gocfp， ω 

r2R3 δx' 
(A.3.11) ー 1

。 7/ éJG∞(P， ω 

r2R3 δ~' 
(A.3.11) ー2

(z 十z/ éJ G∞(P， ω 

r2R3 δz' 
(A.3.11)_3 
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にて表され、 G叫(pJωの微分には多少の注意が必要で、

oG吋Jp，ω 白 -x1 (x-x フ

ox' rjL3 r2L3 
(A.3.12) -1 

δGα過し(pJ Q) 。 +2w 十yフ 。十2w 十yリ
+ 

oy' rjL3 r2L3 
(A.3.12)_2 

δGoc三，JpJ Q) (z -z~ (z+z~ 
十

oz' rjL3 r2L3 
(A.3.12) -3 

となる。また、修正関数GhR(PJ Q)及び、GhL(P， ωの微分計算において、 GhR(P， ωはGh(p， Q) と全
く同じものであるから (A.3 .3)式と同形で、

3GhR(p，ωα-x1 
=一一一一 {Fj(za，R~ 十 Fj(z17R~-Fj九R~-Fj匂R~}

ox' h3 

δ Gh(p，Q) 

ox' 

oGhR(PJ Q) ニ (y -)i~ (Fj丘æR~ 十 FjりR~-Fj九R~-FjりRmz)} 
δ~' h3 

aGh(p，ω 

δ~)i' 

o GhR(pJQ) 
一一 (F2(zæR~ -F2(z17Rmz) 十円zoRmz)-F2(zぷmz)}

δz' h2 

oGh(p,Q) 

oz' 

となる。ここで、記号zæzからZdはそれぞれ(A.2.13)式と同じものであって、 RRh は、

RRh 一

である。

rr; ーピ~2 十。 -)i ~2

h 
R h 
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(A.3.13) -1 

(A.3.13)_2 

(A.3.13) -3 

(A.3.14) 

さて、修正関数GhL(PJωの微分計算には多少の注意が必要である。 (A.2.1)式と同形の、変数
変換した式

1 r ∞ 2 e -( sinh z'tlh sinh ztlh 
GhL(PJ ω = で一 / Jar 州 dt (A.3.l5) 

n J 0 cosh t 

を準備しておけば、その微分は、

δGhL(P， ω 1 r ∞ 2 e -t sinh z川 sinhztlh d Jn(R, tlh) 0 RT 
ox' I 

~ ~ 

一一ーと dt
h J 0 cosh t d RL ox' 

三 f ∞ 2 e-t sinh z'tlh sinh ztlh 一白 -x1
I . 
-- ~"". -.". u...,. __.". 

(-tlh Jj (Jマ'Ltlh)} ¥.._ 
../ 
dt 

h Jocash  t RL 

企コ1 h r ∞ 2 e -( sinh z'tlh sinh ztlh 
一 ;fEJん ωht 的内紛 dt (A.3.16) ・ 1

3GhLfM-idtfo 
∞ 2 e-t sinhz'tlh sinhztlh dJo(RLtl,hJ oR:!:. dt 

o)i' h J 0 cosh t d RL o)i' 

-:!n 
∞ 2 e -t sinh z't/h sinh ztlh 

(-tlh Jj (究'Ltlh)} (y ナ2w 句。
h cosh t RL 

←ーか十2w 十Y3 h ifo ∞ 2e t sinhz'tih sinhalh t31{RL州議
h3 RL J 0 cosh t 

ーーーーー岨ーーーー・・ーーーーーー (A.3.16) -2 

3 GhL(P，ω

: !n 
∞ 2 e -t sinh ztlh J o(RLむ uhJ3srrthztfh dt 

oz' h J 0 cosh t oz' 

工 f ∞ 2 e -t sinh ztlh Jn(R, tlh) 
{tlh cosh z'tlh} dt 

h J 0 cosh t 

1 r ∞ 2 e -t cosh z'tlh sinh ztlh 
-~ I . t JO(RL tlh)it 
t
2 J 0 cosh t υ 

(A.3.16)_3 

となる。これらGhL(P，Q)の微分式について、さらに分解計算を進めれば、



é3 GhL(p,Q) 

�3y' 

aGhL(p， ω 

δZ' 

-O 十2w 十y~
.., n 'J/ {Fj九RLμ 十 Fj{zJyRLμ -Fj企σRLμ -FjωRU，J}
hJ 

A. 4 Green関数およびその微分の数値計算精度

Green関数および‘その微分の数値計算を効率的に行うために、関数FO{ ε ， β人 Fj{ εp メタノ及

び乃fε，メタノの効果的な計算方法を示した。その有効性を示すために、それぞれの計算精度に
ついてその具体例を示す。

具体的な計算を行うために、

3 GhL{P~ωα-x~ 
=一一一{~九RU! 十円九RL}!-Fj白。RLJ! - Fj(勾RU! } (A.3.17)_1 

�3x' h3 

. (A.3.17)_2 

I 
一一 {F2白æRLμ- 乃りRLJ，J 十乃白c，RLJ，J-F2りRLμ } (A.3.17)_3 
hL 

ε = 2.0 (A.4.1)_1 

β - 1.0 (A.4.1)_2 

(A.2.15) -2-再記
(A.3.18) 

を仮定する。これは、 (A.2引式に示したzæzJyzC'Zd及びRhの値域にあって、その代表的な値を
不すものである。

まず、関数FO{ε，メタノについてみてみよう。関数FO{ ε，メタノの完全なる解を求めるのは不可能
であるが、無限級数のうち1000項ほど採用すれば、これはほぼ完全なる解とみなすことがで

きるであろう。そこで、関数FO{ εpβノの定義式(A.2.5)を少し変形した式

を得る。これが、最終的な計算式であって、 RLhは(A.2.15)式で、も利用したが、

RTI. -Lh -
.J (x -X~2 +か十2w+y~2

h 

である。 GhR{P，Q) と GhL{P，ωの微分において、注意するべき均〆による微分である。その他即

ちど及びシによる微分には符号の反転はないが、 y 'による微分には符号の反転が生じる。同じ

ことは、 GocR{p，ω と G叫(p，ωの微分に関してもいえる。
FO{εJj=Z71 

n=O ぜ μn 十 ε)2 チメタ2

E泊 C回

え .J (4n+2+ (A.2.7)再記

において、 n=O---1000まで採用したものを正解とみなすこととする。これに対して、 n=O

---kまで採用したものは正解値の何パーセントになるかを示したものがFig.A.4 .1で、ある。例

えば、 n ニ0---0の場合の計算結果はk=O~こプロットされ、 n =0---50の場合の計算結果はk-50
にプロットされている。 kが大きくなるほどに、正解に近づく様子がわかる。さらに、同図
には、工夫した計算方法(A.2.12)

FO{ ε，戸) = 
フ
­ρ

μ
 

十
フ
'釘

y
i
h

』
/

ε
 

十
n
 
4
 

aA'''t 

一f
v

/
t
 

ト
ャ
ム
寸
n
 

1 

J{4.π+ε+2)2+β2 

I 

4 (4k+ ε+2)2 十戸2
十土 r 1 

2 {..j (4k+ ε)2+β2 

ギ 1 , .J (4k+ ε +2)2+ß2 + 付k+ ε+2)
一一一 m -一一

4 ..j (4k+ ε)2+ß2 十何k+ ε)
(A.2.12)再記

による結果も載せている。これも、 k=1の場合の計算結果はk=1 にプロットされ、 k=50の

場合の計算結果はk=50にプロットされている。やはり、 kが大きくなるほどに正解に近づく
様子がわかる。
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k-30 

(A.2…値

100% とは、 (A.2.7)式で、n=1000

まで採用したときの値のことで、

FO( ε ， β')=玖299506322である。

10 20 30 

Fig.A.4.1 関数FO( ε， βjの収束状況

ε = 2.0 

メタ = 1.0 

ヰイ

40 50 
k 

Fig.A.4.1 より、関数FO( ε，メタノは比較的収束の悪い関数であることがわかる。 k=50まで計算

しても 99.2%までしか得ることができず、工夫した方法を用いても 99.6%までとなってい

る。実際のBEM計算ではk=50までも採用するのは非現実的で、せいぜいk=5くらいでなん

とかしたいのが実状である。 k=5にて両者を比較してみるとそれぞれ93.4~あ及び95.9%で、

工夫した方法(A.2.12)式の方が相当効果的であることが良くわかる。最近の計算機はかなり

高性能になっているので、本論文における数値計算ではk=30を採用している。とはいえ、

これにはかなりの計算時間がかかっており、やはりk=30は実用的ではないと感じている。

なお、 kが大きくなるほどに正解に近づくのではあるが、工夫した方法(A.2.12)の優位性は薄

れることとなる。それでも、必ず(A.2.7)式よりは正解値に近くなることに間違いはない。

次に、関数Fj( ε ， ß)についてみてみよう。ここでも、関数Fj( ε ， ß)の定義式(A.3.5)の第 1

式を少し変形した式

一 l ∞ lFj( ε ， ß) = ど -L (A.3.7)_1_再記
n弓/仰十 ε)2 十β2j33n二 { (4n 十2 十 ε)2 十β2)3/2 
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において、 n=0 ----1000まで採用したものを正解とみなすこととする。これに対して、 n=O

----kまで採用したものは正解値の何パーセントになるかを示したものがFig.A.4.2で、あり、こ

こには工夫した計算方法(A.3.9)の第 2 式

Fj( ε，戸) 一三人 1 
n =0 {(4n + ε戸十戸2) 3/2 {(4n 十 E 十2)2 十戸2) 3/2 _, 

キ ι(1 1)  
~ {(4k 十 ε)2 十戸2) 3/2 {(4k 十 ε 十2)2 十戸2) 3/2 J 

1 r 4k 十 ε
十一-/一一

4β2 ( .J μkナ ε〆十β2

4k 十 ε 十2
十 ;::::::=============-) (A. 3.9) -2-再記

、/μk十 ε 十2)2 十メタ2

による結果も載せている。両者ともに、 kが大きくなるほどに正解に近づく様子がわかる。

100 
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95 

。

99.5 

k=l 

~ 

(A.3.9)式での値

(A.3.7)_1式でn-k まで採用したときの値

100% とは、 (A.3.7) -1式で、n-1000 

まで採用したときの値のことで、

Fj( εpβ') =0.07834155である。

10 20 30 

Fig.A.4.2 関数Fj( ε，メタノの収束状況
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また、 Fig.A.4.2より、関数FJ( ε ， /])はかなり収束の良い関数であることもわかる。 k-20程

度でほぼ100%となっており、工夫した方法を用いた場合にはk-5程度でほぼ100%となって

いる。本論文のようにk=30を採用した場合には、工夫した計算方法(A.3.9)の優位性は非常

に薄れるが、それでも、必ず(A.3.7)式よりは正解値に近くなる。

同図には工夫した計算方法(A.3.10)

F2( e ,/]) 一三 { 4n + e _ 4n+ e 十2 } 

n -0 {(4n 十 ε)2 十戸2) 3/2 ((4.九十 ε 十2)2 十戸2)3/2 

次に、関数F2( ε ， βjについてみてみよう。ここでも、関数F2(εpβノの定義式(A.3.5)の第 2

式を少し変形した式

十 -LJ4k十 ε 4.k ナ ε 十2 I 

2 ({μk 十 ε)2 十メタ2) 3/2 (μk 十 ε 十み2 十/]2)3/2 f 

l
-
4
 

十 (.[(4k 十 ε)2 十戸
l 

フ
'面β

'
 

十
ク
B

I
一
ゐ

一
ε

一
十

一
ι
κ

一
白

ノ (A.3 .10)再記

三 4n+ ε.:::: 4n 十2十 ε00 

F2( ε ， β) = 2' -2' (A.3.7)_2・再記
ド。 { (4n+ ε)2 十β2)3/2 戸{(.何十2 十 ε)2 十点2) 3/2 による結果も載せている。

Fig.A.4.3 より、両者ともにkが大きくなるほどに正解に近づく様子がわかる。また、関数

F2( ε3βノは、関数FJ( ε，メタノほどではないが比較的収束の良い関数であることもわかる。

kニ40程度でほぼ100%となっており、工夫した方法を用いた場合にはk-5程度でほぼ100% と

なっている。本論文のようにk=30を採用した場合には工夫した計算方法(A.3.10)の優位性は

薄れることとなるが、それでも、必ず(A.3.7)式よりは正解値に近くなる。

において、 n =0---1000まで採用したものを正解とみなすこととする。これに対して、 n=O

---kまで採用したものは正解値の何パーセントになるかを示したものがFig.A.4.3で‘ある。
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97.9 99.8 

k-2 

(A.3.10)式での値

100% とは、 (A.3 .7)_2式で、n=1000 

まで採用したときの値のことで、 ε 2.0 

F2( εp メタノ =0.13907456である。 β= 1.0 

85 
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k 

Fig.A.4.3 関数F2( ε ， βjの収束状況
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以上のことから、工夫した計算方法を用いる最大のメリットは、比較的収束が悪くなって

いる関数FO( εp メタノを少ない採用項数で、計算することにあるといえる。

関数FJ( ε ， /])及び乃fε ， βノの収束は比較的良く、これらはGreen関数の微分に寄与するも

のであることから、 Green関数の微分計算は比較的高精度で行えることとなるといえよう。

具体的には、浅水域Green関数Gs(p，ωあるいは岸壁浅水域Green関数Gw(p， ωに含まれる修正

関数Gh(p，ω 、 GhR(P，Q)及び、GhL(P，ωの微分計算が高精度に行えることとなる。

一方、関数FO( εpメタノはこれら修正関数そのものに寄与するものであり、その収束は比較的

悪いことから、工夫した計算方法を用いねばこれら修正関数の計算精度は高いものとはなら

ないこととなる。従って、少なくとも関数FO( εp メタノに対しては工夫した計算方法を用いる必
要がある。

これらの影響は積分方程式を離散化計算する際に現れてくるから、いずれにしても計算精

度が高くなる方法を採用するべきである。ここに示した計算方法を利用して浅水域の問題に

ついて解き、さらに実験と比較した結果が文献44) (著者~1988)~こて述べられている。

% 

95 

~ 
(A.3.7) ー2式で、n ニk まで採用したときの値
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付録B 数値積分 さて、形状関数N'kの関数値が曲面を構成する様子を本文Fig、 3.5.2に示した。この重ね合わ
せによって節点によって張られる曲面を、

B. 1 数値積分の一般形

( 1 )曲面の表現と座標変換マトリクスの計算

数値積分を行う際には(3.5.1). (3 .5 .2) に示した関数Nkを形状関数N'kとして利用する。ここで

は、形状関数N'kによる曲面の表現と、 3. 1 節で示した座標変換マトリクスの計算方法、

そしてAij /lJ ij' C y.に含まれる被積分関数の計算方法について述べる o

船体表面をメッシュ分割したときのある要素mについて考える。この要素mは節点によっ

て定義されているものの、その節点によって張られる曲面そのものについては未だ定義され

ていなかった。要素mの曲面を表すために形状関数N'kが利用されている。というよりは、節

点の座標値とN'kとを利用した補間によって曲面を構成することからN'kは形状関数と呼ばれ

ている、という方が正確であろう。要素m上の任意点Qにおける座標値rw0ωを節点座標rwkに

よって補間して表そうとする様子を Fig.B. 1. 1 に示す。点Qの位置はどl'f 2の関数であるか

ら、座標値TW{Q) をrw{f l' ご2) と理解してもよい。あるいは、形状関数N

が、これをNνωと理解してもよい。そして、点Qの絶対座標系における座標値は(x:y:z~で、

あったから、座標値Tw0ω とは白:y:z~そのものを指す位置ベクトルのことである。

r
 

ω
 
N
 

L
W
X寸

ω
 
r
 

(B.1.1) 

と表すことができる。上式の関係は、 「座標値rw0ωを内挿補間する」といわれるものであ
る。この場合も、節点が要素mの一番外側にあってその内部の関数値を補間近似して表すこ
とから、内挿補間という。

上式によって曲面は完全に定義されることとなったから、曲面上の単位法線ベクトル等の
計算が行えるようになる。本文Fig.3.1.3に示した局部座標系の話に戻れば、そこで定義され
ていた単位接線ベクトルe1 ，e2及び‘単位法線ベクトル勺はFig.B.1.2のようになる。

l 

3 I 

4 

3 

。

Fig.B.1.2 曲面における単位接線ベクトル及び単位法線ベクトル

。 よって、単位接線ベクトルe1 ，e2の式(3. 1.2) に従えば、

Fig.B.l.l 形状関数N'kによる座標値の補間 e 1(0) - 空/ I :~:Q) I (B.1.2) -1 

本来、要素の節点が張る曲面はモデ、ル化したい実物が持っている曲面と一致するように構

成されるべきではあるが、曲面情報まで、モデ、ル化することは面倒であるから、実物が持って

いる節点座標だけをモデルに織り込む訳である。その節点座標から補聞によって曲面を構成

し、これを実物が持っている曲面と一致するとみなすような近似をすることとなる。

e2(<ジ= うぞ /I:~ヂ| (B.1.2) -2 

となるから、右辺の微分計算を実行すれば単位接線ベクトルe1 ，e2を得ることができる。
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曲面の式(B. 1. 1)のrw~ωに対して微分計算を実行すれば、この微分は形状関数NνQ)だけに作

用することになるから、

3 rw~ 
km似

δ N'k(Q) 
L rwk 3 ごl 3 ごIk=j 

(B. 1. 3) ー 1

3 rw(Q) 
km似
3 N'k(Q) 
L 一 rwk 

3 f2 3 f2 k=j 
(B.1.3) -2 

を得ることとなる。形状関数の微分 3Nνωほどl及び、 3N'k0ω/3 t2は形状関数の式(3.5.1)及び、

(3.5.2) に対して行えば良いので既知となり、節点座標rwkも既知であるから、曲面座標の微分

値 3rw~ωほどl及び、 3rw0ω/3 ど2は完全に定まる。よって、単位接線ベクトルej(Q)及び、e2(Q)

も完全に定まることとなる。これにより、単位法線ベクトルe3ωも完全に定まって、 (3. 1. 1)

式より

n;o~ω = e30ω= 
ej(O) x e20ω 

(B.1.4) 

I ej(O) X e20ω/ 

を得ることとなる。以上によって 3 つの単位ベクトルej0ω ，e20ω ，e3(Q)が完全に定まったか

ら、 (3. 1. 1 1)式により、(3.1.27)式に示した座標変換マトリクス[Tolの成分は全て既知となって

n 日:~ n 宅ry n;z I I n;O T T̂ ex ej T 

[TOJ = ちχ nyy ちz ニ n;OT T̂ ey {e3Xej}T I (B.1.5) 

n;土 n;ノb nizn"Z>UT T̂ ez e3T 

を得る。また、

cos θ e j(O)T e2~ω (B.1.6) -1 

sin θ e3~ωT {ej0ωX e20ωj (B.1.6) -2 

なる関係があるから、 (3. 1.28)式に示した座標変換マトリクス[TjJの成分も全て既知となって

nxj T l cos θ 。

[TjJ nyj 
。 sin θ 。 (B.1. 7) 

^ T 
nzl 

。 。 l 
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を知ることとなる。なお、本論文では要素をアイソパラメトリックとした計算を行っている

ので、最終的にはN'k~ω -Nk~ω とした単位法線ベクトルn;o~ωを用いることになる。

さらに、単位法線ベクトルn;o~ωが既知となり、 Green関数および、その微分の計算方法につ
いても付録Aにて詳しく述べたから、微分公式

δ 3x' 3 3y' δ 3z' 3 
一 十 十

δn (iω 3n/nl 3x' δn(Q) 3y' 3n (iω 3z' (ω 

3 3 3 
n; 
3x' + n;y δ~' 

十 nzz 3z' 

n;00ω T grad(Q)( ) (B.1.8) 

により、 (3.5.10) ， (3.5.11) , (3.5 .17)式に示したAi.iBii'勺-の積分記号内部の計算は行えることにな

る。ただし、上式でgradientに付けた下添字(Q)はsource point Q (にJl :Z~で、の微分を意味するも
のである。
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(2 )数値積分のための変数変換

次に、面積分を表す微小面積要素ds(，ωについて述べる。一般にds(Q) は絶対座標系における

積分を表しているが、これを曲線座標系のパラメータごl' のに関する積分に書き換える方が

便利である。そこで、 ds(Q)を絶対座標系から曲線座標系ヘ変数変換すれば、

ds(Q) 
a rw(Q} a Tw(Q} 
7E7X7E;- dt1 dt2 (B.1.9) 

となる。上式の絶対値部分は接線ベクトルの外積となっていることから平行四辺形の面積と

なっていることが知れる。また、この部分は記号 1J 1 を用いてJacobianと呼ばれており、

1 J 1 
δ rw0ω a Tw0ω 

τf;- X 石工
(B.1.10) 

と定義される。また、絶対値とする前の J は接線ベクトルの外積となっているから、 J が持

つ方向は法線方向と一致するものとなる。さらに、 J はわ， t2の関数となることが明らかで

あるから、ごl' ご2の位置によって法線方向が異なることをも表すものとなる。これにより、
計算プログラム上では、 Jacobianと法線ベクトルが同時に得られることとなる。

上 2 式によって、 Jacobian 1 J 1 を用いて絶対座標系から曲線座標系への変数変換の関係を

表せば、

ds (iω 1 J 1 d ご1 dt2 (B.1.11) 

となる。従って、被積分関数をん仇ωとおけば、その積分は、

f w(p, Q} dS (Q) fw(p， Q(ごl' ごj) I J I dど1 d ご2 (B.1.12) 

!1SH I1SH(ごl' ご2)

と表されることになる。上式右辺の形になれば、数値積分を行うことができるようになる。
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B. 2 四角形要素における数値積分

( 1 )通常の数値積分

四角形要素の場合について、その写像関係をFig.B.2.1 に示す。

(-1,1) 

4 
。

3 

積分点----- Q 

ト0l 

2 -1) 

Fig.Bユ 1 四角形要素の写像関係

f2 
A (1, 1) 

3 
。

→治
ごl

• 
。

2 

仏 -1)

4 節点の四角形要素では同図のような曲線状の辺は得られず、直線的な辺しか構成できな
い。これは形状関数の式(3 .5.2)からも明らかであるが、定式化を高次要素に対応して進めて
きたことから同図のような曲面を描いている。例えば、四角形を 8節点要素として表現すれ
ば、同図のような曲線状の辺が得られる。

さて、曲線座標系のパラメータどl' んの変域を考慮すれば、積分式(B. 1. 12) は、

j 仇ω dSぬ
I1SH 

/1/1 fw{p， Q(fl ω IJ 1 dt1 dt~ 

となる。そして、上式右辺にGauss-Legendreの積分公式をあてはめれば、

nimax njm似

(B.2.1) 

f fw(p， ω dS(Q) = L L wJj Wみんか~Q(çμ， Ç2)) I J ( t li' t 2) I 
i=1 j=1 

(B.2.2) 

となる。上式右辺を計算することにより数値積分は完了する。ここで、 iはわ軸方向の積分
点の番号、 nimaxはどI軸方向の積分点総数を示し、同様に、 jはど2軸方向の積分点の番号、
ぺim似はど2軸方向の積分点総数を示す。そして、各々の積分点に対する重みがWJj及び、W2iで、あ
る。また、どμは積分点番号iに対する座標値、どみは積分点番号/に対する座標債を示すJ
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P及び、Qはそれぞれ点♂及び、点Qの絶対座標系で・の位置を示すものであるが、点pは積分とは関

係のない項である。点、Qは積分と関係があって、 Q(印的ごん1ルご之み2)は点Qがどわ九jiルt

ることを表す。同様に、 IJ(fli, f2) I も Jacobian I J I がごli'f 2jの関数となっていることを

表す。 Fig.B.2.1 に示した積分点は全部で4 つであり、ごl軸との軸の方向にそれぞれ2 つず

つの積分点をとった場合を示している。積分点、をいくつ取ろうと公式を利用する者の勝手だ

けれども、それが多いほど高精度なことが知られている。文献4) (Zienkewicz, 197íヲの8.8節あ

るいは文献5) じ鷲序t] 981)の4.2.3節にて、 1 次元の積分公式の段階において積分点総数がnな

らば、 (2n -1)次以下の多項式(被積分関数)は誤差ゼロにて積分できることが述べられて

いる。 Fig.B.2.1に示した 4 つの積分点について、その位置と重みをTable Bユ1 に示す。

Table B.2.1 四角形要素の積分点および重み (Gauss-Legendreの積分公式)

積分点総数 積分点 重み

nim似 X njmax (fli' (2j) (W1i' W2j) 

2X2 
l 

..f3 
1 ) 

..f3 
( 1.0 ,1.0 ) 

I - 1 

..f3 
( 1.0 ,1.0 ) 

..f3 

- 1 
f 一一一
..f3 Jτ 

( 1.0 ,1.0 ) 

- 1 - 1 
一一一 一一==- ) ( 1.0 ,1.0 ) 
..f3, ..f3 

さて、点、pも同一要素上にある場合には、 Green関数に含まれる1/りのために 2 つの特異

性が生じる。そのひとつはlんlそのものの特異性、もうひとつは刈/rj)/é3 nによる特異

性である。 θ (1 /rj)/é3 nの特異性は1/r12となるために、その処理は特に難しい。点pが同

一要素上にある場合には、 rj→0の領域で被積分関数の関数値に急激な変化が生じるために

被積分関数を多項式で表した場合の次数が高くなって、数値積分による誤差が大きくなるこ

とが知られている。従って、点pが同一要素上にあるときには、数値積分公式(B.2.2)を用い

るべきではない。また、点pにおける積分評価の結果として積分方程式に立体内角が含まれ

ていることから、立体内角の項を積分内部に戻す操作をしない場合には、要素上の積分から

点Pを除いた特異積分を行わねばならないこととなる。数値積分公式(B.2.2) は特異積分に対

する公式ではないから、この場合にも用いるべきで、はない。

(2) 特異積分

文献59) (田中~1991)の3.6節によれば高次要素を採用した場合のl/r/の処理方法も開発さ
れている様ω ぽ本1990)である。この方法によれば1/今12の特異性もキャンセルさせるこ
とができて、立体内角の項を積分内部に戻すことによって数値積分による計算が可能とな

る。この方法を利用しておれば、本論文における高次要素を用いるための定式化も一層有志

義なものとなっていたであろう。しかし、本論文をまとめるにあたってこの方法を織り込む
時間的余裕がなかったため、立体内角の項を積分内部に戻すような操作は行わずに、特異積
分を正直に行う方法を採用している。それは、文献58) (松井~198のの手法に従って、 1/わ2
の特異性を簡単に処理するために平面要素を用いる方法である o 平面要素ならば、 1/りの
特異性を処理するのは非常に簡単であり、 1/rjの特異性もキャンセルさせることがで、きて

解析的に計算することができる。従って、本論文における数値計算は全て平面要素によるも
のとしている。

(a) 1/今12の特異性

まず、 1/今12の特異性について述べる o 点♂が要素mに含まれる様子をFig.B.2.2に示す。積
分方程式を離散化する段階において点Pを要素節点に取ったから、ここではその一例として
局部節点番号lの節点に点Pがある場合を示している。そして、点Qから点pに向けてとった
位置ベクトルをrjと表しておく。

(-1,1) ~ご2 (1, 1) 

4 3 
Q 

3 • 
~ 

ご1

I P 
16 2 

2 (-1, -1) (1, -1) 

Fig.B.2.2 四角形要素の写像関係(特異積分)

Green関数Gw(p，Q)が1/今lを含むことに注目して、これを1/今I とその他の部分に分ければ

Gw(p,Q) 
l 

十 f(p，Q) (B.2.3) 
r1 

と表すことができる。
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上式を用いて、 (3.5.10)式のA0・に含まれる積分をかけば、

j 山ω 必(Q
!J.SH 

= 1 Nkιwω つ " dS(1ω 
~ !J.S
H 

0 "りω

となり、上式を数値積分公式(B.2.2)によってそのまま評価すればよいこととなる。また、点

pが自由表面にある場合には、 rJ ニr2となってG∞仇ωの微分式群(A.3.1)は全てゼロとなるこ

とが知れるから、点Pが要素m~こ含まれていようがいまいが、 oGω/on部分の計算をする必

要はなくなる。なお、文献58) (.必井~1988)では高次要素であっても曲面の曲率が浅いことを

仮定して、上式のまま計算してもよいことを述べている o 本論文では回転楕円体に対して数

値計算を行うので、曲率が浅いとの仮定は用いず、に要素全てを平面で構成し、アイソパラメ
トリック 1 次要素を用いることとしたものである。

点pが要素mに含まれている場合に1/νの特異性を有する積分はもうひとつある。それは

(3.5.17)式のCF含まれる積分である o Cijに含まれる Green関数はGoか~Q)で， 1/今l と 1/r2だ

けで構成されている。この場合にはその他の部分などと分けずにそのままかくことにすれ
ば、 ηに関する項は前記同様にゼ、ロとなるから、

A.. 
v 

r ,. r 0 ,, 1 ¥ 0 f(p， ωE 
= I NUi m)0ω{-(-) 十 } dSの) (B.2引
J !1SH

叩叩 札

onω r) 0 nω) J I"'C/ 

となる。上式右辺第 2 項にあるその他の部分1(p，ωには特異性は存在せず立体内角を定義す

る際にもその影響を省略できるから、第 2 項に関する積分は特異積分とはならず、数値積分

公式(B.2.2)によってそのまま評価すればよいこととなる。これに対して、上式右辺第 1 項の

3β/r})/みには特別の配慮を必要とする。この項についてはすでに立体内角を抽出した

積分であるから、 p ヂQの範囲で‘積分を実行せねばならない。これを行うために微分公式(B.

1. 8)及び、G∞(p，ωの微分式群(A.3.1)第 1 項を利用すれば、 ! fw(p，ω 均一
ど1SH

r 0 Gn(p,Q) 
J ぺO:m) (句 、 コ:d只ω

!J.SH υ 比(Q)

o 1 
一一- (-)  
on(1ω r} 

δ 10101 
n;v 一一(一一)十 n;" 一一(一一)+ n;，. 一一(一一)
山 ax'rlday'rI 山 oz' r} 

r 0 1 
= J Nk(j. m)0ω 之ア(-) dS(Q) 
.1KSE10 九(Q) '2 

(B.2.7) 

一 ι/日-x~ 十 n句zy (yわ7ザy 十
ηJ 

ー') ndJ0ω T r} 
ηd 

となる。要素mが平面であることを仮定しているから、位置ベクトルr} と単位法線ベクトル

n;o(Q) とは直交することとなって上式右辺はゼロとなる。また、 pヂQの範囲を考えているか

ら、分母がゼロとなる特異性は生じない。即ち、特異積分を考えているが故に特異性は消滅

して、 o (l/今j)/onは常にゼ、ロとなる。従って、 (B.2.4)式右辺第 1 項を考慮する必要がない

(B.2.5) 

となる。上式を数値積分公式(B.2.2) によってそのまま評価すればよいこととなる。また、点

pが自由表面にある場合の特異性の積分評価は(3 .4.7)式にて終えているから、 r}同様にr2につ
いてもゼロとする。

以上により、平面要素を用いれば、 1/令12の特異性を有する積分の評価は随分簡単に行え
ることがわかった。

ことが導かれる。 (b) 1/r}の特異性

次に、 1/づりの特異性について述べる。これを有するのは、 (3.5.11)式のBuに含まれる積分

である。 (B.2.3)式で定義したその他の部分1(p，ωを用いて、その積分についてかけば、以上により、 (3.5.10)式のAuの積分部分において特異積分を計算する際には、その他の部分/

(P， ωだけを考慮して、

。cd d 
ω
 
p
 

/f-ん
らh 

f
t
J
 

r 0G\A/p,Q) 
= J Nk(j，mlQ) つ.. dS(Q) 

AUν !J.S H 0 "(1ω 

j 仇ω dS(Q
!J.SH 

= I nみω Nk似z)(Q) Gwιω dS(Q) 

BU SH 

( N ωθ斤P，Q) dS 
I lYk(j， m)(1ψ つ日 ω(~り
~ !J.S
H 

σ ft~ω 
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となる。上式右辺第 2 項にあるその他の部全f(p，ωには特異性は存在せず特異積分とはなら

ないから、数値積分公式(B.2 . 2)によってそのまま評価すればよいこととなる。これに対し

て、上式右辺第 l 項の1/r1には特別の配慮を必要とする。この項についてはすでに立体内

角を抽出する際の積分でその評価を終えているから、 P =I=Qの範囲で積分を実行せねばなら

ない。しかし、点pと節均とが一致しないときには、内挿関数の性質から点pにおいてNk(j， m)

(P) =0となること、及び、dS(Q)によって1/りの特異性がキャンセルされることの 2 点から、

点p~こおける関数値は必ずゼロとなることが知れる。従って、点Pと節均とが一致しない場

合には関数値がゼロとなるが故に特異積分とする必要はなくなって、 1/今1に関わる項につ

いても数値積分公式(B.2.2) によって評価すればよいこととなる。ただし、点Pと節点jとが一

致する場合には工夫を要する。その工夫の第 1 段階として、 1/r1 とNkιm)(Q) とを分離して

上式右辺第 1 項を次のように変形する。

J ndJ0ω Nk(j， m)(Q) _ dS(iω 
-ASH FI 

ニ!_ nzo(Q) {N，ωω-1}μω 十
~SH '1 

_/ nムfω -dS(iω
'i1SH r I 

(B.2.9) 

上式右辺第 1 項の(Nkαm)(p) -1}は、点Pと節，勾とが一致する場合にはゼロとなることがわか

る。従って、 dSωによって1/今Jの特異性がキャンセルされるから、点♂における関数値は必

ずゼロとなる。関数値がゼロとなるが故に特異積分とする必要はなくなって、数値積分公式

(B.2.2)によって評価すればよいこととなる。即ち、上式は、特異性を有する項から内持関数

による影響を分離し、 1/r1の特異性を右辺第 2 項に集中させて、これを別途計算すること

を意図するものである。

では、その工夫の第 2段階として、上式右辺第 2 項を計算するために要素を 2 つの三角形

に分割した様子をFig.B.2.3に示すO ここでは点pが局部節点番号lの節点、に一致するときを例

として、局部節点番号1，2， 3及び1， 3， 4から構成される 2 つの三角形を示し、それぞれ三角形

PBCとして表せることを述べるものである。そして辺PCの長さをLBとおき、頂点B，Cの角度

を θB' θcとおいている。さらに、頂点、Pから直線BCに降ろした垂線の足をHとおき、辺

BC上の任意の点をDとおいた様子をFig.B.2.4に示す。そして、線分PDの長さをrm仰としてこ
の上に点。をとれば 2 点P， Q聞の距離はrJで、ある。また、角DPHを θ と表すこととすれば、角

度 θの変域は、

z 
θ-
B 2 

三五 θ 三五
z 
-θC 

2 
(B.2.10) 

P 

4 

2 
Element -m 

Fig.B.2.3 四角形要素の分割(特異積分)

θB 
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θD 一一-
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Fig.Bユ4 角度 θの変域(特異積分)

C 

B 

C 

H 

B 

となる。一方、三角形PHDについて考えれば、線分PDの長さrmaxは θの関数となって、

l 
rm似 - Lv sin θf 

一 )cosθ

と表すことができる。また、微小面積要素dSωを極座標形式でかけば、

dS(iω r1 d rJ d 8 

(B.2.11) 

(B.2.12) 



となるから、 (B.2.9)式右辺第 2 項の積分の三角形部分は、

/MJM=lmAfffc/rZωf リJdθ(B.2.13)
�.Su ' J rp→Uι r H - グ R - " 'p 

I �.PBC -D 

となる。従って、 4 節点から構成される四角形要素の場合には、上式を 2 つの三角形につい
て計算して加え合わせれば良いだけであるから、

~ 1 2 

} n;O(Q) ナ dS(iω - L n;00ω Lrn sin θ凡 ln/1 1 l 
-ð.SH リ k -15κ しK

•.• 
L θCk 8Bk J 
tan -一一 tan -一一2 2 

となる。ここで、点Pを除外するために点♂を中心とする微小半径rpを定義しており、積分計

算の後でその極限をとることとする。また、今考えているのは平面要素であるから、単位法

線ベクトルn;00ωは積分領域を通じて一定値である。よって、 nzAo(Q)を積分記号の外ヘ出

し、 rJ を単にrとかくことにすれば、

(B.2.17) 

を得る。上式によって工夫の第 2段階は終了である。
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以上によって、点pと節点jとが一致する場合の式(B.2 . 9)の計算も行えるようになったか
ら、 1/rJの特異性に関する式(B.2.8) についても全ての計算が行えるようになった訳であ
る。これにて四角形要素の場合の積分計算法に関する説明を終える。

;r 

rτ一 一 θc
- n;00ω lim 1'" ( r max -rp) d 8 

ャ→0θB 一 子
π 

1 1 + siJ民 8 -.2-f)C 
- n;o(Q) lim 1 Ln sin 8r~ ln _ -rp 81 

rp • OL3U 21-sin oa 」βn 互
D 2 

(B.2.14) 

となる。ここで、 rp→Oの極限をとれば、

!__'/C' I A 
/ ~ I ~ 1. r ( l 十 cos θC)(1 十 cos θB)

j n;。ω7dSω|=nhω LB sin θcτ 仇 f., 
ð.S・HY| ム (1 - cos θC)( 1-cωθB) 

�.PBC 
(B.2.15) 

を得る。上式によって特異積分はほぼ完了したこととなり、右辺を計算してその値を得るこ

とができる。上式の対数関数の部分を文献58) (松井 1988)の形式に合わせておくためには、

1/2を対数関数内部に入れて頂点、B， Cの角度九 θcの変域を考慮すれば良くて、

j Gω -dSω1= 的ω LB sin θc 仇[ 1 
J ð.SH 勺 |θcθB

I ð.PBC 仰7 仰7

(B.2.16) 
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ﾇ2 

の8.10節あるいは文献5) (鷲病1981)の4.2.4節にも紹介されており、その他の多くの書物で取

り上げ、られている。従って、本論文においても Hammerの積分公式を用いることとし、 3点

公式における積分点をFig.B.3.1 に示している。この公式においても積分点をいくつ取ろうと

公式を利用する者の勝手であって、それが多いほど高精度なことが知られている。文献68)

(Hammer， 1956)ではある定数Wkに三角形の面積を乗じたものを重みとして整理しているが、

ここでは、この重みをあらかじめ面積で除しておいたもの、即ち Wkそのものを重みとして

Table B.3 .1 に示すo Fig.B.3.1の場合パラメータご1'(2による三角形の面積は1/2であるから、

1/2を Wkに乗じたwtf2が文献68) 仰ammer， 1956)にいう重みとなる。なお、添字kは積分点、の番

号を示す。 k番目の積分点、の位置を(flk' f 2;) と表すこととすれば、 Hammerの積分公式は、

B. 3 三角形要素における数値積分

( 1 )通常の数値積分

三角形要素の場合について、その写像関係をFig.B . 3.1 に示す。

ご2
(0,1) 

/枇
んか仇Pω dSω = L 三 w円'k f.ん~(仇P， Q(付的rん1ル rゐ2J!以1) /υJ(付ごわlルご2;) / 

2 
t1SH k=} 

積分点-----

Element -m 主 ç}

1 ""，、-
(0，ω13 (1,0) (B.3.2) 

Fig.B.3.1 三角形要素の写像関係

となる。上式右辺を計算することにより数値積分は完了する。 P及び、Qはそれぞれ点♂及び、点

Qの絶対座標系で、の位置を示すものであるが、点pは積分とは関係のない項である。点Qは積

分と関係があって、 Qげ1k， ど2;) は点、Qがど1k， ご2kの関数となっていることを表す。 同様に、

I J(ど1k'(2J I も Jacobian / J I がどlk，(2kの関数となっていることを表す。なお、 nkmaxは積
分点総数を示す。また、 Jacobian I J /を実際に計算すれば、 3 節点の三角形要素の場合には

形状関数の式(3 .5 .1)から /J / は定数となって、絶対座標系での三角形面積の 2 倍の値とな

ることが知れる。 6 節点の三角形要素の場合には、 / J / は定数とはならず、曲面の部位に

よって異なった値が得られる。この意味で、 / J / はどlk，f 2kの関数となっている訳である。

3 節点、の三角形要素では同図のような曲面は得られず、完全な平面しか構成できない。これ

は形状関数の式(3 .5 .1)からも明らかであるが、定式化を高次要素に対応して進めてきたこと

から同図のような曲面を描いている。例えば、三角形を 6節点要素として表現すれば、同図

のような曲面が得られる。

さて、曲線座標系のパラメータム， Ç2の変域を考慮すれば、積分式(B. 1. 12) は、
Table B.3.1 三角形要素の積分点および重み (Hammerの積分公式)
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(B.3.1) 積分点総数 積分点 重み

nkmax (f1k' f2k) Wk 

3 
l l 

。

, 2 3 

l l 
。

2 , 3 

l l l 

2 , 2 3 

となる。そして、上式右辺の積分範囲を視察すれば四角形要素のときとは違って、 l ー のな

る項があることに気づく。このままで、はGauss-Legendreの積分公式は使えないので、変数変
換によって積分範囲を (-1， 1) にする方法が文献66) (原:1981)の8.6節に紹介されている。しか

し、この方法によれば三角形のある領域に密接した積分点をとってしまうことがあるので、

そこでも述べられているように、 Hammerの積分公式を用いることが推奨されている。頂点
近傍あるいは底辺近傍に密接した積分点をとってしまう様子を分かり易く図で示した例とし

て、文献67) (Tong， 197刀の6.5 .3節がある o Hammerの積分公式は、文献4) (Zienkewicz， 197刀



-" , 

(2) 特異積分

点♂が要素mに含まれる場合には、四角形要素と同様に特異積分とする。

(a) 1/今12の特異性

Au及び、cuに含まれる積分は1/今}2の特異性を有するから、三角形要素の場合にもそれを考

慮せねばならない。しかし、 3節点要素を用いる限り要素は必ず平面となるから、 1/r}2の

特異性においてりに関する項は前記同様にゼロとなる。従って、四角形要素の考え方をその

まま利用することができるので、 A0・に対しては(B.2.6)式、 CQ-に対しては(B.2.7)式にて計算を

行えばよいことになる。そして、それらの数値積分には、数値積分公式(B.3 .2)を利用する訳

である。

(b) 1/今1の特異性

lBij・に含まれる積分は1/今lの特異性を有する。この場合にも、四角形要素の考え方をその

まま利用することができるから、 (Bユ8) ， (B.2.9)式にて計算を行えばよいことになる。そし

て、それらの数値積分には、数値積分公式(B.3.2)を利用する訳である。また、工夫の第 2段

階に相当する計算は、三角形の式(B.2.1 6)にて行えばよいことになる。

以上によって、三角形要素の積分計算を行うことができる。これにて三角形要素の場合の

積分計算法に関する説明を終える。
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