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本論文は,筆者が大阪大学産業科学研究所の研究生として,および大阪大学大学院工学研究科

(電子工学専攻 )の学生として角所研究室において行なった研究のうち,標木化定理の拡張とそ

の周波数分析への応用に関する研究の成果をまとめたものであり,次の 5章をもって構成されて

いる。

第 1章序論においては,本研究の目的ならびにその工学上の意義およびこの分野での研究の現

状について述べ,本研究の位置づけを行なぃ,本研究によって得られた諸成果を概説している。

第 2章においては,一般標本化定理に基づいたディジタル周波数分析の新しい計算法を2種示

し,そ の補間法について述べている。

従来のディジタル周波数分析では,最高周波数が折返し周波数 (サ ンプリング速度の 1/2の

周波数 )以下の信号だけしか扱われなかったが, ここでは標本化定理を帯域通過型信号にも適用

できるように拡張することにより 等間隔標本化を用いて折返し周波数以上の周波数領域の分析

が可能であることを示している。また, 2重標本化の導入によって,帯域通過型信号の離散的フ

ーリ千変換を計算する方法を示している.これは 2組の等間隔標本列間の相対的な時間差のとり

方を変えることによって,ア ナログ信号に対するヘテロダイン方式によるビートダウンと同様の

効果が得られることを利用するものである。最後に,標本化関数を離散的な形に書き直し,そ の

主要部だけを利用して離散的フーリエ変換の近似補間値を効率的に計算する方法を提案している。

第 3章においては,高速フーリエ変換 (FFT)の 原理を2重標木イヒの理論を用いて従来の方

法とは異った観点から導き, さらに実数値列に対するFFTア ルゴリズムの改良および応用アル

ゴリズムを示している。

まず第 2章で/1Nし た帯域通過型信号に対する2重標本列の離ilt的フーリエ変換の計算法に基づい

て,そ の一つの特殊な場合の計算法としてFFTの 原理が導かれることを示している.次に実数

値列の離散的フーリエ変換計算法として,標本点数が半分のFFTを 同時に2重に行なって,ワ

ークエリアと計算手数を半減させるアルゴリズムを/1Nし ている。また高速演算アルゴリズムのク

ロネジカ積による表現法の応用として,2次元FFTの行列表現に基づいてその高速イヒアルゴリ

ズムを/1Nし ている。さらにFFTを利用して,z平面の原点を中心とした円周上でのラプラ変 換

に対応する値を効率的に求める方法を提案している。

第 4章においては,第 2章,第 3章の具体的応用をFFTの利用を中心にして例示している。

FFTを利用する基本的演算としては,パ ワースペクトルの計算をはじめとして,相関関数 ,

―
!―



コンボリコーション,フ ィルタリング,ケ プス トラム等があるが,本章ではFFTを 以下のよう

な計算ならびに信号処理に応用する手法を示している。

(|)高 次代数方程式の解法

(1)神 経回路網の時空間応答の数値計算

(11)対 数尺度周波数軸上の等間隔標木点における離散的周波数特性の計算

(lv)音 響管の共振特性の精密計算

(V)音 のズー ミング

(vl)画 像のボケの検出

(V‖ )行 列の特異値分解による時変画像の符号化

第 5章においては,本研究で得 られた主な成果をまとめ,今後に残された問題と本研究に関連

す る分野における将来の予測を述べている。
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第 1章 序

近年,計算機による音声の分析 。認識 。理解ならびに画/L2の処理・認識等の技術が進展してき

たが,そ の背景には高速フーリエ変換 (Fast Fourier Trttnsform:FFT)アルゴリズム

の開発
(1)が
大きく作用している。FFTが開発される以前の周波数分析は,専 らアナログ装置に

頼っていたようであるが,FFTの 出現以来,周波数分析以外に相関関数 。コンボリューション

等までがFFTに よって計算されるようになってきた.FFTは Ⅳ点の標本点に対してノの手数

を要した離散的フーリエ変換 (Discrete Fourier Trallsform:DFT)の 乗算回数を2Ⅳ

l° g2Ⅳ に減少させるもので,こ れによリディジタル周波数分析が飛躍的に効率良く行なえるよ

うになった。しかしその分析周波数帯域はNyquistの標本イヒ定理
(2)に
より折返し周波数 (サ ン

プリング速度のも )以下
に制限されたままであった。

本研究は,折返し周波数以上の周波数領域のディジタル周波数分析法の開発を主題とした もの

であり,そ の副産物としてディジタル周波数分析の 2, 3の 高速イヒの方法にっいて も述べている。

現実の物理的信号をデータとして計算機へ取 り込 む際には必ず標木化の細かさに注意を払 う必

要がある。標本イヒの細かさには二つの意味があり,一つは 1標本点あたりの量子化レベル数であ

り,他の一つは標本点の密度,言い換えると標本間隔あるいはサンプリング速度である.量子化

レベル数については,信号のとり得る値の統計的性質がわかれば適当に量子イヒレベルを設定する

ことができる。また標木点の密度にっぃては,標本化定理からの要請で,信号に含まれる最高周

波数の 2倍以上のサンプリング速度が要求されるとされていた。ところが,信号が帯域通過型の

場合にはサンプリング速度は必ずしも最高周波数の 2倍以上である必要はなく,これまでも一般

に帯域幅の 2倍以上であれば十分なのではないかと漠然 と考えられていた。そして周波数領域で

の折返しを考慮しさえすれば,ある種の帯域通過型信号に対しても帯域幅の 2倍のサンプリング

速度による等間隔標本イヒが適用可能であろうということも考えられてぃた.し かし,連続系 と離

散系とを結びつける写像 ′=´
∫
『 (7:標本間隔 )に基づ く∫平面と z平面との対応関係が解

説論文
(3)の
中です ら必ずしも正確には説明されていないという状態である。一方,標本化に関し

ても,そ の理論的基礎 となっている標本ィヒ定理は,染谷り Shanno n(5)以 後種々の拡張 。一般化

がなされた
(6～ 19｀
が ,そ の拡張 。一般化 を実用的観点か らデイジタル周波数分析にまで応用

した研究はこれまでに見あたらない .

本論文は,写像 Z=′
∫rに
よる∫平面 とZ平面の対応関係に対す る明確な説明を与え,そ れ

に基づいて等間隔標本イヒによる帯域通過型信号のディジタル周波数分析法に理論的保証を与えて

諮調
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おり,ま た磯道によって一般イヒされた標本イヒ定理
C81に
基づいて 2重標本ィヒを導入し,帯域通過型信

号の離散的直交変換および離散的双直交変換の方法を示して,ディジタル周波数分析の計算法を具体

的に示している,低域通過型信号のDFT計 算法については, 1965年に」.W Cooleメ
1)ら
に

よって前述のFFTア ルゴリズムが開発されているが,本論文ではそのFFTアルゴリズムの原

理が,帯域通過型信号の 2重標本列のDFT計 算法の一つの特例として直接導かれることを示し,

またその改良・拡張 。応用について論じている.

本論文の構成は以下のとおりである.

第 2章においては,連続系と離散系を結ぶ写像 ′=´
Srに
よるs平面とZ平面の対応関係を

明確にし,そ れに基づいて箸間隔標本化に対する標本化定理を拡張し,そ の応用として周波数領

域での折返しを利用した帯域通過型信号のディジタル周波数分析法
に理論的保証を与えている。

さらに一般の帯域通過型信号に対する一般標本化定理によって導入された 2重標本化に従った 2

重標本列のDFTお よび離散的双直交変換の計算法を示し,最後にDFTの補間法を示している。

第 3章におぃては,等間隔標本夕Jを 2重標本列の特殊な場合 とみなすことにょり,前章におけ

る帯域通過型信号のDFT計 算法から直接にFFTア ルゴリズムの原理が導かれることを示して

いる。次に実数値列のDFT計算法として,標本点数が半分のFFTを 1回のFFT操作によっ

て同時に実行し,高速化とワークエリアの節約を計るアルゴリズムを示している。また,画像信

号のDFTを 求める方法として, 2次元DFTの 行列表現に基づき2次元のFFTの高速化とフ

ークエリア節約の方法を示している。さらに離散的ラプラス変換として,FFTを 利用して,′

平面の原点を中心とする円周上でのラプラス変換に対応する値を効率的に求める方法を示して
い

る。

第 4章においては,以下のようなFFTの ディジタル信号処理への応用例を示している。

(l)′ 平面上での零点探査による高次代数方程式の解法

(1)隣接ニューロンヘの結合がある神経回路網の時空間応答の数値計算

(m)イ ンパルス応答法による周波数特性の計算とその周波数軸尺度の変換

(lv)′ 平面上での極の平行移動による共振特性の精密計算法

(v)周波数領域での連立 l次方程式への定式イヒによる音のズーミング

(Vi)2次元DFTによる画像のボケの検出

(vll)FFTを 用いて行列の固有多項式を求める方法を利用した特異値分解

最後に第 5章で,本研究で得られた主な成果をまとめ,今後に残された問題と将来の予測を述

べ る。



写像 ′=′
Srに
よるS平面と

z平面の対応関係に対す る

解釈の訂正

ラプラス変換 と

′蓼秘奥と噺

帯域制限のない信号に

対す る標本イヒ定理

折返しを利用したディ

ジタル周波数分析法

一般標本化定理

(磯道義興 )081

離散的フーリエ変換

の近似補間法

2重標本化に基づくディジ

タル周波数分析法離散的双直交変換

高速フーリエ変換 (FFT)ア ルゴリズムの誘導

FFTを用いて行列の
固有方程式を求める方

法  (T o Lee)①
高速離散的ラプラス変換 2組の実数値列の

同時FFT

高次代数方程式の解法
実数値列に対す

るFFTア ルゴ
リズムの改良

音のズーミング

行列の特異

値分解
 。

(G.H.Golub

画 像 の ボ ケ の検 出

時変画像 の符号 化

図 1。  1は本論文の内容の相互の関連を図に示したものである。図中の ( )内 はその項目の

原著者を示す。〔 〕内の数字は関連発表論文の論文番号を示す.

〔2〕 〔2〕 (r,z)

〔1,2〕

〔16〕

〔13〕

共振特性の精密計算

神経 回路
~網
の解 析

3

17〕

図 1.1 本研究の内容の関連図

離
散
化
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第 2章 T般標本化定理を応用 した周波数分析法

2.l 緒    言

本章では,帯域通過型信号のディジタル周波数分析法 として,周波数軸上の折返しを利用した

方法
(20～ 22)な

らびに 一般標本化定理 (18)に 基づく2重標本化によって得 られる 2重標本列

の離散的フーリエ変換 (D iscrete FOurier Transform:DFT)に よる方法
(23～ 25)に つして 論

じる。

従来のディジタル周波数分析では次の Shannonの 標本化定理
(5)に
よって,信号に含まれる最

高周波数の 2倍以上のサンプリング速度が要求されていた。

〔Shannonの 標本イヒ定理〕 “時間関数′(′)が /ι Hz以上の周波数1戊分を含まないときは1/2

/´ 秒ごとの時点における′(′ )の値からすべての夕(′ )が一意的に決定される".

ところが,信号が帯域通過型の場合にはサンプリング速度は必ずしも最高周波数の 2倍以上で

ある必要はなく,これまで も一般に,帯域幅の 2倍以上であればよいのではないか と漠然とは考

えられていた.しかしその理論的根拠は明らかにされず,ま たそのような周波数分析の具体的な

方法 も示されてはいなかった。

2.2節 では,連続系と離散系とを結ぶ写像 z=ダ『 (7:標本間隔 s:複素周波数, z:

シフトオペレータ)に よるs平面と′平面の対応関係を明らかにし, 周波数軸上の折返しに明確

な説明を与え, それに基づいて等間隔標本化による折返し周波数以上の周波数領域のディジタル

周波数分析法に響論的保証を与える。 ただしこの方法による分析法には帯域の位置に関する条件

があり, ξ全 (ち 十 /ノ )/(ん ~/′ )(/″ ,//:帯 域の上,下限周波数 )が奇数でなけ

れば適用できなし、

箸間隔標本化によるディジタル周波数分析では折返し周波数の整数倍の周波数付近の分析が不

可能である0ら この欠点を除くために 2.3節では,一般標本化定理 (磯道 )(18)に 基づく2重

標本化を導入する。一般標本化定理により,帯域通過型信号に対しては適当な 2重標本化を行なう

ことによって補間公式が与えられることが保証されている力ら 2.4節 ではこれをディジタル周

波数分析に応用する方法を示, すなわち, 2重標本イヒを用いると帯域の位置にかかわらず一般

に帯域通遇型信号ば双直交変換ができ,特に上記のξが整数のときは直交変換が可能となるの■

このことを利用しζ ξが整数となるような帯域通渦型信号のDFTを 2重標本列から計算する

方法を示■

2.5節では,DFTの補間公式とその近似計算法を示■

-5-



2.2折 返 しを利用 した デ ィジ タル周 波数分析法

本節では,まずラプラス変換とz変換の関係を述べ,そ の際の写像 z=´
Srに
よるs平面とz

平面の対応関係を明らかにし,周波数軸上の折返しに明確な説明を与える。 次にそれに基づいて,

等間隔標本化による帯域通過型信号のディジタル周波数分析法に理論的保証を与える。 本節は,

折返し周波数以上の周波数成分を含む信号を離散系で扱うことができるという啓示的な内容をは

じめて示したものである。

2.211 ラプラス変換とz変換の関係

ここでは, ラプラス変換とz変換の間の関係を複素周波数平面全域で考察する。 ″<0で 0と

なる実因果関数夕(ガ を標本間隔rで標本化して得 られる標本値を夕ヵ とする。 つまり

夕″=夕 (形r)                      (2.2.1)

とする。 このとき夕(′ )の ラプラス変換プ←)と 夕ヵの z変換θlz)は 次の関係で結ばれている (付録

A)。 (28)

"rr, I u:r,,
プ(∫

ただし s=σ +ノω

ここではフーリエ変換とDFTと の関係を表わす式 (付録 B)

″

２ π

一
７

＋

∞一
∞ヾ
４
″

１

一
７
〓 (2.2.2)

(2.2.3)

(2.2.4)α a
１

一
Ｔ
〓 鳳∞プ(ω+子″)

との対応をつけるために,両側ラプラス変換,両側 z変換を用いなければならないが, 夕(′)が因

果関数である場合には,そ れぞれ片側 ラプラス変換,片側 z変換を用いたのと同じことになる。

一方 夕(のが因果関数でない場合には,一般には両側ラプラス変換,両側 z変換は,発散してしま

う(付録 C)。 従ってラプラス変換と′変換の関係を全複素平面上で論じようとすると,本 ガヽ節

の冒頭に記したように夕(″ )は因果関数 としなければならなし、 ただし,時間軸の原点を有限長だ

け移動することによって因果関数 とみなすことができる関数は許容される。

式 (2.2.2)は ,s平面上で虚軸方向に 2π/rずっ離れた点におけるθ(s)の値の総和の 1/7

が, ′平面のただ一つの対応点におけるθ(aの値に等しいことを示している。
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2.2.2 写像z=ダrによるs平面と′平面の対応関係
式 (2.2.2)に おける s平面と′平面の関係は,単純に解釈すると, s平面か ら′平面への写

像′=′
SFに
よって, s平面の実軸と平行な,幅が 2π /7の帯状の部分の各々がそれぞれ z平面

へ写って,関数値は z平面上でそれらが全部加算されてその 1/7が とられるということになる

(例えば,L.R.Rabinerら の解説 (3)で もこのように説明されている )。 しかし解析的に考え

ると, 夕(″)が実関数の場合には, ラプラス変換, ′変換 ともにそれぞれ s平面, ′平面の横軸の

上下で複素共役な値をとるので,上記の対応関係は次のように解釈するのがより自然であり,ま

た合理的であう すなわら,プ(→ とθ(aの間の複素平面上での関係は,写像 z=′
Srに
よって s

平面が実軸と平行な,幅がπ/rの帯状の部分に分かれて,その互いに共役な1対が1枚の全′

平面へ写像されると考えるのである。具体的にいうと,式 (2.2.3)と おいたとき,s平面の

%争≦lω l<(%+1)千 %=0,1,2,… … (2,2.5)

の一つの%に対応する部分が 1対になって 1枚の全″平面へ写像されると考える。 このとき,″

が偶数の場合には, s平面の上半面にある帯状の部分が′平面の上半面全体に写り, s平面の下

半面にある帯状の部分が z平面の下半面全体に写る。 多が奇数の場合にはこれと逆になる。 図 2

.2。 1は , s平面上で互いに共役な関係にある1対の帯状の領域が,物 が偶数か奇数かによっ

て′平面へどのように写像されるかを示し

たものである。

2.2.3 折返しに対する解析的解釈

式 (2.2.2)で形式的に s=ブω とお

くと次式が得られる。

θ(a lz=′ノω7 =可戸場雪―oo

2π
プ(プ (ω +可

「

%))

(2.2.6)

この右辺は式 (2.2.4)の 右辺と本質的

に同一である。一般にDFTに よって得 ら

れる結果は式 (2.2.4)の 左辺の標 本 値
図 2.2.1

--7-―

写像′=′
Srに
よるs平面

とz平面との対応関係

‐
7-くし)>二雫



であるが,こ れは同時に式(2.2.6)の 左辺の標本値ともなっている。 そこで,以後DFTは ′

変換で′=´ グ́とおいたものの標本値列であると考えることにする。

式(2.2.6)の 左辺は′平面の単位円上の関数であり,右辺は ,平面の虚軸上に 2π/rの間隔

で並んだ点での関数値の和の 1/7であるので,z平面の単位円上のθ(zlが求まったとしても,そ

れによってz平面の虚軸上のプ (ノω)を決定することはできなし、 その理由は, s平面から′平

面への写像′=ノ
」 によって′平面の

単位円と s平面の虚軸が 1対多対応にな

っているからである。 z=ノ
ば
によって ,

s平面の虚軸の多π/r≦ ω<(笏+1)

π/7の 部分は物が偶数のときは z平面

の単位円の上半分に,奇数のときは下半

分に写 り,二 (クト1)π/r<ω ≦―″7/7'

の部分は物が偶数のときは z平面の単位

円の下半分に,奇数のときは上半分に写

る。 図 2.2.2は ″=0, 1, 2, ・¨

についてのこのような対応関係を示して

いる。 ただし z平面の単位円は実際は一

つであるが,説明の便宜上ここでは三つ

を平面

¶σ
:   
「

市

~2ナ

ートー3チ

図2.2.2写像z=′ イ́ によるs平面の虚軸
とz平面の単位円との対応関係

の同心円として表示されている。 このように′平面上で単位円が多重に写像されることによって,

もしプlolが単一の多の範囲外で値を持てばそれがθ(z)の上に折返し誤差となって現われるのであ

る。

例えば,図 2.2.3(分のような s平面の虚軸上の関数プ101を ,写像′=ノ
ノ
によって z平面

へ写すと;そ の結果z平面の単位円上で(blの破線のように重なり合う部分が生じて, θ(z)と して

はこれらが加算された形となり, これを周波数軸上に引延ばすと(c)の実線のようになり, これは

丁度rlolを ω=土 π/7で折返して加算したようになっている(正確にいうと一方の複素共役と

の加算 )。 これがいわゆる(折返し(fold― over)"で あり,折返し誤差の原因である。 ところが,

ここで s平面の虚軸上のプlolを 0≦ lω l<π /7の部分とπ/7≦ lω l<2π /7の部分に分離

して,そ れぞれの 1対ずつを独立に写像′=′
′ぽ によって z平面上へ写すと,各々の関数は単

位円上で重ならなくなり, それを直線の周波数軸上へ引延ばすと,それぞれldl,(0の ようになる。

これらの図でld)の横軸は普通の周波数軸であるが,le)の横軸は両端を士π/7と して中央の値士

///″
==0



la)s平面の虚軸上のプ0

(bl ylolか らz=ノωrに よって z平面

の単位円上に写されたθ(a

0              二
′

直線上に書き直されたaa

′

プ101の 0≦ lω l<π/7の部分を

z平面の単位円上に写し,直線上

の閲数として書 き直したθ(′)

土争

(o プ0の π/r≦ lω l<2π /Tの部分

を″平面の単位円上に写し,直線上

の関数として書き直した00)

図 2.2.3

s平面の虚軸上のプlelと

z平面の単位円上のθ(2)

との対応関係

ld)

θレ)



2π /7に向つて折返された周波数軸とみなさなければならない。上述のことがわかれば,一般

に lω l>π/rの部分についてはπ/7ご とに周波数軸を折返して,折返し誤差を積極的に利用

することによつて, いかなる周波数帯域の信号でも適当な帯域涯波を行ない, その標本タリのDF

Tを求めることによつてディジタル周波数分析を可能にすることができる。

DFTにおける折返し誤差は,以上のように写像z=″Jによるs平面の虚軸上の関数プlelと

′平面の単位円上の関数θOと の間の対応関係により説明されるが,一方これに対する簡単な物

理的解釈として次のような説明が考えられる。

角周波数がωl,ω 2の二つの等振幅の正弦波を標本イヒする場合を考える。ω〕と ω2及びサンプリ

ング間隔 rの間に,夕 を整数として

ω :~ω 2= (2.2.7)

なる関係があるときは,

sin ω:形 T=sin ω2形 7'                    (2.2.8)

なる関係が成立するので, これらの正弦波は′=0での位相が等しいとすると,すべてのサンプ

リング点 ′=形 Tに おいて互いに全く同一の値をとる。同様に,

ω
:十
ω
2 (2.2.9)

２π
一ｒ

％

猜
一ｒ
″〓

なる関係があるときは,

sin ωI形 r=― sin ω2形r

なる関係が成立するので, これらの正弦波は′=0で逆位相になつていると,すべてのサンプリ

ング点′=形 rにおいて互いに全く同一の値をとる。従つて,式 (2.2.7)あ るいは式 (2.2

.9)の関係がある正弦波をサンプリング間隔7で標本イヒすることによつて得られる標本夕‖ま全標

本点で同一の値をとるので,それらの離散的フーリエ変換も全く同一になり, これらの正弦波を

周波数軸上で区別することはできない。

これが折返し誤差あるいは別名誤差と

呼ばれるものの物理的な意味である。

00 図 2.2.4に 0 4 kHz,

(b16ばIz,(c)14kHzの等振幅の正弦波

が 10kサンプノリ/秒のサンプリング速

度の場合には,適当な位相条件の下で

「 =10‐
lsec      (a)- 4kIIZ

(bl――…… 6kHz
O―・-14kHz

図 2.2.4 折返 し誤差の物理的説明

=10-―

(2.2.10)



はすべての標本点で同一の値をとることを図示する。参考までに, これらの正弦波の角周波数

ω″'ち ,ω と́サンプリング間隔rと の間には,

%+%

ω

`十

ωι

%~%

なる関係があることを記しておく。

2.2.4 標本イヒ定理の拡張

2.2.3で 述べたことに基づき,帯域制限されない信号に対する標本化定理を次のようにし

て導 くことができる。

実因果関数 ′(′)は絶対可積分でDiniの 条件
(27)を
満たすとし, 夕(″ )の フーリエ変換をプ101と

書 くことにすると, 夕(″ )は その逆変換 として

〆ガ=券理プω′″
″″ω (2.2.11)

と表わされる。ここで7(>0)を 時間領域における任意の標本間隔として,ソ101は式 (2.2.

6)の右辺が収束するものであるという条件を加えておく。さらに,y″ lolを物=0, 1, 2…

に対して

２π
一
ｒ

〓

２ π
一
７

×

洵
一ｒ
〓

二

ｒ
＜
一

π
一７
″ lω l<(%+プlel

プ ω=

0

と定義しておくと,yω は

プω= Σ ろ lal
″=0

と書けるので,式 (2.2.ユ

その他

1)は次のように変形される。

(2.2.12)

一 -11-―

(2.2.13)



これはさらに,咆 lolの定義によつて積分範囲を次のように分割できる。

秋ハ=鱚0(〔 f)争 +暉
D争 )40"わ  け":)

イメolは式 (2.2.15)の各々の積分範囲以外では 0であるか ら,同式の■ 0を

だ塗∞m(ω +亀手′)で置換えてもかまわない。従つて

力=ザ

=庭
0(4滅 )争 +tttξ

D争
)ノ璽∞4(ω+子 の́

″わ
『

(2.2.16)

ここで,う 101の フーリエ逆変換を夕″(′ )と し, %(′ )を標本間隔7で標本イヒして得られる標本値

列を妨 (〃 r), その両側′変換をθ″0と すると,式 (2.2.6)に より

夕0=券虐0嗅場0′〃″ω

θ″② lz=′ノ=÷ノ菖―∞・
(ω +鳥争′)

が成立し,ま たθ″(′)の定義より

(2.2.14)

(2.2.17)

しあlz=′ノ=″三∞%(力 7)′
~ル『       (2.2.18)

であるか ら, これらの 2式 より次式が成立する。

ノ堡l∞
彫2(ω +二午

ノ)=7乏
画_∞ の

(形 7)′
~力酵
『     (2.2.19)

これを式 (2.2.16)に 代入す ると

〆ガ=舟虐0(χiっ■瑚T⇒Li∞ %(形 7ル
ーザ′ル′″ω
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７

一２ π
〓 Σ   Σ

″=0 ,=― ∝ み(形 r)(氏券i)千 +可γ
l)チ
)′
タズ″_の″ω

となり, これを計算することにより次式が得 られる。

夕 (′)= 夕″ (形 7)
sin(mil 二

７
ノー形r)一 sin%,(ノー形r)
π

一
ｒ
ノー形7)

(2.2.20)

これは,帯域制限を受けない信号に対する標本化公式であ り,標本イヒ定理の一種の拡張になつて

いる.夕″(形 7)の物理的意味は,信号夕(″ )を通過帯域が%π/7≦ lω l<(″外 1)π/7'の理想

特性の帯域フィルタに通した出力を標本間隔 7で標本イヒして得 られる標本値である.

式 (2.2.20)で第 1のΣの上限を 0にすると次式が得 られる。

夕(′)=ヵ≧_。c夕。(形 7)
Sinf(ノー形7)

(2.2.21)

争(′―形7)

これは, ShannOnの 標本化定理(5)に よる低域通過型信号の標本イヒ公式であるので, ここで導

いた定理はShannonの定理を包含するものであることがわかる。

2.2.5 折返しを利用 したディジタル周波数分析法

2.2.4で の拡張された標本化定理における%(形r)の物理的意味を考慮すると,あ らか

じめ%π/7≦ lω l<(%+1)π /7の成分しか含まないということがわかっている信号のディジ

タル周波数分析法 として,次のような方法が理論的に保証される。

信号夕(ノ )の フーリエ変換プ101が,あ る定まつたrに対して

lω l<″争, lω l≧ (″ +1)争

∞

∞
Σ
一

∞
Σ
〓″

プlel=0 (2.2.22)

″:整数

であるとき, 夕(″)の標本間隔 rに よる標本値列を夕(形 7)と し, その 2変換をθ(0と すると,

夕(形7)の DFTは 6(z)の単位円上の標本点での値 として求まる。式 (2。 2.22)の条件の下で

は,式 (2.2.4)の Σは%の一つの値以外の項が消えるので,周波数軸上での折返しによる重な

りは存在 しない。従つて, 夕(形 r)の DFTに よつて夕(″ )の周波数スペクトルを計算す ることが

―-13-



できる。ただし, 2.2.3で 述べたように, DFTの 多π/7≦ω<(%+1)π /7の周波数軸

は,物が偶数のときはDFTの 正の周波数側に順方向に,多が奇数のときはDFTの負の周波数

側に逆方向に現われることに注意しなければならない。
(20)

2.2.6 応   用

折落しを利用したディジタル周波数分析法の応用として,広帯域ディジタル周波数分析システ

ムを構成することができる。その具体的方法としては, AD変換の前にそのサンプリング速度に

適合した1組の帯域フィルタ群を設けて各帯域ごとに独立にDFTを 計算すればよいということ

になる。図式的に示すとそのシステムは図2.2.5の ようになる。この分析システムでは,奇

帯域通過フィノ1/4

%=0123

図 2.2.5 折返しを利用した広帯域ディジタル周波数分析システム

数の物に対応する枝については周波数軸の方向が反転していることに注意する必要がある.(20)

Shannonの 標本化定理はπ/7以下の成分しか持たない信号についてだけ成立したので, これ

までの通常のディジタル周波数分析は同図の多=0の枝だけに限られていたことになる。

実際のディジタル周波数分析に際して図 2.2.5の ようなシステムを考える場合には,理想

的な特性のアナログ帯域フィルタが得られないので,折返し周波数の整数倍の周波数付近の分析

が不可能になるという欠点があるが, この欠点は次節の 2重標本化の導入によつて解決される。

2.3 -般 標本化定理 に基 づ く 2重標本 化の導入

連続信号の標本化に関しては,Nyquist(2)の先駆的研究に始まり,染谷r)Shannon(5)以 来

多数の研究が行なわれており,基本的な標本化定理では低域通過型の信号だけが対象とされてい

たが,次第に拡張 。一般化がなされた。まず,一般の帯域通過型信号に対する標本化定理
(6,7,8,18)

器
ｒ
換
隔
変
間
Ｄ
本
Ａ
標

偶数

奇数
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が導かれ,筆者は帯域制限されない信号に対する標本化定理 (22)を示した。また標本化操作に関

しても,基本的な等間隔標本イヒ以外に,等間隔標本化の一部が少し変歪したような場合∫
9)全
く任

意な不等間隔標本化
(9'17)ぉ

ょび等間隔標本化を 2重にした 2重標本イヒ
(8,18)な

どが研究さ

れており,標本化を多次元空間に拡張した形 (10'14,15,16)も 導かれている。また,多次元高次

導関数の標本化
(13,15)周

波数概念の一般化｀
18猫
分方程式との関連

(19)な
どについても発表さ

れている。以上のように,標本化に関する理論的研究は常に盛んに行なわれており,成果も多い

のであるが,ほ とんどの場合,標本化公式 (補間公式 )の誘導に主力が注がれており,実用的見

地から標本化操作を直接に周波数分析まで結びつけた研究は少なく,高周波数領域の周波数分析

にはアナログ的にヘテロダイン方式をとるか,あ るいは単に実効的サンプリング速度を上げると

いう手段をとっているのが現状である。

本節では,こ れらの理論的研究の成果と実際のディジタル信号処理技術とのギャップを埋める

ような意味で,磯道の一般標本化定理 (18、こ注目し, 2重標本化を導入する。

2.3.1 帯域通過型信号に対する一般標本化定理

磯道により,以下のように一般の積分変換を導入して周波数概念を一般イヒすることによつて標

本化定理が一般化されている。

信号を実関数夕(′)で表示する。 ここで′はスカラーであつてもベクトルであつてもよいとする。

次に夕(′)は 2乗積分有限すなわち

ι(夕ω)2〃ノ<∞

ただし 影
～
変数′の全領域

とする。このとき次の積分変換を考える。

θO=ι K(ω ,″ )夕 0″ ノ

この積分変換に逆積分変換が存在するとき,

クトルと呼んでいる。逆積分変換の核を〃(

る。

夕0=ち〃(″ 'ω )θ O″ω
ただし ':変 数ωの全領域

(2.3.1)

(2.3.2)

ωを一般周波数 と呼び, θωを関数 多(″)の一般 スペ

ノ,ω )と すると, ′(ノ)は θOに より次式で与え られ

-15-
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式 (2.3.2),(2.3.3)が 互いに逆変換であることから,核K(ω ,ノ ),〃 (″ ,ω )

の間に次の関係が成立する。

.arra, t)H( t,o)a z: d( .o-o)

IO U( t,u)K(@,t)da: D( z- r)

以下,次式のように一般スペクトルがある領%の 外では 0と なつている信号を扱 うものとす

る。この制限のことを帯域制限と呼ぶ.

θω=O    ωは夕                  (2.3.6)

ただし 夕 :ρ に含まれる有界閉集合

ここで領域夕は必ずしも連結している必要はないので, この結果帯域通過型の信号を取扱うこ

とができるのである。式(2.3.6)の 下では式(2.3.3)は 次のようになる。

e@:frH( t,u)Gkiaa (2.3.7)

次に標本点列 (′ヵ)を領域ェタにおいて関数系 (″ (′″,ω ))が線型独立かつ完備であるよう

に選ぶと,飯島の方法(29)(第 1種積分方程式を解くことに帰着する)ま たは磯道の方法 (18)

(無限次元行列の逆行列を求めることに帰着する)に よつて(〃 (′ヵ,ω ))の正規双直交系 (K″

ω )を定めることができる。すなわち

(2.3.4)

(2.3.5)

(2.3.8)

(2.3.9)      、

らス″″,ω )K′ωィω=δ
`ノ

また,関数系 (″(′″,ω ))の完備性から次式が形式的に成立する。

Σ〃(′
`,ω
)Kヵ lal=δ (ω―σ)

カ

式 (2.3.6)の 条件を満たす任意の関数θOは関数系 (Kヵ O)に より次のように展開で

きる.

θ101=号 ιヵK″ l°l                         (2.3.10)
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″́=・し〃(′″,ω )θ O〃ω

ところが式 (2.3。 7)に より

(2.3.11)

(2.3.14)

(2.3.15)

′″=夕 (′ヵ)=ら〃(ノ
`,ω
)θω″ω      (2.3.12)

であるので,式 (2.3.10)は 次のようになる.

θ101=ラ タ(′″)K′ lel                      (2.3.13)

これを式 (2.3.7)に 代入すると一般標本化公式が得 られる。

夕0=し〃(ノ ,ω )ン (ノ♪K`ω〃ω

=ン (ゲ ″́ω

ただし

α
`∽
=ι〃(ノ ,ω )K″ 0グω

また,式 (2.3.12)に 式 (2.3.2)を 代入すると次式が得られる。

〆ゲ=CX′″,ω)ι K(ω ,ノ )夕 0″′″ω

=ι夕0多″0ル          (2.3.16)
ただし

多″0=ら K(ω ,″ )ス′ヵ,ω )〃ω       (2.3.17)
α′(ノ),ι

`(″

)は それぞれ第 1種および第 2種標本イヒ関数と名付けられている。 これらは一般に

は異なる関数であるがShannonの標本化定理のように一致する場合もある。

式 (2.3.15)と (2.3.8)を 使うと次式が得られる。

α″(ノ′)=らスノノ'の K″ω″ω=δ″′     (2.3.18)
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式 (2.3.15),(2.3.17)に 式 (2

係が導かれる.

4),(2.3.5)を 使うと次の関

Iux{,, : Iux{., t) fgH( t , o)Ko @)ao a t

ω Cコ

ω＼ タ
(2.3.19)

〃け
　
　
ω

％
　
　
‘
　
０

の

　

陽
ＩＡ
４
ｉ
ｔ

ι〃(`,

式 (2.3.19

8。 20)は 多′(

こ こで α″(′),ι
`

8)を 使 うと

〃ι一一　
　

＞

ノ

　
　
　

ω

″

　

　

　

，
　

　

　

　

　

＞

　

ク

　

＜

中
に世
」
い
けい

,11 I-ZK(o,t) H(to, o) do d t

ω Cコ

ω＼タ
(2.3.20)

のスペク トルが領%で K″ 0と なつていることを示 し,式 (2

トルが領域夕 で〃(′′ ,ω )と なっていることを示す。

2.3.15),(2.3.17),(2.3.4),(2.3

Iu oeQ)t,(t)a, : fs"i-gH( t, o7t7o1o7 oo IO K(a, t)H( t,, to)du dt

:ltutt"u)Ko(daa:60' (2'3'21)

となり, これは標本化関数αヵ(の ,ιヵ(ノ)の双直交性を示している。このことより,式 (2.3。

14),(2.3.16)は 夕(′)の関数系 (α
`(ノ

))に よる双直交変換を与えていることが理解で

きる。

2.3.2 -般 標本化定理の離散的表現

2.3。 1で帯域通過型信号の一般標本イヒ定理について述べた力ら その場合時間領域は(―∞,

+∞ )での離散点で記述され,周波数領域は連続であつた.しかしディジタル周波数分析の立場

に立つと,時間領域 周波数領域共に有限個の離散点で記述しなければならない。そのために,

ここで2.3.1の 内容を離散的な形に書き換えておく。(30)
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2.3.1で は信号夕(ノ)は 2乗積分有限としたが,離散的取扱いにおいてはデータの個数が有

限であるので必然的に,周波数帯域を無限と考えるか,あ るいは周波数帯域が有限 と仮定するな

らもとの時間領域の信号はデータ長の周期をもったくり返 し波形 と考えなければならない。一般

には周波数帯域を無限と考えるのは不都合なので,止むを得ず信号はデータ長周期のくり返し波

形であると見なすことになる.従って一般にDFTと 呼ばれている信号処理は,切 り取 り波形の

フーリエ変換を計算しているのではなく, くり返し波形 と見なしたときのフーリエ級数展開係数

を求める計算になつていることを指摘しておく。またここで使用する離散的直交変換,離散的双

直交変換などの用語 も直交級数展開あるいは双直交級数展開の係数の意味であることを断わって

おく。

時間領域での標本点数を 1標本点列あたりⅣとし,周波数帯域を 〔%,t〕 とすると,周波

数領域における標本間隔Ωは

なで数整は
　
　
，

に
　
　
る

般

　

す

一　
　
立

は

　

成

１
」
ｒ
Ｊ
　％
　
か

Ω
　
Ω
　
″
　
次

い
れ
一
¨

た
　
　
とこ書と

Ω=2(%―
%)
Ⅳ

となる.Ωを用いて周波数帯域の下,上限を

″′0<|%|<″ ″Ω

となる。これは次のようにも書ける。

(2.3.23)

Ⅳ
(2.3.24)″″

~″
ノ~7

周波数領域における標本点列を (%)で表わすと,帯域制限は

(2.3.22)

(2.3.25)

%≡ ″Ω                    (2.3.26)

ただし πCコ 全 {― π〃,・・・'~″ノ~1'″′,・・・,″〃~1)

このとき
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C(し )=″漫′′(ノカ)K″ (し ) (2.3.28)

ここで積分変換の核に相当するK`(し )は直交系を用いるか双直交系を用いるかによつて形が

決まる。Kヵ (%)は関数系 (〃 (ノヵ,し ))か ら決まるのであるが,K″ (%)が決定できれば式

(2.3.28)に 従つてDFTす なわち離散的周波数スペクトルが計算できることになる。Kヵ

(し )の決定方法は2.3.3で 述べる。また式 (2.3.14)に 対応する補間法については

2.5.1で 述べる。

2.3.3で は,連続信号のスペクトルを離散的に求めるための標本化の条件について,まず

簡単な場合として,関数系 (ff(′ヵ,t))力 そヽれ自身で離散的直交系となるための条件を求め,

離散的直交変換を行なうための標本イヒ法を導く。 2.3.4で は,関数系 (〃 (″″,し ))がそれ

自身では離散的直交系とはならない場合の離散的双直交変換の方法を導く。

以下,周波数概念を決定する式 (2.3.2)の 積分変換としてフーリエ変換を採用し,それ

を離散的に扱うことを試みる。また帯域制限としては,次の形をとるものとする。

′ (″″)=夕 (″ r)

ただ し そc(フ全 {

の DFTは 式 (2.3.13

―考,… ,0,一 ,も -1)
)に対応して次のようにして求められる。

(2.3.27)

(2.3.29)

(2.3.30)

の変換の核 K(ω, ′)に

'二
〔T%,一ωノ)U〔 ωノ'り

ただし  0<ω′<%

2.3.3 直交系による2重標本化

簡単な場合として,標本点列 (ち )における離散的な関数系

″(′″,α場)=И ノ
″Ω′″

ただし  /は 未定定数

が離散的な直交系をなす場合を考える。このとき,式 (2.3.2)

対応するものとしては
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K″ (9″)=B′
~プ″Ωノ″

ただし  Bは 未定定数

となり,正規条件

(2.3.31)

(2.3.38)

″E2〃 (′力'ω″)Kヵ (ω″)=l (2.3.32)

より,

1
ノB=―
Ⅳ

となる。変換・逆変換の対称性を考慮するなら

(2.3.33)

(2.3.34)

とすればよいわら 数値計算の際の便宜を優先して, ここでは

1
ノ=T: B=1              (2.3.35)

としておく,1次に {〃 (′ヵ,り )自 身の直交条件より, 形＼ ノに対して

′」ρ〃(`″ 'り〃(′ノ'%ρ =0         (2.3.86)

一
は複素共役を表わす

の成立が要請される。従つて

上√
И=B=

(1墜 Iウ″+ %⑫ l);卜
'ブ

″Ω″″
 ;卜
′=ノ″Ω″′==0            (2.3.37)

これより,すべての″″,′′(形＼ざ )の組合せに対して

O″―ゲΩ7==×敵

または
Cヵ―ゲΩ写 ==綺数

-21-
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Ｅ録付ならヽなば

　

Ｕ

地
　
朽

「

ｌ

ｔ

ｒ

ｉ

Ｊ

少

　

標
　
　
　
　
　
　
　
‥

の
　
　
で
　
　
　
　
　
　
　
　
　
形

ち

　

　

こ

ン，

　

　

こ

の

(2.3.40)

(2.3.41)

(2.3.42)

7=し″―グΩ=ザ号=揺・   い“の
次に′。と′:の間で式 (2.3.39)の 成立を要請すると,

ぱ―のTΩ写 =6×“
″―D   O“

“
→

%:任意の整数

を想定し,まず ″。と″2″ の間で式 (2.3.38)を 要請すると,

rΩ 
″″
~″
ノ
=π

2

が成立しなければならない。従つて

つまり

け 我 7=響   中 →
ばし
“
幾 二岩 ‐  に̈

EF蜂」IKItttIな……
薇れ…脚∝〃に

いけ o切写 =&敬2
となり, これに式 (2.3.45),(2.3.46)を 用いると
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%c(1,2,… 。,ξ ) (2.3.49)

以上より,式 (2.3.46)で 定義されるξが整数であるとき, α,β を式 (2.3.45),

(2.3.49)の ように選べば,式 (2.3.40)で 表わされる 2重標本点列を用いて離散

的直交変換が可能になる。各標本列の標本間隔7は式 (2.3.43)で 決められる。

2ξ (形 -1)+2%一 l=奇数

となる。これが一般の形, ノについて常に成立するためには

ξ=整数

でなければならない。 また,式 (2.3.45)のβ―αはmodul。 1
で,物 は次の値しかとることができない .

2.

式 (

H (tro , .,> :+ niodt(kr a)r

H ( t ro*1, r,) : + ejno(fr + P>r

(2.3.47)

(2.3.48)

でしか意味を持たないの

(2.3.50)

(2.3.51)

(2.3.52)

４

　

３

３

　

２

双直交系による2重標本化

40)の :形 の 2重標本点列を想定し,そ の上で関数系t″ (′
`,t))が

「

ｌ

ｔ

Ｆ

Ｉ

リ

の形をとるとき, これに基づいた正規双直交系を構成することを考える。ここでも標本間隔rに

は式 (2.3.43)が 要請されるが, この標本間隔による標本化に伴なう折返 しの影響によつ

て,次式で表わされる周波数 ώ の前後で関数系の中の定数因子が異なると考えられ る.

ω

ただし

*-ut+TQDo-rt)

γ=“〕cTauss

ここで%をΩを使って次のように表現しておく.

ω  ́  ″´

ただし得撃τ2ク =」ちギーの
このとき(〃 (′′,%))の離散的正規双直交系(Kヵ (ω″))は ,α ,多 , ι,″ ,

(2.3.53)

(2.3.54)

α:, 多:, ′l,

-23-



グ!を未定定数 として次のような形をとるとする
。

K2″ (ω″)=

(ξ ―r)(α +″ )十 (1-ξ +r)(多 +′ )=2

0)K2,(し )と 」f(′ 2ノ '%)(が＼′)の直交条件

(α +″ )― (ι +ι )=0

0)K2″ (%)と ″(′ 2ノ +1'し )の直交条件

α ′
―ルΩ(`す α)『   %c(― ″″,.… ..,~″ `~1)

多 ′
ルΩ(`十 α)r  

″ c(_″ ι,.… .。 ,~πノ
~1)

ι′
―ルΩ(″ +α )『    ″ c(″ノ,… …… ,″ `~1)

〃 ´
―ルΩ(″ +α)r    

″ c(″′, …..… ,″″
~1)

α
l′

―ルΩ(乃 +β)『    ″c(― ″″,.… ..,~″ `~1)
多
|´

―ルΩ(力十β)『   ″c(_″ι,。 ‥‥,一 %′
~1)

′
l´

―ルΩ(″ +β)r   ″c(″′,… …・・,″′
~1)

グ:′
―ルΩ(″十β)r   ″c(″σ,.… …。,″″

~1)

(2.3.55)

(2.3.57)

(2.3.59)

κ
2カ+10%)=

これらの中の未定定数は式 (2.3.50)と 式 (2.3.55)の 正規双直交条件から決定

される。まず, 夕, 多, ι, ″の決定方法について述べる。

(i)K2,(し )と 〃 (ノ 2″ 'し )の正規条件

(″望π″
+″ニノ)K2″

(り〃(″ 2カ 'り =1      (2.3.56)

より次式が得られる。 (付録F)

(″二π″
+″三場′)K2,(■♪

″(′
2ノ 'り =0    (2.3.58)

より次式が得られる。 (付録G)
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(″≦受″″
+″璽ちノ)K2″

(%)〃 (″
2ノ十Pし)コ      (2.3.60)

より次式が得 られる。 (付録H)

αε
~L′
_´ εr+″ εr=。

α ε「
r  tt ε
―r__′ +〃 ε=0

ただし  ε全′ブ2π(β―α)

2
αl=1_´ ノ2π (γ +1)(β―α)

2
多I=1二

′ブ
2π r(β
~α
)

ら =2二 多|

″:=2-α l

|

(2.3.61)

(2.3.62)

(2.3.64)

式 (2.3.57),(2.3.59),(2.3.61)よ り,未定定数 ,́ 多, ′, ″は次

のように決定される。

α =

′=

, _ n-i2r(r*t)(0-a)

, _ r-i2rr(l-a) (2.3.63)

´=2-多

″=2-α

全 く同様に して, αl, 多l, ′l,″ :は

(i)′ K2″ +1(し )と 〃 (′ 2″ +1'%)の 正規条件

0)′ K2″ +1(%)と 〃(ノ 2′ +1'し )(〃＼′)の直交条件

0)′ K2″ +1(%)と ″(ノ 2ノ '%)の直交条件

より次のように決定される.
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以上のように,式 (2.3.55)に 式 (2.3.63)を 代入して (K2″ (し ))が, また式

(2.3.64)を 代入 して (K2`+1(し ))が決定 され,双直交級数展開による離散スペクトル

0(%)は式(2.3.13)を用いて計算できることが示された。この方法では, α: βの選び
方は任意であり,た だが、β(mOdulo l)でありさえすればよい。またξが整数である必要が

ないので帯域の位置に関する条件が除かれるので一般性が広い.

2.4 2重 標本列 の離散的 フー リエ変換

本節では,帯域通過型信号のうち式 (2.3.46)で 定義されるξが整数の場合について,

前節で導いた式 (2.3.40)の 形の 2重標本列のDFTの 計算法を示す。 これはアナログに

おけるヘテロダイン方式のビートダウンの効果がディジタルでは 2重標本化によつて得られるこ

とを示すものである。

2.4.1で は, 2重標本列のz変換とラプラス変換の関係を連立 1次方程式に定式化するこ

とにより,帯域通過型信号の 2重標本列のDFTが できるための条件が,前節で示した「 ξが整

数でなければならない」という条件と一致することを示す。 2.4.2で その連立 1次方程式を

解くことによりDFTを 計算する方法を示す。

2.2節の「折返しを利用したディジタル周波数分析法」は,本節のξ=奇数, β―α=

1/2の場合に相当する。また従来の低域通過型信号のディジタル周波数分析法はξ=1,β一α=

1/2の場合に相当する。

2.4.1 2重 標本列の離散的フーリエ変換の 2元連立 1次方程式への定式化

信号夕(′)を標本間隔7で標本化した 2組の標本列を

とし, 夕(″)の ラプラス変換をプ(s),

ス→=ノ 〔夕0〕

θαO)=′ 〔夕α〕

θβ(2)=Z 〔夕β〕

{′α)全 (夕 ((形 +α )7))

{印)全 (夕 ((′ +β )7))

形:整魏  αキβ(modulo l)

(2.4。 1)

(夕α),(夕β)の
z変換をそれぞれεα(z),Gβ  Oとする

。

(2.4.2)

(2.4.3)

ヽ

ｌ

ｔ

ｒ

ｌ

リ
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このとき次の関係が成立する。 (付録A参照 )

n-"il Go{r)

n-'F GBG)

´
―ノ″Ωα
『 θα(″

Ω )=÷

′―ノ″ν『θβ(πΩ)=÷

１

一
ｒ

プ(s「ブ
|チ

I形
)′
ノ2π″α

8′ (∫ +ブ
烏
手%)′
ブ2π
`β

プ(″Ω+午′)′ノ2π″α

プ(″Ω+2二形)′′2πイ

‐

―

―

ト

ー

ー

Ｊ

１

一ｒ

　

　

ｌ

一ｒ

一　一　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　一

ｒ
　
　
　
　
　
Ｊ

・̈　　　　　　″

Σ

`==-00

Σ

`=―
∞

(2.4.4)

(2.4.5)

4.6)

2.4

ここで, フーリエ変換とDFTの 間の関係を得るために,上式で形式的にsの代りにブω=ブ″Ω

(Ωは周波数軸上の標本間隔)と し,表記の簡略化のため

イ(ブπΩ) を 〔《 ″Ω):夕 (ノ)の フーリエ変換 (ω=″Ω)

θαOlz=´ブ″Ω
『
 を θα lzl  :(′ α)の A″ 点 DFT

θβO lz=´ブ″Ωr を θβ(a  :(夕β)の A/点 DFT

と書 くことにすると,次式が得 られる。

―

―

∞
Σ
一
　
　
∞
Σ
一

α, βはその差がmOdulo lで意味を持つだけであるので,β ―α全9,つまりα=0, β=9

1illT骨[|:];[FttLi:象Iil〕1腸」;)季ソil]i111温 li象 [畠]l[
modulo Ⅳ でしか意味を持たないので, とり得る整数値の数をⅣとする新しい変数νを次のよ

うにして導入する。

″=ν +ノ Ⅳ

Dim O=Ⅳ ,ノ 整数

ここでDim〔・〕 ιま0の とり得る整数値の個数を表わすものとする。 このν

。5)は次のように書くことができる。

“
　
　
式とる用

「
‐
卜
‐
Ｊ
　
を

″i。。r((νす形Ⅳ)Ω )θ。(⇒ =
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(2.4.7)

θ。レ),θ
?(ν
)は それぞれ (′。),(夕9)の

DFTで あるから独立に計算可能である.ただし,

これらの標本列は一般にアンダーサンプリングになつているので, 0。(0,θ
ψ
(→ は折返し誤差を

含んでいることに注意する必要がある。

式 (2.4.7)ま での段階では夕(″)に条件を設けなかったが, ここでG。 (⇒ ,G90に 基づき式

(2.4.7)を 用いて折返 し誤差を排除した形で夕(ノ)の DFTを 計算することができるように,次

のように′(″ )に条件をつける。

まず, 夕(′)は実関数であるとする。 このとき

′―ブ″Ω9r θ
9(ν
)=:|`』i∞
多ヽ(ν・″_7v)Ω )′ノ

2π′ψ
    l

プ
(―刊 )=プ (ω )

であるので, ωの領域はω=0に関して対称になつていなければならない。

より″のとり得る値の個数は正,負でそれぞれⅣであるので, %の領嘱

ζ 〒 (― (″。+Ⅳ ),… , 一″。
~1, ″。, ・̈, %0+Ⅳ ~1)

θo② ,θ91ylが
既知であるとき,式 (2.4.7)か ら特定の形(=形 :,プ

プ ((ν 十″′Ⅳ)Ω )が一意的
に求められるための条件は,式 (2.4.7)を

プ((ν +形 J)Ω),プ((ν +′ノ)Ω),Dim O〕 =Ⅳ

プ ((ν +そⅣ)Ω)=0, 形≒形!,形 2

である。このとき式 (2.4.7)は 次のようになる。

に関する2元連立 1次方程式 とみて, それが解けるための条件 と等価である。

まず式 (2.4.7)が 式 (2.4。 10)に関する 2元連立 1次方程式となるための必要十分条件

は

(2.4.8)

一方,式 (2.4.6)

を次のようにする。

(2.4.9)

は番号 )に対する

(2.4.10)

(2.4.11)

%⇒ =:〔  プ(

′
―ノ″Ω9799(⇒ =理:〔′

ノ2π■ψξグ(

v+hg){t)+ g((

(vf- *l)a) + ujz"P"eg ((

＞Ω＞コ　
　
朗
　
。‐２＞

響
　
　
響
２．４

＋
　
　
　
＋

　

＜

-28-



ここで

^n j2nfr2,p j2rrtyp
uee -e (2.4.13)

とおくと, 形1ヽ 形2'9｀ °(modulo l)の ときは
'ヽ
0と なるので,連立方程式 (2.4.

12)は解ける。また式 (2.4。 11)が成立するためには,式 (2.4.8)の 条件より,式 (2.4.

9)で領域の位置を決定する ″。に次の制限が加えられる.

2″。=Ⅳ×η,  η:整数

つまり,式 (2.4.9)で決定される″の二つの領域が

(2.4.14)

ν+形Ⅳ,  Dim〔う=Ar (2.4.15)

の二つのその範囲にうまくあてはまるようにするには, ″の領域の位置に条件がつき,それは二

つの領域の間の間隔 2π。がⅣの整数倍でなければならないということである
.その理由は, もし

式 (2.4.14)が満たされなければ,式 (2.4.9)の 二つの領域を式 (2.4.15)の形で表わ

そうとするときに二つの″が必要になるからである.

式 (2.4.14)が満たされるとき, %の領域を表す二つの形の値をηで表現しようとすると,

二つの場合に分かれてそれぞれνの領域も次のように決まる。

(|)η が偶数のとき

″=号 ,一 (考 +1)

このとき 0<ν <Ⅳ  とすると

″。=:・ Ⅳ <ν +考 ・Ⅳ<(考 +1)Ⅳ =″。+Ⅳ

― (″。+Ⅳ )=― (・ +i)Ⅳ <ν ― (考 +1)Ⅳ <― 考
Ⅳ=― ″。

0)η が奇数のとき

形=η
+1, _翠
2   
・
       2
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このとき ―
考
<ν <考
 |す
ると

″。 |;Ⅳ
<ν +ユ
考・
Ⅳ<(1+1)Ⅳ =″。+Ⅳ

― (″。+Ⅳ )=― (考 +1)Ⅳ <ν ―
η+lⅣ
<一
号
/V=― ″。

以上のようにして, %の二つの領域の位置は,式 (2.4.14)が成立するときには,式 (2.4.

15)の形の二つの形によつて表現できることがわかつた。ここで式 (2.4.9)と 式 (2.3.29)

を対比させると

η=ξ -1 (2.4。 17)

の関係があることがわかる。

前節では, ξが整数でなければならないということが直交性の要請から導かれることを述べた

が,本節においては, それと同じ条件が 2元連立 1次方程式への定式化の条件から導かれたこと

になる。以後ηの代りに前節での記号ξによつて記述を統一するため,改めて上記の二つの場合

における形の値をξによつて表現しておく.

(|)ξ が奇数のとき

ω
ノ=″OΩ '  ω″=(″。十Ⅳ)Ω

という対応の下で

形=ξ
-1,_ξ +1
2        2

① ξが偶数のとき

ただ し

ξ=ω
″+ωノ, 7= 2π
ω
″
~ω
ノ     ω″

~ω
′

(2.4.16)

(2.4.18)

(2.4。 19)
ξ

一
２一

ξ

一
２
〓
形
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以下, ′(′)がξ=整数となるような帯域制限を受ける場合に る
。
　

　

、
‐

‐

‐

ｒ

ｌ

ｌ

リ

一　　２π「．

つまリタ(′)が

(2.4.21)

―ω″=― (%+子 )<ω <―ω″ωメω<%+

ただし %=丁 ×′    ノ:整数

以外の周波数成分を含まないとする。このときωをω=″ Ωで表わし

″=ν +形 Ⅳ, Dim〔力=Ⅳ

とすると,前述のように式 (2.4.7)の 右辺のΣは 2項だけの和にすることができて,式 (2.
4。 12)の形になる。そしてその形l,形 2の値はξが奇数であるか偶数であるかに応じて,式

(2.4.18)ま たは(2.4.19)と なり,従って以後の考察は次のように二つの場合に分かれる。

(|) ξが奇数のとき

これは策 の が式 (私
")で %T争

×麟 とし鰤 域以外では0であるということであ

り,

″=ν +珍Ⅳ, 形:整数, νCン´金 (0,1,… , Ⅳ-1)

とすると,式 (2.4.12)は次のようになる。

Q(⇒ =丁

′
―ノ″Ω97θ

9(ガ
=÷

9(vO+u,)* プ(νΩ―ω″)〕

〔′ノ(ξ
~1)9π
プ(ν Ωtt ωノ)+′

~プ
(ξ +1)?πプ(νΩ―ω″)〕

(2.4.

ヽ
ｌ
ｌ
ｌ
ｒ
ｌ
ｌ
ｌ
　́
　
”

一方,DFTと フーリエ変換の間のよく知 られた関係

00)=

を利用すると,プ (ω )

対して

上 冨
r `=―

が式 (2.

プ(%Ω+子形)

4.21)で ノが偶数であるという条件を考慮すると, νC」/1こ
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同様にして

0)ξ が偶数のとき
π

これはプ(ω)が式(2.4.21)で %=丁 ×奇数

であり,

″=ν +形Ⅳ, 形:整数  νCυ〃全

とすると,式 (2.4.12)よ り(i)と 同様にして

(2.4.23)

とした領域以外では 0であるということ

∝ν+%)=÷欽νΩ+%)

θ(ν―″。一Ⅳ)=寸|プ (νΩ―ω″)
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θ(ν ― ″。一Ⅳ

(2.4.26)

■
―

―

―

―

Ｉ

Ｊ

ｒ
ｌ
ｌ
ｌ
ｌ
ｌ
ｌ
ｌ
ｌ
Ｌ

π９一

る

グ
　
　
　
れ

降

秘
カ

一一　
　
　
　
式

４

■
―

―

―

―
―

ｌ

ｊ

　

　

，
）

⇒

　

＜

９

⇒

　

　

θ

ｒ
ヽ
　

　

ｒ

Ｑ
　
鈎一

Ｆ
Ｉ

Ｉ
Ｉ

Ｉ
Ｉ

Ｌ

「
―

―
―

―
Ｉ

Ｊ一

-itpn

′ブξ9π

-32-



ただし ″=ν 十形Ⅳ, そ :整数,  νC υタ

2.4。 2 離散的フーリエ変換の計算法

式 (2.4.25),(2.4。 27)は,周波数帯域が

〔―ω″,一ωノ)U〔ωノ'ω″)

に制限された信号夕(′)の DFTが ,次式で定義される

ξ全 ″ 
ωノ

ω
″
~ω
ノ

が整数のとき,標本間隔rが

(2.4.28)

(2.4.29)

2π
7=――一一一
ω
″
― ω′

(2.4.30)

時間差 97が

2%-1
%c(1,2,¨ 。,ξ〕 (2.4.31)ワ =

となる夕(″)の 2組の標本列 (夕。),(夕 9)の
DFTす なわちθ。(め ,θ9(⇒ を基礎にして

ベクトル

合成的に計算できることを示している。つまリタ(′ )は 2重標本化することによって周波数分析でき

ることを示している.2重標本列の標本点の相互のずらせ方はξの値に従つて上記の9の値によ

って決定されるのであるが, このことは,ず らせ方を調整することによつて分析帯域を変えられ

ることを示しており, これはヘテロダイン方式において局部発振周波数を変えることによつて分

析帯域を選択することに対応しているものである。また, この計算法による夕(ガのDFTの 計算

の手数が,最高周波数の 2倍のサンプリング速度で標本化した標本値列のDFTの 計算手数より

も短かいことは,標本点の数の相違を考えれば明らかである.

以下にこのDFT計 算法を手順を追つて述べる。

与えられた信号ク(ガは,式 (2.4.28)の形に帯域制限されていることがあらかじめわかつて

いるものとする.こ のとき,式 (2.4.29)で定義されるξを計算してみて, ξが整数にならな

い場合には, ω′を与えられた
ω
ノより小さ|ヽ値

に, ω″を与えられた
ω
″より大き

い値に直してξ

2ξ
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が整数になるようにする。 ξを整数にするωノ,9″ が設定できれば,式 (2.4.30)に 従って標

本間隔rを定め,式 (2.4。 31)に 従つてフを決定する。 (こ のとき, もしξが奇数ならば,

9==と する方がよい。)こ こまでで 2重標本イヒの仕様が決定されるので, これに従つて信号

′(′ )を 2重標本化し, 2組のⅣ点等間隔標本列 (夕。),(′ψ
)の DFT θ。(⇒ ,θ′(⇒ を求める

。

周波数帯域 〔ω′,ω″)に相当するDFTは 次のように求まる。

(|)ξ が奇数のときは,式 (2.4.25)よ り

θ(ν +″。)=2ブ sin ξ9π 〔
~′
~プ
(ξ+1)ψπ。

9。
十′
~ルΩ9r%171D

(2.4.32)

ただし,

ω=%Ω =(ν +″。)Ω , νC/全 (0,1,2,… ,Ⅳ -1}

″。=百‐'       Ω=・・Ⅳr

(1)ξ が偶数のときは, 式 (2.4.27)よ り

θ(ィ 十″。)=2ノ sin ξ9π
〔′
~プξψπ
 θ。(⇒
_´
~ルΩpr 

θ
ψ
(⇒〕  (2.4.33)

ただし,

ω=%Ω =(ν 十 %)Ω ,  νCυ〃全 (  
ハr         :l_1)~万
'… '° '… '1

Ω=■■
Ⅳ7

2.4.3計 算 例

2重標本化による周波数分析のシミュレーション例として,未知信号夕(″)が 6 Hzか ら14 Ez

以外の周波数成分を含まないということがあらかじめわかつていたとして, これを2重標本化に

よつて周波数分析することを考える。

式 (2.4.29)に よるとξ=2.5になり, これはξが整数でなければならないという条件を満

%。=告 ,
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たしていない。そこでξが整数になるような適当なω′,ω″を探すと,ω′=2π × 5,

ω
″
≡ 2π × 15で ξ=2と なるのでこれを採用する。すなわち信号′(のは5 Hzか ら15 Hz以外

の周波数成分を含んでいないものと解釈し直す。次に,式 (2.4。 30)に より標本間隔r=o。 1

sec,また式(2.4.31)よ り9==または1となる: ここでは,==として計算を行なう:
図 2.4.1は ,帯域制限と2重標本化を図示したものである。

―-5

(al 帯域制限
５　̈
一

lγ =券 Ⅱz

ξ=
15-5

7= 0。 1

lb1 2重標本化

図 2.4.1 帯域制限とそれに対応した 2重標本化

一方の標本列を (′。),他方を (夕φ
)と し'そ

れぞれのPFTを θ。(め ,θ 9(ν)と する
。 ξが偶

数であるの0 この例は鰤)の場合に相当し, νはυ夕の中の値をとる.

ンとン全{―も,…・;0,¨・,サー1)

ξ=2, 9==を式(2.4.83)|こ代本すると次式が得られる。

３

一
４

ま又
１

一
４
〓【一２ξ

〓９

r=o.lsec
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θ(ν +″。) 〔θ。(⇒ ―ノ′
ブ午そθ

9(ν
)〕

従つて夕(′ )の 5耳zか ら15 Hzに相当するDFTは θ(ν +″。)ν C υ夕として, 夕(″)の 10 Hz

サンプリングによる2組の辱本列 (夕。),(ク ψ
)の DFT θ。(0,θ9(⇒から上下

によつて計算で

きる.

以下に′(ノ)=sin 2π × 18′ としたときのシミュレーション結果を示す.DFTに はFFT

を使用し,Ⅳ =256と した。図2.4.2は 6。0,θ
9(⇒
,θ (ν +%。 )の関係を示す。ここで

は横軸はω=″ Ω=(ν +″。)Ω として周波数も並記してし`る,同図で最大レベルのνをνI,ν 2

とし, ″=ν +″。でそれらに対応する点を″!,″ 2とすると, ″lは 13 Hzに対応する標本位置
で,

鱒 fr鱚 ょ]穏 :、 懲 又 ≒ 卜
義

`∬

ざ 嵩 崚 :[

がわかる。

(al θ。(0

lbl θψ(⇒

(cl  ―プ′

~′ 4π ″
Ⅳ 4θ
ψ
(ν )

(d) G(n):G (v I no)

ｌ

一
２
〓

Ⅳ
一２一

Ⅳ
一２一

Ⅳ
一２

Ⅳ
一２

Ⅳ
一２

４
４

４π
一Ⅳ

一
　

′一

ヽ

―

ノ

′

Ⅳ
″J7 %2 ″! ″。+t

/(Ⅱ Z)

図 2.4.2 θo171,G9(め ,θ ② の関係
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―プ争子

~′ ´

図2.4.3 ν=ν l,ν 2でのθ。(ν)と θ9(め の位相関係

2.4.4 応  用

2重標本化によるDFT計 算法の応用例を示す。

(1)折返しを利用したディジタル周波数分析システムの改良

図 2.2.5に 示した,デ ィジタル周波数分析システムは,折返し周波数の整数倍の周波数付

近の分析が不可能であらたヵら本節のξ=偶数の場合は正にこの難点の解消に最適である.それは,折

返し周波数の整数倍の周波数は,正確にξ=偶数となる場合の分析帯域の中央に来るからであつ

て, ξ=奇数の帯域とξ=偶数の帯域は図2.4.4に 示すように,互いに他の帯域分割周波数

を中央に持つように相補の形で並んでいる.図の /´ は 1標本点列に対するサンプリング速度F

ある。つまり/′ =÷ である。

ξ=1  /´   ,  2/´  5  3/′
/

図2.4.4 ξの値による周波数軸の分割
/σ は 2重標本列の 1標本点列のサンプリング速度

従つて広帯域ディジタル周波数分析システムとしては,全周波数領域を図 2.4.4の ように

分害」して,各帯域について 2重標本化による周波数分析を行ない, フィルタの特性の平坦な所だ

けをつなざ合わせるようにすれば分析の信頼性が向上する。

Q(ν2)

0。 (ν l)
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α)可変分解能周波数分析システム

2重標本化によるDFTの 計算法を用いると,固定標本点数のFFT・ ROMを 2個使って可変

分解能のディジタル周波数分析システムを図2.4.5の ようにして構成することができる。デ

ータは一度アナログのまま蓄積しておき,観測者からの分析帯域の指定によつてフィルタを制御

してその出力を2重標本化するようにする.こ のシステムによると指定する帯域の幅を狭くする

ことによつて,フ ィルタが物理的に構成できる限りにおいていくらでも分解能を上げることがで

きる。この方法は,例えば衝撃波の伝搬,反射の解析による材料の研究 とヽ パルスNMR(核

磁気共鳴 )に よるPree lnduction Decayの 解析などの狭い帯域の高精度の周波数分析を要

する研究に極めて有効であると考れられる。

図 2.4.5 可変分解能周波数分析システムの構成

2.5離 散的 フー リエ変換 の補 間法

FFTが開発されて以来 計算機による周波数分析が広く行なわれているが,そ の結果は周波

数軸上で等間隔に離れた点でのスペクトルの標本値だけが求められているに過ぎない。このため

場合によつては,求めたい周波数成分についての計算結果が直接には求められていないというこ

ともあり得る。(例えば周期信号を非整数周期だけ切り出してFFTを適用した場合,周波数軸上

の標本点の並び方はスペクトルの調波構造と一致しない.)こ のような場合,求めたい周波数成分

についての計算をはじめから定義に基づいて行なうか,あ るいは適当な補間法を適用するかのど

ちらか一方を選ばなければならない。定義に基づいた計算は標本点が多い場合には計算量が厖大

になるので必ずしも良い方法ではない。一方FFTの結果から補間を正確に行なう場合, 1点の

補間についてDFTと 同程度の計算量が必要なので,補間を行なうためには計算量を軽減する工

A―D"駆動装置

入力装置付 き

表示装置

サンプリング

周期 Z時間
差 9を決定

A―D燃

/。 ,
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夫が望まれる.

本節では, まず 2.5。 1に おいて離散的周波数スペクトルの補間公式を示し, 2.5。 2で

は原データの後に0を付加してFFTの結果の周波数精度を見カゴナLあげる方法による補間法(31)

を示す。最後に2.5。 3ではFFTに よつて求められた離散的周波数スペクトルから精度の良
い近似補間値を,打切り型の標本化関数を利用して求める方法(32)を示す。

2.5.1 離散的周波数スペクトルの補間公式

ここでは与えられたDFTの補間について,基本的な低域通過型信号夕(′ )の標本間隔rに よる

標本値列 (夕 (形 r))の Ⅳ点DFTの補間を考える。

与えられたDFTを

θ② ″cン全(二考,¨・,0,… ,考 -1)
とし,周波数軸上の標本間隔をΩとすると, θlalは ω=″ Ωに対応するスペク

と考えられる。 ここで一般の周波数

ω=νΩ  ―考くν、今

での補間公式は次式で与えられる。

θ(ガ =ヵ
し

q( hr) e-jvanr

(2:5。 1)

トル標本値である

(2.5。 2)

θ(ガ= Σ  θlal s((ν ― ″)π )
″Cυ〃

ただし, S∽ は標本化関数であって次式で与えられる。

(2.5.3)

(2.5。 4)

式 (2.5。 3)こ よる方法では, 1点の補間にⅣ回の乗算が必要であるので,周波数軸上の多数

の点の補間を行なうのには不適当である。 1点の補間にⅣ回の乗算を使うなら, むしろ定義に戻

つて

として計算する方が計算誤差の点から考えても望ましい。ただし, ここで

S∽=SIn 
χ

-39-
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Ω=生
Ⅳr

であるから式 (2.5。 5)は次のように書ける。

(2.5.6)

(2.5。 7)

この計算は補間というよりは単なるDFT的 計算である力ら 0に近いνについては,いかなる補

間法よりも信頼性が高い。

2.5。 2 原データヘの 0付加による補間法

ここでは, FFTに よつて求められた離散的周波数スペクトルをさらに全帯域にわたつて,周

波数軸上の標本点の密度を上げる方法を示す。

標本間隔rに よる標本列

t*(ar|1, pe.s4{0, t,..., 1r-l} (2.5。 8)

のⅣ点DFTを

ι②=βし夕(形r)ノ
等″

(θ② },%Cン 全 (―
考
,¨・,0,¨・,も -1)   (2・ 5。 9)

とする。このとき周波数軸上の標本間隔Ωは式 (2.5.6)で 与えられる。つまり ω=″ Ω で

のDFTは

θO)=″
ま 宅ィ 
タ(形 r)´

―′″Ω″『

″cυ夕          (2.5。 10)

て
　
　
　
　
　
　
△
〓

２π̈Ⅳ　　　　獅一　　　″　　　″

の
　
　
伽
　
　
Ｄ

ζ
、　
　
　
Ⅳ
　
　
　
形

炒
一
イ

・・　　　
″^　　　　　ば

で
　
　
　
　
　
タ

ここカるあで

(Ⅳ ,Ⅳ +1,… ,〃 -1)
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とした″点標本列 (夕 (〃7))そ C/U(ン の〃点DFTを θ′の とすると,その周波数軸上の

標本間隔Ω
′
は

Ωノ=ピニ
〃7

となるので, ω=″ Ω
ノ
での DFTは ,

θ′(%)=`c、ラuン

れ/′全←考―∝

夕(形 7)′
~プ″Ω′″
『

…,も一→

(2.5.12)

に対 して

― Σ

`C(3/

= Σ
″Cυタ

夕(彪 7)′

~ノ
毛チ
″″

蒟くπ#勿π

(2.5.13)

(2.5.14)

(″ ―
#″
)π

となる(付録 I)ので,弁 =#と なる標本点に関しては

θ′(%)=θ し) (2.5。 15)

となり,そ の他の標本点については,Ⅳ点DFTを 標本イヒ関数 (位相項が付加している )で補間

した値になる。以上より, DFT計算において,データに続けて 0を付加した標本値列のDFT

は,見かけ上周波数精度の高い結果を与える。 ここで「 見かけ上 」と断つたのは,周波数軸上の

夕(形 r) 形C。杉
´

′(形 7)==|夕
1形

1)

N
tl n--m ) T' M'

DFT   /f
Ω ′

一

0付加によるDFTの 補間
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新しい標本点での値は計算結果に本質的な情報の増加をもたらすものではないからである。この

方法による補間の状況を図 2.5。 1に示す。

この補間法は,有限長データのDFT計 算にFFTを使用したい場合,標本点数を2のベキ乗

個にするためしばしば用いられる「 0付加」の正当性を証明するものである。FFTを使用する

限り,計算結果は周波数軸上で等間隔に並んだ標本点上の値しか得られないので, この方法は補

間法としてはあまり融通のきかない方法であるといえる。しかし,例えば減衰の速いィンパルス

応答標本値列からその周波数スペクトルを数値計算する場合などには極めて有効である。

2.5。 3 打切り型標本化関数による近似補間法

2.5.1で 示した標本化関数による補間は計算量が厖大になるという欠点があり, 2.5.

2で示した0付加FFTに よる方法は周波数軸上の標本点のとり方に任意性がないという欠点が

ある。 これらの難点を解決するために, ここでは標本イヒ関数の両端を打切った形の「 打切り型標

本化関数」によるDFTの近似補間法を提案する。

標本化関数は

(2.5。 16)

で表わされるが, ここで打切り型標本化関数を次式で定義する。

(2.5。 17)

|″ |

ノ

一
２

　

　

ノ

一
２

＜
　

　

　

＞

Slzl レ |

S′ 1/1=

この 31Zlを使 うと, Ⅳ点
DFT θ②  ″cυ〃 の正規化周波数

子

おける近似補間値 の(0は

Ⅳ
一２一
く ν<号 )に

(2.5。 18)θノ②言腱l″ 9∽ S′ ((イ
~″
)年 )

として求めることができる.こ の打切り型標本化関数による近似補間法は,標本イヒ関数の包絡線

が両端へ行くに従つて減衰することを利用して,補間点の近傍の標本値だけを使用して近似的な

補間値を得るものである。式 (2.5。 18)に よつて,定数関数θ101=1を その標本点の中央でノ

sln影
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=1～ 20と して補間した結果を図 2.5。 2に示す。

これから, ′が 2の奇数倍のとき正の誤差, 2の偶数 1.
倍のとき負の誤差が大きく生じ, ノが奇数のときは比較

的誤差は小さく, その大きさはノが 2増 えるごとに正

負の値を減衰しながらとつていることがわかる。 このこ

とを考慮して,使用する標本値の数を極力少なくして精

度の良い近似補間値を得る方法として次式を提案する。

QO=号 (aO+み 2あ )ノ :奇数

0    4

図 2.5.2

8    12   16

島 lzlに よる補間

θノ0の ノ依存性

(2.5.19)

ュ

２。

以下り この補間法の手数と誤差の評価を述べる。

(I)手数の評価

時間領域での標本点数をⅣ,周波数領域での求めたい標本点数を″としたときの手数 ((乗算

+加算 )の回数 )を (i)定義式 (2.5.5)に よる計算,m)標本化関数による補間式(2.5.3),

0)打切 り型標本化関数による近似補間式 (2.5。 19)に よる方法について比較すると表 2.5.1

のようになる。ただし方法0),0)で は実数値列用のFFT(3.3節 )を使用するものとした。

図2.5.3は ,方法(i)と 0)の手数が同一になる″ ,Ⅳ の組合せの点を, ノをパラメータとして

Ⅳ〃平面上で表わしたものである。各線より上の部分が,計算の手数の上で方法0)が(|)よ りも有

利な領域である。

表 2.5。 1 補間の手数の比較

法方 数手 精  度

(i)DFTの定義による計算

0)標本化関数による補間

0)打切り型標本化関数による補間

〃Ⅳ

Ⅳ l° g2A7+〃Ⅳ

Ⅳ l° g2Ⅳ +ノ ″

優

良

低域で不良

2・    26  23   21。  212  21・
N

5。 3 打切 り型標本イヒ関数による補間が手数の上
で直接計算よりも有利な領域

(各線の上部 )

″ :周波数領域の標本点数 (補間点数 )

Ⅳ :時間領域の標本点数 (2のベキ乗とする )
ノ:1点の補間に使用する標本点数
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(1)誤差の評価

本補間法の誤差のノ,Ⅳ ,お よび周波数帯域依存性について実験的に検討した結果の概略を図 2

5`4に 示す。誤差は,定義に従つて計算 した値とのdB値 の差の r.m.s。 (図中の記号は

νめ で表わしてぃる・ (C)の周波数軸の良度は正規化周波数の対数 (底 2)に負号をつけたもの

で, λ=1の点は折返し周波数  λ=2は その

=, 1=3は

七
の周波数に対応する。

以上から,計算の手数と誤差とのかね合いにより,適当な条件下 (Ⅳ >256, ノ=5,7,9,

1<λ <8)では, 多数 (〃>40)の 補間点での近似計算に本方法は極めて有効であることがわ

かる。この方法の利用例 として, 4.4.1で FFTの 計算結果の対数尺度周波数軸上への変換

法 を示す。

0。 7

0.6

v唇 ∝
5

(dB)014

0:3

0。 2

0。 1

0さ 10      20

0 補間誤差の ノ依存性

Ⅳ

lbl 補間誤差のⅣ依存性

98765432

(c)補間誤差の周波数帯域依存性

λ=~1° g2#:正 規化周波数
子
の逆対数表示

暦
⑩

図 2.5。 4 打切り型標本イヒ関数による近似補間法の誤差



2。 6結   言

本章では,帯域通過型信号のディジタル周波数分析法として,周波数領域での折返しを利用し
た方法,な らびに 2重標本化に基づいた方法を述べた。 これらの方法によって分析できる信号は,
帯域の位置に条件がある力ち 実際の周波数分析に際しては, これらの条件が満たされるようそ範 当
に分析範囲を拡張すればよいので実質上は問題にならない.一般の帯域通過型信号に対しては,
2.3.4。 で述べた離散的双直交変換を使用すればょぃが, これは計算の複雑さに較べて得る
所が少ない。従つて帯域通過型信号の離散的周波数不ペクトルの計算法として,数学的には離散
的双直交変換を導入すると形が整う力ら 実用上は離散的直交変換だけで処理するので十分である

と考えられる。実用上問題となるのはむしろ分析以前のAD変換の前段階の帯域フィルタの構成
である。

2.2.4で 示した標本化定理の拡張は, 2.3.1の 記号を使うと,全周波数領域をξ=奇
数の互いに隣接する帯域に分割してその各帯域に9=う の 2重標本化即ち等間隔標本化を適用
したものと解釈できる。 しかしこの拡張は,写像′=′ Sr lこ ょるs平面と′平面の対応関係か
ら直接に導かれるものであるということ力、 この定理の本質的理解のためには重要である。
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第 3章  2重標本化に基づいた高速演算アルゴリズム

3.1 緒  言

本章では,離散的フーリエ変換 (DFT)お よびそれに関連した数値計算の高速演算アルゴリズ

ムについて述べる。

ヽ2.4節で,帯域通過型信号のDFTを 2重標本化によつて計算する方法を示したが,本章で

は,まずその計算法の一つの場合として高速ワーリエ変換 (FFT)注 アルゴリズムの原理が直接

に導かれることを示し,次に実用上要求の多い実数値データに対するFFTの 高速化アルゴリズ

ムを,同 じく2重標本化の理論を用いて導く, さらに,画像情報等を扱う際の常用手段である 2

次元DFTを行列で表示し,その数値計算をFFTを 2重に用いて効率化を計る方法を述べる。

最後に,ラ プラス変換の数値計算法として, S平面の虚軸に平行な直線_Lに並んだ標本点での値

をFFTを用いて効率的に求める方法を示す .

3.2 2重 標本列 の離 散的 フー リエ変換の計 算法に基づ く高速 フ ー リエ変換

(FFT)ア ル ゴ リズム

2.4節で,帯域通過型信号のDFTを 2重標本化によつて計算する方法を示したが,このと

き全体のDFTは 奇数番目の標本値列のDFTと 偶数番目の標本値列のDFTか ら計算されるこ

とになつていたが,全標本点数が 2のベキ乗ならさらに奇数番目および偶数番目の標本値列をそ

れぞれの中で再び奇数番目と偶数番目というように順次 2分割して行くことができる。このよう

に考えると,分割の過程で 1段前の結果が有効に使えるようにすれば, この種のアルゴリズムが

手数の軽減に非常に効果的であることは明自である。本節では, 2.4節の計算法でξ=1,

9=う とするとFFTア ルゴリズムの原理が直ちに導かれることを示す。

3.2.1 高速フーリエ変換の原理の誘導

式 (a仁 2の で%=0と するとξ=1と な先 式 (7.仁 鈍 )よ り,=:と なる つまり

帯域通過型信号で下限周波数が 0の とき, 2重標本イヒはそれを構成する2組の等間隔標本列の相

注  FFTは , 1965年 Cooleyら (1)に よつて開発されたDFTの 数値計算のための高速演
算アルゴリズムで, これによつてⅣ点複素DFTに要する乗算回数がA12か ら2Ⅳ log2Ⅳ に

軽減されたため,従来実際上ほとんど計算不可能であつた多点データのDFTが計算可能
になり,実用面で高く評価されている。
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等間隔標本化になる。

(夕。)および (夕9)
の標本点数をⅣとす

(3.2.1)

これは,帯域が

卜ω″,ω″)=← 2π /″ ,2πろ)

に制限されている信号夕(′ )を標本間隔r,時間差夕が

r=_,  9=_
1_           2

の 2重標本化すなわち,標本間隔
:争
の等間隔標本化をしたときのDFTの 計算法を示したもの

であつて,こ こでθ。(″ ), θ9(″
)は それぞれ偶数番目および奇数番目の標本値列のDFTで

ある。これより,〔 0,ω″)の周波数に対応するDFT θ(″ )″ C/′ は

αの=:“メの十ノ帯
″しがの〕   

“")
また,´ 〔―ω″,0)の周波数に対応するDFT C(″ =讐 )″ C′イは

負ど浄:トメのメ午
″
7倒   “"

として求められる.式 (3.2.2),(3.2.3)で は,標本点数の寄与による係数:が付いている

が,これは全体に同じ重みでかかつているので計算上では省IIIす ることができる。従って周波数

ω=″Ω,″Ω―ω″ ただしΩ=争      (3.2.4)
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[[llT;三
搾辱
芦
言量:[1:]lill∫ :(″

)と 奇数番目の標本値列のDFT θ
9(″
)

つて計算できる。 もとの標本点数Ⅳが 2のベキ乗

なら,(θ。(″ )),(θ9(″
))を求めるためにさらに偶数番目の標本夕」の中を偶数番目と奇数番

目に,ま た奇数番目の標本列の中を偶数番目と奇数番目に分割するというように,順次 2分割し

て行くことができる。分割の各段階での計算は,前段階の結果を使った加減算を行なうことにな

るので,式 (3.2.1)は FFTア ルゴリズムの原理を表わしていることになる。

3.2.2 高速フーリエ変換アルゴリズム

実際に前記の考え方に従つてⅣ (=2のベキ乗 )点のDFTを 計算するには次のように工夫を

要する。

(1)計算は 2点DFTか ら始めて,順次標本点数を 2倍に増加させる方向で行なう。

輌)複素配列を 2組使用して, 1段階進むたびに計算結果を空いている方の配列に格納し,現

在どちらに新しい結果が入つているかを記録する。

0)現在伺段目の計算を行なつているか,および何点のDFTを しているかを示すインデック
スをもつておく。

このような点を考慮したFFTア ルゴリズムのフローチャートを図 3.2.1に示す。ここで使

用した配列名および変数名は次の内容を意味する.

Ⅳ         : 標本点数

71(Ⅳ ), 72(Ⅳ ) : 複素配列 (riは入出力用 )
S/        : riを 使うかr2を使うかの識別符号

fD        : 現在の段階を示す番号

√″        : 現在の段階で扱う1組のDFTの標本点数
′/1, ノ/2    : 使用するデータ(前段階の結果 )の番地
ノ, Z       : 結果の格納番地

/R        : 回転因子

-49-



Ⅳ←データ数

7,C)← 複素数データXC)′ =1～Ⅳ

初期値設定Ⅳ 2←Ⅳ/2
Sア← 1
f〃←Ⅳ 2

′
'←
1

ノ 2← 0

/R■ 14

JK← ノ2*f〃

ノKl(― ノK+1
ノ← JKl+ノ l
二← ノ+llr2

ノИ l←ノκ*2+ノ 1+1
ノИ2←ノ/1+f〃

И← 71(ノИl)

3← rl(ノИ2)*/R
T2(ア )← ン4+B
r2(工 )← /―B

И← T2(J∠ 1)

Bく T2(JИ 2)*/R
TI(′ )← ノ
`+Br:(L)← И―B

Jl← ノ1+1

ノ2← J2+l
/R←アR*〃

f〃← f″/2

1D← fD*2
S/く―一S/

Yes

1<I〃

″=1
VN⊆
rル )← 7メ′)
′=1～ Ⅳ

DB,rad変 換 (必要な場合 )
Real rl(プ )← 201ogЮ lrKプ )|

ImagZ,(l)+tan-l
Imagrル )

Real r=(グ )

rl(J)を 出力

EXIT

図 3.2.l FFTの フローチャート
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3.3実 数値列 に対す る高速 フ ー リエ変換 アル ゴ リズム

現在,DFTの 計算には通常FFTが用いられるが,これを特にハードウェアで実現する際は

可能な限りのワークエリアの縮小,計算時間の短縮が望まれる。実数値ダ」のDFTを FFTで求め

る場合には,通常複素配列の実部にデータを,虚部にはすべて0を入れて計算し,ま た最終的な

結果は共役対称性をもつているので,そ のような冗長性を排除した効率的アルゴリズムの開発が

当然の要求として研究されてきた

`33)本

節では,こ の問題に対して, 2.4節で示した 2重標本

化によるDFTの計算法を応用した一つの解答を与える
`34)こ

の方法はFFTのハードウエア化

に極めて有用である.

3.3.1で ,まず等間隔標本列に対するDFTの計算法として, 2.4節のξ=1,9=:

に対するDFT計算法を再吟味し,その高速演算のためには偶数番目の標本値列のDFTと ,奇

数番目の標本値列のDFTを 一挙に求めることができればよいことを明らかにする。 3.3.2

で,そ の方法として 2組の実数標本値列のDFTを 1回のFFTで同時に計算する方法を示す。

そして 8。 3.3で これらを組合わせて,Ⅳ点から成る実数標本値列のDFTを : :点 FFT

l回 とあと少しの計算で求める方法を示す。この方法は,実数値の標本値列から仮想的な複素数

列を作つてFFTを適用するので,複素化 2重 FFTと 呼んでおく。

3.3.1 等間隔標本値列の離散的フーリエ変換計算法

本節では,等間隔標本化による標本値列を扱うので, 2.4節の 2重標本化が等間隔標本イヒに

なる場合,すなわち9=:に なる場合について述べる。式 (2. 4.31)か らわかるように, 9=

うと
できるため,Fは ξは奇数でなければならない。 ここでは最も簡単なξ=lすなわち低域通過

型信号の場合を想定して述べる

与えられた等間隔標本値列を

(%)形 Cシ´全 (0,1,…・,Ⅳ -1) (3.3.1)

とする。(夕
`}

(ァ
0`)=

(′
lヵ
)=(夕 2ヵ +l

(ァ

`),(夕

。

そ ),(′
|″

を次のように偶数番目と奇数番目に分ける.

(夕 2″ )
ヽ

―

―

ト

ー

Ｉ

Ｊ

た/ノ全(鴫 … ,サー司 (3.3.2)

)の DFTを それぞれ
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θ(″ )=″モンタ″
′
~ノ午″力 ″cン今(

Ⅳ

2'
0,・¨ 一

Ⅳ

一２

θ。(″ )=′
し ′

Oヵ

び(″ )=″れ′
:″

,p-olrJ ofr

′

―ノ1話
″″

′ 
ノ
午
″″

z(modulo )Cノ全(―讐,

(3.3.3)

却
― ¥― →

(3.3.4)

Ⅳ

一２

とすると次式が成立する (付録 J)
2π

θ(%)=θ
。
(″ )+´

~′
F″  θl(%) ″Cシ″

これは式(3.2.2)で 右辺の係数を除いたものと一致する。ここでは (夕″)と (夕
0″

),

(′
Iヵ

)の標本点数のちがいが考慮されているから係数が落ちたと考えられる。この式は,

θ(″ )がθ
。
(″ )と び (″ )か ら計算できることを示しているが,(夕ヵ)はⅣ点,(夕

0″

),

{夕
:″

)は それぞれ ぢ
点からなつているので,Ⅳ点DFTは り 点DFTを 2組実行すること

によつて求められることを表わしている。従って,琴点DFTが 2組一挙に計算できるなら,Ⅳ

点DFTが 等 点DFTを 実行するだけのワークエリアで計算できる上に,計算時間も短縮でき

ることになるので極めて効率が良 くなる。 3.3.2で , 2組の実数値列のDFTを 1回 の

FFTに よつて計算する方法を示す。

3.3.2 2組 の実数値列の同時FFT

2組の実数標本値列が与えられたとき,それらの標本点数が等しく, 2の ベキ乗であるなら,

以下に述べる方法によりそれら2組の標本値列のDFTを 1回のFFT操作により同時に計算する

ことが可能である。この方法を実数値列の同時FFTと 呼んでおく。

2組の実数値列

(αヵ),(多ヵ) 形C(/全 (0,1,… ,Ⅳ -1) (3.3.6)

が与えられたとき,次式によつて新しい複素数列 (´ ヵ)を 定義する。

(3.3.5)

(3.3。 7)

″Cし″とすると

形Cし′
´

)の DFTを それぞれ(И″),(B″ ),{σ″),{αヵ),(多″),(ιヵ
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(3.3.12)

すなわら,二つの実数値列 (α″),(′ヵ)のDFTを 式 (3.3.7)で議 される複素数値列

(ι′)の DFTか ら計算できる.従つて 2組の実数値列の /VttF F Tが 1回 のⅣ点 FFTで 計算

可能であることがわかる。

:|]ill:;i:;li:1軍ず″)〕 | 
″「J多′
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3.3.3 実数値列の複素イヒ2重 FFT

3.3:1と 3.3.2を 結合して, α′=/2`'多′=夕2`+1 と考える牛,Ⅳ点実数値列の

DFTを 1回 のlV/2点 FFTに よつて計算することが可能になる。図 3.3。 1に そのフロー

チャー トを示す。ここではプログラムとの対応のため添字は自然数とし,与 えられた実数値列を

{ら ), グcSL(1,2,・・・,Ⅳ)(3.3.13)

とし, FFTの ための複素配列を次のようにする。

r,),ブ cプ′全(1,2:¨、考)
(3.3.14)

この方法によつて,通常のⅣ点 FFTと 較べて, ワーク

エリアは半分に,ま た計算の手数は2Ⅳ 10gノ だつたもの

営[lIIょliliを、11員ムlllliillittSf`゛ゅ|

3.4 2次 元 フー リエ変換 の高速化

本節では,画像などの 2次元情報を扱う場合の常用手段

である2次元フーリエ変換の数値計算の高速イヒの方法を示

す。

3.4.1で は, 2次元離散的フーリエ変換の行列表示

ENTER

2重標本複素数rll化
*

考
点 FFT

並べ換え :式 (3.3.12)

fr(3.3.5)***

EXIT

図 3.3.1

実数値列の複素化 2重

FFTのフローチャート

*  Re(σ
′)← ′2′-1 '  Im(ε プ)く―ク2′  グCご/′

**ワ ークエリア節約のため,式 (3.3.12)の /,Bは 次の形でεに格納しておくことに

する。

C iK /1+ノ ノⅣ/4+1'  ε l1/4+1 
← BI+ブ BⅣ/4+1

σ′,И″ε″4+,← B',プ Cプ全(2,3■…,考 }
従つて実際の操作は次のようにする。

εl← Re(σ l)+′ Re(σⅣノ/4+1)

εi/4+1←  Im(σ l)+ノ Im(σ Ⅳ/4+1)

わず糞冨∫結ぶ∬llr)117摯席χゞ′ヵlにレ
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を示し, 3.4.2で その変換行列がクロネッカ積に分解できることを示す。すなわち, 2次元

DFTの 変換行列には規則性に基づく冗長性があることを明らかにして,高速演算が可能である

ことを示す.そ の規員」性は本質的には 1次元 DFTに 対するFFTの アルゴリズムが適用可能で

あることを示しているので, 2次元DFTに は
「
FTに よる高速演算をllX使 できる.3.4。 3

では,実際の 2次元 FFTの 計算の具体的な方法を/JNす。 ここで示す方法は, 3.3.2で 示し

た 2組の実数値列の同時 FFTの 手法を使 うので,計算手数を普通の 2次元 FFTに 較べて半分

に軽減するものである。

3.4.1 2次 元離散的フーリエ変換の行列表示

2次元関数夕(χ ,グ )の標本値の配列

(夕″″), 多c″全 (o,1,…、″-1)

″C″ 全 (0,1,一 ,Ⅳ l)

を行列gで表わす。すなわら,縦,横の標本点数をそれぞれ〃

(3.4。 1)

lVと して次のようにお く。

g全 〔夕″′〕

8oo co u-t

.:
o u-r o ------'-.---Q u-t u-t

(夕 (χ ,グ )|夕″″で縦と横の添字が入れ替
つているが,

記法に従つただけで特に意味はない。 )

行列gの 2次元DFTを

θ=〔θ(′ ル )〕 =“しノ〕=

1 0 …………………・・・

(3.4.2)

これはそれぞれ 2次元座標 と行列の

(3.4.3)

ｒ
ｌ
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ｌ
ｌ
ｌ
ｌ
Ｌ

〓

０
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σ

・
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‥
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Ｉ

Ｉ

Ｉ

Ｉ

Ｌ
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―
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ヨ一
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ｌ

Ｏ

　

　

　

　

　

″

σ

・
…

…

ε

:rみ子策∴

ら/2+」 ―′←εブー

十i)+ブ
Re(CI一

)一 ノ Im(σAf/4
)σ

Ⅳ/4+′

′ネ 7)毎4+'

ε
Ⅳ/4+1)
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|に
メ

-55-



ただし  ′=形 ―も ,  夕=ノ ー考

と書 くことにすると, DFTの定義によりθ(′ ,夕 )は次のようになる。

θ(′ ,夕 )全″」夕だ″夕″″′
~考′″歩ブ等ク     (3.4.4)

′C―′全(―ザ,… ,0,…ちも二1),

′C%′ 全(-7,・・・'° '… ,7-1)

ここで, 夕(χ ,グ )の縦方向の標本間隔をっ ,横方向の標本間隔を■とすると,空間周波数

領域での縦方向の標本間隔ら ,横方向の標本間隔Ωιは

Ω   2π/~西 ' Ω二 = 
π

Ⅳ孔

であるので, 式 (3:4. 4)は 次のようにも書ける。

(8s1, Gq t

(3.4.5)

(3.4.9)

θ(′ ,夕 )==″
ぎ″   ″[″  

夕″″
′
~ノ Ώレ″r/′―ノタΩz″ rz (3.4.6)

つまりθ′′
は空間周波数ル

ニ
ヘ ,ωz=夕ΩLでの 2次元フーリエ変換の値に対応している。こ

こで

2π                   2π

ら 全´
~′

・f ,   7ι 全′
~′

聯              (3.4.7)

と略記することによつて,式 (3.4.4)は 次のようになる。

6(′ ,7)=″
」″ ″J″

琴
″
夕″″イ       (3.4.8)

従つて, これは行列で次のように書ける.

θ =%g%
″×Ⅳ   ″×″ ″×Ⅳ Ⅳ×Ⅳ
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ただ し ″グ ………・形0

ガ殆1¨……・″た
1

ガイ……̈・イ

み = 均 =
ガ%|………・ピ

~1

ガイ
~1…
…の(″
~1)(竹 1) ダイ

~1……だ
Ⅳ~1)(Ⅳ~1)

(3.4.10)

は変換行列と呼ばれている。

3.4.2 変換行列のクロネッカ積への分解

離散的変換は, その変換行列が簡単な行列のクロネッカ積に分解できるとき高速演算が可能で

ある (35)こ とがGoOdに より示されている。例えば,次のように,変換行列が (″
ν
×″
ν
)行列″ν

のとき,それがある行列 (コ ア行列と呼ばれる)″ (/× ′行列 )の多重クロネッカ積になるよ

うな場合である。

歳〆
=Θ 此 =ピ型電二型     (3.4.11)
ただし●はクロネッカ積,もはν重クロネッカ積を表す。

これは漸化式で次のように書ける。

″ν=〃●″ν_1                 (3.4.12)

〃!=″                         (3.4.13)

1次 元 DFTは

Flal=`Σ実ィ /そ′
~`争″″

″Cυ〃 (3.4。 144)

で定義されるが, これを行列で書くと次のようになる。

Ⅳ姦=Ⅳ賂Ⅳ遮
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ただし

I W,-r *2(r-r) ... d(.-Dz

N:r', (r, νは整数 ) (3.4.16)

(3.4.17)

(3.4。 18)

(3.4。 19)

(3.4。 20)

(3.4.21)

タリベクトルに左か ら(2× 2)

「
―
―
―
―
―
―
―
―
Ｉ
Ｊ

ル

‥
‥

ネ

〓
／

Ⅳ

一２
　

　

　

一

一　

　

　

Ⅳ

一２

Ｆ

・
‥

‥

Ｆ

〓
Ｆ

７

　

７

　

７7△

″
0 
所ア
0

/0 ″ア |

″zO Й/2

:

″0″卜1

rr/0

フア
♂√~1

″
2(卜 1)

w,2(N-r) ...w@-Dz

16)の とき

¨
… … …・  1

・……・・… J/″
~1

………グ(″
~1)

となるが, これは式 (

1    1

2π

〃△′
′丁

Φ △

3.4.

1

1  フ/    刀/2

1   ファ
2   
ファ
4

ま
　
　
・

つ
　
る

。
　

す

る
　
当

す
　
相

当
］
　
に

相

　

Ｔ

に
　
Ｆ

Ｔ
　
Ｆ

Ｆ
　
の

Ｆ
　
回

(3.4.22)
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ただし

〓ｑ

卜

劇

ノ
　
　
ｒ
ｌ
」

昨
　
学

(3.

(3.

4。 23)

4.24)尻]

と書けるので, 2次 元 DFTを 表わす式 (3.4.9)は 次のように書ける。

θ=6%〕 g〔фΦz〕 (3.4.25)

3.4。 3 2次 元 FFTと その高速化

3.4。 2で述べたように,列ベクトルに左か ら多重クロネッカ積を掛ける演算が 1回のFF

Tに相当するので, 2次元 DFTに FFTを 適用するために式 (3.4.25)で 表わされる 2

次元DFTの 演算を,列 ベクトルに左から多重クロネッカ積を掛ける形に分解する。

まず

饉野〕g

の部分は;(″×Ⅳ )行列gを″次元列ベクトルⅣ個の集合とみれι島 各列ベクトルに左から多重

クロネッカ積を掛ける形であるので,〃点FFTをⅣ回実行すれば計算できる。この計算結果を

(″ ×Ⅳ )行列ジ に入れておくとすると,式 (3.4.25)の 残りの部分は

θ=プ 〔
`q〕

となる力ヽ これは転置をとつて考えると,

θ=〔 〔ゐΦ〕『プ
r〕 r=〔
〔фΦ〕プ『〕『

であるので,上 と同様に (Ⅳ ×″ )行列プ
rを
lV次元列ベクトル″個の集合とみて, その各列ベク

トルに左か ら多重 クロネッカ積を掛ける形であるので, これはⅣ点 FFTを ″回実行すればよ

いことになる。

従つて (″×Ⅳ )行列gの 2次元DFTの 方法は図 3.4.1の ようになる。
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ｒ

ｉ

ｌ

ｌ

り

１

１

１

ｔ

″

g       r           y『         θr

図3.4.1 2次 元DFTの 方法

ここで,転置を2回行なつているが, これは数値計算では実行せずに済ませることができる。

また,gは通常実行列として扱えばよいので, FFTと しては, 3.3.2で 述べた2組の実数

値列の同時FFTの手法を適用すると,計算手法は半分に軽減できる。以上より,実際の 2次元

DFTの方法は図 3.4.2の ようにできる。これを 2次元倍速度FFTと 呼んでおく。

Ⅳ

一

Ψ          早

″点 FFT

g         ttF                 θ

図3.4.2 2次 元倍速度FFTの方法

、この方法の応用としては, 4.5.1で 画像のボケの検出について述べる。

3.5離 散 的 ラプラス変換 の高速演 算

本節では, FFTを使つてラプラス変換の数値計算をする方法を述べる。この方法を離散的ラ

プラス変換 (Discrete Laplace Transform)と 呼び,以後DLTと 略す.
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3.5。 1で, DLTお よび逆DLTの 計算方法を述べ, 315。 2で DFT,チ ャープz変

換との関係について述べる。

計算機による周波数分析は,通常FFTを用いて行なわれる力ら FFTを そのままで使用する

だけでは所望の分解能が得られない場合がある。そのような例としては,音声の分析において,

有声音の区間でホルマント(声道の共振点 )が近接しているような場合があげられる.具体的に

説明すると, ピッチ (声の高さ)が 125Hz(男声の平均値はこの程度 )のレ/ア//管の場合,第

1ホ ルマント周波数 (700～ 900Hz)と 第2ホ ルマント周波数 (1100～ 1300 Hz)の 間隔

が狭いときには,二つのホルマントの間に成分が 1本 だけしか存在しないというような事態が起

る。 このときもしそれらのホルマントのバンド幅が広いと,二つのホルマントの分離は非常に困

難になる。この困難は,周波数分析を単に s平面の虚軸上だけで行なつているから起るのであつ

て,極の位置の近傍におけるラプラス変換を計算すれば二つのホルマントの分離は容易にできる

ようになる。このような考え方に立つてチャープz変換 (36)が開発された。これは,平面上にお

ける任意の位置 長さの線分上のラプラス変換に対応する値を求めるものC分 解能を上げると

いう意味では有効である力ら 高速演算が一般にはできないという欠点がある。ここで述べるDL

Tは分解能を上げるという長所を保ったまま,高速演算もできるという巧妙な手法で,周波数分

析法として禾U用価値が高い。

3.5。 1 離散的ラプラス変換 (37)

信号夕(′)の両側ラプラス変換プ (s)は

^oo9G\: I oG\e " dt (3.5.1)

で定義される.こ こで複素周波数 sを s=σ 十ブω として上式を書き直すと

プ (σ +ブω)=4夕 ω ′
″
√
ル
″′     (3.5.2)

となるが, この右辺は夕(ガ ′
可′
のフーリエ変換を表わしている。従つて,多 s)の収束範囲内で

はプ (σ +ノω)は 夕(′)'~σ
′
のフーリエ変換 として求まることになるので, 夕(″)の DLTは

夕(″ )′
~σ ′
のDFTと して求められる。すなわち,標本間隔 7,標本点数Ⅳとするとs平面の虚

軸と平行な直線σ=σ。上に標本間隔

0=静
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y=(0, 1,一 ,Ⅳ -1)

として計算できる。ただし, ω軸方向の領域の幅は標本化定理によつて基本的には 0<lω l<子

に限 られる。 夕(′)がこの領域外の成分を含む場合は 2.2.4の 形式に修正すればよい。

逆DLTは ,

θ∽=`し 夕(形メ)′ ヴ´=ブ争
″     (3.5。 3)

″c腱 {―考,… ,Qち 者―⇒

戒〒+″ξし〃θ②ル
″′ブ争7,″ cJィ       (3.5.4)

としておくと,式 (3.5。 3)を式 (3.5。 4)に代入して

タカ=wπ &″ ′1/夕 (修 r)′
―%″′

~プ丁″カルノ′ノ丁″″

=井ヵこ/夕 (形7)ル
(″

`)『

ぅ″Ⅳ

= 夕(%r)

で並んだ標本点におけるDLTは ,プ (σ。+ブ ″Ω )に対応する値 として

(3.5.5)

となり,有限長データのDLTは 常に収束し,逆変換も可能であることがわかる。実際のDLT

の計算は,式 (3.5.3)の 右辺より, ′(形 7)′
~σ
°″
を標本列と考えてFFTを用いる。ま

た逆DLTの 計算は,式 (3.5.4)よ り

ゎっ=ギ″ゎα″れ    ぃ“)
であるので, θ②の逆FFTに ′`

″rを
掛けることによつて計算する。

以上,DLT,逆 DLT共にFFTを利用できるので 計算効率の点から考えるとチャープ′

変換よりも有利である。
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3.5。 2 離散的ラプラス変換 と離散的フーリエ変換,チ ャープ z変換 との関係

信号′(ノ )の標本間隔 rに よる標本値列 (夕 (形 r))形 Cン´全 (0,1,… ,Ⅳ -1)の 離散的

変換の一般形は次のように書 くことができる.

θ②=形 gし夕(形 7)Zプ ″Cン

ただし  z″ =′ S/=/″
―″

И=4′′
ω°

〃=‰ ノφo

(3.5。 7)

(3.5。 8)

(3.5。 9)

(3.5.10)

φ。に対 す る値 に よ
つて記述 してそ以下,DFT,チ ャープz変拠 DLTを孔 ,%,

れらの間の関係を明らかにし,各々の得失を比較する.

(1)DFT

式 (3.5.7)の 形の変換の うち,DFTは

4=1, %=0, ‰=1, φ。=子

の場合に相当し,周波数領域での標本点の位置は s平面, z平面でそれぞれ図3.5。 1に示す

線上に等間隔で乗っている。DFTは公知のようにFFTに よる高速演算が可能である。しかし

周波数分解能は固定であるので,虚軸から離れた位置にある極の分離は困難である。

DFTの 周波数領域における標本点の位置
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(Ⅱ)チ ャープ z変換

チャープz変換は,/。 ,ω。,4,φ♂こ条件を課さない変換であり,標本点の位置は ,平面の任

意の直線上, z平 面のそれに対応するら線上にとれる.従 って極の近 くを通 る線上のラプラス変

換に対応する値を得ることができるので,周波数分析の分解能を上げることができるが,一般に

は高速演算が不能であるので計算の効率は悪い .

図 3.5。 2 チャープ′変換の周波数領域における標本点の位置

(I)DLT

ここで示したDLTは

ao: ,oo, oo: o ,
‰
=1,

２π
一Ⅳ

〓φ

とした場合であり,標本点は図 3.5.3に 示した線上に並ぶ。この方法によると,σ。を適当な

値に設定することによって,いかなる位置の近接した極 も分離することができ,ま た前述したよ

うにDLTは 高速演算が可能であるという利点をもっている。

以上より,DFTは 高速演算が可能であるが, s平面の虚軸から遠い領域の解析には不十分で

あり,ま たチャープ′変換は任意の領域の解析ができるが高速演算が困難であるというようにど

ちらも一長一短である。本節で示したDLTは これらの長所をあわせてもつているので,周波数

分析法として極めて有用な方法であるといえる.
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図 3.5。 3 DLTの 周波数領域における標本点の位置

3.6.結    言

本章では,まずFFTア ルゴリズムの原理が 2章の 2重標本列のDFT計算法から直接導かれ

ることを示し,以下FFTに 関連する数値計算の高速化について述べた。これらをまとめると次

のようになる。

(|)2組 の実数値列の同時FFT

輛)実数値列の複素化 2重 FFT

O)2次 元DFTの 高速化

ω DLTの 高速演算

これらの手法はディジタル信号処理
(38～ 41)の

各分野において広範囲に活用できるものであ

り,利用頻度も高いので非常に有用である。次章において, これらの手法を用いた応用例を示す。
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第 4章 高速フー リエ変換の応用

4。 1 緒   言

本章では,高速フーリエ変換 (FFT)の種々な分野への応用例を示す。FFTの基本的な応用

としては,パ ワースペクトルの計算をはじめとして,相関関数 (鴫
39)コ
ンボリューション∫

38,39)

フィルタリンパ
鍛4)ケ
プストラム(各・

)等があるが,それらは既に確立された応用手法である

のでここでは述べない。本章では, FFTを以下のようなこれまであまり取扱われていなかった

ディジタル信号処理に応用する手法について述べる.

(|)高 次代数方程式の解法

(11)神経回路網モデルの時空間応答の数値計算

(‖|)音響信号処理,特に音のズーミング

(iv)画像処理,特に特異値分解の方法

これらの計算においては,前章で示した各種の高速化手法がとり入れられており, このことは

FFTお よびそれに関連した計算の高速化が汎用性のあることを立証するものである。

4.2高 次代数方程式 の解法(50)

本節では,高次代数方程式の求解過程を, その係数を標本列とみなした信号の零点探査に置換

えて, その近似解をFFTに よつて数値的に求める方法を示す。

5次以上の方程式を代数的に解 くのが不可能であることはGaloisの理論 (48)に よつて華麗に

解決されている力ら 数値的には一般の高次代数方程式の解を求めることが可能で, Bairstow

法, Graeffe法 など幾多の有効な方法が確立されている∫
4の
ここでは方程式に対する観点を少

し変えて,方程式の根を求める過程を, その方程式の係数を標本列とみなした連続信号のz変換

の零点を求めるという操作に置き直して,方程式の近似解をF「 Tに よつて数値的に求める方法

を示す。 この方法は,精度は低いが,特に高次の方程式に有効であり,他の精度の高い解法へ

の第 1近似を与える方法として有用であると考えられる。

4。 2.1定 式 化

ここで対象とする方程式は

α

″
ヾ
乙
〓

″~,=0
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であるとし,係数´メ は実数である|する。ここで

。́=1                       (4.2.2)

としても一般性は失なわれない。また式 (4.2.1)は ′=0の 根を除いてあるという仮定を設

けると

α ヽ 0 (4。 2.3)

とすることができる。この仮定の下で,式 (4.2.1)を ノ で害」ると次式が得られる.

Σ α z~`=o
,=0   '

(41.2.4)

ここで

α
′
=0    ブC(″ +l,″ +2,… )        (4.2.5)

とすると,式 (4.2.4)の 根は次式の根 と一致する。

Σ α z~==o
′=0  `

(4。 2.6)

式 (4.2.6)の 左辺は係数列 (α :)の z変換である.従ってこの式によると,あ る標本間隔7ご

との標本値がαノ
こなるような連続関数α(″ )を導入すれば,その標本間隔がNyquist 間隔より

も短かいか否かには無関係に, α(′)の標本値列の z変換の零点が式 (4.2.1)の 根を与えること

になる。そこで式(4.2.1)の数値解法として,

Иωttz〔α:〕 =,三0%z~′

の零点をz平面上で探査することを考える.

4.2.2 数値計算法

複素変数 zを

(4.2.7)

z=′
sT三
´
(σ +ブω)『
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とおき,式 (4.2.6)の根 z。に対応する s。 =σ。+ブ %を 同定すれば式 (4.2.1)解 が求ま

ることになる。以下,数値計算の高速化のために z変換の計算にFFTを 使用 し, σ。,%の 近

似値を求める方法を示す9)

σ。,%は 3.5で 述べた離散的ラプラス変換 (DLT)の 絶対値極小を与えるσ ,ω  として求

めることができるO DLTで はσ。を指定しなければならない。従つてとりあえず適当なσ。につ

いてDLTを求め,次にσ。を増加または減少させて再びDLTを 求め,絶対値極小値が小さくな

るように最適イヒ手法を適用すればよいが, それは ,平面上での単一変数変イヒ型探査法 (Uni―

variate search)の 一種になる.こ の他にもσ。,%の 求め方として, s平面上での

Newton― Raphson法 などが考えられるが, これらは探査方法 として確立された手法であるの

でここでは名前をあげるに留める。その代替法としてPFTを 使用した次の方法を詳述する。

%は基本的には(α ′)のDFTの絶対値極小を与えるωとして近似的に求めることができる。

その最も簡単な方法としては,(´ ′}の DFTを周波軸に沿つて逐次比較し,絶対値極小点を見

つけるという方法が考えられる。この場合,(´ ′),c(0,1,一 ,″ )をそのままDFTす る

だけでは離散スペクトル上での標本点が一般には少ないため,絶対値極小点を見出すのは困難で

ある。従って離散スペクトルを補間する意味で, 2.5。 2を 応用してあらかじめ (α ,)の グc

(″ +1,… ,Ⅳ -1)Ⅳ =2ν (ν :整数 )の部分に0を付加してFFTを使えば詳細な離

散スペクトルが得られるので,絶対値極小点の探査が容易になる.近接した零点の分離には,

FFTの 代りにDLTを 利用すると計算の精度が上り,極小点の探査がより容易になる。

σ。は次のようにして求める。式 (4.2。 1)で zの代りにz― ′(′ は実数 )を代入すると次

のようになる.(付録N参照 )

Σ ″
`′

″~`=o

,二=0   '
(4.2.9)

ただし

″ ″―″ ′―″ ′ ~「 (4。 2.10)α

′
ヽ
４
〓

〓α

ここで式 (4.2.9)の 係数α:を式 (4.2.1)に おけるα,と 同様に考えると, 4.2

議論がそのまま適用できる。式(4.2.9)の根をィとし,

′

`=

1の

"o 
T _ (o6+i'6)r

e -e
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とおくと,図 4.2.1の 関係から次式が成立する。

σOr

(4.2.12)sin(2,,J -oo)T sinu(T

′平面上でのz。とz`の位置関係

従つて ,。 は次式によつて推定することができる。

σ
。

P uini; r
(4.2. 13)Sin(%―■)r

ただレ %:く はそれぞれro。 ,く の近似値。

2.3 検 討

実験的検討の結果, この方法は各根について

|%|≫ lσ。| (4.2.14)

の条件の下では 20～ 30次方程式について, 10進 で2.5～ 3桁程度の粗い近似解を与えるこ

とが確かめられた。 この近似解は他の精度の高い逐次近似法への第 1近似としては十分である。

式 (4.2.14)は ,零点の位置が s平面上で実軸よりも虚軸に近いための条件を表わしているが,

一般の高次方程式の根はこの条件を満たしているとは限らない。従って,本方法はあらゆる高次

方程式に有効であるとはいえない.この困難に対処するためには, 4.2.2の 前半で述べたよ

図 4

ｌ

一
７
〓 log′

４
　
０
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うにDLTを用いた最適化手法の導入が必要である。

lbl %に は折返しに起因する不確定性が伴うが, これはNyquist間 隔を考慮せずにとつた標

本値夕U(α j}か らα(ノ)が決定できるかぐうかという問題に関連しており, こ
あ点に関して岸ら

(19)

により次の定理が得 られている。「 定係数″階線形微分方程式を満たす波形は,標本間隔rに よ

る2″ 個の標本値から決定されるが,指数部にブ2πのを (形 は任意の整数 )の任意性が残る。」

これはいい換えると,%に ノ2πみ/ク の任意性が残るということで,つまり離散スペクトル上で

折返しが起きている可能性があつて,帯域を指定しないと値が確定しないということの説明にな

つている。%に は任意性が残るが, σ。および最終的な z。ではそれぞれ式(4.2.13),(4.2.

8)か らわかるようにこの任意性は消滅する.

lcl ω。,%′ を探査する際に,離散スペクトルとしてどの程度の周波数精度が必要かという点

について述べておく。標本点数が少ないと, スペクトル上の各標本点ごとの凹凸が激しくて零点

の位置の同定が困難になる。そこで, 2.5.2で 述べた補間法を利用するため,あ らかじめ

{α′)の後
に0を幾つか付加した標本値列をFFTで処理するのである力ら 付加する0の個数は

%の 3～ 10倍程度で,全体の標本点数が 2のベキ乗になるように選べばよい。

ldl 零点の移動幅′は計算精度に大きく影響するが,多 くの場合′=0.05 程度が適当であ

つた。

以上, FFTを利用して高次代数方程式の根の近似値を求める方法について述べた.こ の方法

は,必ずしもあらゆる高次方程式に有効であるとは言えないが,次数が高い場合の粗い近似解を

求めるのに適していると言える。

4.3 フー リエ Z変換 による神経 回路 網の解析 (61)

神経回路網の相互抑制機能などをモデル化して, その時空間特性に関する生理学的現象 (Mach

効果,(51)B.。 ca― sulzer効果
(54)な
ど)との二致を目指す研究

(52～ 54)は
多いが, モデルの

解析は手計算によるかアナログ計算機によるのがこれまでの通例であつた。しかし神経回路網の

モデルイヒ
(60)は シミュレーションの際の有用性を考慮すると現在ではディジタル計算機に向く

ょぅに書いておく方が望ましい。本節ではこのような観点から,特に聴覚神経回路網を想定して,

空間的に非対称な結合をもつて並んだ 1次元の神経回路について離散的な定式化を行ない, その

時空間応答の数値計算の高速化について述べる。
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4 . 3. 1  定式イヒ

時間,空間ともに変数を離散化 (55)し て,神経回路網が次式で表現できるとする。

グが
″+1)=)二

:( Ś″

)グ
(形 +ノ )(″

~″ )+ι (→″び″.″))(4.ё。1)

つまり,位置形にあるニューロンの時刻″+1での出力″lyl(″
+1)は
, それより前のある時間

範囲 Cり 内のその付近のニューロンの出カグ(形 +ノ )(″
マ)(′ =_二 ,… ,0,一 ,二;/=0, 1,・ :ち

Ⅳ-1)の 線型和とそのニュニロンヘの入力″0(″
~″ )(/=。 ,1,… ,Ⅳ-1)の線型和との

加算であるとする。実際の聴覚神経系では単=ニ
ューロンによつて送られるインパルスの大きさ

は“a11 0r ncln■ である力ら ここでは出力の大きさを発火の頻度に対応 させることにしてお
く。 もし解析的な解を必要としないなら,神経素子に開値作用などの非線型性を導入して一般化
を行なtヽ,Caianiello(56)と か甘利 (57-59)の ような定式化をすることも可能である力ら ここ
では解析的取扱いを容易にするために非線型性は考えないことにする。式 (4。 3.1)で α

`″

)

圭 0, α「
)<o(′

、0)と するとこれは相互抑制機能を表わすことになる。また多(0)>。 ,

ι(→<0(″ キ0)と すると不応期の説明ができる。聴覚神経系では一般に佐∫
→
、α∫先 考えら

れる力ら 視覚神経系では形を2次元に拡張した上で佐メ
′≧ α∫
′)と してもよいと考えられる。

4.3.2 モデルの解析

ここではさらに計算を簡単にするために式 (4。 3.1)で Ⅳ=1すなわち各ニューロンの出

力は,そ の付近のニューロンの 1単位時間前の入出力だけに依存するとし,次のような簡単な場

合について考察する。

ι
，
ｒ
一

グの(″ +1とノ重ιαノグ(そ+′メ
″準スが→

(″ についての添字は省略 し,本質的でないι(0)は 1と した。 )

式 (4.3.2)の 同次形

(4.3.2)

″∽(″ +1)=ノ重ίノ″(形 +ノ )°          (4:3.3)

の解 (時空間インパルス応答 )を グ。lll(″
+1)と
すると,式 (4.3.2)の 解″l■l(″

+1)は
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γ。(が
″+1)と
入力″lal(→ の時間と空間に関する2重の離散的コンボリューションによつて計算

される。つまり

γ診(″ +1)=ν重O F・∞グ°(″―κ)(′
+1~ν )χ。0 (4.3.4)

とすればよい。式 (4。 3.4)の 第 2のΣの上下限は実際には有限の値である(入力およびイ
ンパルス応答の空間的広がりは有限だから)。 この式をこのままの形で実行するのは厖大な手数

を要する。入力およびインパルス応答の空間的広がりをそれぞほ 。,Klと すると, 応答が存在す

る範囲内の全結果を得るためには″?(鳥 十K:)2回 の乗算が必要になる。この困難は3.4.3

で示した 2次元FFTを用いると, 3″ (κ。+KI)10g2″ (Ko+K!)+″ (K。+KI)
にまで軽減させることができる。つまり,式 (4.3.4)を 直接計算する代りに, グ。0(″

+1)

と″l■l(″
)の
それぞれの 2次元DFTを 求め, その積の 2次元逆DFTを 計算することにより

″lyl(F+1)を 求めるようにすればこれが奇能になる。

次に系の時空間インパルス応答″。lal(″
+1)を
求あるために, ここでは式(4.3.3)を フー

リエ z変換 (以下 FzTと 略す )を用いて解 く。

グlrl(″
+1)あ FzT y(z,θ )を茨式で定義する。

y(z,θ )全″雪0`≧∞グの(″ +1)z―
″′―プ″θ (4。 3.5)

これを式(4.3.3)に 代入すると,適当な初期条件の下で系の時空間インパルス応答

グ。lal(″
+1)の
F′ Tと して次式が得られる(付録K).

/。 (z,θ )= (4。 3.6)

1-ノ 1庭
_二 %′
ノθ

これの逆FzTと してグ。l■l(″
+1)は
次式のようにして求められる。

グ。∽(″ +1)=(2→ 2ブ 4亀 =ly。 (2,θ )z41′
プ′θ″zグθ

=二

あ可F i■_(′菫_zα ノ́
ブノθ
)″
′
ノカθ
″θ
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==≒∫
|メ」(ノ菫―ノノソノ

‐″′  (仁驚の
ただし ′=′ブ

θ

これを一般の五について求めることはできなかつた力ち ι=1(隣 接するニューロン協 非対称

な結合がある )の場合は次のようになつた。 (付録 L)

らが相準す(添 2メИプつ儡ど″復g島は"
4。 3.3 数値計算法

与えられた入力χl■l(″
)に
対する五=1の神経回路網の時空間応答は式 (4.3。 9)を式 (4

.3.4)に 代入すれば求まる。この時間と空間に関する2重コンボリューションは,先に述べ

たように3.4.3の 2次元FFTに より時空間周波数領域での積に直して,図 4.3。 1の よ

うにすると効率的になる.

ここでは,隣接したニューロンにだけ 1階の結合があるだけという場合の計算法を示したが ,

これ以上一般の場合についてはこのような解析的接近法は困難であり,数値的に解く以外に適

当な方法は見つからないように思う。

グ。メ″・ )_2dl■ y。 (′ ,θ＼

χ豚→

…

x(z,θ )

図4.3.1 2次 元FFTを 利用した,神経回路網の

時空間応答の数値計算法

4.4音 響 信号処理 へ の応用

FFTの音響信号処理への応用の歴史はFFTの開発 (1965年 )と 同時に始まつている。

特に,音声の分析においてはスペクトル分析以外に, 自己相関関数の計算,ケ プストラム
(45～
17)

ジ観X¨″卍
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準同型フィルタリング
(42,44)な

どに多用されている。オーディオ関係では楽器音の分析
(62を

どに用いられてお り, もっと広 く1次元信号の解析という意味では地震波
(63ら
脳波
(64と

,心電

波
(65を
どへの応用 も見受けられる。本節ではFFTの 音響信号処理への応用として,まず 4.

4.1で ,あ る音響再生系のインパルス応答法による周波数特性の計算法について述べ,次に 4.

4.2で は音響管の共振特性,特にバンド幅の計算を 4。 2節の手法を利用 して行なう方法を示

し,最後に昔か ら音響関係の研究者にとつて年願の課題であった音のズー ミングに対する一つの

解答を与える。

4.4.1 インパルス応答法による周波数特性の計算

系の周波数特性はそのインパルス応答のフーリエ変換 として求めることができ, この方法はイ

ンパルス応答法と呼ばれているが,実際の測定では測定されるべき系に正確なインパルスを入力

することが困難であることが多い。ここではインパルスの印加が容易でしか も他の方法では周波

数特性を求めることが困難な系として,古い「 ろう管蓄音機 」
(66)を
とりあげる。これの録音再

生総合周波数特性はアナログ測定によつて も可能である
(67ゝ ,ゞ再生周波数特性のアナログ測定

は困難である。ここでは再生周波数特性を, アナログ測定による録音再生総合周波数特性と比較

するために, 2,5,3で 示した方法により,対数尺度の周波数軸上で等間隔に並んだ標本点で

計算する方法を示す。

ろう管蓄音機の再生系は,ろ う管→再生針→ダイヤフラム→空胴→ ゴム管→ホーシとなつてお

り, この系全体 としての周波数特性は, ろう管上に小さい段落 (図 4.4.1参 照 )を作ってそ

の再生音をフーリエ変換すれば得 られる。

具体的な手順を次に示しておく。

(|)ろ う管上に小さい段落を掘る。

(1)そ の再生音をマイクロホンで受けて,適当な低域通過型フィルタに通したあとAD変換

する。

(|ID 標本値列のDFTを FFTに よつて求める。 (3.3.3を 使用 )

(O FFTの 結果を対数尺度周波数軸上へ変換する。 (2.5.3を 使用 )

一例 として, 10kHz,12bitの AD変換 ,標本点数 266,補間点数 129, 1点 の補間に使用

する標本点数 7と したときの“Edison Standard PhOnograph model A"の 再生周波特性

を図 4。 4.2に 示す。
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ろう管 レコード

ろう管蓄音機のインパルス応答の発生方法図 4.4。 1

dB

0

-10

-20

-30

-40

。2  .3 .4.5 3 4 5kHz

図 4.4.2 周波数特性計算の例 (資料 :Edison
Standard PhOnograph)
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4.4.2 音響管の共振特性の精密計算

音響管の特性をそのインパルス応答のフーリエ変換によつて求める場合,特にイン2N・ルス応答
の標本値列からFFTに よって数値的に求める場合には,共振特性の中心周波数は容易に推定可
能であっても, バンド幅の計算は直接的には困難である.統計的な推定法としては自己回帰型モ

デルによる方法
(68、
ぁゞる力ら ここでは決定論的な方法 として, 4.2節 と同様の考え方に基づ

いて, インパルス応答の標本値列か ら共振特性のバンド幅を計算する方法を示す。(69)

(1)共 振特性の推定法

未知系のインパルス応答β(′)が標本間隔をrとする標本値列(β ,,ブ =0, 1,… ,″ )で与
えられているとする。β(″ )の ラプラス変彫  (∫ )の極の1つをs。=σ計 ブ%とすると, lω。|≫
lσ。|の場合 (こ の条件は音響管の場合にはほぼ満たされている)にはω÷%で lc〃 (プω)| は

極大になる(付録M).従 つて%の推定値Qは (β′)の DFT(Bヵ )において絶対値極大を与え
るωとして求まる.σ。の推定は4.2節と同様に次のようにする。(β′)の z変換をBOと し,
z=′
∫rと
ぉくとBoは z。 =′

S° r〒
′
(%+ノω♪rで極をもつ。′

″
Bレ)を z平面の実軸方向に

一′平行移動させたものをノB′ のとする。

B′ωく宇 )Ъ (′ +′ ) (4。 44.1)

このときB′②の′逆変換を (β r)と するとβ′は次式で与えられる (付録N)

β′ ″_″ε′_″′
′~″

プ=0,1,… ,″    (4.4.2)

′(毛十ル
`7')と

すると,図 4.413の位置関B(aの極z。に対応するB′ 0)の極をz。′=´
Stt

係において正弦定理を用いると次式が成立する。

′        ´
σ
Or

Sin(《 ―%)r sin%r (4.4。 3)

従って, σ。の推定値■は, %,くの推定値つ卜 2を用いて次式により求めることができる.

p s in6oT

‥
Σ

〓
〓

島

t=
１

一
ｒ Sin(■―■)r
log′
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図 4.4。 3 平行移動前後の極の位置関係

平行移動 式 (4。 4.2)

絶対値極大探査

図4.4.4 ■ 計算の手順

ただし,%′ は (β

`)の

DFT(Bヵ )の絶対値極大を与えるωである。以上の操作の手順を図

4.4.4に 示しておく・

さて,音響は側枝が無ければ全極型の特性をもつが,全極型の系のインパルス応答の整定時間

り

Ｉ
Ｆ
Ｉ

り

Ｌ

ぽ

Ｑ
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―
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査探大極

ＦＴ　
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Ｆ
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式 (4。 4.4)
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はバンド幅が狭くなれば長くなり,従つて (β′}の標本点数%を大きくせざるを得ないので,式

(4.4:2)の計算が厖大になり, しかも2項係数の値が大きくなるので計算上からも好ましくな

い。 これを回避するために,「 全零型の系のインパルス応答の整定時間は全極型の系のそれより

もはるかに短かい
(70H」
とぃうことを利用して上記の方法を修正できる。

(1)計算手順の修正

β(″ )をインパルス応答としてもつ系の逆特性の系のそれをα(″ )と し, その標本値列を(α j,

グ=0,1,2,¨・,多 )と すると, αJは次式によつて求められる(付録0)。

β″ ,_´

ただしα(′ )の整定時間はβ(′)のそれよりもはるかに短かい
(70)の
で,(α J)は夕 (≪ ″)点で打

切ることができる.小さい夕で (α j)が整定する場合には式 (4。 4.5)に よる計算が能率的で

ある力ら 物が大きいときには計算量が幾何級数的に増大するので高速化のためにはFFTを使用

する方がよい。β(′)が極型ならばα(″)は零型になり零点の移動は次式のようになる。

フ
マ
４
〓１

一

β

。

〓α
１
７
跳
〓α

(α′)

ド7m.6)
(α /)

―

―

イ

ー
ー

〈ィ

FFT

)

絶対値極小探査

〈
σ
。

図4.4.5 今。計算の手順の修正
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α

`=返
Oα″″―″εJ_″ 〆「

′,ノ =0,1,2,¨、物  (4.4.6)

以上により,計算手llFは図 4.4.5の ように修正できる。

① 平行移動の幅′の選定について

前述のように,側枝のない音響管の伝達関数は全極型であり, この場合には |%|≫呵 σ。|の

条件は満たされているのでQの推定誤差は小さい。しかしtの計算は2,々 に基づいて式 (4.

4.4)に よつて行なわれるので, a~%の 値が小さい場合には誤差が大きくなる可能性がある。

っまり,式 (4.4.4)の ′sin aT/sin(2-Q)rは 1よ り少し小さい値になるはずで

ある力ら この値は′の選定値に関して極めて鋭敏であり従って誤差が大きくなる危険がある.ま

た, ′の最適値はz平面上の極の位置の関数であることが予想されるので,若干の例についてシ

ミュレーシンによりσ。の推定誤差が 10%以下になるための′の範囲を求めたところ,概略図 4.

4.6の ようになつた。横軸は共振の中心周波数  /sは サンプリング速度を表す。

このように′の値は,中心周波数によつて適当に選定する必要があるが,中心周波数の推定値

はBレ)の平行移動前に求められているので基本的には問題は生じない。ただし広い周波数範囲に

わたって多数の共振点が存在する場合には平行移動の操作を何回か行なう必要がある。

① 計算例

中心周波数 2kHz,バ ンド幅 100 Ezの単峰系のインパルス応答が与えられたときの計算例

を示す。

中心角周波数     %=2π × 2000 rad。

バンド幅      2σ 。 2π × 100  rad.

標本間隔       r=lo~4    seC.

標本点数      Ⅳ =512

実効的使用点数    %=18

として図4.4.5の計算手順によりQ,3。 を求めると

%の推定値    Q=2π×1999.513 rad.
σ。の推定値   2亀 =2π×99.780   rad.
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が得られた。ただし′=0.05と して計算した。 このときの平行移動前後の零点の位置を図4.
4.?に示す。1この例では′=0.05と したときにσもの良い推定値が得られた力も 参考のため

めに′を変化させたときのび。の計算値をσ。で正規イヒした値で図4.4.8に 示す。

-0.1

図 4.4.6 バンド幅の推定誤差が 10%以 内になるための

′の範囲 (斜線部 )

:共振の中心周波数

:サ ンプリング速度

為

ム
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2.5kHz

5 kEIz O Hz

図 4。 4.7 計算例における零点の移動

σ
。

%

1.1

0.05

図4:4.8 Q/ら。の′依存性

① この手法の難点

(l)極の位置が′平面の実軸に近いときには′をどのように設定してもσ。 の良い推定値を得

ることができない。理由は△ o zoz`が極端に偏平になつて2-つ 。の値が 0に近づくため許算

の精度が上がらないからである.
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輛)共振点の個数が多い場合には,各極の移動前後の対応が不明確になる可能性がある。

0)バ ンド幅の広い共振に対しては式 (4.4.6)の物が大きくなり計算量が増大する。

4。 4.3 音のズー ミング

光学系によるズーミングは容易に実現可能である力ち 音のズー ミングに関しては多数の研究者

の努力にもかかわらず現在までのところでは一般的な方法は開発 されていない。 これまでに発表

された方法は複数のマイクロホンを使用して指向性を得るもの
(71,72)でぁ り, ズー ミングの効

果は望めない.ズーミングによつて抽出したい音の特性が正確にわかつている場合には適当な手

段 (例 えばクシ型フィルタなど )が考えられるであろうが,一般の場合に適用できる方法はその

ようなヒューリステックな手段ではないはずである.そ して,音のズーミングは光の場合 とは違

って周囲の雑音をすべて除去するとい うことは困難であ り,予め位置のわかつている雑音源から

発生される直接音だけを除去するのが限界であろうと考えられる。

ここでは, ″個の音源から自由空間に放射される″種の音を物個のマイクロホンで受けてFFT

を用いてそれ らを分離する方法を示す。この方法は多点受音を周波数領域での″元連立 1次方程

式に定式化することに基づいている∫
75p

(1)多点受音の基礎方程式

まず本方式の基礎となる方程式を導いておく。図 4.4.9に 示すように,自 由空間中で多個

のマイクロホンMプ (ノ =1,2,… ,%)に ようて″個の点音源Sプ (プ =1,2,… ,″ )か ら発

生される音 sプ (ι)を受けるとし, その受音波形をん (″ )と する.Mブ とSノ 間の要離をグJブ , 音

速を′とすると,球面波の音圧は音源からの距離に逆比例する
(73)の で次式が成立する。ただし,

ここでは Sプ (プ =1,2,一 ,″ )以外に音源はなく,Mグ (′ =1,2,… ,多 )では全音源から

の直接音だけが受音されるものと仮定する。

赤ヽい争+…

赤 (ヽ″―争)+―

十考場(ノ
∠芦笙)=ム0

+井ち(ノー」御 ″

●

●

●

●

●

●

　

／

〓

(4.4.7)

/′ (の ' Sノ (′)の
フーリエ変換をそれぞれF′ (の

リエ変換をとると次式が得られる。
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図 4.

―ノω争

千
島0+

―ブω盪

∵
ユ ω +

ここで

4.9 多点受音の構成例 (%=3,π =2)

―ノω子ナL
′

―ノω笠

+号 ち 0=・ 0

-ノω
響

+4弓 戸
~~S′ (0=Fメ の

―プω∠ナ4
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―ノω乞
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″
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´
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(4.4。 11)

(41.4.12)
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初期値設定

r←標本間隔
Ⅳ← FFTの 標本点数
Ω←
争升
周波数軸上の標本間隔

D(グ ,ノ )← Mグ ,Sプ 間距離

∠′ノ(形Ω)(形 =―考～者-1)を計算

∠7(形Ω)(形 =―考～考-1)を計算

時間窓シフト

マイクロホンMグ の波形読込み

θ ltl←ん (形 7) (形 =1～Ⅳ)

F(′ ,形 )←  ″́〔Gl■l〕
´ :FFT

θ lyl ← ′里1 :,(形Ω)F(′ ,形 )

SIの ←́ ¬〔θの〕
ごπ
~1: Inv. FFT

S il■lを Si(形 r)
として出力

音のズー ミングの フローチャー ト

ー86-

図4.4.10



式 (4。 4.15)が多点受音の基礎方程式の,式 (4.4.13)の条件下での時間領域における解

である。

(1)音のズー ミング

式 (4.4.15)を 計算すれば,各音源の音を分離できるので音のズー ミングが可能になる。実

際の計算ではフーリエ変換にはFFTを 利用することになるが, その場合,連続的な波形を一挙

に処理することはできないので,適当な区間に区切って処理して行かなければならない。従って

「 重ね合せ加算」あるいは「 重ね合せ節約 」
(74)の
手法によつて S(″)合成時の時間的連続性を保

つような工夫を要する。図4.4.10に 音源 SIの音をズームァップするための処理手順をフ
ローチャートにして示す.

⑪ 計算例と問題点

本方式を%=″ =2すなわち音源 2個, マイクロホン2個の場合についてシミュレーションし

た結果を示す。音源 S:,S2お よびマイクロホンMl,■の配置は図 4.4.11の ようにし,音

源波形としては次のものを用いた。

r r(l): sin(2π × グ× 977′ +φ′)

(44.4。 18)

３

，
■

一

「

―

―

ト

ー

ー

リ琢ヶ:退1雨 n(嘉×ブ×… t)

?
Ml(

シミ■レーションにおける音源とマイクロホ

5,0)

ンの配置

Qrtr,< 
r, r>

SI(0,0)

図 4.4
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si(′ ),s2(′ )発生の標本間隔は 10~4seC,FFTの 標本点数は256, 従って時間窓には sl

(′)は 25周期, s2(′ )は 15周期の波形が含まれている状況でのシミュレーションである.

図4.4.12に SI(ω), S2(0'FI(0, F2(の および本方式で求めたθl(の を示す.

FI(の ではSi(の とS2(の が混在しているが,θ l(の ではS2(0の成分がほぼ完全に除かれて

いることがわかる。実際には上で仮定した条件が厳密には成立しないのでこれほどうまく動作し

ないと思わ4るが,実用上はS//N比が6dBも改善できれば十分であるので本方式は有効であ

ると考えられる.

本方式の問題点をまとめると以下のようになる。

(1)音源の位置が正確にわかつている必要がある。

(‖ )周囲からの雑音,反射音は除去できない.

(m)計算力ら 音源―マイクロホン間の距離による遅延に過度に鋭敏である。

(0 /(の の正則性が周波数特性をもつので,正則性が破れる周波数でのズーミングは不可能

である。

dB
0

dB

0

-6

dB
0

-6

(D S2ω

dB
0
-6

シミュレーション波形のスペクトル

音源のスペクトル

受音 された波形のスペクトル

ズー ミングによつて抽出された音源 1の スペク

(D S10

(OF:0

(ac:lal

図 4.4。 12

(al,(bl:

(0,ldl:

(el   :

７
＆

C)F2ω
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以上のような問題があるが,実用的にはいくらかでもズーミングの効果があればよいのである

から,本方式は有用であると思われる.

4.5 画像信号処理 への応用

本節ではFFTの 画像信号処理への応用例について述べる。 4.5。 1では3.4.3で 示し

た2次元倍速度FFTに よる画像のボケの検出法を示す。次に 4.5:2で は時変画像の特異値

分解に「 FFTを用いて行列の固有多項式を求める方法 」を応用する符号化アルゴリズムを示す。

4.5。 1 2次元DFTに よるボケの検出

光学機械の自動焦点調節などのために画像のボケ (焦点はずれ )の検出は重要である.ボケの

程度が定量的に評価できれば簡単な最適化手法によつて自動焦点調節が可能になることは明自で

あるので, ここでは 2次元DFTを用いたボケの程度の定量的表現を試みる。ここでの考え方の

基礎になつているのは, ボケの小さい画像は空間周波数の高域成分のレベルが大きいであろうと

いうことである。

画像の標本値を

(夕″″), ″Cc/, ″cン

フ全(0,1,一 , ″-1),  υ〃全(0,1,… , Ⅳ-1)

(4.5。 1)

とし, その 2次元 DFTを

(θ′夕
),  ′c″∠

`,  
夕Cυ〃
′

とするとき,成分の大きさの分布状態を表わす指数″として次式を定義する.

ン′全(も ,¨。,0,

ただし, %″ ,″
′夕 は規格イヒされた空間周波数′

るいは |′ |,|夕 |が小さい所で大,″ 夕́
は |′ |,|

(4.5.2)

は…,も一⇒

(4.5。 3)

夕の標本点に対する荷重で, %′ 夕
は一
琴
あ

夕 |が大 きい所で大 としてお く。 こうす ると

Ⅳ

一
２
一

△
〓

ン一

″

一
２

〃△

Σ  ′ Σ ′́ω
′こ″ζ
′
夕cυ〃
′"′ ′

′よ揚しま″′″′タ
lθ′タ
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″は,空間周波数上の全帯域あるいは低域のパ

ゎし,同一の対象に対する画像の中では″の大

%′
夕'″′ク

は例えば次のように休めておくこ

ワーに対する高域のパワーの荷重された割合を表

さい画像の方がボケが小さいと判断できる。

とにする.

″
′夕
=l

″
′夕
~

p'+ q'<r'

p'+ q'>r'

Ｏ

　

　

　

ｌ

∫

ｌ

(4.5。 4)

このときグは,全パワーに対する,空間周波数 ″以上の成分のパワーの割合を示すことになる。

計算例として,ボケ検出用の標準図形 Siemens Starを 3種のボケ具合 (整合, ボケ小, ボ

ケ大 )でAD変換し, その 2次元DFTに ついて式 (4.5。 4)の ″
′夕
,ω
′′
に対する設定値を

用いたときのグを′の関数 として計算した結果を図 4.5。 1に示す。画像の標本点数は 64×

64である。

―
整 合

O―――"ボ ケ小
‐・一
“
ボケ大

1

10~|

1。
-2

1。
-3

.ゝ、た

図 4.5。 1 式 (4.5。 4)の下での″の /依存性

以上より, 2次元DFTに 基づいた″によリボケの程度を定量的に表現できることがわかつた。

参考のために, より簡単な計算でボケの程度を表現する方法を検討したところ,画面の中の適

当な直線上の標本点について,隣接標本値との差のうちある間値以上のものを加算する(76mと ぃ

ミ
ミ
ヽさ°
、ヽ

ヽ
さ
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う極めて簡単な計算による方が, ここで示した方法よりも信頼性が高かった。

4.5。 2 特異値分解による時変画像 の符号イヒ

ここではまず画像を表わす行列の特異値分解を説明し, その計算精度を向上させるための付加

的処理について述べる。その過程で固有方程式を解 くことになるが, そこでFFTを 用いて固有

多項式を求める方法を利用すれば計算の効率化が計れるのである。最後にこれらを総合した時変

画像の効率的符号化アルゴリズムを示す。

(I)画像の符号化の考え方

面/L2の符号イヒは,画像の伝送などの実用面から見て,帯域圧縮 という意味で極めて重要な問題

である。静止画像の符号イヒに関してはこれまで種々の方式が試みられており,特異値分解 (77～
78)

が 2乗誤差最小の意味で最適であることは公知であるが,計算量が厖大になることが原因で,高

速処理を要する伝送の分野にはあまり使用 されていない。そのような分野では, これの代 りに最

適ではないが高速演算が可能なフーリエ変換,ア ダマール変換, ウオルシュ変換などが,相互に

独立な成分に分解できるという意味で準最適な符号化 として用いられることが多い∫
79,m)と

ころ

がこれらの変換では変換の核の符号化は不要であるが,符号イヒすべき成分の数を多 くとらなけれ

ばならないという欠点があ り,一方特異値分解では成分の数は少 くて済むが各成分についてその

固有画像を同時に符号化しておく必要がある。ここではこれらの手法の得失を考慮に入れて,時

変画像の符号化法 として特異値分解を利用 してフレームあたりの平均符号長を短か くできる方法

を示す。

(1)静止画像の特異値分解

静止画像を表わす″×Ⅳ行列をθとするとき,Cは 次のように分解できる (付録 P).

1

6=Φ A2 Ψ (4.5,5)

トル行列 (″ ×″ )

トル行夕」(Ⅳ ×Ⅳ )

他の要素はすべて 0である″×Ⅳ行列

ただし

1

ここでλ
メま
θの自己相関行列εθ

r, 
θ『 θの固有値で, その非負の平方根 λ′

2は
θの特異値 と

呼ばれている。式 (4.5.5)|ま特異値分解 と呼ばれる力ち これを外積記法で書くと次のように

なる。

Φ

　

Ψ
　

一Ａ２

θ θ
rの
IF規化固有列ベク

θ『 θ の正規化固有列ベク

1

(グ ,プ )要素に λ,2を もち,
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ε=退lL=ちちL Rttrallk O   ぃ“
)

ただし φ′:Φの第グ列, ψ′:Ψの第グ列

この右辺の階数1の″×Ⅳ行列φJ ψ′『 は第′固有画像と呼ばれ,従つてθは固有画像の特異

値による荷重和であると考えられる。式(4.5.6)の Σの上限をK((≦ R)と したものを

|なる(付録Q)。 従つて, λ′の番号付けをその大きさの順にすれば式(4.5。 7)は 2乗誤差

最小の意味で最適なθの分解になる。ここで自己相関行列の固有ベクトルφ′,ψ′をそれと対応

する固有ベクトルの大きさのllPに求める必要が生じるが,そ の計算のために有効な方法としてベ

キ乗法
(81)が ぁる。以下にベキ乗法によつて, 自己相関行列イの固有値,固有ベクトルを固有値

の大きさの順に求める手順を簡単に説明しておく。

(ベキ乗湖

(i)И の最大固有値λ:に対応する固有ベクトルφ!の近似ベクトルφ:は次式で求まる。

アl=И
′x, 形:十分大きい整数                 (4.5。 9)

ら全′菫lλ′
'φ
j ψ′r

とすると,θ と9κ の差の2乗ノルムは

R
ε=|lθ―%|12=′ れlλ′

X=虐
lα′φ:'  αJヽ 0で任意

0)最大固有値の近似値λl は次式で求まる.

Tl=イ /7:

(4.5。 7)

(4.5.8)

(4.5。 10)

(4.5.11)

A*A-7,7,71
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として(|),0),0)を くり返す。

次にベキ乗法の計算精度向上のための補足的処理について述べる。ベキ乗法の近似の精度を上

げるためには,ま ず第 1に式 (4.5.9)の形の値を大きくとることが考えられるが, この他に0)

におけるλIの近似の程度を改善するという方法もある。 ここではこの処理にFFTを利用する

ことにする。

固有値の近似の精度を上げるために,式 (4.5。 11)で求めたλ:を第 1近似としてNewtOn―

Raphson法 (2)を 用いて固有方程式の根であるλ:の より良い近似値を求めることを考える.そ

のためには固有多項式の係数が求められれば問題は解決する。 ここでF「 Tを用いて固有多項式

の係数を計算する方法
(83)を
簡単に説明しておく。

与えられたⅣ×Ⅳ (Ⅳ =2ν )行列を/とする。 このとき〃= ′等 として

d -Ad.t (w * E u- A) , * e-zt\ ,鴫…,考 -1)いつ

の逆DFTを FFTに よつて計算すれは その結果が固有多項式の係数を与える。ただしこの方

法は式 (4.5。 13)に手数がかかるので高速化は望めない。

価)時変画像の符号化アルゴリズム

時変画像の効率的な符号化として,基本的には式 (4.5。 7)の形の特異値分解を利用し,画

像の微小な変イヒに対してはそれ以前の画像の特異値分解における固有画像をそのまま流用して符

号化する方法を示す.(84)

時刻 ′での画像をθ(″)と し,その特異値分解を

1

θ(′)=Φ A2 Ψ『 =
1

λ′φ,1ら『 (4.5。 14)

とする。この式はまたθ(ノ )の再合成の方法を表わしているが, ここで特異値の番号をその大きさ

順に付けると

Ⅳ

一
２
一

Ｒ

，
■

一

(4.5.15)

として最適符号により近似的な再合成ができる。別の時刻 ノ
′での画像θ (ノ

′
)をΦ ,Ψ によつて

ら。)会
`菫
l 
λ
iφjtr.6。

S=Φ『 ε(′ ′)Ψ
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のように変換するとε(ノ
′
)は

G(z') :os +z (4.5。 17)

として正確に再合成できる。ここでθ(″
′
)はθ(ノ)を微小変イヒさせたものであるとすると, Sの

右L左 下の要素は近似的に 0に なり,対角付近の要素だけカツト0の値をとる。従つてε(″ ′)の再

合成にはSの対角付近の値だけがあれば十分である。

Sの非 0の要素の対角か らの広が りの程度を表わす量 として

形(S: ′_`+Sう プ+ヵ )
〃 = (4.5。 18)

″

Σ sζ
′=1   ′`

で表わされる「 にじみ出し」を定義しておく。グがある間値グ

ら大きくは変化していないと判定することにする.

″<グ の́とき式 (4.5.16)でΦ ,Ψの代りに

よりも/」 のヽときθ(′
′
)|ま ε(′)力 >

ヽ=〔φl,φ2'… '%'0,“・,o〕
(4.5。 19)

%=レ |,た ,…・,4,0,¨。,0〕

Ⅳ

ヽ
ろ

〓

″

ヽ
４

〓

１

１

し

―

‐

Ｊ

を用いてθ(ノ
′
)を

SK=ギε∽ %
と変換し,変換/LaSKを用いて式 (4.5。 17)の代りに

θ(め =ヽ SKザ (4.5。 21)

とすると効率のよい計算が行なえる。ただしこのとき画像の変イヒの程度は式 (4.5。 18)の グを

sκ に対 して定義した″Kに
よつて半」定するものとする。以上より時変画像の符号化アルゴリズム

は図 4.5.2の ようになる。

このアルゴリズムの動作特性は,特異値分解の成分数Kと 画像変化の程度の判定門値グ によ

つて左右 される力ら K→大, ″′
→小 とすると誤差は小さくなる。ただし,Kを 大きくすれば

(4.5。 20)
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初期設定

K← rank〔θ(″〕
`よ

り小さい整数

多
←任意の″×″行列,第K+l列 以降は 0ベ クトル

ヤκ
←任意の7V× Ⅳ行列,第K+1列 以降は 0ベ クトル

ノ ← 0

″ι
← 画像の変イヒ程度の判定のための開値

配列θ←θ(′)読込み

鞍←ヽ Cギ

戦′を符号イヒ

ν年卜φ′,tグ =1,2,一 ,Kを符号化

ΦK←
θε『 の固有ベク

ΨK←θ
rCの
固有ベク

Yes

トル

)固有値の大 きさの順にK組
トル

図 4.5。 2 特異値分解による時変画像の符号化アルゴリズム

Φr ΨK'Sκ を求めるための計算量が増加し, ″ を小さくすれば特異値分解を行なう頻度が

増加する。本アルゴリズムは,Kを縦方向と横方向で独立にとり, ″′とともに適応型のパラメ

ータとすることによつてさらに改良が可能である。
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4.6結   言

本章では,種々な分野へのFFTの 応用を示 した。ここでは前章で示した各種の高速化の手法
が駆使されてお り, このことはFFTお よびそれに関連 した計算の高速化が,一般のディジタル

信号処理法として汎用性があることを立証していると言える。今後 も, FFTは単なる周波数分
析に限らず広い範囲の信号処理技術の核として利用 されるであろう。
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第 5章 結 =△日円

本章では,本研究によって得 られた成果および,今後に残 された問題について総括す る.

第 2章においては,等間隔標本化に関する標本化定理を拡張し,周波数領域での折返しを利用

したディジタル周波数分析法に保証を与えた。ただしこの方法では折返し周波数の整数倍の周波

数付近の分析が不可能であるという難点がある。次に,帯域通過型信号に対する一般標本イヒ定理

にょって導入された 2重標本列のDFTの 計算法を示し,ァ ナログにおけるビー トダウンの効果

がディジタルでは 2重標本イヒによって得 られることを示した.こ の方法により上記の難点は解消

したが,な お実際の分析では帯域iP波器の構成が物理的に困難であるということと,計算結果が

標本イヒ操作の時間的な誤差に過敏であることなどの難点が残っている。

第 3章においては,ま ず FFTア ルゴリズムの原理が 2重標本列のDFT計 算法から直接に導

かれることを示した.次に実数値列に対するFFTの 高速イヒの方法を再び 2重標本列のDFT計

算法を利用して開発した。現在,低域通過型信号の FFTハ ー ドウェアにはこれと同様なァルゴ

リズムが利用されているが,こ こで/1Nし た方法は帯域通過型信号にも適FIJ可能であるので,将来

需要が生じれば直ちに実用イヒ可能である。この章ではまた, 2次元DFTの 高能率イヒの方法を/TN

した。現在 2次元DFTの ためのハードウェアはまだ実用化されてぃないが ,近 い将来 これは

必ず市販されるようになると考える。 2次元 DFTの ハー ドウェアイヒには
「
FTの並列演算が要

求されるが, ここで示 した方法を用いると,必要 とする並列 FFTの 数を半減させることができ

るので実用イヒに際して重要な意味をもっている.

第 4章においては,FFTの いくつかの応用例を示した。主なものを列挙すると次のようにな

る。

1. FFTを用いた高次代数方程式の解法を示した。ただしこの方法の精度は解の位置とパラ

メータ′の設定値にょっては必ずしも良 くないので,他の近似解法にょり精度を上げる必要が生

じることもある。この方法は,非常に次数の高い代数方程式の解の第 1近似を求めるのに有効で

あると言える.

2. 2次元 FFTを 用いた時空間コンボリューションの計算法を/1Nし た。この方法により, 2

重コンボリュニションは直接計算するよりも2次元DFTに ょって周波数領域での積として計算

す る方が計算時間を短縮できることが明らかになった。

3.FFTを 使 った音のズーミングの方法を示した。この方法では,係数行列の正則性が崩れ

る周波数での分離はできないが,全マイクロホンー全音源間の距離が正確に測定できるなら,十
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分実用的な効果を得ることができる。

4.行列の特異値分解にFFTを利用し,時変画像を効率的に符号化するアルゴリズムを示した。こ

の方法は,経済性に応じて二つのパラメータを調節することにより性能を設定できるという利点

を有するが,なお特異値分解にはかなりの手数を要するので,今後は1回の特異値分解のための

手数を減少させる手法の開発が必要である。

以上,本研究ではディジタル周波数分析の高速演算を中心にまとめた。現在ディジタル周波数

分析はディジタル信号分析の中の大きな位置を占めているが,今後ディジタル信号分析は単なる

周波数分析とし`う観点を越えて,人間の視聴覚の情報処理機能を模倣するような技術に向かうよ

うに思う。その際,特に音に関して聴覚系との対応をつけようとするなら,明瞭度貢献度 (AI:

Articulatory lndex)を考慮しなければならないので,帯域別の効率的周波数分析法が要

求され,本研究で開発した計算法が活用されるようになると予想される。また, FFT,特 にそ

のハードウェアの利用は,現時点では周波数分析だけに限定されているようであるが,第 4章で

例示したように,これはもっと広汎な用途にも応用できるので,将来は単なる周波数分析以外の

システムにも組込まれるようになるであろう:その場合,第 3章で示した高速演算,2重演算お

よび記憶容量軽減を計った計算法が利用されるであろうことは論を待たない。
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付

A.式 (2.2.2)の 誘導

′″=夕 (形 7)

′(′ )=0  ″<0

プ (∫ )=ν 〔′(″ )〕

θ(″ )=ノ 〔′″〕

ゆ
lz=〆 L三∞%f″

録

z=ダr=′:0夕
(形rデ″  (Al)

=f′ (ノ )´~″ :。δ(′
`r)″

'

=イ 〔′(′ )′ :。 δ(ノーカF)〕             
‐

=ノ 〔′(″ )〕 し :。
ノ 〔δ(′ 形7)〕 収束呼囲内

でΣどプの
岬
序変更可能

=プ (5)し

=。

′~S″

l

=プ (S)*1_り sF

=芳
√::冤 T・デ争:喜戸

ハ    (付 録
"

=雀∞そR¨∈丁童響ギヰ戸うat λ_s+ノ享″)

=― Σ  lim
[ ]*(, *t#D ls (\)

″二∞属れノ等   1-メ S・ )r

(A2)

rl,-"''l<,;
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∞          プ (λ )
=T″
尋―αD 拒嚢埠ノ子弄″

=号t:_∞
プ(S十ノ争%)

B.式 (2。 2.4)の 誘導

無限級数
ヵ至_∞
φ (′ +考 r)が区間 0<ノ く7で有界変分な関数に一様収東するならば,φ

(′ )がフーリエ変換可能であるという条件の下で,Poissonの 求和式として知られている恒

等式

`≧
φニドの=ギ_ノシΦ(子″)   (Bl)

が成立するいただしΦ(ω )はφ(ノ )のフーリエ変換である。式(Bl)で′=0とすると

β
=二

∞φ(形r)=t運_lΦ (ギ賜)         (B2)
となるが, ここで

6(t):q (t) r-r'' (B3)

として式 (B2)に 代入す ると次式が得 られる。

運_∞夕(形 r)′
―ノ
下t:_∞プ(ω+争″)     (B4)

式 (B4)の左辺は夕ヵのDFT θ(ω )を表わしている。

C.θ (ι )が因果関数 でない場合

この場合は,ラ プラス変換, ′変換として両側変換を考えるならば,付録Aの式(Al)以下

の Σ は Σ で置換えなければならない。しかしこの場合,式 (A2)の第 2項に相当する       ・
″=0  `=― OO

T ′
―S″
は_般には lin束 しない.式 (2.2.4)は 夕 (′ )が因果関数 でな くて も成立 す      ・

″= OO
るにもかかわらず,式 (2.2.2)は 夕 (′ )が因果関数でなければ成立しないので,一断 盾

するようであるが:こ れは次のように説明できる。式 (2.2.4)は PoissOnの求和式を基

礎にしているが,Poissonの求和式を導く過程でフーリエ級数核
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形Ⅳ(′ )=号ち≧″′
ブ子れ (Cl)

がⅣ→∞でδ (′ )に収東す ることを使っているが, これと同じ形の上記の無限数は,sが実部を

持つと収束しない。つまり

冒 ―́∫″=lim i′―S″    Sinh(Ⅳ
十÷)s7'

″=―OC              =lim ~ハ「→ 0`=~Ⅳ ″→∞ sinh子       (C2)
となって発散する。以上のことは,片側変換を考えているなら問題にならないが,両側変換の場

合は収東範囲が狭 くなるので注意を要する。

D.複 素 関 数 の コ ンポ リュ ー シ ョ ン

ノ (s)=ノ 〔/(″ )〕 ,プ (s)=ノ 〔夕(′ )〕 (Dl)

とすると次の関係が導かれ る。

多 (s)*プ (s)

=ノ〔ノ
~1〔y(s)〕ノ~l 〔プ(s)〕 〕

=鳥 /1〔♂(∫ )〕 夕(ι )′ "″ノ

=ギ {奇∫
::榎
y(λ
)´しλ)夕 (′ )´~もノ

=券イン0){fバ′デ
‐D`″い

〒芳イ:シい)y← λ)グλ     (D2)
E.式 (2o3・ 37)か ら (2e3o38),(2・ 3・ 39)の 誘導

ε全ノ(′″う)Ω

と書くと,式 (2.3.37)よ り

(El)

-109-



1_ε 物
~竹
      l_ε %~り

ε
~%     

十 ε
″/     =o           (E2)

1=ε       l― ε

変形すると

ε
~%_ε ~″

ノ_卜 ε
″ノ__ε″″==0

(ε 物 +ε
%ノ

)(1_ε 物
~″
′)=0

ぼ写 +ε響 )∈浮 _ε写 )=。

従って

∞く%T%)Ω守 鍼くれら)Ω 7=0 (E→
これより式(2.3.38)ま たは (2。 3.39)の 成立が要請される。

F.式 (2o3o56)か ら式 (2・ 3・ 57)の 誘導

付録 F,G,Hを 通じて次の略号を用いる。

2=直ちキを,キ2,・ =2´  ¨
式 (2.3.56)よ り

従って

1

T ((α
+グ )(%~%)十 (ι十′)(物 ―り ))=1             (F3)

ここで式 (2.3.54),(2.3.23),(2.3.46)よ り

ク      ι      ι      ″

■Ttt 
Σ
電丁
+乳
丁
十二fT=1

γⅣ  A/
り
~%=%+り ~=戸 =可 ~(ξ ~r)

(F2)
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/V

″́~%′ =争 ~%ノ ~(%「総)=T(1~ξ +r)

式 (F4),(F5)を 式 (F3)に 代入す ると式 (2 57)が 得 られる.

2o3o59)の 誘導

(F5)

(Gl)

(G2)

(G3)

nrht
+ cET):o
(G4)

(G5)

G。 式 (2・ 3o58)か ら式 (

E全ノω(ノ ″)r=ノ絲
ノー″)

とおくと,式 (2.3.58)よ り

abcd>,- f + >"- f + Z- t + 2,- f :o
'N 'N 'N ",ry

″―ETXクデ+グ亀峯_品 (だ
こ こ で

″″ ″σ   の
~″
´

」― _E2

=2ノ Sin-1■ (′
_形 )(一幽
=2)A7        2

=2ノ sh土 (プ ,そ )ζ
`一

生
)

」、r             2     4

2π

Ⅳ(1-Eゞ
((l Et~%Xα ∫ %+リン )十 (1-′

η
)`多 」袴 +′ F)卜 °

寧

=2ノ {Sin_  (′―形)(総 -4/)Co,π (ノー4)
Ⅳ

2π
~COS~~~ (′ ~′ )(総―″′)Sinπ (ノ ーカ))

lV

=(_1)ノ
″×2ブ sin三竺L(ノ _ィ )(袴―πわ

iLr

・
・
ノ,形 は整 数 だか ら  COS π (ノ =形 )=(-1)ノ

ー
角 sin π (′ ―そ)=0
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」̀子_″ _み sin三 (′―形)(4η )     (G6)
Ⅳ

夕髪=E響
数1・r)=ノπ(ノーカ)(1■r)            (G7)

′ダ
乙
=E響
■
=ノ
π
(ノ
カ)r                (G8)

式 (G5),(G6),(G7),(G8)を 式 (G4)に 代入す ると

2ノ sin笠 (′ _形 )(竹―η)〔 (-1)′
~`(α ″́くノーカ)(1■r)十″ノπ(ノ T力

)(1・r))

Ⅳ

_(ι ―́ノπ(ノーカ)r+′ノπ(′ =力)r)〕 =0       (G9)

これがすべての力, ノの組合せについて成立するためには〔 〕内=0が必要である。ここで

´
±ノπ(ノー″)=(-1)ノー″

であるか ら,式 (G9)は 次のようにな る。

(_1)2(′ =力
)(_1)(′ ~力 )r(α 十グ)― (-1)(ノ

~″ )r(多
+′ )=0

従 って

(G10)

(α +″ )― (多 十´)=0 (G ll)

H.式 (2o3o60)か ら式 (2o3・ 61)の 誘導

C全′′ち
争(ノー外
「
α)                        (Hl)

とおくと,式 (2.3.60)は 次のようになる。

二
iCπ
tt Σ2千 る

″+Σ
ttC″
十 妥4争 C″ =°      (12)
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これを展開すると

浩
げ
の
い
ケ η  ttC4は

ギ |∵ ヵ if彰 キ 〕
二 。

従ってム
　
　
　
ヽ
て
　
　
　
）

α(c~η
 tt C脅 )十 多(C~物 ―Cラ

ノ)+ι (cη ―C竹 )十 ″ (C竹 ―Cり )=0 (H3)

ここで

Ⅳ      γⅣ
均 =″′+一 , %=―

~~η
2           2

を用いると

cl夕 =タイ守
(～千―の(竹+サ )

=声
ノ争(卜甲―α)″ノ声ノ

2ズノー生
「
め

=cンノ声
ブ2π(「α)

こ こで

ε全
ブ́2π (告α)

とおくと

c士の=cシノε■
1

となる。同様にして

c土
″́
=c平
″ノε ttγ

これ らを用い ると,式 (H3)は 次のようにな る.

(H4)

(H5)

(H6)

(α ε
~1-タ
ーι εr+グ εr)c―

″ノー (α ε
~r―
多ε
~r_´
+グ ε)cη =0
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I.式 (2.5。 13)か ら式 (2.5。 14)の 誘導

ιl(%)=そきK夕 (形 r)′
ブ経″̀r

=・囃
r″

じ′(′メ
鮮″t5(ノ 考7,〃ノ

=鳥 藻モノキ″しθ(″ )ノ
許″́~プ評″δ(′十形7)″″

これが任意の形, ノについて成立す るためには,式 (2

要である。

3.61)が 同時に成立することが必

(11)

(12)

か
　
　
　
ヽ
　
　
　
Ｖ

=Σ
″Cυ〃

=Σ
″Cυ〃

θ(″ )ぶしみ井́
ノ争げ一か′δ(′ 形7)″ノ

θ(π )詳鳥
Ⅳr′ノ争(チタ′″′

2ブ Sin争嚇―

“

力)Ⅳrノ子(f―争)Ⅳ r
ノギ嚇サ) 

´

Sin(〃―帯%)π  ′(″_#″ )π

干″しG(″ )#

=″しθ(%)
(%―#%)π

J.式 (3・ 3o3),(3・ 3・ 4)か ら式 (3・ 315)の 誘導

θ (″ )=二ら二:  タル ′
~ブ焉ギニ″̀

六 i″争[11:i∫ IIち ::プ

午
I″

1:f 
夕2`年 1´

~ブ
等 ″2`

″cン           (Jl)
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K。 時空間 インパルス応答のフー リエ Z変換式 (4o3・ 6)の 誘導

式 (4.3.3)の 両辺に
'~″

´
~プ′θ
をかけて Σ Σ とすると

″=1`=-0。

加=y(ろ θ)そ菫_∞グ(形ρど
θ       (Kl)

:    右辺三′菫_zの′ノθ″:1虐_グ (考+ノ pz―
″́―バ絆′)θ

l     =√
1遠
_ι
α
`ノ

ノθy(z,θ)           (K2)
時空間インパルス (時刻″=0で位置形=0に入力 1)が印加されたとき,す なわち

=0, 多=01  %=
r′)の =(0 
その他

″ (

のときの出力の初期状態を

グ(形 )③ =0, C, グそそ)① =(1 ′
=°                  ‐ .(K4)

0  、々0

とす ると,式 (Kl)の 第 2項は

ヵ≧∞グ(修 )① イ́
θ
=グ (0)① =1          (K5)

となり,従って式(Kl),(K2),(K5)よ り式 (4・ 3.6)が導かれる,

L:L=1の とき式 (4・ 3o8)は 次のよ うにな る。

巌 Ⅲ =寺
当 ′|11(イ

+%+%の し
郷
″  (LI)

(仁 l′
l+力
。+α l′ )″ ノ

上
の メ
Iの
項の係数 鮭 :は (a_|′

二|+α
。十 α:′ )″ の′

″
の項の係

数である。従 って 多>0の とき

気≡(クパがすt〔lXてЪボイ
″ら一

(K3)
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ぽ
“
？
［
？
［

十
　
　
　
　
　
一一　
　
　
　
〓

×″7レ_夕「́
″7Ⅲ…。すち十与ンゴ

十喰つ́議すノ       :

(形
〔′
)´―(+′α

`~`~21´

(

(  
″

   )(そ

T2ノ

)ク(十

ノ
:́一`-2ノ

〃+2ノ      ノ
(L2)

`

′<0の ときも同様にして

準営q形

`2ノ

Xジ
;マ
万″ボツイ

式 (L2),(L3)を まとめると式,(4。 3。 9)の右辺のようになる。

M。 たとえば,共役極の対をもつ系の伝達関数を

'€ t \-

(s― s。)(s―■)

ただし s。 =λ

`十

ノ%

とする。このとき

ls < i'>l ==戸
可 下 可

丁

可 丁

y百
丁 薦

丁
瓦 〒

|プ (プ
ω)| -2ω (ω

2_(ω
:_σ:)}

(L3)

(Ml)

(M2)

(M3)

(M4)

0u

'N-( 9 ( jr)

ω量

√あ4-2(ω:一 σ:)ω
2+(ω

:十 σ:)2

の極大を与えるωは

|%|≫ lσ。
|

罵―σ:■士ω。
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(″ +′ )″ B(z+′ )=β。(′ +′ )″ 十βl(′ +力 )″

~|十 ……・+t

=β o z″ 十(亀メ|夕 十βl)ノ
~'+(β
。′2′年β:″ :ぐ l′ +β 2)Z″

~2

+… +(β。ノ+亀だ+…∵十ι)■些。′≧Oβ/Jた′′
卜′ノ・ (N2)

式 (4・ 4ol)に よって

れ )=ギ Bしり
Z

弓皇。建。β″″ε″″″     (N3)
従って,B′ (2)の逆z変換を(β′)とおくと

B′し)ゼ
0イ
″         (N4)

より

β′=二″≧。β′ ォ_′ε j_′′
:~′

β′=0,

N.式 (4・ 4o2)の 誘導

B(z)=β。十βl√
l十 ……・十β″√

″, c=0(形 >″ )

z″ B(z)で zの代 りに z十 ′を代入す ると

ブ=0, 1,・・・, ″

ブ=″ +1,π +2,…

j三 Oβ′Z~′ =, α zj
′=0  '

これを変形す ると次式が得られ る。

(Nl)

(N5)

〇.互いに逆特性 の関係にある系の インパル ス応答の関係

一方の系のインパルス応答の標本値列を (αブ:′ CI)(′ =(0,1,2,… )),その逆特性

をもつ系のインパルス応答の標本値列を{β ,:′ Cf)と するとそれらのz変換は互いに逆数に

なっているはずであるから次式がL・A立する。
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(01)



ノ菫0('重。 
α
′ 
ゝ
j_′  ) z~ノ ==1

成立しなければならない.

α
oβ。=1

進0%β戸=0パ La→

従って(β ,)から(α′)を求めるには次のようにすればよい.

これがzのいかんにかかわらず成立するためには,両辺の係数を比較することによって次式が

(02)

(03)

(04)

(05)

(Pl)

(P2)

(P3)

1        -1

α°=瓦 '%=可

1

A2=
″×Ⅳ

β′α′マ

0 ″<Ⅳ のとき

″>Ⅳ のとき

′
Σ

〓

P.特異値分 解

与えられた″×Ⅳ行列θの自己相関行列θ〆 ,Gセ を固有値分解する。

河 =Φへご,麻 =Ψヴ

ここでAIを次のように変形しておく。

島=f fr=庁Ψ『ΨP
〃×″ ″XⅣ Ⅳ×■f

ただ し

０

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

０

０

　

　

・

　

０

　

　

。

θ

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

０

上
２ヽ
人Ｒ
　
　
　
　
　
　
．
，
錢

上
く

。

０

　

上
イ

0

R : rant< (GJ
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式 (P2)を 式 (Pl)の 第 1式に代入すると次式が得 られる

θ θr=Φ A2 Ψr Ψ A2Ъ『

=Φ f ΨT(Φ A2 Ψ)T               (P4)
,*

' Uts-f (.

,l
' G:od q? (P5)

(Ql)

(Q2)
ヽ

　

〓

０

　

１

ｒ

Ｊ

ｌ

ｔ

２
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　

ら
　
　

　
　

〓

θ

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

φ

Ｑ
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
∵
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