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論文内容の要旨

あるパナツハ空間支の中の発展方程式(1. 1) dx (t) / dt =A  (t) x(t) 十 B (t) x (t) + f (t) , a三三t三bで

A (t) , B(t) がある性質を有するものを考える o x (t) は未知， f(t) は既知函数で値は共にうf に属し， A(t) , 

B(t) は芙の中で定義され，う5 の中の値るとる閉作用素とする。一般にAを生成素とする半群を exp (tA) で

表わす。 A(t) ， B(t) は次の仮定を満足するものとする。

仮定1 0 ， A(t) は各tに対し線形作用素-の一様有界な半酵の生成素である。

(1.2) [[ exp(tA(s)) [1 豆M

ここにMは t ， s に無関係なある常数で一般にMと1である。

20 , 1) A(t) の定義域。は t に無関係である。

2) 有界作用素 B(t ， sì=(A(t) -l)(A(s) _1) -1 は一様有界である:

(1.3) [1 B(t , s) [1 亘L

3) B(t ， s) はtに関し Lipschitz の条件を満足する:

(1.4) [[ B(t' ,s) -B(t ,s) [1 <Nlt'-tl 

30 B(t ， s) はtに関し強連続微分可能， (♂/ôt)B(t ， s) は t に関し強連続である

40 t , sに無関係な'指数C ， toが存在し，各a~s三b ， 0くt三二toに対し

(1.5) I[ (d/dt)exp(tA(s)) [[ = 11 A(s)exp(tA(s)) [[三C/t

50 B(t) の定義域は t に関係しでもよいが常にdを含む

60 有界作用素B(t)A(s) 一 1 は各S に対し， t に関し強連続である

70 常数C1 ， C2 , 0くp<l， o<À二五1が脊在し

[1 B(t)exp('l"A(s)) 11 :S::Cp.-<1 ρ} 
(1.6) 

[[ (B(t') -B(t))exp('l"A(s)) 11 <壬C2 I t'-tlﾀt-<1ーが
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が各α亘t ，t' ， s三b ， '1'>0に対して成立する。

以上の仮定の下に (1. 1)の斉次方程式の基本解U(t ， s) : 

au (t , s) /ôtニ A(t)U(t ， s)+B(t)U(t ， s) ， U(s ,s)= 1 

の存在，一意性を示しその性質を調べるのが本論文の主な目的である。 M= l， B(t)=o の時は10 ___3 0 の

みの仮定から基本解の存在が加藤敏夫博士により証明された。これは一般であるが ，M>1或はB(t)手o の

時には適用出来ない。そ乙で我々は別の万法で U(t ， s) を作ることにする。この方法は4 0 を本質的に利用

するが，この仮定がj越されている時はこの方が便利でこの仮定に相応する種々の性質を導くのを容易にす

る。

U(t ， s) を作るには E.E. Levy の逐次近似法を用いる。即ち

(1.7) U(t ， s) ニ叫((刊A(s)) 十 J!叫((吋A ('r))R("s)dτ 
とおいて形式的な計算を行えば， R(t ， s) は

(1.8) R(t ,s) -J~(A(t) 斗 B(t) -A什))叫((刊A(τ))R(" 付ニ (A(t) 十 B(t) -A(山却((同A(s))
なる積分程式の解として定めればよいであろうことが予想される。仮定から

11 (A(t) -A(s))exp((t-s)A(s) 11 三 11 (A(t) -A(s))A(s)-ll¥ 1¥ A(s)exp((t-s)A(s)) 11 亘N(t-s) C(tｭ

s) -1 二 NC

となるから，積分作用素の核は積分可能で、ある。これを用いて(1.8) を逐次近似法で解くことが出来る。こ

の解R(t ， s) についてSくて・くtの時

f t-, I (tーで)ρ (t-7")). (t-，)α ¥ 
(1.9) 11 R(t ,s) -R(τ ， s) 11 <KCX¥ 一一十 一十一一十一一一一一t l)\ ( 一\(t-S) (, -S)1-p 1 (，-S)1ρ(τ-s) 1-2p 1 (，-S)1-2ρ-1+川

oくαくp

が成立すること及び(â/ 8t + 8/ 8s) e~:p( (t-s) A(s))が一様有界であることを利用して

何町(併t ， s吋)/δ仇tニA(臼S収)片ex却削P以(α(吋A(ωω)) 十 !!A(付乍的)片低凶似X討t(α(吋A(仕似)リ)(R(付乍刊，sめ) 一 R(仇t ， s刈S吋))dτ十 jれ:じい(のθヴô/ôδ仇t十吋δ/ô討何τ的)回
((仇t--ττ)A(乍)υ)R(τ ， s幻)d乍十 exp((ωt--s幻)A(何s)リ)R(οt ， s幻) 

となることがわかる。 A(t)U (t , s) も同様に表現出来U(t ， s) が(1. 1') の基本解であることがわかるのみなら

ず

11δU(t ， s)/δt 1\, 1¥ A(t)U(t ,s) 11 <K/t-s , 11 B(t)U(t ,s) 1¥ <K(t-s)ρ1 

なる評価を満足することも証明出来る。叉(1. 1) の解の一意性も U(t ， s)が各xd) に対して

-ôU(t ， s)x/δs= U(t ,s) (A(s) 十 B(s))x 

を満足することがわかるから， (1. 1') の斉次方程式の任意の解x(t) に対し

0= J~ 会(U (t , (J )x((J)) dσ ニzω-U (t , s)x(s) 

となることから直ちにわかる。叉(1.7) の右辺第 2 項を W(t ， s) とかくと1\ δW(t ， s)/δt 1¥ <K(t-s) p-lであ

るととに注意し， Hõlder 連続な右辺f(t) を有する x(s) =xなる初期条件を満足する (1.1) の解x(t) は

x(仇トt

でで、与えられることがわかる口

又，大ぎつばにいってA(t)がtに関し 2 団連続微分可能， B(t) , f(t) がtに関し 1lillHõlder 連続微分可能

であれば対応する解は t に関し 2 回連続微分可能となる。特に U (t , s) はtに関し 2 回連続微分可能で1\ δ2

U(t ， s)/òt2 1\三K(t-s) -2 を満足する。更に各 t に対し f (t)ω且ある r に対し A(r) f (t) が t について連
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続ならばA(t)x(t) e tJ， 且A(t) 2X (t) はtについて連続である。特にU(t ， s) には A(t) を 2 回作用させること

が出来て

11 A(t)2U(t ,s) 11 云K(t-s) -2 を満足する。以上の理論が適用出来る例としては，なめらかな境界を有す

る柱状領域での放物型偏微分方程式の解で境界条件として DiriLhlet data が o となるものを扱う問題が

ある D 係数に関する適当な仮定のもとで， Nirenberg Browder 等の結果を用いて比較的容易に， 上の

理論が使えることを確かめることが出来る。

論文の審査結果の要旨

主論文は二篇から成っている。 両者は本質的に同じ問題を取扱っているが便宜上ここで之等を (A) ，

(B) と fßjZぷ。

まず，本論文の対象を説明する，独立変数が時間と空間との両種類のものから成る函数は，各時間の値

t に対して空間変数だけの函数が対応するものと考えることができる。抽象的に云えば，空間変数の函数

をパナッハ空間の点と考え，その値がバナッハ空間の点 z である時間 t の函数x(t) を倣う乙とになる。こ

れが t と共に変化する法則が微分万程式

ω か(t) ニA(t)x(t) 吋(t)

に依って与えられる時， (1) をパナッハ空間における発展プj程式と云う。ここに f (t) は既知函数である口

特にA (t) が t に無関係で f (t) ==0 となるとき， Aが適当な条{午をみたす閉作用素ならば， Aを生成作用素

(infinitesimal generator) とするーパラメータ一半群 (semi-group) {Tt} (0くt)が存在する。それは初期

条件以0) =xを充すような方程式

(2) dx(t)/dt=Ax(t) 

の解がx(t) =Ttx, Tt ニ exp(tA)で与えられるようなものである q このことはHille-Y osida の理論として

著名なものである。

つぎに東京大学教授加藤敏夫氏は A(t)が t を含み t の値を固定すれば半群の生成作用素となる場合にき

らにA(t)及びf(t)が適当な条件を充すならば， (1) の解が初期条件 x(s) =x の下で

(3) x(十U(t ， s)x十 f~U(t ， r)f(r)xdr
の形で与えられることを論じた。

加藤氏の考え方は時間区聞を細分してその極限をとる万法でこれは自然で，その条件も可なり一般的で

あるが証明における計算は相当に複雑で見透しはあまりよくない。 田辺君は加藤氏がA (t) に課した条件

にさらに適当なやや強い条件(楕円形の微分作用素のとき成立する)を加える事により加藤氏の方法より

見透の良い方法として，時間変数についての積分万程式(作用素U(t ， s) を未知数とする)を用いた。これに

よってまず解の一意性の条件が或る面において一般化され， また他方作用素 A (t) に或る種の摂動作用素

(微分の階数が低いが t についての正則性が少いもの)が加わる場合や， f (t)がA (t) の定義域。に属さな

い場合をも取扱うことが出来た。

以上の内容を具体的に述べると次のようになる。今A(t) を次の 4 条件をみたす作用素であるとしよう。
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10 , A(t) は各tにつき半群の生成作用素で expCtA(s)tJはα三三s三b ， t>Oで一様有界; 11 expCtA(s)J 11 LM  

である。

20 , l)A(s) の定義域。は s に無関係で、ある。 2) (A(t)-l) (A(s)-l)一 l=B(t ， s) は ， aζsLb ， aζtLbで一

様有界である。 3)B(t， s) はとのtにつき Lipschitz 条件をみたす。

11 B(t , s) -B(t' , s) 11 LNlt' -tl. 

30 B(t ， s) はtに対して強連続微分可能である。

40 , a~こsLb ， 0くtζt。で 11 A(s)expCtA(s)J 11 Lc/t となるような正の定数 to ， Cが存在する。

δ 
田辺Æ!は以上の条件の下に (1) の基本解，即ちU(s ， s) =1. ðミ-U(t ， s)x 二A(t)U(t ， s) x (xe lJ) となる作用

素 U(t ， s) で t=sで、x(s) =x となる (1) の解が (3) で与えられるものが存在する事を示した。以上の 4 条件の

中で1 0 は加藤氏がM=l としたのに対してここではMと1に拡張きれている点が注目に値する。以上が論文

(A) の内容の梗概であるつ

論文(B) に於いてはA(t) にさらに摂動作用素B(t)が加わった場合，即ち

げ)会(t) =間十B山ω吋(t)
について論じた。ただしここにB(t) は次の 3 条件を充すものと仮定する。

50 , B(t) は定義域が0を含む閉作用素である。

6 0 , B(t)CA(s) -lJ-1 は有界作用素で， tにつき強連続であるつ

73 ， (l|B(O叫CrA(s) コ 11 LC1r- ρ 
~ 11 {B(t') -B(t)}expCrA(s)J 11 LC2lt' ー tlÀ r -ρ

となるような 4 定数oLpく1， o<À~l， C1 , C2が存在する。

この 3 条件の下に (1')式の基本解の存在を証明したのが論文 (B) であるが上記 3 条件は可成り一般的の

もので例えば A(t) が楕円型の微分作用素であり， B (t)がA(t) より低い階数の微分作用素で，その係数が

Hõlder連続ならば充きれる。

なお以上の結果を証明するに当り，それを厳密に進める為に，田辺君は多くの補題に於いていろいろな

評価式(不等式)を証明している。それらの中にも重要な結果が多い。

要するに主論文はパナッハ空間に於ける発展方程式論の研究に重要な寄与をなしたもので，参考論文と

共に田辺君の研究能力の優秀なことをよく示している。よってこの論文は理学博士の学位論文として充分

の価値あるものと認める。
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