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「や さ しい」 ゼ ー タ関数 につ いて

伊 吹 山 知 義 ,
齋 藤  裕

 こ の論 説 の 目 的 は種 々 の ゼ ー タ関 数 の 中 に は,易 し い表 示 を持 つ もの が 通 常 信 じ られ て い る よ り

もず っ と多 い こ と を解 説 す る こ とに あ る。 す な わ ち 概 均 質 ベ ク トル 空 間 の ゼ ー タ 関 数 や 保 型 形 式 の

ゼ ー タ関 数 の 中 に は,定 義 の み で は そ の 易 し さ が わ か らな い が,算 術 的知 識 を総 動 員 し て計 算 す る

と既 知 の 関 数 に な る も のが 思 い が けず 多 い と言 う こ とを説 明 した い。 前 半 で は数 学 的 な正 確 さ よ り

も流 れ に重 点 を置 い て 書 く.

12種 類 の ゼ ー タ関 数

 ち ょ っ と冗 談 め くが,ゼ ー タ 関 数 に は2種 類 あ る と思 う よ う に な っ た.1つ は 「や さ しい ゼ ー タ

関 数 」 も う1つ は 「む つ か し い ゼ ー タ関 数 」 で あ る.と くに これ ら の定 義 を正 確 に与 え よ う とい う

わ け で は な い が,そ の 気 持 ち は徐 々 に説 明 して い きた い.

 数 列{an}と 複 素 数sに 対 し,Σ 胃一1α。η}8な る級 数 をDirichlet級 数 とい う。{an}の と りか た に

よ っ て は この級 数 は か な り良 い性 質 を もつ.た とえ ば ζ(S)= n一､n-Sと お く と次 が な りた っ.

 (1) ζ(S)はRe(S)>1で 絶 対 収 束 しsさ ら に全S平 面 に有 理 型 に解 析 接 続 され る。

 (2) ζ(S)は 関 数 等 式 を持 つ.す な わ ち ξ(S)=π}8/2F(S/2)ζ(S)と お く とξ(1-S)=ξ(s)を み

   た す 。

 (3) ζ(S)はEuler積 を もつ.す な わ ち ζ(S)=llp(1-p-8)一1(ヵ は素 数 を わ た る。)

こ の ζ(S)をRiemannの ゼ ー タ 関 数 とい う.ζ(S)を モ デ ル と して,上 の(1),(2),(3)な い し は

そ の 一 部 を み た す よ う なDirichlet級 数 が 数 多 く考 え られ て き た 。 そ れ ら は適 当 な 形 容 詞 つ き で,

ゼ ー タ 関 数 な い し はL関 数 の名 称 で 呼 ば れ る.こ こで{an}は 当然 何 らか の算 術 的 に意 味 の あ る良

い 定 義 が な され て い るわ け で あ る が,こ れ は別 にan自 身 が 非 常 に具 体 的 な 公 式 に よ っ て 記 述 で き

る とい う こ とを意 味 す る わ けで は な い.と りあ えずanの や さ し い具 体 的 な 公 式 が あ る と き に,漠

然 と 「や さ しい ゼ ー タ 関 数 」 と呼 ぶ こ とに し よ う。 この観 点 か ら言 え ば,Riemannの ゼ ー タ 関 数 は

や さ しい ゼー タの典 型 で あ る.一 方,Ramanujanの デ ル タ 関 数 〓=q n=1(1一 の24= n一､τ(n)〆

に対 応 す るL関 数L(S,〓)=Σ 胃一､τ(n)n-8は む つ か しい ゼ ー タ の 典 型 とい って も良 い で あ ろ う。

 さ て,そ の他 の や さ しい ゼ ー タ 関 数 は ど の よ う な も の が あ る で あ ろ うか 。 た と え ば,一 般 に 環

Aに 対 しsyrnm(A)をA係 数 の 吻 次 対 称 行 列 の な す ベ ク トル 空 間 とす る.と くに .Lm=Syn2m(Z)

と書 こ う.S∈Lmと し,さ ら に 簡 単 の た めs>0す な わ ちSを 正 定 値 とす る。 T∈.Lnに 対 し

A(s,T)=#{X∈Mm n(Z)tXSX=T}と し よ う.た とえ ば ζ(s, S)= Z=1A(s,1)1-sと お くと

ζ(s,S)は さ し い で あ ろ う か.す な わ ちA(S,1)の 簡 単 な公 式 が あ る で あ ろ うか?例 と し てEp-

steinの ゼ ー タ 関 数 ζη(s)= x∈炉 一{o}N(x)一8を 考 え よ う.こ こ でN(x)=txxと した.こ れ は全
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2 論 説

平 面 に解 析 接 続 ざれ 関 数 等 式 を もつ。 具体 的 な例 をい くつ か 岩 波 の数 学 辞 典 よ り引 用 す る.簡 単 の

た めL(s)= n=1(一1)n=1(2n-1)一Sと お く と,た とえ ば

ζ召(s)=一4ζ(s)五(s-2)一1-16ζ(s-2)五(s),

ζB(s)=16(1-21-s十24-28)ζ(s)ζ(s-3),

ζ12(s)=8(1-2s-ZS)ζ(s)ζ(s-5)十162L(s,φ).

こ こでL(s,φ)は 重 さ6の カ ス プ形 式 か ら くるL関 数 で,む し ろむ つ か しい ゼ ー タ で あ る.首2(s)

が 鰍s)や 鰍s)に 比 べ て 複 雑 な理 由 を説 明 す るた め にSiege1公 式 の簡 単 な場 合 につ い て復 習 す る。

今S､,S2∈1,mは 適 当 な9∈GLn(Z)に つ い ‘z tgSlg=S2と な る と き同 じ類 に属 す る とい う。 上 記

の解 の個 数A(S,T)な どは 類 に しか よ らな い.一 方 で,任 意 の 素 数 力に 対 し あ るgp∈G疏(Zp)

(Zpは ρ進 整 数 環)が あ っ てtgps､gp=一S2で あ り,か つS､とS2が 実 数 体 上 も基 底 の 取 り替 え で 同

値 な と き,こ の2つ は,同 じgenusに 属 す る とい う.1つ のgenus(つ ま りLnの 局 所 的 に は 同値 な

元 の な す 部 分 集 合)内 の 類 の個 数 を このgenusの 類 数 とい う。 類 数 は一 般 に は1よ り大 き い.類 数

が1よ り大 き けれ ば上 記 の 解 の個 数 の よ うな 大 域 的 な量 が,局 所 的 な解 の個 数 の 評 価 な どか ら求 め

られ る は ず は な い。 実 は12次 単 位 行 列112は 類 数 が1で は な く,こ れ が 蚤2(s)が 複 雑 な 理 由 で あ

る.一 方 で1つ のgenusの 中 で 類 に わ た る平 均 値 を とれ ば これ は局 所 的 な量 で か け る か も しれ な

い.こ れ を 正 確 に述 べ た の がSiege1公 式 の最 初 の 定 式 化 で あ る.!⊂ .Lmをgenusと し,簡 単 の

た め正 定 値 な行 列 か らな る とす る.ま た,S1,。.。,Shを!内 の類:の代 表 とす る. T∈Lnを1つ 固

定 す る.ま たE(S)=A(S,S)と お き, M(!)= hi=､E(Sガ)一1と 書 く. M(!)の こ と を!の

maSSと い う。

 定 理(Siegel)上 記 の 記 号 の も とで,次 が な りた つ.

こ こでCm,nは 辮, nの み に よ る定 数 で詳 し くは省 略 す る。 CYp(!,T)は 局 所 密 度 と呼 ば れ る量 で,

S∈S〃 〃z紙易)に 対 しApy(S, T)=#{X∈Mmn(Z〃Z);tXSX≡Tmod pv}と お き,挽 〉 η な ら

ε=1,Yl2=nな ら ε=1/2と 書 くと き,

と し て 定 義 ざれ る。 こ こで 右 辺 の リ ミ ッ トの 中身 は十 分 大 きい レに対 し一 定 で あ り矛 盾 無 く定 義

ざれ る。 また,S∈!の と りか た に もよ らな い の で,こ れ を上 で はQ’p(!,T)と 書 い た 。

 ざて,Siegelの 公 式 に は も う一 つ 先 が あ る.説 明 を簡 単 に す る た め にn=1の 場 合 を 考 え る.複

素 上 半 平 面 をH={z∈C;Im(の>0}と 書 く. S∈Lnに 付 随 す るH上 の テ ー タ 関 数

は適当な離散群についてH上 の保型形式になる.

定理(Siege1)記 号 を前の通 りとすると

はH上 のEisenstein級 数 とよばれる保型形式になる.

 すなわちテータ関数の類にわたる 「平均値」が比較的標準的な保型形式 になるのである。 これは
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個 々 の1に つ い て のA(Si,1)の 類 に わ た る 「平 均 値 」が 局 所 密度 で 書 け る ばか りで な く,ゼ ー タ 関

数 ζ(s,Si)の 全 体 の 平 均 値 も標 準 的 な もの に な る こ と を意 味 して い て重 要 で あ る。(行 列Tの 次数

nが1よ り大 き い 場 合 はSiege1上 半 空 間 上 で テ ー タ関 数 とEisenstein級 数 を考 え る こ と に な る が

説 明 は省 略 す る。)局所 密 度 は,か な り よ くわ か る。 実 際 に は局 所 密 度 の完 全 に一 般 の公 式 は知 られ

て い な い の で あ る が,そ れ で もgenus内 のi類にわ た る上 記 の よ う なゼ ー タ 関 数 の 「平 均 値 」 を 「や

さ しい ゼ ー タ 」 と呼 ぶ の に そ れ ほ ど無 理 は な い で あ ろ う.ま た,Eisenstein級 数 は や さ しい ゼ ー タ

の 「も と」 とで も呼 ぶ の は許 さ れ るで あ ろ う。(こ の 点 に つ い て は また後 で 触 れ る こ とに な る。)

 と こ ろで,単 位 行 列16と18のgenusは 共 に類 数 は1で あ る。 この点 か らす る と 鰍s)と 鰍s)の

両 者 に違 い は な い!まず で あ る が,前 者 はEuler積 を もた ず,後 者 は も つ.し か し, Siege1公 式 か

ら見 れ ば,後 者 の 方 が よ り自然 だ と思 う根 拠 は な い 。 鰍s)は まっ た く標 準 的 な ゼ ー タ 関 数 と言 う

ほか は な い 。 これ か ら思 う に次 を主 張 し て お きた い 。

 観 察1 よ い ゼ.___タ関 数 がEuler積 を もつ とい うの は幻 想 で あ る.

 と こ ろで,Euler積 は もた な い が,関 数 等 式 は もつ よ うな典 型 的 な ゼ ー タ 関 数 と し て概 均 質 ベ ク

トル 空 間 の ゼ ー タ 関 数 が あ げ られ る.こ れ を次 の 節 で 述 べ る.

2概 均 質 ベ ク トル 空 間 の ゼ ー タ 関 数

 まず 例 を通 じて,そ もそ もの研 究 の動 機 を述 べ よ う.自 然 nと 環Aに っ い て,V(A)=Syrn n(A)

とす る とGL n(C)は ∬→ 加g(x∈V(c),g∈GL n(C))でV(C)に 作 用 す る.実 は(CrLn, V)は

Q上 定 義 さ れ た 概 均 質 ベ ク トル 空 間 の例 で あ る.V内 の格 子L*nを

L*n={x=(x2,)∈V;銑 ガ∈Z,2xZ,∈Z(lci,ブ ≦:n)}

とお く.L*nの 元 は い わ ゆ る半 整 数 対 称 行 列 で あ る. L*nの 元xで 灘>0(正 定 値)に な 弓 も の に つ い

てL={γ ∈Sl,n(Z);tYxy=紛 とお き,μ(の=#(:rx)一1と 書 く。 L*nの ゼ ー タ 関 数 を

と定 義 し よ う.た だ しL*n/～ はL*n内 のSLn(Z)の 作 用 に対 す る軌 道 の代 表 を あ らわ す.(対 称 行

列 自 身 が い ろい ろ動 く点 が 前 節 で 考 えた ゼ ー タ 関 数 ζ(s,S)と は非 常 に異 な る 点 で あ る。)こ の ゼ ー

タ 関数 の 収 束 につ い て は,す で にSiege1の 仕 事 が あ っ た が,そ の 後, T.Shintaniに よ り深 く研 究

さ れ,解 析 接 続 や 関 数 等 式 が 示 さ れ て い た(cf.[17]).・ ζ の ゼ ー タ 関 数 が非 常 に注 目 に値 す る ひ と

つ の 理 由 は この ゼ ー タ の 特 殊 値,す な わ ちsが0以 下 の 整 数 値 を と る と き の値 がSiege1保 型 形 式

の 次 元 公 式 の一 部 と し て現 れ る点 で あ る。 これ は η=2はY.Morita[12], n一 般 はShintani[17]

に よ る.こ の 特 殊 値 は η=2な ら実 際 に計 算 で き て い た.こ の場 合 はdet(x)を3元2次 形 式 と見

なせ るの で,Siege1の2次 形 式 に つ い て の ゼ ー タ の 結 果 か らわ か る と い う特 殊 事 情 が あ っ た の で

あ る.一 般 のnに つ い て もな に し ろ 次元 公 式(つ ま り整 数 を表 す 公 式)に 現 れ る位 だ か ら特 殊 値 は

有 理 数 に は な る だ ろ う と誰 し も考 え て い た が,n:≧3で は何 もわ か って い な か っ た 。 た った ひ とつ

の 例 外 はHashimotoとTsushimaに よ る ζ(0, L*3)=1/3456と い う 結 果 で あ っ た が,こ の 証 明 は

恐 ろ し く複 雑 で あ った.す な わ ち,保 型 形 式 の 次 元 公 式 をSelbergの 跡 公 式 とLefschetzの 不 動 点

定 理 で2通 りに計 算 し,わ か らず に残 った 項 を比 較 す る と値 が 求 ま る と い う もの で あ っ た。 一 方 で

ζ(s,L*n)自 身 はn=2の 時 の 表 示 の複 雑 さ もあ っ て,漠 然 とむ つ か しい 対 象 と思 わ れ て い た.か く
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して,ζ(s,L*n)自 身 は複 雑 怪 奇 か も しれ な い が 特 殊 値 だ け な にか 偶 然 的 な事 情 で 綺 麗 な の だ ろ う と

い う こ とでcontour integra1に よ る計 算 法 な どが 試 み られ た が ,実 際 に実 行 で き る よ うな 計 算 量 で

は無 か つ た よ う に思 う.し か し本 当 は

 観 察2 ζ(s,L*n)が 複 雑 だ と思 うの は幻 想 で あ る。 実 は これ は既 知 の ゼ ー タ で 書 け る 「や さ しい

ゼ ー タ 」 で あ る.

 実 は こ の観 察 を ど こ まで も敷衍 して 述 べ る の が この 論 説 の 主 た る 目的 で あ る 。

 観 察2を 正 確 に定 理 と して 述 べ る前 に,概 均 質 ベ ク トル 空 間 に つ い て簡 単 に(適 当 な条 件 付 き で)

復 習 して お く.そ の 方 が 全 体 的 な構 図 が 見 や す い よ う に思 わ れ るか らで あ る。 一 般 にVをQ上 の

有 限 次 ベ ク トル 空 間,GをVに 作 用 す るQ上 の 連 結 簡 約 代 数 群 とす る.一 般 に代 数 多 様 体Wと

環 ・4に つ い てWのAvalued points(座 標 がAの 点)をW(A)と か く. V(C)の 代 数 的 部 分 集

合Sが あ つ て,G(C)がV(C)一S(C)に 推 移 的 に作 用 す る と き,(0, V)を 概 均 質 ベ ク トル 空 間

と言 う.簡 単 の た め,以 下S(C)は 既 約 超 平 面S(C)={x∈V(C);P(x)=0}と す る.こ こでP(x)

は・Gの 相 対 不 変 式 す な わ ち 〆(gx)=x(9)〆(x)(x(9’)∈C,9∈G(C))と な る多 項 式 の生 成 元 に と

れ る.次 にr⊂G(R)をcovolume finiteな 離 散群, LをV(Q)の〓 不 変 な格 子 とす る。 各x∈L

を重 み つ き で加 えた い の だ が こ の た め にGの 不 変 測 度dgとVのG不 変 測 度 ω を固 定 す る.x∈

Lに 対 しGx={9∈G(R);gx=x},rx=r∩Gxと お く.伍 の 不 変 測 度 は,概 均 質 な る性 質 か ら,

dgと ω の 「比 」と し て定 義 で き る.こ の よ う な定 義 の 仕 方 はxを 一 斉 に と る と きに不 変 測 度 の定 数

倍 の 曖 昧 さ を避 け る効 果 が あ る.さ て,も し任 意 のx∈Lに つ い て,上 記 の 測 度 に つ い て の 体 積

μ(x>=vo1(Gx/rx)が 有 限 で あ れ ば,ゼ ー タ 関 数 が 次 の よ う に定 義 で き る.今V(R)一S(R)を

G(R)一 〇rbitに わ け て, V(R)一s(R)=IIZVi(disjoint)と す る.各Viに つ い て,

と定 義 す る.す な わ ち 見 か け 上G(R)一 〇rbitの 個 数 分 ゼ ー タ 関 数 が あ る わ け で あ る.(実 際 に はi

が 異 な つ て もゼ ー タ が 一 致 す る こ と もあ る.)ゼ ー タ 関 数 の 関 数 等 式 は,実 は これ らの なす ベ ク トル

(§(s,L))と(§(s,L*))の 間 の 関 係 と して 与 え られ,ひ とつ ひ とつ 単 独 で 関 数 等 式 を持 つ わ けで

は な い.ただ しL*はLの 双 対 格 子 で あ る.

 さて,前 に述 べ たV=Symnか つG=CiZ,nの 場 合 は,0<i≦:nに 対 しVzを 符 号 が(i, n-i)の

実 対 称 行 列 の 集 合 とす る と,こ れ が 実 の 軌 道 の分 解 を与 え,見 か け上 ゼ ー タ 関 数 はn+1個 あ る

(も ち ろ ん ζ(s,L*n)=ζ 。(s,L*n)で あ る.)定 義 か ら直 ち に §(s,L)=ζ 胴(s,L)が わ か る.以 下,

Ln=Symn(Z)と して, L=1,nま た はL*nか つr=SLn(Z)の 場 合 の み 考 え る。 なぜ か 従 来 気 が つ

か れ て い な か つ た よ うな の だ が,実 は §(s,L)は δ=(一1)n-iと ε=(一1)(n-i)(n-i+1)/2の み に よ る

こ と が,2次 形 式 に つ い て の 算 術 的 な 理 論 よ り示 さ れ る.よ つ てL=Lnま た は.L*nに つ い て

§(s,L)=ζ(s,L,δ,ε)と 書 くこ とに し よ う.以 下n:≧3と 仮 定 す る.(n=2は 結 果 が す で に知 られ

て い る し,ま た い ろ い ろ特 殊 だ か らで あ る。 これ に つ い て は また後 で 触 れ る.)ゼ ー タ 関 数 の 具 体 的

な公 式 はnが 奇 数 か 偶 数 か で 非 常TL異 な つ て い る.定 理 を簡 単 な形 で 述 べ る た め に記 号 を準 備 す

る。0以 上 の 整 数iに 対 してBernoulli Biをto t/(et-1)= i=。BZti/Z!で 定 義 す る.ま た

4



「や さ しい」 ゼ ータ関 数 につ いて 5

とお く.さ ら にnが 奇 数 の 時

と お こ う.

定 理(cf.[7])

ζ(s・L*n・5・ ε)=ろ2(n-in )8(Qn(s)+ε δ(n+1)/2(一1)(nz-1)’8Rn(s)),

ζ(s,Ln,δ,ε)=ろn(2(n-1)/2 n(s)十 εδ(n+1)/2(一1)(n2-1)/8M:～ η(s)).

み て わ か る とお り,ゼ ー タ 関 数 はEuler積 は持 つ て い な い もの の, Euler積 を持 つ 部 分 の2つ の 和

で あ る.

 次 にnが 偶 数 と し よ う.ま ず

とお く。nが 偶 数 の時 はや や 複 雑 で あ り,も つ と記 号 が必 要 に な る.

KでQ上 の2次 拡 大,dKで2次 体 の 判 別 式, xKでKに 対 応 す る2次 指 標 を あ らわ す .た だ

し,κ=QoQの 場 合 も考 え に 入 れ て,こ の と き はuK=1,xKは 単 位 指 標 と思 う こ と に す る.

δ=±1に 対 して

とお く.こ こで 和 は(一1)〃/2砥 δ>0と な る よ う な2次 体Kま た はK=QoQを 動 か す.さ て,

とお くこ とで 記 号H(π/2,d,δ)を 定 義 し,さ ら に は

と定 義 し よ う.こ の1財 やDnはEisenstein級 数 と密 接 な関 係 が あ るが,こ れ は次 節 で 述 べ る。

’定 理(cf
.[7])nを4以 上 の 自然 数 とす る と次 が な りた つ。

た だ し,も し(一1)n/2≡ δ.mod 4な ら ば δ。=1そ うで な い な ら δη=0と お いた.

 こ こでL)n(s,δ)な ど はEuler積 を持 た な い が,よ く見 る とゼ ー タ 関 数 はEuler積 を 持 つ 部 分 の

無 限 個 の和 で は あ る。 これ は 実 は概 均 質 ベ ク トル 空 間 の ゼ ー タ関 数 一般 につ い て 言 え る こ とが 示 さ

れ て い る(た だ し具 体 的 な公 式 を書 くの は 別 問 題 で あ る)。

 これ らの 定 理 の 証 明 に は概 均 質 ベ ク トル 空 間 の一 般 論 は い つ さ い使 わ な い.定 義 か ら直 接 算 術 的
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6 論 説

な計 算 を お こな う.こ の よ う な具 体 的 な定 理 が で て み れ ば,い ま まで 不 明 で あ つた 多 くの こ とが こ

の 簡 単 な 系 と し て で て し ま う。 た とえ ば詳 し くは省 略 す るが 関 数 等 式 は一 般 論 に よ らず に直 接 証 明

で き る.し か も,Shintaniに よ る も の よ り も,ず つ と単 純 な 結 果 に な る.特 殊 値 ζ(1-m, L*n)

(4’YL=1,2,_)は 任 意 のnとmに つ い てBern0ulli数 で み な書 け て し ま う.よ つて 保 型 形 式 の 次 元

公 式 は一 般 論 が 見 込 め る よ う に な る。 留 数 もわ り と具 体 的 に書 け る.

 さ て,今 述 べ た ゼ ー タ 関 数 はself-dual hornogeneous cone(symmetric coneと も い う)の ゼ ー

タ 関 数 で も あ る。 あ る い は 一 般 の軌 道 まで 考 え る とむ し ろ形 式 的 実 ジ ョル ダ ン代 数 の ゼ ー タ 関 数 と

言 つた 方 が 正 確 で あ ろ う.yの よ うな 関 数 は有 界 対 称 領 域 を離 散 群 で わ つた 空 間 の 幾 何 学 的 不 変 量

との 関 連 でSatake, Ogataな どに よ りか な り意 識 的 に と りあ げ られ て い た(cf.[13])。 これ ら に つ

い て も,基 本 的 に同 じ計 算 の 手 法 が使 えて,少 な く と も典 型 的 なQformに つ い て は ゼ ー タ 関 数 は

「や さ し い ゼ ー タ」に な る こ とが 示 さ れ る。 これ ら は概 均 質 ベ ク トル 空 間 の 一 部 に す ぎ な い が,よ り

一 般 の 場 合 に も多 少 拡 張 で き る
.さ ら に は従 来 きわ め て複 雑 と思 わ れ て い た2元3次 形 式 の ゼ ー タ

関 数 な ど につ い て も,意 表 を 突 く思 い が け な い 関 係 式 が 知 られ つ つ あ る(Ohno, Nakagawaに よ

る).そ こ で 思 い 切 つ て 次 の 問 題 をあ げた い.

 問 題 概 均 質 ベ ク トル 空 間 の ゼ ー タ 関 数 の 「平 均 値 」 は す べ て 「や さ しい ゼ ー タ 」 か?

 こ こで 「平 均 値 」とい うの は,格 子Lに 対 してgenusと 同 じ概 念 を定 義 し てSiege1公 式 ∂)よう に

平 均 を取 る とい う意 味 の つ も りで あ る.多 くの(G,V)やLに 対 し て類 数 は1に な るの で,た と え

ば 前 述 の定 理 な どで は平 均 を取 る必 要 が な か つ た の で あ る.「 や さ しい ゼ ー タ」とい うの は あ い か わ

らず 曖 昧 な表 現 だ が,や や 広 い 範 囲 のEisenstein級 数(多 重 被 覆 群 な ど)の ゼ ー タ な ど を念 頭 に お

い て い る。 この 意 味 は また 先 で も説 明 す る.

3実 解 析 的 なEisenstein級 数

 この 節 の 目 的 は2つ あ る.1つ はD*n(s,δ)な どの 保 型 形 式 的 説 明 を お こ な う こ と,も う1つ は

特 殊 な(病 理 的 な)n=2の 場 合 の,関 数 等 式 な どの保 型 形 式 的 な別 証 に つ い て 解 説 す る こ とで あ る

([9]を 参 照).な お,δ=1の 場 合 につ い て はCohen[3], Sturm[19]な どの研 究 が あ つ た が,以 下

は そ の 拡 張 と も見 なせ る.ま ずShimura[16]等 に従 い 重 さ半 整 数 の1変 数Eisenstein級 数 の定 義

を与 え る.正 また は負 の奇.r とパ ラ メ ー タ ー σ∈Cお よ び変 数z∈H(Hは 複 素 上 半 平 面)に た

い し,Eisenstein級.r (左,σ, z)とE*(k,σ, z)を

で 定 義 す る.こ こで(**)は2次 剰 余 記 号(正 確 な 定 義 はShimura[15]参 照),ま たd≡1,ま た は

3mod 4に 従 いEd=1ま た は 〉〔 丁 とお い た.の ぞ み の ゼ ー タ 関 数 を得 る た め に 次 の よ う に お くの

が 便 利 で あ る.

F(k,σ,g)=E(ん,σ, z)十2ん/2-6(e(k/8)一{一e(一 ん/8))E*(k,σ,2).
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「や さしい」 ゼー タ関 数 につ いて 7

Fは 平 行 移 動 で不 変 な の でz=x+ij,1と 書 く と次 の よ うなFourier展 開 を もつ 。

cd(y)の 具 体 的 な 公 式 な ど はShimura[16]な どで 容 易 に わ か る.さ ら にG(〃)= d=一∞Cd(y)と

H(y)= d=一..Cod(y/4)と お く.す る と保 型 性 よ り

G(1/42ノ)==(一1)(k2-1)/81/22 4ノσ一k/2H(y)

が わ か る。2つ のDirichlet級 数 を

6,k(s)一1∞(G(y)鞠))ys-idy,

6,k(s)一1..(H(y)一Co(y/4))ys-idy

で 定 め る。 実 はnが 偶 数 で η>2の 時 は,

とな る こ とが 示 さ れ る。 た だ し こ こ で

とお い た.さ ら に は通 常 のHeckeの 議 論 で

が な りた つ の で 関 数 等 式 や 極 の位 置 な ど もわ か る.以 上 で 当 該 のDirichlet級 数 はEisenstein級 数

で 解 釈 で き た.通 常 のShimura対 応 の よ う に重 さ整 数 の 保 型 形 式 の ゼ,___タ関 数 に と りな お す の で

は な く,直 接Mellin変 換 を取 る と ころ が 面 白 い と も言 え よ うか?

 さ てn=2.の 場 合 は これ ほ ど単 純 で は な い.そ の 理 由 はx∈L2∩V1か つ 一det(∬)が 平 方 数 な

ら,μ(の が 無 限 大 に な る とい う点 に あ る.す な わ ち&(s,L2)は 実 は定 義 自身か な り問題 が あ る こ

と に な る。 μ(x)が 有 限 なxの み につ い て和 を とる とい う の も一 つ の 手 か も しれ な い が,実 際 に は

この よ う にす る と よ い関 数 等 式 を満 た さ な い。 結 局 ど う定 義 を修 正 す れ ば よい ゼ ー タ に な るか とい

う問 題 に な る.概 均 質 ベ ク トル 空 間一 般 で,こ の よ う な と きの 修 正 方 法 は よ くし られ て い な い よ う

一で あ る.今 の 場 合 はShintani[17], F.Satσ[14]に よ る結 果 が あ り解 決 され て い るが,我 々 の 立 場

で も別 証 を与 え る こ とが で き る.す な わ ち 上 の Φ と Ψ に お い て ん=1と お き,σ とsの 関 数 と み

な す と大 ざ つ ぱ に 言 つ て 次 の よ う に な る。 実 は こ れ らは 適 当 な 正 規 化 の も とで σ=2で 極 を も ち

A(σ,s)+ζ(σ 一1)B(σ,s)(A(σ,s),B(σ,s)は σに つ い て 正 則 な あ る 関 数)の か た ち に な る.極

の留 数 自身 はRiemannゼ ー タ で か け る の で と くに面 白 くは な い.し か しA(2, s)か ら μ(x)が 有 限

の部 分 の 和 が 自然 に あ らわ れ る.よ つ て σ=2で ロー ラ ン展 開 し て定 数 項 を見 る とB(σ.s)の 部 分

か ら補 正 項 が で て,前 の 関 数 等 式 か ら補 正 され た ゼ ー タ(す な わ ち 定 数 項)め 間 の 関 数 等 式 が で る.
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8 論 説

計 算 は そ れ な りに 面 倒 だ が,知 られ て い る結 果 は す べ て この 方 法 で 復 活 で き る.こ の 方 法 は保 型 形

式,と く にEisenstein級 数 か らす べ て 説 明 で き る と い う点 で わ れ わ れ の 観 点 に合 つて い て 気 持 ち

が よい.

4 Koecher-Maass級 数

 前 節 ま で で 漠 然 とEisenstein級 数 に付 随 す るゼ ー タ 関 数 は や さ し い とい う ニ ュア ンス の こ と を

言 つ て き た 。 た と え ばSiege1モ ジ ュ ラ  Sp(n, Z)の 保 型 形 式 に付 随 す る ゼ ー タ 関 数 とい うの は

な に を意 味 し て い る の か,こ の あ た りを も う少 し正 確 に 述 べ て み た い .Siege1保 型 形 式 の 正 確 な

Siege1上 半 空 間Hn={Z=X+理 ∈Symn(α);X, Y∈Symn(R), Y>0}上 の 正 則 関 数F(Z)で

あ つ て,sp(η, Z)の 作 用 に 関 し て適 当 な 不 変 性(と 増 大 度 の 条 件)を 満 た す もの を い う.傑 型 形 式

は

とFourier展 開 され る.こ こでa(T)はTが 半 正 定 値 で な け れ ば0に な る.さ て,

とお こ う.こ れ をFに 付 随 す るKoecher Maass級 数 とい う。 n=1な ら ば,こ れ はHeckeに よ つ

て定 義 され た ゼ ー タ 関 数 で あ り,と くにFがHecke作 用 素 の 同 時 固 有 関 数 で あれ ば
, Euler積 を

もつ.実 はn52な らKoecher Maass級 数 は 従 来 あ ま り主 流 の ゼ ー タ 関 数 で は な か つ た.表 現 論

との 関 係 か ら 言 え ば ・ 表 現 の 局 所 分 解(Euler積!)で ゼ ー タ を 定 義 す る方 が 自 然 な の で
, Hecke

作 用 素 の 固 有 値 を用 い て ゼ ー タ関 数 を定 義 す る方 が 主 流 で あ る.こ の よ う な ゼ ー タ は は じ め か ら

Euler積 を も つ て い るが,関 数 等 式 な どの証 明 は か え つ て む つ か しい .実 際,一 般 の 関 数 等 式 はわ

か つ て い な い.一 方 ・Koecher Maass級 数 はn>2で は,こ れ とは 非 常 に 異 な る.関 数 等 式 の 証

明 は比 較 的 易 し い が,普 通 はEuler積 は もた な い。

 さ て,上 で定 義 した ζ(s,F)は 見 る か ら に ζ(s,L*n)と 似 て い る.も ち ろ んFが カ ス プ形 式 な ら

Fourier係i数 の公 式 な ど一 般 に は望 み よ う もな い か ら ζ(s, F)が い つ で もや さ し い ゼ ー タ な ど と言

う こ とは あ りえ な い.一 方 でFが 何 らか の1iftingな ど と関 係 す れ ば ゼ ー タ は や さ しい か も しれ な

い.実 際 ・n=2の と き に,Maass spaceやKlingen Eisenstein級 数 に つ い て はBoecherer[2]の

ま とめが あ る.一 般 のnに 関 す る次 の定 理 はIbukiyamaとKatsuradaの 共 同 研 究 に よ る.

 定 理 FがSiegel Eisenstein級 数 な ら,ζ(s, F)はRiemannゼ ー タ 関 数 や 重 さ半 整 数 の1変 数

Eisenstein級 数 に付 随 す るゼ ー タ 関 数 を用 い て 具 体 的 に公 式 が 書 き下 せ る.

 これ は基 礎 体 をQか ら一 般 の 体 に あ げ た 場 合 に もSaitoに よ り拡 張 さ れ た 。 詳 し くは準 備 中 の

論 文 な ど を参 照 され た い.結 果 は ζ(s,L*n)よ り も重 さ が パ ラ メ ー タ ー に 入 る点 で 複 雑 に な るが ,

ム ー ド は驚 くほ ど よ く似 て い る.上 の 定 理 を標 語 的 に繰 り返 す と

 観 察3Siegel Eisenstein級 数 のKoecher Maass級 数 は 「や さ しい ゼ ー タ」 で あ る.

 Eisenstein級 数 は そ も そ もテ ー タ 関 数 の 平 均 値 で あ り,ζ(s, F)はFourier級 数 の平 均 値 で あ る

か ら,ζ(s,F)は 平 均 値 の平 均 値 とで も言 つた と こ ろで あ ろ うか .

 問題 第1種Siege1領 域(tube domain)上 の カ ス プ 形 式 の 直 交 補 空 間 の元,た と え ばKlingen

のEisenstein級 数 に つ い て, Koecher Maass級 数 を計 算 せ よ.こ れ ら はや さ しい ゼ ー タ か?
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 これらの保型形式 はもちろん境界上でカスプ形式fに なつた りするか らその部分 のデータを避

けることはで きない。 これを無視すればやさしいか という問いである.

 か くして世の中の 「やさしいゼータ関数族」 はかなりの広が りを持つているように思われるので

ある.

5 次元公式 と指数和

 関連す る重要な2つ の話題 について述べる.1つ は有界対称領域Dの 正則保型形式の次元公式

である。 これは適当な積分核をもちいてSelbergの 跡公式で与 えられる.実 際に次元 を計算するの

はなかなか面倒であ り,知 られた公式は数少ない.積 分核はある関数を保型形式を定義するときの

離散群〓 により動かした和の形なので,〓 の元,な いしは部分集合の寄与 という概念が(収 束する

限 り)意 味 を持つ.さ てD)=G/Kと 書いたときの代数群Gが たとえばQ上 で定義 されてい ると

し,〓 をG(Q)内 の数論的部分群 とする.広 く信じられていることとして

 (1) γ∈:Pの 固有値の絶対値が1で なければこの元の寄与はゼロであろう.

 (2) γまたは 一γの適当なべ きがべ き単元 とす る.そ のジョルダン分解 におけるべ き単部分

がある極大放物Q部 分群のべき単根基の中心 σ に属するものを中心的 ということにしよう.も し

中心的でなけ れば寄与はゼロであろう.

 これ らを信ずれば,レ ベルの高い合同部分群などでは次元公式への寄与は±1(単 位元)と 中心的

べき単元 しか寄与がない ことになる.い つぼう極大放物型部分群に対す る σ はジョルダン代数の

構造を持つ。 よつて この寄与はconeの ゼータ関数の特殊値で書 けることが期待される.そ の証明

のためには概均質ベク トル空間の一般論には含 まれない新しい関数等式などを証明 しな くてはなら

ないが適当な算術的な仮定の もとでは これ らは実際に実行可能で,さ らにやさしいゼータはその特

殊値がわかることか ら保型形式の次元の予想が具体的に書けることになる.た とえば[4],[6],

[9]を 参照 されたい.昔 は領域 の次数が上がるほどに複雑で手が着けられない と思われていたが,

以上のことからみて,有 界対称領域の保型形式の次元公式が将来的に本当に書 き下せる可能性がで

てきた と言 えるであろう。

 次に指数和 について述べる.LeeとWeintraubは2次Siegel保 型形式の次元公式に関連 して,

ある1の べき根に関する,従 来見た こともないような和がBern0ulli数 で書 けるとい う予想を提出

した([11])。 かなりの人が この予想の初等的な証明に挑戦 したが誰 も成功 しなかつた.こ れ らは

HashimotoやArakawaに よつて,あ る種の概均質ベ ク トル空間のL関 数の特殊値に関す る予想

に帰着する事が示 された([1])。 しかし実はわれわれの理論によればこのL関 数も具体的に書ける

のでLee Weintraubの 予想 も解決 し77/L([9],[10]).に もかかわらず,初 等的な証明はいまだにわ

か らない.さ らにいえばより一般の概均質ベク トル空間で も類似の新しい指数和があつて も良 さそ

うであるが,ま だよくわかつていない.こ こには一般論の可能性があるように思 う.

6 証明について

 残念 なが らそろそろ紙数 もつきてきた.実 は証明は結果の易 しさに比べて非常に面倒である.も

はや詳しく説明する余裕 はないが,ζ(s,1,n)の 公式の証明について少 しだけ述べたい.よ く見 ると

ζ(s,1.n)はLn内 のgenusのmass分 布を与 えている. massはSiegel公 式 により局所密度の逆数

9
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の積で与えられる.こ こに現れ るαp(S, S)と いう形の局所密度は例外的によくわかつている。p=

2の ときはかな り複雑ではあるがそれでも完全な公式が存在する.よ つて原則的 にはこれを使 えば

計算で きそうである.と くにCYp(S, S)一11det(S)pi sのS∈Symn(Zp)の 同値類 にわたる和 のような

ものを計算しておいてか ら積 を取ることが考えられる.し かし実際にはいろいろ問題がある.

 (1) まず局所的な(す なわちZp上 の)対 称行列の組を行列式が皆等しいようにでた らめに与え

ても,こ れが大域的な(Z上 の)対 称行列か らくるとは限 らない.こ のための条件はHasse不 変量

の積が1と いう条件である。 しかし,い ちいちこの条件を見ながらまとめるのは面倒なので局所的

なDirichlet級 数を考 えるときにSのHasse不 変量 をかけたもの とかけない ものを考えて,pに つ

いて積 を作 り後で和 をとればHasse不 変量 の積が1の ものだけ生 き残つて都合がよい.こ れはた

とえばrelative trace f0rmulaな どにもつかわれているテクニ ックである。

 (2)次 の問題は,p=2の 局所同型類の分類が極端 に複雑なことである.し か し,実 はゼータ

関数はgenusのmassよ り粗いデータしか与 えていない。同 じ行列式を持つgenusは まとめると

いうのがSiege1公 式 よりずつ と簡単 な量 になる理 由であ り,実 は同じジョルダン分解(一 種の対

称行列の標準形)ご とにまとめると同値類の分類定理 を使わないで局所密度の逆数の平均値が計算

できる.こ の部分はひとつのkey lemmaで ある。

 (3)前 項で同 じジョルダン分解 ごとに計算 した ものをなるべ く簡単な局所的なDirichlet級 数

にひとまとめにする必要がある。この作業はジョルダン分解の固定されたサイズによるまとめ と,

サイズを動かした ときのまとめの2段 階にわかれ,後 者ではTaylor展 開のq類 似の公式などを使

う。

 (4)前 項で局所的なDirichlet級 数 といつた ものは,ρ と素なdoを 固定 してdet(S)dopvと

なる局所同型類 にわたる局所密度 の逆数(な いしはそれにHasse不 変量をかけた もの)の 和をapv

として得 られる級数のことである。 これはいわゆるIgusa 10cal zetaを もつと細か く見たものに相

当す る.さ て,こ れがdoに よらなれ けば単にすべてのpに ついてか けあわせた もので大域的 な

Dirichlet級 数がえられて簡単だが,実 際にはdoに かな りよる。よつて大域的なまとめは個々の局

所的なDirichlet級 数を眺めながら注意深 く書き直す作業が必要 になる。

 以上 の証明では残念 ながらなぜ最後の式が簡単 になるか とい う本質的な説明,と くにD)n(s,δ)

な どがでて くる本質的な理由についてはなにもわか らない。計算 してみた らこうなつたというほか

はない.こ の事実の本質的な根拠を説明し別証 を与えるのは非常に魅力のある問題 と言 えるであろ

う.わ れわれの結果は世の中にあまり風変わ りなゼータはなかつたと主張する点では積極的でない

という見方もあるか もしれないが,多 少の新 しい知見 と新たなる問題の広が りも与 えているので

あつて,こ の意味では問題はまだ始 まつたばか りとも言えるであろう。

 な お,こ こで は文 献 の 引 用 は ご く基 本 的 な もの に と ど め た.詳 し くは[7],[8],[9]な どの巻 末

を参照されたい.
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