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論文内容の要旨

_ ~ Aa � R d 上のベクトル場 A t = L::: A~ --;:;-一一， i 一 1 ， 2 … ， nで次の条件をみたすものを考える:t-~lrJ. t ðxa 一

(1) A?， α=1 ， 2，… ， d , i= 1, 2，…， η は R d 上の C∞関数で一階導関数が有界。

R n上の連続曲線 (ω山ε[い)全体から成る空間をwn とし ， Wn の位相的 σー加法族をダ(Wn ) とするoP

は lwn，Y(Wn ) I 上の Wiener 調tl度とし，確率空間 lw~Y( Wn), P I 上で確率微分方程式

(2) dXf= 町~(Xt) od 似， α= 1, 2 ,…, d 

を考える。ここで右辺の od ω; は Brown運動に関する対称確率微分を表わす。任意に X ER d を取

ると Xo=x なる (2) の解 X t ( ω ， x) =(Xf( ω， x) ) がP に関し殆んど全ての ωεwn に対して定まる。

写像

(3)ω ←→ (X t ( ω ， x)) tε[0，∞) 

による Pの像測度を Px とおけば，生成作用素

I n 

L=す亙(At)2

より定まる拡散過程 1 P xIXER. が得られる。

(3) の汎関数に対して次のことが成立つ。まず基本的な汎関数として次のものを考える。自然数 p を

固定し，
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E[ l, p]=l (i h … , i a); 1 孟 II , …，九三五 n ， 1 三五 α 三五 P l.

R E[l , p]= ly=(yl)[ε E[l ， p]; yl ER , 1 E E [1, p] I 

とおき ， yER E [l ， P] を与えたとき ， W n の上の汎関数

(4)ω ト→ ( Yi ( ω ， y))t ε[0，∞)， [ε E[ l， p] 

を

yt( ω ， y)=y'+ 却し

y :,... i4 (川 ) =yt， 匂 +ft ygb-2(ω， y) 0 d ω? 

で帰納的に定義する。汎関数 (4) は

(5) L'=す会(Qt?

(δδ) Qt=てご「+ Z ytz-ta )を生成作用素に持つ拡散過程を与える。ベクトル場a yt'...i4t / 
1三五 a孟p-l

At , i=1 ， 2 ， … ， n が条件:

[… [[A t" A tz] , A t3 ], …, Ata ], 

(九… ， ia) ε E [1 , p] の各係数が遠方で高々一次の増大度

をみたすとき，次のことが成立つo

定理 1 C ∞関数 h:Rdx RE[l， P]→ R dが存在して各 xER d について X t( ω ， x)= h(x , Y t( ω ， 0)) が

確率微分方程式(3)の解になるための必要十分条件は ， A t , i = 1, 2，… ， n の生成する Lie 代数ダ(Ah

・・ ， A n) が p 階幕零であることである。

以下， ~(Al' … ， An) が p 階事零とする。上の関数 h は次のように決定される。 M=R E[l , p] XRd 

の上のベクトル場 Qt+A" i=l , 2 ， … ， nの生成する Lie代数ダが対応:

!ﾘ : M3  q ←→~qCTqM 

(丘二 =IZq; Z E~I)を与えるが，治の次元は一定でgは完全積分可能になっている。 E[ l， p] の

部分集合F を適当に取ることにより，点 q を通るタの葉体Mq の助変数表示の族:

(6) f: M XRι→ M ， Mq=lf(q;u); uERFI 

で

f(q; qF)=q (qF=(q 1 h ε F) 
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をみたすものが一意に存在する。 R， F に値を取る関数 yF， Y ER E[ l.p] を yF= (yl)1EFで、定義するとき，

次のことが成立つ。

定理 2 ha(x, y)=fa(O El: l. p
], x; yF) が定理 1 の関数 h を与える。 ここで OE[l. P]は R E[l.P]の原点と

する。
!L _ n , , � 

次に各成分が遠方で高々一次の増大度のベクトル場 Ao= :E Ag{x)一一ーが与えられたとき，確率
α;;;'t. v \~I � a 

微分方程式:

(7) 
_ n _ 

dX:'= 司A~(X t) od叫+A~(Xt)dt α =1 ， 2 ，…， d 

の解として，汎関数:

wn ヨ ω ←→ X( ω ， x) E Wd , xERd 

が与えられる。そのとき汎関数主(・ ， x) による Pの像測度はよ土(At)2 + Ao を生成作用素とする
2i=� 

拡散過程を与える。 WF を RF の上の連続曲線全体の空間とする。 xERd と VE WF が与えられたと

とき，常微分方程式

D~=れ訂tAtV(0川

x ( a ~ß fa) げ(OE[l， P]， D t ; 仇);的 (α=1 ， 2，… ， d) 

の解 Dt= (D~)lむ副によって汎関数 Ø:RdXW F → wd が定義でき，次のことが成立つo

定理 3 5f(A-., …" A n) が p階事零のとき ， X:'(x， ω) = fa (OE[l , P~ � (x , yF( ω) )t; y{ ( ω)) ， a 

= 1, 2,… , d, t E [0，∞)， ωε w n が(7)の解を与える。ここで Y F ( ω )=(yl( ω ， 0E[1. P~ )rεFとする。

論文の審査結果の要旨

R d 上のベクトル場 A t = 土A~三7
a=l d x-

i=O， l ， … ， n に対し，確率微分方程式

(1) dX:'= 呂A~ (Xt) 0 d叫 + A~ (X t)dt, α=1 ， 2，… ， d 

を Wiener空間 lwn， J3(W n
), p 1 上で考える。この式の右辺の第一項は対称確率微分を表わす。

A~(x) は R d 上の C ∞関数で，それらの 1 階導関数は有界であるとする。 Xo=xER d となる (1) の解

を X(t， x ， ω) とすれば，確率過程 lX(t ， x ， ω) ， t 孟 01 は作用素土lAi/2+Ao に対応する拡散過程
になる。 (1)の解の構造の考察は拡散過程論の主要な研究課題である。大和君は Doss と Gaveau の成

果を発展させ，ベクトル場の組 lA 1 , A2' • ・・， Anl によって生成される Lie 代数日がこれらの研究に

おいて果たす役割を解明している。
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大和君はまず、Ao=Oの場合につぎの結果を得ている。 E[p] = lUlt 九…， i a); 1 豆 i 1 ， i 2 , …, ia 孟

n， l;;;五 α 孟pl ， RE[p]=ly=(yl)1EE[P];y1ER , 1 ε E[p]1 とする。そのとき関数 hEC∞ (Rd X RE[p] • 

R d ) が存在し，各zε R d について X(t， x， ω)=h(x， Y(t, w)) と表わされるための必要十分条件は

Lie 代数日がp階事零であることである。ここで Y( t， ω) は RE[p植汎関数で，各成分は p 次または

それ以下の次数の重複確率積分である。つぎに， 日がp階事零の時関数 h を Al' A2' …, An より具

体的に構成する方法を幾何学的考察を基礎にして与えている。さらにこの構成法を利用して， Aoキ O

で河がp階事零の場合に (1) の解 X( t , x ， ω) の具体的な表現を得ている。

本論文の結果は拡散過程の推移確率の性質や確率微分方程式の解より定まる微分間相等の考察で重

要な役割を果たす。さらに，これらの結果は独創的方法によって導かれており，確率微分方程式の研

究における先駆的業績として高く評価される。

以上，本論文における大和君の研究は確率過程論の進歩に寄与するところきわめて大きく，理学博

士の学位論文として十分価値あるものと認められる。
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