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Bellman方程式は元来確率制御問題と密接な関係を持っているが，近年それ自身に関する研究もかな

り進んできた。一般的に云って， Bellman方程式の拡散係数が退化していない場合は，既にWH.Fleming

N.V.Krylov ('80) によってほぼ完全な結果が得られている。一方，拡散係数が退化している場('75) , 

P.L.Lions ('80~'81)及び筆者 ('84) 等による部分的な結果があ合は， Fleming ('64) , Krylov ('80) , 

るが，充分とは云い難い。

Fleming が考察したやや特殊な型の退化したBellman 方程式を拡張して，次の様な方この論文では，

程式の解の存在と一意性について述べる:

;t→S=1a 円 (s ， x)dGj 十f (s , x) す-cct (s.x)v (1) inf { 
cteA 

X E Rd 

a= (a ij ) , 

は ν 次行列) ，すべての (S ， x)についてsup ( � , a ct ( s , x )ご)> 0 とする。 Flemingが扱ったのは方
αeA 

程式(1)に於いて a と b i (ν+ 1 豆 iζd) が α に依存しない場合である。方程式(1)に現われる係数はす

v(T , x)=h(x) , 

l ::S: i , j ::S:lI，は a 二百 石*なる行列で (0

x Rd , ( s , x)ε(0 ， T) 

Aは可分な距離空間，

+Lct (s , x)}=O 

1 ::S: ν<d ， 乙乙で，

( s , x) に関しては滑らかで，それらの徴係数も含めて，その絶対値は多項式の

乙のとき方程式(1)の次の意味での解 v の存在と一意性を示す乙とができる。

V は( s , x) について連続，超函数の意味の微分百， F14id)，ぷjθvθv 

ほとんどすべての( s , x) について等式(1)を満たす。

α に関して連続，

次数で増大するものとする。

ベて，

すなわち，

( 1 三 i , j 三五 ν)が存在して局所有界で，

乙れを解くには，良く知られている様に，先ず次の様な確率制御問題を考える:制御系を確率微分方
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程式

(2) dXt 二 bαt ( t , X t ) d t + a at ( t , Xt ) d ゚  t: , , Xs = X 

で定め，評価函数 v(s ， X) を
r T _t rI. . / _. ,_ _, T rr.! 

v(s , X) 二 infE ( 1: L at ( t , X 1) e ーな c ~ d r d t + h (X T) e -]sι (3) 

で定める。 乙乙 lこ， 。は (J = (~ ~)なる d 次行列，
。。

(βt) は d 次元ブラウン運動， (α 1)は AIと値を

取る発展的可測過程とし， (3)式のinfはその様なすべての (αt) について取るものとする。 乙のとき (3)

式で与えられた函数 v が上に述べた意味で方程式(1)の解となる。証明の際に使う主な道具は， Krylovl乙

よって得られている評価函数の諸性質と，良く知られた凸函数の諸性質である。

解の一意'性については，更にもう少し 5郎、条件を仮定した上で証明できる。また，上述の結果は何れ

も係数が α について有界な場合に得られたものであるが，係数が α について有界でない場合にも簡単な

場合には同様な結論が成立つ。

論文の審査結果の要旨

Bellman 方程式は拡散過程の制御問題における評価関数(または利得関数)に対するheuristicな考察

から導かれる非線型の偏微分方程式であって，確率過程の制御理論において重要であるばかりでなく，

微分方程式論の立場からも興味ある研究対象である。 このため， ここ十数年間， KrylovやFlemingを始

めとして数多くの研究が行われて来たが， その大部分はBellman 方程式の拡散係数が非退化な場合の研

究であり，退化している場合の研究は極めて少ない。

藤崎君は本論文において，次のような退化したBellman 方程式の解の存在と一意性について考察した。

θv 1 ，，~ a θ2V dαθv 
(inf {一一 +-L a (s , x) +工 b; (s , x) 一一一 C a . ( S , X ) V + L a (s , x) }= 0 
|θs2i，i=l11hihj i=11'θx 

*l{ 

( s ， x)ε(O ， T)xR a ， v(T , x)=h(x) 

乙乙で α は制御パラメータ， 1 三五 ν<d ， aa(s , x) 二 (a i~ ( S , x ))は ν 次の対称行列で，すべて

の( s , x)についてsup (� , aα(s ， x)ç)>O 
a 

(R E ç ヂ 0) とする。すなわち， i または j 二 ν+ 1 , 

", d Iとたいする拡散係数 a 行( s , x)は恒等的に O であるとする。

本論文における主要な結果はつぎの通りである。方程式(キ)に対応する確率制御問題の評価関数を v*

とする。
θv*θv* 

乙のとき，データ a ， b ， c ， L ， hlζ関する適当な正則性の条件の下で，超関数微分一一一一
θ2V* ' -， θs 'θx i 

( 1 三五 I 三五 d) , 

式(キ)を満たす。

( 1 三五 i ， j 壬 ν) が局所有界関数で，ほとんどすべての( s , x) について方程
θx iθ Xj 

さらにデータについてもう少し強い仮定をおけば， (*)の任意の解が v* と一致することが

示される。 v* が解である乙との証明は非退化な場合からの極限移行によって示されるが，拡散係数が α

に依存するため退化方程式に対する乙れ迄の方法は適用できない。藤崎君は， Krylov によって得られて

いる評価関数の諸性質と巧妙な変数変換を結合して乙の点を解決した。

方程式(*)において a と b i (ν+ 1 三五 i 三五 d) が α に依存しない特別な場合は以前Fleming によって扱
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われ， a のみが α に依存 Lない場合は，最近藤崎君自身によって研究された。本論文の結果は乙れらの

本質的な一般化を与えており，応用の面からも極めて興味深い。

以上本論文における藤崎君の研究は，確率論および解析学に寄与する所が大きく 理学博士の学位論

文として十分価値あるものと認める。
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