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Sur Certains Espaces Fibres Princίpaux Holomorphes
dont le Grσupe est Abelien Connexe

Par Shingo MURAKAMI

Dans cet article, on se propose d'etudier les espaces fibres principaux
holomorphes dont le groupe est abelien connexe et dont la base est un
tore complexe. Lorsqu'ils admettent des connexions holomorphes, ces
espaces fibres ont ete traites dans \β~\. On generalise dans la premiere
moitie de cet article quelques resultats principaux de [5], en utilisant,
a la place des connexions holomorphes, des connexions de type (1, 0)
dont la forme de courbure est harmonique. On etudie d'abord le groupe
des classes d'espaces fibres principaux holomorphes dont le groupe est
un groupe de Lie abelien connexe A et dont la base est une variete
compacte kaehlerienne, et dans le cas oύ la base est un tore complexe
Ty la structure de ce groupe est determinee de maniere analogue au cas
de [5]. On montre de plus que tout espace fibre principal de groupe
A et de base T peut se represented comme quotient d'un groupe de
Lie reel nilpotent, ayant une structure complexe invariante a gauche,
par un sous-groupe discret.

On etudie ensuite les facteurs definissant les espaces fibres de
groupe A et de base Γ. Les facteurs de type theta sont exprimes
de maniere explicite par les invariants des espaces fibres qu'ils definissent.
En fait, la question de classer les espaces fibres lineaires de base T est
abordee par plusieurs auteurs a Γaide des facteurs de type theta et les
resultats obtenus ici donnent une nouvelle presentation de ce qu'on
connait dans le cas classique oύ A = C* (le groupe multiplicatif des
nombres complexes non nuls).

Comme application, on etudie enfin les espaces fibres de groupe
abelien connexe sur une variete compacte kaehlerienne X qui sont images
reciproques des espaces fibres sur la variete d'Albanese Tx de X par une
application canonique X-> Tx. On demontre que ces espaces fibres sont
caracterises par la propriete d'admettre des facteurs de type theta
verifiant une condition remarquableΌ.

1) Je suis conduit a ce travail grace a une correspondence de M. J.-L. Koszul.
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§ 1. Preliminaires.

On designe par A un groupe de Lie complexe abelien connexe et
par α Γalgebre de Lie complexe des champs de vecteurs reels invariants
sur A la structure complexe de α est definie par le tenseur de la
structure complexe de A. L'algebre de Lie α est, en tant qu'un groupe
abelien, le revetement universel de A, la projection etant Γapplication
exponentielle. On a ainsi la suite exacte

i exp
(1.1) (0)-Π >α—$>A-+(0),

oύ Π est un sous-groupe discret de α.
Soit X une variete complexe2). On designe par A (resp. α) le faisceau

des germes de fonctions holomorphes sur X a valeurs dans A (resp. α)
le faisceau constant sur X de groupe Π (resp. α) sera encore note II
(resp. α). Le groupe Π etant discret, de la suite exacte (1.1) resulte la
suite exacte de faisceaux

(0) -* Π — α — A -» (0)

et ceci definit en cohomologie la suite exacte

- Hx(Xy α) — W(Xy A) • H\Xy Π) - U H2(X, a) — .

D'autre part, les injections c: Π -> α et ιλ: a -> σ deίinissent en cohomologie
les homomorphismes suivants.

^ : # 2 ( X , Π ) - t f 2 ( X , α),

LI:H2(X, α) - i ί 2 ( X , α).

Posons δ=^oδ\ On a le diagramme commutatif

Hι(X, A) — H\X, Π) ^L H2(X, a),

H2(X, α)

oύ la premiere ligne est une suite exacte. II en resulte que Γimage de
δ coincide avec Γintersection de Γimage de ιl et du noyau de ι\. Or,
d'apres un theoreme de de Rham, on peut canoniquement identifier le
groupe H2(Xy a) au groupe des classes de rf-cohomologie de formes

2) Pour les resultats employes ci-dessus concernant les varietes complexes et kaehleriennes>

voir, par example [2].
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differentielles de degre 2 sur X a valeur dans α. De meme, d'apres un
theoreme de Dolbeault, H2(X, α) est canoniquement identifie au groupe
des classes de ^"-cohomologie de formes differentielles de type (0, 2)
sur X a valeurs dans α. Cela fait, Γimage par ι\ de la classe de
d-cohomologie represβntee par }^ ί&s;m§ de degre 2 6t d-fermee Ω est
la classe de d"-cottpfnologie qui Qohtient la compqsante de type (0,2)
de la forme Ω. JΓ en fesulte que Γitiiage de Jf7Y(Jf,lA) par δ dans
H2(X, a) est Ffcίiseihble des classes de d-cohomologie qui £ont iepresentees
par les formes de degre 2 et rf-ferme Ω verifiant les dettx conditions
suivantes.

(1. 2) Les periodes de Ω appartiennent a Π.

(1. 3) La composante de type (0, 2) de Ω est un d"-cobord.

On peut identifier le groupe Hλ{X, A) a Γensemble des classes
d'espaces fibres principaux holomorphes de base X et de groupe A \_2~\.
Supposons donne un element de Hι(X, A) par la classe [ P ] d'un espace
fibre P. Si une connexion sur P est definie par une forme ω de degre
1 sur P a valeurs dans α, la forme de courbure ί2 sur X de cette con-
nexion est la forme de degre 2 sur X a valeurs dans α dont Γimage
reciproque Ωp par la projection p P^X est dω3\ On constate facilment
que Γimage δ(P) de la classe [ P ] est la classe de rf-cohomologie repre-
sentee par la forme ί2.

Supposons que la variete X soit compacte kaehlerienne. On sait
qu'un element de H2(Xy a) (resp. de i/2(X, α)) est alors representee par
une forme harmonique, et une seule, de degre 2 (resp. de type (0, 2))
sur X a valeurs dans α.

Lemme 1. Soit P un espace fibre principal holomorphe de group
abelien connexe A et de base X compacte kaehlerienne. Alors, il existe
une connexion sur P dont la forme ω est de type (1, 0) et dont la forme
de courbure sur X est une forme harmonique cette forme harmonique est
Men determinee par la classe [ P ] . De plus, pour qu'une autre forme ω'
de type (1, 0) sur P dέfinisse aussi une connexion dont la forme de courbure
est harmonique, il faut et il suffit quHl existe une forme holomorphe ζ de
degre 1 sur X telle que

p έtant la projection de P sur X.

3) Pour les notions concernant les connexions, on suivra [7] sauf pour la definition de la
forme de courbure d'une connexion.
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Une connexion dont la forme est de type (1, 0) et dont la forme de
courbure est harmonique sera appelee H-connexion sur P.

Demonstration. La composante de type (1, 0) d'une forme de con-
nexion etant aussi une forme de connexion, il existe sur P une connexion
dont la forme ω0 est de type (1, 0). Soient Ωo la forme de courbure de
cette connexion et Ω£ sa composante de type (1, 1). La partie harmonique
Ω' de Oo est de type (1, 1) et ύΓ'-cohomologue a Ωo il existe une forme
ξ de type (1, 0) sur X telle que

Ω'-ΩS = d"ξ

La forme ω = ωQ + ξρ est alors de type (1, 0) et definit une connexion sur
P. Soit ί2 la forme de courbure de cette connexion. Puisque Ω,p = dω
=dωo+d(ξp) = (£Lo + dξ)p, la composante de type (1, 1) de Ω est egale a
la forme harmonique Ω'. La forme Ω —Ω' etant alors de type (2, 0) et
d-fermee, Ω—Ω' est holomorphe et par suite harmonique. La forme
Ω = f2' + (ί2 —12') est ainsi harmonique, ce qui montre que la forme ω definit
une //-connexion sur P. Puisque la forme de courbure Ω represente
la classe δ(P), la forme harmonique Ω est bien determinee par la classe

m
Pour qu'une autre forme ω' de type (1, 0) sur P definisse une con-

nexion sur P, il faut et il suffit qu'il existe une forme ζ de type (1, 0)
sur X a valeurs dans α telle que

Pour que la forme de courbure de la connexion ω7 soit egale a celle de
la connexion ω, il faut et il suffit que dω = dω\ Par consequent, pour
que la forme ω/ definisse une //-connexion sur P, il faut et il suffit que
dζ = Oy c'est a dire que la forme ζ soit holomorphe. Cela demontre le
lemme.

Theoreme 1. Soit X une vαriέte compαcte kαehlέrienne et soit M2{X> σ)
le groupe des formes hαrmoniques de degrέ 2 sur X ά valeurs dans a. En
faisant correspondre a la classe [ P ] dyun espace fibre P de groupe A et
de base X la forme de courbure des H-connexions sur P, on a un homo-
morphisme du groupe if1 (JIT, A) dans le groupe Jί2(X, α). De plus:

(i) Uimage de Hι(X,A) par θ dans M\Xy α) est Γensemble des
formes harmoniques Π ayant les proprietes suivantes:

(a) Les pέriodes de 12 appartiennent a Π.
(b) La composante de type (0. 2) de Ω est nulle.

(ii) L!ensemble des classes d'espaces fibres admettant des connexions
holomorphes integrables coincide avec le sous-groupe noyau de θ.
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(iii) Uensemble des classes d'espaces fibres admettant des connexions
holomorphes coincide avec Γimage reciproque par Θ du sous-groupe M2>0(X, α)
des formes de type (2. 0) dans Jί%X. α).

Demonstration. En faisant correspondre a une forme harmonique
de degre 2 sur X Γelement de H2(X, α) qu'elle represents, on a un
isomorphisme £ du groupe M\X, a) sur le groupe H2(X, α). On voit
alors:

Soθ = 8

Par consequent, θ est un homomorphisme du groupe H\Xy A) dans le
groupe Sί\Xy a). L'assertion (i) en resulte, puisque Γimage de H\Xy A)
par θ consiste en les formes harmoniques de degre 2 verifiant (1. 2) et
(1. 3). Four voir (ii) et (iii), il suffit de remarquer qu'une connexion
holomorphe integrable (resp. une connexion holomorphe) n'est autre
qu'une //-connexion dont la forme de courbure est nulle (resp. de type
(2. 0)).

§2. Structure du groupe Hι(T, A).

On designe par T un tore complexe de dimension n. Soit H le plus
grand groupe connexe d'homeomorphismes holomorphes de T muni de
la topologie compacts-ouverts c'est un groupe de Lie complexe abelien
qui opere holomorphiquement dans T de maniere simplement transitive
[1]. L'algebre de Lie de H etant notee ξι, on a la suite exacte

oύ Δ est un sous-groupe discret de t) et est un groupe abelien libre de
rang 2n, et oύ q est Γapplication exponentielle.

On choisit une metrique kaehlerienne sur T inv&riante par les opera-
tions de H. On sait que les formes harmoniques de degre 2 sur T a
valeurs dans α sont alors les formes sur T invariantes par les operations
de H sur T. Puisque H opere sur T de maniere simplement transitive,
ces formes sont considerees comme formes de degre 2 invarantes sur H
a valeurs dans α. Au moyen de cette correspondence le groupe M2(T> α)
des formes harmoniques de degre 2 sur T est isomorphe au groupe
/\2(f), α) des formes bilineaires reelles antisymetriques sur f) a valeurs
dans σ. Alors, comme on le voit facilement, une forme Ω £ Sί\ T, a)
verifiant les conditions (a) et (b) dans le theoreme 1 est transformee par
cet isomorphisme en une forme φ € /\2(f), α) qui verifie les conditions
suivantes.

(2.1) φ(u, u') e Π, si u,u'eA
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(2. 2) i φ{ γ, / ) - <p{iy, yf) - ?>( y, y/) - ί ?>(y>, y/) = 0 ,

quels que soient y> yf € ϊj, oύ / designe les structures complexes de α et
de §. De plus, pour que la forme ί2 soit de type (2. 0), il faut et il
suffit que la forme φ qui lui correspond verifie la condition:

(2. 3) φ est bίlineaire complexe.

Considerons maintenant le groupe i / ^ Γ , A) des classes d'espaces
fibres principaux holomorphes de groupe A et de base T. L'homomor-
phisme θ de H^T, A) dans Sί\T, α), defini au theoreme 1, et Γisomor-
phisme ci-dessus definissent un homomorphisme du groupe if1 (I7, A) dans
le groupe /\2(t), α) on le designera encore par θ. Compte tenu de ce
qu'on a vu plus haut, le theoreme 1 implique le theoreme suivant.

Thέoreme 2. Dans le groupe Hx(Ty A) des classes d'espaces fibres
principaux holomorphes de groupe A et de base Ty soit i?0 {resp. £PΛ)
Vensemble des classes d'espaces fibres admettant des connexions holomorphes
integrables {resp. des connexions holomorphes). Soit d'autre part Φ {resp.
ΦJ le groupe des formes bilineaires rέelles antisymetriques sur ί) a valeurs
dans a vέrifiant les conditions (2.1) et (2. 2) {resp. (2.1) et (2. 3)).

Alors, on a un homomorphisme canonique θ du groupe HX{T, A) dans
le groupe Φ tel que les suites

(0) -> 5>° -> H1 {T, A) • Φ -* (0),

soient exactes. En particulier, ίP0 et 9?h sont des sous-groupes de Hλ{T, A).

REMARQUE. La seconde suite exacte coincide avec celle qui est
etablie dans [5] theoreme 7; on a aussi une nouvelle demonstration de
[5] theoreme 5.

Soit maintenant Horn (Δ, A) le groupe abelien des homomorphismes
de Δ dans A la somme des elements γ, ηf € Horn (Δ, A) est definie par
{7Jr7/){u) = ry{u)y'{u){ue Δ). Les homomorphismes de Δ dans A qui sont
restrictions a Δ des homomorphismes holomorphes de f) dans A forment
un sous-groupe de Horn (Δ, A) on le designera par HomΛ (Δ, A). D'autre
part, on choisit un point xe T et une base {uly ••• , u2n} du groupe abelien
libre Δ.

Definissons un homomorphisme T du groupe Hι{Ty A) dans le groupe
quotient Horn (Δ, A)IΈίomh (Δ, A). Soit P un espace fibre principal
holomorphe de groupe A et de base T. On choisit une if-connexion sur
P (Lemme 1). Le groupe d'holonomie etant considere par rapport a cette
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connexion, la courbe fermee q{tuk)x (0<ΞI/^l) dans T d'origine x definit
un element ak du groupe d'holonomie d'origine un point z de la fibre
audessus de x. Puisque le groupe structural A de P est abelien, les
elements a19 ••• ya2n sont bien determines par x, uly ••• ,u2n, independem-
ment du choix de z, et definissent un homomorphisme γ : Δ -» A tel que
j(uk) = ak (l<££<£2w). De plus, on voit que la classe [γ] de γ mod.
HomΛ (Δ, A) ne depend pas du choix de //-connexion, et est bien deter-
minee par P. En effet, d'apres le lemme 1, si deux //-connexions sont
definies par les formes ω, ω\ il existe une forme holomorphe ζ de degre
1 sur Ty a valeurs dans α, telle que ω' = ω + ζρ. La forme holomorphe
ξ est harmonique et done invariante par les operations de H sur T par
consequent, la forme ξ definit une forme invariante de type (1. 0) sur
Hf a valeurs dans α, et par suite une forme lineaire complexe, notee
encore ζy sur § a valeurs dans α. Soit v Γhomomorphime holomorphe
de ξ) dans A defini par

v(y) = exp(-?(jθ)

pour y έ §. Alors, si zk(t) est une courbe dans P qui est horizontale par
rapport a la connexion ω et qui se projette sur la courbe q(tuk)x, la
courbe z'k(f)=zk(t)v(tuk)^ est une courbe qui est horizontale par rapport
a la connexion ω' et qui se projette sur la meme courbe q(tuk)x ( O ^ ^ l ) .
Par consequent, si la courbe q(tuk)x definit Γelement ak du groupe
d'holonomie de la connexion ω, la meme courbe definit Γelement akv(uk)
du groupe d'holonomie de la connexion ω' (l<J&<^2w) si Γon part de
la connexion ω7 au lieu de la connexion ω, on obtient ainsi Γhomomor-
phisme γ + ̂  au lieu de Γhomomorphisme γ, oύ \>A est la restriction a Δ
de Γhomomorphisme v:^^A. L'espace fibre P definit ainsi un element
τ(P)y represents par Γhomomorphisme γ, du groupe quotient Horn (Δ, A)I
HomΛ (Δ, A). Par ailleurs, compte tenu du lemme 1, ce raisonnement
montre que, si τ(P) = 0, alors par un choix convenable de iί-connexion,
Γhomomorphisme 7 obtenu a partir de cette connexion est nul.

II est clair que Γapplication P—>r(P) definit une application de
H\Ty A) dans Horn (Δ, A)/HomA (Δ, A).

Theoreme 3. Lapplication T dέfinie ci-dessus est un homomorphisme
du groupe Hι(Ty A) dans le groupe quotient Horn (Δ, ^4)/HomΛ (Δ, A). De
plus, la restriction de r au sous-groupe 3?° est bijective en particulier,

£P° - Horn (Δ, A)/HomΛ (Δ, A).

4) Pour un espace fibre principal, les operations du groupe structural sont ecrites a droite.



150 S. MURAKAMI

Demonstration. Soient Px et P2 deux espaces fibres de groupe A et
de base T dont les projections sont px et p2. Le produit direct PλxP2

est un espace fibre principal de groupe Ax A et de base TxT dont la
projection est (ply p2). Soit P x vP 2 le sous - espace de PλxP2 des elements
(zίy z2) tels que p1(z1)=p2(z2) P x vP 2 est un espace fibre principal de
groupe Ax A et de base Γ, la projection p' etant definie par p'(z19 z2)
=p1(z1). Soit B le sous-groupe de .4x^4 constitue par les elements
(a, a'1) oύ aβA. L'espace quotient de Pλv P2 par les operations de B
est alors un espace fibre principal P1 + P2 de groupe A^(AxA)/B et de
base T dont la classe [Pi + P^ est la somme des classes [PJ, [P 2] pour
la loi d'addition dans Hι(Ty A).

Supposons maintenant qu'on ait des /f-connexions sur Pλ et P2 dont
les formes sont ωλ resp. ω2. Les images reciproques de ω1 et de ω2 sur
PxxP2 par les projections de PλxP2 sur Px etant aussi notees ωλ resp.
ω2, la forme ωx-hω2 sur PλxP2 a pour restriction au sous-espace PλvP2

une forme qui est image reciproque ωp" d'une forme ω sur Px + P2 par
la projection p" :Pλ\jP2->Pl + P2. On constate facilement que ω est une
forme de connexion de type (1. 0) sur Pλ + P2 et, de plus, que la forme
de courbure sur T de la connexion ω est la somme des formes de cour-
bure des connexions ω1 et ω2 par consequent, la forme ω definit une
//-connexion sur P1 + P2. Or, soient zlk(t) et z2k(t) des courbes sur P1

resp. P2 qui sont horizontals par rapport aux connexions ω1 resp. ω2 et
qui se projettent sur la courbe q(tuk)x. .La courbe {zlyk(f)y z2k(t)) est
alors dans P,v P2 et se projette par p" sur une courbe zk{t) dans P1 + P2;
cette courbe zk(t) est horizontale par rapport a la connexion ω et se
projette sur la courbe q{tuk)x par la projection p: Px + P2-> T (0<ΞI£^l).
Soient γx, γ2 les homomorphismes representant τ(Pi) resp. τ(P2) Q î sont
definis au moyen des //-connexions ω1 resp. ω2 on a zlk(l) = zίk{0)rγ1(uk)
et ^ 2 , A ( 1 ) = ^2,*(0)72(WA). On a zk(l) = zk(0)(y1(uk)y2(uk)), ce qui implique
Γhomomorphisme γ defini par la connexion ω sur P1-hP2 est eg ale a la
somme 7i + 72. Ainsi, r(P1 + P2) = τ(P1) + r(P2) et Γapplication T est un
homomorphisme du groupe Hλ(Ty A) dans le groupe Horn (Δ, A)/
Horn, (Δ, A).

Pour voir la seconde partie du theoreme, supposons que Γespace
fibre P admette une connexion holomorphe intέgrable et que τ(P) = 0.
D'apres la remarque faite plus haut, il existe une ίf-connexion sur P
pour laquelle Γhomomorphisme definissant τ(P) est nul. Puisque #(P) = 0,
cette connexion est holomorphe integrable. II en resulte facilement que
le groupe d'holonomie en se reduit a Γelement neutre. Par suite, comme
dans le cas differentiable [7], il existe une section holomorphe T->P
dans Γespace fibre P. L'espace fibre P est alors trivial, c'est a dire
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[ P ] = 0 . La restriction de Γhomomorphisme T au sous-groupe j?° est
done injectif.

Soit maintenant 7 un homomorphisme du groupe Δ dans le groupe
A. L'espace fy se munit d'une structure d'espace fibre principal holomor-
phe de groupe Δ et de base T ayant pour projection Γapplication
y->q(v)x (yG£)). A cet espace fibre est associe par 7 un espace fibre
principal P de groupe A et de base T, On voit facilement que Γimage
τ(P) de la classe [ P ] est la classe [γ] de 7 mod. HomA (Δ, A) et que P
admet une connexion holomorphe integrable en effet, le raisonnement
dans le paragraphe suivant le montrera comme cas particulier. La
restriction de Γhomomorphisme r au sous-groupe £P° est done surjectif,
et le theoreme 3 est ainsi demontre.

II resulte des theoreme 2 et 3 le theoreme suivant.

Theoreme 4. Les notations etant celles des theoremes 2 et 3, Γappli-
cation CP]-*(0(P), T(P)) dέfinit les isomorphismes :

Hι{T, A) - ΦxHom (Δ, A)/HomΛ (Δ, A),

Sh ^ Φ.xHom (Δ, î)/Hom, (Δ, A).

REMARQUE. Le second isomorphisme de ce theoreme coincide avec
celui de [5] theoreme 10, dans lequel on etablit aussi la structure du
groupe 2" ^ Horn (Δ, A)/Romh (Δ, A).

§ 3. Representation <Γun espace fibre P.

On conserve les notations dans les paragraphes precedents. Soit φ
une forme appartenant a Φ et soit 7 un homomorphisme du groupe Δ
dans le groupe A. Dans la suite, on construira un espace fibre principal
holomorphe P de groupe A et de base Ty tel que θ(P) = φ et que τ(P)
soit la classe [7] de 7 mod. HomΛ (Δ, A) P est en effect un espace homo-
gene £r/Λ d*un groupe de Lie reelle Gy admettant une structure complexe
invariante a gauche, par un sous-groupe discret A. D'apres le theoreme
4, tout espace fibre de groupe A et de base T est isomorphe a un espace
fibre ainsi construit.

Soit g un espace vectoriel complexe pour lequel il existe la suite
exacte d'espaces vectoriels complexes :

(3.1) (O)-α-^g-^-(O)

On definit dans g une structure d'algebre de Lie reelle en posant

(3.2) IX,Y1= -X(φ(τr(X)y π(Y))
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pour X> Y G g. La suite (3.1) est alors une suite exacte d'algebres de Lie
reelles et le centre de g contient λ(α). II en resulte que la sous-algebre
des commutateurs [g, g] est contenue dans le centre de g.

Soit G un groupe de Lie reel simplement connexe ayant g pour
algebre de Lie des champs de vecteurs invariants a gauche. On observe
que, dans le groupe G, on a:

(3. 3) exp X exp Y = exp (Jf + Y + ±- [X, YJ)

quels que soient X> FGg. En effet, cela resulte de la formule de
Hausdorff et du fait que [g, g] est dans le centre de g. Or, la structure
complexe i de Γespace vectoriel complexe g deίinit une structure presque
complexe sur G qui est invariante a gauche. Puisque λ, π sont des
applications lineaires complexes, la condition (2. 2) pour φeΦ implique
que

T] = 0

quels que soient Xy F £ g et cela montre que la structure presque com-
plexe est integrable. Par consequent, on a une structure complexe
invariante a gauche sur G.

Si Γon idenifie les algebres de Lie abeliennes α et ^ aux groupes
de Lie complexes simplement connexes ayant ces algebres pour algebres
de Lie, il existe des homomorphismes X:a~>G et 7r:G->£) tels que le
diagramme

(3.4)

soit commutatif. Puisque λ et TΓ sont lineaires complexes, les homomor-
phismes λ et 7t sont des applications holomorphes. On voit de plus que
la suite

(3.5) (0)->α >ί?-^>5->(0)

est exacte (voir [5] p. 53).
Choisissons main tenant une application lineaire complexe μ : ί) -* g tel

que π(μ{X)) = X quel que soit X£Qy et un homomorphisme 7:Δ->α tel
que exp(7(w)) = 7(«) Quel que soit MGΔ, Soit A le sous-ensemble de G
constitue par les elements de la forme
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(exp (μOOΓ1 — (exp (/*(*OΓ2M .̂(7(̂ 1^1 + — +m2nu2n)Yi:k(v)

oύ mly •••, m2w sont des nombres en tiers et oύ v € Π. D'apres (3. 2), (3. 3)
et (3.4), on a:

(exp/Λ(«Λ))(exp^(wΛ/))(exp/Λ(«Λ))-
1(exp/A(wA/))-1 - Xφ(μk>, uk))

pour 1^&, k'f^,2n. Compte tunu de la condition (2.1) il en resulte que
Λ est un sous-groupe de G. De plus, il resulte de (3. 4) et de (3. 5).:

(3.6) λ(α)nΛ= λ(Π),

(3. 7) τr(Λ) = Δ .

Par consequent, le groupe Λ est discret et done ferme dans G.
Posons P=G/A= {As seG}. Puisque les translations a gauche sur

G conservent la structure complexe de G, Γespace P se munit d'une
structure de variete complexe telle que la projection G-^P soit holomor-
phe. Comme λ(α) est dans le centre de G, les translations de G par les
elements de λ(α) definissent les operations holomorphes de σ dans P;
d'apres (3.6), le groupe Π opere trivialement dans P et le groupe
A = a/ΐl opere dans P de maniere simplement transitive sur chaque son
orbite. D'autre part, d'apres (3.5) et (3.7), Γapplication s-^q{τt(s))x de
G dans T induit une application holomorphe p:P->T qui est partout de
rang maximal. L'espace fibre P se munit ainsi d'une structure d'espace
fibre principal holomorphe de groupe A, de base T et dont la projection
est p.

On montre que θ(P) = φ et que τ(P) = [γ]. D'apres la suite exacte
(3.1) il existe une application lineaire complexe ω:g->α telle que

X= 7i{ω(X)) + μ(π(X))

quel que soit X £ g. On peut considerer cette application comme forme de
type (1. 0) invariante a gauche sur G a valeurs dans α. Puisque Λ est
un sous-groupe discret, cette forme ω est alors Γimage reciproque par
Γapplication canonique G->P d'une forme de type (1.0) sur P et on
constate immediatement que celle-ci definit une connexion sur P. Puisque
dω(XyY)=-ω([XyYΊ) = φ(π(X)y7r(Y))y la forme de courbure de cette
connexion est la forme sur T invariante par H qui definit la forme φ
sur ϊj. Cela montre que la connexion est une //-connexion et de plus
que θ(P) = φ. D'autre part, la courbe exp t(μ{uk)) mod. Λ(O<^<^1) sur P
est horizontale par rapport a la //-connexion et se projette sur la courbe
q(tuk)x par la projection p:P-*T. On a

exp μ(uk) = λ(7(%)) mod. Λ (1 <; k ^ 2ή)
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II en resulte que la i7-connexion definit Γhomomorphisme 7 comme
representant. de τ(P). L'espace fibre P construit ci-dessus est ainsi un
espace fibre pour lequel Θ(P) = φ et τ(P)

REMARQUE. Dans cette construction de Γespace fibre P, le groupe G
muni de la structure complexe invariante a gauche devient un groupe
de Lie complexe si la forme φ est bilineaire complexe. D'apres le
theoreme 2, c'est le cas oύ Γespace fibre P admet une connexion holomor-
phe dans ce cas, le groupe G opere sur P comme le plus grand groupe
connexe d'automorphismes de Γespace fibre P (voir [5]).

§4. Facteurs de type theta.

Soit X une variete complexe. Le revetement universel Y de X est
un espace fibre principal holomorphe de base X ayant pour groupe
structural le groupe fundamental Γ de X. Soit P un espace fibre principal
holomorphe de groupe A et de base X, A designant toujours un groupe
de Lie abelien connexe. Pour que Γimage reciproque de P par la pro-
jection q: Y->X soit Γespace fibre trivial Γ x i de base Y, il faut et il
suffit qu'il existe une application holomorphe r.Y^P telle que pr=q,
oύ p et la projection P-+X. Dans ce cas, Γapplication r definit une
fonction k sur Y a valeurs dans A telle que r(ys) = r(y)k(y, s) pour
y 6 Y et 5 6 Γ la fouction k est un facteur sur Y a valuers dans A9 c'est-
a-dire une fonction k(yy s), holomorphe en yy telle que

k(yy s)k(ysy s') = k(y, ss')

quels que soient y G Y et s, s' 6 Γ. On sait que tout facteur k sur Y a
valeurs dans A est ainsi obtenu a partir d'un espace fibre P trivialise
par q: Y->X et, dans ce cas, on dit que le facteur k definit Γespace fibre
P. De plus, on voit que Γapplication qui fait correspondre a un facteur
un espace fibre admettant ce facteur definit un homomorphisme du
groupe des facteurs sur Γ, a valeurs dans A, dans le groupe Hx(Xy A)
des classes d'espace fibres principaux holomorphes de groupe A et de
base X. Par ailleurs, un facteur f(s) = k(y, s) qui ne depend que de sGΓ
n'est autre qu'un homomorphisme du groupe Γ dans A et un espace
fibre admettant ce facteur est Γespace fibre associέ a Y par Γhomomor-
phisme f:Γ->A [3].

Soit P un espace fibre admettant un facteur k qui est defini par une
application r\Y->P. La differentielle k(yy s)~1k{dyy s) par rapport a y
est, pour tout 5 6 Γ, une forme sur Y a valeurs dans α, σ etant canoni-
quement identifiee a Γespace tangent a A en Γelement neutre. Si une
connexion sur P est definie par une forme ω et si Ω est la forme de



Espaces Fibres 155

courbure sur X de cette connexion, la forme η = ωr image reciproque de
ω par r verifie les conditions suivantes :

(4.1) Ωq = dη ,

(4. 2) y(dys)-y{dy) = k(y9 s)-λk(dyy s)

quels que soient y G Y et 5 G Γ, oύ dy designe un vecteur tangent quel*
conque en y a Y [6] [3].

Un facteur k est dit de type theta si sa differentielle k(γ, s)~λk(dyy s)
par rapport a y est, pour tout s G Γ, une forme sur Y a valeurs dans α
invariants par les operations de Γ dans Y [4].5)

Dans la suite, on montre que tout espace fibre principal holomorphe
P de groupe A et de base T un tore complexe admet un facteur de type
theta6) et on determine les formes explicites des facteurs de type theta
definissant P au moyen des invariants Θ(P) et r(P).

On conserve les notations des paragraphe precedents et de plus on
identifie le tore complexe T au groupe H par la bijection q{y)x-*q(v)
(y€ϊ})] le revetement universel de T est ainsi Γespace vectoriel ϊ) muni
de la projection q : £) -> T, et le groupe fundamental de T> qui est isomor-
phe au groupe Δ, opere dans § par les translations de § par les elements
de Δ.

Soit k(yy u) un facteur sur ϊ) a valeurs dans A, Puisque ^ est
simplement connexe, il existe une fonction h(y, u), holomorphe en y> sur
f) x Δ a valeurs dans α telle que

k(yy u) = exp h(y, u)

quels que soient jy£ί), w6A, On a alors

h(y, u) + h(y + u, uf) = h(y, u + u') mod. Π

quels que soient y G ξ), uy u
f G Δ. Supposons que le facteur k est de type

theta. II en resulte facilement qu'on peut mettre la fonction h sous la
forme

(4.3)

5) Comme dans le cas classique [8], on a le theoreme suivant. Pur qu'un espace fibre de
groupe A et de base X compacte kaehlerienne soit defini par un facteur de type theta, il faut et
il suffit que Velement δ(P) 6 H2(X} α) soit decomposable un element de H2(X, α) est dit decom-
posable s'il appartient au sous-module engendre par Γimage de Γapplication ϋPCX, C)xHί(Xf α)
->H2(X, a) definie en prenant le produit exterieure d'une forme complexe sur X par une forme
sur X a valeurs dans α.

6) Cela resulte aussi du theoreme cite dans la note 5).
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oύ L{yy / ) est une forme bilineaire reelle sur § a valeurs dans α qui est
lineaire complexe en y et oύ H est une certaine fonction sur Δ a valeurs
dans α.

Lemme 27\ Supposons qu'un espace fibre P admette un fάcteur de
type theta k. Si <p=θ(P) et si k{yy u)= exp h(yy u) oύ h{yy u) est de la
forme (4. 3) on a

quels que soient yy yf e ΐ).

Demonstration. Puisque le sous-groupe Δ engendre ΐ) sur les nom-
bres reels, il suffit de montrer que

quels que soient uy u' G Δ. Soient uy uf G Δ et Q le parallelogramme dans
ϊ) de sommets (0, uy u + u'y u'). On choisit une iί-connexion sur P; la
forme de courbure Ω de cette connexion deίinit la forme φ. Compte tenu
de (4.1), (4. 2), (4. 3), on a :

φ(u, uf) = [ (Ωq)(dyy dy')

= \ vidy) (d'apres le theoreme de Stokes)

JdQ

vidy) +\ η(dy) + \ v{dy) + \ η{dy)

= \ i.n{dy)-η(dy+u'))+\ (v(dy+u)-η(dy))
Jo Jo

= -\"h(dy, u')+\"'h{dy,u)
Jo Jo

= —L(uy uf) + L{uf

y u),

ce qui demontre le lemme.

Lemme 3. Pour qu'un facteur de type theta k(yy u)= exp h(vy u)
definisse Γespace fibre trivial TxA de base Ty il faut et il suffit quey

dans Vexpression (4. 3) de h(yy ύ)y la forme L(yy / ) soit une forme bilineaire
complexe symetrique et que

H{u) = — L(uy u) + v{μ) mod. Π

oύ v est une forme bilineaire complexe sur fj ά valeurs dans σ.

7) Les lemmes 2, 3, 4 sont connus dans le cas oύ A = C* voir [8].
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Demonstration. Comme on sait [3], pour qu'un facteur k definisse
le fibre trivial TxA, il faut et il suffit qu'il existe une fonction holomor-
phe v sur ϊ) a valeurs dans A telle que

(4. 4) k{y, u) =

quels que soient yef), wGΔ. Si Γexposant h du facteur k verifie les

conditions du lemme, la fonction »(y)= exρ(—-L(y, y) + v(y)J verifie la

condition (4.4); Reciproquement, supposons qu'un facteur de type theta
k(y> u)= exp/z(v, u) definisse Γespace fibre trivial TxA. Comme
θ(TxA) = 09 il resulte du lemme 2 que la forme L dans Γexpression
(4. 3) de h est symetrique et par suite complexe bilineaire. Or, d'apres
ce qu'on vient de montrer, le facteur de type theta k' donne par k\yy ύ)

= exp (L(y, u)Λ—L(w, u)J definit le fibre trivial TxA. Alors, le facteur

k(y,u)kXy,u)-1=exp(H(u)——-L(u,u)) definit aussi le fibre trivial et,

appliquant la condition (4. 4) a ce facteur, on voit qu'il existe une appli-
cation holomorphe v de ξ) dans α telle que

H(u) ——L(«, u) = v(y + u) — v(y) mod. Π
/Li

La differentielle dv est alors une forme holomorphe sur ϊ) invariante par
les operations de Δ dans ί). On peut done supposer que v est une applica-
tion lineaire complexe sur § a valeurs dans α. Par consequent,

H(u) = —L(u, u) + v(μ) mod. Π ,

ce qui demontre le lemme.

Lemme 4. Soil X le module des formes bilineaires reelles L(yy / >
sur ^ a valerus dans a qui sont lineaires complexes en y. Soit Φ le module
des formes bilineaires reelles antisymetriques φ sur ί), a valeurs dans ay.
satisfaisant a la condition:

(4. 5) iφ(y7 / ) - φ{iy, y') - <p(y9 iyf)- iφ(iy, iyf) = 0

quels que soient y> yf e ^, / etant la structure complexe dans a et ί) soit Φh

le sous-module de Φ des formes bilineaires complexes. En faisant cor-
respondre a une forme L la forme bilineaire reelle cc(L) definie par



158 S. MURAKAMI

pour yr y' € ϊ), on a uγt homomorphisme a de X dans Φ. De plus, on a Us
suites exactes

oύ Xs {resp. Xh) est le sous-module des formes symetriques {resp. bilineaires
complexes) appartenant a X.

Demonstration. Considerons le complexifie tf de Γespace vectoriel
reel ϊ) et soit / Γautomorphisme de §c prolongation lineaire complexe de
la multiplication par / dans ΐ). L'espace vectoriel complexe ψ se decompose
en somme directe des sous-espaces ϊj+ = {y;Iy= \/^ϊy} et §-={y;Iy
= — χ/~^ϊ y} pour un element ye I) on designera par y+ resp y. les
composantes de y en f)+ et en 5- Toute forme bilineaire reelle sur §
a valeurs dans α etant prolongee en forme bilineaire complexe sur f)c,
la condition (4. 5) pour φ£Φ signifie que

(4.6) <Ky-,y-) = 0

quels que soient y, yf € ί). II en resulte immediatement que si L e X alors
•oc(L) GΦ; il est clair que si L € Xh alors CL(L) G Φ A . On a ainsi Γhomomor-
phisme oc.

Pour voir que les suites dans le lemme sont exactes, il suffit de
montrer que Γhomomorphisme oc est surjectif dans chacune d'elles. On
definit Γhomomorphisme β : Φ -> X en posant pour φ e Φ

quels que soient y, yf e fy. II est clair que β(φ)eX; si<peΦΛ, <p(y+9 y~) = 0

•et β(φ)(y, / ) = — — φ(y+, /+), par suite β(φ) e Xh. D'autre part, il resulte

de (4.6) que oc(β(φ)) = φ pour tout φeΦ. Ainsi Γhomomorphisme oc
applique X et Xh sur Φ et Φh respectivement.

Theoreme 5. Tout espace fibre principal holomorphe P de groupe A
et de base T admet des facteurs de type theta. Tout facteur de type theta
k definissant Γespace fibre P est de la forme suivante lorsque jy£ΐ), wGΔ
et que u = m1u1

Jr ••• +m2nu2n par rapport a la base {u19 ••• , u2n} de Δ,

= y(u) exp [L(yy u) + -~L(uy w) + —
\ Δ ΔΔ Δ i>j

<p = Θ{P) et L est une forme appartenant au module X (dέfini dans le
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lemme 4) telle que a(L) = φ et oύ γ est un homomorphίsme de Δ dans A
qui reprέsente la classe τ(P).

Demonstration. On peut supposer que Γespace fibre P est celui qui
est construit au §3 comme espace homogene G/Λ. La forme φ = θ(P)
appartient au groupe Φ C Φ et, d'apres le lemme 4, il existe une forme
L € X telle que oc(L) = φ. Posons

et

pour y, y e ΐ|. Alors, S est une forme bilineaire reelle symetrique sur §
a valeurs dans α et

L{y,y')= -^φ{y,Y)+S{y,y)

L'application μ: ΐ) -> g etant celle qui est prise au § 3, on definit Γappli-
cation r*:^-»ίr en posant

pour y€ή. On montre que Γapplication r* est holomorphe. D'apres
(3.2) et (3.3), si yjei), on a

= exp

Lorsque on identifie un vecteur tangent a ^ en 0 a un element w de ί),
il en resulte que:

r*(y)-ιr*(y + w) = μ{w) + X(L(wy y)).

Puiεque le membre a droite est lineaire complexe en w, on voit que r*
est une application holomorphe.

On definit Γapplication r :fy-*P=G/A en posant
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r{y) = r*{y) mod. Λ

pour tout ye§; c'est une application holomorphe telle que pr=q. Par
consequent, r definit un facteur k sur ^ a valeurs dans A tel que r(y+u)
= r{y)k(y,u) quels que soient jy£§, wGΔ. Posons

k(y, u) = exp h(y, u)

oύ h(y, u) est und fonction, holomorphe en jy, sur ϊ) x Δ a valeurs dans
α. Les homomorphismes γ :Δ->^l et 7 : Δ ̂  α etant ceux qui sont
utilises au §3, on montre que pour tout k = l, ••• , 2n9

(4. 7) Λ(Λ «A) = y(uk) + L(y, uk) + -1 S(«Λ) mod. Π

quel que soit jv G ϊj. En effet, puisque λ(α) (resp. λ(α)) est dans le centre
de g (resp. de 6?), d'apres (3.2), (3. 3), (3. 4) et le calcul ci-dessus, on a :

expM%) expX\L(μk y y)+ —

exp μ(uk)r*(y) exp λ ^ - ^ ( j , uk) + L{uky y)+—S(uk)J

mod. A

Par consequent,

d'oύ resulte (4. 7). II en resulte que

(4. 8) h(y, u) = %u) + L(yyu) + — S{u) + —- Σ mt my 9>(«,., wy) mod. Π,
2 2 «>i

si u = m1uι-\- •-• -\-m2nu2n. En effet, cela se demontre par recurrence sur
mx-¥ ••• Λ-m2n utilisant la formule h(y, u) + h(y+uy y) = h(y, u + u') mod. Π
(jy£§, u, M'GΔ), La formule (4.8) implique que le facteur k est de la
forme donnee dans le theoreme et en particulier que c'est un facteur de
type theta deίinissant P.

On montre maintenant que tout facteur de type theta deίinissant R
est de la forme donnee dans le theorems. Le facteur k etant celui qui
vient d'etre construit, pour qu'un facteur V sur ξ) a valeurs dans A soit
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un f acteur de type theta definissant P, il f aut et il suίϊit que le f acteur
k(y> u)~1k'(yy u) soit un facteur de type theta definissant Γespace fibre
trivial. D'apres le lemma 3, il en resulte que tout facteur de type theta
kf definissant P est de la forme

k\yy u) = k(yy u) exp

oύ If est une forme appartenant a Xs et oύ v est une forme lineaire
complexe sur ίj a valeurs α. Soit Γhomomorphisme holomorphe de §
dans A defini par v(y)= expv(y) ^ e ^ e t s 0 ^ Vj s a r e s t r i c t i ° n a Δ

Compte tenu de (4. 8) on a alors

k\yy u) = (7+O(«) exp

lorsque jGί) et que u = m1uι+ ••• 4-m2ww2nGΔ. Puisque
et que 7 + ^ represente la classe τ(P), cela montre que le facteur kr est
aussi de la forme donnee dans le theoreme. De plus, compte tenu des
lemmes 3 et 4, ce raisonnement implique le fait suivant: pour toute
forme L^X telle que cc(L) = θ(P) et tout homomorphisme y:Δ~-*Ά
representant r(P\ il existe un facteur de type theta k qui s'ecrit sous
la forme du theoreme avec la forme L et Γhomomorphisme 7. Cela
demontre le theoreme.

Corollaire. Les notations έtant celles du theoreme 2 et du lemme 4,
soit k un facteur de type theta definissant un espace fibre P. On έcrit k
sous la forme

k{yy u) = exp (L(y, u) + H{u)) (ye^ueA)

avec une forme LeX. Alors, pour que [ P ] 6 £P°, il faut et il suffit que
LeXs; pour que {P~\ G 3?hy il faut et il suβt que LeXh.

En effet, cela resulte du theoreme 2 et des lemmes 2 et 4. Par
ailleurs, ce corollaire est une nouvelle forme d'un theoreme de Koszul
[4], puisqu'on sait qu'un espace fibre de base T est preassocie (resp.
associe) si et seulement si P admet une connexion holomorphe (resp.
holomorphe integrable) [3].

§ 5. Espaces fibres ayant des f acteurs de type theta.

On utilise les notations au debut du §4. Soient X une variete
complexe et Y son revetement universel, la projection γ -*X etant notee
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q. On designe toujours par A un groupe de Lie abelien connexe.

Lemme 6. Soit P un espace fibre principal holomorphe de groupe A
et de base X trivialie par q:Y-+Xy et soit k le facteur defini par une
application r : Y-+P) r(ys) = r(y)k(y, s). Supposons qu'une connexion sur P
est definie par une forme ω et soit y = ωr. On se donne une courbe y(f)
( O ^ ^ l ) , differentiate par morceaux, dans Y telle que yφ)=y0 et y(l)
=yos avec un element sGΓ. Alors, Γelement du groupe d'holonomie
d'origine au point r(y0) determine par la courbe fermee q(y(t)) sur X est

( ryos \ - i

exp \ η) , oύ Γintegrale est prise le long de la courbe y(t).
J y0 I

Demonstration. On montre que la courbe z(t) = r(y(t)) (exp y)
\ JyCo~) I

dans P est horizontale par rapport a la connexion ω. Les images d'un
vecteur tangent dt en t par les applications t->y{t) et t->z(t) etant
notees y(dt) resp. z(df), on a:

z{dt) = r{y{dt)) (exp Γ\Y+ r(y(t))(-v(y(dt))).

Par consequent,

ω(z(dt)) = ω(r(y(dt))-v(y(dt)) = 0,

ce qui montre que la courbe z(t) est une courbe horizontale. On a

P(z(t)) = q(y(t)); d'autre part, zφ) = r(y0) et z(l) = r(yQs) (exp j"°%) '

exp I η \ . Le lemme en resulte.

Soit k un facteur de type theta sur Y a valeurs dans le groupe A.
Pour tout sGΓ, la forme k(y, sy^kidy, s) sur Y etant invariante par les
operations de Γ dans F, il existe une forme holomorphe ζs de degre 1
sur X a valeurs dans α telle que

(5.1)

quels que soient y G Y et dy vecteur tangent en y G Y. Soit P un espace
fibre qui admet le facteur k defini par une application r: Y->P. Si ω
est une forme de connexion sur P et si y = ωr, (4.1) et (5.1) impliquent :

(5.2) ys-y = ζsq ,

oύ ys est la forme telle que (ηs)(dy) = η(dy s). II en resulte que:

quels que soient sys'eΓ, ce qui montre que Γapplication s-*ζs est un
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homomorphisme du groupe Γ dans Γespace vectoriel JίU0(X, α) des formes
holomorphes de degre 1 sur X. Soit Γo le sous-groupe de Γ constitute
par les elements qui sont d'ordre fini modulo le sous-groupe des com-
mutateurs Γ' de Γ. Si s€Γ 0, alors ζs = 0 et par suite, k(yy s) a une
valeur ko(s) independente de y. II est clair que Γapplication 5 -> ko(s) est
un homomorphisme du groupe Γo dans le groupe A.

On suppose maintenant que la variete X est compacte kaehlerienne.
Rappelons la notion de variete d'Albanese associee a X [1]. Soit ί)
Γespace vectoriel complexe dual de Γespace Mι'\X, C) des formes holomor-
phes de degre 1 sur X a valeurs complexes. On choisit un point y0 € Y
et on definit Γapplication J:Y-+f) en faisant correspondre a un point
yeYla fonction lineaire complexe J(y) sur Mι'\Xy C) definie par

quel que soit ζeMλ'\Xy C), oύ Γintegrale est prise le long d'un chemin
quelconque joignant y0 et y8\ On pose J(s)=J(yos) pour tout 5 G Γ. Alors,

(5.3) j(ys) = j(y)+j(s)

quels que soient y€Yy sGΓ. On sait que Γapplication s-^J(s) est un
homomorphisme du groupe Γ dans le groupe ί) dont le noyau coincide
avec le noyau de Γhomomorphisme canonique du groupe fondamental Γ
dans le premier groupe d'homologie de X a coefficients reels le noyau de
j : Γ-^ΐ) coincide done avec le sous-groupe Γo. D'autre part, Γimage Δ de
Γ par j est un sous-groupe discret de § et le quotient 77χ=f)/Δ est un
tore complexe qu'on appelle la variέtέ d'Albanese associee a X. De plus,
on a Γapplication canonique j :X-^TX telle que qτJ=3Q, QT etant la pro-
jection E) —> Tx. En faisant correspondre a une forme holomorphe ξ' de
degre 1 sur TXy a valeurs complexes, la forme ζ = ζ'j image reciproque
de ζ' par j, on a un isomorphisme du groupe Mlf\TXy C) sur le groupe
JHU0(Xy C) il en est de meme des formes a valeurs dans σ. Pour les
formes ξ et ζ' en question, on a:

(5. 4) \σ\'Qτ = Γ UTJ = Γ K'k = Γ ζ<*
Jo J y0 Jy0 J y0

Thέoreme 6. Soient X une variete compacte kaehlerienne et Y son
revetement universel le groupe fondamental de X etant dέsignέ par Γ,
soient V le sous-groupe des commutateurs de Γ et Γo le sous-groupe de Γ

8) La valeur de cette integrate ne depend pas du choix de chemin, puisque Γespace Y est
simplement connexe.
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constitue par les elements d'ordre fini modulo Γ'. Soit> d'autre part, Tx

la variέte d'Albanese associee a X munie de Γapplication canonique
j : X-> Tx. Dans le groupe H1(X9 A) des classes d'espaces fibres pήncipaux
de base X et de groupe A, on considere le sous-groupe S^X) des classes
d'espaces fibres associέs a Y par les homomorphismes de Γ dans A et le
sous-groupe 9?a{X) constitue par les classes qui contiennent les images
reciproques par j des espaces fibres de base Tx.

Alors, [ P ] designant la classe dyun espace fibre P, pour que [ P ]
appartienne a $a{X) (resp. ά 3>

a(X) + S>

0(X)) il faut et il suffit que P
admette un facteur de type theta k sur F, a valeurs dans A, verifiant la
condition:

Si seΓ0 (resp. si s£Γ') , k(y,s)=e (Γ element neutre de A) quel que
soit yeY.

Demonstration. Soit P Γimage reciproque par j :X-+ Tx d'un espace
fibre principal holomorphe Px de base Tx et de groupe A. On a une
application canonique jP:P-+Px qui commute avec les operations de A
et qui se projette suivant j: X-> Tx. Les notations §, Δ, / etant celles
qui sont definies plus haut pour la variete Tx, d'apres le theoreme 5,
Px admet un facteur de type theta kτ sur le revetement universal f) de
Tx a valeurs dans A. On a done une application rτ:§->Px telle que
rτ(y' + u) = rτ{yf)kτ(y\u) pour / e §, u € Δ. On voit facilement qu'il existe
alors une application r:X->P compatible avec la projection q: Y-+X et
telle que rτj=jPr; Γespace fibre P admet done un facteur k sur Y> a
valeurs dans A, defini par r(ys) = r(y)k(y, s) pour j/GΓ, s€Γ. Compte
tenu de (5. 3), il en resulte que:

(5.5) k(y)S) = kτU(y)J(s))

quels que soient y G Y, 5 G Γ, et par suite que k est un facteur de type
theta. Puisque la classe [ P ] est bien determinee par le facteur k> cela
demontre le fait suivant: Soit P un espace fibre principal holomorphe
de base X et de groupe A. Pour que [ P ] 6 S>

a(X)y il faut et il suffit
que P admette un facteur de type theta k sur Y pour lequel il existe un
facteur de type theta kτ sur ί) verifiant la condition (5. 5). De plus, il
existe un homomorphisme canonique de groupe des facteurs sur Y a
valeurs dans A dans le groupe Hι(X, A) ainsi, pour que [P]e£Pβ(X) +
3?0(X), il faut et il suffit que P soit defini par un facteur de type theta
qui est produit d'un facteur de type theta verifiant (5. 5) par un homomor-
phisme / :Γ->A. Or, (5.5) implique k(y, s) = kτ(J(y), 0) = e s i s£Γ'CΓ 0

et, d'autre part, la restriction d'un homomorphisme f:Γ-*A au sous-
groupe Γ' est trivial. II en resulte que les deux conditions du theoreme
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sont necessaires pour que lP~]e^a(X) et [_P~\€&a(X) + &lX) respec-
tivement.

Soit main tenant k(yy s) un facteur de type theta sur Y a valeurs
dans A. Pour tout s 6 Γ, la forme holomorphe ζs etant definie par (5.1),
il existe un element K(s) G α telle que

(5. 6) k(yy s) = exp ( Γ ζ,q+K(s))

quels que soient y € Yy s e Γ, oύ Γintegrale est prise le long d'un chemin
quelconque joignant y0 et y. Comme on Γa deja vu, Γapplication s-^ζs

est un homomorphisme de Γ dans ^ 1 0 (X, α) et ζs = 0 si ^ appartient au
noyau Γo de Γhomomorphisme / : Γ-»Δ. On peut done definir une forme
ζueJί1'°(X7 α) pour tout ueA en posant ξu = ζs oύ 5 est un element de
Γ tel que J(s) = u. On a :

quels que soint M ^ ' G Δ , D'apres la propriete rappelee plus haut de
Γapplication canonique j: X-> Tx, la forme ζu (u € Δ) est Γimage reci-
proque ξ'uj d'une forme holomorphe ζ'u de degre 1 sur Tx a valeurs dans
α par Γapplication j: X->TX, et la forme ζ'u est bien determine par ξu.
On a done:

(5.7) ?ί+fr = ?iw

quels que soient w, wr G Δ. Posons

U/,u)= ["'ζ'uqτ
Jo

pour jy'Gϊ) et #GΔ. La fonction L(y',u) est lineaire complexe en y
puisque sa differentille par rapport a / est la forme holomorphe ζ'uqτ

invariante par les operations de Δ dans ΐ). D'autre part, d'apres (5. 7),
L(y\ «) + L(y, u') = L(yy u + u') quels que soient / G ^, u, u'eΔ. On peut
ainsi prolonger L en une fonction bilineaire reelle sur ΐ)xί> a valeurs
dans α. Utilisant la formule (5. 4), on voit que (5. 6) s'ecrit sous la forme

(5. 8) k(y, s) = exp (L(/( y\ j(s))+K(s))

Soit P un espace fibre admettant le facteur J ; on a une application
r; Y-+P telle que r(ys) = r(y)k(y9 s) pour ^ G F et s€Γ. Soit ω une
forme de connexion sur P et soit η = ωr. Si w, w'GΔ, chosissons les
elements 5,5'GΓ tels que u=J(s), u'=J(s'); alors utilisant (5.2) et (5.4),
on a:
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L(u, u')-L(u'y u) = ["ζ'u>qτ- Γ ζ'uqτ

Jo Jo

y0

= \
J

5
yos ryQs'

(ys'-y)-\ (ys-η)
yo J^o

= \ ,v—\ v—\ v v
y2df)

oύ yx(f) resp. y2{t) ( 0 ^ / ^ l ) sont les courbes different!ables joignant les
points y0 et yos resp. y0 et yos\ Si Γon considere la courbe c qui joint
les points yos's, yQs, yQ9 yos\ yoss' successivement par les courbes y2{ — t)s>

(w, u') — L{u'y u) = \

Or, la projection #(c) de c sur X est une courbe fermee d'origine q(y0).
Puisque q(y1(t)) = q(y1(t)s')y q(y2(t)) = q(y2(t)s) et que le groupe structural
A de P est abelien, Γelement du groupe d'holonomie d'origine le point
r(yos

fs), defini par la courbe q(c) sur X est Γelement neutre de A.
D'apres le lemme 6, il en results que :

exp I η = k(yos's, s^s'^ss')
J c

On a ainsi:

exp (L(u, u') — L(u\ u)) = k(yQs's, s~ιs'~xss').

Supposons maintenant que le facteur k verifie la condition : si 5 6 Γ7,
KyyS) — ̂  Quel que soit y£Y. Alors, la formule qu'on vient d'obtenir
implique que

L(u, uf) - L(u\ u)eU

quels que soient M.M'GΔ, Csla demontre que oc{L)^Φ (notations du
theoreme 2 et du lemme 4). D'apres les theoremes 4 et 5, on voit alors
qu'il existe un facteur de type theta kτ sur §, a valeurs dans A. tel que

kτ{y\ u) = exp(L(y, u) + H{u))

pour y G 5, u £ Δ> oύ H est une certaine fonction sur Δ a valeurs dans σ,
D'apres (5. 8), on a alors

(5. 9) k(y, s) = kτ(Ky), j{s))f{s)

quels que soient y € Y, s € Γ, oύ / est une f onction sur Γ a valeurs dans
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A. Comme k et kτ sont des facteurs, / est aussi un facteur et ainsi un

homomorphisme du groupe Γ dans le groupe A.

Considerons le cas oύ le facteurs k verifie la condition : si s G Γo>

k(yy s) = e quel que soit y£Y. Puisque Γ'CΓ0, k est aussi de la forme

(5. 9) et Γhypothese implique que Γhomomorphisme / est alors tel que

f(s) = e quel que soit sGΓ0. Puisque Γ/Γ0^Δ, Π existe un homomor-

phisme fτ du groupe Δ dans A tel que f(s)=fτ{J(s)) quel que soit sG Γ.

Definissons le facteur de type theta kr

τ sur ΐ) a valeurs dans A en posant

kτ(y\ u) = kτ{y\ u)fτ{ύ)

pour y e ξ), u € Δ. On a ainsi

(5.10) k{yy s) = k'j(Ky), Rs))

quels que soient y G Y, s G Γ.

Un facteur de type theta k sur Y a valeurs dans A qui verifie Γune

des conditions du theoreme s'ecrit ainsi sous la forme (5. 9) ou (5.10).

D'apres ce qu'on a vu au debut de cette demonstration, cela demontre

le theoreme.

(Recu le 15 Mars, 1961)
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