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On the Darboux transformation of the second 

order differential operator of Fuchsian type 

on the Riemann sphere 

( 2 階 Fuchs 型常微分作用素の Darboux 変換について)
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論文審査委員 教授池田信行

(副査)
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論文内容の要旨

2階常微分作用素L(P)= d 2 / dx2 
- P(x)は，微分方程式L(P)Y=O の解の基本系Y(x)= t Cy 1 , yz) .及

び (=(fl : f2J Pl'と対してA::t{()= d/dx士( 1 0 g (f 1 Y i + f 2 Y 2) ) I とおけば. UP)= 

A +(()A-(()と分解される。乙の分解における左右因子を置き換えると. (EP 1 をパラメータに持つ常微

分作用素L*(P; (， Y)=A ー(()A+(() を得る。乙れをL(P)の Darboux 変換という。

本論文ではL(Plが P 1 上 Fuchs型である場合に Darboux変換を考察する。すなわち， Fuchs 型常微

分作用素の Darboux変換が再び、Fuchs 型になるとき，特に有理 Darboux変換と言うが，乙乙ではある

特殊なクラスの 2 階 Fuchs 型常微分作用素の有理 Darboux変換を用いて高次KdV方程式の有理解を構

成するo そこで，その結果をモノドロミ一保存変形の観点から見直す乙とにより，有理 Darboux 変換に

ついて閉じた 2 階 Fuchs 型常微分作用素の集合を構成的に定め，さらにその集合の中での Darboux 変

換の様子を考察する。

有理 Darboux変換が可能な 2 階 Fuchs 型常微分作用素全体を F とおく。乙のとき F の元L(P)は，方

程式L(P)Y= 0 の射影的モノドロミーが単位元のみからなる作用素として特徴付けられる。ゆえに解Y(x)

は求積法で求められる。また方程式L*(P; (,Y )y* の解Y*(x;() は，古典的な Darboux の補題に

より，解Y(x)から有理的に構成できる。そ乙で n次KdV多項式Xn(P)に対して. F の元L(P)で Xj(P) 辛 O

( 1 {,,_ j {,,_ n -1 ) , Xn (P) 三O となるもの全体を Fn とおく。するとL(P)EFn ならば方程式L(P)Y= 0 

の解Y∞(x)を適当にえらぷ乙とにより Darboux変換L*(P; (， Y∞)の係数P*=P キ( x; ()は n 次

KdV方程式 cμ( tμ)θP*/θtμ=Xn(P*) の有理解になる。乙こに tμ(μ= 0，∞)はそれぞれパラメ

ータ (é P 1 の原点及び無限遠点の局所変数， cμ( tμ) は tμ の有理関数である。その n 次KdV 方程式モ
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ノドロミー保存変形を記述する関係式と見なし，さらに y*( x; () のモノドロミーのパラメータ Cへの

依存の仕方を考慮すると， L*(P; (， Y ∞ )EFn+ 1 ((チ∞)が結論される。乙れは， F* 二Uτ~ 1 Fnと

おけば，集合F* は有理 Darboux変換で閉じた集合であることを示している.

論文の審査結果の要旨

L{P)はリーマン球面 P 1 上の Fuchs 型 2 階常微分作用素

L(P) = D2 
- P(x) , D = dJdx 

でP{x)が

P(x) = 乞 α'j (x ー α:.i)-2

の形に表されるものとする。さらに Y{X)=t(Yl (叉)， Y2{x)) はw (Y(x)) = 1 をみたす微分方程式L(P)Y

=0 の解の基本系とする。ここでW(Y(x)) は Y{x)のロンスキアンを表す。そのとき. (=('1 , (2)E 

Pr 1と対し

A土(ζ) = D土￡ hg(G山

とおけばL{P)= A+{() Aー(()の形に分解される。大宮君はL(P)の Darboux 変換日(P; (, Y) = 

A_{()A+{() の性質の解明を行い，その成果を高次KdV方程式の研究に応用している。

F は上に述べた条件を満たす Fuchs 型 2 階常微分作用素L(P)でしかも Y2(x) / Yl (x) が有理関数にな

るもの全体とする。そのとき， L(P) の Darboux変換L*(P; (， Y) がすべての (11:対し再び、 Fuchs 型

になる乙ととL(P)E F となる乙とが同等になる。さらに F の元L(P)に対し x (L(P)) = # { ( ; L *伊;(，

Y)EF} とおけば x (L(P)) = 0 , 1 または∞となる。本論文において大宮君は解析学の諸分野で重要な

役割を果たしているモノドロミ一保存変形の概念を用い Fの元の特徴付けと. Fν= {L(P)E F I x (L(P)) 

=ν} ， ν= 0 ， 1 ，∞の性質の解明を進め， さらに乙れらに関連して 2 階 Fuchs 型微分作用素の

Darboux変換を用い高次KdV方程式の有理解を構成している。 KdV方程式については近年種々の立場

からの研究が行われ顕著な成果が得られているが，大宮君の研究はそれらの中で Ad1erとMoser による

成果に密接に関連しており，彼等による有理解の構成法を違った観点から考察している。乙れらの成果は

2 階微分作用素の Darboux 変換に関連する研究に新たな視点を与え，その理論の発展に貢献している。

以上，本論文における大宮君の研究は Darboux変換の研究を発展させ，解析学の研究に寄与する所が

極めて大きく，理学博士の学位論文として十分価値あるものと認められる。
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