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Résumé

This work is devoted to the Marsden—Weinstein reduction lgrabfor Kaehle-
rian metrics [34]. We focus the attention on Kaehlerian rfedds (M, », J) whose
underlying symplectic structuredvi; ») are homogeneous under symplectic actions
of completely solvable Lie groups. Homogeneous sympletigmifolds of this type
always admit lagrangian foliations. In this setting thertstg Kaehlerian reduction
problem yields new problems involving the topology of affinflat manifolds [36].
The KV cohomology of these affinely flat structures is comgutising techniques
of spectral sequences. Questions close to bi-lagrangiantgtes are discussed. The
KV cohomology of affinely flat manifolds is used to give new @i® of some known
deep theorems. For instance we revisit the fundamentalectmg of Gindikin,
Piateccii—Sapiro and Vinberg [18], [19]. The global geomeif compact symplec-
tic solvmanifolds admitting Kaehlerian metrics is rewsit Various additonal items
which are closely related to the reduction problem and tealagian foliations are
discussed.

Ce ftravail est consagra l'analogue Kaldrien du probtme de &duction des
varietes symplectiques d’aps Marsden-Weinstein [34]. L'accent est mis sur les
varietes Kahériennes ¥, w, J) dont les structures symplectigues sous-jacentes
(M, w) sont homognes sous des actions symplectigues des groupes de Lie
compktement &solubles. Les vagies symplectigues homeéges de ce type portent
toujours des feuilletages lagrangiens. Du peofé initial de eduction Kahérienne
surgisent des nouvelles questionseba la topologie des vates affinement plates
[36]. La KV cohomologie de ces structures affinement platgiscalcuée par des
techniques de suite spectrale. Des questions en relatien s structures bi-
lagangiennes sont dis@gs. Dans ce méme contexte la KV cohomologie est uti-
lisee pour donner des nouvellegrdonstrations de certaines conjectures devenues
théoemes. C'est le cas de la conjecture fondamentale de Gindiiateccii-Sapiro
et Vinberg [18], [19]. Nous avons aussi revisia geonretrie globale des soluvétes
qui admettent des @triques Kalkdriennes. D’autres prolongements sont exgsor
mais non explodés.
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1. Introduction

A cause de ses applications en Physique mathématique, emigéeahamiltoni-
enne etc. les réductions des variétés symplectiques sontimimense intérét [33], [34].
Un procédé de réduction des variétés symplectiques adrhett@ action hamiltonienne
propre avec application moment d'un groupe de Lie est d( a dsdéa et A. Weinstein
[34]. La premiere partie de ce travail concerne le problemeaduction de Marsden-
Weinstein des variétés Kahlériennes. A cause de certap@ikaions que nous avons
en vue, les efforts sont concentrés sur les variétés Kéhlées dont les variétés sym-
plectiques sous-jacentes supportent des systemes dyresniifférentiables résolubles
[50]. Plus précisement on se limite aux variétés symplaesgadmettant des actions
simplement transitives d'un groupe de Lie complétementlubde. Le contexte arrété
conduit & la confrontation de la géométrie des variétésagirangiennes avec la géo-
métrie des variétés localement plates au sens de Kosz(i28¢f.[38], [49], [50], [55].
De cette confrontation surgissent plusieurs problemes deux sont étudiés en détail
dans ce travail. Le premier probléme prend racine dans uat&n suivante.

Soit (M, w, L) un triplet formé d’'une variété symplectiqué( w) équipée d'un
feuilletage lagrangie.. Une structure presque complexd (J) est adapatée aM, w)
si (M, w, J) est une variété presque Kahlérienne dans le sens qu'enptont x €
M, X,Y € TM = w(JX, Y) + v/=Iw(X, Y) est un produit hermitien défini positif.
Dans cette situationL( J(L)) est une paire de distributions lagrangiennes transserse
Immédiatement surgit la question de savoir si la deuxiénstridution lagrangienne
J(L) est complétement intégrable.

Lorsque cette distribution LagrangiendéL) est complétement intégrablé( w)
est équipé de la paird_( J(L)) de feuilletages Lagrangiens transverses. Ces deuxefeuil
tages sont des feuilletages en (sous-)variétés localepteses [56]. Quand il en est ainsi
M porte une unique connexion linéaire sans tordibtelle que pour tout champ de vec-
teursX on aDxw =0, DxL =L et DxJ(L) = J(L) [23]. La question cruciale est alors
de savoir si le tenseur de courbure Deest identiquement nul. Posoiy; = D. Si le
tenseur de courbure d2; est nul alors la structure localement plate de chaque éeuill
de L (respectivement la structure localement plate de chaquikefele J(L)) est induite
par la structure localement plat®i( D;) [23], [38]. On dit alors que la paireL( J(L))
est localement (ou affinement) plate.

Les questions soulevées ci-dessus ont conduit a I'étuderahléme P, de I'exis-
tence de structures presque complexes intégrabesl] qui sont adaptées a urfeL-
structure M, w, L) et qui donnent naissance a des structures bi-Lagrangieooale-
ment plates définies pat(J(L)), (i.e. tel que le tenseur de courbure &g soit nul.)
Le probleme générdP, ainsi posé est difficile. En effet il existe des variétés shamyp
tigues n'admettant pas de structure Kahlérienne. Nousmmeandons les reférences
[6], [16], [33], [52]. Nous avons limité notre ambition auscaesF L-structures in-
variantes a gauche dans les groupes de Lie complétemehibiéso Nous avons donné
une solution compléte du problent®.
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En réalité pour résoudre le problénis il a fallu étudier un premier probleme;
lui aussi génériquement difficile. En voici I'énoncé. Au dépsoit (M, J) une struc-
ture holomorphe adaptée a uRé_-structure M, w, L). A priori on ne fait pas d’hypo-
thése de nullité du tenseur de courbure de la connexion sgtigpie D; qui en est
issue. On suppose donnée une action hamiltonienne (prapes) application moment
équivarianten d'un groupe de LieH dans M, o, L). On suppose que zéro est une va-
leur réguliére de l'applicatiop. Ainsi 1~1(0) posséde un quotient qui est une réduction
de Marsden-Weinstein deM(, w, L). Alors se pose le problémB; de savoir si U, J)
accompagne cette réduction. En d'autres termés, J) posséede-t-elle une réduction
qui est adaptée a la réduction symplectique donnéeup&(0)? C’est ce probléme de
réduction (Kahlérienne) qui légitime le titre de cet agidDans le cas deSL-structures
invariantes a gauche dans les groupes de Lie complétemsoitibées nous résolvons
complétement ce problem,, voir les Théorémes 21 et 23. Les solutions du probléeme
P, servent d’ingrédients puissants pour I'étude et la régmlutiu problemeP, (voir
les Théorémes 16 et 25). Sofb(w, L) une FL-structure invariante a gauch& étant
un groupe de Lie complétement résoluble. A propos des pradé; et P, on observe
gue chaque structure holomorph@, J) qui est adpatée &, w, L) définit une structure
localement plate@, D;) qui en général n'est pas invariante a gauche. On a prolongé
notre champ d'intérét pour la structure localement plate ;) a notre intérét pour
la KV cohomologie de G, D;) ainsi pour quelques applications de cette cohomologie
a des questions d'apparence éloignées de nos préoccugpatiomépart. La KV co-
homologie scalaire de, D) est calculée a l'aide des suites spectrales fournies par la
paire (L, J(L)). Les paires de feuilletages Lagrangiens sont utiles aédthode BKS
de quantification géométrique [58]. Ce prolongement n'est pbordé dans ce travail.
Nous avons mis en évidence des liens étroits entre la KV colugie de G, D;) et
divers aspects de la géométrie globale @ ;) tels que :
(i) le probleme de complétude d&i( D;) [10], [17], [36];
(ii) le probleme d’hyperbolicité des variétés localemelates [26], [28], [29], [54].
D’autres ramifications de la KV cohomologie d&,(D;) sont signalées sans toute fois
étre traitées en détaile.g. (i) le couplage entre la KV cohomologie et la KV homo-
logie, (ii) la KV cohomologie et les réductions de Dirac désictures de Poisson. Cette
derniére relation entre la KV cohomologie des algébroide&aszul-Vinberg [39] et les
travaux de Blaszak et Marciniak [8] sur les réductions de ®©dl@s structures de Poisson
nous a été signalée par Jim Stasheff [51]. D’aprés Karin Branet Simon Salamon [15]
les méthodes de réduction Kahlériennes mises en évidemsecdatravail suggérent un
autre angle de lecture des travaux de Dorfmeister [13] suofgecture fondamentale
énoncée par S.G. Gindikin, I.1. Piatecckii-Sapiro et E.BBérg concernant la fibration
des variétés Kahlériennes homogénes au-dessus des dsrbaimes [14], [18], [19].
Cette suggestion est examinée a la section 4. Lutilisaierla KV cohomologie per-
met en effet de redémontrer plus rapidement le cas (c) derpatore fondamentale,
cf. Théoréme 49.
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Ce travail comprend quatre sections.

Section 1. Cette section est consacrée a l'introduction.

Section 2. Elle est consacrée a la réduction des groupesealsymplectiques et
aux rappels des théoréemes de construction des structutesgtangiennes affinement
plates Kéahlériennes dans certains espaces symplectiquesgénes [37].

Section 3. Elle est consacrée aux réductions des strudtotemorphes G, J) qui
sont adaptées a urkeL-structure invariante a gauch& (w, L). Sur le plan technique les
principaux résultats sont les Théorémes 16, 21, 23, et 2pral@éme de platitude de la
connexion symplectiqu®; fait I'objet de la sous-section 3.5 (cf. Théoréme 31). En vue
de certaines applications.¢. deux conjectures de Benson-Gordon, cf. Théoréme 43), le
Théoreme 33 est I' &me de la sous-section 3.5.

Section 4. Cette section est consacrée entre autres a diésatpps variées du
Théoréme 33. Le cas (c) de la conjecture fondamentale auresidgux questions for-
mulées par C. Benson et C. Gordon sont revisitées. Dans le cedla géométrie des
F L-structures un cas particulier de la premiére conjecturBeleson-Gordon se déduit
du Théoreme 43. Ce qui est qualifié de Conjecture 42 est indirpa& un exemple;
(cf. Remarque 45). La sous-section 4.3 est consacrée a desokMlexes de chaine
attachés aux algébres de Koszul-Vinberg. Des exemplesvetsds applications de la
KV cohomologie sont donnés. En particulier cette cohomel@st utlisée pour donner
une nouvelle démonstration du cas (c) de la conjecture foedtale, cf. Théoréme 49.
Ce faisant nous avons répondu affirmativement a une int@timgde Karin Erdmann et
Simon Salamon [15]. Du point de vue de calcul effectif on astait quelques suites
spectrales qui convergent vers la KV cohomologie des afgete Koszul-Vinberg. En
outre I'examen des KV complexes a coefficients dans les fide&s tenseurs a per-
mis de construire une suite spectrale mettant en lunmiérsamorphisme canonique
entre la cohomologie des formes différentielles d'ordrpésieur introduite et étudiée
par Jean-Louis Koszul dans [30] et la cohomologie du congplgionnier de Albert
Nijenhuis étudié dans [44], cf. Théoreme 60. Cette suitetsple fournit des interpréta-
tions inédites de ces deux cohomologies. Le Lemme 50 estitela faremiéere tentative
réussie de définition d’'une théorie d’homologie des KV aigébDe ce point de vue
ce lemme est fondateur de la théorie d’homologie des algétbeeKoszul-Vinberg a
coefficients dans leurs bi-modules. En dimension finie onppet® le couplage naturel
entre la KV cohomologie et la KV homologie lorsque le modukes doefficients est
un module a gauche. Ce couplage a été introduit dans [41]. @appelé également
I'utilisation de la KV cohomologie pour construire les sttures de Poisson et leurs
réductions de Dirac [8], [39]. A la sous-section 4.7 on slgriaxistence dek-tissus
Lagrangiens dans certaines variétés Kahlériennes. Lerésuitat concernant ces tissus
est leur linéarisation locale.
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2. Groupes de Lie symplectiques

2.1. Reéductions d'une 2-forme différentielle fermée. Tous les groupes de Lie
qui sont considérés sont réels, résolubles, connexes @lesitant connexes. Soib
un groupe de Lie. L'algébre de Lie d8 est la sous-algébrg des champs de veteurs
invariants par les translations gauche d&sOn désigne paf?(G) I'espace vectoriel
des 2-formes différentielles fermées qui sont invariamas les translations a gauche.

Etant donnéw € QZ(G) on s'intéresse aux suites finieslj, G;) de paires de sous-
groupes de Lie connexes fermés @esatisfaisant la condition suivante : la sous-algébre
de Lie qui détermine le sous-group¢; engendre le noyau de la 2-formg = i*w
ol i : Gj — G est l'application inclusion. Pour toub € QZ(G) il existe une suite
(H;, G;) satisfaisant les deux conditions suivantes :

(1) Gj+1CGj,

(2) codimG;) = j.

Un groupe de Lie complétement résoluble est un groupe dedseluble satisfaisant
la condition suivante : les valeurs propres de la reprégeniadjointe deG sont des
fonctions réelles. Dans la suite on se servira des suitesalespH;, G;) dont I'exis-
tence est garantie par le résultat élémentaire suivant.

Lemme 1. Soit G un groupe de Lie complétement résoluBleit w € Q*(G) une
forme symplectiqueAlors il existe une suit¢H;, G;) de paires de sous-groupes de Lie
fermés jouissant des quatre propriétés suivantes
(1) dans chaque pair¢H;j, G;) le sous-groupe Hest distingué dans G
(2) Hj C Hj41 et Gj41 C Gy,

(3) la codimension de Gdans G est égale &, |
(4) la sous-algébre de Liejhqui définit le sous-groupe de Lie;Hengendre le noyau
dew; =i*w, i : G; — G est I'application inclusion

Démonstration. On procéde par recurrence sur la dimenso®.dSi la dimen-
sion deG est deux alors la conclusion du Lemme 1 est trivialementevr@upposons
que le Lemme 1 soit vrai jusqu'a la dimensiom.2Considérons un groupe de Lie
complétement résolubl& de dimension &+ 2. On suppose qu& porte une forme
symplectiquew € QF(G). Soit g l'algébre de Lie deG. L'algébre de Lieg contient
un idéal de dimension 1h;. Soit H; le sous-groupe de Lie distingué connexe @e
déterminé par la sous-algébre de Llhe. Désignons pam; le sous-espace vectoriel
orthogonal symplectique de; dansg. En d’autres termes on@a(X,Y) =0, VX € hy,

VY € g;. Puisquew est ferméeg; est une sous-algebre de Lie de codimension Bj.de
Soit G; le sous-groupe de Lie connexe déterminé gaet soitw; I'image inverse de

o par I'application inclusion dé&5; dansG. De la forme différentiellen; le groupe de

Lie quotient G1/H; hérite d’'une forme symplectique invariante par les traisia a
gauche. Puique din®;/H;) = 2m I'hypothése de recurrence du Lemme 1 assure que
G1/H; possede une suite de pairds; ((G1/Hi);) satisfaisant les quatre proppriétés du
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Lemme 1 pour la forme symplectique héritéeale L'image inverse de K. (G1/H1)j)
par 'homomorphismer de G; sur G;/H; détermine dansQ, ») une suite dj, Gj)
qui satisfait les quatre propriétés du Lemme 1. ]

Corollaire 2. Tout groupe de Lie completement résoluble G muni d'une forme
symplectiquew € Q2(G) contient un sous-groupe Lagrangien

Démonstration. On procéde par recurrence sur la dimeng@. Goitw € Q(G)
une forme symplectique. En dimension 2 la conclusion dullzore est vraie. En di-
mension 1 + 2 on choisit un sous-groupe connexe distingué de dimensiba & G.
Conformément a la notation adoptée dans la démonstratidregume 1 on désigne par
G, le sous-groupe de Lie connexe dont I'algébre de gsieest le sous-espace vetoriel
w-orthogonal a l'algébre de Lib; de H;. L'argument de recurrence assure l'existence
d’un sous-groupe de Lie Lagrangiém, dansG1/H;. Limage inversel .1 = 71(L )
par 'homomorphisme canonique : G; — G3/H; est un sous-groupe de Lie Lagrang-
ien du groupeG. Ceci termine la démonstration du corollaire. O

Dans la suite un coupleQ, w) avecw € Q*(G) est appelé groupe de Lie sym-
plectique siw est une forme symplectique. D’apres le Corollaire 2 du Lenineut
groupe de Lie symplectigue complétement résoluble possadeuilletage Lagrangien
L invariant par les translations a gauche. La démonstrationemme 1 assure que
I'on peut en fait choisir la suiteH;, G;) et le sous-groupe Lagrangidnde sorte que
L se projette sur un sous-groupe LagrangignC Gj/H; dans chaque groupe de Lie
symplectique G;/H;, ;).

Conformément & la notation utilisée ci-dessasdésigne (abusement) a la fois la
restriction dew au sous-group&; et la forme symplectique du groupe de LB /H;
héritée dev;. Notonsi 'homomorphisme inclusios ;11 — G; alors la forme différenti-
elle wj et la forme symplectique; 1 € Q¥(Gj11/Hj+1) sont liées par*wj,1 = i*wj.

DEFINITION 3. Une structure bi-Lagrangienne dans une variété syniglect
(M, w) est une paire K1, F;) de feuilletages Lagrangiens partout transverses.

Dans la suite une structure bi-Lagrangienne davis ) sera présentée sous la forme
d'un quadruplet M, w, F1, F,). Il existe une unique connexion symplectique sans tor-
sion D qui préserve chacun des feuilletageset F,. (Moir Section 3 pour la définition
précise deD).

DEFINITION 4. Une structure bi-Lagrangienn®(w, F1, F,) est dite Kahlérienne
si la connexion symplectiquB gu’elle détermine est la connexion de Levi-Civita d’'une
structure KahlérienneM, h) dont la forme de Kaehler esi.
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Dans la définition 4 ci-dessus dire queest la forme de Kaehler deM, h) signifie
gue M porte une structure presque complexe intégrableJ) dont le tenseud définit
le produit hermitienh par la formule

h(X,Y) = (I X, Y) + vV=1a(X, Y).

Retournons aux feuilletages Lagrangidns dans les G;/H;, wj). Alors dans chaque
Gj/H; le feuilletage L; est facteur d'une structure bi-Lagrangienne Kahlérienne
(Gj/Hj, wj, Lj, Nj) [37], [38]. Plus précisement on a

Théoreme 5. |l existe dans chaquéGj/H;, ;) un deuxiéme feuilletage Lagrang-
ien N; transverse a | tel que la structure bi-Lagrangienn@ j, N;) est affinement plate
et se projette sufL; + 1, N; + 1) dans le sens suivantr et i étant respectivement la
projection de G41/H; sur Gj1/Hj41 et linclusion de G41/H; dans G/H; on a
(i, H(Nj)) = Njy1.

En conjuguant la géométrie affine et la géométrie sympleetides groupes de Lie
complétement résolubles [37], on a plus précisement

Théoreme 6. On peut construire les feuilletages Lagrangiens d& sorte que
chaque structure bi-Lagrangien{&;/H;,»;, L;, Nj) soit affinement plate Kahlérienne

REMARQUE 7. Tout groupe de Lie symplectique complétement résolubtesgde
une structure bi-Lagrangienne affinement plate Kéhlégen N) compatible avec une
suite H;, Gj) dans le sens du théoréme énonce 5 ci-dessus.

3. Probléme de réduction des structures analytigues comptes adaptées aux
FL-structures

3.1. Notation-Définitions. Soit (G, w) un groupe de Lie symplectique compléte-
ment résoluble. On fixe une fois pour toutes une structureagrangienne affinement
plate Kaehieienne [, N) et une suite i;, G;) satisfaisant les conditions suivantes.
(1) Le feuilletageL est invariant gauche,
(2) H; est distingué dan§;,
(3) Chacun des groupes de Lie symplectiqu@s/Hj, ;) hérite de [, N) d’'une struc-
ture bi-Lagrangienne affinement plate Kahlérien@g (H;, wj, L, N;),
(4) (Lj+1, Nj11) est la projection del(j, N;) dans le sens de Théoréme 5 ci-dessus.
On désigne pad; le tenseur de la structure presque complexe du produit liemde
(Gj/Hj, @j, Lj, Nj).

En particulier le produit hermitiefy, de G, ») est donné par la formule

ho(X, Y) = &(JX, Y) + vV—=1o(X, Y).
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Ainsi le triplet (G;/H;, w, J;) représente la structure Kahlérienne plate définie par
(Lj, Nj). Conformément au formalisme de réduction de Marsden-Wsinmsda variété
Kéhlérienne Gj11/Hj+1, wj+1, Jj+1) est une réduction (Kahlérienne) dej(/ H;, wj, J;).
Dans la variété holomorphés(/H;, J;) les feuilletaged.; et N; sont totalement réels
et orthogonaux pour la métrique RiemanniergjéX, Y) = ;j(J;X, Y). En d'autres
termes on aJ;(Lj) = N;j.

REMARQUE 8. On observe que dans le quadruplg (H;, wj, Lj, Nj) seuls sont
invariants par I'action du groupe de L®; le couple &;, Lj).

DEFINITION 9. Une FL-variété symplectique (o L-structure symplectique) est
une variété symplectiqueM, ») munie d'un feuilletage Lagrangieh.

Chaque feuille de tout feuilletage Lagrangienporte une connexion linéair& dont
les tenseurs de torsion et de courbure sont nuls. La dénvatbvarianteV de cette
connexion est donnée par la formule suivante

o(Vx(Y), Z) = (Lxivw)(Z),

dans laquelle les champs de vectedsY sont tangents au feuilletage, Ly et iy
sont respectivement la dérivation de Lie dans la directionrcdamp de vecteurX et
le produit intérieur par le champ de vecteifs

Soit (M, w, L, N) une structure bi-Lagrangienne. Comme on I'a signisliéporte
une unique connexion symplectique sans tordibmui vérifie la condition suivante :
pour tout champ de vecteuds et tout champ de vecteuds tangent aL (resp. tangent
a N) Dx(Y) est tangent & (resp. est tangent &l). Pour écrire la fomrule explicite
donnant la connexioD on décompose tout champ de vecteurs tangerts éomme
il suit X = (Xq, X5) € TF @ TN. Alors la dérivation covariantd® est donnée par la
formule suivante

Dixy, x2) (Y1, Y2) = (Vx, (Y1) + [ X2, Y11, Vx,(Y2) + [ X1, Y2]2).

Les composantesVy, (Y1) et Vx,(Y2) ont été définies ci-dessus par la formule
o(Vx(Y), Z) = (Lxivw)(Z). Rappelons que la structure bi-Lagrangienne est diteeaffin
ment plate si le tenseur de courbure Deest nul.

DEFINITION 10. Une structure bi-Lagrangienn& (w, L, N) est dite compléte si
la connexion symplectiqu® qu’elle définit est géodésiquement complete.

La géométrie Kahlérienne d’'unEL-variété consiste en la compatibilité entre la géo-
métrie analytigue complexe et BL-structure dans le sens de la défintion suivante.
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DEFINITION 11. Une structure presque complexe intégralble J) est adaptée a
une FL-structure M, w, L) si les conditions suivantes sont vérifiées
(i) le triplet (G, w, J) définit une structure de variété Kahlérienne,
(ii) le quadruplet G, w, L, J(L)) définit une structure bi-Lagrangienne.

Toute structure symplectiqueM( w) posséde des structures presque complekgsd|

qui lui sont adaptées dans le sens quesst une isométrie de et qu’en tout point

x de M la forme quadratiqugq) définie dans I'espace vectoriel tangent par la for-
mule (q)(X) = wx(J X, X) est définie positive. Dans ce cads, (J(L)) est une paire de
distributions Lagrangiennes qui sont transverses en tourt.pll existe des structures
symplectiques ne possédant aucune structure presqueeariptégrable adaptée [11],
[16], [33], [52].

PROBLEME 12. L'étude du module des structures presque complexegratites
adaptées & un€ L-structure dans le sens de la définition 9 est sirement uriéoneb
largement ouvert. Nous allons en traiter un aspect plus steden nous limitant a cer-
taines F L-structures symplectiques homogenes.

En effet soitTL C T M le sous-fibré tangent & un feuilletage LagrandienT L est un
algébroide de Lie. L'algébre de LIE(T L) des sections d@ L est l'algébre des com-
mutateurs de I'algébre de Koszul-Vinberg dont la multiglion est définie pak,Y —
VxY, VX, Y e I'(TL) [37], [38], [56]. Compte tenu de l'unicité de connexion sym
plectiqgue sans torsion associée a une structure bi-Lagramg, une structure presque
complexe intégrableM, J) adaptée a uné& L-structure symplectiqueM, w, L) donne
lieu a une unique connexion symplectique sans tor§loqui preserve la structure bi-
Langrangiennel(, J(L)) [23], [37]. La restriction deD a chaque feuille du feuilletage
L (resp. du feuiletagel(L)) y définit une structure localement plate dans le sens de
Koszul. Le tenseur de courbure d2 est 'unique obstruction a I'existence des coor-
données (locales) de Darboux constituées des intégragesignes respectives de et
de J(L), (cf. les conditions (1), (2), (3), (4) du théoréme 17 csslaus).

EXEMPLE 13. Considérons le plan réet,(y) € R? muni de la forme différentielle
sympectiquen = expiy) dx A dy. Les deux feuilletages par les droites= constant et
par y = constant sont Lagrangiens. Le tenseur de courbure de laeximmsymplec-
tique correspondant n’est pas nul. Par contre st (exp(k) + exp(y)) dx A dy alors la
méme paire de feuilletages Lagrangiens - constant), Y = constant)) done lieu a une
connexion linéaire dont le tenseur de courbure est nul.

PROBLEME 14. Un autre probléme intéressant est le probleme de réduch
la Marsden-Weinstein) des structures presque complexsp. (des structures presque
complexes intégrables) adpatées a Wie-structure symplectique.
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Nous allons étudier les probléemes 12 et 14 ci-dessus en moitarit aux F L-structures
symplectigues homogénes des groupes de Lie complétemsaitibées. La principale
raison de cette restriction est que nous disposons de Théoséde la section 2. Dans
la sous-section qui suit on va s'intéresser aux structuresgoe complexes intégrables
qui sont quasi-adaptées (dans le sens de la définition sowmute ¢lassique ci-dessous
[7]) a une FL-structure symlectique donnée. En voici la définition

DEFINITION 15. Une structure presque complexe intégrakié, §) est quasi-
adaptée a und-L-structure symplectiqueM, w, L) si (M, w, J) est une structure
Ké&hlérienne.

3.2. Réduction des tenseurs presque comlexes quasi-adaptéComme il a été
annoncé on se limite auk L-structures symplectiques homogénes des groupes de Lie
completement résolubles. Nous allons traiter en détailake des groupes de Lie sym-
plectiques. Soit@, w, L) une FL-structure invariante a gauche dans un groupe de Lie
symplectigue complétement résolubl®, ). Posons Gg, wo, Lo) = (G, w, L). On se
place dans la configuration du Théoréeme 5. En vertu de ceéh&ob on fixe une suite
(Hj, Gj) qui satisfait le Lemme 1 et qui donne lieu & la sui@& (H;, »j, L, Nj)) des
structures bi-Lagrangiennes (affinement) plates Kahiége La structure Kéhlérienne
plate du groupe de Lie symplectiqu&/H;, ») est définie par une structure presque
complexe intégrableQ; /H;, J;) adaptés a l& L-structure Gj/H;j, wj, L;).

En outre Gj41/Hj+1, Lj+1, Nj+1) est une réduction deXj/H;, wj, Li, N;) dans
le sens du Théoreme 5 ci-dessus. Un des résultats princiawette sous-section est
le suivant

Théoreme 16. Les notations étant celles ci-dessus toute structure pesspm-
plexe intégrable(G, J) quasi-adaptée a la FL-structure symplectiq(®, w) lui est
adpatée dans le sens de la définitibmh.

La démonstration du Théoréme 16 répose sur d'autres thésrétéressants que nous
allons énoncer. Ceux de ces théorémes qui sont classiques 6aoncés sans démonstra-
tion mais la reférence sera donnée. Ceux de ces théorémesigjunouveaux seront
démontrés en détail. On va se placer au niveau des deux psetaienes H;, G;) et
(e, G), de la configuration du Théoréme &est I'élément neutre du groupe (symplectque)
G. Soienthy, g; et g les algébres de Lie respectives des groupes deHijeG; et G.

A partir de maintenant on fixe une structure presque compieégrable G, J)
qui est quasi-adptées( w, L). Le produit hermitienh; de G, w, J) est défini par la
formule

hy(X, Y) = w(I X, Y) + V=1o(X, Y).

Retenons au passage que nous sommes en présence de deguesétidhlériennes
suivantes :
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(i) la métrique affinement platbo(X, Y) = go(X, Y) + v—1w(X, Y) avecgo(X, Y) =
a)(JoX, Y),

(i) la métriqueh;(X, Y) = gi(X, Y) + vV=1w(X, Y) définie par G, », J).

Soit TG le fibré tangent holomorphe d&( J). NotonsT; et T, C TG les sous-fibrés
vectoriels réels engendrés garet parJ(h;) respectivement. Notorg, le sous-fibré qui
est orthogonal &, & T, relativement a la métriqgue Riemanniermg X, Y) = w(J X, Y).
La décomposition suivante egg-orthogonale

TGC=T,®dT1 & T>.

En tout pointy € G; les sous-espace vectoriels(y) et Ti(y) sont tangents a la sous-
variété y G;. La restriction aG; de T; est tangent aux fibres de la fibration principale

Hl g Gl g Gl/Hl.

En restriction &G, le sous-fibrél, est le sous-fibrg;-othogonal &T;. De toute évidence
T, est un sous-fibré analytique complexe TE.

Intéressons nous maintenant a I'action par translationugtgadeH; dans G, w).
Cette action est hamiltonienne. Par réduction a la Marsdemaiéin on obtient le
groupe de Lie symplectiqueGg/Hs, w1). Intéressons nous également aux structures
bi-Lagrangiennes affinement plates définies par L) et par (i, Ji(L1)). On sait
que (L, JoL) se projette surl(s, J;L1) dans le sens du Théoréme 5.

Voici un énoncé extrait d'un théoréeme démontré dans [37].

Theoréme 17. On conserve la notation ci-dessus savoir (G; /Hj,», Jj, L, N;).
Soit 2+ 2m la dimension de GAlors tout point de G posséde un voisinage ouvert U
domaine des fonctions coordonnées locales .q, Om+1, P1.- .., Pm+1 Qui satisfont les
conditions suivantes
(1) » =3 dg Adp,

(2) les p sont des intégrales premiéres locales du feuilletage L

(3) les q sont des intégrales premieres locales du feuilletage= Np(L),

(4) le systéméq;, pi) est un systeme de coordonnées affines de la structure losaiem
plate définie par la structure bi-Lagrangienne affinemeratglL, Jo(L)),

(5) les fonctions complexes 2 g + ~/—1p; sont de coordonnées locales de la struc-
ture presque complexe intégral(&, Jo).

DEFINITION 18. Un systeme de coordonnées locales qui vérifient les €ondi
tions (1) a (4) est appelé coordonnées de Darboux-HessGde, (L, Jo(L)).
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REMARQUE 19. La condition (5) du Théoreme 17 ci-dessus équivaut a ila su
vante
(5) si (@, p) et @, p) sont des systemes de coordonnées vérifiant les conditigns (
(2), (3), (4), (5) et dont les domaines ont une intersection wide alors le change-
ment coordonnéeqy(, p’) = A(q, p) est une transformation affine rigideg( A est une
isométrie de I'espace euclidien [57]).

Dorénavant nous fixons un atlasy dont les fonctions coordonnées locales satisfont
les conditions (1), (2), (3), (4), (5) du Théoréme 17 ci-dsss

Notons S le champ de vecteurs hamiltonnien de la fonctipn Les conditions
(1), (2), (3) assurent qudy(S) est le champ de vecteurs hamiltonien de la fonction
gi. Il en resulte que le systéeme de vecteuss Jo(S)) est orthonormé pour la métrique
Riemanniennegyy(X, Y) = w(Jo(X), Y).

Considérons maintenant la structure presque complexgratite G, J) qui est
guasi-adaptée a l&L-structure G, w, L).

Lemme 20. Les champs de vecteurs $nt liés au tenseur J comme il suit
(@) [S, J(S)] est une section locale de(l);
(b) [J(S), J(S;)] est une section locale de. L

Démonstration. On se restreint & I'ouvé&st domaine des fonctions coordonnées
(9, p). Soit Ry le fibré trivial U x R?™*2 que nous identifions avec le fibré tangent
TU, (dim(G) = 2m+2). SoitLy la restriction aU de L. On définit 'homomorphisme
injectif & de Ly dansRy défini par

G(X! U) = (gJ(S.l’ U)! RN gJ(S‘n+11 U)! gJ(‘]OS.'L- U), B gJ(JOS'n+l; U))
= (wx(J S.! U), sy wX(‘] Sn+lu U), a)X((‘] ‘bs_l.)! U), ceey a)X((‘] ‘bS‘nJrl)! U))

L'image 6(Ly) est un sous-fibré trivial déry. Soit ¢y,..., cme1 UNe base des
sections localement constantes &l&y). Chaquec; est une application constante non
nulle deU a valeurs dang(Ly) C Ry. Soitej = 671(cj). Le systémedsa,...,am+1) est
une base des sections g satisfaisant les conditions suivant®eéJ S, «j) = constant
et w(J 1S, oj) = constant.

Utilisons go(X, Y) = w(Jp X, Y) et la base orthonormé&( Jo(S)) pour décomposer
les J(¢). On a ainsi

Jen) =) o(I(S), @) S+ Y o(I(e), SISk
k

k

Rappelons les faits suivants : d’'une part te€l(S), ;) et lesw(I(J(S)), ;) sont
des constantes, les champs de vect&yrs. ., Sni1, Jo(S), ..., Jo(Sne1) commutent
deux a deux; d'autre pardy et J sont des isométries de. De ces observations on
déduit la propriété de commutatio| J(«i)] =0 pour j, k:=1,..., m+ 1.



REDUCTIONS KAEHLERIENNES DANS LESGROUPES 249

Considérons un tripletof, S, Si). De lidentité [S;, J(«i)] = O on déduit les sui-
vantes
o([S;, I(e)], I(S)) =0,
o([S, I(SJ], I(ei)) = 0.
Puisque lesJ(«j) engendrent le sous-fibré LagrangidfLy) les [S;, J(S)] sont des
sections locales dd(L). L'assertion (a) est démontrée.

(b) On sait que les champs de vecteGscommutent deux a deux. Ainsi la nul-
lité du tenseur de Nijenhuis d& se réduit a I'dentité suivante

[3(S), IS + I[I(S), ) + I([S;, I(S)) =0.

Compte tenu de l'assertion (a) et du fait gueest Lagrangien, J(S), J(S;)] est une
section deL. Le Lemme 20 est démontré.

Le Lemme 20 sert d’ingrédient pour la démonstration de plusi theoremes dont
le suivant

Théoreme 21. Les distributions T T, et T sont complétement intégrables

Démonstration. Sans perte de généralité on supposesgast une section locale
de T;. On utilise le produit scalairg;(X, Y) = w(J(X), Y) pour décomposer ortho-
gonalementL

L = Tl D Ol’tl'bJ (Tl)

Considérons lisomorphisme du fibré Ly dans le fibré triviall x R™1 défini par

d)(tslv U) = (w(t‘]O(Sl)r U) + tw(‘](sl)! U), CL)(Jo(Sz), U), RN a)(‘]O(Sn+lv U)))

pour ¢S, v) € Ty xorthy, (T1). On peut supposer que le sous-fig@rthy, (T1)) est trivial

sur 'ouvertU. Soit (w1, ..., wm) une base des sections locales constantes dg @rh

au-dessus dd ; posonsg; = ¢ Y(wj). LesB; sont des sections de ogtfiT;) satisfaisant
les conditions suivantes

w(Jo(S), B;) = constant.
pourj:=1,...,metk:=1,...,m+ 1.

Maintenant on utlise le produit scalaitg(Jo(X), Y) pour décomposer leg; dans
la base §, Jo(S))

Bi = o(H(S), Bj)S

k
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Maintenant on tient compte du fait que legJy(S), fj) sont des constantes. On en
déduit alors les identités suivantes

[ Bj] =0

pourj:=1,..., metk:=1,..., m+ 1
Pour terminer on suppose quk est un voisinage de I'élément neutre @Ge Alors
le sous-fibré orthogonal d& dansT G; pour le produit scalairgg(X, Y) = w(Jy(X),Y)
est engendré par les sectio8s. .., Sni1, (), ..., Jo(Snir)-
Nous sommes maintenant en mesure de conclure.
Les sous-fibréd; & T, et T, sont analytiques complexes. Nous allons appliquer le
résultat classique suivant [4], [24]. ]

Théoreme 22. Soit (M, w, J) une variété Kahlérienne et V une distribution holo-
morphe complétement intégrable dans. Boit K = V1 la distribution orthogonale
a V. Si K est holomorphe alors il est aussi une distribution cartgrhent intégrable

En vertu du Théoreme 22 énoncé ci-des$y®st complétement intégrable si et seule-
ment siT; @ T, est complétement intégrable. Puisq8g est un champ de vecteurs
hamiltonien on a

So(I(S), Bj) = o([S, I(S)], B)) + 0(I(S), [S, Bi])-

En vertu de Lemme 209, J(S))] et B; sont des sections déL et de L respec-
tivement. D’'un autre c6té on vient de montrer qug, [8;] = 0. On déduit de ces
considérations l'identité

o([S, I(S)), Bj) = 0.

On a également

Siw(I(S), I(B))) = (S, I(S)], I(B))) + (I(S), [S1, I(B)))).

Les champs de vecteury(8;) et [S;, J(S)] étant des sections déL on est conduit
a lidentité suivante

o([S1, I(S)], I(B))) = 0.

Ainsi relativement au produit scalairg;(X, Y) = w(J(X), Y) le champ de vecteurs
[S1, J(S)] est orthogonal au sous-fibré engendré par les secifpnsl(8;). Ce der-
nier n'est pas autre chose que le sous-filgéPar consequenty, J(S)] est une sec-
tion de T; @ T,. Le sous-fibréT; @ T, est donc complétement intégrable. En vertu du
Théoréeme 22 le sous-fibr& est aussi complétement intégrable. Le théoréme 21 est
démontré.



REDUCTIONS KAEHLERIENNES DANS LESGROUPES 251

3.3. Théoréeme de réduction des structures complexes quamitaptées. On
conserve les notations et les données des sous-sectioresdenées. La variété holo-
morphe G, J) porte deux feuilletages analytiques compleXesd T, et Ty qui sont
partout transverses. En outre le feuilletaieest subordonné au sous-groupe dans
le sens que les feuilles dg passant par les points d& sont contenues dar3;. Par
ailleurs le Théoréme 21 et l'identitéS], 8;] = O montrent que la restriction &; de
To est une connexion principale plate ¢iy-fibré principal

Hl g Gl g Gl/Hl.

Les groupes de Lidl; et G; étant simplement connexes chaque feuilleTgest difféo-
morphe aG;/H;. Soit A la feuille de Ty passant par I'élément neutre. En identifiant
la variété G, avec le produit direcH; x A la fibration principale ci-dessus revient a
projeter sur le facteuA. On identifie ainsiG1/H; avec la variété Kahlérienn&. Notons
encore (G;/Hj, J) la structure presque complexe de cette structure KéhtégieEn vertu
du Théoreme 21 la structure Kahlérienr&; (Hy, w1, J) est obtenue par adaptation de
(G1/Hs, J) a laFL-structure symplectique homoger®;(/H1, w1, L /h;). Résumons ces
conclusions sous la forme suivante

Théoreme 23. Soit(G,w, L) une FL-structure invariante a gauche dans un groupe
de Lie complétement résoluble et & G le sous-groupe distingué connexe dont I'algébre
de Lie est k. Soit G, le sous-groupe de Lie connexe qui esbrthogonal a H. On
suppose que L est inclu dans l'algébre de Liedg G;. Alors toute structure presque
complexe intégrabléG, J) quasi-adaptée &G, w, L) possede une réductidG,/Hi, J)
qui est quasi-adaptée a la réducti¢®,/H;, w1, L/hy).

REMARQUE 24. Comme convenu hous ne nous intéressons qurLkstructures
homogénes. Cependant cette propriété d’homogénéité pastexigée des structures
complexes qui sont quasi-adaptées &ux-structures homogenes.

3.4. Probleme de compléte intégrabilité de structures bi-agrangiennes quasi-
adaptées a undg-L-structure. Soit (G, w, L) une FL-structure homogéne. Le groupe
de Lie G est supposé étre complétement résoluble. On fixe une pairés() qui nous
place dans la configuration du Théoréme 23.

On fixe une structure complexe auxiliairé,(Jp) adaptée aG, w, L) et satisfaisant
les cinq propriétés du Théoreme 17. Sous ces contrai@®gs, L, Jo(L)) est affinement
plate et Kahlérienne. En outré&( w, L, Jo(L)) se projette sur une structure analogue
(G1/Hs, L/hy, Jo(L/hg)) qui est affinement plate et Kéhlérienne.

En vertu du Théoréme 23 toute structure holomorpgBel) qui est quasi-adaptée a
(G, w, L) se projette dans®;/H;1) sur une structure holomorphe que nous notons aussi
(G1/H1,J) qui est quasi-adaptée &{/H1,w1,L/h;). Une fois fixées ces données nous
sommes en position de démontrer le Théoréme 16. Traduitreresede probléme de
compléte intégrabilité le Théoréeme 16 est équivalent auvasti
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Théoreme 25. La distribution JL) est complétement intégrable

Démonstration. On va procéder par recurrence sur la dimerde G.

Si G est une surface le Théoréme 25 est vrai.

Nous admettons que le Théoréme 25 est vrai juqu’a la dimer2sio Nous considér-
ons une configuration du Théoréme 23 dans laquelle la dimerde G est égale a
2m + 2. Pour continuer on utilise la structure affinement platdl&denne auxiliaire
(G, w, L, Jp(L)). On fixe une fois pour toutes un atlak,;, dont les fonctions coor-
données locales vérifient les cing prdgsi du Théoréme 17 pou6( o, L, Jo, Jo(L)).

On projette G, w, L, J(L)) et (G, w, L, Jo(L)) sur leur réduction respective
(G1/H1, w1, L/hg, J(L/hy)) et (G1/H1, w1, L/hg, Jo(L/hy)). Dans cette configuration,
en vertu de I'hypothése de recurrence Théoréme 25 est vra (B /Hi, wi, L/hy).
C'est a dire quel(L/h;) est complétement intégrable. Sait un ouvert domaine des
coordonnées de Darboux-Hegs..., qm+1, P1s---» Pme1 de G, o, L, Jp(L)). Soitz la
projection deG; sur G;/H;. Sans perte de généralité on suppose due= 7(U N G;)
est un domaine des coordonnées de Darboux-HesS&geHg, w1, L/h1, Jo(L/h1)). En
outre les fonctions coordonnées localgs.. ., Om+1, P2, - .., Pm+1 SONt SUPpOSEes étre les
images inverses par des coordonnées de Darboux-Hess@¢/H1, w1, L/hy, Ji(L/hy)).
Ces coordonnées étant définies dar(®¢) N G;)) seront (abusivement) notées aussi
02, - - -5 Om+1y P2s - - - s Pmyt

Nous conservons les notations du Lemme 20. En vertu de ttiamsdb) du Lem-
me 20 les champs de vecteurd(§), J(S;)] sont des sections d&/h; pouri, j :
2,...,m+1. L'hypothése de recurrence assure dk/h;) est complétement intégrable.
On en déduit queJ(S), J(S§))] =0 pouri, j:=2,..., m+1.

L'assertion (a) du Lemme 20 dit que les champs de vectessJ[S;)] sont des
sections du fibréJ(L). Nous sommes en position de pouvoir appliquer un théoréene d
[24], [25] dont voici un énoncé partiel écrit sous la formdisge ici. ]

Théoreme 26. Soit £ un feuilletage totalement géodésique dans une variété
RiemannienndM, g) dont la métrique Riemannienne g est quasi-fib(par rapport
au feuilletageE). Soit 2+ la distribution orthogonale aE. Si 1 est complétement
intégrable alorsE+ est aussi totalement géodésique

Maintenant continuons la démonstration du Théoréme 25. Grrob que la restriction

a G; de la métrique Riemannienrgg (X, Y) = w(J(X), Y) estz-quasi-fibrée,7r étant

la projection deG; sur G1/H;. En vertu du Théoréme 21 les distributions intégrables
T, et T sont totalement géodéques pour la connexion de Levi-CWitde la mtrique
(I X, Y). PuisqueJ est intégrable et que est fermée on a

IVx(Y) = Vx(JY)
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quels que soient les champs de vectedrsy [7]. ChaqueS; étant un champ de vec-
teurs hamiltonien on a

(S, [38,J§]) = IS0(&, I§) - I§u(S, IS).

Pour j,k:=2,...,m+1 le membre de droite de I'égalité ci-dessus vaut zéro. Gaisu
maintenant

(IS, 3§], IS) = 0(V:51§), IK) — o(Vi5(J S), IK).
La connexionV étant également une connexion symplectique on a
»(Vi5(9), IS) = JS0(JS, IS) -0 S, Vis(IS)).

On observe que pour,k:=2,...,m+1 les champs de vecteudsS et J& sont des
sections deTy. Puisque la distributiorTy est totalement géodésique et est orthogonale
a JS le membre de droite de la derniére égalité ci-dssus est dalnciest a dire que
'on a

JS0(S,IS)-w(IS, Vis(IK)) =0.
On a donc
o([JS,3§], IK) =w0(Vy35(3F), IK) —0(Vis(39), IS) = 0(V35(J §), IK).

Il faut maintenant tenir compte du fait qu&v = VJ. Alors le calcul ci-dessus
donne

o([JS,JS], IQ) = 0(V35(1§), I&) = 0(IV35(5), IS) = o(V35(§), &)
= o([J(S), §, S) + o(Vs(I ), )

PuisqueS et Vs (&) sont orthogonaux d § le calcul ci-dessus conduit a
o([JS,3S], IS) = oIS, S S)-

Maintenant on tient compte de ce q& est un champ de vecteurs hamiltonien. On
en déduit

(IS, §l. ) = ISe(§, S) - S0 S, §) =0.

A ce stade on conclut quelf§, JS] est orthogonal afg. En vertu du Lemme 20
[JS, JS] est colinéaireS,. PuisqueS, et JS sont sans singularité dans I'ouveut
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et sont orthogonaux @y posonsf =1/w(J S, ). On a alorsw(fJS, S§) = 1. Rap-
pelons queS, est un champ de vecteurs hamiltonien. On a alors d'un cété
o([J(f§1),J§], I§) = w[I(fS). §]. IS) + ©(J[fS, IS], IS)
=o([J(fS), Sl S) + (S, IS] S)
= J(fs)w(S, §) - SeI(fS), §)
+ 1S0(J§, §)-ISe(fS, §)
=0.

De l'autre c6té on a

o((f(18),3§] J9) = fo([J5,J§]. I9) - ((U§) (IS, JS)

fo((JS,JS], JS).

Il s’en suit quew([JS,JS], JS§)=0pourj:=2,..., m+ 1L
On conclut que les champ de vecteuls, ..., JS,.1 commutent deux a deux.
Cela termine la démonstration des Théorémes 16 et 25.

3.5. Structures affines issues des structures complexes égtables adaptées
aux FL-structures. Soit (G, w, L) une FL-structure homogéne dans un groupe de Lie
complétement résolubl€. Les Théoremes 16 et 25 assurent que toute structure holo-
morphe G, J) adaptée aG, w, L) définit une structure bi-Lagrangienn&,, L, J(L)).
Cette sous-section est consacrée a I'examen du tenseurudeum® de la connexion
symplectique définie par la paird.(J(L)) de feuilletages Lagrangiens.

On recourt de nouveau a la machinerie utilisée dans les sEzi®ns précédentes.
En occurrence on se place dans la configuration du ThéorénioR8 alléger la notation
on va continuer de noteX;/H;, wy, J) la structure Kahlérienne dés(/H, w1) obte-
nue par réduction (cf. Théoréme 23). Plus précisementileststes G, w, Jo, L, Jo(L)),
(G1/H1, w1, Jo, L/h1, Jo(L/h1)), (G, @, J, L, I(L)) et (G1/Hy, w1, I, L/hy, I(L/hy))
satisfont la conclusion du théoréme 23. En oul® &, Jo, L, Jo(L)) et sa réduction
(G1/H1, w1, Jo, L/hg, Jo(L/h1)) sont affinement plates Kahlériennes. On fixe égale-
ment un systemeq(, ..., Om+1, P1,-- ., Pmy1) des coordonnées de Darboux-Hess
de G, w, Jo, L, Jo(L)). Ces fonctions coordonnées sont définies dans un olvest
vérifient les conditions (1), (2), (3), (4), (5) du Théorem@&. lLe sous-systeme
(%2, ..., Om+1s P2, ..., Pme1) S€ projette en un systeme des coordonnées de Darboux-
Hess de G1/Hj, w1, Jo, L/hy1, Jo(L/hy)) et que nous désignons aussi pay. . ., Om+1,
P2,..., Pms1- Elles sont définies dans I'ouvet{U N G;). Comme dans les sous-sections
précédentes; est le champ de vecteurs hamiltonien gieet JoS; est le champ de vec-
teurs hamiltonien dej;.
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La variétéG porte les métriqgues Riemannienmg$X,Y) = w(JpX,Y) etgy(X,Y) =

»(J X, Y). Nous notons) l'isomorphisme deLy dansU x R™1 ainsi défini :v étant
une section dé.y on pose

v (v) = (9a(S1, v), - -+ 93(Snens V).

Soit by, ..., bny1 la base canonique dB™!. Nous notons; la section constante de
U x R™1 définie parcj(x) = bj, Vx € U. Lesc; forment une base des sections de
U x R+,

Soit ; la section deLy définie pary(«j) = ¢j. En dautres termes on a

Y()=00,...,0(JS,j),0,...,0).

Cela montre que leg; vérifient doncw(J S, ax) = 8jk. Rappelons au passage que les
S; forment une base des sections localesLge

Proposition 27. Les champs de vecteura]) sont des champs hamiltoniens
Démonstration. Puisques], S] =[JS, J&] =0o0n a
dise)o(S), S) = diye)®(J S, I§) =0.
En vertu de Lemme 205, J&] est une section dd(Ly). On a donc
dise)o(S, IS) = (S, IS, I(@)) =0.
La Proposition 27 est démontrée. ]

REMARQUE 28. On rappelle que les fonctions, ..., pm+1 Sont des coordonnées
parielles de l'atlasA,,. Si les fonctionspy, ..., p,,,, proviennent aussi dé, alors

(p/li s p;n+1) = A(ply cee pm+1)

ol A est une transformation affine rigide d&"*+1.

Nous allons suposer que les ouverts de I'atgs sont des domaines de définition des
bases symplectiques,, ..., Snwi1, J(@1), ..., J(@ms1). Nous sommes en mesure de
démonstrer I'énoncé qui suit

Théoréme 29. Les fonctions hamiltoniennes localdy, p) = (V1,..., Ym+1,
P1 ..., Pme1) dont les champs de vecteurs hamiltoniens sont les champeateuvs
(S0 Sien J(ag),. .., J(@me1)) forment un systéme des coordonnées de Darboux-Hess
de (G, w, L, J(L)) jouissant de la propriét€5) du Théoreme 17.



256 M.N. Boyom

Démonstration. Compte tenu des résultats mis en éviderdessus on a
(S, [§), I(@)]) = S(S, I(w)) = 0.

Ce qui montre que lesY, J(ax)] sont des sections dey. En vertu de I'assertion (a)
de Lemme 20 on a donc les identités suivantes

0[S, I@)], I(SY) = (S, IS, I(@)) = 0.

Cela montre que les crochetS;[ J(ci)] sont tous nuls. La Proposition 27 assure que
les champs de vecteurd(«j) commutent deux par deux. Par conséquent le systeme
(S,---) Sne1, J(), ..., I(amy1)) est une base symplectique formée des champs de vec-
teurs hamiltoniens commutant deux a deux. On rappelle qélectionspy,..., Pmy1
vérifient la propriété (4) du Théoreme 175 (est le champ de vecteurs hamiltonien
de la fonctionp; et Joj est le champ de vecteurs hamiltonien yj¢. Consiérons les

systemes
(Yj, pj) = (/iJaiwv pj>

définis par les systémes( Jo;). Ces fonctions forment des systémes de coordonnées
de Darboux-Hess de, w, L, J(L)).

Il reste a s’assurer que ces systémes vérifient la propBétdu Théoréme 17. Sup-
posons définies sur le méme ouvdrtes fonctions ¥, p) = (V1,..., Ym+1, P1,+-+» Pms1) €t
v, p) = (Vi s Yy P -oy Ppye) Qui sont des hamiltoniennes locales de

(Str--+0 Snrs I(a),. ., I(amyer)) €t de 8., S,y 10 I(@)), ..., I(ey,, 1)) respectivement.
Alors on aura

(v, p) = (@) +c, @) *(p) +d).

Nous savons que la transformation affipe—~ p’ = (a')~1(p) + c est rigide. Ce qui

veut dire que sa partie linéairp — (a')%(p) est orthogonale. Donc le systéme des

coordonnées locales/(p) jouit des propriétés (1), (2), (3), (4), (5) du Théoréme 17.
O

REMARQUE 30. Les fonctionsy, p) du dernier théoreme 29 ci-dessus forment
un atlas notéAp-..

D'aprés H. Hess [23] I'existence de systeme des coordondéeBarboux-Hess pour
une structure bi-Lagrangiennd( w, L, N) est équivalente a la nullité du tenseur de
courbure de la connexion symplectique définie darN). Comme corrolaire du théo-
reme 29 on a
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Théoreme 31. Soit (G, w, L) une FL-structure symplectique invariante a gauche
dans un groupe de Lie complétement résolubleA®rs les tenseurs de courbure des
connexions symplectiques définies par les structures peesgmplexes intégrablé§, J)
adaptées G, o, L) sont tous nuls

REMARQUE 32. La connexion bi-Lagrangienri2* déterminée parG, w, L, J(L))
est la connexion de Levi-Civita de la métrique Kahlérientaepqui s’écrith* = dzdz
dans l'atlas dont les coordonnées complexes locales serfotetionsz = (y, p) =
y + ~/—1p du Théoréme 29. Notons3( J*) la structure presque complexe de latlas
déterminé par les coordonnéeas p). Il est facile de vérifier que tout automorphisme de
(G, w, L, J(L)) préserve la connexioB*. Par conséquent gi est un automorphisme de
(G, w, J, L) alors ¢ préserve la structure affinement platg, O*). Cependant il n’est
pas garanti que préserve la métrique Kahlérienmhe.

La technique de réduction nous permet de démontrer un tméodinvariance des
champs de vecteurs hamiltoniens dg.. En voici I'énoncé précis

Théoréme 33. Soit I' un sous-groupe de G dont l'action par les translations a
gauche en fait un groupe d’automorphismes(@ w, L, J).

Alors T contient un sous-groupe d'indice filii* C ' dont les élémenty € I'*
laissent invariants les champs de vecteurs hamiltonierns fdections coordonnées

de Ap-.

Démonstration. Nous allons procéder par recurrence sumiarsion deG.

Si G est une surface le théoreme 33 est vrai. En difetst (entre autres) un sous-
groupe du groupe des transformations affines @elY). Les éléments d& préservent
le tenseurd, la forme symplectiquev ainsi que les deux directionis et J(L). Nous
savons par ailleurs que le feuilletage Lagranglerest engendré par un sous-groupe
distingué H; de G. Soit h; l'algébre de Lie deH;. Soit ¢ une base dé;. La paire
(¢, J¢) est une base des sections globales deJ(L)). Soit y e T" et x € G. On
munit T,G et T, G des basesg(x), J(¢(x))) et (¥ (x)), I(¢(y(X)))) respectivement.
Dans ces bases sott = (s,t) € TyG, on a alorsdy(s,t) = (A(y)s, t/A(y)) et I(s,t) =
(—t,s). Traduisons en coordonnées la propriété de commutdtiqd (X)) = J(dy (X)).
Cela donne l'identité

A(y) = 1.

Dans les coordonnées de I'atlas affifsp() les y € T sont des transformations affines
rigides dont les parties linéaires sont I'identiteou —I,. Soit I'* C T" le sous-groupe
formé desy € T tels quei(y) = 1. Ce sous-group&™ jouit des propriétés réquises.
Cela achéve la démonstration pour la dimension 2.

Nous supposons que le Théoréme 33 est vrai jusqu’a la diorerdsi. Alors on
se place dans la configuration de réduction du Théoréme 28ugs$i Théoreme 29). En
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d'autres termes@G, o, L, J) posséde une réductios(/H,, L/hy, J) avec dimG1/H;) =

2m. Par construction I'atlag\p- est compatible avec cette réduction (voir Théoreme 21).
Le groupeI’ préserve &, J, L, J(L)); il préserve aussi la métrigue Riemannienne
0:(X,Y) = w(I X, Y) ainsi que la décomposition orthogonale

T1e T d To.

Par ailleurs I'action dd” dans (5, w, J, L) induit une action similaire dans le quadru-
plet (G1/Hi, w, J, L/h;). En vertu de I'hypothése de recurrence le Théoréeme 33 est
vrai pour l'atlas de G;/Hi, w, J, L/hg, J(L/h1)) qui est la projection déAp.. Chaque
feuille F* de Tp a une structure affinement plate Kahlérienne isométriqueli@ cle
(G1/H1, w, J, L/hy, IJ(L/h1). En plus,la sous-variétE* est une transversale globale
du feuilletageT; & T,. Soit E la variété des feuilles du feuilletagly; E est une sur-
face de Riemann isométrique aux feuilles Heb T,. PuisqueT; & T, est invariant par

le sous-groupd”, E hérite de {, J, T @ T,) d’'une FL-structure Kahlérienne notée
(E,w, J, T ®Ty). Cette derniere structure est I'analogue & &, J, L & J(L)). L'ac-

tion de I' passe au quotient pour y définir une action dedans €, w, J, T1 ® T>).
Mutatis mutandis, chaque feuille* de T, & T, est une transversale du feuilletagg

On est fondé a identifierG, o, J, L) avec le produit direct deE*, w, J, T, ® To)

par F*, w, J, To). Puisque E*, w, J, T1 & Ty) et (F*, w, J, Tp) sont isométriques a
(E,w, J, T1 & T,) et & G1/H1, w, J, L/hl) respectivement nous sommes fondés a
procéder a l'identification

(G, w,J,L,J(L)) =(E, w, J, Ty, I(T1)) x (G1/H1, @, J, L/h1, I(L/hy)).

Cette identification est compatible avec les actions du-googpe I’ dans les deux
membres de I'égalité. Lidentification est compatible aves projections Ap-(E)

et Ap-(Gi/H;) de latlas Ap- dans les deux facteursE(w, J, T4, J(T1)) et
(G1/H1,w,J,L/h1,J(L/h1)). En outre le Théoreme 33 est vrai dans chacun des deux
projections deAp. Ainsi il existe un sous-groupe d’indice fili” C I' qui satisfait
la conclusion du Théoréme 33 danG,(H1, w, J, L/hy, J(L/h1)) muni de l'atlas
Ap-(G1/Hj). On fait agir le sous-groupE’ danskE muni de l'atlasAp-(E). Alors I’
contient un sous-groupe d'indice fifii* C I'” qui satisfait la conclusion de Théoréme 33
dans €, Ap-(E)). Au total chaque élément € I'* laisse invariant les champs de vec-
teurs hamiltoniens de l'atlaBp-. Le sous-group&™ est d'indice fini dand". Le Théo-
reme 33 est démontré. O

REMARQUE 34. Le Théoréme 33 ci-dessus montre que les coordonnéegdoca
de l'atlas A* définisent dans@, w, L, J(L)) une structure Kahlérienne affinement plate
(G, w, J*) dont la connexion de Levi-Civita est la connexion bi-Lawgignne définie
par (L, J(L)). Cette structure Kahlérienn&(w, J*) est invariante par I'action du sous-
groupel*. Si I'* C G est fermé alors la variété symplectique*{G, ») hérite d'une
métrique Kahlérienne (affinement) plate [17], [27], [36].
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4. Quelques conséquences du Théoreme 33

4.1. Conjecture fondamentale de Gindikin-Pjateckii-Sapio-Vinberg [18]. La
conjecture qui nous intétéresse est devenu Théoreme [Bfpdons qu’'un systeme
dynamique différentiable sur une variété est la donnée d'un groupe de Lie de trans-
formations deM [50]. La dynamique différentiable dans les variétés Kabtgres a
suscité beaucoup d'inérét et ce dépuis assez longtempg3®], [35]. Comprendre
certaines perspectives de la géométrie globale a conduitconjecture fondamentale
de S.G. Gindikin, l.I. Piatecckii-Sapiro et E.B. Vinbergfféientiable. A l'origine la
conjecture fondamentale est I'énoncé suivant

Conjecture 35. Toute variété Kahlérienne homogéel®l, w, J) est I'espace to-
tal d’'un fibré analytique complexe au dessus d’'un domaineder C C" et dont la
fibre type est le produit direct d’'une variété Kahlériennartogene simplement connexe
compacte et d’une variété Kahlérienne homogéne simpleocwoemexe localement plate

Avant [13] et [14] on sait que la conjecture est vraie danscks suivants.

(@) Le groupe de Lie Aul{l, w, J) des automorphismes d&l(w, J) contient un sous-
groupe de Lie semi-simple transitif [9].

(b) Aut(M, w, J) contient un sous-groupe de Lie réductif transitif [35].

(c) Aut(M, w, J) contient un sous-groupe de Lie complétement résolublesitif[55]
(voir aussi [18], [19]).

Dans [13] Dorfmeister propose une autre démonstation deofgecture dans le
cas (c). K. Ermann et D. Salamon m’ont suggéré l'idée digilile procéssus de réduc-
tion mis au point dans ce travail (cf. Théoréme 23) pour dfieplla démonstration
de [13]. Il est clair que dans le cas (c), c'est a dire lorsque(A, w, J) contient
un sous-groupe de Lie complétement résoluble transitiffidee tpye de la fibration
de M au dessus d’'un domaine borné ne peut pas contenir un facbeupact sim-
plement connexe. Dans les deux démonstrations du cas (clipaikin et Vinberg
(voir [18] et [19]) d'une part et par Dorfmeister [13] d’aatpart on déploie des efforts
supplémentaires pour montrer que I'on peut ramener (c) swgain sous-groupe de Lie
complétement résoluble transitif agit localement libratmd la suite d’une interrogation-
suggestion de Karin Erdmann et Simon Salamon [13] je vais)elodu cas (c) de la
conjecture fondamentale une démonstration (cf. Théoréheul est basée sur la réduc-
tion Kahlérienne et sur la KV cohomologie des algébres dezledinberg [40]. Le pre-
mier outil est le théoréme ci-dessous (toutes les donnégsssoplement connexes). Ce
théoréme a été démontré par Gindikin-Piatecckii-Sapirts&tg dans ([19], Part I, Para-
grahe 4, Proposition 3). J’'en donne ici une autre preuve ftijisaile théoreme de réduc-
tion Kéhlérienne.

Théoréme 36. Soit (M, w, J) une variété Kahlérienne homogéne sous l'action
d’'un groupe de Lie complétement résoluble Aors I'action de G dangM, w, J) est
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libre. En outre si un autre goupe de Lie complétement résolubl@g@re simplement
transitivement dangM, w, J) alors G et G sont isomorphes

Démonstration. Nous allons procéder par recurrence sumargsion de la variété
M. Supposons quév est une surface de Riemann. Sgi € M un point de base.
Notons Gy, C G le sous-groupe stabilisateur dg, gy, I'algébre de Lie deG,, et
7 . G — M l'application orbitaler(y) = y(X,). Nous identifions ainsM avec l'es-
pace homogén& /Gy, . L'action deG dansM est supposée étre effective. Sbif C G
un sous-groupe connexe distingué de dimension 1 ethga@bn algébre de Lie. Fixons
une baser de h;. Alors On peut identifierM avec le sous-groupe de Lie connexe
G. C G dont l'algébre de Lie esg. = h; & J(h1). La représenation d'isotropie de
Gy, est le quotient de la représnetation adjointe Gg dansg. Nous choisissong
de sorte que la base ,(J¢) soit orthonormée pour le produit hermitin(X, Y) =
o(IX,Y) + V/=1o(X, Y). Cette base est propre pour les élémentsGig elle est
également une base de Darboux pour la forme symplectiguen outre lesy € Gy,
préservent la forme symplectique. Toutes ces contraintes s@y, entrainent que la
représentation d’isotropie est triviale. Puisque l'agtile G dansM est effectiveGy,
est réduit a I'élément neutre.

Supposons le théoréme vrai jusqu'a la dimensiom 3oit (M, w, J) une variété
Ké&hlérienne de dimensionn®?+ 2. On suppose queM, w, J) est homogéne sous l'ac-
tion d'un groupe de Lie complétement résoluliied’algébre de Lieg. Soit x, € M
un point de base &b, C G le sous-groupe stabilisateur dg. Fixons le sous-groupe
connexe distinguéH; C G dont l'algébre de Lie esh;. Soit G, C G le sous-groupe
de Lie connexe dont l'algebre de Lie @st® J(hy). L'action de G, dansM est libre
et y définit un feuilletage holomorphl; qui est invariant par I'action d&. La distri-
bution orthogonaleF;- est holomorphe, donc complétement intégrable. §pit g la
sous-algebre de Lie définie par

7*w(g1, hy) = 0.

Visiblement h; et gy, sont inclus dangy;. Soit G; le sous-groupe de Lie connexe
d'algébre de Lieg;. NotonsGy, x H; le produit semi-direct d&y, par H;. Le groupe
de Lie G;/H; agit effectivement dans la variété symplectique réduig/Gx, x Hi, o).
En vertu du Théoréme 23\, w, J) posséde une réductios{/Gy, x Hi, ®, J) qui est
isométrique a l'espace des feuilld$/F;. En outre on a l'inclusion suivant&;/H; C
Aut(G1/Gyx, X H1, w, J). En vertu de I'hypothése de recurrence cette actiorGggeH;
dans G1/Gy, x Hi, @, J) est necessairement libre. Or les sous-groupes d'isetroei
cette action sont des conjugués Gg . Toutes les variétés en jeu étant simplement
connexes le sous-groupe de L@, réduit a I'élément neutre d6.

La derniere assertion est évidente. En effet soifresp.€) I'élément neutre de
G (resp. deG’). On considére les applications orbitalgg et ¥, de G, e) et de
(G, €) respectivement dansw, x,). Alors on munitG (resp.G’) de l'unique métrique
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Kahlérienne invariante & gauch® (wo, Jo) (resp. G, w}, J}))) telle quegy, (resp.yx,)
est un morphisme de variétés Kahlériennes. A chageeG on associe l'unique/’ =
¢;1(¢x0(7/)) € G’ défini pary’(X,) = y(Xo). Cette correspondance
!

vy =V
est un difffomorphisme d& sur G’ qui envoie l'algébre de Lie des champs de vec-
teurs invariants a droite darG@ sur son analogue dar@'. (Ce sont des isométries in-
finitésimales). Puisqu& et G’ sont connexes et simplement connexes le Théoréme 36
est démontré. 0

OBSERVATION. La derniére assetrion du Théoréme 36 est exactement ld-Coro
laire 1 de Proposition 3 de [18] (cf. [18] Part I, paragrapgheu I'énoncé est formulé
en termes de j-algébre d'apres Koszul).

Jai signalé que la démonstration du cas (c) de la conjedmmdamentale par
Gindikin-Piateccki-Sapiro-Vinberg a été reprise par JriDeister [13]. J'en propose
ici une démonstration (plus simple qui répose sur le Théer8m ci-dessous (voir le
Théoreme 49 plus loin)).

Théoreme 37. Soit (M, w, J) une variété Kahlérienne homogéne sous l'action
d’'un groupe de Lie complétement résoluble Aors M admet une paire déF;, F,)
feuilletages transverses dont les feuilles sont des \éi&&hlériennes homogéndsn
plus en identifiant M avec GG F; est un feuilletage b-invariant dont les feuilles sont
toutes isometriques a une méme variété Kahlérienne horedimsalement plate

Démonstration. En vertu du Théoréme 36 on peut identifddr ¢, J) avec le
groupe de Lie simplement connexe complétement résol@lmuni d’'une structure
Kahlérienne invariante a gauch&,(w, J). Soit H; € G un sous-groupe connexe dis-
tingué de dimension 1. Soiemt et h; les algébres de Lie d& et de H; respective-
ment. Soitg; C g la sous-algébre de Lie qui estorthogonale &h;. Le sous-espace
vectorielg, = h; @ J(h;) est une sous-algébre Kahlérienne deu( J) qui engendre un
feuilletage KahlérienF; qui est invariant & gauche dang,(w, J). Puisque la métrique
hermitienneh(X, Y) = w(J X, Y) + v/—1w(X, Y) est invariante & gauche la distribution
orthogonaleF;- est aussi invariante & gauche. De pRys est analytique complexe. En
vertu du Théoreme 2F;- est complétement intégrable. La feuille &#" qui passe
par I'élément neutre d& est un sous-groupe de Li&* qui est transverse au sous-
groupeG,. Pour terminer la démonstration du théoréme on va montrer(@y, w, J)
est localement plat. Soif le champ de vecteurs invariant & droite qui coincide avec
¢ en I'élément neutre d€&, c'est un champ de Killing de la métrique Riemannienne
93X, Y) = w(IX, Y). En outre on a{, J¢] = 0. Notons encoré/ la connexion de
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Levi-Civita de G, w, J). On a alorsg,(V;¢, ¢) = 0. Cela nontre qué/;¢ est porté
par la directionJh; Calculons directement

o(ViVy: = Vi Vit 3) = Hw(Vyg, 32)) — o(VyE, Vi IE)
— J¢(0(V:¢, IT)) + w(V:E, VIZIE)

= (. 9210(0), 90)
=0.

Cela montre que@., o, J) est (localement) plate. Il reste a montrer geg est
bi-invariant. Ce qui équivaut a dire que le sous-groupe ere®s, C G est distingué.
Comme auparavant on identifie 'espace des feulB¢$; avec la réduction Kahlérienne
(G1/Gy, x Hi, @, J). Comme variété Kahlérienne homogéB¢F; est canoniqguement
isomorphe aG/G.). Le sous-groupéi; agit trivialement dan&/G... Les sous-groupes
d’isotropie de

G/Hi x G/G, — G/G,

sont conjugués au sous-groupe a un parameétretfgxpt € R]. On suppose que le
sous-groupe [expJ¢,t € R] € G/H; n'est pas distingué. Alors en vertu du Théo-
reme 36 l'action deG/H; dans G/G., w, J) est libre. Cela est exclu pour la raison
de dimension. Par conséquent le sous-groupe tf@égpt € R] C G est distingué. [

OBSERVATION. En fait en vertu du théoréme 3G{w, J) est un théoréme d’exten-
sion de G*, w, J) par G«, w, J). On a ainsi la fibration Kéhlérienne suivante

(Gs, w, J) = (G, w, J) = (G, w, J).

Si (G, w, J) n'est pas localement plate on peut itérer le procédé dectiéupour obte-
nir une fibration Kahlérienne comme ci-dessus telle dBg, (v, J) est une sous-variété
Kahlérienne homogéne localement plate maximale d&nso( J).

On utilisera cette observation dans la démonstration dwiEmée 49. Une autre
conséquence des Théorémes 36 et 37 est qu’en fait I'extensio

(Gs, w, J) = (G, w, J) > (G*, w, J)

est triviale. Pour le voir on identifieQ,, w, J) avec G, w, J)/G* et on applique le
Théoreme 36 pour conclure que l'action @g dansG/G* est triviale.

4.2. Deux conjectures de Benson-Gordon.La topologie rationnelle des variétés
K&hlériennes compactes est étroitement liée a leur typedensologie réelle [1], [12].
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Cette liaison étroite a permis de mieux comprendre pourgediaines variétés sym-
plectiques compactes n'admettent pas de structures Keimhés [3], [5], [6], [11].
D’un autre coté la cohabitation dans la méme varigtéde certains systemes dyna-
miques différentiables transitifs et de certaines stmestugéométriques peut imposer
plusieurs contraintes soit sur la géométrie globaleMiesoit sur la topologie deM.
Les conjectures de C. Benson et C. Gordon [5], [6] rendentpterde certaines de ces
contraintes pour les variétés Kahlériennes compactespdRas certaines définitions.

Une nilvariété est un espace homogéne compa& quotient d’un groupe de Lie
nilpotent simplement connex& par un sous-groupe discret fermé cocompact G.
Un tel sous-groupe est appelé un réseau cocompa@. déalgébre de de Rham d’une
nilvariété I'\G est isomorphe a l'algébre (de cohomologie) de Koszul degélate de
Lie de G [45]. Voici I'énoncé précis de ce résultat classique

Théoréme 38. Soit G un groupe de Lie nilpotent dont I'algébre de Lie esiSg
G contient un réseau cocompdctC G alors I'algébre de de Rham réelle*"\G, R)
est isomorphe a l'algébre de Koszul*(d, R).

Ce résultat est encore vrai pour certains espaces homodésgsoupes de Lie résolubles
[22], [47].

Théoréme 39. Soit G un groupe de Lie complétement résoluble d’algebreide L
g et contenant un sous-groupe discret cocompact G. Alors I'algébre de de Rham
réelle H*(I'\G, R) est isomorphe a l'algébre de Koszul réelle‘(d, R).

W. Thurston a été le premier a découvrir un exemple de nét&arsymplectique com-
pacte n‘admettant pas de structure Kahlérienne [52]. Darserhple de Thurston I'obs-
tacle vientde la pariété des nombres de Betti de dégré impair

Par une combinaison ingénieuse du Théoréme 35 de Nomizuhéor&me dur de
Lefschetz et du Théoreme de nullité des triples produits deskla dans les variétés
Kéahlériennes compactes C. Benson et C. Gordon ont démantrébreme suivant [5].

Théoréme 40. Si une nilvariété symplectique de dimensi@m (I'\G, w) porte
une structure Kahlériennél'\G, w, J) alors la variétéI'\G est difféomorphe au tore
plat T2M,

Dans [32] Dusa McDuff a donné une autre démonstration du Enéerd0 de Benson-
Gordon en utilisant une version faible du théoréme de Lefizcht la théorie d'applica-
tion moment des actions hamiltoniennes du cercle. Il a ééaté que le Théoreme 40
était connu de Jean-Louis Koszul (voir [5]).

Le Théoréme 40 montre que génériqguement I'existence detsteu Kahlérienne
dans une variété compacte peut y exclure celle de certapes dg systéemes dyna-
miques différentiables transitifs et réciproquement rv@iissi notre la Remarque 45
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plus loin). Ce Théoréme 40 a été fertile pour la recherchatBa exemples de variétés
symplectiques compactes n’admettant pas de structureéKémhe €.g. [11], [16]). Pour
s’en tenir a l'aspect topologique signalons qu'il existes deariétés symplectiques
simplement connexes n'admettant pas de structure Kahiérig¢33]. Le groupe des
symplectomorphismes d’une telle variété ne contient pasods-groupe de Lie transitif
compléetement résoluble.

Concernant les soluvariétés symplectiques C. Benson ebfdo@ ont en marge de
la Conjecture 41 ci-dessous évoqué (dans [6]) une autrerogegtion que je formule
sous la forme de Conjecture 42.

Conjecture 41. Soit G un groupe de Lie complétement résoluble de dimension
2m et contenant un réseau cocomp&ctt G. Si la variété compact&\G admet une
structure Kahlérienndl'\G, w, J) alors la variétéI'\G est difféomorphe au tore plat
T2m — R2m/22m_

La Conjecture 42 ci-dessous sonne comme une réciproqueligade la Conjecture 41.
En voici I'énoncé

Conjecture 42. Soit G un groupe de Lie résoluble contenant un réseau coccimpa
I". On suppose quE\G admet une structure Kahlériennsi la variétéI'\G est difféo-
morphe au tore plat B"/Z?™ alors G est complétement résoluble

La Conjecture 41 a fait I'objet de plusieurs travaux [3], [[2K6], [53]. Concernant
cette Conjecture 41 nous allons limiter notre ambition a éduidte une démonstration
du Théoréme 33 lorsque la forme de Kaehler est homogéne dasmsnk de [32]. En
voici I'énoncé

Théoreme 43. Soit(G,w, L) une FL-structure invariante a gauche dans un groupe
de Lie complétement résoluble G de dimengory+ 2. SoitI' C G un sous-groupe dis-
cret cocompact opérant dans G par les translations a gau&ieexiste une structure
presque complexe intégrab(&, J) qui est quasi-adaptée €G, w, L) et qui est inva-
riante parI" alors la variétéI'\G est difféomrphe au tore plat??\ R?".

Démonstration. En vertu de Théoréme 25, () est adapté aQ, w, L). On ap-
plique les théorémes 29 et 33 qui assurent que la paire ddefages Lagrangiens
(L, J(L)) définit dans G, w) une structure affinement plat&(D*) qui est Kahlérienne
dans le sens du Théoréme 17 (cf. aussi Définition 4). 8git un atlas comme dans
le Théoreme 33. Soif2p- I'ensemble des différentielles des systémes

(y1 p) = (yl! <oy Yml Py - pm+1)

des fonctions coordonnées locales de I'athss. On applique Théoréme 33 en vertu
duquel " contient un sous-groupE* qui est d’indice fini et qui laisse invariants les
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champs de vecteurs hamiltoniens des fonctions coordorinéakes deAp.. Cela en-
traine que les éléments de I'ensemblg. qui est formé des difentielles

(dy, dp) = (dy1, ..., dYms1, AP, - - ., APmta)

sont '*-invariants. Le sous-groupE* étant fermé dan& I'ensembleQp. se projette
dans la variété symplectique compacl& G, ). NotonsQf,. I'image de cette projec-
tion. La paire (, J(L)) est invariante paf*. Notons [Y, P]* I'ensemble des fonctions
primitives locales des éléments @,.. Alors [Y, P]* est 'ensemble des fonctions co-
ordonnées locales d'un atlas* de ([C*\G, w, J, L, J(L)). En outre les systemes des
coordonnées localesy{(, p*) € [Y, P]* vérifient les conditions (1), (2), (3), (4), (5)
de Théoréme 17. Ainsi la variété compadte’ = I'*\G porte une structure de variété
Ké&hlérienne plate. Ainsi on voit que la variéid G est difféomorphe a un quotient fini
du tore plat [57]. Autrement dit, & difffomorphisme prés on a

T\G = ®\T?"*?

ol @ est un groupe fini de difféomorphismes @™+,

Soit g l'algebre de Lie du groupe de Li&. Soit by(M*) le premier nombre de
Betti de la variétéM *. D’'une part on a I'égalitd,(M*) = by (T?™2) = 2m+2. D’autre
part en vertu du Théoréeme 39 de Hattori-Raghunathan énadeEssus on d,(M*) =
codim([g, g]) = dim(H(g, R)) = 2m+ 2 = dim(G). Il en résulte que le groupe de Lie
G est commutatif. Ainsi & difféomorphisme prés la varigtéG est le tore plaff2m+2,
Ceci termine la démonstration du Théoreme 43. O

Voici un Théoreme ancien de Hano [20] qui est un CorollaireTti@oréme 43.

Théoréme 44. A isométrie prés toute variété Kahlérienne de dimenslon qui
est homogene sous I'actigiéhlérienng localement libre d’un groupe de Lie compléte-
ment résoluble est le tore plat?T.

Avant de nous intéresser a la Conjecture 42 observons quelesiThéoremes 33 et 40
l'invariance de G, w, J) par I'action du sous-groupe discret cocompEast essentielle.
Par exemple soiG un groupe de Lie nilpotent non commutatif simplement coends
dimension 4. AlorsG admet desF L-structures invariantes a gauche. De plus chaque
FL-structure invariante a gauch& (w, L) posséde des structures presque complexes
intégrables G, J) qui lui sont adaptées mais aucune de ces structures presgue
plexes intégrables n’est invairiante par un réseau.

Nous allons nous occuper de la Conjecture 42. Pour cela cgidgor le plan com-
plexe C? muni de la loi de composition suivante

/) / M —1x /
(21, 22) . (71, ) = <Zl +7Z; exp<r—y2)’ Z + Zz)
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avecr € R*, zj = xj + v/—1yj, j := 1, 2. Cette loi de composition mun@? d'une
structure de groupe de Lie réel de dimension 4. NotGpde groupe de Lie ainsi ob-
tenu. Désignons pal’; le sous-ensemble

Iy =(Z+~=1Z, Z +rv/=12).

Lorsquer € R est rationnell’; est un réseau cocompact virtuellement commutatif. En
particulier sir = 1/4 alorsT'y;4 est un réseau cocompact commutatif. De plus les trans-
lations & gauche par legs € I'1;4 sont des translations ordinaires

(21, 22) = v + (21, 22).

Le produit hermitien canonique d&? est invariant par les translations & gauche dans
G,. En fait la translation a gaucHg, ,,) est une isométrie de I'espace euclidiBf.

La variété My,4 = I'1,4\G1/4 hérite d’une structure K&ahlérienne. Le groupe de Lie
résolubleGy,4 n'est pas complétement résoluble. Cependant la variétégpacieM,4
est difféomorphe au tore plat*. Cela infirme la Conjecture 42.

REMARQUE 45. Du point de vue de dynamique différentiable [50], Théw&l3
implique qu’aucun groupe de Lie complétement résolubleidedsion 4 n'opére transi-
tivement dans la variet®ly, = I'1,2\G1/2. En effet le rang du groupe abelieR,[I']\T’
est égal a 2. On a aingi;(My,2) = 2. Ainsi I'existence de structure Kahlérienne ex-
clut certains systéemes dynamiques différentiables tigs1dD’'un autre c6té tout groupes
de Lie nilpotentG de dimension 4 contient un réseBuet admet und-L-structure in-
variantes a gaucheés( w, L). Le Théoreme 40 montre qu’aucune structure holomorphe
(G, J) adpatée aG, w, L) n'est invariante par un réseduC G. Ainsi I'existence de
systeme dynamique transitif localement libre dans la t@émpactd™\G exclut celle
de structure Kahlérienne.

4.3. KV cohomologie des variétés bi-Lagrangiennes.Nous allons examiner
quelques aspects des variétés localement plates et de ‘éwoKomologie [40]. On
va limiter cette évocation a la mise en évidence de quelgapscts ded-L-variétés
qui méritent plus d’attention. En particulier nous mett@rs évidence des complexes
de cochaines susceptibles de fournir des nouveaux intsrigiométriques de ces struc-
tures

A. Modules sur les algébres de Koszul-Vinberg. Nous entendons par algébre
réelle un espace vectoriel réel muni d'une structure d’anondont la multiplication
u, v — Uv est bilinéaire.

DEFINITION 46. Une algébre de Koszul-Vinberg réelle est une algébieréent
I'application associatew, v, w — (U, v, w) = u(vw) — (Uv)w est symétrique par rapport
aux deux premiers arguments a gauchet v.
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Soit V un espace vetoriel e une algébre de Koszul-Vinberg. On suppose données
deux applications bilinéairesA xV —V :a,v > av etV x A—>V :v,a— va

Les applications tri-linéairea, b, v — (a, b, v) eta, v, b — (a, v, b) aveca, b € A et

v € V sont définies en posang,(b, v) = a(bv) — (ab)v, (a, v, b) = a(vb) — (av)b et

(v, &, b) = v(ab) — (va)b

DEFINITION 47. Les trois applications tri-linéaires ci-dessus muweisd/ d’'une
structure de (bi)mondule sur l'algébre de Koszul-Vinbétgsi elles satisfont les iden-
tités @, b, v) = (b, a,v) et @ v,b) =(v,a,b), Va,be AetVveV.

On note J(V) C V le sous-espace formé des= V tels que §, b, v) =0, Va,be A
En particulier J(A) est une sous-algébre associative Ale

Le produit tensorieM ® W de deuxA-modules est umA-module sous les actions
a gauche et a droite suivantea(v @ w) = (av) Qw +v® (aw) et v @w)a = vQ (wa).
L'espace HomY, W) des applications linéaires dé dansW est un (bi)module suA
sous les actions suivantes. Sdite Hom(V, W), a € A, alors pour toutv € V on pose

@f)) = a(f(v)) — f(av) et (fa)v) = (f(v))a.

EXEMPLE 48. (i) Soit (M, D) une variété localement plate. Sditl'espace vec-
toriel des champs de vecteurs différentiablesdurA 'aide de la connexion linéair®
on munit A de la multiplication définie paXY = DxY. La nullité des tenseurs de torsion
et courbure s’exprime pai|, Y] = XY-=Y Xet (X,Y, Z)=(Y, X,2Z2), VX,Y,Z e A
(i) Toute algébre associative est une algébre de Koszubasg.
(iii) Soit (M, w, L) une FL-variété symplectique. Pour mémoire rappelons ce qui a déja
été dit : chaque feuilld= de L a une structure de variété localement plefe Y) dont
I'opérateur dérivation covariant€ : X,Y — VxY est donnée par la formule suivante :
X etY étant des champs de vecteurs tangents aux feuilles de a

(iv) Si (M, w, L, N) est structure bi-Lagrangienne affinement plate on rappglie la
dérivation covarianteD de la structure localement plate définie par N) est définie
par la formule suivante : soierX = (X1, X2), Y = (Y1, Y2) e TL® TN,

Dixy, x2) (Y1, Y2) = Vi, Y1 + [ X2, Yil1, Vx, Y2 + [ X1, Y2lo.

Soit G un groupe de Lie completement résoluble muni d'ile-structure homogene
(G, w, L). Notons parA (resp.A.) I'espace vectoriel des champs de vecteurs tangents
a G (resp. I'espace des champs de vecteurs tangents aux $eddle). L'exemples (iv)
montre que chaque structure holomorpke {) qui est adaptée &3, w, L) donne nais-
sance a deux idéaux & gaucke et Ajq) de l'algébre de Koszul-VinbergA de la
structure de variété localement platg, (D) déterminée parG, w, L, J(L)). L'espace
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C*(G, R) des fonctions différentiables réelles est un module alyauseir chacune des
trois algébresA, A_ et Ayr). Nous allons décrire quelques suites spectrales générées
par cette situation. Ces suites spectrales sont en faitrasiants géométriques de la
FL-structure G, w, L).

B. Complexes attachés a un module d’'une algébre de Koszulterg.

Complexe de cohomologie. Soit V un bi-module sur une algébre de Koszul-
Vinberg A. Soit C*(A, V) I'espace vectorielZ-gradué par les sous-espaces homogenes
CK(A, V) suivants :CX(A, V) = 0 sik € Z est un nombre entier négati°(A, V) =
J(V) et CX(A, V) = Hom(A®K, V) si k € Z est un nombre entier positif.

On définit 'opérateur linéaire : CX(A, V) — CK+1(A, V) en posant

(dv)(@) = —av + va
sive J(V). Sik>1 alors on pose

df)@, - ag) = Y (-1 (& )@, .-, &, ., &)
i<k

+(F(an ..., 8. .. A 3)))ag).

Dans la formule de définition de I'opérateur cobord ci-desisufonctiona; f est de-
finie par

(aj f)(bl,...,bk)=aj(f(b1,...,bk))— Z f(bl,...,bi_l, ajbi, bi+1,...,bk).

1=<i=k

L'espace gradu€*(A, V) avec I'opérateud est un complexe de cochaine appelé com-
plexe de cohomologie de la I'algebre de Koszul-VinbArg valeurs dans |&-(bi)ymodule

V (ou KV complexe deA & valeurs dan¥). Sonk'®™€ espace de cohomologie est noté
HX(A, V). Les pionniers dans la recherche d’une théorie de cohagimttes algébres de
Koszul-Vinberg ont été Jean-Louis Koszul et Albert Nijershvoir [44]). Pour plus d'in-
formations sur les KV complexes et leurs diverses appboaten géométrie des variétés
localement plates hyperboliques et en géométrie de Poledenteur pourra se référer a
[39], [40].

Toute algébre associative est une algébre de Koszul-\gnliar conséquent outre
la classique théorie de cohomologie de Hochschild* la catégorie des algebres asso-
ciatives possede la théorie de KV cohomolobig,, . Les deux théories sont différentes.
Cependant siW est un module & gauche sur une algébre associ#iwdors on a
HHY(A W) = H}, (A W) et HH2(A, W) C HZ, (A, W) (cf. [40]).

Un retour a la conjecture fondamentale. Soit (M, w, J) une variété Kahlérienne
homogene sous I'action d'un groupe de Lie completemeniubEnG. L'énoncé exact
de la conjecture fondamentale stipule ghk est I'espace total d'un fibré au dessus
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d’'un domaine borné dont la fibre type est une variété Kahideehomogéne simple-
ment connexe (localement) plate. J'en ai signalé plus hauix diémonstrations par
Dorfmeister [13] d’'une part et par Gindikin, Piatecckiigga et Vinberg [18] d’autre
part. Je vais en donner une troisieme démonstration basdetiisation de la KV co-
homologie des structures bi-Lagrangiennes. De ce pointugeewn voici la formulation

Théoréme 49. Soit (M, w, J) une variété Kahlérienne homogéne sous l'action
d’'un groupe de Lie complétement résoluble Mors M est I'espace total d’'un fibré
au dessus d’une variété globalement hessigonesi I'on veut au dessus d’un domaine
Q muni d’'une métrique de Bergmanﬁj]k 9; ok (log @) dz; dz ou ¢ est une fonction
réelle positivg et de fibre type une variété Kahlérienne homogéne simpleowemtexe
(localemeny plate

Démonstration. On suppose qud (w, J) n'est pas localement plate. En vertu du
Théoréme 36 ci-dessus on peut identifikt, (o, J) avec un groupe de Lie complétement
résolubleG équipé d'une structure Kahlérienne invariante a gaucheo(J). En vertu
du Théoréme 37 joint a I'observation qui le suit, la variétéhl€rienne G, w, J) est
isométrique au produit direct de deux sous-groupe deQ.jx G* tels que la métrique
hermitienne induite G.., w, J) est (localement) plate maximale et qu&*( w, J) n'est
pas localement plate. Nous allons montrer que la variétéytaonse (G*) est difféo-
morphe a un domaine borné. Considér@ds muni de la métrique induite invariante
a gauche G*, w, J). On applique le Théoréme 29 de ce travail, alo®,(w) porte
une FL-structure G*, w, L) telle que la paire I(, J(L)) définisse une structure bi-
Lagrangienne Kahlérienne localement plaB¥ (w, J). Cela veut dire que la connexion
symplectique affinement plat® définie par [, J(L)) est la connexion de Levi-Civita
de la métrique hermitiennB(X, Y) = w(J(X), Y) + v—1w(X, Y). Considérons main-
tenant le KV complexeC*(G*, T*G*) = C*(A, Q(G*, R)); A est I'algébre de Koszul-
Vinberg de la variété localement plat€f, D) et Q(G*, R) est le A-module & gauche
des 1-formes différentielles. NotorigX, Y) = w(J X, Y). Que D soit la connexion de
Levi-Civita de § entraine qued est un 1-cocyle du KV complex€*(A, Q(G*, R)).
PuisqueG* est simplement connexe le premier espace de cohomolbtig, 2(G*, R))
est nul (cf. [36]). Donc il existe une 1-forme différenteell € (G*, R) dont la dérivée
covariante est égale @ c'est a dire que I'on a

§(X, Y) = X6(Y) — 6(DxY).

Visiblement la 1-forme est ferméej.e. 6 est un 1-cocyle du complexe de de Rham de
la variété G*. PuisqueG* est simplement connexe il existe une fonction différeméab
partout positivep € C*(G*, R) telle qued = d(log(p)). Ainsi I'espaceC*(G*, R)
contient une fonction (convexe) dont B-hessienne est définie positive. Il en résulte
que la variété holomorpheG(, J) posséde une métrique (hermitienne) de Bergmann.
PuiqueG* est simplement connex&t, D) est difféomorphe & un domaine borné [18],
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[19], [26], [28], [54], [55]. Ceci termine la démonstration ]

Complexe d’homologie. On a signalé plus haut le travail pionnier de Albert
Nijenhuis concernant la théorie de KV cohomologie dont fénitéon vient d’étre donnée.
En ce qui concerne la théorie de KV homologie des algebresadzf-Vinberg aucune
tentative n'a abouti avant [41] qui est la premiére tentat&ussie de définition d’un com-
plexe de chaine d'une algébre de Koszul-Vinberg a coeffisielans un bi-module. A
tout A-(bi)ymoduleV on va associer I'espadg,(A, V) qui estZ-gradué par les sous-
espaces homogen€g(A, V) suivants Cx(A, V) = 0 sik est négatif Co(A, V) = J(V),
Ck(A, V) = A%k ® V sik est un nombre entier positif.

Supposons qué& soit un nhombre entier positif. SOl = a; ® & ® ... ® a1 €
A2k+D) ety € V. On posedié = ®...®aj-1 ®Aj11® ... ® a1 €t 07y a€ =
au®...038-108j1®...Qa. Maintenant nous désignerons encore gdiopérateur
linéaire Cy,1(A, V) — C(A, V) défini comme il suit :d =0 pourk <1. Sik>2
on pose

dE ®v) = D (—1)'[9j€ ® vaj — aj(9j€ ® v) + (374 11%) ® &) ® vags1].
j<k

Nous allons esquisser la preuve de Lemme suivant
Lemme 50. Le couple(C,(A, V), d) est un complexe de chaine

Esquisse de démonstration. Soitk>2 etn =£(Qv=a;@a®...Qan 1®v €
A1 ® V. Il s’agit de montrer qued?y = 0. Pour ce faire fixons deux indices |
tels que 1<i < j < m. Lapplication de la formule de I'opérateur borddonne

dn = (—1)[0¢ ® v — & (08 ® v) + 87,16 ® & ® vam1]
+ (—1)[9;& ® vaj — a(3j ® v) + 97 1, 1€ ® &) ® vam]

+ les autres termes.

En fait le calcul ded?(¢ ® v) se réduit pour I'essentiel & I'addition des expressions
Tj» 0i,j €t pijm ou

T,j = (aia —ajai)(aiz,jf ®U)_ai(aj(ai2,j5 ®U))+aj(ai(3i2,j§ ® v)),
gij = ai((aiz,js ® v)aj) — (& (aiz,jf ® v))aj — (aiz,jé,-: ® v)(aiaj) + (((aiz,jéj ® v)a))a;,
Pi,j,m = aiz,js ®a ®[(aj, v, any1) — (v, @j, Any1)]-

Les axiomes de structure de (bi)module sur une algébre deukd¥berg entrainent

Ti,j = 0i,j = pi,jm=0.
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Cela termine I'esquisse de démonstration du Lemme 50.

Le Lemme 50 fonde la théorie d’homologie des algébres de Wadmnberg a coef-
ficients dans leurs (bi)modules. Dans le casAdmodule trivial R le complexe de chaine
C.(A, R) est le dual algébrique du complex® (A, R) de KV cohomologie réelle. Le
complexe de cochain€, (A, V) est appelé complexe d’homologie dea coefficients
dans leA-bimoduleV. Son espace d’homologie de dédré&st notéHy (A, V).

4.4, Digression. Signalons quelques applications de la KV cohomologie héac
a une variété localement plate. So (D) une variété localement plate. Nous identi-
fions le revétement universel de la varidféavec les classes d’homotopie des chemins
c(t) d’origine fixe X, € M.

Pour 0<s =<1 soitts : T,,M — TgM le transport parallele le long du chenin
On définit I'application développement

1
Q) = /O (2(9)*¢(9) ds

ou c'(s) est le vecteur vitesse de a l'instants. Le vecteur tangenQ(c) € Tx,M ne
dépend que de la classe d’homotop@ ¢le ¢ [29]. Le resultat suivant est classique
(voir par exemple [17], [27])

Théoréme 51. Les deux assertions suivantes sont équivalentes
(i) La connexion linéaire D est géodésiquement compléte
(i) L’application développemerit] — Q(c) est un diffomorphisme

Soit (M, D) une variété localement plate. Sait, (M) le groupe fondamental d&l au
point X, € M. Le transport paralléle le long des lacets d’origing, est une représenta-
tion linéaire deryo(M) dansT, M. L'image der(ny,) est I'holonomie linéaire del(, D).
Voici I'énoncé de la conjecture de Markus.

Conjecture 52. Si I'holonomie linéaire d'une variété localement plate qaute
(M, D) est unimodulaire alor{M, D) est compléete

Cette conjecture a été démontrée dans un certains nombrasdaucprix des hypo-
théses supplémentaires, par D. Fried, W. Goldman et Hir&@h Iprsque I'honomie
linéaire est nilpotente; par Y. Carriere [10] lorsque Itrebmie linéaire est Lorentz-
ienne. D’autres variations par F. Dal’'bo, par J. Smilie.La. KV cohomologie abrite
une obstruction & la complétude des variétés localemetesplSoit (1, D) le revéte-
ment universel deN], D). Si I'holonomie linéaire de I, D) est unimodulaire alors le
sous-espacZ™(M, R) c C™(M, R) des KV cocyles scalaires de dégme= dim(M)
contient une forme volume. On évoque la conjecture de Markus pour signaler le
résultat suivant [40]
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Théoreme 53. La notation est celle ci-dessus avec M compa€re suppose que
I'holonomie linéaire de(M, D) est unimodulaire Soit v un cocycle qui est une forme
volume dans MPour que(M, D) soit compléte il est necessaire que la classe de co-
homologie[v] € H™(M, R) soit nulle

Pour terminer avec cette digression, rappelons due §) est dite hyperbolique si
l'image de l'application développemer® est un domaine convexe ne contenant au-
cune droite entiére [26], [29], [54]. Une propriété remaje de ces variétés est leur
non rigidité. Plus précisement on doit & Koszul le théorémieast.

Théoréme 54. Supposons quéM, D) soit une variété hyperbolique dont I'image
de l'application développement est un cdne convéers (M, D) admet des déforma-
tions non triviales

Quand Koszul démontre ce théoréme dans les années soixgebtdis et lui méme

sont a la recherhe d'une Théorie de cohomologie des algdianetisées par les deux
intéressés algébres de Vinberg (cf. Koszul : Sur les algétbeeVinberg, Cours a I'uni-

versité de Genéve, 1968, [44]). En terme de cohomologie tiEbres de Koszul-

Vinberg le théoréme de Koszul prend la forme suivante [40].

Théoréme 55. Si I'image de l'application développement Q est un céne exav
alors le deuxiéme espace de cohomologi& A A) est non nul

Du point de vue de la complétude géodésique on voit que léétgarocalement plates
hyperboliques sont pour ainsi dire les plus éloignées deitga localement plates
completes [17], [27], [36]. En fait Koszul obtient une caiwh necessaire a I'hyper-
bolicité. Puisque nous travaillons dans les groupes deilriplsment connexes I'énoncé
suivant se déduit facilement de [29], Théoréme 3.

Théoreme 56. Soit(G,w, L) une FL-structure invariante a gauche dans un groupe
de Lie complétement résolublBoit (G, J) une structure presque complexe intégrable
adaptée 4G, w, L). Pour que la structure localement plaf&, D) définie par la struc-
ture bi-LagrangienngG, w, L, J(L)) soit hyperbolique il est nécesaire qu'il existe une
fonction positive fe C*>(G, R) dont la différentielle logarithmique dif a sa dérivée
covariante Odl, f) définie positiveSi G contient un réseau cocompdttet s'il existe
une fonction positive £ C*°(G, R) telle
(i) D(dlI, ) est définie positive
(i) dl,f est invariante par leyy € I opérant dans G par translation a gauche alors
(G, D) est hyperbolique

Couplage homologique. Considérons le corps des base€omme module trivial
sur A. I'espace vectoriel dua/* d'un A-(biymoduleV est un A-module a gauche. Le
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complexe d’homologieC, (A, V*) n'est en général pas le complexe dual du complexe
de cohomologieC*(A, V). Cependant lorsqu¥ est unA-module a gauche le couplage
canoniqueV* x V — R induit une application bilinéaire canonique: C*(A, V*) x
C.(A, V) — R d'ou dérive un couplage canonique

HX(A, V*) x He(A, V) —> R.

Voici la définition de I'application bilinéairg:. Soit f € CX(A, V*) etn = £ Qv =
a®...Qa®v e Ck(A, V). Alors on poseu(f, n) = (f(&))(v). Le lecteur vérifiera par
un calcul direct que pouv f € CK(A, V*) et Vi € Ci1(A, V) on a

p(df, n) = n(f, dn).

Cela montre que le couplagedescend au niveau homologique pour définir un couplage

entre la KV cohomologie et la KV homologie. Mais cela ne fooctie de maniére cano-

nique que pour les modules a gauche. Cette relation estégtilians [41] pour associer

a touteF L-structure M, o, L) une intégrale qui en est un invariant géométrique.
Homologie a coefficients distributions. On termine I'apsect couplage homologi-

que par un dernier exemple. Soli( D) une variété localement plate. SditI'algébre

de Koszul-Vinberg deNl, D). L'espaceC*(M, R) est muni de la structure d&-module

a gauche définie par la formule

(@f)(x) = (Da f)(x) = df(a(x)).

Soit Djs(M) I'espace des distributions siut. Considerons le corp® comme A-module
trivial, alors Dijs(M) est unA-module a gauche. Saite A ets € Dijs(M), alors la distri-
butionas est définie par la formuleaf)(f) = —é(af), V f € C>*(M, R). Le couplage ca-
nonigueDis(M) x C*(M, R) — R induit une application bilinéairg : C*(A, Dis(M)) x
C.(A, C>®(M, R)) —» R. Ce couplage homologique est visiblement un invariant géo-
métrique de {1, D). L'application bilinéairex descend au niveau des espaces d’homo-
logie pour définir le couplage canonique

HX(A, Dis(M) x H(A, C®°(M, R)) — R.

4.5. Suites spectrales des structures holomorphes adap$é& uneFL-structure
homogéne G,w,L). Les suites spectrales sont des outils puissants pour lel dedmo-
logique. On se propose de mettre en évidence certaines spigetrales canonigues qui
convergent vers la KV cohomologie des algébres de Koszthafg.

Soit G un groupe de Lie complétement résoluble. S@t 4, L) une FL-structure
invarainte a gauche. Considérons une structure presquplewnintégrable G, J) qui
est adaptée &3, w, L). On sait que la pairel(, J(L)) définit une structure de variété
localement plate G, D). Il convient d’observer que la connexion linéaibe n'est pas
invariante par les translations a gauche. Conformément réotation déja utiliséeA,
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AL et Ay sont les algébres de Koszul-Vinberg des champs de vectengerits a
G, tangents aux feuilles de et tangents aux feuilles d#(L) respectivement. L'espace
vectoriel C*(G, R) des fonctions différentiables est un module a gauche sacute
des algebresA, A, Ajw).

Nous appelons KV-complexe scalaire @& D) le complexe de cochaire*(G, R) =
C*(A, C>(G, R)).

De maniére similaire on définit pour chacun des feuilletegs complexe scalaire
C*(L, R) = C*(AL, C*(G, R)) et C*(J(L), R).

A la paire (AL, A) on va associer une filtratioffiC*(G, R). Auparavant on va
rappeler un équivalent du produit intérieur par un champ eteeur.

Soit f € CK(A, V) avec 2< k. Soit j € Z, 1< j <k. La signification de I'égalité
e((AL)®) f =0 est la suivante : parmi les variablas, . .., a si j variables ou plus
sont dans le sous-espaég C A alors f(ag, ..., a) =0.

Revenons a la filtration du complexe scala®y(G, R) par les sous complexes

FIC*(G,R) =) FIC*(G, R NCXG, R).
k

Par définitionf € FIC*(G, R) N CX(G, R) si e((AL)®«-i+1)f = 0.
On a l'inclusion évidente

FI*1C*(G, R) c FIC*(G, R).

Chaque sous-espace vectorlelC*(G, R) est un sous-complexe du complexe de co-

homologie C*(G, R). Nous allons examiner la suite spectrale dérivée de |atiibin

FiC*(G, R). Nous convenons de posér C*(G, R) N CX(G, R) =CKG, R)si j <0

et FIC*(G, R NCKG, R) =0 si j > k+ 1. Ainsi la filtration FIC*(G, R) est bornée.
On observe quen posarit“+t1C*(G, R) N CK(G, R) = 0 on a lidentification ca-

nonique

FKC*(G, R)n CK(G, R) = CKJ(L), R).

L'espace de cohomologieH*(G, R) est filtré par les imagesFiH*(G, R) des
H*(FIC*(G, R)) par l'application dérivée de I'application inclusioR!C*(G, R) C
C*(G, R).

Soit E = (EPY) la suite spectrale générée par la filtratBhC*(G, R). Pourr = 1
on a

EPY = HPHI(FPC*(G, R)/FPHC*(G, R)).

En particulier on peut identifieEf‘O avec HP(Ayw), C*(G, R)). Puisque la filtration
est bornée on a

EPY = FPHPM(G, R)/FPTIHPH(G, R).
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La suite spectrale ci-dessus est I'analogue de la suitetrgfmale Hochschild-Serre
d’'une paire [ C g) d’algébres de Lie. Ce qui est remarquable est qu'au régarbth-
plexe C*(G, R) les feuilletages Lagrangiens et J(L) sont permutables. En d’autres
termes en substituantA&_ I'algebre de Koszul-Vinbergh;y on obtient une suite spec-
trale qui converge aussi vers I'espace de cohomolbtiéG, R).

Soit G un groupe de Lie complétement résoluble. En vertu du Théaréml’en-
semble| des structures presque complexes intégrables adaptées RLustructure
invariante a gaucheq, w, L) n’est pas vide. Nous pouvons résumer la digression sur
les suites spectrales.

Théoréme 57. Soit G un groupe de Lie complétement résolubléGatw, L) une
FL-structure invariante a gaucheéilors a chaque structures presque complexe intégr-
able (G, J) € 3, adaptée &G, w, L) correspond une suite spectralg”E qui converge
vers la KV cohomologie scalaire *iG, R) de (G, D;) ou Dj; est la connexion sym-
plectique définie par la structure bi-Lagrangien(®@, , L, J(L)).

REMARQUE 58. On a vu qu'en substituant &_ l'algebre Ay on obtient une
suite spectraleE™? dont les terme<° et la limite E2® ne dépendent pas du choix
de la structure presque complexe intégralle ) € 3. adaptée aG, w, L). En effet
on a obtenu les égalités

EP% = HP(AL, C¥(G, R)).

On obtient ainsi des invariants géométriques @ed, L) x J_. Ces invariants peuvent
étre considérés comme des invariants du module de cladsel®morphisme des struc-
tures holomorphes qui sont adaptées& ¢). On observe au passage que le groupe
Aut((G, w, L) x I) est un groupe de Lie de dimension inférieure ou égate(ra + 1)

ou m est la dimension dé&.

4.6. Une suite spectrale canonique d€*(A,V). SoitV un (bi)module sur une
algébre de Koszul-Vinberd\. On se propose de mettre en évidence une suite spectrale
canonique qui converge vers la conomoloBig A, V). NotonsA' = AA. . .AAlai-éme
puissance extérieure de et posonC!''(A, V) = Hom(Al ® A®, V) Cc C'*+i(A, V). On
filtre 'espace vectorieC*(A, V) par les sous-espaces vectorilsC*(A, V) définis par

FIC(A V) = Y CH(A V) = 3~ Hom(a! ® A®', V).

Pour tout nombre entier posik on voit que

FIC*(A, V)N CKA, V) = Hom(Al @ A®K-D ),
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Soit f € FIC*(A, V) N CK(A, V) I'expression de I'opérateur cobord

df(as, ... a1 =) (-1)[@ )@ ... &, ..., &)

i<k

+ (@, ..., &:. .., &, &))aks]

montre quedf € FIC*(A, V) N C*(A, V). Par conséquenE! C*(A, V) est un sous-
complexe du KV complex&*(A, V). On a visiblement l'inclusion suivante

Hom(Al*1 @ A®(-D V) c Hom(Al @ A®', V).

On a en outreFIC*(A, V) N CK(A, V) = CX(A, V) et FKT1C*(A, V) N CK(A, V) = 0.
Ces observations montrent que la filtratiBAC*(A, V) est décroissante et bornée. Soit
E/Y la suite spectrale dérivée de la filtrati®i C*(A, V). En filtrant H*(A, V) par les
imagesFIH*(A, V) = i*(H*(FIC*(A, V))) on a

E2T = FPHPYA(A, V)/FPHHPHI(A, V).

Dans le cas des\-modules & gauche la suite spectr&@® permet de retrouver les
résultats pionniers de Albert Nijenhuis [44]. Pour mettre &vidence le rapport entre
la suite spectrale canonique et le travaux de Nijenhuis omoramencer par rappeler
le complexeCy (A, V) de Nijenhuis.

L'algébre des commutateurs deest I'algébre de LieA dont le crochet est donné
par [a, b] = ab— ba. Si V est un A-bimodule alorsA, V et Hom(A, V) sont natu-
rellement des modules (a gauche) sur I'algébre de AjieOn note alorsCy(A, V) le
complexe de Chevalley-Eilenbefgf (A, Hom(A, V)) de l'algébre de LieA & valeurs
dans leA-module Hom@, V). LorsqueV est unA-module a gauche Nijenhuis définit
I'espace de cohomologie (de dédeér 1) de l'algébre de Koszul-Vinberg a valeurs
dansV en posant

HNTH(A, V) = HE(A, Hom(A, V).
Retournons a lidentification
FKC*(A, V) N CK (A, V) = CK (A, Hom(A, V))
pour rappeler un théoreme (cf. [40], Appendice)

Théoréeme 59. Si V est un module a gauche sur A alors I'opérateur cobord
de Chevalley-Eilenberg.d: CE(A, Hom(A, V)) — CKF(A, Hom(A, V)) et le KV-
opérateur cobord d FKC*(A, V) N CKTL(A, V) — FXC*(A, V) N C*2(A, V) coinci-
dent
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Ainsi conformément a la notation utilisée ci-dessus on a
HYY(FKC*(A, V)) = HKTY(A, V) = HE(A, Hom(A, V).

Du point de vue de la filtratiorF i H*C*(A, V) € H*(A, V) on part du morphisme
(inclusion) de complexé : Cy (A, V) — C*(A, V) pour voir que

FYH*(A, V) N H YA, V) = i*(HE YA, V).

Ainsi on voit qu'’il existe une application linéaire canonéde la cohomologiély (A, V)
dans la filtrationF I H*(A, V).

Sous une autre perspective la suite spectrale canonique dilgébre de Koszul-
Vinberg est fortement liée a la cohomologie des formes wdifféelles d’ordre supérieur
de Koszul [30].

Soit (M, D) une variété localement plate de dimensinSoit A I'algébre de Koszul-
Vinberg de M, D). Le fibré cotangenT*M est un module a gauche sur I'algébroide de
Koszul-VinbergT M. Le KV complexeC*(T M, T*M) n’est pas autre chose que le KV
complexeC*(A, Hom(A, C*(M, R))). Ce dernier est un sous-complexe@{M, R) =
C*(A, C*(M, R)).

On filtre le complexeC*(M, R) par les FIC*(M, R) définis plus haut. On a en
particulier

Fic*(M, R)nC¥(M, R) = Hom(Al @ A®k=D C>(M, R)).

Cette filtration est fortement bornée dans le sens §U€*(M, R) =0, Vj > m+ 1
et F1C*(M, R) = F°C*(M, R) = C*(M, R).

PuisqueC>(M, R) est un A-module a gauche on peut procéder aux identifica-
tions que nous avons déja utilisées. Saitl'algébre des commutateurs de; Ay n'est
rien d’'autre que l'algebre de Lie des champs de vecteurgrdiftiables dan$/. Soit
C*(A, T*M) le complexe des formes différentielles d’ordre supériawaleurs dans
le fibré cotangent deM. Soit C*(M, R) = C*(A, C*(M, R)) le KV complexe sca-
laire de M, D). Enfin soit C}{ (A, C>*(M, R)) le complexe de Nijenhuis dé a va-
leurs dansC*(M, R). On a déja fait remarquer que pour tout nombre entier pdsiti
C{ (A, C*(M, R)) n'est rien d'autre queC*~1(A;, T*M). On peut énoncer.

Théoréme 60. Il existe une suite spectrale /E définie par une filtration
FiC*(A C*(M, R)) du KV complexe @M, R) jouissant des propriétés suivantes
(i) EPY converge vers la KV cohomologie*tM, R) lorsque r tend vers linfinj
(ii) pour chague nombre entier positif j on a les égalités suieant

HJ (A C*(M, R)) = HI"}(A, T*M) = HI(FIlC*(M, R)).
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Réductions de Dirac des tenseurs de PoissorNotre derniére observation concer-
nant lesF L-structures tient a leur rapport a la réduction de Dirac thestsires de Poisson
[8]. Si (M, w, L) est uneF L-structure alors notoné, I'algébre de Koszul-Vinberg des
champs de vecteurs tangents aux feuilled. d®otonsg. = AL & C*(M, R) l'algébre
de Koszul-Vinberg dont la multiplication est définie par darfiule suivante

(a )@, ') = (ad, (df)@) + ff').

Les cochaines du KV complex€*(g., C*(M, R)) sont en fait des opérateurs multi-
différentiels. Posong"' = A®! ® (C®(M, R))®. On décompose chaque espace de
cohomologie comme il suit

H (g, C*(M, R) = ) H"J(gL, C*(M, R)).
i+j=k

Pour une classe de cohomologie homogésjedg dégrék = j +i son appartenance
[c] € H¥(gL, C*(M, R)) N H"I(g, C*(M, R))

signifie que €] est représentable par un cocyde= Hom(g{’i, C*(M, R)).

J'ai dit plus haut que les cochaines du comple&xgg,, C>*(M, R)) sont des
opérateurs multi-differentiels. Rappelons qu'une caoha € CX(g., C*®(M, R)) est
d’'ordre <1 si en tout pointx € M sa valeur ¢(ay, ..., ax))(x) dépend des jets d’ordie
jlad, ..., jra, [30]. Un (0, 2)-cocyclec € Hom(@®? C>*(M, R)) est appelé cocycle de
Koszul-Vinberg s’il définit dansC>®(M, R) une structure d'algébre de Koszul-Vinberg
(C*®°(M, R), ¢) dont la multiplication estf, f’ — c(f, f’). Le symboleoc. de o est
aussi un cocycle.

Un théoréme de [39] assure que csiest un (0, 2)-cocycle de Koszul-Vinberg
d'ordre < 1 alors l'algébre des commutateurs de l'algeb@*(M, R), o.)) est une
algebre de Poisson. Cela signifie que le 2-tenseur

M:f, f' = T(f, f) = ao(f, ') —ae(f, T)

est un tenseur de Poisson. Ainsi le sous-espé®é(g., C>*(M, R)) contient un sous-
ensembIeHg’z(gL) qui est constitué des classes représentables par un tefes@wisson

I1 € Hom(@%?, C>(M, R)). Il est aisé de voir que ces classes de Poisson sont conte-
nues dans l'imagne darsZ, (C*(M, R), C*(M, R)) de la cohomologie de Hochschild
HH?2(C>®(M, R), C*(M, R)) de l'algébre associative commutati@®(M, R). De plus

le tenseur de Poissar préserve le sous-espate des intégrales premiéres du feuille-
tagelL. Naturellement un tel tenselif est unique dans sa classe de cohomologie. Nous
dirons que le couplel(, IT) est un feuilletage Poissonien transversalement Poisoni

Si L est simple alord1 posséde une réduction de Dirac dans I'espace des feuillés de
(8], [51].
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Nous supposons maintenant gqu'il existe une structure peesqgmplexe intégrable
(M, J) qui est adapatée M, w, L) dans le sens de la défintion 11. La variété symplec-
tigue (M, w) en hérite d’'une structure bi-Lagrangienrd,(w, L, J(L)). NotonsD; la
dérivation covariante de la connexion symplectique défpae (L, J(L)). On sait que
pour X = (X1, X2), Y = (Y1, Y2) e TL® T J(L), D est défini par la formule suivante

DxY = (Vx, Y1 + [ Xz, Ya]1, Vx, Y2 + [ X1, Yo]2).

Mutatis mutandis on a une algébre de Koszul-Vinbgyg) = Ay ®C>(M, R) et son
KV complexe de cochain€*(gyw), C*(M, R)) ainsi que le sous—ensemu}dag'z(gJ(L))
des tenseurs de Poisson projetables le long des feuilleXde

Soit (M, Mywy)) € HYXaL) x H3%(gsq)) une paire de tenseurs de Poisson. Leur
crochet de SchoutedT] , IT;¢)] est un 3-tenseur antisymétrique. Seitest une 3-forme
différentielle. Le crochetIfl, , IT;q,] est défini par la formule suivante

w([I, Tyw]) = din,,w)(T1L) — (din w)(TTye)) — dw(ITL A ).

Les deux tenseurs sont dits compatibles si leur crochiet, [1;,] est nul. Lorsque
[T, ITy)] = O toute combinaison linéaire a coefficients constarids + wITy) est
un tenseur de Poisson. Ainsi soifl(, ITy)) une paire compatible. Soill = IT_ +
M. La paire , J(L)) équipe la variété de PoissoM(IT) de deux feuilletages de
Poisson transverses. $1 est simplement connexe alors les feuilletagest J(L) sont
simples. Le procédé de réduction de Dirac conduit aux deuatfims de Poissoh —
(M, 1) - M/L et J(L) — (M, IT) - M/J(L). On peut identifier 'espace des feuilles
M/L avec une feuilleF;) de J(L) et M/J(L) avec une feuilleF_ de L. Alors F_

et Fyy sont des sous-variétés de Poisson W [1). Naturellement la varietdVl est
difféomorphe au produit diredE, x Fj.) mais ce produit direct n’est pas un produit
direct des variétés de Poisson. Sous la perspective de iétévate PoissonM, IT),

la paire ., Fyr)) sonne comme un analogue Poissonien de paire de Drienfele. Q
M € Hom(@Y?% C*®(M, R)) soit un cocycle se traduit paali)(f, f’) = a(II(f, f')) —
[I(af, f') = II(f, af’) = 0. On note A (IT;()) 'ensemble desall;), a € AL. On
conclut par

Théoreme 61. Si (I1., IT)) est une paire compatible différente de la paire tri-
viale (0, 0) alors I'ensemble(AL (IT51y), Aswy(ITL)) n'est pas réduit &0, 0).

Esquisse de démonstration. Supposons dle soit non nul et que l'on ait
Ayl = 0. PuisqueTL & TJ(L) = TM tout champ de vecteurs est un champ
hamiltonien de la variété de Poissad (IT,). Il en résulte que le tenselif, est inver-
sible. Ainsi (M, IT.) est l'inverse d’'une structure symplectique dont I'espahamps
de vecteurs hamiltoniens coincide avec I'espace de toushamps de vecteurs. Cela
est absurde en dimension positive. O
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4.7. Tissus Lagrangiens. Dans cette courte sous-section je me limite a signaler
gue chaque structure holomorphd,(J) qui est adaptée a uneL-structure M, o, L)
dans le sens de la définition 11 determine une applicaticectimg de R dans I'en-
semble de feuilletages Lagrangiens dd, ). J'indigue comment on en déduit des
tissus Lagrangiens.

DEFINITION 62. Unk-tissu Lagrangien dand\{, w) est la donnée dé& feuille-
tages LagrangiendslLg, ..., L) qui sont deux a deux en situation générale.

Proposition 63. Soit(M,w, L) une FL-structureS’il existe une structure presque
complexe intégrabléM, J) adaptée A M, w, L) alors pour tout nombre entier kM, )
posséde un k-tissu Lagrangien

Démonstration. En vertu du Théoréme 25 la distributibh est complétement
intégrable. La nullité du tenseur de Nijenhuis deentraine que pour tout € R le
grapheL; = X+tJX, X e L C TM du tenseuttJ est une distribution Lagrangiennne
completement intégrable quel que soit le nombre té&it,t’ € R sont deux nombres
réels distincts alorg; et Ly sont transverses. En effet considérons des champs de vec-
teurs non nulsX, X’ qui sont tangents & et tels queX +tJX = X' +t'IX. Alors
d’un c6té le nombre réeb(J X —tX, X' +t'IX) = (1 + tt)w(JI X, X') est positif. De
l'autre c6té le nombre réab(X +tJIX, X' + t'IX) = tw(IX, X) —t'w(IX, X) =
(t —tYw(J X, X") est nul. Cette derniere condition entraine- t’. Ainsi la famille L;,

t € R est une courbe continue dans I'ensemble des feuilletaggsahgiens. On en
déduit la conclusion de la proposition. O

Corollaire 64. Les hypothéses sont celles Beoposition 63.Si la structure bi-
Lagrangigenne(L, JL) est affinement plate alors pour tout couglet’) de nombres
réels (L¢, Ly) est affinement plat

Esquisse de preuve du corollaire. Soif,(.., Xm, Y1,-.., Ym) Un Systéme de coor-
données de Darboux-Hess de, JL). Ceci signifigue entre autres que Xj est le
champ de vecteurs hamiltonien de la fonctignalors JX; est le champ de vecteurs
hamiltonien de la fonctiorx;. Alors les fonctions locales

1
(t/_t[yl +t/X11 LR Ym +t/xm]1 yl +tX11 c ey Ym +tXm)

est un systeme de coordonnées de Darboux-Hess e ).

Une autre digression non discuté ici est la méthode BKS WBlacKostant-Stenberg)
d'utilissation des structures bi-Lagrangiennes pour taire des fibrés en droites com-
plexes utiles a la pré-quantification géométrique [58]. ]
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