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内容梗概

本論文は筆者が愛媛大学(昭 和52年 計算機室,昭 和58年 情報処理セ ンタ

ー
,昭 和62年 工学部電気工学科,平 成3年 工学部電気電子工学科)な らびに

平成3年 度文部省内地研究員 として大阪大学工学部情報 システム工学科 におい

て行 って きた研究のうち,シ ステム信頼度解析に関す る研究成果をまとめた も

のである.

社会構造の多様化,高 度化が進展するに伴い,通 信網,電 力網等のネットワ

ークシステムの規模が大 きくなるにっれ,ま すます高い信頼性(信 頼度)が 要

求 されるようになってきた.こ れ らシステムの信頼度が予測できれば,シ ステ

ムの計画,構 築,保 守運用の各段階において,要 求 された信頼度 を満足 してい

るかどうかを判定す ることが可能 となり,ま たより高い信頼度を持つ システム

の構築 に対する考察 も容易 となる.

現存す るシステムは多様なモデルで表現 されるが,本 硯究では,そ の構成 が

ネ ットワーク構造で表現可能なシステム(例 えば通信網,計 算機 ネッ トワーク

等),お よびその構成がネッ トワーク構造で表現で きない システム(例 えばマ

ルチプロセ ッサ ・システムなどのように刀台のプロセッサの うち少 なくとも左

台のプロセ ッサが同時に正常な動作を していれば,所 定の処理能力を保持 し得

るシステム 縫 一〇ut-of一 〃 システム])を 対象 として,こ れ らシステ

ムの信頼度解析算法について考察す る.

第1章 緒論においては,本 研究の目的ならびにその工学上 の意義およびこの

分野での研究の現状について述べ,本 研究の新 しい諸成果について概説す る.

第2章 では,ネ ットワークの指定 された2頂 点5,'間 の信頼度(ソ ース ・

ター ミナル信頼度,5一'信 頼度),す なわちソース5か らター ミナル'に 至

る正常な枝だけか ら成 るパスが少なくとも1っ 存在する確率,を 求める算法 に

ついて述べる.既 存の算法 として,与 え られたネ ットワー クか らパスを開放除

去 して5-1ア サイクリックグラフを生成するパス除去法,パ ス集合か ら得 ら

れた積項をプール演算 により互 いに素な積項 に展開するSDP法 があるが,本
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章では,ま ずパスを順次付加す ることにより5一!ア サイク リックグラフを生

成す るパ ス付加法を考察する.こ れは,

(且)演 算時間がグラフが含む互 いに枝が素なサイクルの数に大 きな影響

を受 けない,

(ii)任 意 のレベル ∫でその生成 を打ち切って も,ノ 個以下のすべてのパ

スが組 み合わされた5一'ア サイクリックグラフが生成で き,信 頼度

の近似計算が可能である,

という特徴を持 っている.さ らに,グ ラフ理論的方法 による木展開法を も提案

し,こ の算法による信頼度表現式の算出がSDP法 によるそれの算出に比べ メ

モ リおよび演算時間を大幅に減少できることを示す.ま た,パ スの処理順序が

木展開法,SDP法 によって算出される積項数 にどのよ うな影響を与えるかに

ついて述べ,計 算機を用いて各算法の計算効率 にっいて比較実験 を行い,改 良

木展開法が最良の算法 であることを示す.

第3章 では,ネ ッ トワークのソースとそれ以外のすべての頂点間の信頼度

(ソー ス ・全端子信頼度,SAT信 頼度),す なわちソースか らソー ス以外の

すべての頂点に至 る正常な枝 による経路が少な くとも一っ存在する確率,を 求

める算法 にっいて論 じる.ソ ー スを根(root)と する有向木(arborescence)

あるいはソースとそれ以外の頂点を分離するカ ットセッ トを求め,こ れにSD

P法 を適用 して信頼度表現式を求める算法が既 に提案 されているが,メ モ リ,

演算時間に関 して適切な方法 とはいいがたい.本 章では,ま ず枝の短絡,開 放

を基本 とした木生成法を述べ,プ ール演算す ることなく,木 の総数に等 しい積

項数を持っ表現式を求める算法を示す.木 生成法は木 に対応す るプール積項問

の比較が必要でないため高速であり,ま たカ ットセッ トを用いたSDP法 より

も使用するメモ リが遙かに少 ないとい う特徴を持 っている.信 頼度表現式が与

えられるとき,信 頼度は各枝の信頼確率を対応するプール変数 に代入すること

により求められるので,計 算の手間は信頼度表現式に含まれ る演算記号数(リ

テラル数)の 増大 と共に急増す る.次 に,ア サイクリックグラフの信頼度表現

式の積項数がグラフの規模に関係な く1と なることを利用 したアサイク リック

サブグラフ生成法,さ らにサイクルを含むグラフの強連結成分 を1っ の頂点に
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縮約 して得 られるグラフがアサイクリックグラフとなることを利用 したセクシ

ョングラフ法 にっいて述べる.

アサイク リックサブグラフ生成法 は,表 現式が因数分解された形式で得 られ

るため,表 現式 に含まれる演算記号数を大幅に減少できる.こ れに対 して,セ

クショングラフ法で得 られる表現式 の積項数がさらに減少で きること,お よび

積項数が1と なる条件,を 示す.さ らに,こ れ ら各算法 に対す る効率 に関 して

比較実験を行い,セ クショングラフ法が優れていることを示す.

第4章 では,左 一〇ut-of一 刀 システムの信頼度解析について論 じる.

与えられた システムにおいて,シ ステムに含まれるη個の要素の うち,少 なく

とも左個の要素が正常(異 常)な らば,シ ステムが正常(異 常)と なるものを

看一〇ut-of一 刀:6!(F)シ ステムという.Heidtmannは,シ ステムを

正常 とする要素の可能な組み合せをすべて列挙す る改良IE法 を提案 している.

これに対 して,2章 で提案 した木展開法を応用することを試みる.こ の算法は,

表現式 の各積項が根付木のある種の部分木(積 項木 とい う)に1対1対 応 して

いること,積 項 の数が根付木の葉を除 く頂点の数に等 しいこと,お よびスタ ッ

ク上の操作だけですべての積項が連続的に生成で きること,と いう特徴を持 っ

ている.い ずれの算法 も〃,左 の増加に伴いその計算時間が指数的に増大する

ため,適 用できるシステムの規模 は小 さなものに限 られる.

なお,こ のシステムの近似信頼度 を求ある算法 も種々提案 されているが,い

ずれ もシステム規模,計 算精度,あ るいは適用範囲に難点 がある.そ こで本章

では,各 要素 の信頼確率が同一であるとき,そ の信頼度が0(の で計算で き

ることを活用 した0(〃)の 近似 アルゴ リズムを提案する.こ の算法は,与 え

られた システムと等 しい信頼度を持 ち,か っ各要素の信頼確率が同一である擬

似 システムにおいて,左=1,刀 の信頼確率か ら残 りの信頼確率が直線近似に

よって推定できることを利用 して,任 意の左に関す る信頼度を算出す るもので

ある.従 来の算法に比べ提案 した近似信頼度を求める算法 は,

(i)要 素数250程 度のシステムにまで適用可能である,

〈ii)演 算時間は要素数250の システムで も約2.Omsecで ある,

という特徴を持 っている.
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第5章 では,本 研究で得 られた成果を要約 し,今 後 に残 された課題を述べる.
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第1章繍

産業,経 済,社 会活動の多様化,高 度化に伴 って,各 種のネッ トワークシス

テムがますます大規模なものとなって くるが,そ の典型的な例 として通信網,

電力網,計 算機ネ ットワーク等があげられる.今 日の社会はそれ らシステムが

正常に機能することを前提に活動を行 っており,シ ステムに障害が発生すると

社会活動 は大幅に制限され る.し たがって,こ れ らシステムの信頼性を高める

ことは今 日の情報化社会の発展 にとって重要な鍵であるといえる.

システムの信頼性を 「システムが所定の動作条件のもとで,所 定の時間,所

定の機能を継続的に果たす確率」であると定義 し,こ れを信頼度(reliabili-

ty)と 名づける.信 頼性の高いシステムを実現するための方法はきわめて多岐

にわた っているが,こ れを分類すれば システムを構成す る要素あるいはサブシ

ステム自体の信頼性を向上するための手法,お よび与えられた要素あるいはサ

ブシステムを用いて信頼性 の高いシステムを構成するための手法,の2っ に大

別す ることができる.シ ステム構成 に冗長性を導入 して耐故障性を高めること,

あるいは故障の際の システム機能の維持をはかることは後者に属 している.本

論文は後者の観点か らシステム信頼度解析にっいて考察 を行 うものである.

システムは一般にいくっかのサブシステムか ら成 り,そ のサブシステムはま

たより小 さなサブシステムか ら成っている.過 去の使用実績等か ら故障率が解

明可能な単位までシステムを分解すれば,そ の分解能に応 じて信頼度を予測す

ることができる.信 頼度 の予測(reliabilityprediction)が 的確に行われる

場合には,シ ステムの構成にあたって,信 頼性の面から要求 された信頼度を満

足する計画を選定す ることが可能 となるばかりでなく,シ ステムを構成す るサ

ブシステム間で信頼度を配分す ることも可能 とな り,さ らに保守運用面の計画

の立案 にも資することがで きる.

与え られたシステムの信頼度を評価 しようとするとき,そ れを全体 として取

り扱 うよりもい くっかの機能的要素から構成 されているものとして取 り扱 う方

が容易である.シ ステムの各構成要素にはいくつかの状態が考 えられるが,次
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の制約 のもとで システムの信頼度評価をお こなうことが多い[12].

a.各 構成要素は2つ の状態を持っ.

正常(successful)と 異常(fault).

b.各 構成要素が正常である確率(信 頼確率)は それぞれ異 なる.ま た,異

常である確率(非 信頼確率)と 信頼確率の和 は1.0で ある.

c.あ る構成要素が異常 となっても,他 の要素の信頼確率 に影響を与えるこ

とはない(統 計的独立).

与えられたシステムの極小 なパスセ ットあるいはカッ トセ ッ トを求め,そ れ

ら極小集合を構成する要素 に対応す る信頼確率を代入 しその和を求 めて も,シ

ステム信頼度(あ るいは非信頼度)と は一致 しないのが一般的である。その理

由は極小集合の生起が互いに排他的でないためである.そ こで,本 論文では信

頼確率を代入す ることにより信頼度を直接算出できる各種算法を考察す る.与

えられた要素を用 いて最適な システムを設計す る問題,あ るいは要素の信頼確

率の摂動に伴 うシステム信頼度の変動を問題にする感度問題があるが,こ れ ら

の問題を解決するには信頼度 および感度を繰 り返 し計算す る必要があり,信 頼

度のプール表現式 を導いてお くことは極めて重要であると考えられる.こ の こ

とか ら,本 論文では信頼度計算に1対1対 応す る信頼度表現式を導 くことに主

眼をお く.

現存するシステムは多様なモデルで表現 されるが,本 論文で はその構成がネ

ッ トワーク構造で表現可能 なシステム[1](例 えば通信網,計 算機ネッ トワーク

等),お よびその構成がネッ トワーク構造で表現で きない システム[1](例 えば

マルチプロセ ッサ ・システムなどのように〃台のプロセ ッサの うち左台のプロ

セ ッサが同時に正常な動作をしていれば,所 定の処理能力を保持 し得 るシステ

ム[左 一〇ut-of一 刀 システム])を 対象 として,こ れらシステムの信頼

度解析算法 について考察す る.

第2章 では,ネ ットワークの指定 された2頂 点5,'間 の信頼度(ソ ース ・

ター ミナル信頼度,5一'信 頼度),す なわちソース5か らター ミナル'に 至

る正常な枝だけか ら成るパスが少な くとも1っ 存在する確率,を 求める算法 に

ついて述べる.既 存の算法 として,与 え られたネットワークか らパスを開放除
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去 して5一'ア サ イ ク リック グラフを生成 す るパ ス除去法[2],パ ス集合 か ら得

られた積項 を プー ル演算 によ り互 い に素 な積項 に展開す るSDP法[15]が あ る.

これ に対 して,パ スを順次 付加す ることによ り5-1ア サ イク リックグ ラフを

生成 す るパ ス付 加法[4,11],お よび グラフ理論 的方法 によ る木 展開法[8,17,18,

20,21]を 提案 し,さ らにパ スの処理順序 が木展開 法,SDP法 によ って算 出 さ

れ る積 項数 に どの よ うな影 響 を与 え るか につ いて述 べ る[22,23].

第3章 で は,ネ ッ トワー クの ソー スとそれ以外 のすべ て の頂 点 間 の信 頼度

(ソ ー ス ・全端子 信頼度,SAT信 頼度),す なわ ちソー スか らソー ス以外 の

すべ ての頂 点 に至 る正常 な枝 による経路 が少 な くとも一 っ存在 す る確率,を 求

め る算法 にっ いて論 じる.ソ ー スを根(root)と す る有 向木(arborescence)

あ るいは ソー ス とそれ以外 の頂点 を分離 す るカ ッ トセ ッ トを求 め,こ れ らにS

DP法 を適用 して信頼度 表現式 を求 める算法 が既 に提案 されて い るが[24],メ

モ リ,演 算 時間 に関 して適切 な方法 とはいいがた い .本 章 で は,ま ず枝 の短絡,

開放 を基本 と した木生成 法 を述 べ,プ ー ル演算 す る ことな く,木 の総 数 に等 し

い積項 数 を持 っ表 現式 を求 める算法[39 ,40,41,42,43]を 示す.さ ら1と,ア サイ

ク リックな グラフの信頼度 表現式 の積項 数が グ ラフの規模 に関 係 な く1と なる

こ と[44]を 利用 レた アサイ ク リックサブ グ ラフ生成法[45],さ らにサイ クルを

含 む グラフの強連 結成分 を1っ の頂点 に縮 約 して得 られ るグ ラフが アサ イク リ

ック グラフとな ることを利用 した セク シ ョング ラフ法[46]に っ いて述 べ る.

第4章 で は,丑 一 〇ut-of一 刀 システムの信頼度 にっ いて論 じる.与 え

られた システムにおいて,シ ステ ムに含 まれ る 〃個 の要素 の うち,少 な くとも

左個 の要素 が正 常(異 常)な らば,シ ステムが正 常(異 常)と な る ものを 左一

〇ut-of一 〃:0(ア)シ ステ ムとい う.Heidtmann[48]は ,シ ステムを

正常 とす る要素 の可能 な組 み合せ をす べて列挙す る改良IE法 を提案 して いる

が,こ れ に対 して,2章 で提案 した木展 開法を応用す るこ とを試 みる[50 ,52,

53].

信頼度 を求 め るいずれ の算法 も 刀,左 の増 加 に伴 いその計 算 時商が指数 的 に

増 大す るため,適 用 で きる シス テムの規模 は小 さな ものに限 られ る.そ のため,

システムの近似 信頼度 を求 め る算法 も種 々提案 されて いるが ,い ず れ もシステ
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ム規模,計 算精度,あ るいは適用範囲に難点がある[1,48].そ こで,与 え られ

た システムと等 しい信頼度を持 ち,か っ各要素の信頼確率が同一である擬似 シ

ステムにおいて,左=1,刀 の信頼確率か ら残 りの信頼確率が直線近似によっ

て推定できることを利用 して,任 意の左に関する信頼度を算出する方法を提案

する[55,56,57].

第5章 では,本 研究で得 られた成果を要約 し,今 後 に残 された課題 を述べる.
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第2章 ネットワークのソース1夕一ミナル信頼度

2.1緒 言

複雑 なシステムの信頼度を評価 しようとす るとき,そ れを全体 として取 り扱

うよ りもシステムをい くっかの機能的成分に分 けて取 り扱 う方が容易である.

各成分 にはい くっかの状態が考えられるが,こ こではネ ットワーク構造を持っ

システムに限定 し,各 構成要素が2っ の状態一正常(successfu1),異 常

(fault)一 を持っ ものと考える.こ のように限定すると,シ ステムは各構成要

素 に信頼確率(正 常な確率)あ るいは非信頼確率(異 常な確率)が 付与 された

重み付 きグラフ(信 頼性 グラフ(reliabilitygraph))と して表現で きる[1].

システムのある成分が異常 となって もその他の成分の信頼度に影響を与えな

い(統 計的独立)と いう制約のもとで,指 定 された2頂 点(5,の に関 して

システムが正常である確率は,シ ステムに対応するグラフ上 において,5か ら

1に 至 る正常な枝だけか ら構成 される5-1パ スが少な くとも1つ 存在す る確

率を意味 している.こ のような確率を求めることは,シ ステムの信頼度解析 に

おける基本的問題の1っ である[1].

与え られた要素を用いて最適な システムを設計する問題,あ るいは要素の信

頼確率の摂動 に伴 うシステム信頼度の変動を解析する感度問題においては,信

頼度および感度 を繰 り返 し計算する必要があり,信 頼度のプール表現を導いて

お くことは極めて重要 と考えられる.

道路網に対 しては,一 方通行の道路 を有向枝で,双 方向通行路を互いに逆向

きの2本 の有向枝で,ま た道路の交差点を頂点で表 して,一 っの有向グラフと

して描かれるが,2章 で取 り扱 う信頼性グラフは,こ のような有向グラフの枝

に信頼確率pあ るいは非信頼確率 σ(鶉1-p)を 与え,頂 点は常 に正常(

successfu1)で あるものとする.な お,頂 点に信頼確率が与 えられるときには,

頂点を頂点 と等 しい信頼確率を持っ有向枝で置き換えるものとす る.ま た,与

えられたグラフが無向枝を含む とき,こ の無向枝を互いに逆向 きの2本 の有向
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枝 に置 き換 え,そ の信頼 確率 は無 向枝 の信頼確 率を持 っ もの と して取 り扱 う.

システムの信頼度 を求 め る算法 と して,す べて の5一'パ ス{μ 、,μ2,…,

μ切}の 列挙 を基本操作 とす る以下 の算法 があ る.

(iv)

(v)

また,カ ッ トセ ッ トの発生 を基本操作 とす る以 下 の算法 があ る.

(vi)直 接 展開法[1]

(vii)SDP法[13,14,15]

(Vln)修 正 カ ッ トセ ッ ト法[16]

(i)お よび()i)は2漕 一1個 の組 み合 せを考 える必要 が あ り,ま た各 組 み

合 せ は補元(complement)を 用 いないた め,得 られ るプール表現 には積項(

disjointproduct)の 論 理和 および論 理減算 を含 み,互 い に相 殺可能 な積 項 が

数多 く存在す る[2].(i)に お ける互 いに相 殺 され ない積項 だ けを求 め る方法

と して(11),(iii)が ある.(ii)は プール演算 に よる方法,(iii)は グ ラ

フ理 論的方法 で あ り,両 者 とも積項 数 をかな り減少 させ る ことがで きるが,グ

ラフの規模 の増大 とともに積項数 は指数 的に増加す る.Gv)は,公 式 で は積

項数 が2切 一1と(量)の 半分 とな るが,実 際の グ ラフに適用 した場合,多 くの積

項 が抹消 され,積 項数 を大幅 に減少 させ ることが で きる[12].し か しなが ら,

積項 の展開 において,2溜 一 〃一1個 もの展開 公式 の記憶 を必要 とす る.(V),

(vii)は,パ スあ るい はカ ッ トセ ッ トか ら得 られ る積 項 をプー ル演算 によ り互

い に素 な積項 の和 に展開す る ものであ るが,演 算 の過 程で生 じる積項 をす べて

記憶す る必要 があ り,ま た演 算時 間が展開 のた めの比較 回数 に よ って大 き く支

配 され る等 の欠 点 を持 ってい る.(Vm)は 小規模 な グラ フに限 り有効 で あ る.

また,Locksは 繰返 しIE法 およびSDP法 に関す る比較検 討 を行 い,SDP

法 の優 位性 を指 摘 してい る[9,10].

(i)直 接 展 開 法[1]

(ii)繰 返 しIE法(inclusion-exclusionmethod)[9]

(iii)TR法(topologicalreliabilitymethod)(あ る い は5-1ア サ

イ ク リ ッ ク グ ラ フ 生 成 法)[2]

簡 易 展 開 法[12]

SDP法(sumofdisjointproductsmethod)[13,14,15]
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本章 で はネ ッ トワー クの5一'信 頼 度表現式 を求 め る方法 を4節 に分 けて述

べ る.2.2節 で は諸定義 と既 に得 られて いる成 果を ,2.3節 ではパ スを順

次付加 す る ことによ りs-tア サイ ク リックグ ラフを生成す るTR法[4,11]を,

2.4節 で は グラフ理論 的方 法 によ り互 い に素 な積 項 を求 め る木展開法[8,20,

21]を,2.5節 で はパ スの処 理順序 が得 られ る積項 数 に どのよ うな影響 を与 え

るかを調 べ,そ れを基 に改良 木展開法[22,23]を 提案 す る.ま た,提 案 した算法

と既存 の算法 に対 して,計 算 機実験 によ る比 較検討 を行 う.

2.2諸 定義および既存の方法 と既知の定理

有向 グ ラフを6=(F,の で表 す.こ こで,7は 頂点 の集 合,∬ は有 向枝

の集合 で あ る.枝 θ∈ 万に対 して,そ の枝 の始 点 お よび終点 を ,そ れ ぞれ5

(θ),'(θ)で 表 す.

互 い に相異 な る頂点 と枝の列{y。,θ1,y、,θ 、,y2,…,θ 〃。,

y〃 。}が5(θ ノ)=y,一 、,1(θ,)=y,(1≦ ノ≦〃5)の 関係 を満 たす

とき,こ れ をy。 か ら7〃 。へ の長 さ4/3の パ スとい い,μ(yo,y〃3)と 書

く.特 に,y。=5,F〃 。='の とき,5一'パ スとい う.ま た,γ 。=y直 、

の場合,長 さ 〃3の サイ クル とい う.い くっかのサ イクルの集 合 において,ど

の2っ のサ イクル も枝 を互 い に共有 しない と き,こ れ らの サイ クルを互 い に枝

が素 なサ イクル とい う.0の 頂点y∈ μに対 して,5(θ)=yと す る枝 θの

個数 および1(θ)=yと す る枝 θの個数 を,そ れ ぞれyの 正次 数,負 次数 と

い い,そ れぞれ4+(の および4一(y)と 書 く.グ(・)=0で ある頂点 お

よび4+(・)=0で あ る頂点 を,そ れ ぞれ ソー ス,タ ー ミナ ル と呼ぶ.

[定 義2-1]部 分 グラ フ0,⊆6が それぞれた だ1個 の ソー ス5お よび タ

ー ミナ ル1を 含み ,か っ0∫ の どの枝 も少 な くとも1.っ の5-1パ ス上 の枝 とな

り得 ると き,0∫ を5一 ノグラフ とい う.ま た,サ イクルを含 む5一'グ ラフお

よび全 く含 まない5一'グ ラフを,そ れぞれ5一'サ イク リックグ ラフお よび

5-1ア サ イ ク リックグ ラフといい,0。 お よび0。 と書 く.

例 えば,図2-1の グ ラフ0は5一'サ イ ク リック グラフ,図2-1か ら枝8を 開
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放 除 表 し た グ ラ フ(図2-3の 下 段 右 端 の グ ラ フ)は5一'ア サ イ ク リ ッ ク グ ラ フ

で あ る.

[定 義2-2]6∫ ⊆0に お い て,あ る枝 が ど の5一1パ ス 上 に も な い と き,

こ の 枝 を5一'パ ス 孤 立 枝 と い う.

[定 義2-3]5-1ア サ イ ク リ ッ ク グ ラ フ0。 に お い て,パ ス μ(y。,

y〃3)力 録

(Dy。=5,あ る い はy。 ・≠5な ら ば(1+(y。)>1

(ii)y百 。=1,あ る い はyぬ 。≠1な ら ば4一(y〃 。)>1

(iii)μ(F。,yゴ ∫。)上 の ど の 中 間 頂 点y∫(1≦ ノ≦ 〃5-1)も

4+(y∫)=4}(y∫)=1

の 関 係 を 満 た す と き,こ の パ ス を 中 立 パ ス と呼 ぶ.

例 え ば,図2-3下 段 右 端 の グ ラ フ に お い て,枝 ウ,4で 構 成 さ れ る パ ス は 中 立

パ ス の1っ で あ る .

ま た,記 述 を 簡 単 す る た め 以 下 の 記 号 を 定 め る.

刀6,あ,〃:グ ラ フ0の 頂 点 数,枝 数,5一'パ ス 数.

X。(λFθ):枝 θが 正 常(異 常)で あ る こ と を 示 す プ ー ル 変 数.

ρ 。(g。):枝 θが 正 常(異 常)で あ る 確 率.

μ ∫:5一'パ ス を 構 成 す る 枝 お よ び 頂 点 の 順 序 列,ま た は5一'パ ス の 枝 集

合.

濯,:5-1パ ス μ 、に 属 す る 枝 θに 対 応 し た プ ー ル 変 数 κ 。の 積.

Pr留 ノ}:ん の 信 頼 度.

溜:0の 信 頼 度.

F。:0の 信 頼 度 の プ ー ル 表 現.

lF副:Fπ の 積 項 数.

グ ラ フ0に お い て,そ の5一'パ ス は0の 深 さ 優 先 探 索(depth-first

search,DFS)に よ り 効 率 よ く生 成 で き る.図2-1の1-5間 の6個 の パ ス

μ1={1,3,3,1,5}

μ2={1,∂,3,θ,4,ゐ,5}

μ3={1,ρ,2,{1,3,1,5}
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μ4={1,ρ,2,4,3,θ,4,1},5}

μ5={1,0,4,カ,5}

μ5={1,0,4,8,2,ゴ,3,1,5}

は,そ の 生 成 順 に 従 い,図2-2の よ う に 有 向 木7で 表 す こ と が で き る.7の 頂 点

お よ び 枝 は,グ ラ フ0上 の 頂 点 お よ び 枝 に 対 応 し,そ れ ぞ れ6の 頂 点,枝 に 相

当 す る ラ ベ ル を 持 っ.

以 下 で は,根 付 木 に お け る 子,親,子 孫,祖 先,兄 弟,葉,根,な ど の 用 語

は 従 来 の 慣 例 に 従 う も の と す る[30].

与 え られ た グ ラ フ6に お い て,5,1間 の 信 頼 度 は5か ら1に 至 る 正 常 な 枝

だ け か ら成 る パ ス が 少 な く と も1っ 存 在 す る 確 率 を 意 味 す る こ と か ら,5一'

パ ス μ;(ノ=1
,2,…,〃)に 対 応 す る プ ー ル 変 数 の 積 ん を 用 い て 信 頼 度

表 現 式Fだ が 次 式 で 書 け る[1].

ゐ=あ+遼2+…+砺(2-1)

式(2-1)の ん(ノ=1,2,…,〃)が 一 般 に は 互 い に 素(disjoint,濯 々・

ん=0)で な い た め,実 際 に は 次 の よ うな 展 開 定 理(直 接 展 開 法)に よ り 信 頼

度 刃 が 求 め られ る[1].

ノ～瓢Pr{1憂1}十Prし42}十 … 十Pr{!4皿}

一Pr{ 、41刃2}一Pr{、41」43}一 … 一Pr{A加_IA皿}

十Pr{、41♂42∠43}十Pr{」41/42144}

十 … 十Pr{14塑_224盈_I」4遊}

十(一1)加Prも41∠42… 浸 切}(2-2)

こ こ で,浸 詔 、 … 岳 は μ1,μ2,…,μ,が 同 時 に 正 常 で あ る こ と を 示 す ブ

ー ル 変 数 の 積 で あ る .

図2-1あ5一'パ ス を,式(2-2)で 展 開 す れ ば 表2-1が 得 ら れ る.式(2-2)の ノ

行 は 表2-1の ノ列 に 対 応 し て お り,ま た ノ行 の 符 号(sign)を 表2-1の 各 列 の 上

部 にsignと し て 示 し て い る.表2-1の(1,ノ)ブ ロ ッ ク 内 に あ る名 積 項 は

{▲,4、,…,4盈,…,濯f一 、}か ら選 ば れ た ノ ー1個 の あ と 濯,の 積 か ら

作 ら れ て い る.ま た,表2-1に は 躍 躍 、=為-4-。 為-。-f,濯 、濯 、濯.=

一10
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為 駒-。Xげ,■fの よ う に 異 符 号 で 同 一 の プ ー ル 表 現 と な る 項 が 存 在 す る た

め,互 い に 相 殺 さ れ る 項 が 含 ま れ て い る(下 線 で 示 す).

直 接 展 開 法 に お い て,互 い に 相 殺 さ れ る 積 項 を 展 開 の 途 中 で,あ る い は あ ら

か じ め 除 外 し て 行 う算 法 と して 繰 返 しIE法[9]が あ る.表2-1に お い て,ノ=

3,4の 展 開 の 途 中 で 下 線 部 の 積 項 が 相 殺 さ れ,以 後 の 演 算 か ら 除 外 さ れ る.

ノ=5で は,∫ 一1～4の 各 積 項(相 殺 さ れ な い)を 用 い て,2～5列 を そ れ

ぞ れ 導 く.そ の 結 果,下 線 部 を 除 外 した 積 項 が 得 ら れ る.

表2-1に お け る 相 殺 さ れ な い 積 項 が1っ の5一'ア サ イ ク リ ッ ク グ ラ フ に 対 応

す る こ と に 注 目 し,グ ラ フ理 論 的 方 法 で 順 次5-1ア サ イ ク リ ッ ク グ ラ フ を 発

生 す る 算 法 が あ る[2,4,11].ノ 番 目 の5-1パ ス に 関 す る5-1ア サ イ ク リ ッ

ク グ ラ フ の 集 合(例 え ば,表2-1の ノ行)を ∠7∫で,∠7∫ が 寄 与 す る 信 頼 度 をP

(∠71)で 表 せ ば,信 頼 度 刃 が 次 式 の よ う に も表 現 で き る[4,11].

左=P(∠7、)十P(32)十 …+P(乱)(2-3)

こ こ で,3、 は パ ス μ 、そ の も の で あ る こ と に 注 意 し な け れ ば な ら な い(表2-1の

1行 参 照).

表2-1の ノ=5に お け る5-1ア サ イ ク リ ッ ク グ ラ フ の 集 合9、 を 図2-3に 示 す.

図2-3か ら,P(∠7,)が 次 式 の よ う に 得 ら れ る.

」P(35)=P。 一 ρ 。ゐ(P。f十P。 。+ハ ゴf十P層 。)

十 ρ 。ヵ(ρ8fθ 十P∂f好 十 ρ ∂θδゴ十PMf8)

一 ρ
oゐ ●」ρ8デεわゼ(2-4)

こ こで,pκ=Hp。 とす る.

疋 ∈.γ

ま た,式(2-4)は 次 の よ う に 書 く こ と が で き る.

P(∠75)=ρ 。ゐ(1-Pr{■ δ■f十 忍8刃 θ十 ー ゐ■4■f十 ー か■4濯 ρ})

(2-5)

こ の と き,枝 列 ヨ1,∂ θ,ル41,ム4θ の そ れ ぞ れ は,μ,上 に 始 点 お よ

び 終 点 を 持 ち,μ5と 互 い に 素 な 枝 か ら構 成 さ れ る μ 、,μ 、,μ3,μ 、 の 部 分

パ ス と な っ て い る .こ の 部 分 パ ス を μ1,,μ25,μ35,μ 、,,そ の プ ー ル 変 数

の 積4、5,沼25,沼35,オ 、5で 表 せ ば,式(2-5)は 次 の よ う に 表 現 で き る.
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ノブ(∠7,)=p。 ヵ(1-Pr{!415十1《25十!《35十 、445})(2-6>

P(、 乳)の プ ー ル 表 現 をF5で 表 せ ば,式(2-6)は 次 式 の よ う に 書 け る.

F5=躍5{1一(濯 、5+』25+濯35+濯45)}

=謹 、(濯15+濯25+沼35+浸45)

=ん5ん5、435ん5オ5(2-7)

式(2-7)の 表 現 は 木 展 開 法 の 基 礎 と な る も の で あ る[8,20,21].

一 方
,SDP法 に 関 す る 展 開 公 式 と し て 次 式 が あ る[9].

ア ・r4・+ん4・+沼 ・ん 濯 ・+"●+ん ん"● ん 一1砺(2-8)

こ こ で,ノ 番 目 の 項 孟 ノ『2… ノ「ノ … ん.躍 ∫の 馬 は ん=為 ■2… ぬ と

お く と き,次 式 の よ う に 互 い に 素 な 積 項 の 和 に 展 開 さ れ る[9】.

ノ窪∫=)ぐ1一{一2r1)ぐ2Hト2r1-2)ぐ3十.・ 。 →一』rl』r2・ ・。 ■ 違_1♪く『潅(2-9)

SDP法 の ス テ ッ プ ノで は,互 い に 素 な 積 項 の 集 合 をP〃 で 表 せ ば,

P〃 、=/窪 、躍,,P〃 、=ん 、ρ〃 、,…,P〃 ∫.、=ん 一、」P〃f.、(2-10)

の 順 に 繰 返 し展 開 され る[15].こ の と き,P〃 ノか ら ア 〃 ノ刊 の 生 成 に は,

P〃 ノの 各 項 と ん.、 の 比 較 が 行 わ れ る.

2.3TR法

従 来,正 確 な信頼度 を求 め る算法 と して,5一'カ ッ トセ ッ トあ るいは5一

'パ スセ ッ トを求 め,そ れ らす べての組 み合 せを考慮す る手 法 が代 表的 な もの

と して知 られてい る[1].Satyanarayana-Prabhakarは,5一'ア サ イク リッ

ク グラフ(文 献[2]で は 倉acyclicsubgraphsと 表 現)に 着 目 し,正 確 な信頼

度 は各部 分 グ ラフの信頼度 の代数和 と して計算 で きる ことを証 明 し,5一'ア

サ イ ク リック グラフの生成 アルゴ リズム(以 下 で は,パ ス除去 法 と記述)[2]を

提案 した.5一'ア サ イ ク リックグ ラフを取 り上 げ る理 由は,そ の数が5-1

パ スの組 み合 せの数 に比 して極端 に少 な くな ることにある .し か しなが ら,彼

らが提案 した パ ス除去法 は,

(i)グ ラフ0に 含 まれ るサ イ クルが増 え る程 そ の発生効 率が低下 す る,
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(ii)初 等 的パ ス(た だ1っ の5一'パ スだけか ら成 る5-1ア サ イク リ

ックグ ラフ)の 生成 が最終 レベル となるため,任 意 の レベルで の5一

'ア サイ ク リック グラフの生成 の打 ち切 りがで きず,信 頼度 の近似計

算 には不 向 きで あ る,

とい う欠 点 を持 って いる.な お,5一'ア サ イ ク リック グラフの個数 は,0の

規 模 の増 大 と共 に指数的 に増 加す るため,正 確 な信頼 度 を求 め る ことは現実 に

は不可能 に近 く,近 似手法 が有用 とな る.

本節 で は,上 記 の欠点 を克服す ることを目的 と して構築 した算法,深 さ優 先

探 索(DFS)を 基本操作 とす るパ ス付 加法,を 提案す る.

2.3.1パ ス 除 去 法[2]

σに お い て,ノ 個 の5一'パ ス の 和 集 合 を 払 と す る と,0の5-1信 頼 度 刃

(0)は 次 式 で 与 え ら れ る.

ノ～(0)=Σ ∫ε μρ(〃P∫)(2-11)

た だ し ・ ・'=(一1)'+1・ π(紛 全
。 翫P・ で あ る ・

払 は5一'グ ラ フ を 構 成 す る の で,ノ 番 目 の5一!ア サ イ ク リ ッ ク グ ラ フ を

6。.ノ=(F。.,,」9。.f),左 番 目 の サ イ ク リ ッ ク グ ラ フ を0。 沸=(F。 孟,

、8,.、)と お け ば,式(2-11)は,

ノ～(0)=Σ'd㌧ 」ρ(08,∫)十 Σ た4みP(0。,身)(2-12>

と 書 け る.あ る 与 え られ た ∬,,〃 ノ(ノ ≠ ノ)は 同 一 の5一'グ ラ フ を 構 成 す

る こ と が あ り,そ の 関 係 に よ っ て 必(4∂ が 定 め られ る.

Satyanarayana-Prabhakarお よ びWillieは,式(2-12)の4f,4左 が

1」r。,∫1-17。,,1十1
(1」=(一1)(2-13)*

4左=0(2-14)

と な る こ と を 証 明 し て い る[2,3].

*1」91は 集合 βの要素数 を示す.
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す なわ ち,式(2-11)は,次 の よ うに書 ける.

ノ～(0)=Σ,4∫P(ζ78.∫)(2-15)

式(2-15)は,0が 含む5-1ア サ イ ク リックグ ラフを列挙す れ ば,正 確 な5

-1信 頼 度が計算 で きる ことを示 してい る .

パ ス除 去法 は,与 え られた グラフ0か ら出発 し,順 次,枝 あ るいは枝 集合 を

開放除去 しなが ら,重 複 な く5一'ア サ イク リックグラフを求 めるよ うに工夫

された もので あ る.

アル ゴ リズムは次 の3つ の基 本操作 か ら構築 されてい る.

(1)0が サ イクルを含 まな くな るまで,サ イクル を構成 す る枝 を1本 ず

っ開放除 去 し,ア サ イク リックグ ラフ0'を 作 る.

(2)0'か ら5-1パ ス孤立枝 をすべて開放 除去 し,さ らに孤立頂 点 を

取 り除 いて,5一'ア サ イ ク リックグ ラフ0,を 作 る.

(3)0∫ にお いて,中 立 パ スを1つ 選 び,0∫ か らそれに属す る枝お よび

中間頂点 を除去す る.得 られた グ ラフを0∫ と して,0∫ が5一'パ ス

とな るまで この過程 を繰 り返す.

図2-4は パ ス除去 法 をALGOL-likeな 言 語で記述 した ものであ る.図2-4を グ

ラフ0に 適用す ると き,得 られ る生成木 の頂点 は0,0'あ るいは0∫,そ の枝

は開放 除去 された0の 枝 あ るい は枝集 合 に対応す る.図2-4に お いて,plevel

は基本操 作(2)の0,を 根(root)と す る部分木 の深 さを示 して い る.ま た,

あ る レベル(pleveDに おいて,4はpleve1番 目の頂点 の兄(elder

brother)あ るいはそ の祖先(ancestor)の 兄 を終点 とす る木 の枝 の集 合で,重

複 性 のチ ェ ックに用 いて い る.ま た,β は開放除去 の候補 とな る枝 あ るい は枝

集 合 であ る.

[例題2-1]図2-1の グラフに対 して,パ ス除去 法 を適用 した結 果(生 成

木)を 図2-5に 示 す.● 印 の頂点 が5一'ア サ イク リックグ ラフ を,○ 印の頂点

ヵ§それ以 外 のグ ラフを示す.頂 点0、 において,pleve1=3,∬=0一 θ一 カー

ウ,濯={3},β={(o,8)}と な って い る*.

*0一 θは0か ら枝 θを開放除去することを意味す る.
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procedureS-T_ACYCL工C#i(graphG.vertexs,t).

beφn

procedureQPEN(subgraphH,arcsetA,classofarcseヒsB,inしegerpleve1)

beg乏 πclassofarcsetsQ

comme7し εQis1◎caltoprocedureQPEN

i∫Pleve1≒0εhea

begiπ

ouしputH;

重∫Hisnoしans-tpathε 九eπ

beg正1t

findneutralpaしhs{μi}inH;

Q:={μilμi∩A鐸 φ};

coil"`掴2～此everyneuしralpathofQcontainsaし1easし

onepaしhbelongingtoBprovidedthat

Bキ φandpleve1>1

uJ亘 ～eQキ φdo

begl琶

1ecも 。hdd。1。 、eany。 、。。en、 μf,㎝Q、

OPEN(H一 μ,A,Q,pleve1+1);

A:=AUμ

e耐

end

e～d;

eこse

beg・ こπ

i∫Hconしainsacycleμ={e1,e2,。 …ei・ …}乏 九eπ

beg重 ～し'

Q:=〔e`∈ μlei《A};

ω配iユeQ釦 φdo

beg脈

se1㏄tanddeleteanyarcefromQ;

OPEN(H-e,A,Q,pleve1);

A:冨AU{e}

ePKl

end;

e己se

beg加

重∫Hisnqts-tacyclicthea.

begin

finds-tpaしhisolaしedarcsy;

i∫y∩A・ φ ε'辱e龍(P団(H-y,A,φ,Plevel+1)

eηd;

eこseOPEN(H,A,φ,pユeve1+1)

end

e畷

epldOPEN;

CP日 図(G.φ,φ,0)

endS-丁 二ACYCLIC#1:

図2-4 パス除去法
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このア ルゴ リズムの時 間複雑 度,ス ペー ス複雑度 につ いて述 べ る.

計算時 間 は,0が サ イ クルを含 むか含 まないか に依存す るこ とは容 易 に分 か

る.た とえば,互 いに枝 が素 な サイ クルがg個 存 在 し,そ れ らの長 さがす べて

等 し く4/5で あ る と仮定 す ると,基 本 操作(1)が 少 な くと もΣ圃9グ ノ5'回必

要 とな る.5一'ア サ イ ク リック グラフの個数oがo《 Σド。▽ ノ5「の関係 を持

っ な らば,実 行 時間 は 〃5σ のオー ダとな る.一 方,o》 Σ..。7〃5'あ るいは

0が サ イクルを含 まない グラフな らば,基 本操 作(3)の 実行 時間 に支配 され,

時 間複雑 度 は0(o・ 乙σ)と な る.

スペー ス複雑 度 に関 して最 も支配 的で あるの は βで あ り,最 初 に作 られた5

一'ア サ イク リックグ ラフが含 む中立 パ スの数 は高 々 あ個 で あ る こと,あ る レ

ベ ルでの5-1ア サ イ ク リックグ ラフの中立 パ スの数 はそ の親 が含 む中立パ ス

の数 よ り少 ない こ と,に 注意す れば0(乙 σ2)で ある ことがわ か る.

2.3.2パ ス 付 加 法

パ ス除去法 に代 わ る新 しいアル ゴ リズムの構築 に当た って特 に留意 す べ き点

は,次 の ことで あ る.

(1)実 行時 間を1個 当た り0(砺 十 乙6)と す る こと.

(ii)生 成木 の根 か ら任意 の距離(レ ベ ル)で5一'ア サ イ ク リックグ ラ

フの発生 を打 ち切 って も信頼度 の上限値 あ るいは下 限値 が導 け ること.

(1)5一'パ スの発生 と生成木

5-1パ スは0の 深 さ優先 探索 に よって求 め るこ とがで きる.い ま,ノ 番 目

に求 ま った5一'パ スをμ,と し,〃,={μ 、,μ2,…,μ,}と す る.μ,.、

は,μ(5,y)=μ ∫(5,y)の 関係 を持 っ5一!パ スμ(¢ 〃,)の 内 で,

μ,上 で1に 最 も近 い頂点yを 持 っ もの として選 ばれ る.

5-1パ ス対 μf,μ ノ(∈ 〃,一、)に ついて定義 を して お こう.μ ノ,μ ノは一

般 に い くっか の頂点 を共有す る.い ま,始 点yが 共有 頂点 で,終 点 躍が μ ノだ け

に属す る頂 点で あ るよ うな μ」の枝 θ=(y,の を対象 とす る.こ の よ うな頂
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点yを μ,と μ ノの交差頂点 と呼 ぶ.交 差頂点 を5に 近 い ものか らy、,γ 、,…

と順序 をっ け る もの とす る.

θ、=(y、,の ∈μ ノを μ,に 関 す るμ ノの付加 枝 と呼 び,μ ノの部分パ ス

μ ノ(ア1,y2)を 付加 パ スといい,μ ノ(θ 、)で 表す(図2-6参 照).μ 、に関

す るμ ノの付加枝 は,〃,.、 に属 してい る他 の5一'パ スの付加 枝 ともな りうる

ので,以 下 では単 にμ,に 関す る付加 枝 といい,〃 、.、で定 ま るμ ∫に関す る付加

枝 の集 合 を ρ∫で表す.

0,は 有向木上 で次 のよ うに説 明で きる:ノ 番 目の葉 の兄 あ るいはその祖先 の

兄 を終 点 とす る木 の枝 の ラベ ルの集 合で ある.

[例題2-2]図2-2に お いて,0、 ～0,は それ ぞれ

o、=φ,02={!},

o、={ヨ},o、={∂,1},

ρ・一{3,ル},ρ ・一{∂,ル,ゐ} 、

とな る.な お,05,0、 にお ける ρは μ、,μ4に 共通 す る付加 枝で あ る.

(2)主 定理 とアルゴ リズム

{μ(θ)1θ ∈ ρ,}の 部分 集合 に属 す る付加 パ スとμ,に よ って構成 され

る5一'ア サ イ ク リック グラフの集合 を9(μf,ρ,)で 表す.

[補 題2-1]任 意 の ノ,ノ(ノ ≠ ノ)に 対 して,

9(μ',ρ ∫)∩67(μ ノ,0ノ)=φ(2-16)

が成 立す る.

(証 明)い ま,8r∈3(μ,,0∂,8ノ ∈9(μ ノ,0の に対 して,8,=

8ノと仮定 しょ う.ま た,一 般性 を失 うことな く ∫〈 ノとす る.9(μ,0)の

作 り方か ら明 らか なよ うに,8,,8!の それぞれ はμ,お よ びμ ノを含んで い る

ことにな る.

μ1Uμ ノが8∫ 側で作 られ る状況 は図2-6の よ うになる(一 般 に交差 頂点 は少

な くと も1個 存 在す るが,個 数 が変 って も一般性 を失 うことはない).μ ∫に関

して,θ1,θ,,お よび θ、は付加枝 とな らね ばな らない.し か し,θ 、が付加

枝で あ るこ とは,μ,(5,y、)と θ、を含 むす べての5-1パ スがμ,が 生成
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され る以前 に調 べ尽 くされて いる ことを意 味す る.す なわ ち,μ ノ∈ 〃,で あ る

ことに な り,ノ 〈 ノに反す る.(証 明終)

任意 のs-tア サ イ ク リックグ ラフは,1つ のs-tパ スとい くっか の付加

パ スに分解 で きる ことか ら次 の定理 を得 る.

[定 理2-1]s-tア サイ ク リックグ ラフの集合 βは,ゆ
2「=Σ ∠7(μi,Oi)(2-17)*

i=1

で 表 さ れ る.

な お,.有 向 木 か ら 明 ら か な よ う に,0、=φ で あ る か ら9(μ 、,0、)=μ 、

で あ る こ と に 注 意 し な け れ ば な ら な い.

μ の 付 加 枝 集 合 を 躍 、,付 加 枝 集 合 の 組 み 合 せ を と る た め に 用 い る 集 合 を 沼 、

と定 め,A、+A、={e、,e、,…,er}と お け ば,式(2-17)が 次 の よ う に 再

帰 的 に 記 述 で き る.

g=μ1十g(φ,μ2,φ,02)(2-18)

a9(∬,μ,A1,A2)=∠7(ffsμ,,Al,A2,)十(∬ 十 μ)

十 Σ ぎ7(ff十 μ,μ(eノ),{θ1,θ2,…,θ 」_1},φ)
ゴ=1

(2-19)

μはS-tパ スμiか あ るい は付加 パ スμ(e)で あ り,μ(θ)の 始点 およ

び終点 はそれぞれS(e),最 初 に出会 うH上 の頂 点 であ る.ま た,μ'は μ

を深 さ優先探索 によ り修正 した パ スで ある.ん(浸2')は μ(μ')に 関す

る付加 枝 の集 合,す なわ ちsあ るい はt(e)を 根 とす る有 向木 の極大 部分木

に対 して定 ま る付加枝 の集合(た だ し,∬ に含 まれ る枝 を除 く)で あ る.式

(2-19)の 第3項 は{μ(θ ノ)1θ ノ∈A、+A2}か らの組 み合せ を とるよ うに

工夫 され てい る.

式(2-18)の 第1項 は9(μ 、,φ),第2項 は Σf-2喫7(μi,0∫)に 相 当す

る.102[=1で あ る ことに注意 して,式(2-18)の 第2項 を式(2-19)で 展 開す

*Σ は直和を意味する.
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れ ば 次 式 が 得 ら れ る.た だ し,0、={θ21}と す る.

∠7(φ,μ2,φ,02)=3(φ,μ3,φ,ζ13)十 μ2

+9(μ 、,μ(θ 、'),φ,φ)(2-20)

式(2-20)の 第1項 は Σ 、.、迦2(μ,,0,),第2項 以 降 は2(μ 、,ρ 、)に

対 応 して い る.θ!∈ ρ,(ノ=1,2,3,…)と お き,式(2-20)の 第1項

に 対 し式(2-19)を 繰 返 し適 用 す れ ば,式(2-18)が 次 の よ う に 展 開 で き る.な お,

ノ行 が9(μ,,0∫)に 対 応 す る よ う に 記 述 して い る.

3=μ 、

十 μ2十 ∠7(μ2,μ(θ21),φ,φ)

十 μ ∫十 Σ ∠7(μ,,μ(θ,ノ),{θ 」1,θ,2,…,θ 〆 一1},φ)
ノ

十 μ 切十 Σ9(μ 加,μ(θ 忽ゴ),{θ 皿1,θ 加2,…,θ 皿ゴー1},φ)
ノ

(2-21>

以上 か ら,図2-7に 示す よ うな新 しい アル ゴ リズム(パ ス付加 法)を 構築 で き

る.

[例題2-3]図2-1の グラフに対 して,パ ス付加 法 を適用 した結 果(生 成

木)を 図2-8に 示す.生 成木 の根 は5,'の みか ら成 るグ ラフ に,そ れ以外 の頂

点 は5-1ア サ イ ク リック グラフ(5一!パ ス+Σ 付 加パ ス)に 対応 して い る.

ここで,パ ス付加法 の時 間複 雑度,ス ペー ス複雑度 にっ いて述べ る.

実 行時 間を支配す るのは,μ'(あ るい はμ(θ))の 生成 で ある.こ こで

は,サ イ クルチ ェックのた め,〃+μ 上 にお けるy(あ るいは5(θ))の 祖

先 を作 る こと,お よび0一(〃+μ)上 での深 さ優先探索 が必 要で あ る.こ の

手 間 は明 らかに0(η6+♂6)で あ り,μ'(あ るいは μ(θ))の 生成 が行

わ れ るご とに1っ の3一'ア サイ ク リック グラフが作 られ る.μ'(あ るい は

μ(θ))の 生 成が不成功 に終 わ る回数 を全体 と して0(乙 。)と す る ことがで

きれば,時 間複 雑度 は0(刀6+乙 、)と す る ことが で きよ う.図2-1の グラフに

おいて,μ'の 生 成が不成 功 に終 わ るのはパ スμ.お よびμ 、か ら新 しいパ スを
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pr㏄ 吋 ロr2S-TLA(阻1(〉 乏(graphG,vertexs,t)

begiπ

procedU陀ADD(subgraphH,pathμ,arcsetAl.《2,iategeri)

begfπarcsetAgA3

coπmeπ 亡AandA3are1◎calto.procedureADD

ouしputH+μ:

A:3Al↓A2・;

亀:=φ;

ぬ εieAキ φdb

beg加

se1㏄tanddeletea口yarcefr◎mA:

重∫thereisapat}コ μ(e)uhichcontai閃

nocyclicar@りithrespecttoH仇eπ

beg{n

AI=曜)(H+μ,μ(e),A3.φ,i+1);

A3:=A3+{e}
、end

em「;

i∫aneりpaしhμ 。isf◎und董nthecourseof

backtracki罰gonμ 亡ん2π

bggia

modify」 触t◎A2●;

ADDくH.μ'.A1,A2●.i)

9帽

endADD;

findans一 しpathμ;

ADD(φ,μ.φ,φ91)

e奴fS-TJ馳CYCLIC乏;

図2-7 パス付加法
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図2-8 例題2-4の 生成木
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生 成 しよ うとす る場 合で あ り,い ずれ もサ イクル{4,8,2,4,3,θ,

4}が μ'に 含 まれ るこ とにな るか らであ る.な お,こ の例 で はμ(θ)の 生

成 が不成功 に終 わ るとな る ことはない.

記憶領域 を支配す るの は 瓦 お よび 沼、であ るが,こ れ らはパ ス除去法 の βと

同様0(あ2)で あ る.

2.4木 展 開法

本節では,得 られる積項数がSDP法 のうち最 も少ないと考えられる

Abrahamの 算法[15]の それ と同程度であり,か っ演算の高速化を目的 としたグ

ラフ理論的算法(木 展開法)を 提案する.

2.4.1基 準木 と積項 木

2.3節 において定義 した付加枝 は5一'パ スを生成す る過 程(DFS)に

おいて記憶 してお くこ とが可能で あ り,付 加枝 がわかれ ば付加 パ スの生成 も容

易で あ る.

図2-2の 有向木7に 関 して,5一'パ スμ,の 付加 パ スμ、5=31,μ 、,=ヨ

θ,μ 、5=ゐ41,μ 、,=ム4θ は,そ の生成順 に従 い図2-9の よ うに表 せ る .

これ を5番 目の基準木 といい,7、 で表す.同 様 に,7∫(ノ=2,3,4,6)

を描 けば図2-10を 得 る.

75=忍 、(■f十 ■θ)+ー ば ゴ(涛+-。)

と表 せ ば,F5は 式(2-7)を 参照 して次 のよ うに書 くことがで きる.

F5=ア 』沼5

この こ とか ら,一 般 にFπ に関 して次 の定理 が成 立す る.

[定 理2-2]ア 。は次 式で表す ことが で きる.

Fπ=β 、+7協 、+兀 為+…+7擁 。

式(2-9)を 用 いて,元 を展開 すれ ば次式 が得 られ る.

(2-22)

(2-23)

(2-24)
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ラ「■5=ー ご(-f十-θ)→ 一-占2rゴ(2r「f+■ θ)

=(xδ 十-8♪ ζfXθ)(fδ+為 齢+忍 δ-42f2
。)

=x・xウ ナx・ 為xゴ+x・-δ ー ゴXfX ・

+刃 、∬ デ2、(xゐ 十 ■ 血x4十-血 ■ わ¥fXθ)

=x8)ぐ ゐ十x 。■ かxゴ 十x。 疋 力■ ゴXfXθ

+忍.XfX.(x占 ÷-♪ 〉～4十 ■ ゐー ど)

(2-25)

(2-26>

寓x。xδ+x認 かx汁x、 ーぱ がxゴx 。+■.)ぐf)ぐ,(xδ 十 ーか)

(2-27)

=x・ 為+)ぐ 。ーゐxゴ+x ,-冨 ゴκfX。+κ,XfX.(2-28)

式(2-28)の ノ(∫=1,2,3,4)項 は図2-11の よ うに7、 の部分木75∫(ノ

篇1 ,2,3,4)と して表す ことが で きる.こ こで,各 積項 中 において,補

元 とな る変数 は対応す る部分木 で葉 に接続す る枝で あ る.ま た,式(2-25)の 第

4項 を展開 して得 られ る3個 の積項 もそれぞれ7,の 部分木7,,(ノ=5,6,

7)に 対応 させ る ことがで きる(図2-12参 照).

図2-11お よび図2-12の 枝 お よび頂点 に対 して,元 の グラフ(図2-1)の ラベ ル

を付 けれ ば,図2-11の 各部分 木 の枝 の ラベルはすべて異 な るが,図2-12の7,7

には同一 の ラベルを持 つ枝 が存在す る.こ の同一 ラベルを持 っ枝 の始 点 は元 の

グ ラフにおいて同一の頂点 である.こ の頂点 を ■,7と 名付 ける(● 印の頂点).

式(2-25)か ら式(2-26)の 展開 において,共 通因子 天r,2。が除去 されてい る.こ

れ は,757のyに 接 続 され る枝1お よび θとその終点(葉)を 開放除去 す る こ

とに対応 して お り,そ の結果755が 得 られ る.さ らに,式(2-26)か ら(2-27)へ

の展 開 は,葉yを 終点 とす る枝4の 開放除 去 によ り7,,か ら755を 求 め るこ と

に対 応 してい る.同 様 に して,式(2-27)→(2-28)と755→7,4が 対応 して い る.

この よ うに式 の展 開 に対応 して7、 の枝 お よび終点 を開放除去 す る ことを木 の

縮約 とい う.ま た,式(2-28)の 各項 に対応 す る7、 の部分 木 を積項 木 と名 づ ける.

[定 義2-4]ア,に お いて,頂 点yの 縮約 は7,に 対 して以 下 の手続 きを

行 うことと同等 であ る.

(i)yを 根 に持 っ7,の 極大部分 木7,。 を除 去す る.
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(ii)yを 終点 とす る直列枝 およびyを 除去 す る.

(iii)(ii)に よ ってあ る頂点 が葉 とな るとき,そ の頂 点 をyと おいて

(ii)を 繰返す.

7、に関す る部 分木(積 項 木)は 次 の よ うな性質 を持 って いる.

(i)積 項 木 は7∫ の根 を含 み連 結で あ る.

(ii)積 項 木 を構成 す る どの頂点 も,縮 約 され た7,上 にお ける兄 弟をす べ

て含 む.

2.4.2基 準木 の縮約 の グラフ理論 的条件

7ゴ の 頂 点 お よ び 枝 は,グ ラ フ0上 の 頂 点 お よ び 枝 に 対 応 さ せ る こ と が で き る

の で,そ れ ぞ れ0の 頂 点,枝 に 相 当 す る ラ ベ ル を 付 け る も の と す る.

[定 理2-3]ハ 上 の あ る頂 点 κ,yに お い て,そ の 子 の 接 続 さ れ る 木 の

枝 の ラ ベ ル の 集 合 ∬ 。,,8。 が 」9。⊇ 」9。を 満 た す と き,頂 点yの 縮 約 が 可 能 で あ

る.

(証 明)図2-13は ー,yを 含 む71の 部 分 木 で,根 か ら ー 。は 共 通 の 祖 先,

ρ、,ρ 、は 直 列 枝 で あ る.駒 の 右 部 分 木 を7,。,左 部 分 木 を7劫 と す る.

7f、 に 関 す る プ ー ル 表 現 に は,

… ■
。1… ■ 。2∠「x

を 含 む 項 が あ る.た だ し,∠7.=乳 、∬ 。2… ∬,,,θ ノ∈ 万.と す る.一 方,

7功 に 関 す る 表 現 に は,

…-M… 薦 、(Xゐ2+為2為3+鳥2為3∠7。)

を 含 む 項 が あ る.し た が っ て,7∫.U7,、 に 関 す る プ ー ル 表 現 に は,両 項 の 積

…(■81・ ・● 」κ82∠1…7x)(為 、 ・一2、 、(2、2+-・22・ 、+忍 ・2■ ・・8・))

を 含 む も の が あ る.β.⊇ ∬ 。で あ れ ば,上 式 は,

… α 。、 … ■ 。2亙.)(■ 、、 … ぬ(齢2+■ ・2齢 ・+疋 ・2■ ・3))

=…(■ 。1….κ 。2∠7x)(-、 、 ・・づ7・ 、)

と な り,2を 根 と す る 左 部 分 木 がyの 縮 約 に よ っ て 欠 落 した も の と 等 し くな る.

(証 明 終)

一26一



b2

b3

y

●●●
　

Ey

oroot

.ウ

IX

O

b1α1.

/1＼ ノ亨＼、Z

X

●●o
　

Ex

図2-13定 理2-3の 説 明 図

α4e賢

Wα3一 一一

α1α2ウ
6

寸1:3儀 ㍗

(α)Gi

《

(b)Subtreeof㌔

!d

?(馬 鞠

セ ≒。ン …%`馬 ら
o/wo3

馬r馬 色 ㍉ 熊翼 ふ

_・ のyb盛15・ 、島
d・CC

(・)G藤(d}G詣(・)、 ωM。difi・dT唖

図2-14定 理2-4の 説 明 図

一27一



β.⊇ 万。の関係 を持っ頂点yは ーと同 じラベルを持 っ頂点 で ある ことは明か

で ある.そ こで,指 定 したあ る頂 点 ■に対 して,根 か ら■に至 るパ ス上 の頂点

の弟 とその子孫 の内で,濯 と同 じラベルを持つ ものの集合 を ゐ(疋)と す る.

いま,μ ∫上 の頂点 を5か ら'に 向 か って順番 を付 け,こ の番号 を 〃(・)で

表す.ま た,付 加枝 θ∈0∫ の始 点,終 点 を それ ぞれ5(θ),'(θ)で 表 し,

0,に 属 す る付加枝 を次 のよ うに分類す る.た だ し,1=10■ とす る.

ガ(5(θ 、))≦ 〃(5(θ 、))≦ … ≦ 〃(5(θ,))

[定理2-4]根 に対 して,ラ ベル'(θ 、),!(θ 、),…,1(θ,)

の頂点 をそれ ぞれ1,2,…,1と 順序 を付 けた7,に おいて,す べて のy∈ ゐ

(■)に 対 して,,8.⊇ 、8。が成 立す る.

(証 明)0は 無 向 グ ラフ と し,ラ ベル'(θ ノ)の 頂点 を根 とす る7∫ の極 大

部分木 を ハ ノで表 す.

(i)疋 ∈7∫ 」,y∈7納(ノ く の の場合

2つ の付加枝 θノ,砺 で定 まる付加 パ スが頂点 を共有す る場 合 の例 を図2-14

(a)に 示 す.こ こで,共 有す る頂点 の うち5に 最 も近 い ものを 〃とす る.

これ よ り ハ の関連 部分 を示 せ ば図2-14(b)と な る.万 。が ∂、を含 まないの は,

μ,の 一 部 と(θ 盈,●●',32),(∂1,…,θ ノ)が サ イ クルを構 成す るか らで

あ る.

したが って,」r.⊇ 」9。が成 立す る.な お,等 号 は β(θ 」)一5(θ の の と

き成立 す る.

(ii)-,y∈7∫ ノの場合

θノを付加枝 とす る付加 パ スが頂点 を共有 す る一般 的な状況 を図2-14(c)に 示

す.さ らに,こ の図 は図2-14(d)の よ うに変 換 して も以下 の議論 の一般 性 を失 う

ことはない.

また,7∫ の関連部 分 を図2-14(e)に 示 す.● 印 の頂 点 を ■,yに とれ ば,

,8。⊃ ∬。の関係 が成立 して い る.

一方
,◎ 印 の頂点 を κ ノ,y'に とれば,8.・(:、8ジ の関 係 が成 立 し,5.・

φ 」9プとな って い る.し か し,忍 の頂点 を根 に近 い ものか ら優先 して とる こと

にす れば,こ の矛盾 は図2-14(f)に 示 す よ うに解 消 され る.■ の選択 によ りyの
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縮約 が起 こ り,7'を 根 とす る右部分 木が欠落 し,そ の結 果 ■',y'の 間 に

、8。・=β ジの関係 を生 じる.

また,忍 をy,yを ーと交 換 した状況 において も同様 の結 果 が得 られ る.

(証 明終)

定理2-4の 後半 は,付 加枝 の順序 が保存 され る限 り,7,の 生成過 程(DF

S)に おけ る枝 の選 択 には何 の拘束 もない こ とを意 味 して い る.

以上 の議 論か ら,指 定 した頂 点 忍に関 す る木 の縮約 は,す べて の頂点y∈

五(■)に 対 して行 えば よい ことが分か る.

2.4.3積 項木 の生成

葉以 外 の頂点 の集合 を ■,ゐ(-)(■ ∈ ∬)の 縮約 に よって基 準木7、 か ら

作 られ る木 を7∫ α)と 表 せ ば,積 項 木 は次 の よ うに生成 され る.

(1)7,の 根 とその子 だ けか ら作 られ る積項木 を7ノ,、 と し,7∫(■ 、=

{root}):=7∫ とお く.

(2)71(■ ノ),7,,ノ か ら積項木7、,ノ+、 の生 成

(i)7∫,止 において,左 優先 で葉 ーを選 ぶ.

(ii)7,(∬ ノ)上 で ーの子 が存在す る場 合

(a)ア ∈ ゐ(-)に ついて7,(∬ ノ)を 縮約 し,7,(∬m>

全7、(∬ ノ∪{.了})を 作 る.

(b)7f,止 の ■に対 して,7,Grノ)上 にあ る ■の子 を付 け,

かっ ■ ノの各頂点 が1ノ(■ ノ.、)に 関 して積項 木 の性質(ii)

を満 たす よ うに7∫,ノ を修正 し,ハ,!+、 を作 る.ノ:=ノ+

1と おいて(i)へ.

(iii)7∫(∬ ノ)上 で ーの子 が存在 しない場合

(a)7f,ノ か ら疋およ び 濯を終点 とす る枝 を除去 した ものを

7, ,ノとお き,ー の親 をyと お く.

(b)yに ■以 外 の子 があ るば(i)へ.

(c)yに ー以 外 の子 がな い場合
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yが 根 な らば操作 は終 了 し,ア が根 で なけれ ば,∬ ノ:=

.rノー{y},■:=yと おいて(1i)一(a)へ.

図2-9の75か ら積 項木 が生 成 され る状況 を表2-2に 示す.7∫,ノ の枝 集合 と し

て格納 され る枝 の順 序 は,7∫ をDFSに よ り右側 優先で探索 した ときの枝 の探

索順序 に矛盾 しない もの とす る.こ の よ うにす ると,少 ない処 理 で次 の積項 木

を生成 す る ことがで き る.ま た,7∫(■)は ハ 上 で縮約 した頂点 にマー クを

表2-27、 の積項木

ノ ■ ゴ 7,α ノ) 75,ノ の 枝 集 合 積項木 積項

1 {1} 75
.

3,か 751
一 一

Xaxわ

2 {1,2} 75 3,ム,4 752
一 一
x82rゐx4

3 {1,2,3} ア5 ∂,〃,4,1,θ 753
一 一 一
x∂2rゐ ■ げXfXθ

{1,2,3} 75 ∂,∂,4,1

{1,2} 75 8,〃,ゴ

{1} 75 ∂,ρ

{1} 75 ∂

4 {1,4} 754 ∂,1,θ 754
一 一

■8Xfxρ
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付 与 す る だ け で 表 す こ と が で き る.

7f(ノ=2,3,4,6)は そ れ 自 身 で 積 項 木 と な る た め,Fπ は 次 の よ う

に 導 け る.

ゐ=濯1+xデ 躍2+x。 』 、+x。)ぐf遼 、

+(x8)ぐ ゐ十x。 為 λF4十x。 恥 ■ ゴXfx9十-8Xf)ぐ 。)4,

十 」7857か 」～Pゐ∠16(2-29)

2.5パ スの処理順序 と積項数

表現式 の積項数 は,TR法[2,4,11]の よ うに枝 の探索順 序 には全 く影響 を受

けな い算法 もあるが,一 般 的に は枝 あ るい はパ スの処理 順序 に大 きな影響 を受

ける.本 節 で は,パ スの処理順 序 と積項 数の関係 を調 べ,そ の結果 を用 いて改

良 木展 開法 を提案 す る.

図2-1の グ ラフに対 して,

(i)SDP法(枝 数の少 ないパスか ら優先 的に演算 を行 って いる)[15],

(ii)生 成順 に従 いパ スを処理 す るよ うに変更 したSDP法,

(iiD枝 数 の多 いパ スか ら優先 的 に演算 を行 うよ うに変更 したSDP法

を用 いて表現式 を導 けば,そ の積項数 はそ れぞれ(i)が8,(ii)が11,

(1ii)が29で あ った.こ こで,(i)をB-SDP法(Bestselecting-SDP

method),(ll)をR-SDP法(Randomnumbering-SDPmethod),(ii1)

をW-SDP法(Worstselecting-SDPmethod)と 呼 ぶ ことにす る.

木 展開法 におけ るパ スμ,に 関 す る基準木7,の 生成 には,DFSに よ り既 に

生成 されてい るパ スμノ(ノ=1,2,…,ノ ー1)の 情報 を必 要 とす るため,

生成 順 と無 関係 な順序 でパ スを処 理す る ことはで きない.し た が って,本 節 で

はDFSに よるパ スの生 成 とい う制約 の上 で,可 能 な限 り枝数 の少 ない(あ る

い は多 い)パ スを優先 的 に算 出す る ことを試 み る.

頂点1か ら'に 至 るすべ てのパ スの うち,枝 数 が最 も少 ないパ スを,頂 点 ノ

か ら'に 至 る最短 パ ス とい う.ま た,最 短 パ スの枝数 を,頂 点 ノか ら'へ の距

離,あ るい は頂点1の 重 み と呼ぶ.な お,頂 点'の 重 みを0と 定 める.
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DFSに よ りパ スを成長 させ る過程 にお いて,小 さな(あ るいは大 きな)重

み を持 っ頂 点 を終点 と して持 っ枝 を優先 的 に選択す れば,2.4節 で生 成 され

てい るパ スとはその生 成順序 が異 な り,か つ これ らパ スに木展 開法 を適 用 して

得 られ る表 現式 の積項 数 は,2.4節 に比 べて減少(あ るいは増加)す る こと

が予想 で きる.

この ことを図2-1を 用 いて示 そ う.図2-1の 各 頂点 に対 して重 み を付加 した グ

ラフを図2-15に 示す(頂 点 の重 みを それ ぞれ カ ッコ内の数値 で示す).

小 さな重 みを持 っ頂点 を終点 とす る枝 を優先 的 に取 り上 げて 生成 された5。

'パ スを,そ の生成順 に したが い右 側優先 の有 向木7'で 表せ ば図2」16を 得 る.

図2-16の パ スのそれ ぞれに対 して生成 され る基 準木 を図2-17に 示す.図2-17の

7'、,7'、 および7',は 各 々それ 自身積 項木 であ るので,そ れ 以外 の基 準木

7'3お よび7',の 積項木 を図2-18に 示 す.図2-17お よび図2-18か ら信頼度 表現

式 ア'πが次 のよ うに導 かれ る.

」F1～?=1望'1-1-」～「デ!{F2+(x8十-8λFθXf)1望F3+」 ≡「8」≡F'ゐ!望'4

+C7。 鑑+烹 。-。2。 」7ゐ)ガ,+」7。 」7。57fガ,(2-30>

1/7'π1=8(2-31)

これをB一 木展 開法 と呼 ぶ ことに し,2.4節 の木展開法 をR一 木 展開法 と呼

ぶ ことにす る.

一方
,大 きな重 み を持 っ頂点 を優先 的 に選択 して得 られた5一 ノパ スを,そ

の生成順 に従 い図2-19に,パ スに関す る基準木 を図2-20に 示 す.さ らに,図2-

20の7、 を除 く基 準木 のそれぞれ の積項 木 を図2-21に 示す.図2-20お よび図2-

21か らF㌦ が次 の よ うに導 かれ る.

F㌦=オ ～+(xθ 十-。xカ)濯 ～+(齢+為 島)濯 ～

+(xθxゐ 十 濯Pxゐxわ 十xθ ■δxゴ十 ■θxゐ」Yゐ♪ζゴ)4㌦

+」7評 認 ㌔+(」7。f。 齢+濯 。」も ぞ。危+■ 。■、」ぞ,乱 齢

十 ■8xθxデx。 十 λr8zかxゴ 十-8♪ ζρXf■ δ)Ω

+為 ーゴ2.2デ)浸 ㌔(2-32)

lF際 ～1=17(2-33)

このよ うな展開法 をW一 木展 開法 と呼ぶ こ とにす る.
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パ スの生 成順序 と積項数 の関係 を調 べ るた め,図2-22の グラフ(文 献[2]の

Fig.8の グ ラフであ り,か っ2.6節 実 験結果 と考察 で述 べ る番号2の グ ラフ

で もあ る)の5と1を 除 く頂 点 に ランダムな値 を付 与 し,小 さな値 を持 っ頂点

か ら順 に2か ら8ま で の番号 を頂点 番号 と して割 り当て る ことにす る.な お,

頂点 の重 みをそれぞ れカ ッコ内 の数値 で示す.こ の割 り当てを行 った グラフに

対 して,R一 木展 開法 を適 用 し積項数 を算 出 した.1回 の割 り当 てを1回 のテ

ス トと し,合 計1000回 の テス トを行 った.こ の とき得 られた積項数 の分布 を

表2-3に 示す.ま た,図2-22の グラフに対 して,上 述 の3種 類 のSDP法 および

木展 開法 を適用 して得 られた結果 を表2-4に 示す.

表2-3お よび表2-4か ら次 の ことがい える.

(1)SDP法 および木展開法 にお いて,パ スの処理順序 が変 われ ば,得

られ る積項数 は大 き く変動 す る.

(11)頂 点 番号 の付与 の仕方 に よ って,R一 木展開法 の積項数 は250～

468と 変動す る.し たが って,表2-4お よび2.4節 にお ける積項数

257が 常 に得 られ る とは限 らない.

(iii)積 項 数 の削減 を 目的 と して設計 されたB一 木展 開法 は,表2-3の 下 限

値 に近 い値 の積項 数 を算 出 して い るので,本 節 の 目的 を達成 してい る.

そ こで,こ のB一 木展 開法 を改良木 展開法 と呼 ぶ こ とにす る.

2.6実 験結果 と考察

計 算機実 験 に用 いた テス トグラフは12個 のサ イ クルを含む グラフ(下 記 の

タ イプ1～V),と3個 のアサ イク リックグラフ(下 記 の タイプW)で あ る.

(1)タ イフ。1

文 献[2]で 取 り上 げて いる2つ の グ ラフであ る.番 号1の グ ラフはARPAネ

ッ トワー クの モデルであ る.ま た,番 号1お よび2の グラフは互 いに枝 が素 な

サ イクルをそれ ぞれ8個,2個 含んで い る.
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図2-22Satyanarayanaの グ ラ フ

表2-3図2-22の 積 項 数

積 項 数 頻度

250 ～ 279 74

280 ～ 299 94

300 ～ 319 157

320 ～ 339 170

340 ～ 359 185

360 ～ 379 74

380 ～ 399 44

400 ～ 419 102

420 ～ 439 63

440 ～ 468 37
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表2-4積 項数の分布

W

DP法

R B W

木展開法

R B

積項数 1247 263 236 458 257 257

表2-5DSPの サ イクル数

DSP 互いに枝が素なサイクル数

0(7,{1.2,3})

0(8,{1、2,3})

0(9,{1,3,4})

6

6

8

1

7

8

6

5

図2。23DSP

2

4

3

6!(8,{2,3})
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(ii)タ イ プ 皿

表2-5に 示 すDSP[5,6]を 次 の(a),(b)の よ う に 変 形 した グ ラ フ で あ る.

参 考 の た め,刀 、=8,シ ン ボ ル{2,3}のDSPO(8,{2,3})を

図2-23に 示 す.

(a)DSPの 任意 の頂点 を5,'と す る.

(b)4一(5)=4+(')=0と な るよ うにDSPの 枝 を開放除 去す る.

なお,DSPは 最適通 信網 の1っ の ク ラスであ る ことを付記 して お く

(iii)タ イプ皿[

表2-5のDSPを 次 の(a),(b)の よ うに変形 した グラフであ る.

(a)

(b)

(iv)

DSPの 頂点 以外 に5,1を 付加 す る.

4+(5)=ゴ ー(')=1と な るよ うに枝 を付加す る.

タイプIV

文献[7]を 用 いて発 生 した有 向 グ ラフを次 のよ うに変形 して得 られ るグ ラフで

あ る.

(a)有 向 グラフの頂点 以外 に5,1を 付加 す る.

(b)5か らグ ラフ内の ソー ス頂点,ま た グラフ内 の ター ミナ ル頂点 か ら

ずに至 る有向枝 を付加す る.

(V)タ イプV

文献[7]を 用 いて発生 した無向 グラフを次 のよ うに変形 して得 られ る グラフで

あ る.

(a>任 意 の頂点 を5,'と す る.

(b)無 向枝 を互 い に逆 向 きの2本 の有 向枝 に置 き換 え る.

(c)4一(5)=ゴ+(つ=0と な るよ うに枝 を開放除 去す る.

(vl)タ イプV正

番号13の グラフは梯子状 グ ラフ,14は 格子状 グ ラフ,15は14の 各 格

子 に対 角枝 を1本 ずつ付加 した グ ラフであ る.

なお,計 算機 実験 は九 州大学大型計 算機 セ ンターFACOMM-382を 使用 し,プ

ログラム言語 と してFORTRANを 用 いた.
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2.6.1パ ス除去法 とパ ス付加法 の比 較

番号1～15の グラフを対象 と して,パ ス除去法[2](#1で 示す)お よびパ

ス付加法(#2)に 関す る比較 実験 を行 い,表2-6の 結 果が得 られた.な お,番

号13～15の グ ラフはアサイ ク リック グラフで あるため,パ ス除去法 で は基

本 操作(1)お よび(2)を,ま たパ ス付加 法で はサ イクル チ ェ ックのため の

祖 先 を作 る作業 を省略 して実行 した.表2-6よ り次 の ことがい え る.

番号1,10の グラフおよび タイプ皿,Vの グ ラフにおいて,パ ス付加法 の

実 行時間 がパ ス除去法 の それ に比 べ著 し く低 減 されて い る.そ の理 由 は次 の よ

うに考 え られ る.

0(9,{1,3,4})を 例 に用 いて述 べ る.こ の グラフが含む互 いに枝

が素 なサ イ クル の数 は,長 さ3の ものが7個,長 さ6の ものが1個 の計8個 で

あ る.し たが って,2.3.1節 で述 べ た基本操 作(1)の 処理 の回数 は,少

な くと も次式 で与 え られ る.

　
6・ Σ3i十1=19681

i=O

この数 はS-tア サイク リックグラフの個数に比 して大 きい。したがって,パ

ス除去法は実行時間の多 くがサイクル除去に費やされるため,パ ス付加法に比

べ多 くの演算時間を必要 とする.

2.6.2木 展 開法 とSDP法 の比較

パ ス付 加 によ るTR法(#2で 示す) ,SDP法(Aggarwalの 算法[14](

#3),Abrahamの 算 法[15](#4)),お よび木展 開法(#5)に 対す る比

較 実験 の結 果 を表2-7に 示ナ.

この表 か ら次 の ことが いえる.

(1)#4お よび#5は 他 の算 法 よ りも得 られ る積項 数が少 な い.

(ii)#5が 他 の どの算法 よ り も高速 であ る.特 に,5。'パ ス数が多 い

グラフ(番 号4,5,9,13,15の グラフ)に お いて顕 著で あ る.
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表2-6パ ス除去法 とパス付加法の比較

タ イプ グラフ

番号

グ ラ フ

の 規 模

〃6,乙6,∬

s-tア サ イ ク

リ ッ ク グ ラ フ 数

CPU時 間(msec)

#1#2

1 1

2

8,20,24

9,19,35

495

5287

81

137

27

203

H 3

4

5

7,16,25

8,19,58

9,22,68

1143

22231

20231

36

531

634

51

814

813

皿 6

7

8

9,23,27

10,26,34

11,29,19

1543

2711

919

847

3329

15557

82

157

81

IV 9

10

17,32,80

17,32,10

362751

351

8988

6227

16863

25

V 11

12

15,36,26

15,35,8

1087

191

37906

21802

94

17

V[ 13

14

15

14,23,70

16,24,20

16,33,63

14679

2895

3327103

413

84

78521

411

130

110215
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表2-7木 展開法 とSDP法 の比較

グラフ 積項数 CPU時 間(msec)

番号 #2 #3 #4 #5 #2 #3 #4 #5

1 495 113 67 62 27 29 7 3

2 5287 1272 236 257 203 449 27 8

3 1143 318 54 78 51 102 6 3

4 22231 3828 358 369 814 2557 87 14

5 20231 6404 353 、 558 813 4919 77 20

6 1543 269 63 83 82 106 9 5

7 2711 681 84 126 157 390 16 6

8 919 1882 27 76 81 792 6 5

9 362751 一 6136 13400 16863 甲 2372 321

10 351 59 27 426 25 22 3 12

11 1087 1133 205 369 94 382 20 10

12 191 120 65 149 17 22 2 3

13 14679 36939 1513 1050 411 23241 547 28

14 2895 28518 1435 1435 130 11422 107 35

15 3327103 一 15032 13104 110215 一 2981 452

一は積項数が多すぎるため
,演 算を途中で打ち切 ったことを示す.
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2.6.3パ スの処 理1頂序 と積 項数 の関係

SDP法[15](#4),木 展開 法(#5),お よび改 良木展 開法 く#6)に

対 して行 った実験結 果を表2-8に 示す.

そ の結 果,表2-8か ら次 の ことが いえる.

(i)#5お よび#6に おいて,得 られ る積項数 が ほぼ同一 であ ると き,

演 算時 間 もほぼ同一 であ る.し たが って,DFSの 途 中 にお ける枝 の

選 択 に必要 な時間 が積項 生成 に必 要 な時 間 に比 べ非常 に小 さ く,#6

の高速性 は#5と 同様保 存 されてい る.

(ii)番 号5,9,お よび10の グラフのよ うに,#5の 積項数 が#4に

比 べて多 い場 合,#6に おいて積項 数 の大 幅な削減 が行 われ る.こ の

とき,積 項 数 の削減 にと もな って,#6は 実行時 間を大幅 に減少 で き,

いず れの算法 よ りも高速 な もの となる.

2.7結 言

本章 で は,ネ ッ トワー クの5一'信 頼 度 を求 め る3っ の算 法 を提 案 した.

(1)深 さ優 先探索 に よる5一'パ スの発生 を基本操 作 と し,こ れ らのパ

スの組 み合 せ による重複 の ない5一'ア サ イ ク リック グラフの生 成 アル ゴ リズ

ムを提 案 した.

このパ ス付 加法 は次 の よ うな特徴 を持 ってい る.

(i)パ ス除去法 で は,実 行 時間 が,互 い に枝 が素 なサ イ クルの数 によ っ

て大 きく左右 され る場 合が あ るが,こ のアル ゴ リズムで はほ とん どそ

の影響 を受 けない.し か も,そ の よ うなサ イクルの数 が少 ない場合 で

も両者 の実 行時 間は実験 の範 囲内で は大差 が なか った.

(11)式(2-11)の 払 と生成木 の レベ ル ノでの5一!サ イク リックグ ラフを

対応 させれ ば信頼 度表現 が導 かれ る.こ の ことよ り,奇(偶)数 レベ

ルまでのす べての アサ イ ク リックグ ラフを用 いて信頼度 の上限(下 限)

値 が計算で きる.
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表2-8パ スの処理順序 と積項数の関係

1

グ ラフ 積項数 CPU時 間(msec)

番号 #4 #5 #6 #4 #5 #6

1 67

、

62 62 7 3 3

2 236 257 257 27 8 8

3 54 78 69 6 3 3

4 358 369 346 87 14 15

5 353 558 351 77 20 14

6 63 83 75 9 5 5

7 84 126 126 16 6 8

8 27 76 62 6 5 7

9 6136 13400 3863 2372 321 101

10 27 426 42 3 12 3

11 205 369 189 20 10 9

12 65 149 72 2 3 2

13 1513 1050 828 547 28 23

14 1435 1435 1435 107 35 35

15 15032 13104 12468 2981 452 438

r
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(iii)夕(μ 、,0、),…,9(μ ∫,0ノ)(ノ ≦g)に 属す るすべての

5-1ア サ イクリックグラフで導かれる信頼度表現 は,繰 返 しIE法,

SDP法 におけるステップ ノでの信頼度表現 と等価であることが明か

にされている[10].こ のことより,ス テ ップ ノでの信頼度表現から1

っの下限値が計算できる.

(2)5一'パ スの集合から信頼度表現式を導出す ることに関 して,SD

P法 は孟 π、… ん.詔,を 互いに素な積項の和 に展開する算法であるため,

展開の途中で生 じる積項をすべて記憶する必要があること,ま た演算時間が展

開のための比較回数 によって大 きく支配 される等 の欠点を持っ ことを示 した.

さらに,μ ∫上に始点および終点を持っμノ(ノ=1,2,…,∫ 一1)の 部分

パスから1っ の根付木(基 準木)を 生成す るとき,そ の部分木(積 項木)か ら

信頼度表現式の1つ の積項を直接導 くことができる木展開法を提案 した.

また,パ ス付加法,SDP法 との比較実験 を行い,木 展開法が積項数ではS

DP法 と同程度であ り,実 行時間では最良 の算法であることを示 した.

(3)信 頼度表現式の積項数は,TR法 のように頂点および枝の探索順序

によって全 く影響 されない算法 もあるが,一 般にはその処理順序(あ るいはパ

スの処理順序)に よって大 きく変動す る.与 えられたグラフ上 の各頂点から'

に至 る最短パスを求め,こ の枝数をその頂点の重みと定めるとき,小 さな重 み

を持っ頂点を終点 とす る枝を優先的に選択 しながらパスを生成 し,そ の生成順

序に従 って木展開法を適用すれば,積 項数の削減が可能であることを示 した.

また,SDP法 および木展開法に関 して種々の実験を行い,次 の結論が得 ら

れた.

(i)2.5節 で提案す る改良木展開法は得 られる積項数が最 も少ない.

(ii)改 良木展開法は他のどの算法よ りも高速である.

以上 より,提 案 した3つ の算法および既存の算法の うち,改 良木展開法が最

も優れた算法であることが判明 した.
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第3章 ネットワ・一クのソース・全端子信頼度

3.1緒 言

通信網,電 力網,交 通網 な どのネ ッ トワー クのよ うに,あ る既知 の故 障確率

(非 信頼確 率)の もとで動作 す る要素 を構 成成分 とす る システ ムが与 え られて

い る とき,そ れ らの要素 を頂点,枝 に対応 させて,シ ステム全体 を信頼性 グ ラ

フ(あ るい は確率 グラフ)と して表現す ることがで きる[1].

信頼度 問題 の最 も基 本的 な問題 は,グ ラフ上 の指定 した2頂 点5,'に 対 し

て,5か ら'へ の到達 可能性 を問題 とす る5一'信 頼度 問題で あ り,現 在 まで

に多 くの砺究 が な されてい る[2,13,14,15].

一 方
,近 年 の コ ンピュー タネ ッ トワー クな どの情報通信 ネ ッ トワー クの発達

は,5一'信 頼度 問題 よ り ももっと総 体的 な信頼度 の計算 を必 要 と して いる.

この種 の問題 は,グ ラフ上 の指定 した頂点5か らそれ以外 の複 数個 の頂 点 の集

合 ∬(∬ ⊂F)へ の到達可能 性 を問題 とす るSMT信 頼度(source-to-multi-

terminalreliability)問 題 と して定式化 され る[24].

本章 で は,SMT信 頼度 問題 の特別 な クラスで あ るSAT信 頼 度(source-

to-al1-terminalreliability)問 題 を取 り扱 う.SAT信 頼度 は,5か ら5以

外 のす べての頂点 に至 る正常 な枝 による経路 が少 な くとも1っ 存在 す る確率 と

して定義 され る.た だ し,こ こでは枝 の故障 は統 計的 に互 い に独立 な もの と し

て扱 うこととす る[24].

SAT信 頼度 表現式 を導 く算法 の うち主 な ものを次 に示す.

(D繰 返 しIE法(inelusion-exclusionmethod)[9].

(ii)TR法(topologicalreliabilitymethod)[24].

(1il)SDP法(sumofdisjointproducts皿ethod)[25].

(iv)フ ァクタ リング法(factoringmethod)[27,28].

(i)は,与 え られた システムが正常(あ るい は異常)で あ るため の極小 な

枝 集合 としての木(あ るい はカ ッ トセ ッ ト)と それ らの可能 なす べての組 み合
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せ を考 え,得 られ る集合 のそれ ぞれを1っ のプール積 として信 頼度 表現式 を導

くもので ある.し た が って,こ の とき得 られ る表 現式 には積項 の論 理和 お よび

論理 減算 を含 み,互 いに相 殺 され る積 項が数多 く存在す る.(1)で 互 い に相

殺 され ない積 項 のみを求 め る算法 と して(ii)が あ る.こ れ は ρacyclicsub

graphsと 呼 ばれ るアサ イク リックグラフを求 め るこ とによ って積 項 を得 る算法

で あ り,ρ 一acyclicsubgraphsは,(Dで 互 い に相殺 され ない積項 と1-1

対応 して い る.(i),(ii)に 対 し,(iii)は システ ムが正常(あ るい は異

常)で あるため の極小 な枝集合 に対 応す るプール積項 を列 挙 したの ち,そ れ ら

を互 い に素 な積 項(disjointproduct)の 和 に展開す るもので あ る.こ の算法

では,演 算過程 で生成 され る中 間的積項 をすべて記憶す る必要 があ り,ま た演

算時 間が展開 の際 の比較 回数 によ り大 きく変動 す る.こ の と き,木 の距離 の短

い(あ るいは カ ッ トセ ッ トの枝数 が少 ない)も のか ら演算 す るこ とに よって,

積項 数 および演算時 間が削減 され るこ とは第2章 で指摘 した.ま た,一 般 的に

グラフのカ ッ トセ ッ トの個数 は木 の個数 よ り も少 ないた め,SAT信 頼 度表現

式 を導 く算 法 と して,カ ッ トセ ッ トを用 いたSDP法 が積項数 および演算時 間

にお いて有 効 とされて いる[32].最 近顕著 な進展 をみせて い る数値計 算法 であ

る(1))は,グ ラフ0の 信頼度 刃(0>が,枝 θを開放除去 して得 られ る グラ

フ(0一 θ)の 信頼 度 π(0一 θ)と,枝 を短絡除 去 して得 られ るグ ラフ(0

*θ)の 信頼度 刃(0*θ)を 用 いて,次 のよ うに関係 づけ られ るこ とを利用

した もので ある.

刃(の=9。 刃(o一 θ)十P。 ノ～(o*θ)

ここで,ρ 。,g。 はそれぞれ枝 θが正常で あ る確率,枝 θが異常 で あ る確 率 を

示 す.

得 られた グラフに対 して,こ の フ ァクタ リング定理 を繰 り返 し適用 し,グ ラ

フが木 か非 連結 グラフとな るまで続 け る.こ の繰返 し過 程 は二 進木 で表現 で き,

そ の葉 の個数 は少 な くと も0の 木 の個数 に等 しくな る.(6一 θ),(0*の

が共 に連 結 グ ラフとな るよ うに枝 θを選択 す る とき,そ の葉 の個数 が木 の個数

に等 しい二進木構 造が作 られ,木 の個 数 に比例す る時間 で演 算す るこ とが可能

とな る[27.28].
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3.2節 で は本章 で使 用す る記 号等 を定 め る.3.3節 で は枝 の短絡 ・開放

操作 を基本 と した木生成 法[38,39,40,41,42],3.4節 で はアサ イク リックグ

ラフの表現式 の積項数 が グラ フの規 模 に関係 な く1と な ることを利 用 した アサ

イ ク リックサ ブグ ラフ生成 法[44],3.5節 で はサ イ クルを含 む グラフの強連

結成 分 を1つ の頂点 に縮約 して得 られ るグ ラフが アサ イ ク リックグラフ とな る

ことを利用 した セク シ ョング ラフ法[45],に ついて述 べ る.最 後 に,計 算機実

験 を通 して各算 法 の比較検 討 を行 う.

3.2諸 定 義

有 向 グ ラフ 〇二(7,8)に おいて,yを 始点 躍を終点 とす る枝 θを θ=(y,

〃)で 表す.本 章 で用 い る,パ ス,連 結,有 向木 な どの用語 は グラフ理論 で通

常 に用 い られ る もの であ り[30],定 義 を省略す る.ま た,以 下 で対象 とす るグ

ラフ6を 次 によ うに定 め る.

(i)ソ ー ス頂点5を ただ1っ 含 む.

(ii)自 己閉路 は含 まない.

(iiD連 結 であ る.

(i))5か ら残 りの頂点 に至 るパ ス(有 向木)が 少 な くと も1っ 存 在す る.

.8の互 い に素 な部分集合 万一,β+(」9+∩ 、8騨=φ)に 対 して,、8一 の各 枝 を開

放除去 し,か っ 、8+の各枝 を短絡 除去 し,さ らに短絡 除去 の過程 で生ず る自己閉

路 も同時 に開放除去 す る ことによ り0か ら得 られ るグラフを0(β ㌔ 、8一)と

書 く.

0の 強連 結成分 を0、=(7、,8、),o、=(F2,、8、),…,o。=(7。,

万。)と し,各0、(∫=1,2,…,の をそれ ぞれ1っ の頂点 ゼ,に 縮約 し

て作 られ るグ ラフを0の 縮約 グラフ といい,0㌔(7象,、8*)と 書 く.本 文 で

対象 とす るグラフ0は,0霧 が連結 でただ1っ の5を 持 っ もの に限 る もの とす る.

0の5を 根 とす る有 向木 の集合 をrで 表 し,β の互 いに素 な部分集 合 β+,

万一に対 し,、8+を 木枝 と して もち,β}の 枝 を含 まな いrの 部 分集 合をr(.8+,

万つ で表す.
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グ ラ フoの 任 意 の 木7∫(≡ εrの枝 集 合 を8(7∫)で 表 す.

万(7、)一 万(7ノ)={θ 、、,θ 、2,…,θ,,}(3-1)

β(7ノ)一 β(7、)={θ ノ、,θ ノ、,…,θ ノ,}(3-2)

で あ る と き,

{θ ノ1,θ ノ2,…,θ ノ,}

7ノ=7,(3-3)

{θ,、,θ ノ2,…,θ 滑

と書 き,1を ハ と7ノ の 距 離 と い う.

頂 点 集 合 〃⊆7に 関 す る セ ク シ ョ ン グ ラ フ0〔 の 全(び,(び × び)∩ の

か ら作 られ る縮 約 グ ラ フ を0寧 〔ゲ 〕 で 表 す.ま た,記 述 を 簡 単 に す る た め 以

下 の 記 号 を 定 め る.

■ 。(∬ 。):枝 θが 正 常(異 常)で あ る こ と を 示 す プ ー ル 変 数.

1β1:集 合 、8に含 ま れ る 要 素 数.

〃:1～1四 ま で の 連 続 す る 整 数 集 合.

評 〃∈ 〃:〃 に 含 ま れ る最 小 の 整 数.評 〃=1.

恥 ∈ 〃:万 に 含 ま れ る 最 大 の 整 数.〃 σ=1列.

F、:y㍉ に 対 応 す る0の 強 連 結 成 分 の 頂 点 集 合.

」Vf:'ノ 〃∫=〃6ノ_1+1か ら 刀 σ,=∬1〃,+1-1(刀5,一 ∬ノノ7∫十1ニ=1711)

ま で の 連 続 す る 整 数 集 合.た だ し,刀6。=0,班 〃。.、=1列+1。

な お,oは0に 含 ま れ る 強 連 結 成 分 の 数 を 示 す..

α:グ ラ フ の 頂 点 の 位 相 的 順 序(topologica1◎rder)

α:7零 →1,1一{1,2,…,ワ 零1}.

β,(y):yを 共 通 の 終 点 と す る枝 集 合.

(グ1,72):互 い に 素 な 頂 点 集 合F、,脆 に 関 す る 枝 集 合

{(ぴ,y)∈ 、81σ ∈71,y∈72}.

Pγ(y):yが 属 す る 強 連 結 成 分 の 頂 点 集 合.

y∈7∫ な ら ば,PF(y)=7,.

Pκ(y):頂 点 集 合 」㌧(ア)に 対 応 す る 整 数 集 合.

y∈7,な ら ば,」P〃(γ)=〃 ∫.
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3.3木 生成法

本節では,得 られる表現式の良 さを定める目的関数を積項数 におき,最 適 な

表現式を得 るために極小集合が具備すべ き条件およびその処理順序にっいて考

察 し,極 小集合の個数 に等 しい積項数を持つ表現式導出のための条件を示す.

また,枝 の短絡 ・開放除去を基本 とした木の生成法を述べ,プ ール演算を行 う

ことな く,木 の総数に等 しい積項数を持っSAT信 頼度表現式を導 く算法を提

案す る.な お,最 適な表現式 を導 く動機およびその過程は異なるものの,本 節

で得 られる表現式 は文献[27]～[29]で 示されるファクタ リング法による数値計

算法を修正 しても導 ける.極 小枝集合 として木を用いることは,得 られる積項

数が木の個数に制限される欠点 を持っが,木 生成法は木 に対応するプール積項

間の比較が必要でないため高速であり,ま たカッ トセッ トを用いたSDP法 よ

りも使用す るメモ リが遙かに少な くなるなどの特徴を持 っている.

3.3.1信 頼度表現式

SAT信 頼度 問題 において,シ ステ ムが5を 根 とす る正常 な枝だ けか ら成 る

有向木 を少 な くとも1っ 含 むな らば,そ の システムは正常 とみな され,ま た5

と1っ 以上 の頂点 を分 離す るよ うな故障枝 か ら成 るカ ッ トセ ッ トを少 な くと も

1っ 含 むな らば,そ の システム は異 常 とみな され る.こ れ ら極小集 合(木 あ る

い はカ ッ トセ ッ ト)を すべて生成 すれ ば,SAT信 頼度(非 信頼度)表 現式 を

導 くことが で きる[24].

ノ番 目の木(カ ッ トセ ッ ト)に 対応 す るプール変 数 の積 を ん とおけば ,シ ス

テム信 頼度(非 信頼 度表現式)Fが 次式 で表せ る[15] .

ノ7ニ1壁1十メ42十 ・●.十14面(3-4)

ここで,〃 は極小集 合の総数 を示 す.ま た,極 小 集合 が木 に相 当す る とき濯,は

木 に属す る枝 θに対応 す るプール変 数 ■。の積 を,カ ッ トセ ッ トに相 当す る とき

岳 は カ ッ トセ ッ トに属 す る枝 θに対応 した プール変数 」7.の積 を とる.

一般 に
,各4,(∫=1,2,…,〃)は 互 いに素(disjoint,あ ・ん=0)
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と は な ら な い た め,式(3-4)は 信 頼 度 計 算 式 に は 対 応 し な い.換 言 す れ ば,恥

に 枝 θ の 信 頼 確 率 を,鑑 に 枝 θの 非 信 頼 確 率 を 代 入 し て も,得 ら れ る 値 が シ ス

テ ム の 信 頼 度 あ る い は 非 信 頼 度 と は な ら な い こ と を 意 味 して い る.

こ の た めSDP法 で は式(3-4)に 対 して,次 の よ う な 展 開 が 行 わ れ る.

Fr4、+ん ん+ん ん!43

十 … 十 ノ窪1ノ窪2… 乃 ノ…!1∫_1!41

十.● ● 一1一ノ弓『1ノ崔一2… ノ弓「勿_1/4切(3-5)

式(3-5)の ノ番 目 の 項

ノ7'==ン弓「1ンi「2… ノξ一ノ ●・● ンi「'一1/4∫(3-6)

の 演 算 に お い て,ん に あ っ て ん に な い プ ー ル 変 数 の 集 合 を β 〃,そ の 積 を

、4方 と お け ばlF,は 次 の よ う に 書 き 換 え る こ と が で き る[31].

F,㍉4'、 語'、,… 、4方 … ん.、,、 ん(3-7)

ま た,式(3-7)に お い て,任 意 の2っ の 積 項 濯 み,濯 層 が β 方 ⊃ β 打 の 関 係 を 持

っ と き,式(3-7)か ら ノ「方 を 除 去 す る こ と が で き る.し た が っ て,除 去 の 結 果 残

っ た 積 項 を π'方(ノ=1,2,…,の と お け ば,ノ ㍉ と し て 次 式 が 得 ら れ る.

F,=ノ 「1∫ ノ「2,… π'ノ ∫ … π'餌11,(3-8)

式(3-8)の ノ「'ノ∫は,ガ ∬=駒 κ2… ぬ と お く と き,次 の よ う な 互 い に 素 な

積 項 の 和 に 展 開 さ れ る.

!弓「'ノ1=天 「1十2rlj～ 「2十』r12r2f3十 ●・・ →一-12r2● ●・ ■ 盈_12左(3-9)

3.3.2表 現式 の最適化

SDP法 によって導かれる表現式の良さを定める目的関数 を積項数にお くな

らば,与 えられた 〃個の4∫ に対 して,最 適な表現式はその積項数が 〃より小 さ

くない最小数 となるものと定義できるであろう.も し〃個の ものが得 られると

すれば,そ れ らはどのような条件のとき得 られるかを調べ,そ の演算法を確立

す ることは興味ある問題である.こ こで,SAT信 頼度問題以外で このような

場合の一例 を挙げてお く.
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β={β 、f,β2,,…,β',f}

対 応 す る 変 数 の 集 合 を

■9={ー ユ,,z2,,…,-,,}

と お く と,次 式 が 成 立 す る.

ア ∫=ノ 「1,π'25… ノ「f,!望,

[例 題3-1][25]2-out-of-4:0シ ステ ムにお いて*,そ の

構成 要素 およびそ のプール変数表現 を 濯,β,0,〃 で表 せ ば,4∫(ノ=1,

2,3,4,5,6)と して,躍 β,浸0,β0,β 〃,4〃,0〃 が得 られ

る.こ れ に対 して式(3-5)を 適用す れば,シ ステムの信頼度表現 式F々 が次式 の

よ うに得 られ る.

Fπ=、4召 →一亙40+π80+π ∂θ0+汐 ∂躍0+π ∂00(3-10)

一般 に
,積 項数 の少 ない表現式 を得 るには,

(且)式(3-4)に 対す る 〃個 の ん の処 理順序,

(i1)式(3-8)に 対す る ル個 のノ「方の処理順序

を それぞれ独立 に考 察す る必要 が あ る.こ れ まで(i)の 観点 か らの考 察が い

くっ かな され てい る.カ ッ トセ ッ トの順序 づ けにっいて は,そ れ に属す る枝数

の少 ない もの を優先 す る算法[32],木 の順 序づ けについて は,隣 り合 った木 の

間の距離 をっね に1に 保っ算法(例 題3-1の 場合 は これ に類似 してい る)

[26],が 有 利で あ ることが確 かめ られ てい る.し か し,(沿 の観点 か らの組

織 的 な削減 法 を加味 した ものは見 あ た らない.

積 項数 が最 小個数 の 〃とな るため には,各Ff(ノ=2,…,〃)が た だ1っ

の積 項か らな る必要 があ る.以 下 で は,こ れが成 立す るため に,β 方(あ るい

は ∬〃)が 具 備すべ き条 件 とその処 理順序 について考察 す る.

あ る!丁方とん の積 ノ「ノ沼 、がただ1っ の積項 となる条件 は,式(3-9)か ら明 ら

かな よ うに,1β ノ,1=1を 満たす ことで あ る.い ま,こ のよ うな元の個数 が1

とな る集合 を

'"

,'<",(3-11>

(3-12)

*シ ステムに含まれる4個 の要素のうち,少 な くとも2個 の要素が正常ならば,

システムが正常と成 るものをいう.詳 細は第4章 に記述 している.
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=茅1'∬2f… 」7σ濯 ∫(3-13)

っ ぎ に,1β 〃1≧2で あ る 集 合 を

β ㌧={β 、,,β 、ゴ,…,β ㌦},・r=ゐ 一'(3-14)

と す る と き,β'め 任 意 の 要 素,例 え ば β ㌔ に 対 して ノ「㌦ ・P」 が た だ1つ の

積 項

ノ蓬一ルノ∫● ノワ∫=ノ フr(3-15)

と な る 条 件 は,式(3-9)よ り次 の 関 係 を 満 た す こ と で あ る.

Zヲ"ノ∫∩ ∬'≠ φ(3-16)

こ の こ と は 次 の2っ の 式 が 成 立 す る こ と か ら明 か で あ る.

∬ ・P,=P∫(3-17)

z・ π"'戸 ・.ρ∫=0(3-18)

こ こ で,z∈ β"〃 ∩ κ',β"'方=β"ノ ー 伝}・,0は 零 元 を 示 す.

一 般 に
,ん ∫の 演 算 順 序 は 変 数 の 少 な い も の を 優 先 し た 方 が よ い と い わ れ て

い る[15].し か し,上 述 の 条 件 を 満 た す 場 合 は,β'に 属 す る も の を 任 意 の 順 に

処 理 し,β 牝 よ る も の を 省 略 して も よ い こ と が 明 らか で あ る.

3.3.3木 の 生 成

与え られたグラフ0=(7、8,)に 含まれる木のすべてを重複 ㌍く生成する

算法 は,こ れ まで数多 く報 告 されてい るが,計 算複雑度 の観点 か らは0(1列

+1万1+〃 ・1万1)の ものが高速 で ある[35].こ こでは このよ うな もの の うち,

枝 の短絡 ・開放操作 を基 本 とした ものを若 干修正 して述べ[36,37],表 現式 の最

適 化が可能 な生成法 であ る ことを示す.

σの ソー スか ら出 る枝 θ、=(5,y)を 用 いて,σ の木集 合 πは

7=ξ フρ({θ1},φ)十=フ 『(φ,{θ1}・)(3-19)

と書 くことが で きる.こ こで(+)は 直和 を表 す.

r({θ 、},φ)と6({θ 、},φ)の 木 の間,5r(φ,{θ 、})と

0(φ,{θ 、})の 木 の問 にはそれぞれ1-1対 応が あ る.0({θ 、},φ)

のソー ス(以 下 で はsupersourcevertexと い う)か ら出 る枝 θ、に対 して
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『({θ1},φ)

=σF({θ1
,θ 、},φ)+7({θ 、},{θ 、})(3-20)

と書 け る.

一 般 に
,r(万+,.8一)は0(.8+,、8つ のsupersourcevertexか ら 出

る 枝 集 合 β={θ 。,砺,θ 。,…,θ.}を 用 い て

『(E+,万 つ

=σ'(∠ 『+十{θ
8},」8一)

十 『(zヲ+,∠ デー一←{θ δ})

=7(万+十{θa}
,β 一)

+7(万++{砺},5L+{θ 。})

十 『(」 『+,万 一十{θ 。,θ ゐ})

…

=『(万+十{θ
8},β 一)

十 『(β+十{θ か},8一 十{θ 。})

十 『(β+十{θ σ}、 万一十{θ 。,θ ゐ})

十 … 十{アP(万++{θ.},∠ 『『十 β 一{θx})(3-21)

と 書 く こ と が で き る.

図3-1に 示 す ア ル ゴ リ ズ ム は,こ れ ら をALGOHikeな 言 語 で 記 述 した も の で

あ る.

式(3-21)の 右 辺 の 各 項 は

o(β+十{θ 。},万 一),

o(万+十{θ ヵ},β 一十{θ 。}),

o(・8+十{θ σ},8一 十{θ,,θ か}),

…

o(万+十{θx},8一 十 β 一{θx})

の 木 集 合 に 対 応 す る.こ れ ら の グ ラ フ の お の お の に1っ の 頂 点8。 ,8δ,8。,

…
,8.を 割 り当 て,そ れ ら の 頂 点 を0(β+,、8つ に 対 応 す る頂 点8の 子 と

し,枝 ラ ベ ル θ 。,砺,θ 。,…,θ.で 結 ぶ も の と す る .8。,8占,8。,…,

8.は 兄 弟 と呼 ば れ る が,こ こ で は 式(3-21)で の 展 開 の 順 序 に 基 づ き
,先 行 す る

一53一



pr㏄edureSP州NI鵬TREE

beg加

procedUreGIO『(G(E←,E一))

begiπ

coηmeπt:1eteandBbevariables1◎caltoρroc∈ 繍 」reGR〔 淵;

1etBbeasetofedgesdir㏄tedavay

fr㎝supersourcevertexofG(E㌔E一);

重∫IE「=IVI-1theπoutputE←andE一;

else

beg{n

砿れHeB炉 φdo

beg重a

selectanedgee∈BandB:=B一{e};

GR㎝(G(E←+.{e},K));

E「:=E「+{e}

副

鰍

endGR〔 肱

i∫ac◎ndensedgraph(野isc◎nnected

andcontainsonlyonesource

亡九θπ(矧(G(¢,φ));

e己seOUしpuし.notrees.

㎝dSPANNINGTREE;

図3-1木 生 成 アル ゴ リズム

一54一



もの は後続 す る ものの兄 と呼 ぶ ことにす る.こ の関係 を右側 優先 で図示 したの

が 図3-2で あ る.し たが って,」9一 に加 え られ る枝集合 は,自 分 の兄(右 側 の頂

点)に 接続 され る枝 ラベ ルの集 合 とみ る ことがで きる.

図3-1の アル ゴ リズムを図3-2で 定義 され る生 成木(generationtree)上 で述

べ ると,こ の生 成木 を深 さ優先探索 す る もので,あ る葉 に到 達 す ると き1つ の

木 が生成 され るこ とにな り,そ の とき 」9+は生 成木 の根 か ら葉 に至 る枝 ラベル の

集 合 となる.ま た あ る頂 点(た とえば図3-2の8の 以降 がすべ て探 索 されれば

自分 自身 の弟(た とえば8。)へ,ま た も し自分 の弟が な けれ ば,親 の弟 へ と探

索 が進 め られ る.な お,あ る頂点(た とえば8.)に 対応 す るグ ラフを

6(万 ㌔,、8-x)と す ると,,8㌔ は根か ら8.に 至 るパ ス上 にあ る枝 ラベルの集

合 に対 応 し,。8一 。は8.の 兄 にはい る枝 ラベルの集合 と,8。 の祖先 の兄 にはい

る枝 ラベルの集 合 の和 に対応す る ことにな る.

以下 で は,ノ 番 目に生成 され た木 を7∫,対 応 す るグ ラフをOC8+,,,8㍉)

と書 くことにす る.後 述 す るが,こ の 、8㍉は信頼 度表現式 の導 出に重 要 な役割

を果たす ものであ る.

[例 題3-2]図3-3の グ ラフにアルゴ リズムを適用 した結果 を図3-4の 生

成木 で示す.な お無 向枝 は互 いに逆 向 きの2本 の有向枝 と して取 り扱 って い る.

また図3-5は 図3-4の 生成木 か ら得 られ る木7fと 」r一,を描 いた ものであ る.

い ま,得 られた木 を7、,7、,…,7,,…,7。 と並 べ ると き,木 ハ(2≦

ノ≦ 〃)と 木集 合

71-1全{7b72,…,7,_1}(3-22)

の問 には次 の よ うな関係 が成立す る.

(A)任 意 の枝 θ∈ β㍉ に対 して,次 の関係 を満 たす距離1の 木7ノ ∈εr,.、

が存在 す る.

万㌔ 一 」『㌔={θ}(3-23)

(B)ど の木7ノ ∈5r,一1に っ いて も,次 式が成立 す る.

」5'+ノ∩ ∠「一,≠φ(3-24)

(B)に っ いて は,生 成木上 の根 か ら葉7,に 至 るパ ス上 の各 頂点 の兄 はす べ

て探索ず みで あ ること,パ ス上 か らこれ らの頂点 を結 ぶ枝 ラベル の集 合が 、8一で
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あ ることを考慮 すれ ば明 らかで あろ う.

次 に(A)に つ いて示 そ う.θ の終 点 をその終点 とす る枝 θ1∈ 万(ハ)が

存在 す るので,常 に距 離1の7」 が次 のよ うに して得 られ る.

7ノ ー{θ}ア 、(3-25)

{θ ∫}

い ま,ノ>1と 仮定 しよ う.グ ラフo(万 ㌔ 、,6-n)お よびo(万+'、+

{θ,},万 一、、)に 対応 す る生 成木上 の頂点 をそれぞ れ8、,8、 とお けば,枝

ラベル θは8、 か ら葉7ノ に至 るパ ス上 に現れ ることにな る.ま た,枝 θと θ∫の

終点 が同一 であ る ことか ら,0(万+∫1十{θ,},β 一,、)と それ以降 の短絡除

去操作 によ って得 られ るどのグ ラフの枝集合 βにおいて も θ¢ βが成立 す る.

す なわ ち,生 成 木上 の根 か ら8、 を経 由 して葉 に至 るパ スによ って定 め られ るど

の木7盈 ∈5r(万+11十{θf},万 一∫1)に お いて も,常 に θ¢ β(7の が成 立

す る.こ の ことは,根 か ら8、 に至 るパ ス上 の各頂点 の兄 を終 点 とす る枝 ラベ ル

の1つ と して θが割 り当 て られて い ること,っ ま り探 索ず みで あ るこ とを意 味

し,θ ∈ 万㍉ 、⊂5一 ノが成立 す る.よ って,θ ∈ 」9(7ノ)を 満 たす7」 は存 在 し

な い こととな り矛盾す る.し たが って,ノ く ノが成立す る.

上述 の関係(A),(B)は それぞれ式(3-11),(3-16)に 対 応 してお り,3.

3.2節 の後 半 において議論 された積項数 塑の表現式導 出 のため の条件 等 を満

たす木 の生成 が可能 であ る ことを示 してい る.さ らに,木 の生 成 に付 随 して得

られ る 万一∫が変数 の集 合 ■'に 対 応す るた め,式(3-7)の 式(3-9)に よる展 開(ブ

ー ル演算)を 行 うこ とな く,式(3-13)が 直接導 かれ る.す なわ ち,ノ 番 目の項

F∫は次式 のよ うに展開 され る.

ノ㍉=!h乃2…!1卜P4∫

=II .異Fθ●II■ θ(3-26)
θ∈ ∠r1θ ∈ β㌔

ここで,Hは プール変数 の論理 積演算 を示 す.

図3-3の アπが図3-5の7、(図3-4の 、8+1)と,8一 ∫か ら次 の よ うに導か れ る.

アπ=■8■ ゐ■4十x4-。 ■か■ρ十xわ ■8■ σ■ゴ十)向xイ 濯8■ ・■ρ

十x。x。-aー ゴ■。十xδ 刃ゐ2rσ■4十x8x4ー わ■σ■θ
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十x8x。 差 占■ ゴ■9 (3-27)

3.4ア サイ ク リックサ ブグ ラフ生成 法

枝の短絡 ・開放操作を基本 とした木の生成法を用いることにより,木 の総数

に等 しい積項数を持っSAT信 頼度表現式 を導 く算法を3.3節 に提案 した.

しか しなが ら,グ ラフに含まれる木の個数がグラフの規模 とともに指数的に増

加するため,得 られた信頼度表現式を用いて信頼度を算出できるグラフは小 さ

な ものに限 られることになる(例 えば,頂 点数i列 の完全 グラフでは木の個

数 は1列1γ 卜2に もなる).

サイクルを含まない有向 グラフのどの枝(1,ノ)∈6も ノ〈 ノとなるよう

に頂点に整数を割 り当てること(頂 点の位相的順序,topologicalorder)が で

きる.こ の順序に したがい枝(あ るいは並列枝)を 短絡除去 して得 られる信頼

度表現式の積項数はグラフの規模 に関わりな く1と なる.

信頼度表現式が与え られるとき,信 頼度 は各枝の信頼確率を対応す るプール

変数 に代入することにより求め られるので,演 算:回数は信頼度表現式に含まれ

る演算記号数に等 しくなる.し たが って,本 節では得 られる表現式の良 さを定

める目的関数 を表現式の大 きさ(リ テラル(litera1>数,あ るいは演算記号

(operator,+あ るいは×)数)に おく.

本節では,一 般の有向グラフに対 して枝の短絡 ・開放操作を行 うことにより,

サイクルを含まないサブグラフ(ア サイク リックサブグラフ)を 生成 し,信 頼

度表現式がアサイク リックサブグラフに対応す る積項の和 として得 られること

を示す.

3.4.1既 知 の 結 果

図3-6の サ イ クル を含 まない グ ラフ0。 に対 して3.3節 のア ル ゴ リズムを適

用 す れば,図3-7お よび表3-1が 得 られ る.図3-7は5を 根(root)と す る4個 の

有 向木(arborescence)を 深 さ優先探索(depth-firstsearch)に よ り生成 し
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表3-1有 向木 と弦

110de β+ 8一 7∫

0 ¢ φ

1 3 ¢

2 3,ρ ¢

3 ∂,カ,ゴ φ 71

4 3,〃,θ 4 72

5 3,0 〃

6 3,0,4 〃 73

7 ∂,6,θ ρ,4 74

1

た も の で あ る.図3-7に お い て,根 か ら葉(leaf)に 至 る 枝 ラ ベ ル が1っ の 有 向

木 を 示 し て い る.表3-1に お い て,こ れ ら の 有 向 木 に 関 す る そ れ ぞ れ の 弦

(chord)を 万一で 示 して い る.表3-1か ら,σ 。の 信 頼 度 表 現 式F(6。)を 次 の

よ う に 導 く こ と が で き る.

F(6!。)=疋 。為zゴ 十 ∬ ゴ■.■ かー.

十 為 ■8■ σ-4十x♪xげ ー8z。-.(3-28)

式(3-28)を 因 数 分 解 す れ ば,次 式 が 得 ら れ る.

ノ7(6三 ∂)=2r「8(2rゐ 十 天「o濯・β)(』rゴ 十 .」～F4濯θ)(3-29)

次 式 を 用 い れ ば,

ー か十 為-・=ー わ十-θ(3-30)

式(3-29>は 次 の よ う に 書 き換 え る こ と が で き る.

F(0。)=-、(ー ゐ十-。)(-4→ 一』r。)(3-31)

サ イ ク ル を 含 ま な い 有 向 グ ラ フ0の ソ ー ス5を 除 く ど の 頂 点(7一{5})
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にお いて も,そ れを終 点 とす る有 向枝 が少 な くと も1本 存 在す れば,0が 有向

木 を持 つ ことは明 らか であ る.い ま,頂 点yを 共通 の終 点 とす る枝集 合 を 、8,

(y)で 表 せ ば,頂 点yを 終点 とす る正常 な有向枝 が少 な くと も1本 存在 す る

事 象 を表 す信頼度表現 が次 のよ うに示 せ る[43].

Σ 濯。
θ∈ 万,(の

したが って,グ ラフ6の 信頼度 表現式Fは 次式で表 わせ る.

F=IIΣ-,(3-32)
y∈7一{5}θ ∈ ∠7亡(y)

式(3-32)を 図3-6の グラフ0。 に適用す れば,信 頼度 表現式F(0。)が 次 のよ う

に直接導 ける.

ア(σ8)=-,(為+-∂(駒+ゐ)(3-33)

式(3-33)は 式(3-31)と 一致 して いる.そ こで,式(3-30)を 用 い て式(3-33)を 書

き換 えれば,図3-7の 探索木(rootedsearchtree)を 生成 す る ことな く式(3-

29)が 得 られ る.

サ イ クルを含 まない グ ラフの どの枝(ノ,ノ)∈ 万も,1〈 ノとな るよ うに

頂 点 に整 数 を割 り当て る ことがで きる.図3-6の 頂点 は次 の よ うな順 序 づけ αが

可能 であ る.

α(5)=1,α(y、)=2,

α(}・2)=3,α(y4)=4

また,0。 の頂点 をそれぞれ終点 とす る枝集合 が次 のよ うに示 せ る.

万,(5)=φ

8,(ア3)={∂}

β,(y2)={か,o}

ム(γ4)={4,θ}

この順序 に従 って0。 か ら生成 され る探索木 を示 そ う(図3-8,3-9参 照).

θ。にお いて,ソ ー スか ら出 る枝3コ(5,y3)を 短絡除去(5とy3を 重 ね

合わ せ,枝3を 除去)す れば,図3-8(a)に 示す グラフ0。({∂},φ)が 得 ら

れ る.0、({ヨ},φ)に おいて,5か らy2へ の並 列枝 ル,oが 存 在す る.

並列枝 〃,0を 同時 に短絡 除去(列0と 書 き,ル,あ るい は0,あ るいは ム
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お よび0を 短 絡除去 す るこ とを意 味す る)す れば,0。({∂,列0},φ)

が得 られ る(図3-8(b)参 照).さ らに,並 列 枝短絡除去操 作411θ を行 うこ と

によ り0、({3,列Io,4【1θ},φ)が 得 られ る.以 上 の操作 か ら図3-9

の探索木 が生成 で き,ま た この探索木 か ら式(3-33)が 直接導 け る.サ イクルを

含 まない グ ラフのすべ ての頂 点 に対 して位 相的順序 で整数 を割 り当て る ことが

で きるた め,グ ラフの規模 に関わ らず葉 の個数 は1と な り,ま た得 られ る表現

式 の積 項数 も1と なる.

3.4.2ア サ イ ク リ ッ ク サ ブ グ ラ フ の 生 成

有 向 グ ラ フ は サ イ ク ル を 含 ま な い も の よ り サ イ ク ル を 含 む グ ラ フ が 一 般 的 で

あ る.図3-10の グ ラ フ0。 の 表 現 式 の 導 出 に つ い て 考 え る.

グ ラ フ0。 は サ イ ク ル を 含 む の で,す べ て の 頂 点 を 順 序 づ け る こ と は 不 可 能 で

あ る.グ ラ フ6。 に 対 して,強 連 結 成 分 を1っ の 頂 点 と して 得 ら れ る 縮 約 グ ラ フ

0。 零を 考 え る(図3-11参 照).縮 約 グ ラ フ0。 零は ア サ イ ク リ ッ ク グ ラ フ で あ り,

そ の 頂 点 は 次 の よ う な 順 序 づ け が 可 能 で あ る.

α(5)=1,α(y申 、)=2,

α(y零3)=3,α(y零4)=:4

図3-10,3-11か ら,y零 、(ノ=1,2,3,4)に 対 応 す る0。 の 頂 点 集 合 γ1,

お よ び75の 各 頂 点 に 割 り 当 て 可 能 な 整 数 集 合 茄 が 次 の よ う に 示 せ る.

71={5},」V1={1}

多12={y2,γ3,y4},1ゾ2={2,3,4}

73={y5,i16,y7},ノV3={5,6,7}

F、={y、},《1、={8}

枝 〃=(5,y、),o=(5,y2)の 存 在 か ら,整 数2を 割 り 当 て 可 能 な

頂 点 がy2あ る い はy3に 限 ら れ る こ と は 明 か で あ る.

σ 。か ら 枝 〃を 短 絡 除 去 し て 得 られ る グ ラ フ を σ 。({ρ},φ),枝 ρを 開

放 除 去 して 得 ら れ る グ ラ フ を0。(φ,{ゐ})と お く と き,傷 の 信 頼 度 表 現

式F(0。)は 次 の よ う に 導 け る.
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ア(o。)=為F(o。({ρ},φ))

→一2ρノぴ(6!o(φ,{ρ}))(3-34)

式(3-34)は ネ ッ トワー ク信頼度 にお けるフ ァクタ リング理論 を表 す式 と して知

られて い る[28].こ の式 を利用 して アサ イ ク リックサ ブ グラフを生 成す ること

を考 え る.

いま,y,に 整数2を 割 り当て枝 ルを短絡除去すれ ば,グ ラフ0。({列,

φ)が 得 られ る.0。({ρ},φ)の 頂点集 合7、={y、,5,y、}に 関 す

る部 分図 を図3-12(a)に 示す.図3-12に おいて,● の頂 点 はそれ ぞれsuper

sourcevertexを 示 す.ま た,図3-12(a)に お いて,枝4=(y、,5)の どの

よ うな状態 も0。({ρ},φ)の 信頼度 に影響 を及 ぼす ことはな く,枝4を

6。({ル},φ)か ら開放除去で きる(枝4を 点線 で示す).0。({ρ},

φ)か ら枝4を 開放 除去す れば,罫 ・2,y、 がサ イ クル上 の頂 点 でな くな るため

次 のよ うな整数 の割 り当 てが可能 であ る.

α(512)=4,α(y4)=3

この順序 に したが って枝 θ=(5,y、)を 短絡除去すれば,0。({歩,θ},

φ)が 得 られ る(図3-12(b)参 照).さ らに,0。({か,θ},φ)に おいて,

並列 枝o=(5,y2),1=(5,y、)を 同時 に短 絡除去す れ ば,o。({瓦

θ,o}}1},φ)が 得 られ る(図3-12(c)参 照).

こ こで,ア サ イ ク リックサ ブグ ラフ生成 法 とフ ァクタ リング法 との相違 を枝

の短絡 ・開放操作 に関 して示 して お こう.

(董)図3-10が 与 え られ る とき,フ ァクタ リング法 で は5か ら出 る枝 ∂,

ム,oに 対す る短絡 ・開放操 作 の順序 に区別 は無 いが,ア サ イ ク リッ

クサ ブグ ラフ法 で は頂点 に対す る位相 的順序 の関係 か ら初期 の レベル

での操作対象 は枝 ρ,0の みで あ り,枝 ∂はそ の後 の レベルで の操作

対 象 とな る.こ れ に反 して,同 一 の レベル において,∂,ル,0の 順

序 で枝 の短絡 ・開放 操作 を行 えば,表 現式 が次 の よ うに書 ける.

F(o。)=濯.F(o。({∂},φ))

+天 「,為F(oσ({ゐ},{3}))
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+2.齢-。F(o。({o},{3,ρ}))

(3-35)

式(3-35)の 表現式 か ら得 られ る積項数 は6で あ る.な お,提 案 算法 か

ら得 られ る表現式 の積項数 は4で ある(後 述 の式(3-37)参 照).ま た,

同一 の レベ ルにお いて,ρ,0,3の 順序 に枝 を短絡 ・開放操 作す れ

ば,そ の表現式 は次 のよ うに書 ける.

F(o。)=為F(o。({か},φ))

+島 恥F(o。({o},{ρ}))

+齢2δ2r、F(o.({3},{ρ,o}))

(3-36)

しか しなが ら,0。({3},{か,o})の ソー ス5か ら頂点y2,

隔,y、 に至 る経 路が存在 しないた め,第3項 の信頼 度 は0と な る.

アサイ ク リックサ ブグ ラフ法 で は,頂 点 に対す る位 相 的順 序 を用 い る

こ とに よ り積項数 の少 ない(ま た リテ ラル数 の少 ない)表 現式 が生 成

で き,ま た不要 な操作が排 除で きるため表現式 の生成 が高 速で あ る.

(ii)フ ァクタ リング法で は図3-12(a)に おけ る枝 θ,図3-12(b)に お ける

並列枝0,1に 対 す る開放 除去 操作 が行 われ るが,ア サ イク リックサ

ブ グラフ法 では頂 点y2,ヲ 、に対す る操 作順序 が上 述 の よ うに決 まる

ため,こ れ らの枝 に対す る開放除去操作 は行 われな い.な ぜ な ら,

σ。({ル},{θ}),6。({ル,θ},{olげ})の いずれ の

グラフの信頼度 も0と な るか らで あ る.ア サイ ク リックサ ブ グラフ法

では頂点 に対 す る位相 的順序 によ り不要 な操作 が排除 で き るため,表

現式 の導 出時間 を減少 で きる.

以 上 の議 論か ら,図3-13に 示 す アル ゴ リズムRELEXPRESSIONを 構築 で きる.

アルゴ リズムRELEXPRESSIONを 図3-10に 適用す るとき,得 られ る生 成木 の頂

点 は0σ か ら枝 を短 絡 ・開放操 作 して得 られ るグ ラフ0σC8+1,、8}∫)に 対応

して い る.図3-13に おいて,β,(ノ ≠ η6)は ノ番 目に短絡 ・開放操 作 され る

枝 あ るい は並列枝 の候補 であ る.ま た,β 戸 φであ る とき,グ ラフ0σ(.8㌔,

.8㍉)の 縮約 グラフを作成 し,得 られ る71の 関係 か らβ、を求 めてい る.
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procedh」reREL_EXI『RESSION(G=(y,E))

begin

proce(t冠re(㎜(G(E㌔E一),G〔 γ 】」》・重・1・F盈)

Co㎜ 量:G〔 γ 〕isavertex-s㏄tionsub琴raphofG(e,E「);

begi穐

重∫{一 凹then。utpuしFR;

eZse

begin

deletearcsdirectedtowardasupersourcevertexs;

i∫Biisunknovn壱 たeη

beg重 純

ε:=ε+童;

c◎nstructthecondensedgraph(野 〔Vホ 〕;

findatopologicalorderq;一

determinethepartitionsofVandムfperしinenttgα:

{vby2,…,v。}.幽,N2,・ … 配・};

f。「匙羅
.糠 鮒e醤,2∴ ・・,c-1、

lt<landi<」)beknovnletB」(1eveHビsarcsets・

eπd;

ω配乞IeBiリ 瞬¢do

begin.
selectanarce3(S,")GB`;

B`:=B重 一{e};

GR㎝(G(E◆ ∪{e},r),G〔A(u)〕,PN(v),組,は 。FR);

E㍗=E一 ∪{e};の
FR:=コ じeFl曾;

co㎜eπ 量:ifeisa皿ultipユearcooasisti㎎of

e覇.e2,e3,…,uewriしe∫ ～L{(…L・∈望・e3・ …}・

E中U{e婁 μ2闘e31L・ 二 ・},工86工el工G2ヱ80"。,

ヱG一 コじ。豊+エ ・巳X・2+エ ・巳工・tX。3+'.●;

副

letBibeunknovn

副

endGRC配;

G剛(C(o,φ),G(y,E),凡1,0,1)

eηdRELEXPRESSIOU;

図3-13ア ル ゴ リ ズ ムR.EL_EXPRESSION
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図3-10に アル ゴ リズムRELEXPRESSIONを 適用 すれ ば,図3-14に 示 す(右 側

優先 の)深 さ優 先探索 に よ り作成 された探索木 を生成す る ことがで きる.図3-

14よ り次 のよ うな信頼度 表現式 を導 くことがで きる.

F(o。)=為 ■、(■ 。+牙 。■f)(■ 。+牙,x。)

・ーゴ(■ ゐ十xカxた)(駒+島 ■。)

+為-,(2r俘 十x。 πf)2、 島 ーゐ

・-濯 ゴ(濯`十x`■ 辺)

+齢 ■認4-.(z8十x8■9)

・■ゴ(■ ゐ十xゐ ー瀞)(■ 」+齢 ■。)

+∬ 躍 。-4-.茅 、∬。為-濯 ノ(■ よ十x♂-遊)(3-37)

3.3節 で提案 した木生成法 を図3-10に 適用す れば,積 項数30,演 算 記号

数280(リ テ ラル数281)の 信頼度表現式 が得 られ る。一方,ア サ イ ク リック

サ ブ グ ラフ法 によ って得 られ る信頼度 表現式 は,積 項数4,演 算記号 数53

(リ テ ラル数54)と な る.

したが って,ア サ イク リックサ ブ グラフ生成法 は木生 成法 と比べ,

(i)表 現式 を高速 に生 成で きる,

(ii)簡 単 な表現式 を導 くことがで きる,

とい う特徴 を持 って い る.

3.5積 項数の最小化

本節 で は,グ ラフの強連結 部分 に注 目 して セ ク ショングラフを作成 す る とき,

グラフの信頼度 表現式 がセ ク シ ョング ラフの表現式 の積 と して得 られ る ことを

示す.

本節 で提案 す るセク シ ョング ラフ法 の概略 を例題 を用 いて説 明 しよ う.

式(3-37)を 因数分解 すれば次式 が得 られ る.

ア(σ 。)=為 π.(■ 。+茅 。濯f)(■ 。+∬ 、■。)

・ーゴ(■ ゐ十xカ ■た)(ー よ+齢 為)

+■ わz。(■ 。+」7。濯f)7。 ヌ'。■カ
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・-,■ ノ(■`十 涜 ー の

十 齢 ■ 。駒 ■ 、(-。 十x。-9)

・ ■ ノ(ー カ+齢 疋 の(和+天 「よ■ の

+児 かー 。-4疋.2、fgー ゐ濯 ∫ー ノ(.了 乙十xよ ー 血)

={刃 ム天 ρ(刃 〇十xρ-f)+齢 濯 。駒-。}

・(■ 乙十xよ ■ 増)

式(3-38)の 演 算 記 号 数 は23

り大 幅 に 削 減 で き て い る.

図3-10の グ ラ フ0。 の 表 現 式 の 導 出 に っ い て 考 え る.

(3-37)

{(■ β十 λ「δ■9)■ ノ(■ ゐ+為 為)+)ぐ.)ぐ9ー ゐ∬ ∫■ ゴ}

(3-38)

(リ テ ラ ル 数 は24)で あ り,式(3-37)の そ れ よ

グ ラ フ0。 に 対 し て,強 連 結 成 分 を1っ の 頂 点 と し て 得 ら れ る 縮 約 グ ラ フ

0。 象を 図3-11に 示 す.縮 約 グ ラ フ σ 。掌は ア サ イ ク リ ッ ク グ ラ フ で あ り,そ の 頂

点 を そ れ ぞ れ 終 点 とす る 枝 集 合 が 次 の よ う に 示 せ る.

、8,(5)=φ,万,(y零2)={う,o}

∬,(y㌔)一{8,8,カ},β,(ア*、)一{乙,〃}

式(3-32)を 図3-11の 縮 約 グ ラ フ に 適 用 す れ ば,信 頼 度 表 現 式F(0。 つ が 次 の

よ う に 直 接 導 け る.

lF掌l

F(oノ)=IIΣ ■ 。

左 ロ2θ ∈ 」5㌔(y㌦)

=(κ ゐ十 .了ρ)(-。 十-9十 ー ゐ)(駒 十 忍 遊)

=(■ ヵ一ト)ぐか,κσ)(■ 。+」7、 ■ 。+2、 」7。2rゐ)(駒+幻 駒)

(3-39)

式(3-39)は,3っ の 項 が 互 い に 素 な 関 係 に あ る た め,縮 約 グ ラ フ0。*の 信 頼 度

は 各 枝 の 信 頼 確 率 を 対 応 す る プ ー ル 変 数 に 代 入 す る こ と に よ っ て 求 め ら れ る.

図3-10,3-11か ら,F㍉(ノ=1,2,3,4)に 対 応 す る0。 の 頂 点 集 合

垢 が 次 の よ う に 示 せ る.

7、;{5},7、={y、,y、,y4}

7、={y,,y、,y7},7、={γ 、}

す べ て の 枝 集 合(Fノ ×7左)∩ β,(ノ,左=1,2,…,1-1)を 短 絡
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除去 して得 られ るsupersourcevertex5お よび頂点集 合7,か ら生成 され る

セ ク ショングラフを

o,=〔{5}u7,〕

と定 め る.な お,F、 に関す るセ ク ショングラフは

o、=〔{5}〕 竃({5},φ)

と表 され る.図3-10に 関す るセ クシ ョングラフを図3-15に 示 す(supersource

vertex5を ● で示す.以 下同 じ).

図3-10お よび図3-15(a)お いて,ソ ー ス5か らF、 の任意 の頂点 に至 る経路 に

は枝 〃,`の うち少 な くと も1本 が含 まれ る こと,図3-10お よび図3-15(b)お い

て,ソ ー ス5か らF、 の任意 の頂点 に至 る経路 に は枝 ∂,8,ゐ の うち少 な くと

も1本 が含 まれ ること,ま た図3-10お よび図3-15(c)に おいて,ソ ー ス5か ら

7、の任 意 の頂点 に至 る経路 には枝 乙,勿 の うち少 な くとも1本 が含 まれ る こと

が いえ る.ま た,式(3-39)が0。 寧の頂点y㌔,y㌔,y寧4を 終点 とす る並列枝

の積 と して求 め られ るこ とか ら,σ 。の信 頼度表現式F(0。)が 次式 で与 え ら

れ る.

17*l
F(o。)=nF(61盈)

左=1

=F(σ2)・F(03)・ ア(6㌦)(3-40)

こ こで,F(0∂ はセ クシ ョ ングラ フ の の信頼度 表 現式 を示 す.な お,F

(0、)=1で ある.

式(3-40)は,セ クシ ョング ラフ単 位 に信頼 度表現式 を求 め れば,そ れ らの積

か ら0。 の信頼 度表現式 が得 られ ることを示 して いる.セ ク ショ ング ラフ0、 の

表現式 は3.4節 のアサ イク リックサ ブグ ラフ法 を適用 すれ ば求 め る ことがで

きる.以 下,簡 単 に説 明す る.

び、に おいて,ソ ー ス5を 始点 とす る枝 は ρニ(5,y、),o=(5,γ 、)

の2個 であ る ことか ら,最 初 に短絡 ・開放操作可能 な枝が 〃あ るい はoに 限 ら

れ る ことは明 かであ る.枝 ρ,0の 短絡 ・開放操作 にっ いて示 そ う.枝 ルを選

び,枝 ムを短絡除去 して得 られ るグ ラフを0、({厨,φ),枝 ルを開放除去

して得 られ るグ ラフを6、(φ,{ρ})と お くとき,02の 表 現式F(0、)が
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次 式 の よ う に 書 け る.

F(o、)=為.F(o、({〃},φ))

十5～'ムノ7(02(φ,{ρ}))(3-41)

0、 に お い て,枝 ρを 短 絡 除 去 す れ ば,グ ラ フ02({ρ},φ)が 図3-16(a),

枝 ルを 開 放 除 去 す れ ば,グ ラ フ02(φ,{の)が 図3-16(b),の よ う に 得 ら

れ る.な お,図3-16(b>に お け る 枝 ρを 点 線 で 示 して お く.図3-16(a)に お い て,

枝4=(y2,5)の ど の よ うな 状 態 も02({ム},φ)の 信 頼 度 に 影 響 す る

こ と は な く,枝4を0、({ル},φ)か ら開 放 除 去 で き る(開 放 除 去 した 枝4

を 点 線 で 示 す.以 下 同 じ).0、({〃},φ)か ら 枝4を 開 放 除 去 す れ ば,頂

点y4,y、 が サ イ ク ル 上 の 頂 点 で な くな る た め,得 ら れ る グ ラ フ は ア サ イ ク リ

ッ ク と な る.図3-16(a)に 式(3-32)を 適 用 す れ ば,17(0、({列,φ))が

次 の よ う に 得 ら れ る.

ノ7(6!2({ゐ},φ))=.濯 ・o(2ro十fo2rf)(3-42)

次 に,枝 ゐを 開 放 除 去 し て 得 られ る グ ラ フ0、(φ,{ゐ})の 信 頼 度 表 現 式

に つ い て 考 え よ う(図3-16(b)参 照).ソ ー ス3.を 始 点 と す る 枝 はo=(5,

ア2)に 限 ら れ る の で,こ れ を 短 絡 除 去 す れ ば 図3-16(c)に 示 す 砺({o},

D})が 得 ら れ る.図3-16(c)に お い て,枝1の ど の よ うな 状 態 も02({o},

{ム})の 信 頼 度 に 影 響 す る こ と な く,枝1を0、({0},{ρ})か ら 開 放

除 去 で き る.o、({o},{ρ})か ら枝 ∫を 開 放 除 去 す れ ば,頂 点y、,

y、が サ イ ク ル 上 の 頂 点 で な くな る た め,得 られ る グ ラ フ は ア サ イ ク リ ッ ク と な

る.図3-16(c)に 式(3-32)を 適 用 す れ ば,次 式 が 得 ら れ る.

ノ7(02({o},{」 う}))=2rゴ ■ θ ・(3-43)

式(3-43)か ら0、(φ,{〃})の 表 現 式 と して,次 式 が 求 め ら れ る.

ノア(6!2(φ,{ρ}))==轟rρ2rゴ 酒rρ(3-44)

した が っ て,式(3-42),(3-44)か ら62の 信 頼 度 表 現 式 が 次 の よ う に 導 け る.

ノ;1(6「2)=』rδ 』rθ(』rρ十 ♪ぐ俘』rf)十 ♪ぐ♪2ro2r4』rρ(3-45)

ま た,03,0、 の 表 現 式 も上 述 と 同 様 な 操 作 を 繰 り返 せ ば,次 の よ う に 得 ら

れ る.

75一



ア(03)=(』r。+」 ～、-σ)■ ゴ(■ ゐ+蔦 ーの+X・Xσ 濯ゐ忍5ー ノ

(3-46)

F(04)一(・ 、+」～、・。)(3-47)

なお,枝 を短絡 ・開放操 作 して得 られた グ ラフがサ イクルを含 む場 合,そ の

グラフを σ。とおいて上述 と同様 な操 作を繰 り返 せ ば信頼度度 表現 式が得 られ る.

グラフの信 頼度表現式 が セ クシ ョング ラフの表現式 の積(式(3-40)参 照)と

して得 られ るこ とか ら,積 項数 が1と な る場 合 の条件 を次 に示 す.

(i)縮 約 グラフの頂点 数が3以 上 であ る場合.こ れ は図3-10の 場合 に相

当す る.

〈i)縮 約 グ ラフの頂点 数 が2で あ り,与 え られ た グラフの5を 始点 とす

る枝 数(並 列枝 も1と 数 え る)が1で あ る場合.

以上 の議論 か ら,図3-17に 示 す アルゴ リズムSINGLE_PRODUCT_TERMを 構築 で

きる.枝 集 合 」9、お よび 」恥 の終 点集合 臨+、(」 を=1,2,…,o-1)に 関 し

て,1ぬ.、1≠1は セ クシ ョング ラフ の.、 単位 に表現式 の導 出が必要 であ る

こ とを,ま た1ぬ.、1=1は の.、 の生成が不要 で あ ることを示 して い る.前

者 はセ ク シ ョング ラフ σ、,0、 の場 合 に,ま た後 者 は θ、の場合 に相 当 して い る.

図3-10に アルゴ リズムSINGLE_PRODUCT_TERMを 適 用すれ ば,信 頼度 表現式 と

して式(3-38)を 導 くこ とがで きる.

したが って,3.5節 で提案 したセ ク ショングラフ法 は

(1)信 頼 度表現式 が セク シ ョング ラフの表現式 の積 と して導 け る,

(ii)そ のた め3.4節 で提 案 した算法 よ りコンパ ク トな(因 数 分解 され

た,リ テ ラル数 が少 ない)信 頼度 表現式 が得 られ る,

とい う特徴 を持 って い る.

3.6実 験結果と考察

以下 に示す実験結果はそれぞれのアルゴ リズムをFORTRANで プログラムし,

愛媛大学情報処理センターFACOMM-360APを 使用 して行 った ものである.こ こ

で示す演算時間および積項数 は,指 定 した枝数に対 してそれぞれ10個 のラン
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procedureSINα £_P㎜_TERM(G寧(V,E)・s)

beg{n

procedureGROW(G(Eち ε一),G〔 γ ⊃,1,F星)

comlnent:G〔V】isavertex-S㏄tionsubgraphofG(『,『);

beg重 π.

deletearcsdirectedtowardasupers◎ur◎evertexs;

constructthec。ndensedgraphσ 〔Vホ 〕;

findatopOIogical.order";

determine.thepartitionsofyandハ1Pertinenttoα:

{ybv2,…,v』},1酬,N2,…,Nc};

k

f。.ma,cseセ 。&会(Σ 》轟.1),κ ・1,2,…,c-1;

」81

co㎜eπ ε:ifeε βkisamultiplearcconsistingof

e1,e2,e3,・ ・r,vevriteE一 ∪{e聾 一『u{e聾,e2,e:3,…},　 　 の 　

E←ule}一 ε←U{e量 能e21膣e311…Lコ[。 編 工 。、エ 。2エ 。3…,

コじ。鱒 工¢1+コ じelエ・2+ヱe1エe2r・3+…;

∫ork:=1unti星c-1do

begin

ザIVk・il.・1thenF・:・ エ・・vhere&・ 一{e};

else

begiπ

Fr:=0;

ε一:=9; .

X:=1;

∫ori:=1untillβkldo.

begin

G㎜(G(E←u{eiLr),C[Vk・ 鴛〕,己+1,1)

whereei=(s,u)e&,"ε γk←1;

F,:3F,+x*Xe、*Fl・1;

ε一:=ε 一u{ei};ロ
x:=x*エ., .'

姻

end;

Eゆ:=E讐 ∪8kり((Vk←1xVk◆1)ハE);

F韮:=Fε*Fr

副

e1隔日!GR〔 肱

G㎜(σ(φ,¢),G(y,ε),1,1);

outputformulaF量

endSINGLEP㎜'IERM;

図3.17ア ル ゴ リ ズ.ムSIHGLE_PRODUCT_TERM
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ダムグラフを発生 し,そ の結果を平均 した ものである.

3.6.1木 生 成 法

3.3節 で提案 した木生成法(treegenerationmethod,簡 単 のた めT

method)と,極 小枝集 合 と してカ ッ トセ ッ トを用 いたSDP法 の比 較実験 の結

果 を示す.図3-18は 頂点 数12の 無 向 グ ラフ,図3-19はp=1.3,1.5(p=

1万}/1列)の 無 向 グ ラフ に関す る実験結 果で あ る.

この結 果か ら,次 の こ とが いえ る.

(i)与 え られた グ ラフにおいて,カ ッ トセ ッ トの個数 は木 の個数 に比 べ

圧 倒的 に少 な いのが一 般的で あ る(例 えば,頂 点 数171の 完 全 グ ラ

フで はカ ッ トセ ッ トの個数が21ド ト1で あ るの に対 し,木 の個数 は

171m-2に もな る).カ ッ トセ ッ トを用 いたSDP法 は式(3-7)の

式(3-9)に よる展開 に よ って多数 の積項 が生 成 され るた め,そ の積項 数

は指数 的 に増加 し,木 の個数 に匹敵す ることにな る.木 生 成法 によ っ

て得 られ る積項数 は与 え られた グ ラフの木 の個数 と等 し くな るが,一

般 の グラフで は カ ッ トセ ッ トの個数 が木 の個数 よ り も少 ない ため,カ

ッ トセ ッ トを用 いたSDP法 によ り得 られ る積項数 が木 の個数 よ りも

少 な くなる ことが多 い.β あ るいはpの 値が小 さな場 合を除 けば,図

3-18(a)お よび図3-19(a)(p=1.5)は その ことを示 して いる.し か し

なが ら,SDP法 によ る積 項数 は グラフの形状 か ら一 意 に定 ま らず,

た とえば図3-20のARPAネ ッ トワー ク(β=0.43)の よ うに,木 生成

法 による積 項数(木 の個数)がSDP法 によ る積項数 よ りも少 な くな

る場合 もあ る(表3-2参 照).

(ii)β あ るいはpの 値 が小 さい場合,木 生成法 はSDP法 よ り高速 にS

AT信 頼度表現式 を導 出で きる.そ れ は,SDP法 で はプー ル積 の比

較演算 が必要 で あ り,こ れ に多大 な演 算時間 を要 す るの に対 し,木 生

成法 で は比較演 算が不要 で あ り,木 の生成 と同時 に積項 が直接算 出で

きるた めであ る.
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S

図3-20ARPAネ ッ ト ワ ー ク

表3-2ARPAネ ッ トワ ー ク の 実 験 結 果

SDP法 木生成法

積項数 296 247

CPU時 間(鵬ec) 154 24
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また,表 現式算出に必要 なメモ リに関 して次のことがいえる.

SDP法 は,カ ッ トセ ットに対応するプール積項を列挙 したのち,そ れらを

互いに素 な積項の和に展開する過程で生成 される中間的積項をすべて記憶する

必要がある.そ れに比べ,木 生成法 は生成木上 においてそのrootか ら処理中

の頂点 に至 るパス上の頂点 に関す るOC8+,、8つ のみを記憶すればよい.

3.6.2ア サ イ ク リックサブ グラフ生成法

3.4節 で提案 した アサ イク リックサ ブグ ラフ生成法(factoredformula

method,簡 単 のた めFmethod)と,3.3節 で提案 した木 生成法(tree

generationmethod,簡 単 のた めTmethod)の 比 較実験結 果 を以下 に示す.図

3-21は 頂 点数12の 有向 グラフに関 す る実験結 果で ある.

その結 果か ら,次 の ことが いえ る.

(i)木 生成 法 によ って得 られ る表現式 の積項 数 は木 の個数 と等 しくな る

ので,そ の演算記号(リ テ ラル〉数 は少 な くと も頂点 数 と木 の個数 の

積 とな る.一 方,ア サ イ ク リックサ ブ グラフ生成法 に よ って得 られ る

表現式 の積 項数 が枝 の短絡 ・開放操作 によ り生成 され るアサ イク リッ

クサ ブ グラフ数 に等 しい こと,お よび得 られ る表現式 がfactored

formの 形 式で得 られ るため木生 成法 に比 べ大幅 に演 算記号(リ テ ラル)

数 を減少 で きる.

(11)木 生成法 で は木 をすべて生成 す るのに対 して,ア サ イ ク リックサ ブ

グラフ生成 法で は頂点 に対す る位相的順序 を用 いる こ とによ り不要 な

操 作 を削減 で きるため,演 算 時間を減少 で きる.

3.6.3セ ク シ ョ ン グ ラ フ 法

3.5節 で 提 案 した セ ク シ ョ ン グ ラ フ 法(singleproducttermmethod,簡

単 の た めSmethod)と,3.4節 で 提 案 した ア サ イ ク リ ッ ク サ ブ グ ラ フ 生 成

法(factoredformulamethod,簡 単 の た めFmethod)の 比 較 実 験 結 果 を 以 下
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に示す.図3-22は 頂点数12の 有向グラフに関する実験結果である.

この結果か ら,次 のことがいえる.

(i)ア サイク リックサブグラフ生成法 によって得 られる表現式の積項数

は枝の短絡 ・開放操作により生成 されるアサイクリックサブグラフ数

と等 しくなるので,そ の演算記号(リ テラル)数 は少な くとも頂点数

とアサイク リックサブグラフ数の積 となる.一 方,セ クショングラフ

法によって得 られる表現式 はセクショングラフの表現式の積 として求

められるため,因 数分解 された コンパク トな形式 となる.こ のため,

アサイク リックサブグラフ生成法に比べ演算記号(リ テラル)数 を大

幅に減少で きる.

(1!)ア サイク リックサブグラフ生成法では枝の短絡 ・開放操作 によりア

サイクリックサブグラフをすべて生成す るのに対 し,セ クショングラ

フ法ではセクショングラフ単位 に枝の短絡 ・開放操作 を行 うため,枝

に対す るの重複操作を避けることがで き,演 算時間を減少 させること

がで きる.

3.7結 言

本章では,ネ ッ トワークのSAT信 頼度を求めるアルゴリズムについて議論

し,3っ の算法を提案 した.

(1)3.3節 では,ネ ットワーク構造を持っ システムを正常(異 常)と

す るようなシステム成分の極小集合か ら,シ ステムの信頼度(非 信頼度)表 現

式を導出す る算法(SDP法)に ついて概説 し,さ らに得 られる表現式の良 さ

を定める目的関数を積項数におくとき,最 適な表現式を得 るために極小集合が

具備すべき条件およびその処理順序について考察 し,特 に極小集合の個数に等

しい積項数を持っ表現式算出のための条件を示 した.ま た,枝 の短絡 ・開放操

作を基本 とした木の生成法を述べ,こ れらの木(、8つ の生成 とそれに付随 して

得 られる枝の集合C8つ の情報か ら,プ ール演算を行 うことな く,木 の総数に

等 しい積項数を持っSAT信 頼度表現式を導 く算法を示 した.木 生成法 は積項
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数が木の個数に制限される欠点 を持っが,SDP法 のようなプール演算が不要

であるため,演 算 に必要なメモ リが少な く,積 項当 りの算出時間が高速である,

という特徴を持つ.

(2)サ イクルを含まない有向グラフの頂点 に対 して位相的順序で整数が

割 り当てられること,こ の順序に したがい枝(あ るいは並列枝)を 短絡操作 し

て得 られる信頼度表現式の積項数がグラフの規模に関わ りなく1と なることを

示 した.一 般 のサイクルを含む有向グラフに関 して,3.4節 では枝に対す る

短絡 ・開放操作からアサイクリックサブグラフを生成 し,信 頼度表現式がサブ

グラフに対応す る積項の和 として得 られることを示 した.提 案 した算法は,得

られ る表現式の積項数が枝の短絡 ・開放操作により生成 されるアサイクリック

サブグラフの個数に等 しいこと,お よび得 られる表現式がfactoredformの 形

式で得 られるため木生成法 に比べ大幅に演算:記号数を減少で きる,と い う特徴

を持つ.ま た,ア サイクリックサブグラフ生成法では頂点に対する位相的順序

を用いることにより枝 に対す る操作回数が削減でき,大 幅に演算時間を減少 さ

せることがで きた.

(3)3.5節 では,与 え られたグラフをセクショングラフに分割すると

き,グ ラフの信頼度表現式がセクショングラフの表現式の積 として得 られるこ

と,さ らに積項数1の 表現式が得 られるグラフの条件,を 示 した.ま た,セ ク

ショングラフ法 によって得 られる信頼度表現式 が因数分解 されたコンパ ク トな

形式 となるため,ア サイク リックサブグラフ生成法 に比べ表現式 に含まれる演

算記号数を大 きく削減で きる,こ とを示 した.さ らに,3.5節 で提案 した算

法 はセクショングラフ単位 に表現式を導 けばよいたあ,枝 に対する重複操作を

避けることができ,演 算時間を減少 させることがで きた.

以上の考察か ら,SAT信 頼度表現式を求める算法の うち,セ クショングラ

フ法が最 も優れていることが判明 した.
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第4章 矛一〇ut-of一 〃 システム信頼度

4.1緒 言

与 え られた システムにおいて,シ ステムに含 まれ る 〃個 の要 素 の うち,少 な

くとも左個 の要素 が正常(異 常)な らば,シ ステムが正常(異 常)と な る もの

を,左 一 〇ut-of一 刀:o(')シ ステム とい う.こ のよ うな システムの

例 と して,少 な くと も左個 の入 力が"1"で あれば,出 力が"1"と な る論理

回路が考 え られ,特 に 左=1の 場合 この論理 回路 はORゲ ー トで あ り,左=刀

の場合 はANDゲ ー トで あ る[46].

要素 のそれ ぞれに信 頼確率 が与 え られ,さ らにあ る要 素が異 常 とな って も他

の要素 の信 頼確率 に影 響 を与 え るこ とがない とい う制約(統 計 的独立 とい う)

の もとで,シ ステムが正常(異 常)で あ る確 率 一 シス テムの信頼度(非 信 頼度)

一を
,相 異 な る 左個 の正常(異 常)な 要素 だ けか らな る組 が少 な くと も1っ 存

在 す る確率 と して求 め る ことがで きる.

4.2節 で は本章 で使用す る用語,記 法 を定 め る.4.3節 で は 孟一 〇ut

-of一 刀システムの信頼度表現式 導 出に木 展開法 の応用 を試 み る[48
,49,51,

52].4.4節 で は近 似信頼度 を求 め るアル ゴ リズムを提案 す る[54,55,56].

4.2諸 定義

ここで は,4.3節 以 降で使用 す る記号 および用語等 の説明 を行 う.

〃:シ ステム内 の要素数.要 素 には1か ら丑まで の番号 を付与す る.

左:シ ステムを正常(異 常)と す る最小 の要素数.

乙=刀 一 左十1.

π:左 個 の要素 を番号 の小 さな ものか ら順 に並 べた順序列.
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∬:順 序列 πの総 数で,(£)個 あ る*.

-、(x;):要 素 ノが正常(異 常)で あ る ことを示 す プール変数.

P1(9,)=要 素 ノが正常(異 常)で ある確率.

オ:π に属 す る要素 ノに対応す るプー ル変数 ■,の 積.

Pr{遼}:濯 の信頼 度.

ノ～(の:シ ステ ムの信頼度(非 信頼度).

β.(β の:シ ステムの信頼 度(非 信頼度)の プール表現.

[定義4-1][1,46,47]シ ステムに含 まれ る刀個 の要素 の うち 左個 の要 素

が正常(異 常)な らば,シ ステムが正常(異 常)と な る ものを,左 一 〇ut-

of一 刀:0(F)シ ステ ムといい,。 の(。Fの と書 く.

[定義4-2][1,47]π に属す る 左個 の要 素が同時 に正 常(異 常)で ある

とき,丑 一 〇ut-of一 刀システムは正常(異 常)と な るので,π を極小 な

順 序列(0シ ステムで は極小 パ ス,Fシ ステムで は極小 カ ッ トに相 当)と 呼 ぶ.

これ ら∬個 の πは小 さな要素 番号 を含 む ものか ら優先 して順番 を付 ける もの と

す る.

定義4-2の よ うに極小 な順序列 を定 め れば,看 一 〇ut-of一 刀システ

ムの極 小 な順序列 は根 を持 っ1っ の有向木7で 表現 で きる.

[例 題4-1]3-out-of-5シ ステムにおいて,5個 の要 素 を1,

2,3,4,5と お け ば,

π1={1,2,3}

π2={1,2,4}

π3={1,2,5}

π4={1,3,4}

π5={1,3,5}

π6={1,4,5}

π7={2,3,4}

(53)=10個 の極小 な順 序列 は,

*
(£)=刀!/{(刀 一 の

・ 左!}
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π8={2,3,5}

πg={2,4,5}

π10={3,4,5}

の順序 で表 せ るので,こ れ らは図4-1に 示す有 向木7で 表現 で き る.

以下 で は,有 向木 にお ける子,兄 弟,葉,根,深 さ等 の用 語 は従 来 の慣例 に

従 う もの とす る[50].こ こで兄弟 の うち右側 の頂点 を左側 のそ れの兄 と定 め る.

[定 理4-1][1,9,47]。0左(.Fの シス テムは.Fよ(.0ρ システム と

等価 な システ ムで あ る.

[定 義4-3]。F左 システムにおいて,刀 個の要素 が相 異 な る信 頼確率 を

持 つ システムの信頼度 を π(p、 ～p.;の と書 き,ま たすべ ての要 素が 同一

の信頼 確率pを 持っ システムの信頼度 を 刃(丑,p,の と書 くことにす る.

4.3木 展開法の応用

左一 〇ut-of一 刀システムの信頼度(非 信 頼度)を 求 め る算法 と して,

(且)直 接 展開法[1],

(ii)改 良IE法(improvedmethodofinclusion℃xclusion)[47],

(iii)繰 返 しIE法(inc1ロsion-exclusionmethod)[9],

(iv)SDP法[15](sumofdisjointproductsmethod),

が あ る.

(1)は,す べて の 左個 の要素 の組 π、,π2,…,π 〃を列 挙 し,2〃 一1個

の組 み合 せす べて を考 え る ものであ り,そ の組 み合せ には互 い に相殺 可能 な積

項 を多 く含 む ことにな る[48,49].(ii)は(i)に お け る互 いに相 殺 され ない

積項 だ けを求 め る ものであ るが,得 られ るプール表現 には積 項 の論理 和 および

論理減 算 を含 む こ とにな る.一 般 のネ ッ トワー ク構造 を持 っ システム に関 して,

(iii),(iv)が 木展開法 に比 べて劣 るこ とは第2章 で既 に報 告 して いる.

本節 で は,シ ステムの信 頼度(非 信 頼度)表 現式 の算 出に関 して,改 良IE

法 に比 べ,

(i)得 られ る積項数 が少 な く,特 に指定 した 〃に対 して 五が 〃/2近 く
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になるほ どそ の差 が顕 著 にな る,

(ii)表 現式 が積項 φ和形 式で得 られ る,

とい う特 徴 を持 っ グラフ理論 的手法(木 展開法)[49,51,52]を 提案 す る.

4.3.1既 存 の定理 と本 手法 の関係

こ こ で は,第2章 で 提 案 して い る木 展 開 法 と4.3節 で 提 案 す る木 展 開 法 の

関 係 を 示 す.

2頂 点5,'を 持 っ 信 頼 性 グ ラ フ に お い て,す べ て の5一'パ ス を 求 め,こ

れ を μ ∫(ノ ー1,2,…,〃)と 名 づ け る.μ ∫上 に 始 点 お よ び 終 点 を 持 ち,

μ ∫と互 い に 素 な 枝 か ら構 成 さ れ る μ ノ(ノ=1,2,…,ノ ー1)の 部 分 パ ス

(付 加 パ ス と い う)を μ 方 と お く(詳 細 は2章 の23ペ ー ジ参 照).μ,お よ び

μ ノ,に対 応 す る プ ー ル 変 数 の 積 を そ れ ぞ れ 濯,,4方 と お け ば,そ の5一'間 の

信 頼 度 表 現 式 β πは 次 式 で 表 せ る.

β π=∠11十 、1召2一ト ・●・ 十14灘(4-1)

ま た,信 頼 性 グ ラ フ の 信 頼 度 κ は 次 式 の よ う に 導 け る.

ノ?=ノ ブ(∠71)十 ノワ(∠72)十 ・・● →一ノワ(∠7澱)(4-2)

こ こ で,式(4-2)の ∠7ノは μ ∫お よ び μ ノ,(ノ=1,2,…,ノ ー1)で 作 ら れ る

5-1ア サ イ ク リ ッ ク グ ラ フ[4,11]の 集 合 で あ り,P(∠7,)は 次 式 で 与 え ら れ

る.

」ρ(∠7、)=Pr{∠4,}(1-Pr{、41∫ 十 ∠42∫十 … 十 ♂4ノ_1.f})

(4-3)

P(9∫)の プ ー ル 表 現 を β1で 表 せ ば,式(4-3)は 次 の よ う に 示 せ る.

β,=遼1(濯1汁 浸2汁 …+濯,.ユ,,)

=ノ 弓「1ノンi「2f。・・ ンτ∫_1 ,∫ノ4f(4-4)

付 加 パ ス の 集 合 μ 〃(ノ=1,2,…,ノ ー1)を,プ ー ル 表 現 ハ に よ り,

1覧,=ノ{1∫ 十 ノ42ノー1一.G。一トノ4∫_1,,(4-5)

と表 せ ば,式(4-4)は 次 の よ う に 書 け る.
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β ∫=ア ㌧濯1(4-6)

式(4-6)の 死 を 展 開 して 得 ら れ る 各 積 項 は,有 向 木7∫ の 部 分 木(積 項 木 と い

う)と1対1対 応 して い る.こ の 性 質 を 利 用 し,第2章 で は 積 項 木 の 生 成 か ら

直 接 鱈 の 各 積 項 を 算 出 し て い る.こ れ を 木 展 開 法 と い う.

一 方
,信 頼 性 グ ラ フ の5-1間 の 信 頼 度 π は,

1～=Pr{∠41十 ∠42十 … 十 ∠4澱}(4-7)

と 表 せ る の で,非 信 頼 度 び は次 の よ う に 書 け る.

乙1=1一 、8

=1-Pr{!召1十!42十 … 十 メ4泌}(4-8)

パ ス 集 合 μ 、(1=1,2,…,躍)か ら生 成 さ れ る 有 向 木7に 関 す る プ ー ル

表 現 を,

7=∠ 凄1一{一沼2→一 ・。・ 一←ノ4皿(4-9)

と表 す こ と に す れ ば,式(4-6)と 同 様 に 非 信 頼 度 表 現 式 β σは次 の よ う に 書 け る.

β 。;(濯 、+沼 、+…+現)

篇 デ(4-10)

式(4-10>は 式(4-6)の デ∫の 展 開 と 同 様,有 向 木7に 木 展 開 法 を 適 用 す れ ば,

アの 各 積 項 が7の 積 項 木 か ら 直 接 算 出 で き る こ と を 示 して い る.

以 上 か ら,左 一 〇ut-of一 刀 シ ス テ ム に 関 し て も,同 様 な 式 を 導 く こ と

が で き る.

[定 理4-2]。 の シ ス テ ム の 非 信 頼 度 表 現 式 β ぴ(0)は,有 向 木7に 関

す る 表 現 を,

1「(σ)=濯1十142一 ← … 一ト24〃(4-11)

と お く と き,次 式 で 表 せ る.

β σ=デ(の(4-12)

ま た,。F左 シ ス テ ム の 信 頼 度 表 現 式 β π(F)は,有 向 木7に 関 す る プ ー ル 表 現

を 変 数 の 補 元(complement)の 積 和7(')と お く と き,次 式 で 表 せ る.

」9ノ～(ノ;1)=ラ 胃(ノ7)(4-13)

図4-1に 関 し て,50,シ ス テ ム の7(の は,
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ア(の=〔 駒{疋2(-、+-、+-,)+-、(-、+-5)+-、-,}〕

+〔-、{X3(■ 、+κ5)+κ4■ 、}〕

十 濯3-4-5

と表 せ る の で,β σ(0)は 次 の よ う に 書 け る.

β ひ(の={)ぐ 、+π 、(X2+■2×3×4×5)

・(X3十 ■3×4×5)(f、+■ 、∬、)}

・{x2+疋2(x、+■3x4x5)(」7、+-、2,)}

・(X3十 」r3×4十-3濯4×5〉

こ れ を 展 開 す る と,次 式 が 得 ら れ る.

(4-14)

(4-15)

β σ(の=X、X2×3+X、X・2-3)ぐ4+X・ 、X2-3-4×5+X、-2×3)r4

,+X、-2×3-4×5+X、-2忍3×4)ぐ5+-、X2×3×4

十-1κ2×3-4×5十-1×2-3Xわ¥5十 κ1-2×3×4xr5

(4-16)

ま た,,F、 シ ス テ ム の β だ(ア)は,式(4-16)の プ ー ル 変 数 ■,を 南 に,∬,

を 忍 ∫に 変 換 す れ ば 得 られ る.

図4-2の7、 ～7、 。は,式(4-16)の 各 積 項 を 有 向 木7の 部 分 木 と して 表 現 し た

も の で,そ れ ぞ れ を 積 項 木 と 呼 ぶ.こ こ で,式(4-16)の 各 積 項 は,対 応 す る 積

項 木 の 葉 に 接 続 さ れ る 枝 ラ ベ ル ノに 関 し て,そ の プ ー ル 変 数 の 補 元(x∫)を と

っ て い る.

図4-2の 点 線 は,式(4-16)の 展 開 過 程 に お い て 生 じ る 積 項 あ る い は 変 数 の 抹 消

に 対 応 し て,木 の 枝 お よ び 終 点 を 開 放 除 去 す る こ と(欠 落)を 示 し て い る.

欠 落 を 考 慮 し な が ら,有 向 木7か ら積 項 木 を 連 続 的 に 生 成 す る グ ラ フ 理 論 的

方 法 を 示 す.

本 シ ス テ ム に お け る有 向 木7は 次 の 性 質 を 持 っ て い る.

(i)7上 の 葉 で な い 頂 点 罫・に お い て,yに 入 る 枝 の ラ ベ ル お よ びyか ら

出 る 枝 の ラ ベ ル の 集 合 を,そ れ ぞ れ θ,.(y),」9。.,(y)と お け ば,

y∫ と そ の 弟y,.、 の 間 に は 次 の 関 係 が 成 立 す る.

∠アouオ(y∫)=、80ぴf(yf+1)十 θ,η(罫1,+1)(4-17)

(ii)y∫ の 弟 の 集 合 を7.(y,),兄 の 集 合 を7.(y∫),お よ び 一 番 若
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い弟を 馬 とお けば,式(4-17)よ り次式 が成立す る.

∠ヨ・匠(y∫)=Σ θ∫刀(〃)十 β。μオ(解y)(4-18)*
解∈7y(11∫)

(iii)7に おいて,根 か ら葉 に至 るパ ス上 のす べての頂点 に関 して,そ の

兄 を終点 とす る枝 の ラベル およびパ スを構成 す る枝 の ラベ ルのそれ ぞ

れ は互 いに相 異 なる.

7の 部分 グ ラフ7。 を次 のよ うに定義す る.

(i)7の 根 を含み連結 であ る.

(11)7。 の どの頂点 も,7上 におけ る兄弟 をす べて含 む 。

7の 性質 か ら明 らかな よ うに,7、 は一般 に同 じラベ ルの枝 を持 ち得 る.も し,

7。の枝 の ラベルがすべて異 なれば,そ れは1っ の積 項木 とな る ことは明か であ

る[8,20,21].以 下 で は,重 複 ラベ ルを持 っ7。 を積項 木7,に 修正す る ことにっ

いて述 べ る.

7の 部 分木7。 にお いて,根 を始点 と し葉 を終点 とす るパ ス(た だ し,葉 に兄

弟 があ る と きは,一 番若 い葉 を終点 とす る)を7。 上 の指 定 したパ ス と定 め る

(図4-3参 照,太 線 は指定 したパ スを示 す).パ ス上 の終点 で ない任 意 の頂点 を

郵とお けば,7。 は次 の性質 を持つ.

(1)び ∈7.(y)に お いて,5。 、,(の ≠φな らば性質(1)よ り,

β。け(ひ)=β 。μf(y)十 Σ θ∫η(z)十 θ∫ヵ(ア)
2∈7

(4-19)

が成立 す るので,7。 か ら ぴを根 とす る極大部分 グ ラフが除去 で きる.

ただ し,F=7.(y)∩7。(の とす る.

(2)性 質(ii)よ り,次 式 が成立す る.

8。 、f(y)⊃ Σ θ肋(解)(4-20)
擢∈Fy(y)

さ らに,パ ス上 のyの 子 か ら終点 に至 るすべ ての頂 点 にっい て,そ れ 自身お

よびその兄 を終点 とす る枝 ラベ ルの和集 合 窮(の は次 の関係 を持 っ.

*Σ は直和を意味す る.
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∠7び(y)=)∠ 「ouど(y)(4-21)

yは 任意 で あるか ら,パ ス上 の葉 を除 くすべて の頂点 で式(4-21)が 成 立す る.

したが って,す べて の頂点yに 対 して,θ1。(〃),〃 ∈F。(y)が 除去 で き

る.7。 の性質(1),(2),お よび7の 性質(iii)よ り,7。 か ら除去 され

ず に残 った枝 で構成 され る木7,(図4-3の 指定 したパ スおよ び実線 で描 かれた

枝 か ら成 る木)は,異 な る ラベルを持 っ ことがで きる.例 え ば,図4-2(f)の

76は パ ス(2,3,4)に 関 して,上 記7,の 性質 を満 た してい る.

以 上 よ り,積 項木 の生成手続 きを次 のよ うに示せ る.

(1)7の 根 とその子 だけか ら成 る積項 木71と お く.

(2)7、 か ら積 項木 ハ 刊 の生成

(1)7、 上 において,左 優先 で葉 峯・を選 ぶ.

(ii)7上 でyの 子 が存在す る場合

7∫上 のyに 対 して,7上 におるyの 子 を付 け7f.、 を作 る.こ れ を

yの 探索(traverse)と い う.ノ:=ノ+1と おいて(i)へ.

(iii)7上 でyの 子 が存在 しない場 合

(a)7∫ か ら,yお よびyを 終 点 とす る枝 を除去 した ものを71

とお き,yの 親 を 〃とお く.

(b)σ にy以 外 の子 があれば(i)へ.

(c)σ にy以 外 の子 がな い場合

μが根 な らば操作 は終了 し,σ が根 でな けれ ばy:=σ とお

いて(a)へ.

以上 の手 続 きによ って生成 された積項木 に対 応す る積 項 は,0(F)シ ステ

ムの場合,積 項木 を構成 してい る枝 ラベル ノに対応 す るプール変数-f(λ 「1)

の積 と して求 め られ る.た だ し,葉 を終 点 とす る枝 ラベル ノに関 して は 」7∫(

濯∫)を とるもの とす る.

図4-1の7か ら図4-2の7、 ～7、 。が生成 され る過程 を表4-1に 示す.図4-2に お

ける● 印の頂点 は探 索 した頂点 を示す.

71の 枝集合 と して格納 され る枝 の順 序 は,7を 深 さ優先探 索(depth-first

search)に よ り右側優先 で探索 した ときの枝 の探 索順序 に矛盾 しな い もの とす

一94一



表4-17の 積項木

∫ 7、の枝 集合 積項木 積項

1. 1,2,3 71
一 一 一
XIX2×3

2 1,2,3,4 72
一 一 一
XIX2-3×4

3 1,2,3,4,5 73
一 一 一
)ζ1×22『3』r4)ぐ5

1,2,3,4

1,2,3

1,2

4 1,2,3,4 74
一 一 一
X1-2)ぐ3×4

5 1,2,3,4,5 75
一 一 一
)ぐ1』r2)ぐ36κ4λf5

1,2,3,4

1,2,3
"一 一

6 1,2,3,4,5 76 X1■2』r3λr4♪ ぐ5

1,2,3,4

1.,2,3

1,2

1

一 一 一

7 1,.2,3,4 77 -1×2×3×4

一 一 一

8 1,2,3,4,5 78 2rlX2)ぐ32r4λ 「5

1,2,3,4

1,2,3

一 一 一

9 1,2,3,4,5 79 2r1)ぐ22『3)ぐ4)ぐ5

1,2,3,4

1,2,3

1,2

一 一 一

10 1,2,3,4,5 710 』1「1酒r2λ 「3)ぐ4」)ζP5
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る.こ のよ うにす ると,少 ない探 索で次 の積項木 を生 成す るこ とがで きる.

以上 か ら,ス タ ック上 の操 作だ けで,β σ(0)を 互 いに素 な積項 に展開 す る

アル ゴ リズムを図4-4の よ うに示せ る.

4.3.2。 の シ ス テ ム の β ひの 一 般 形

図4-1の 有 向木7の 頂点 を探索す ることによ り,図4-2の 積項木 が生成 され る.

,6、 システムの非信頼度表 現式 β`・は,こ れ ら積 項木 に1対1対 応す る積 項 の和

と して,式(4-16)の よ うに得 られ る.ま た,こ の式 の各積 項 を要素数 で分類 す

れ ば表4-2が 得 られ る.し たが って,7の 根 か らあ る頂点 までの距離 をそ の頂 点

の深 さとおけば,図4-1に お いて,

(i)要 素数3の 積 項 は根(深 さoの 頂 点),

(ii)要 素数4の 積項 は深 さ1の 頂点,

(iii)要 素数5の 積項 は深 さ2の 頂点,

をそれ ぞれ探 索す るこ とによ って生成 され る.

あ る頂点 を探索 す る と,そ の頂点 の弟 とその子孫 および先祖 の弟 とその子孫

が木か ら除去 され るので,指 定 された要素数 を持 っ積項 の総数 は当該深 さの頂

点数 に等 しくな る.例 えば,要 素数5の 積項数 および深 さ2の 頂点数 はと もに

6で あ る.

また,要 素 数5の 積項 において,∬,は 共 通で あ り,各 積項 と も 」7、を除 く要

素の うち,深 さと同数 の補元でない要素がある.し たが って,要 幸数が5で あ

る積項の数 は(42)で 与えられる.

以上の考察から,。0み システムにおける積項数,要 素数,お よび有向木7の

深 さの関係が表4-3の ように示せる.

表4-3か ら,す べての要素が等 しい信頼確率 ρ(=1-g)を 持っな らば,非

信頼度 びは次のように導かれる.

グ ー,虜1(ご+;一1)。'(4-22)
1=0
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procedureTEXT(n,k)

beg{a

1:ニn-k+1;

∫ori:=1uπ 巨 こ こdo

beg重 汽

Term(i):ニ コじ{;

Depth(i):ニ1;

Son(i):=Z-i+1;

outputTerm

end;

ωhUei>Odo

beg乏 π

乏∫Ter皿(i)isac㎝plementedvariable,sayxj,

andSon(i)碁0亡hen

beg{n

.Term(i.):=x∫;

∫or面:=1uπfilS◎n(i)do

be¢ π

Term(i+m).:=コ じ」+聖;

Depth(i+m):=Depth(i)+!;

重∫Depth(i)くk-1.

亡heπSon(i+m):=Son(i)一m・ ←1;

e～seSon(i÷m):=O

end;

i:=i→ ・Son(i);

outputTerm

eηd;

elsei:ニi一1

end

endTExr;

図4-4 アル ゴ リズムTEXT
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表4-2積 項 の分類

表4-3要 素数 と積項数の関係

深 さ 要素数 積項数

0

1

2

…

左 一1

乙

乙+1

乙+2

…

刀

1

(D

(よ+12)

…

(翌=D
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い ま,1ノ,∬ ノを 次 の よ う に 定 め る.・

1'ノ≦≧{1,2,…,ノ}(4-23)

■ ・全{…li∈1.・}・!4-24)

[定 義4-4]B(ノ,r)は(1)個 の 互 い に 素 な 積 項 の 和 で あ り,各

積 項 は ノ+1個 の 相 異 な る変 数 を 含 む も の とす る.そ の 変 数 の 内 訳 は,1個 の

∬ ノ.、,■.iに 含 ま れ る 変 数 の う ちr個 の 相 異 な るXi,お よ び.¥ノ の 残 り(ノ ー

r個)の 変 数Kiの 補 元 嘉 で あ る.

定 義4-4,表4-3か ら,nOkシ ス テ ム の 非 信 頼 度 表 現 式Bu(の が 次 式 で

与 え ら れ る.

ル　ユ
Bu(0)==」71刃2・ ●● ∬ よ十 Σ 」θ(1.一1一 ノ ー1,ノ)(4-25)

s=1

[例 題4-2コsC3シ ス テ ム のB(・),Bv(の は 次 の よ う に 導 け る.

た だ し,乙==3で あ る.

B(3,1)一 』∬ 、f、-、 ∬ 、+f1■ 、」～、2、+κ 、2、2、 ∬ 、(4-26)

β(4,2)=Xlx2K3x4Xs十Xl.Y2♪ ζF3x4Xs十Xlx2刃3♪ ぐ4)ぐ5

+XIX、X、X、X,+XIX、83X、X5+X、X、X3×4XS

(4-27)

Bu(C)=x-i∬2」 ぞ3十B(3,1)十B(4,2)(4-28)

4.3.3nFkシ ス テ ム のBRの 一 般 形

4.3.2節 と 同 様 に す れ ば,式(4-22)に 対 応 す る もの と し て 次 式 が 得 ら れ

る.

k-11+i-1。

R;PlΣ(i)9i'(4-29)
i#0

また,汐(ノ,「r)はB(ノ,r)に おけ るXiをx-iに,嘉 をXiに 変 換 し

た もの と して次 のよ うに定義 で きる.

[定 義4-5]汐(ノ,r)は(∫)個 の互 い に素な積項 あ和 であ り,各
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積項 は ノ+1個 の相異 な る変 数 を含 む もの とす る.そ の変数 の 内訳 は,1個 の

ーノ+、,∬ ノに含 まれ る相異 な るr個 の変数Xiの 補 元x-i,お よび.Yノの残 り(ノ

ー!個)の 変数 ■∫で あ る .

式(4-25)に 対 応す るもの として次式 が導 け る.

を　　
Bπ(F)・=xlx2…xl十 ΣB一(乙 十 ノ ー1,ノ)(4-30)

∫胃1

4.3.4Heidtmannの 改 良IE法 と の 比 較

1n={1,2,…,刀}に お いて,1nに 属す るi個 の相異 な る要 素 か ら作

られ る集 合 のク ラスを 鵡 とお く.

nGkシ ステムの信頼度R,非 信頼度Uに 関 してHeidtmannは 次 の2っ の定 理

を導 いて いる.

[定理4-3][47]各 要素 の相異 な る信頼確 率p(非 信頼 確率g)が 与 え

られ るとき,ス テ ップ ノに関 して次式 が成立 す る.

R(i)=R(i_1)十(一1)i-1(f楚12)ΣIIpr(4-31)
r∈ ∬∫ ∈N∫+k_1

び(i)=U(i_1)十(一1)i-2k+1(1な ∠了2)ΣIlqr

r∈1∫∈N1+1_1

(4-32)

[定 理4-4][47]各 要 素 に 均 一 な 信 頼 確 率p(非 信 頼 確 率q)が 与 え ら

れ る と き,ス テ ッ プ ノに 関 して 次 式 が 成 立 す る.

ノ～σ)==R(i.、)+(一1)i-1(翠12)(i.2一 、)〆+R'1(4-33)

U(i)=U(i_1)十(一1)'一2k+1("zll2)(i+7_1)gi+1一 一1(4-34)

、の シ ス テ ム に お い て,改 良IE法 に よ っ て 得 ら れ る 積 項 数S'kは,式(4-

31)お よ びR=R(1)よ り,

ガカ
Stk=Σ(i)'(4-35)

'盒 身
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と表せ,ま た木展開法 におけ る積 項数Skは,表4-3か ら次式 で与 え られ る.

み　ユ よ　ノ　　
3k=Σ(i)(4-36)

i=o

式(4-36)は,

(η左)=(nl1)一 ←(窪=1)(4-37)

の 関 係 を 用 い れ ば,次 式 の よ う に 導 け る 。

Sk=(,三1)=(2)(4-38)

一 方
,nFlシ ス テ ム に 改 良IE法 を 適 用 す る と き,そ の 積 項 数S'zは 式(4-

32)お よ びU・ 一 グ ω か ら次 の よ う に 示 せ る.

カ ヵ み　ユ カ
S'z=Σ(i)=Σ(i)(4-39)

'霜1'器o

い ま,kの 値 をlt<刀/2に 限れ ば,次 式 の関係 が成 立す るこ とは明か であ

る.

Sk<S't<Sfk.(4-40)

式(4-40)の 関係か ら,

(i)Heidtmannの 改良IE法 【47](#1で 示す)に は.Fzシ ステ ムを,

(ii)木 展 開法 〈#2)に は、の システ ムを対象 と して,

刀個 の要素 の信頼確率 がす べて異 な って い る仮定 の もとで行 った実験結 果 を表

4-4に 示す.な お,計 算 には九州大 学大型計算 機 セ ンターFACOMM-382,言 語 は

FORTRANを 使 用 した.

表4-4か ら,木 展開法 は改良IE法 と比較 して,

ぐi)積 項 数が少 な く,特 に して指定 したnに 対 してfrがn/2に 近 くな

る程 そ の差 が顕 著 とな る,

(ii)積 項1個 当た りの生成 が高速 であ る,

ことが いえ る.

なお,k>n/2の 場 合,木 展 開法で はnFlシ ステムのBR(F)を 算 出すれ

ば,積 項数 が少 な くてす む こ とにな る.

また,。Flシ ステムに対 してSDP法[15]の 適 用 を試 みた.そ の結果,例 え
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表4-4実 験結 果

刀 左 積項数 CPU時 間(msec)

#1 #2 #1 #2

15 4 576 455 1r 3

6 4944 3003 67 12

20 4 1531 1140 33 7

6 21700 15504 363 74

8 137980 77520 1797 306

10 431910 167960 4752 569

25 4 2626 2300 79 17

6 68406 53130 1373 294

8 726206 480700 11294 2180

10 3850756 2042975 48664 7959

12 11576916 4457400 126114 15346

30 4 4526 4060 155 36

6・ 174437 142506 4123 897

8 2804012 2035800 5017
、2

10422

10 22964087 14307150 334618 62808

12 一 54627300
一 211313

14 一 119759850 一 418264

一は,演 算時間の関係で実行を打 ち切 ったことを示す.
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ば1、F、 。システム(、50、 システ ムと等価)に おいて,3003個 の積項 を得 るた

めに49333msecも の演 算時間 が費 や された.表4-4に 比 べて,多 大 な演 算時 間

を必要 と した理 由は,互 いに素 な積項 を生成 す るためのプー ル演算 が6831825

回 も行 われた こ とにあ る.こ の ことは,シ ステムの規 模 の増大 に伴 い,プ ール

演算 の回数 が指 数 的に増加す るため,"F江 システムにSDP法 を適用 して も有

意 な結 果 が得 られ ない こ とを示 して いる.

4.4近 似信頼度

近 似信頼度 の算 出法 と して,次 の ものがあ る.

(董)Heidtmannの 改良IE法[47],

(ii)正 規近似法[1],

(iii)Poisson近 似法[1]

(量)は 正 確 な信頼 度計算 の途 中で演算 を打 ち切 り,従 来 のIE法 よ りも信

頼度 のよい上 限値 あ るい は下 限値 を少 ない繰 り返 し回数(繰 り返 し回数 の最大

値 丑一 左+1あ るい は の で求 めよ うとす る ものであ るが,各 段階 での計算量

が 丑,五 の増大 とと もに指数 的 となるため,小 さな システムに しか適 用で きな

い.(ii),(iii)は 計算精度 あるいは適 用範 囲に難 点が あ る.

した が って,少 ない手 間で よい精度 の近 似解 を求 め る手法 の開発 が必要 とな

る.本 節 で は,各 要素 の信頼確 率が同一 であ る とき,そ の信頼 度 が0(の で

演 算で きることを活用 した0(刀)の 近似 アル ゴ リズムの構築 にっいて考察す

る.

4.4.1木 展開法による積項数 と時間複雑度

以下で議論する システムは定理4-1の 性質を持 っているので,以 下では特

に断 らない限 り。F左システムを取 り扱 うものとす る.

4.3節 において用いられた有向木の性質について示 してお こう.

有向木7上 の葉を除 く任意の頂点yに おいて,罫 ・に関す る積項木7(y)は
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次 の 性 質 を 持 っ て い る.

(i)7(y)は 根 か ら5・に 至 る パ ス μ(y)を 含 む.

(il)7(y)はyの す べ て の 子 を 含 む.

(iii)7(の は μ(y)上 の 頂 点 の 兄 を す べ て 含 む.

以 下 で は,yを 積 項 木7(ア)の 探 索 頂 点 と呼 ぶ こ と に す る.図4-2に お い て,

● 印 の 頂 点 は そ れ ぞ れ 探 索 頂 点 を 示 して い る.

次 に,β π(F)の 積 項 数 に つ い て 示 す.

.Fん シ ス テ ム の 信 頼 度 表 現 式 は 式(4-16)の プ ー ル 変 数 κ ∫を 嘉 に,兄 を 船

に 変 換 す れ ば 得 ら れ る.

β 。(F)=κ 画 、為+為 κ、2',κ ・+駒 κ ・X・X・ 為+為X・ 為-・

+■1」7、 ■ 、)ぐ、濯 、+■1X、X、 ■ ・■ ・+X・-・ ■ ・■ ・

+」71■ 、■ 、」7、濯,+X1疋 、X・ ■ ・■ ・+X・X・ 忍 ・濯 ・■ ・

(4-48)

式(4-48)の β,(F)は 積 項 の 要 素 数 に 注 目 して 次 の よ う に 整 理 す る こ と が で

き る.

β π(F)=■ 、刃2濯3

+■1■ 、5～、■、+疋 、X、 ■、忍 、+X・ 刃 ・忍 ・忍 ・

+■1■ 、f,∬ 、■ 、+■ 、X、 ■ ・X・ 忍 ・+刃 ・X・)ぐ ・■ ・■ ・

+∬ 、刃 、■,X、 ■,+X、 濯 、X、 ■ ・■ ・+X・X・ ■ ・-・-・

(4-49)

式(4-30),お よ び 各 積 項 木7(y)は そ の 探 索 頂 点 に1対1対 応 で き る こ と

か ら,β 尺(ア)の 積 項 数5、 に 対 して 次 式 が 成 立 す る.な お,式(4-50)は 式(4

-38)と 一 致 して い る .

5、 一 智1(乙+∫ 一15)一(1)一Gヱ 、)(4-50)
∫=o

図4-5に 信頼 度計算 ア ルゴ リズムを示す.こ の アルゴ リズムは積項生成 と並行

して信頼度 を計算す るよ うに構 築 した ものであ る.

アル ゴ リズムUEQRで は4つ の スタ ックが使用 されて お り,〃 をyの 子 とお

くとき,
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p7℃ced短reUEQR(p1～Pa,k,R>

beg{n

ε:=n-k+1;

RE(0);=1.0;

∫ori:=1uπtizこdo

beφ π

Term(i):=Xi;

Depth(i):ニ1;

Son(i):=～ 一i+1;

RE(i):=RE(i一1)*Pi

㎝d;

R:=RE(i);

凶 重Zei>Oandkプ1do

beg重 π

重∫Ter田(i)isnotaC㎝plemenしedvariable・

sayXj,andSon(i)り`Othe陀

beg重 π

Term(i):=Xj;

RE(i):=RE(i一1)*q∫;

∫orm:=1uπtilS◎n(i)do

begin

Term(iナ 田):3x∫ ←・i

RE(i+m):ニRE(i+阻 一1)*Pj← ・;

Depth(i+m):=Depth(i)+1;

i∫Depth(i)<k-1

まherとSon(i+m):=Son(i)一 踵÷1;

eiseSon(i+m):=O

end;

i:=i+Son(i);

R:=R+RE:(i)

㎝d; .

e～sei:=i-1

end

㎝dUI強R;

図4-5 アル ゴ リズムUEQR
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(i)

(ii)

(iii)

(i))

Termは1(y)か ら得 られ る積 項,

REは 積項 の信頼度,

Depthは 〃の深 さ,

Sonは 〃の子 の数,

を格 納す るよ うに してい る.

次 に,信 頼 度計算 の手間 について考察 す る.

Term上 で の変数 の動 きを7(γ)の 枝 に置 き換 えて説 明す る と以下 の よ うに

な る.

最初 のforloopで は7(1ooJ)を 作 る.こ の と きラベ ルの小 さい もの を優

先 して スタ ックす るよ うに して お り,whileloop中 のforloopで も同様 であ

る.whileloopで は,ス タ ック先 頭 にあ るラベル ノの枝(y,の に対 して,

〃が7の 葉 で な く(Son(ノ)≠0)か っLな らば,恥 を2ノ と置 き換 えた後

ア(〃)を 作 る.も し 〃が7の 葉 な らば7(〃)が 存在 し得 ないので,7(y)

上 で葉 とな ってい る頂点 までバ ック トラ ックす る.こ れ はTerm上 で補 元で な

い変数 を探す ことに相 当す る.

以 上 の動 きは7を 左 か ら先行順探 索(traverseinpreorder)す る ことと等

価 で あ る.7の 各枝 に対 して2つ の状態 ■,ぞ が取 られ るか ら,Term上 で必要

とす る操 作 の回数 は7の 枝数(17iと 書 く)の2倍 に等 しい.RE(・)上 で

の演算 はTermの 動 きに並 行 して行 われ るか ら,そ の演算 回数 もまた2171

に等 しい.さ らに,7(y)か ら7(〃)が 作 られ るごとにSonお よび

Depthがyの 子(の の数 だけ操作 され るか ら,そ れ ぞれの操 作 回数 は全体 と

して171に 等 しい.

式(4-50)お よ び μ=(£)=&.、 か ら,7の 枝 は図4-6の よ うに分割 で きる.

したが って,171は

17i-5、+5、.、 一1-3、(・+1)/左 一1(4-51)

とな る.こ の ことか ら次 の定 理 を得 る.

[定理4-5]ア ル ゴ リズムUEQRの 時 間複雑度 は積 項1個 当 た り

0(刀/幻 で あ る.

106



「豆2
、t

/爪 ＼、
!、
ノ 　

/.＼S・.「.1ti"ks
!、

!、

!、

!、

!、

!、
'、

し______.___一________」

「 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 『 口 哺r

L.___.」 … 一S.
1.eaves

図4-6有 向木7の 枝数

20

ε

訂
:ミ

_

翫1。
=巴

記)
りo

byFACOMM-382

0

60
00

o

o

o

o 1 234
.

η/k

5 6 7

、図4「了∫ アルゴ リズム 犯QRよ る積項1個 当#り.の 準.算時間

一107一



積項1個i当 た りの演算 時間 を調 べ るた め,刀=20に 対 して行 った実験 結果

を図4-7に 示 す.、 。F、、システ ムに対 して アル ゴ リズムUEQRを 適用す れ ば・図

4-7よ り積 項1個 当た りの演算 時間 が約7μsec/termで あ り,積 項数 は

54627300で あ るので,信 頼 度 の計算 時間 は約6分 とな る.な お,改 良IE法

で計算 すべ き積 項数 は上 記手法 の約2倍 であ り,計 算時 間 も約2倍 が見積 もら

れ る.し た が って,い ずれ の算法 も正確 な信頼 度 の算 出 は 刀,左 の値 が小 さな

システムに限 られ る.

また,改 良IE法 を演算 の途 中 で打 ち切 って近似 値を算 出す る算法 も提案 さ

れて い るが[47],。 の システムのステ ップ1(ス テ ップ総数 の におけ る積 項

数 は(η よ+∫一1)=(、 町)個 に もな るた め,そ の適用範 囲 は 丑,左 に よ って

制限 を受 け る.

近 似計算法 は適用 範囲(5≦0.5で かっ 刀5≧5.0,あ るい は ρ>0.5で

かっ 刀 ξ'>5.0)が 広 い ものの,表4-5の よ うに精 度 に関 して難点 が あ る.ま

た,Poisson近 似 法 は適用 範囲 が狭 い(5≦0.05で かつ 刀≧20あ るい は σ

≦0.05で かっ 刀≧20).こ こで,戸(=1.0一 の は与 え られ た信頼 確率

p1～ ρ。の平 均値 を示 す.

な お,表4-5お よび以下 の実 験 において,与 え られた デー タの代 表的表現 と し

て要素 の信頼確率 の最小値p皿 、.,最 大値 ρm、,平 均値 戸,お よび標準偏 差 σ

を用 い る ことにす る.

4.4.2近 似 計算法

.F丑 システ ムにおいて,す べての要素 が同一 の信頼確 率p(=1。0一 の を

持 つ とき,式(4-49)か ら信頼度 刃は次式 で与 え られ る.

刃(。,。,の 一 。 ・ §'(よ+1-1)・ ・(4-52)
'謂0

式(4-52)を 用 いた信頼度計 算 アル ゴ リズムを図4-8に 示す.p♂ は £XP(乙*

LOG(p))と 展 開 して計 算 され,関 数EXPお よびLOGの 演算 時間が計算 機 の
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表4-5、 。F鳶 シ ス テ ム に 対 す る 正 規 近 似 法 の 適 用 例

(、ρ皿童魯=0.4,p皿g翼=0.6,15「=0.49518,σ=0.06085)

正確な信頼度 正規近似法に 誤差

左
左

よる信頼度
κ。 解 ・×1・砿0

2 1.49x10-5 2.89・1r7 5055.6

4 1.04x10曽3 9.43xlO騨5 1003.1

6 1.79x10-2 6.78x10-8 164.6

8 1.21x10-1 1.14x10-1 5.57

10 3.94x10-1 5.24x10-1 一24
.8

12 7.36x10一 ユ 9.08x10一 墓
一18

.9

14 9.39x10-1 9.95x10騨1
一5

.68

16 9.94x10-1 9.99x10聯1 一〇.626

18 9.99x10-1 9.99x10一: 一〇.021

proced冠reE厭(n,P,k・R)

begiπ

ユ=n-k+1

q=1.0-P'

S=△S:=1

∫ori:=1unε 重1k一1do

beg重n

△S:=ムS*q*(忍+i-1)/i

S:=S+ムS

㎝d;

R:富P己*S

endEρR;

図4-8ア ル ゴ リ ズ ムEQR
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表4-6ノ ～(刀,0.9,看)の 演 算 時 間

(a)左=10

〃

20

40

60

80

100

演 算時間(μsec)

15

16

16

16

16

(b)1～=100

左

10

20

30

40

50

演算 時間(μsec)

16

27

39

50

62
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語長 に依存す るこ とに注意 す れば[53],ア ル ゴ リズムEQRの 時 間複雑度 が

0(の で あ るこ とは明 らかであ り,表4-6の π(刀,0.9,の の実験 結果 に

もそ の ことが示 され てい る.

以 下 では,ア ル ゴ リズム,EQRを 用 いた近似 アル ゴ リズムにつ いて議 論す る.

[定 義4-6]相 異 な る信 頼確率p、 ～p。 を持 つ 。F左システムが与 え られ

た とき,

1～(ρ1～pη;左)=ノ?(〃,、 ρ8た,、彦)(4-53)

を満 たすp。 たおよび信頼確 率p。 左を持 っ システムを,そ れぞれ与 え られ た シス

テムの擬 似信頼確率 および擬似 システムと名 づけ る.

定義4-6に お けるp。 、と 左の関 係を調 べ るため,刃(p、 ～p、 。;の,左

;1 ,2,…,20を それぞれ計算 し,擬 似信頼 確率p舘 を求 め る実験 を行 っ

た.実 験 結果 の うち,2種 類 のデー タ(デ ー タ1:p皿i、=0.2,p_=0.8,

戸=0.48553,σ=0.18256,デ ー タ2=ρ 皿1。=0.4,pmx=0.6,ρ=

0.49518,σ=0.06085)'に 対 して得 られたp。 《 左=1,2,…,20)を

プ ロ ッ トしたのが図4-9で あ る.○ 印 はデー タ1,× 印 はデー タ2に 対 す る もの

で,い ずれ も直線近似 が可能 であ るこ とが分 か る.な お,デ ー タ2は 表4-5で 用

いたデー タ と同一で あ る.

本 節で提案 す る近 似信頼度計算:法は,擬 似信頼確率p齪 の直線性 を利 用す る

もので あ り,左=1お よび 左=η におけ る信頼度 か ら ρ。、,p。 。をそれぞ れ計

算 し,p。 、とp。 。の値か ら与 え られ た 左(左=2,3,…,刀 一1)に 関す る

近 似信頼確 率 ρ。を推 定 し,近 似信頼度 刃(丑,p。,の を計 算す る ものであ

る.図4-10に 示す近 似 アル ゴ リズムの時間複雑度 は,p。 、お よびp。 。の算 出に

支 配 され る*.

近似 アル ゴ リズムAPRに 関す る実験 によれば,演 算時 間 は 孟に依存 せず

0(刀)で ある(図4-11参 照).

*ρ 。1はEXP(LOG(ρ 、*p、*…*ρ 。)/刀)と 展 開 して計 算 が行 われ,

その演 算時間 は 刀個 のp,の 積 に依存 す る.ま た,ρ 。。の演 算時 間 につ いて も同

様 であ る.
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pr㏄edUreAPR(p量 ～pmk,Rα)

beg乞n

恥1:・(P1・P2*…*P。)1!n;

隔:・LO一(ql織 ・一 ・・q。)い;

Pq:ニPα 置+(Pm-Pα1)*(k-1)/(n-1);

EQR(n,pα,k,Rα)

endAPR;

図4-10ア ルゴ リズムAPR
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なお,計 算機 の記憶部 の語長 は有 限で あ るため,信 頼確 率 の与 え方 によ って

はp。1=(ρIP2・.● 」ρη)1/〃 あ るい は 、ρ。。躍1.0一(ρ192…g。)1/カ の

演 算 が不 可能 とな る場合 があ る.

計算機 実験 には,九 州大学 大型計算機 セ ンターFACOMM-382(プ ログ ラム用

言 語 と してFORTRANを 用 いた)を 使用 し,ま た実 数計算 に は8バ イ ト変数(仮

数 部57ビ ッ ト,指 数部7ビ ッ ト,仮 数 部 にはサ イ ンビッ トを1ビ ッ ト含 む)

を用 いた.

4.4.3誤 差 の評価

ここで は,図4-10の アル ゴ リズムによ って算 出 され る近似信 頼度 に含 まれ る

誤差 にっ いて考 察す る.

まず,擬 似信 頼確率PeAと 近似 信頼 確率p。 の偏差 をApと 仮定 す れ ば,式

(4-52)は 次 のよ うに書 け る.

R(D,P。h,k)

み　　 ようノ　ユ
=(Pe十 ∠iP)1Σ(i>(q n一 ∠IP)i(4-54)

f零0

いま,乙 ∠】p《 ρ。と仮定 すれ ば,式(4-54)は 次 の よ うに展 開 で きる.な お,

表 示 を簡単 にす るため,正 確 な信頼度 κ(〃,p磁,の およ び近似 信頼度

κ(刀,p。,の をそれ ぞれ κ,π 。で表 す もの とす る.

刃≒(Pβ`十 乙∠P、 ρaZ-1)

々一1よ+∫ 一1 ..

・ Σ(ノ)(9。1一 ノ ∠P9。'一1)

∫一D

ひ ト ユみ　ユ

≒(P8`十L∠ コ、ρP8ろ/ρ ∂)Σ(i)9、
∫鴇0

よキ ト 　た　 ユ
ーP

8`∠ ρ Σ(,)198∫ 一1
∫=0

よナト ユオのユ
=ノ ～∂→一 乙∠ゴ」Pノ ～8/,P8-Pel∠3」 ρ Σ(i)iqeim1(4-55)

置=1
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式(4-55)か ら誤 差 の 評 価 式 と し て 次 の 関 係 を 得 る.

ノ～一 ノ～、 ヱ∠lPP、`∠ 】、ρ

」?、P.刃 。

.釜1(よ+f-1')ノ9。 ・一・
f=1

式(4-56)に 基 づ く誤差評 価 アル ゴ リズムを図4-12に 示す.

(4-56)

なお,五 にお け る偏 差 を∠1pたとお くとき,ア ル ゴ リズム中 の αは α=∠p盈

/∠p2を 示 して い る.み の大 きさによ って凶p孜 は変化 す るが,・これ まで の実

験結 果 に よれ ば,α の最大値 が5。0を 越 え るこ とはな く,ま た 左の値が 刀/2

付近 にあ ると きαは最大値 を持 っ ことが多か った.し たが って,左>2に おい

て α=5.0と お けば,.誤 差 の推定 において その上 限値 を示 す こ とがで きよ う.

一方 ,8(p、 ～p.;2);刃(刀,p、2,2)を 満 たすp。2の 算 出 におい

て,∂ 刃(刀,p。 、,2)/∂p。 、が極 めて小 さ く,収 束判定 誤差 よ り も小 さ

な値 を持 っ と きは,p。2の 算 出が不可能 とな る ことがあ る.し たが って,誤 差

評 価 において は4.4.2節 におけ る計 算限界 に加 えて,上 述 の限界が存在 す

る.

4.4.4近 似 アルゴ リズムの適用範 囲

誤差評 価 アル ゴ リズム%ERRORに 対 して行 った実験結 果を表4-7,4-8に 示す.

ここで,刃 は正確 な信頼 度,1～ 。は近似信頼度,,8、,」Lは そのERRORの 真値

(=(1～ 一?,)/刃 。×100.O),%β はアルゴ リズム%ERRORに よる誤差 の

推定値(式(4-56)の 百分率)を それぞれ表 してい る.な お,表4-8はp。r丑 特

性 を示す ため に用 いた2種 類 のデー タ.(図4「9)に 関す る実験結 果で あ る.

また,同 一 システ ムに対 して,左=刀/2と おいて行 った誤 差 の推定 実験 で

は,%万 が2.0%を 越 え るこ とはなか った.

次 に,標 準偏 差 が大 きい データ(刀=20,Pm、 。≒0.0,Pm。.≒1.0,ρ

=0 .47588,σ=0.30427)の 実 験結果 を表4-9に 示 す.σ が大 きい とき,

p。 、とp。 。を結 ぶ直線 に対 して,ρ 揃 一 左特性 が凸型 あるい は凹型 の曲線 にな
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pr㏄edure銘ERROR

beg乞 π

.UEQR〈p1～pm2, .R);

findpo2suchthat.R(PI～Pn;2)=R(n・Pα2・2);

APR(p1～pm2,R);

△P:=P。2-P。;

正:=n-k+1;

重∫k>2老heπ

beg軌

Pα:ニPα1+(PαrPd)*(k-1)/(n-1);

△P:ニ α*△P

end;

q。:=1.0一 恥; .

S:=△S;ニi;

∫ori:32uπt重1k一Ido

beφn

△S:=△S*qα*(1+i-1)/(i一 茸).;

S:=S÷ △S

end;

駒 麟 駕,1鳥),11。.。
end鬼ERROR;

図4-12ア ル.ゴ リ ズ4 、=%E即OR
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表4-7。F、 シ ス テ ム の 近 似 信 頼 度 と 誤 差

(a)Pm【u=O.8,、 ρm。x=0.9

刀
一

ρ σ 8β 万2 %万

50

100

150

200

0.8550

0.8481

0.8525

0.8461

0.02707

0.02965

0.02914

0.02836

3.70x10-3

1.25xlr6

9.98k10『10

1.02x10-13

0.0142

0.3775

0.3836

0.3533

0.0142

0.3768

0.3829

一

一 は
,左=2に お け る 擬 似 信 頼 確 率 が

算 出 で き な か っ た こ と を 示 す.

(b)Pmin=0.9,ρm8x=0.99

1

刀
鞘

ρ σ 刃8 万2 %万

50 0.9495 0.02436 2.73x10-1 一〇.0109
一〇.0109

100 0.9433 0.02669 1.98x10-2 0.5984 0.5967

150 0.9473 0.02623 2.62x10-3 0.6496 0.6475

200 0.9415 O.02552 7.25x10-5 0.5767 0.5751

250 0.9466 0.02622 1.53xlr5 0.6695 0.6673
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表4-8、 。F、 シ ス テ ム の 近 似 信 頼 度 と 誤 差

(a)pm正 臆=0.2,pmx=0.8,.ρ=0.48553,σ=0.18256

1

左 刃 ノ～ 。 万 潅 %万

2 3.3645x10-6 3.4261x10-6 一1 .7978 一1 .8132

4 3.8557x10-4 4.0024x10-4 一3
.6654

一7 .3854

6 9.8721x10-3 1.0265x10-2 一3 .&296 一6 .0257

8 8.9066x10-2 9.1797x10-2 一2
.9747

一4
.9832

10 3.5128x10-1 3,5753x10-1 一1 .7456 一4 .2201

12 7.1937xlrl 7.2443xlr1 一〇.6981 一3 .6249

14 9.4047x10-1 9。41.89x10-1
一〇.1507 一2 .9977

16 9.9496x10-1 9.9508x10-1 一〇
.0120

一2 .2007

18 9.9987x10}1 9.9988x10-1 一〇
.0002

一1
.3130

(b)p皿1ロ=0.4,ρ 皿貫x=0.6,ρ=0.49518,σ=0.06085

看 刃 刃 。 万 左 %」9

2 1.4866x10-5 1.4873x10-5 一〇.0481
一〇

。0481

4 1.0399xlr3 1.0409x10『3
一〇.0989 一〇.1958

6 1.7927x10-2 1.7946xlr2 一〇
.1047

一〇
.1637

8 1.2068x10-1 1.2078x10-1 」0 .0832 一〇.1383

10 3.9417x10-1 3.9437x10-1 一〇.0507
一〇

.1197

12 7.3581x10一 ユ 7.3597x10騨1 一〇.0217 一〇.1044

14 9.3865x10-1 9.3870x10騨1
一〇.0053 一〇.0872

16 9.9368x10『1 9.9369x10-1 一〇.0005 一〇.0649

18 9.9979・1r1 . 9.9979xlr1 一〇
.00001

一〇.0393

1
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表4-9標 準 偏 差 が 大 き.い、。ア 、シ ス テ ム の 近 似 信 頼 度 と 誤 差

(P。 、。≒0.0,P_≒1.0,が 一 〇47588,σ ・0.3。427)

左 刃 」?。 β 左

ト

%万

2 4.49x10-8 2.96x10-8 51.3 41.9

4 2.81×10-5 2.25x10-4 25.1 162.3

6 2.2.5x10-3 2。26x10-3
一〇

.43 124.5

8 4.49xlr2 5.00x10-2 一10
.2 95.9

10 2.87x10-1 3.18x10-1 一9
.97 76.1

12 7.17x10-1 7.57x10-1 一5
.18 62.7

14 9.59xlr1 9.70x10-1 一1
.12 50.2

16 9.98x10-1 9.99x10-1 一〇
.06 35.0

18 9.99x10-1 9.99x10-1 一〇.0004 20.0

■

一118一



った り,ま た オ=〃/2付 近 にお いて変 曲点 を持 っ曲線 とな る ことがあ るため,

ERRORの 変動 幅が大 き くな ることが あ る.,さ らに,こ の デー タでは』pが 大 き

いた め,式(4-56)の 成 立条件 であ る 乙∠ゆ 《P・ が満 た されず,誤 差推 定 その も

のの信頼性 が失わ れてい る.

以上 か ら,次 の ことが言 え る.

(置)提 案 した近似 アル ゴ リズムの時 間複 雑度 は0(刀)で あ り,要 素数

250の システ ムで も約2.Omsecで 信 頼度 を計 算で きる.

(ii)標 準 偏差 が0.1以 下 であ る場合,近 似 アル ゴ リズム は実用性 の ある

近似信 頼度 を算 出す る ことがで きる.

(iii)近 似 アルゴ リズムの適用範 囲 は,p。 、およびp。 。が計算 可能 か ど う

か に依存 して い る.な お,実 数計算 に8バ イ ト変数 を用 い る場 合,要

素数250程 度 までの システム に適用 可能 で あ る.

(iv)刃(p、 ～p.;2)r?(刀,ρ 。2,2)を 満 たす ρ。2が計算可能

であれ ば,誤 差 の推定 を行 うことがで きる.

4.5結 言

4.3節 にお いては,左 一 〇ut-of一 刀システ ムの正確 な信頼度(非 信

頼度)表 現式 を導 く木 展開法 の原 理 および アル ゴ リズムにっ いて述 べ,さ らに

Heidtmannの 改良IE法 との理 論的 および実 験的比較 を行 った.

得 られ た結 果 は以下 の とお りであ る.

(i)木 展 開法 は,表 現式 が互 いに素 な積項 の和形式 で得 られ,か っ積項

数 が少 ない.

(ii)積 項 の生成 に関 して,Heidtmannの 改良IE法 は要素 の可能 な組 み

合せ を求 め る必要 があ るが,木 展開法 はスタ ック上 の操 作だ けで よい.

さらに,4.4節 において は,与 え られた 。F左システム に対 して,刃(ρ 、～

P。;の=刃(刀,ρ 爾,の を満 たす擬似信頼 確率p。 丑を求 め ると き,

p品 一 看特性が 直線 近似 で表 現で きるとい う性質 を利用 した0(刀)の 近似 計

算 アル ゴ リズムを提 案 した.さ らに,近 似 アル ゴ リズムの誤 差 の推 定法 を述 べ,
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種 々の実験 か ら提案 した アルゴ リズムの有効性 を示 した.

なお,こ の アル ゴ リズムは与 え られた デー タの標準偏 差 σが0.1以 下 の場 合

に対 して のみ有 効 であ り,σ>O.1の 場 合 にお け る近 似 アル ゴ リズム の開発 が

今 後 に残 された課題 であ る.
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第5章繍

本研究で得 られた成果 と残 された問題点を総括 して述べる.

第2章 では,ネ ットワークの5一!信 頼度(5か ら'に 至 る正常 な枝だけか

ら構成 される5-1パ スが少 なくとも1っ 存在す る確率)を 求める3っ のグラ

フ理論的方法,

(1)5-1ア サイク リックグラフを生成す るパス付加法,

(ii)木 展開法,

(iii)パ スの処理順序 と積項数の関係(改 良木展開法),

について述べた.

理論的検討および実験結果より,枝 数の少 ないパス(短 いパス)か ら優先的

に処理する改良木展開法 は,得 られる表現式の積項数が最 も少な く,か っその

算出時間 も少ない,と いう結論が得 られた.し か しながら,得 られる表現式が

因数分解 された形式でないため,表 現式内には同一の リテラルが数多 く含まれ,

また積項数 も多い.し たがって,信 頼度表現式を導 くアルゴリズムの取 り扱え

るネッ トワークのサイズはまだ小 さい.因 数分解 された表現式を直接得るグラ

フ理論的方法,お よび精度のよい近似信頼度を得 る算法,に 対す る検討が今後

の課題である.

第3章 では,ネ ッ トワー クのSAT信 頼度(ソ ースか らソース以外のすべて

の頂点に至 る正常な枝 による経路が少な くとも1っ 存在す る確率)を 求 めるグ

ラフ理論的方法にっいて述べた.こ れに関 して,

(1)木 生成法,

(ii)ア サイク リックサブグラフ生成法,

(iii)最 小の積項数を求める算法(セ クショングラフ法),

を提案 した.

この三つの算法 のうちでセクショングラフ法が最 も高速であり,か っ得 られ

る信頼度表現式に含まれ るリテラル数 も最小 となるが,表 現式 内には同 じリテ

ラルを含むことがある(例 えば,式(3-38)の 第1項 には■。,第2項 にはzノ が
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それぞれ2個 含まれ,こ れ らは因数分解可能である).こ れを解消 して,更 に

簡潔な表現式 を得 ることが必要である.

第4章 では,左 一〇ut-of一 刀システムの信頼度算出法 にっいて述べた.

このシステムの信頼度算出に関 して,

(i)正 確な信頼度を求める木展開法,

(ii)近 似信頼度の計算法,

を提案 した.

木展開法 は,ス タック上の操作だけで正確な信頼度表現式 を生成で きるため,

既存の算法 よりも高速である.ま た,擬 似信頼確率の直線性を利用 した近似計

算アルゴ リズムは,標 準偏差が0.1以 下である場合,要 素数250ま でのシス

テムの信頼度が計算でき,ま た得 られ る信頼度の実用性にも問題ない ことを示

した.し か しながら,近 似アルゴリズムは与えられたデータの標準偏差が04

以下 の場合に対 してのみ有効であり,標 準偏差が0.1以 上の場合に適用可能な

近似アルゴ リズムの開発が残 された課題である.

最 も一般的なネッ トワーク信頼度問題は,ネ ッ トワーク上の指定 した頂点5

か らそれ以外の複数個の頂点の集合 ∬への到達可能性を問題 とす るSMT信 頼

度(source-to-multi-terminalreliability)問 題であり,ま た最 も取扱 いの

困難な問題でもある.5一'信 頼度,SAT信 頼度を求める問題は,SMT信

頼度問題の特別なクラスの一っである.本 論文で提案 した各種算法をSMT信

頼度問題 に適用す ることは難 しく,新 たな算法の開発が必要である.ま た,ネ

ットワーク信頼度問題はいずれ もNP困 難な問題のクラスに属 しているため,

実用性のある信頼度を効率よく算出で きる近似アルゴリズムの重要性が,今 後

ますます増大 してい くと考えられる.
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