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SUR LES REPRESENTATIONS UNIFORMEMENT BORNEES
ET LE THEOREME DE CONVOLUTION
DE KUNZE-STEIN

NoiL LOHOUE

(Received December 12, 1979)

Le but de ce travail est de construire des représentations uniformément
bornées des groupes de Lie semi-simples non compacts et de montrer comment
en déduire aisément le théoréme de convolution de Kunze-Stein pour les groupes
de Lie semi-simples de rang un.

Nous montrons directement que certaines fonctions sont des multiplica-
teurs sur les espaces de la série complémentaire. Ce qui nous semble intéres-
sant en soi, compte-tenu de certains espaces considérés par Folland et Stein
sur les groupes de Lie nilpotents (voir [2]) et un théoréme de Strichartz sur
les espaces L5 (voir [10]).

Le dernier théoréme de cet article compléte, le théoréme 2 de Particle
[1] pour les groupes de rang un.

1. Préliminaire

1. Soit G un groupe de Lie semi-simple connexe, de centre fini, non
compact. On considére une décomposition d’Iwasawa G=KAN.

Dans un premier temps, on suppose que la dimension de 4 est égale 4 un.
On note G, resp. G,s, le sous-espace radiciel, pour la racine positive a de
dimension p, resp. 2a, de dimension g.

Soit p=(pa+2qa)/2 la demi-somme des racines positives comptées avec
leur multiplicité. On note V' le sous-groupe opposé a N par I'involution de
Cartan. V s’identifie 4 R? X R? par 'application exponentielle et la mesure de
Haar sur V est la mesure dX dY.

Soit B=MAN ou M est le centralisateur de 4 dans K. Alors presque
tout g&G s’écrit g=bv, bEB, vV. Pour tout geG, on note b(g) la com-
posante de g dans b. Soit w le seul élément non trivial du groupe de Weyl de
G.

On note p le caractére p(a)=e*'°el®1 de A qui s’étend comme d’habi-
tude en une fonction mesurable sur G. Par la suite on notera, pour tout vEV,
|o| = {ulb(ow)]} 220,



466 N. LoHoue

2. Pour tout 0<<B<1, on considére 'opérateur d’entrelacement:

(@B e = g5 |, P e w0do
ou f est une fonction de classe C7 (V) et:
¥(8) = T(p+9)T[(p+29)B/2IT[{(p+29)B+1} 4]

T[(p+9)/2IT [{(p+29)B+2} 12]T {(p+29) B/4+4/2}

T" est la fonction spéciale classique.

On sait alors que I'application B—[Q@(8)f](v,) définie a priori dans la bande
0<ReB<1, s’étend en une fonction méromorphe dans le plan complexe telle
que:

A(=R)&(B) = 1.
On sait par ailleurs que si 0<@<1/(p+2q), Popérateur (R(B) est défini

positif: pour toute f€C(V), <A(B), f>=SV [Q(8)f(v)F(w)dv>0.
Pour toute fC7(V) on pose:

”f”fgx[ip([/) = <a(:l:le)f’f>

et on note H,p(V) le complété de C7(V) pour la norme ci-dessus.

On définit une représentation unitaire 7. de G sur g par la formule:

Vi€ se, mio(g)f(v) = {ulb(vg)} *P~f[g(v)] ob wvg = b(vg)g(?)-
3. Par ailleurs, on peut voir, d’aprés la formule 2 que la forme sesquilinéaire

fs g)——>SV f(©)8(v)dv identifie H (V) au dual de J{_g(V) et que:

[, 7)ol <<B(—Bf T KCBE 1.

Les résultats décrits ci-dessus sont implicitement contenus dans [5] et
démontrés dans un preprint non publié de R. Lipsman. Nous les étudierons
aussi en détail dans un travail en préparation.

Dans toute la suite & désignera une constante absolue.

Pour établir le résultat principal de ce travail, il nous semble utile d’intro-
duire les espaces de Lorentz.

La notion de réarrangement décroissant d’une fonction sur un espace
mesuré est classique en analyse; on pourra consulter le livre classique de E.M.

Stein et Weiss ([11] page 189).

DEFINITION.  Soient f: V'i—C une fonction mesurable et f* sa réarrangée
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décroissante. Soit (7, §) un couple de nombres réels
On note L, (V) 'espace des fonctions f telles que:

sdt

Lf1I2.s = (s/r) S:“ [£YF*(2)] =S

quand 1<r<+o0, 1<s<< o0, et
1£1lr.s = sup £ f*@) <o
quand 1<r< o0, s=-} o0,
Nous voulons prouver le premier lemme suivant:

Lemme 1. On pose rp=2[(1—p); soit f une fonction de H_g(V) alors:
1 s <KL t_pcyy-

Preuve du lemme.

La démonstration de ce résultat est une conséquence de I’assertion suivante:
Soit >0 et soit E,= {veV, p* P/ b(vw)] >a} alors la mesure |E,| de E, ne
dépasse pas kY478,

Si Pon identifie V' & R?X R? par I'application exponentielle, pour une
constante ¢ bien choisie, d’aprés [9],

ulblexp X exp Y w)] = (&1 X||*-cl| Y ||+

On identifie E, 4 son image réciproque par 1’application exponentielle.
Alors (X, Y)EE, si et seulement si

(A X ||| Y|P a Va-Pe+o |

Par conséquent:

|E,|= c—((b+24)12)5 dXdY <ka V0-#

“ZH"“'“Y‘|2<¢—‘/(l_ﬂ)(P+2q)

Soit sa=% , d’aprés le théoréme de iHunt (voir [4]), il existe une con-
stante % telle que pour toute fC7(V),

AL llrg <Kl fllsp,2 -
Par ailleurs, on sait que L,;,(V) est 'espace dual de L,; (V) d’apres [4];

il s’en suit que:
[<Q(B)g, &> <kliglizsz

ougeCy (V).
La remarque 3 du préliminaire permet alors de conclure.
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Proposition 2. Soit @: Vi—C une fonction mesurable et bornée; on pose:

@(v) = sv lp((v) —@(v,) I u[b(2)]*+* do,

ot 0<< B est un nombre réel <L
p+2q
St @ est dans Lyss (V), @ est un multiplicateur de Hg: il existe une constante

k>0 telle que pour toute f dans s, @f appartienne a g et Hq)fllﬂﬂ<kl|f|l£3.

Preuve de la proposition.

La preuve de cette proposition découlera de I’expression locale de la norme
(ﬂ_ﬂ.

Expression locale de la norme dans H_g.

Soitv=exp Xexp Y, XEl ,, YEI ;..

Soit f une fonction C7(V), trouvons une expression locale de la norme de
fdans JH _g.

Soit N un entier assez grand pour que le support de f soit contenu dans
S={v, |v| <N} et tel que si v et v, sont dans le support de f, vo7'€S. On
note X, la fonction caractéristique de S.

Exprimons:

f(@)— f(©) |2u®P72[b(vo7 )] X s(vor ) dody,

v

| f(0) PP 2 b(vor )X s(vor ') do do,

v

14

v

f, 5,15
1]
+{ { 1w 1meprpeorw)x(eor)dvdo,
-4,
-1,

v

F(@)f(@)utP2[b(vor w)X s(vor ! )dodo,

v

<

J(@)f(0) P2 b(vor'w) X (vor)dv do,
= I+1,—1I

I, et I, sont de méme nature, ainsi que I; et I,.

L= L= [Iflli | s bow)]X(e)do

— 1l § dxdy
T dux it ey i<t (| X |4k || Y| [P -Petzan
R NEo20 112
Br+29)

Il s’en suit que:
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@O S =~ [, 1O~ e e)t(oor dode,

+ NBw+20)
BY(B)(p+2q)

Montrons que la fonction, en la variable z:

et £l

I(z) = % MV | f(2) —f(2,) |26 2[b(vor w)] X o(vvr ) do do,

; soit 8 >0.

. 1
est analytique dans la bande |Re 2| <
r+2¢

Coupons (2) en deux morceaux:

-1 | flexp X exp Y exp U)—f(exp U)|?
=) = 7(2) SvS(ﬁlixn‘ﬂuvnzka‘ (1 X[ +c|| Y |Pyeroatar

Xs(exp X exp Y)dXdY dU

_,__Lg S | flexp X exp Y exp U)—f(exp U)|?
Y(2) v I Fnxnticyn®sst (PN X[ -] Y [|p)erzna+ars

Xs(exp X exp Y)dXdYdU
= I'(2)+I%(?).

Pour prouver que I' est analytique, considérons 0<<€<8; il suffit de voir
que la fonction

_ 1 S S | flexp X exp Y exp U)—f(exp U)|?
v(2) Jvde<xitrenyinics (X (|t || Y [|7)et2oata/s

Xs(exp X exp Y)dXdYdU

I(=)

est analytique dans cette bande et que pour tout O<Bo<1)_:2 » il existe une

constante k ne dépendant pas de &, telle que
[I(2)| <k, pour tout z; |Rez|<B,, |[Imz|<p,.

Car le résultat & prouver découlera de la formulé de Cauchy et du théoréme
de convergence dominée de Lebesgue.
On note V£ le gradient de f et 'on remarque que:

| fexp X exp Y exp U)—f(exp U)| <(IIXIP+ 1Y)Vl
<KX+l Y I IVISIl -
I1 est clair que I'intégrant dans I, est non nul si et seulement si U est dans un

compact fixe, R qui ne dépend pas de &. Par ailleurs pour tout 2, |Re 2| <f,,
si § a été choisi assez petit,
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k2 S S dXdYdU
I, S
11(=)] [7()| IR IAixntenriias (2| X ||| YV ||[2La+Pe+r2omi

< k S1-8o(2+20)
[7(2)1

Puisque —1—) est une fonction continue dans la bande considérée, on voit
v(x
bien que |I,(z)| <k”. On a d’ailleurs prouvé que lim I () vaut I'(2), puisque
. €0

'intégrant est majoré par une fonction intégrable, d’aprés le théoréme de con-
vergence dominée de Lebesgue. 1l est facile de prouver I’analyticité de I? dans
la bande considérée.

Par prolongement analytique, on voit que:

@B = —g s || o) —fled P iben X (oldodo,

1 -
— N -Bo+200+2002| f|12
7(—P)8 Tl
3. Montrons que @ est un multiplicateur de #,.
Pour cela, il suffit de prouver que @ est un multiplicateur de 4_g. Soit
f une fonction C7(V), il faut estimer <Q(—RB)ef, 2f>=Ilofll% g choisissons

un N assez grand, adapté au support de f comme dans la premiére partie et con-
sidérons I’expression:

1 _
7(—B)B

| [ 1ten@o)—(@ @) Pueorppomiye)dede,

Un(B)(2f)F = —

cPHLN 82| g £ |2

1
2v(=R)
qui est visiblement dominée par:

N 1
Y(—B)B
“v(iﬁ) Mv'f (vo)—f(v)) 2P b(vw)]Xs(v)dv doilipll%
1
vY—(8)

iz N -patz)|| £|12 | |2

REORIOS

Mais fELyq-p d’aprés le lemme 1, par conséquent | f|*€Lyq-p,; ce
qui prouve bien que

1

5 [ 17 1Fe@de < cstellfily_ il .
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d’aprés la dualité Ly w, Liyg-p) 1
et: (@ NF< lplZ+H1PlL,, HIfly

d’apres I’expression locale de la norme dans 4 _g.
Pour terminer la preuve de la proposition, il suffit de prouver le:

Lemma 3. Soit f une fonction mesurable sur V, a support compact. On
suppose qu’il existe N >0 grand par rapport a la taille du support de f tel que Iy(B)f
soit finie et inférieure a une constante k. Alors f est dans L _g et sa norme ne dépasse
pas k.

Preuve. La preuve de ce lemme découlera d’une régularisation standard.

Soit &, une approximation de I'unité de L\(V), avec A,=C7(V). Comme
N est grand par rapport au support de f; on peut supposer que pour tout >0,
le support de fih, est contenu dans {o, |v|<N}.

Puisque ||fxh,||,<||flls, il suffit de controler la seconde quantité qui inter-

vient dans la définition de Iy(B)(f).
D’aprés la formule de Plancherel, pour une certaine mesure  sur V on a:

{ ) SV | f#ho(003)—Fiha(o) |2 b(ow)] X (0)do do,
=, ns o Xy(o) | IT0)— 1Jof Tl (D) ()
< SV HOBVB(000)]Xo(0) 5 ,IT1(0)— 11of (T . sd (1)

= SV SV p B2 [b(vw) X 5(v) | f(vo,)—f(2)) |*dvdo, .

1 I
<0 pour 0< B<-———, on voit bien que
7(=8) (P+2 )

I(B)(frh)<In(B)f<k.

D’autre part, comme fxh, est de classe C7(V), I'expression locale de la
norme dans J_g prouve que la norme de fxh, dans H_g vaut Iy(B)(fxh,). Par
passage a la limite, on voit bien que f est dans 4 _g et que sa norme ne dépasse
pas k.

Déduisons de cette proposition le:

Comme

Corollaire 1. Soit @: V—C une fonction continue, pour tout €>0 et tout
v=exp X exp Y, on pose p(v)=q(exp EX exp EY).
Si @ est une fonction de la classe C7(V) alors @, est un multiplicateur de

* || gz est la norme Hilbert-Schmidt.
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g, | B|<1/(p-+2q), dont la norme ne dépasse pas une constante absolue k, indépen-
dante de €.

Preuve. Estimons:
D (x) = S | p(xv)— @(x) | 2u P2 [b(vw)]do .
4

Soit E,={veV, ¢(v)=0} et soit k, la borne supérieure des pseudo-
normes |v| lorsque v parcourt E, Soit & trés grand devant &,,.

a) Etudions la fonction ®.

1) Pour cela posons, quand |x| <k:

5w = slol<lzl | (%0)— () |*{u[b(vw)]} P/ dv

W= o) —p@ | ubew]}ordo.
Alors:
D (x) < I (%) I,(x)
et: L(x)<k, S. BB (om)]do

vl>1xl
— k{ le —(p+29)B

Ou k, et k] sont des constantes absolues.
Par ailleurs d’aprés la formule des accroissements finis,

| p(x0)—p(x) | <kj|v| ||Vl .
Par conséquent:
I (x)<k; S | |2|0 |~ @+2na+Bdy
loI<12l
<ky|x| B2

2) Si |x| >k, ¢(x)=0, car k est grand; il reste & estimer:

SV | p(x0) | 2p+P2[b(vw)]do .

Pour que @(xv) %0, il faut que xv soit dans le support de @ et si ’on a choisi
k assez grand, on va voir qu’il existe une constante k>0 telle que |v| >k;|x]|.
En effet, on sait d’aprés [5] lemme 7, qu’il existe une constante k3 telle que
ll_(l,ﬂ)(pﬂn [o] |
%] x|
De deux choses l'une:
@) lol>lxl;ii) lo]<|x].

des que |v|<|x|.

>k
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Sous la seconde hypothése, puisque k, est trés petit devant k, kY=
1—(ky/k)?™™ est positif et (k4’[k5)|x| <|v|. Soit k; le minimum de k%’ [k} et 1;
on voit facilement que |v| >k,|x].

I1 s’en suit que:

[ 190 u<l+ﬂ>'2[b<vw)]<u¢n4 s = Rlx| o,
1 et 2 prouvent que P(x)<ks|x| PP pour tout x différent de I’élément
neutre 1 de V.
3) Un calcul élémentaire montre, grace a 1 et 2 que P est dans Ly (V);
par conséquent ¢ est un multiplicateur de 4g(V’) d’aprés la proposition.
b) Pour terminer la preuve du corollaire, il reste a voir que la norme dans
Lyss (V) de la fonction:

@) = | |ode0)—.0) 7m0 b(ow)do

est dominée par une constante indépendante de €.
Soit veV, v=exp X exp Y, alors il est facile de voir que:

D, (exp X exp V) = &~ @+20PP(exp £X exp E2Y).

Comme @ est dans Ly .(V), il est facile de vérifier, a partlr de la formule
ci-dessus, l’assertion que nous voulons prouver.

Corollaire 2. Soit t un nombre réel, alors la fonction V,, ¥ (v)= p"[b(vw)],
est un multiplicateur de Hg(V').

Preuve. Montrons que la fonction
(o) = | 19na0) =) 2 PP ww)) o

est dans Ly ..(V) et appliquons le résultat de la proposition.

Soit s un nombre réel que nous choisirons aussi grand que nous voulons.
Soit k4% la constante donnée par le lemme 7 de [5]: pour tout couple (v, x) de
points dans V tels que |v|<|x|, la valeur absolue de 1—(|xv|/|x|)?** ne
dépasse pas &} |v]|/]x].

Distinguons deux cas:

i) [t]<1/(p+2q), nous allons decomposer ¥, en deux morceaux:

@) = |9ru(0) (%) |62 (20)do

191 <10~ S/K5) |z
x0)— () |2 P2 b(vw)]do .
Slvl>(m“/k§)lx||1lr'( )=l e [6(ve)]
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ii) |¢] >1/(p+2g), on pose:

() = | ¥u0)— () o) o

lol< {107 5121} /{ka’ 12) (p+29))

[re(%0) —ri(x) |2 P2 [b(vw)]do .

ghll>(10"lxl}/(k3’Itl(p+2q))

A de légéres modifications prés, i se traite comme ii; nous nous occuperons
seulement de ii. Pour cela nous écrirons W,=I,+1, ol chaque terme a une
définition évidente d’aprés le découpage ci-dessus.

Si I'on choisit s assez grand, on peut supposer, dans I, que |v|<<|x]|/4;il
est alors facile de vérifier que:

p+2¢ 72
[ (#'x‘” ') ] WO b(0m)do
lol< {10511}/ kg’ (11D (p+29)) J2|

p+2q )2
[ _(M ] w2 b(vw)]do .
lol< {10312 /{kg’ (11 (p+29)) EZ|

L(x)<kltl*
<ké|tlzs

Le passage de I'avant derniére ligne & I'inégalité ci-dessus résulte du fait
que Log(1+u)<k§ |ul, si |u|<1/4.
Nous avons I’'inégalité suivante d’aprés [5]

2
I (%)< ﬂ [ X ||+l YIIZ]I—[(1+B)(p+Zq)]/4+ldXdY

| x| Sm<1o—*((l:n)/u,qn(,,+24>)
SR | t|Poran) | x| RO

Par ailleurs, on a une inégalité analogue pour I,
Il s’en suit que pour tout x différent de ’élément neutre de V,

W (x)<kE | x| ~POT20(14 | ) |Pot2az

Par conséquent W, est dans L, ..(V), ce qui termine la preuve du corollaire.
Remarquons qu’il est facile de voir que la norme de ¥, comme endomor-

phisme de 4z ne dépasse pas k(14 |¢|)P@+20/2,
Pour énoncer le dernier résultat de cette partie nous aurons besoin de la:

DEFINITION.  Soit g un point de G et soit =z un nombre complexe. On définit
un opérateur m, sur les fonctions C7(V) par la formule:

(&) () = p"™2[b(vg)]f[g(v)]
on vg=b(vg)g(v) est la décomposition indiguée au paragraphe 1.

ReMARQUE. Comme la décomposition G=MANV n’est pas, en général
vraie, pour tout vg, nous adoptons ici la convention classique (voir [5]).
Nous avons le résultat suivant:
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Théoréme 4. Soit =081, avec 0<B<1/(p+29), alors =, est uniformé-
ment bornée sur Hg: il existe une constante k>0 telle que:

7esil @ Il gy <E(1+ | £])PH22) f]] gy .

Preuve du théoréme.

Ce théoréme est une simple conséquence du corollaire 2. En effet, nous
allons voir que 7zg,; est une représentation uniformément bornée sur Jg(V')
si et seulement si W, est un multiplicateur de Hp(V) ou ce qui revient au méme,
si g, (wo) est un opérateur borné sur (V). Pour cela, nous reprenons un
argument de R. Lipsman.

1) Soit B=MAYV, alors la restriction de Tprir 2 B est unitaire.

a) SigeV, b(vg) est 'élément neutre de MAN, pour tout vEV; par
conséquent, zg;(g) vaut Popérateur unitaire 7p(g) sur Hp de 'introduction.

b) SigeM, mp..(g)=ms(g) et on a encore un opérateur unitaire sur K.

c) Sig=decAd, pour tout vEV, b(vg)=d, mp.i(g)=e""%Drs(g); on a
alors la méme conclusion qu’en a) et b) puisque |e#°8@ | =1,

2) D’aprés la décomposition de Bruhat, G=BU BwB: I'assertion 4 prouver
est alors une simple conséquence de 1).

REMARQUES.
a) On déduit facilement du théoréme, d’aprés la dualité (I, H_g) que

”H—Bi-it(g)f“j[_p<k(1+ |t|)3(154—211)1/2||f“'-q[_‘B .

b) D’aprés un résultat non publié de R. Lipsman, ce théoréme prouve
aussi I'existence des représentations uniformément bornées pour un groupe de
Lie semi-simple, non compact quelconque, non équivalentes 2 une représenta-
tion unitaire. Nous rentrerons dans les détails dans un autre article.

2. Construction d’une famille analytique d’opérateurs

Nous nous proposons de construire une famille analytique d’opérateurs,
pour obtenir des estimations L, des coeflicients d’une des représentations de la
série principale.

Pour cela nous aurons besoin des:

1°)  Notations.

Soit S,={veV, |v|<n}; soient X; la fonction caractéristique de S, et X,
celle de S, S;'. Soit O<,8<L.

p+2q
On pose p,(v)=p""P2b(vw)]X,(v) et pour toute fEL,(V), on définit

K, f©) = X30) | e’ o780 f(@')do"
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Remarquons alors que:

i) Si f est a support dans S,, <K,f,/>=<Q(R)f,f>>0..

if) Soit 7, une approximation de I'unité, C7(V),

Comme lim ||p,#7e— p,l|,0»=0, il est clair que K, est un opérateur com-
28>0

pact dans L,(S,).
iii) Il s’en suit qu’il existe une base orthonormée {p,} de L,(S,) et une
suite o; de nombre strictement positif (car K, est positif) tel que: pour toute

JELLS,)
K, f(v) = 2 a,a1p,(v)

ou les a,; sont les coefficients de f par rapport & la base {@;}.
2°) Pour tout 2, dans la bande |Re 2| <<[3, on définit I'opérateur K; sur
Ly(V) par la formule:

2.1 Kife) = 3 ai’ap,(®) o a,=S f@)P(0)do .

Sa

Soit A: V—C une fonction C7 qui vaut 1 sur un voisinage de 1’élément
neutre de V, 4 support contenu dans {v, |v|<1}.
On note B, I'opérateur de multiplication par la fonction

h(exp Xexp Y) = h(explXexp ~1-2 Y).
n n
Pour éviter des vérifications fastidieuses et inutiles par la suite, posons:

K :af(0) = 3 ai®api(0)

ot les g, sont définis comme précédemment (2.1).
Si ge G, définissons

R7.n(8) = KiliuBuw (8)BupK wi?

oll 7, est la représentation définie précédemment.
Nous prouverons alors le:

Lemme 5. Pour tout couple (U,, U,) de fonctions de L(V), <R% .(g)U,, Uy
est une fonction analytique dans la bande |Re x| < et

Sup | <R, u(&)Us, U | <ki(1+ [ Im 5 YO0 U1 U,

Preuve. Nous remarquerons d’abord que pour toute fonction f & support
dans S,

K EF DR flly =1 f1] g5 KT R F ] gy = 1If Iz
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Alors I'application fi— K, ®+/2f est une isométrie de L,(.S,) sur le sous-
espace de g constitué des fonctions & support dans S,.. L’application duale
est donc une isométrie de cesous-espace sur L,(S,), mais ce n’est autre que
K ®+ivlz; par conséquent pour toute f & support dans S,, nous avons:
KR f =1 £l

Pour prouver le lemme, il suffit, d’apres la construction de R;, ,(g) de con-

sidérer le cas ou Ulzﬁ a,p;, Uzzzm} bp,.
) 0

Pour prouver I'analyticité de <R .(g)U,, U,), il suffit de le montrer pour
U,=p,, U,=@, par exemple. Comme ¢; est fonction propre de K, elle est

dans L (V) pour tout s<—1~—g——=r5. Par ailleurs

Raal@po 2> = | 2L Dhpd(©)hipd(@MoaifPocs ™.

L’analyticité de cette fonction résulte simplement du fait que @, EL, (V)
et de la définition des représentations z,.
Passons 4 P’estimation de <R}, .(g)U,U,>; pour cela nous posons:

F(z) — <an.n(g)2U1: U2>-.
(1+=2)*%(p+29)
Si g=-+ B+t d’apres le théoréme 4 et la remarque du début de la preuve:
| | F(&) | <kl UIIT,

ol k; est une constante absolue.
Par conséquent d’aprés le lemme de Fragmen-Lindelof, pour tout 2
|Re 2|, <

| F(=)| <R [|Uyll,l|Ull.,
ce qui termine la preuve du lemme.

Estimation du coefficient de .
On se propose de prouver la:

Proposition 6. Tout coefficient de =, est dans L,(G), pour tout r'>2.
Preuve. 1°) Soit

C(it) = I(it) B

THEERI HORIE

la fonction d’Harischandra. Il est facile de vérifier d’aprés le comportement
asymptotique de la fonction T" que |C(it)| 2>k |t|?*2* (14 |2]) ™! (voir [8]).
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2°) Soit f une fonction de L,(G), on définit un opérateur f,,,',,(z) sur L(V)
dans la bande |Re z| <@ par la formule:

Sus@ U Up = | <Ri @)U, UDfe)g -

S #(2)U,, Uy est visiblement une fonction analytique de 2; de plus I'estima-
tion précédente montre que la norme de f,,, (%) sur Ly(V) ne dépasse pas

2.1 kl”f“[_l((;)(l—i- | Im z‘)ﬂ/z(ﬁﬂq) .
Par ailleurs pour toute f € L,(G) N Ly(G), notons:

f(”it) = SG m:(&)f(8)dg -
Alors par construction des opérateurs R}, ., nous avons I'inégalité:

1 fom all g s <EIF i)l g -

D’aprés la formule de Plancherel sphérique [12] ceci entraine la majoration:
+ o0
2.2 IR RN AR

<k {16 It <o

Soit T un opérateur sur un espace de Hilbert H; soit T* son adjoint; pour
tout nombre 1<7<<oo, on note ||T|[3; la trace de opérateur (I'T*)". L’étude
des opérateurs dont la » norme est finie est esquissée dans [6]. On pose 1/r'=
1—1/r.

D’aprés le théoréme 4 de [6], les inégalités 2.1 et 2.2 montrent que pour
tout 1<r<<2, on peut trouver a,, S, et 8, avec —B<a, <0< B, <P tels que
pour toute fonction f de L,(G) on a les estimations:

[ et izt 121y s <ml
[ W il 121y <RI

oll &, et k{ sont des constantes.

Il s’en suit que pour tout couple U,, U, de fonctions dans L,(¥’) la fonction
\I',,,',,(z)=<f,,,,,,(z) U, U>(1+2)% qui a une croissance admissible satisfait les
inégalités:

too v teo . ’ ’
[ 1w anti”ae <t |l atotinliza+ 121y e
<K NTIENTE
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+eo ’ ’ ’ ’
et [ 1w Bt ar<mU AT MU
Par conséquent d’aprés Kunze et Stein [6 lemme 26]

|, 1(0) [ = 1< F O Uy, U | <ELIFIN TN T -

Alors <Ry .(g)U,, Uy> est dans L,.(G) pour tout r'>2 et sa norme ne
dépasse pas k{||U, ||| U,l|,.
Il s’en suit que

lnl_ig <R u(8)Uy, Upp = <K oBpyi7(8)BueUy, U
est dans L,/(G) est que sa norme ne dépasse pas:
kUL T, -

Par ailleurs si U, et U, sont deux fonctions C7(V), on peut trouver m assez
grand tel que:

KK 2B i 8)BueUy, Upp = <mi(g)Uy, Up
et <m(g)U,, U, est dans L,(G) pour tout r'>2 avec

IKzo( &)U, Upll1prer <EAN UL Ul -

Par densité des fonctions C'7(V), il en découle que chaque coefficient de =,
est dans L,/(G), pour tout r'>2.

Compte tenu de I’équivalence de 7, et de la représentation quasi-réguliére
de G sur L,(K/M), nous avons prouvé le:

Théoréme 7. Soit G un groupe de Lie semi-simple, de centre fini, non
compact, de rang réel égal a un. Toute fonction fEL,(G) 1<r<2, définit par
convolution un endomorphisme borné sur L,(G).

Il suffit de remarquer I’équivalence entre ce résultat et la proposition pré-
cédente établie dans [1].

Ce travail a été redigé en méme temps que M. Cowling trouvait une preuve
du théoréme de convolution de Kunze-Stein pour les groupes de rang un.

Maintenant il a publié une démonstration générale de ce théoréme voir
“Annals of Math., Vol. 107, 209-234, 1978.” Mais la preuve que nous don-
nons ici permet d’obtenir le controle des coefficients de certaines représentations
de la série complementaire sphérique, résultat que I’on ne peut obtenir par sa
méthode.
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