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COBORDISME DES SURFACES PLONG EES DANS S*
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Abstract

We show that a closed connected surface embeddesti= 9B° bounds a
handlebody of dimensio3 embedded inB® if and only if the Euler number of
its normal bundle vanishes. Using this characterization, skow that two closed
connected surfaces embeddedsthare cobordant if and only if they are abstractly
diffeomorphic to each other and the Euler numbers of theimab bundles coincide.
As an application, we show that a given Heegaard decompnsdf a 3-manifold
can be realized ir§5. We also give a new proof of Rohlin’s theorem on embeddings
of 3-manifolds intoR®.

1. Introduction

Lensemble des classes de cobordisme ogietesn -spbres plonges dansS"*?
forme un groupe avec la somme connexe commeéraimn. Dans [19] Kervaire a
monte que ce groupe est trivial powr pair, c'éstlire qu’'une tellen -spire borde
toujours une boule de dimensien +1 plé@&egdans la boul&™*® de dimensiom +3.
En particulier, toute 2-sgite plon@e dansS* borde B2 plongee dansB®.

Nous étudions ici le cobordisme des surfaces compactes sansptmmgees dans
S4. Par analogiea la cefinition classique du cobordisme des nceuds, n@ifimidsons

Deriniion 1.1.  Soient My et M, deux surfaces plorags dansS* qui sont
diffeomorphesa la néme surface compacte sans bdd  abstraitement. On fixe une
orientation de la spire S* et la splere avec l'orientation inverse est et par—sS*.

On dit que My et M, sontcobordantess'il existe une sous-vaie propreX deS* x
[0, 1] telle que

(1) X est difefomorphea © x [0, 1],

(2) aX = (Mg x {0} U (My x {1}),

ol M}, désigne le miroir deMy et les varetes d (§* x [0, 1]) = (—S* x {0}) U ($* x {1})
sont oriengées.

Le second auteur souhaite remercier 'IRMA ainsi que I'Uréit¢ Louis Pasteur de Strasbourg
pour leur hospitalé durant la peparation de cet article.
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Lorsque My et M; sont orienées, alors on dit qu'elles sonbbordantes orieres
si elles sont cobordantes avéc  or@mtetdX = My x {0}) U (M7 x {1}), o —M
désigne le miroirM, de Mo avec I'orientation inverse.

Remarquons que cette relation deobordisme est cfinie pour les sous-vates
de dimension 2 des*%, et non pas pour les plongements. Dans le cas des plongements
la relation correspondante est aggek concordance (voir la Définition 3.4).

Dans cet article nous montrons d’abord qu’une surface cotapsans bord et
connexe (orientable ou non-orientable) pléagdansS* est le bord d’un« handle-
body» de dimension 3 plorig dansB® si et seulement si le nombre d’Euler du &br
normal est nul (c.f. Corollaire 2.5). En fait, noug&fohissons une structure Pin pour
toute surface compacte sans bord pleaglanss* (voir le §2). Ensuite nous montrons
que si le nombre d’Euler d’'une telle surface connexe s’anmnalors pour chaque iden-
tification entre la surface et le bord d'unhandlebody qui est compatible avec les
structures Pin , il existe un plongement d'urhandlebody dans B® dont la restric-
tion sur le bord cincide avec cette identification (c.f. &eme 2.3).

L'idée de la é@monstration est essentiellement l&me que celle de Kervaire.
Nous consiérons une sous-vé@te V de S* qui admet la surface pour bord, ensuite
nous faisons des chirurgies pldres surV dans3®. Pour cela, nous montrons qu'il
existe un cobordisme Pin de dimension 4 avec bord quiés®rdpose en anses uni-
guement d’indice 2, entre la vate V munie de la structure Pin induite par I'unique
structure Spin des*, et un « handlebody de dimension 3 muni d’'une structure Pin .

Comme corollaire du Téoeme 2.3 nous obtenons alors un analogue &hultat
de Kervaire, c’esk-dire que deux surfaces (oriées) compactes sans bord et connexes
sont cobordantes (origggs) si et seulement si elles sont &iffnorphes abstraitement
et les nombres d’Euler de leur flomormal sontegaux (c.f. Corollaire 3.1). Nous en
déduisons en particulier que le mdde commutatif des classes de cobordisme des sur-
faces oriertes, compactes sans bord et connexes plemglansS?, avec la somme
connexe comme d@pation, est isomorphe au mdde des entiers positifs (c.f. Re-
marque 3.2). Nous avons aussi désultats correspondants dans le cas non-orientable
et dans le cas non-orignt(c.f. Remarque 3.3). Noustudierons aussi la d#fence
entre cobordisme et concordance des surfac@da @oncordance est une notion de co-
bordisme éfinie pour les plongements (c.f.ébnition 3.4).

Dans let4, des ésultats relatifs aux&ompositions de Heegaard sor@nbntés,
et nous donnons une nouvell@rdonstration du #oeme de Rohlin [29] sur le plon-
gement des vagies de dimension 3, orientables ou non-orientables, &3n.f. Co-
rollaires 4.1, 4.2 et 4.3). Plus guissment, nous montrons que toutécdmposition
de Heegaard d'une vate de dimension 3 peldtre ealie par un plongement dans
§% = BS Uy B® ayant une intersection transverse aveémliateurS* = 9B® tel que $*
rencontre la vaété plongee exactement le long de la surface de Heegaard. Nous mon-
trons aussi que la surface pldreg dansS* obtenue comme section de cécdupage
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peutétre choisiea I'avance.
Les auteurs souhaitent remercier Susumu Hirose, Seiichdda et Masamichi
Takase pour des remarques utiles.

2. Surfaces dansS' qui bordent un « handlebody» dans B®

Dans ce paragraphe nous donnons une danaation des surfaces compactes sans
bord et connexes plokgs dansS* = 9B® qui bordent un« handlebody de dimen-
sion 3 plong dansB®.

Soit M une surface compacte sans bord panganssS®. D’abord nous éfinissons
une structure Pin sub . Une structure Pin sur uneé@iX est la classe d’homo-
topie d’une trivialisation deT’'’X @ d&tX @ ¢V au-dessus du 2-squeleileT X est
le fibré tangent deX , dgtX est le féorien droite) d’orientation d& etV est le
fibré vectoriel trivial de dimensiorV  suffisamment grande. Repans qu’'une telle
structure esequivalentea une structure Spin st  est orientable.

Comme M est caragtistique, i.e.M vue comme sous-\@# de S* repesente
la classe d’homologiex coefficientZ, duale a la seconde classe de Stiefel-Whitney
de S4, il existe une structure Spin sui*\ M et donc une trivialisation du fibrtan-
gent stabilié de S* au-dessus du 2-squelette S M qui ne sétenda aucun 2-disque
transversed M. PuisqueH (5% Z,) = 0, une telle structure Spin est unique (c.f. [12,
p.115] ou [22, Theorem 2.4]). Alors cette structure Spin Stk M induit une unique
structure Pin suM (c.f. [6, Proposition 2] ou [22, Lemma §.2]

Pourg > O, désignons pard, le« handlebody orientable de dimension 3 de
genreg ; c'esti-dire queH, se @&ompose en une boule de dimensior 3aquelle
on a attach g anses d’indice 1 orientables simukament sur le bord de cette boule.
De méme nous ésignons pat, l& handlebody non-orientable de dimension 3 avec
g anses d’indice 1 non-orientables. Remarquons que le borl dest la surface com-
pacte sans bord orientable de gegre gmoparX:, , tandis que le bord dg  est une
surface compacte sans bord non-orientable de genre nemalle 2 , n@e parNo,.
Dans ce qui suit, nousédignerons pak, |& handlebody H, dans le cas orientable
et I, dans le cas non-orientable.

Derinimion 2.1.  SoitM une surface compacte sans bord et connexe ggodgns
$4. On suppose que la surfadd pléegdanss* est connexe de genrg  si elle
est orientable, ou bien de genre non-orientable 2 si ellenestorientable. Soit
Y : 9K, — M un diffeomorphisme. On dit qu¢y est Pircompatiblesi la struc-
ture Pim surdK, induite payy 8tend surk, .

Dans ce qui suit, on suppose que la & hs* est orienke. Pour une surface com-
pacte sans bord et connex¢ pléegdanssS?, désignons pae ¥ X Z le nombre
d’Euler du fibé normala M dansS*. Remarquons que M ) est toujours nuldgi  est
orientable, par contre s¥  est non-orientable alo® ( ) @& non-nul. D’'apgs la
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congruence de Whitney [36] nous avoasV (=) ¢ ® ( ) (mod 4),g¢M) designe le
genre non-orientable d&/ . Donc en particulieres ( ) = 0,salpr=g (M) est pair
et M borde abstraitement lehandlebody non-orientablel, ;.

RemARQUE 2.2. En fait, siM est une surface non-orientable, compaatse bard
et connexe de genre non-orientale pleagianss?, alors on a

e(M)e{—-2g,4— 23, 8- %,..., &}

(c.f. [25, 18, 36]). Rciproquement, tout entier dans I'ensemble ci-dessus ptat
réali® comme le nombre d’Euler du flbmormal d’'une telle surface ploeg danss*
(voir la construction dans la Remarque 3.3 §8).

Si M est orientable il existe toujours une sous-&@riV orientable, compacte et
connexe de dimension 3 d&* telle quedV =M (voir, par exemple, [7, 8], [5,
Lemma 2.2], [2]). On appelle une telle vé# V hypersurface de Seifede M . Dans
le cas @ M est non-orientable, une hypersurface de Seifert (n@ntable) existe
si et seulement ¢ M ) =0 (c.f. [9, p.67] ou [18]).

Pour une hypersurface de Seifért , l'unique structure SpinS$$ induit une
structure Pin  surV  (c.f. [6, Proposition 1]). Remarquons ge#e structure induit
sur le bord la structure Pin suw éfinie peccdemment au @&ut de ce paragraphe
(c.f. [6, §2]).

Théoreme 2.3. Soit M une surface compacte sans bord et connexe pbuigns
S4=9B° et soity : 9K, — M un diffomorphismeoll K, est le « handlebody de
dimension3 avec g anses d'indicd. Alors il existe un plongement : K, —» B®
dont la restriction sur le bord docide avecy si et seulement M) = 0 et  est
Pin~ compatible

Démonstration. D’abord supposons qu'il existe un plongemertomme dans le
theome et soity son image. On peut supposer fue  est trans¥exBe.

Si M est orientable, on aM )=0. 37 est non-orientable, lefibrnormala
U dansB® a pour classe d'orientation celle d¢ . Donc la classe d’Egjedu fibré
normala M dansS* est la restrictiora M de la classe d’Euler; de [ides classes
d’Euler sont consiérées commelements des cohomologiascoefficients tordus. Dip
les égalies

e(M) = (em, [M]) = {ev. ix[M])=0,

ou [M] est la classe fondamentale d¢ iet M:— U est linclusion.

Commee (M ) s’annule, une hypersurface de Seifert pdur  exixesicktrons
la variett compacte sans bord = V U U de dimension 3 plore dansB®. Alors
comme pourM C S* on peut munirV d'une structure Pin , celle-ci induit la struc-
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ture Pin surV éfinie ci-dessus (c.f. [6§2]). Ainsi la structure Pin suM &tend
sur U, et le diffomorphisme) est Pin compatible.

Réciproquement supposorsM( ) = 0 et que le&difhiorphisme/ est Pin com-
patible. Considrons la vag® (abstraite)V =V U, K, obtenue en collait &t
le long de leur bord paty ; cette véate V est compacte sans bord et connexe de di-
mension 3, et elle est orientable & 'est. De plus comne  @st Bompatible,
V admet une structure Pin dont la restriction $ur incae avec la structure Pin
définie ci-dessus.

Lemme 2.4. |l existe une vaét Pin- compacteW de dimensiof obtenuea
partir de V x [0, 1] en lui attachant des anses d'indi&le long deV x {1} telle que
oW =V en tant que vaétes Pin~, ou V x {0} est identifee avecV C V.

Remarquons qué&’  est orientableMi  I'est.

Démonstration. Rappelons que le groupe de cobordigiﬂg' des vargtes Spin
de dimension 3 est nul (voir, par exemple, [28], [19, Lemmi&/ lIp.265], [12, p.91],
[27] ou [21]). Donc dans le cas orientable, il existe une ataricompacte orientable
SpinW’ de dimension 4 telle quéWw’ ¥ en tant que &@s Spin.

Le groupe de cobordism@5™ des vargtes Pim de dimension 3 est lui aussi
nul (c.f. [1, 22, 23]). Donc dans le cas non-orientable, iisex une vaéte compacte
Pin” W' de dimension 4 telle queW’ ¥ en tant que &@s Pir .

Soit C = 9K, x [0, 1] le voisinage collier d®K, dank, p@K, est identife
avecdk, x {Q . Posonk;, &, \C. Soit po : aW' = (V x {0}) Uy (0K, x [0, 1])U
(Kg x {1}) — [0, 1] la projection sur le deug&me facteur. Alors il existe une fonction
de Morse f W' — [0 1] prolongeanp, sans point critique d’indices 0 ou 4 telle
gue ses valeurs critiques soient dans }-¢1 [ pour un certain  ffld@mment petit.
On consi@re une @écomposition en anses assma cette fonction de Morse dont les
anses d'indice 1 sont attaebsa V x [0, ¢] et les co-anses des anses d'indice 3 sont
attacleesa K, x [1—e, 1].

On consiére les cercles unions desnes (resp. cames) des anses d'indice 1
(resp. 3) et d'arcs propres d& x [0 ] (resi; x He, 1]). Dans le cas
non-orientable, on choisit les arcs de telle néagique ces cercles conservent I'orien-
tation deW’ . Ceci est possible c& £, [z  sont non-orientablesicDes voi-
sinages de ces cercles sont munis des structures Spinesichdt la structure Pin  de
W’. De plus on peut supposer que les cercles sont disjoints.

Maintenant on modifieW’ , en faisant deschirurgies Spim sur les cercles.
D’apres [34,85], la varétt Pin- W ainsi construite a le @me bord queW’ , et de
plus W se écompose uniquement avec des anses d'indice 2. ]

Revenonsa la cemonstration du Téo®me 2.3. Comme les cerclesi des anses
d’indice 2 sont attadkes peservent l'orientation d&/ , il existe un champ nornaal



756 V. BLANLEIL AND O. SAEKI

V dans $* le long des cercles. Donc par I'argument de Kervaire [19, pithe Il
§3] (voir aussi [20]), on peut attacher les anses d'indice 2lad@lécomposition de
W ci-dessus dans3®. Cela prouve queW se plonge daB$ de telle marére que
V x {0} correspondea V C S* et doncoV =M est le bord du handlebody
K, C W plongg dansB®. De plus lidentification entr&yk, eM est dode par
le diffeomorphismey . O

Corollaire 2.5. Soit M une surface compacte sans bord et connexe p®agns
S4 = 3B5. Alors il existe un« handlebody de dimension3 plonge dansB® dont le
bord cdncide avecM si et seulement&iM) = 0.

Démonstration. D’agrs le Theoeme 2.3, la nullé du nombre d’Euler du filr
normal est Bcessaire. &ciproquement, supposorsM( ) = 0. Dans le casM est
non-orientable, par la congruence de Whitney [36], le gerom,-orientable deV est
pair, notons le 2 . Dans le cas orientabl&signons parg le genre d& . Alors,
par le Treoeme 2.3, il suffit de montrer qu'il existe au moins un @dmorphisme
Y 0K, — M qui est Pin  compatible.

Pour cela, rappelons que I'ensemble des structures Pin aswuifaceM est
en bijection avec les formes quadratiquels(M;Z,) — Z4 assodkes a la forme
d’intersection modulo 2 de la surface (c.f. [22, Theorem] 2@ [4])!. D’apres [22,
Lemma 3.6], linvariant de Brown, urgélement deZg, de cette forme quadratigtie
s’annule si et seulement si la surface Pin correspondamtiehme vagéte Pin® com-
pacte de dimension 3. Donc l'invariant de Brown de la surfatanunie de la struc-
ture Pin  cfinie ci-dessus s’annule, puisque sa structure Pin estténghar celle
d’'une hypersurface de Seifert.

D’'une part, on munitk, d'une structure Pin quelconque, etsalar structure
Pin~ induite sur le bord K, est aussi d’invariant de Brown nul.

D’autre part, une forme quadratique modulo 4 $iy(M;Z,) assocke a la forme
d’intersection deM modulo 2 estetermiree par l'invariant de Browra un automor-
phisme pés (c.f. [12, pp.99-101]).

Le lemme suivant regroupe legsultats connus pour les surfaces orientables et
non-orientables.

Lemme 2.6. Soit M une surface compacte sans bord et conn@kars tout au-
tomorphisme def;(M;Z;) qui préserve la forme d'intersection modubest ealise
par un difeomorphismeEn outre si M est orienée alors tout automorphisme est
réalis€ par un diftomorphisme qui @serve l'orientation

1Dans le cas orientable, ces formes se reduigedés formes modul@.
2Dans le cas orientable, Iinvariant de Brown &sluita I'invariant de Arf et est cons&fé comme
un élement dez,.
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Dans le cas orientable, le groupe des tels automorphisniesngende par des
transvections (c.f. [10, Chapter 3]). Comme chaque trastgwe est induite par un
twist de Dehn, nous avons le lemme. Le cas non-orientabled@sbnte dans [26]
(voir aussi [24]).

Avec ce lemme il existe toujours au moins un @dmorphismey 39K, - M
qui est compatible avec les structures Pin , et ceci cétegdh émonstration du Co-
rollaire 2.5. [l

ReEMARQUE 2.7. Pour illustrer la condition de compatib@ipar rapport aux struc-
tures Pin dans le oeme 2.3, consigfons par exemple le tor&  trivialement
plongg dansS?, i.e. T est le bord du voisinage tubulairé  $* x D? d’'un noceud
trivial dans $3 c S% Remarquons que3\ N est diffomorphea D? x S'. Posons
w={x}xdD?> Cc T etr =S x {x} c T. Alors le toreT ne borde dang8® au-
cune varétt compacteH de dimension 3 telle que krgrateur du noyau de I'hnomo-
morphismeH:(T; Z,) — Hi(H;Z5) induit par I'inclusion soit engendrpar la somme
des classes represéas parn eb , d'ags [11, Lemme 1].

RemARQUE 2.8. Dans le Thoeme 2.3, on peut remplacer lehandlebody par
n'importe quelle vaét a bord de dimension 3 de la man¢ suivante.

Soit M une surface orientable (resp. non-orientable), catepaans bord et
connexe plonge dansS* avece () = 0. SoitZ une vaié orientable (resp.
non-orientable) compacte et connexe de dimension 3 qumpleortelle quedZ soit
diffeomorphea M abstraitement. On dit qu'un d#dmorphismey 09Z — M est
Pin~ compatiblesi la structure Pin sudZ induite par é&tend surZ . Alors en uti-
lisant le néme argument que dans l&rdonstration du Téoeme 2.3, on peut montrer
que pour un diftomorphismey 9Z — M , il existe un plongemefit— B> dont la
restriction sur le borddZ dacide avecy si et seulement@i  est Pin compatible.

RemArRQUE 2.9. Nous pouvons comparer le Corollaire 2.5 dans le cas non-
orientable avec leésultat de [15] suivant : une surfadé non-orientable, camepa
sans bord et connexe pldig dansS* borde un« handlebody non-orientable plorg
dansS* si et seulement sM  est triviale (au sens de [15]p & ( )=0.

3. Cobordisme des surfaces plories

Comme consquence importante du €heme 2.3 nous avons

Corollaire 3.1. SoientM, et M; deux surfaces compactes sans bord et connexes
plongges dansS*. Alors elles sont cobordantes si et seulement si elles sifféod
morphes abstraitement ei{(My) = e(M1). Dans le cas @ elles sont orierétes elles
sont cobordantes oriegés si et seulement si elles onéme genre
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Démonstration. Supposons qud, et M; sont cobordantes. Comme dans la
demonstration du Téoreme 2.3, on peut montrer Mp) = ¢(M1) et donc la &cessi
est évidente. Pour montrer la suffisance, d'abord supposons Mueet M; sont
orienées et de @me genreg .

Soit By une petite boule de dimension 4 dasfset notons la boules* \ By par
Bs. A isotopies pes, on peut supposer qudy N By = M1 N By = A est un 2-disque
et que By, A) est difomorphea la paire g4, B?) standard. On peut aussi supposer
gue My et M; induisent la néme orientation suA

Dans ce qui suit, on consite M; plonge dansS* x {i}, i = 0, 1. On noteA x
{i} ¢ $* x {i} par A;,i =Q 1. Notons

(3.1) M =M\ AU (0A x [0,1]) U M7\ AL

On munit M de l'orientation qui est compatible avec celles-dd, et M;. La variete
M est une surface oriege, compacte sans bord et connexe de gepre 2 @odgns
3(Bs x [0, 1]) = S*. En fait, M correspond: la somme connexe deM) et M;. Re-
marquons que la structure Pin slf  est compatible avec addlesM; et M;.

Soit ¥, la surface orientable, compacte sans bord et connegemieg et posons
£2 =%, \ IntB% Remarquons qué& E? x [0, 1] est difitomorphea Hy, et que

OF = (22 x {0}) U (032 x [0, 1]) U (22 x {1}).

Comme le groupe des d#bmorphismes (qui pservent l'orientation) d'une sur-
face orientable agit transitivement sur les structures Ritinvariant de Brown nul
(voir la demonstration du Corollaire 2%)il existe un diftomorphismey My — M1
qui est compatible avec les orientations et les structumes, Rt tel quep Ag) = Aj.
En particulier, il existe un diflomorphismed Ho, = 0F — M Pin~ compatible tel que
Eg x {i} corresponde& M; \ A;, i =0, 1. Ainsi par le TRoeme 2.3, il existe un plon-
gement deF dan$s x [0 1] tel quEY x {i} C OF corresBondeém cMm,
i=0,1, et tel queBZg x {t} C OF correspondex dA x {t} C M pour toutt € [Q 1].

Finalement I'union de l'image du plongement de  dahsx , [0 1jet O, 1]
donne le cobordisme origntiesiie entreMy et M;.

Maintenant, consigrons le cas non-orientable. Supposons qudy) (= e(My)
et que My et M; ont meme genre non-orientable . Comme dans le cas orien-
table, consiérons la surfacel é&finie par (3.1). La vaétt M est une surface non-
orientable, compacte sans bord et connexe de genre nariarie 2 plonge dans
d(Bs x [0,1]) = S§* qui corresponda la somme connexe dM(‘) et M;. Ainsi on a
e(M) = —e(Mo) + e(My) = 0.

D’apres [11], [12, p.98] ou [22, Theorem 6.3], le nombre d’Eulerfitué normal
e(M;) caincide avec B ¢; ) modulo 16,U08(q;) € Zg est l'invariant de Brown de la
forme quadratique;; ass@a a la surface Pin M; ;| =,0 1, et 2Zg — Z4 est

3Ces structure®in~ correspondent exactement aux structuses d’invariant de Arf nul.
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le monomorphisme &fini par 1+ 2. Donc comme M) = e(M;) les invariants de
Brown de My et de M; coincident. Comme on a vu dans I&monstration du Corol-
laire 2.5 il existe un difomorphisme entrdf, et M; qui préserve les structures Pin .
En particulier, il existe un difomorphismedl, = 9F — M qui est Pim  compatible
tel que N x {i} correspondéy M; \ A;, i =0, 1, di N) = N\ IntB? F =N x [0, 1]
et N, désigne la surface compacte sans bord et non-orientablerde gen-orientable
g. Donc a l'aide du Theoeme 2.3, on peut montrer qudy et M; sont cobordantes
comme dans le cas orientable. U

RemarRQUE 3.2. Consiérons I'ensemble de toutes les classes de cobordisme des
surfaces orietes, compactes sans bord et connexes plemglanss®. Cet ensemble
est muni d’'une structure de mdide commutatif avec la somme connexe oment
comme opration. De plus lesésultats ci-dessus montrent que ce nidaoest iso-
morphe a celui des entiers positifs,lol'isomorphisme est dorfnpar le genre de la
surface plonge. Ce ésultat est comparabke celui de Vogt [31, 32].

RemARQUE 3.3. Soit RP2 (ou RP?) le plan projectif trivialement plorigy dans
54 tel quee RP2) = 2 (resp.e RP%) = —2). Pour un couplek(! ) d’entiers po-
sitifs tels quek + > 1, soitV,; la surface plogy dansS* obtenue en faisant
la somme connexe dé  copies &P? et [ copies deRP2. Remarquons d’abord
que les surfacesV,; donnent tous lesmiceuds triviaux au sens usuel (c.f. [15]),
et ensuite quee Ni;, ) = 2(— [ ) et que le genre dg, eghla k +1. Les
résultats ci-dessus montrent donc que toute surface nentable, compacte sans bord
et connexe plonge dansS* est cobordanté une et une seul&,; pour certains en-
tiers k etl. Ainsi les surface®/,; servent de éEgmntants complets des classes de
cobordisme.

Comme dans la Remarque 3.2 coms@hs I'ensemble de toutes les classes de
cobordisme des surfaces non-orientables, compactes smdseb connexes plogs
dansS*, ol I'on rajoute la classe de cobordisme des 2esph plonges danss. Cet
ensemble est muni d'une structure de mideocommutatif avec la somme connexe
comme opration (I'ajout de la classe des nceudsé&ijgues permet d’avoir uglement
neutre). Les &sultats ci-dessus montrent que ce midaoest isomorphé celui des
couples d’entiers positifs, et 'isomorphisme est dorpar

(M] > <2g(M)+e(M)’ 2g(M)—e(M))’
4 4
ou [M] désigne la classe de cobordisme de la surface gleng etg (1 ) le genre
de M.
Si I'on consickre I'ensemble de toutes les classes de cobordisme desesurfa
compactes sans bord (orientables ou non-orientables) reteges plonges danss?,
alors le monide correspondant est isomorphe au nideodes classes de triplets
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(j, k, 1) d’entiers positifs, @ la relation déquivalence entre deux triplets est engéedr
par

(k) ~ (O, k+j,1+j) pour k + > 1

Maintenant consigrons les plongements des surfaces au lieux des sow@esgade
dimension 2 plonges danss*.

DerinTioN 3.4.  Soit T une surface compacte sans bord et sofenty — S%,
i =0, 1, deux plongements. On dit quig et f1 sontconcordantss’il existe un plon-
gement propred X x [0 1} S*x [0, 1] tel que ®|spy =fi X x {i} — S* x {i},
i=0,1.

Alors, comme corollaire du T@oeme 2.3 on obtient

Corollaire 3.5. Soit ¥ une surface compacte sans bord et connélars deux
plongements d& dan$* sont concordants si et seulement si les structi?as in-
duites par ces plongementsinoident et les nombres d’Euler du féomormal sont
égaux

Démonstration. La @monstration du Corollaire 3.1 implique la suffisance. Sup-
posons maintenant que deux plongemefits © <> §4, i =0, 1, sont concordants. Soit

s; la structure Pin su& induite pafi i, 50 1. Alors comme dansédmanstration
du Theoeme 2.3 on peut montrer que x ,[0 1] est muni d'une structure Pin q
induit les structures Pins; SUf x {i} i, 50 1. Aing et s; coincident. O

RemMARQUE 3.6. Pour chaqueg > 1, on peut construire deux plongements
fi 1%, - S$% i = 01, qui ne sont pas concordants) &, désigne la surface
compacte sans bord orientable de gepre . En fait, pour nlirapguel plongement
fo: £, — S% on peut trouver un diomorphismer X, — ¥, qui j@serve l'orien-
tation mais qui ne f@serve pas la structure Pin induite p@r Alors fy et f1 = fooh
fournissent un tel exemple.

Rappelons que le groupe des ddmorphismes (qui pservent I'orientation) d’'une
surface orierie compacte sans bord agit transitivement sur les stresc®ire d'in-
variant de Brown nul (voir la @monstration du Corollaire 2.5). Ceci implique que
le nombre des classes de concordance des plongements ditfaeesoriente com-
pacte sans bord de genge est dorpar le nombre des structures Pin d'invariant
de Brown nul sur cette surfateCe nombre, né par Az, , est don par Az, =
26=1(2¢ + 1) (c.f. [17, p.373)).

Ceci implique que les deux notions, cobordisme et concaelasont essentielle-

4Ce nombre eségal au nombre des structurgpin d’invariant de Arf nul sur la surface.
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8] g : impair | g : pair |

0 2(e—2)/ 2(2(5:72)/2 +1)

1 || 2(=3)/ 2(2(8*1)/2 +1) 0

2 0 282

3 || 2&-3)/22-1/2 _ 1) 0

4 0 2(8=2)/2(2(e=2)/2 _ 1)

5 || 26=8)/2(2-1/2 _ 1) 0

6 0 282

7 || 26=3/2(20e-1)/2 1 1) 0

Table 1. Le nombre des structures Pin  84r avec les invar@gniBrown g € Zg.

ment differentes pour les surfaces orientables de genre 1. Remarquenpour
g = 0, ces deux notions @ucident, puisque tout déomorphisme des? qui préserve
I'orientation est isotopé l'identité (c.f. [30]).

RemarQuE 3.7. Comme dans la Remarque 3.6, on pektedniner le nombre’,
des classes de concordance des plongementé,de  Sdana N, désigne la surface
compacte sans bord et non-orientable de genre non-oriengabEn effet d’'apes la
Remarque 2.2 on a

8
Cg = Z Cg.—2g+4i
i=0

ol C, . désigne le nombre des classes de concordance des plongetaevitsdanss*
tels que les nombres d’Euler de leur &bnormal sontgauxa e¢. De plus d’'apgs le
Corollaire 3.5 et [22, Theorem 6.3{;, _2,+4 estégal au nombre des structures Pin
sur N, dont les invariants de Brown soégauxa —g + 2 modulo 8. D'autre part,
d’apres [3] le nombre des structures Pin S\ dont les invariant8rd&n sont
égauxa B est dona par la Table 1. Ceci peut sésumer par la formule

c = 2g—2(g + 1) Si I4 est |mpa|,r
87| 282(g + 1) + X5D/2 sj g est pair

RemarQUE 3.8. Soit X, la surface orieée, compacte sans bord et connexe de
genreg > 0. Limagef X, ) d'un plongemenf %, — S$* esttriviale si f(Z,)
borde un « handlebody» de dimension 3 de genrg ploagdans S* (c.f. [15]).

En combinant notre ésultat avec celui de Hirose [14], on obtienéduivalence
entre concordance et isotopie pour les plongements doninmages sont triviales.
Plus pécigment, pour un plongemenfy : %, — $* dont l'image est triviale et
un difftomorphismes X, — X, qui [@serve [lorientation, les trois conditions
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ci-dessous songéquivalentes.

(1) Les plongementgy et f1 = foo h sont isotopes.

(2) Les plongementgy et f1 = foo h sont concordants.

(3) Le diffeomorphismer paserve la structure Pin induite pd.

Remarquons que si I'image du plongemefat n'est pas triviale, alors le éme
résultat n’est plus valable erégeral. En fait, pour certains tores pldegydanssS?, il
existe des difomorphismes du tore qui ne se prolongent paseux des* mais qui
préservent la structure Pin , d'aw [16, 13].

4. Applications

Nous pésentons maintenant quelques applications deoEime 2.3 au scindement
de Heegaard des vates de dimension 3.

Tout d’abord nous donnons u@sultat qui permet une nouvell&€monstration du
theokme de Rohlin [29] sur le plongement des &&s$ de dimension 3 darR® (voir
aussi [12, p.90], [33] et [35]). Rappelons que pour toutaéarde dimension 3 com-
pacte sans bord® , il existe uné&abmposition de la forme X0 U K}, ol K/
sont des copies du handlebody de dimension 3 aveg anses d'indiceil, =0 1,
et KINK; = 9K? = 9K_. Ce type de dcomposition est applune decomposition
de Heegaard de genrg de P, et la surfaces =K§ N Kg1 est appte lasurface de
Heegaard assoée Remarquons qué est dffmorphea X, si P est orientable, tan-
dis queS est difomorphea N,, si P est non-orientable.

Corollaire 4.1. Soit P une vamte orientable (resp non-orientabl¢ compacte
sans bord et connexe de dimensi®mui admet une @composition de Heegaard de
genre g, et soit S la surface de Heegaard asseei En outre soitM une surface
orientable (resp non-orientabl¢ compacte sans bord et connexe de gear@esp de
genre non-orientable2g) plongee dansS* avece(M) = 0. Alors il existe un plonge-
ment f : P — S° = B® Uy B® qui est transverse I'équateurS* = 9B5, et tel que
fS)=f(P)NS*=M.

Démonstration.  SoitP =Kg Uy Kg1 une dcecomposition de Heegaard de genre
g de P etV :aKg1 — 8K59 un diffeomorphisme de recollement. D'&gr[22,52] par
exemple, la vaéte P de dimension 3 admet une structure Pin . Fixons une telie-str
ture sur P . Remarquons que la structure Pin induite sur leaseirfle Heegaard
est d'invariant de Brown nul. Donc il existe un diimorphismep M — § :81(;;J
qui est compatible avec leurs structures Pin  (voir &ndnstration du Corollaire 2.5).
Remarquons aussi que le @fmorphismel est compatible avec les structures Pin
induites surk et K.

Par le Tleoeme 2.3, il existe deux plongements Kg — B>, i =0,1, tels que

i

fi(@K}) coincident avecM pouf =0 1folsko = ¢! €t filax: = 97t o W, ob BY



COBORDISME DES SURFACES PLONGEES DANS $* 763

sont des copies dB°, i =0, 1. Alors la compositionfoflofﬂa,(el caincide avec¥ . En
outre nous pouvons supposer q;&eK[f,( ) est transvess? et que f; Ké NB? =
fi(dKy), i =0, 1. Ainsi le plongement obtenu en collafg et f; le long du bord est
le plongementf @sie de P dansBj Us: B = S°. O

Comme toute vaétt compacte sans bord de dimension 3 admet au moins une
décomposition de Heegaard, on a

Corollaire 4.2 (Rohlin [29], Wall [33]). Toute varétt compacte sans bord de di-
mension3 se plonge dan®R®.

On a aussi

Corollaire 4.3. Soit P une va®t compacte sans bord et connexe de dimen-
sion 3 qui admet une @composition de Heegaard de geryeAlors on peut plonger
P dans S® = B5Ug B® de telle sorte que? N S* = P NaB° soit un « handlebody de
dimension3 avecg anses de laédomposition de Heegaard

Démonstration. On modifie laétnonstration du Corollaire 4.1 de la mera
suivante. Consigrons un« handlebody» K, trivialement plong dansS* et posons
M = 3K,. On munit K, de la structure Pin induite par celle 8& Il existe un
difféomorphismey’ K, — Kg qui est compatible avec les structures Pin , ceci parce
que le groupe des d#bmorphismes d&, agit transitivement sur les structures. Pin
Posonsy ='|y M — aK?. Alors le plongement obtenu en collant’ (*2): I(g —
K, c S*et fi: K} — B} le long du bord est le plongemenésie de P dans
BS Ugs B = S°, oll f1 est le plongement construit comme dans &mdnstration du
Corollaire 4.1. O

RemArRQUE 4.4. En appliquant la Remarque 2.8, on peut montrer I'affiionasui-
vante. SoitP une vagte compacte sans bord et connexe de dimension ® et =
Zo U Z; une decomposition en deux sous-vaEs compactes et connexes de codimen-
sion O telle queS =ZoN Z1=0Zy=0Z; soit une surface connexe.

Pour un plongemeny S < S%, les deux conditions ci-dessous s@ajuivalentes.
(1) Il existe un plongemen¥ P — S°= Bg Use B} qui est transversa I'équateur
S*= B3N B} tel que¥|s =y etW Y(B)=2;,i=0, 1.

(2) Le diffeomorphismeyy S — ¥ ) =M est Pin compatible, i.e. la structure
Pin~ induite pary surlS €tend surZg et Zq, et le nombre d’Euler du filégr normal
de M =y (§) est nul.

De plus, néme si le diftomorphismey § — M n’est pas Pin compatible, on peut
choisir un difeomorphismer S — S tel que&oh soit Pin compatible.
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Apres que cet article aiéte accept pour publication, les auteurs o informes

que le cas orientable du Corollarie 3.1 avaéjadétt demonté par E. Ogasa (voir
Theorem 5.1 de l'article “E. Ogasa : The intersection of ¢hspheres in a sphere and
a new application of the Sato-Levine invariant, Proc. Anidath. Soc.126 (1998),
3109-3116"). La dmonstration prop@e par E. Ogasa estgerement diférente de la
notre et quelqueséails techniques y sont omis.
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