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Introduction*. Comme on le sait bien, un domaine dans I’espace de plu-
sieurs variables complexes satisfait au théoréme de la continuité, c’est-a-dire qu’il
est pseudoconvexe, s’il est un domaine d’holomorphie. Réciproquement, un
domaine pseudoconvexe est un domaine d’holomorphie (K. Oka [1, 2]). Dans
le présent mémoire, j’examine le théoréme de la continuité en détail et introduis
quatre nouvelles définitions de pseudoconvexité. Le but principal de ce mémoire
est de prouver que nos nouvelles définitions sont équivalentes 4 la classique. En
outre, j’étudie le rapport de la pseudoconvexité d’un domaine a celle de la section
par un ensemble analytique régulier d’une certaine sorte. Enfin j’étudie des
relations entre la pseudoconvexité et le rayon de Hartogs. Nous considérons
toujours les ensembles ouverts et univalents que nous appelons <régions® ; mais
tous les énoncés subsistent pour les régions multivalentes.

En terminant cette introduction, 'auteur se fait un honneur d’exprimer ses
remerciments les plus vifs 4 MM. K. Kunugi, Y. Toki et E. Sakai, pour I'intérét
qu’ils lui ont témoigné et pour les conseils qu’ils lui ont donnés au cours de la
préparation de ce mémoire.

1. Préliminaire. Soit D une région, c’est-a-dire, un ensemble ouvert
dans Pespace de m variables complexes 2,, 2,,***,2,, (m>1). Soit F,, 0=t=<1
une famille de surfaces analytiques définies par

Ft:zi :fi(é" t)y lgl éla 1= la 2»""m$

ou les f;(¢, t) sont des fonctions continues sur |{| =1, 0=<¢=1 et holomorphes en
¢ dans |§| <1 pour tfixe. On dit que D est pseudoconvexe ou D satisfait au théoréme
de la continuité, si nous avons toujours F,,C D pour toute famille de surfaces analy-
tiques de la forme expliquée ci-dessus et satisfaisant aux conditions Fr. F,cC D"
et F,CD pour 0<t<1.

* Ce mémoire est une exposition systématique des résultats publiés dans [5, 6].
1) Fr. F, désigne la frontiére de F,,.
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Concernant la pseudoconvexité, on sait:

Théoréme (K. Oka [1, 2]). Si une région est pseudoconvexe, toutes ses com-
posantes connexes sont des domaines d’holomorphie.

En outre on sait:

Proposition. Soit D,, n=1, 2 ,--- une suite croissante de régions pseudocon-
vexes; alors sa limite D =1im D,, est pseudoconvexe.

Soit V=V(z, 2,,**, ,,) une fonction réelle définie dans une région D. On
dit que V est plurisousharmonique dans D, si V satisfait aux conditions suivantes.

1°. Ona — oo XV <+ oo dans D.

2°.  V est semi-continu supérieurement dans D.

3°. Si L est une droite complexe définie par

;= a,—u—l—b;, 1= 1, 2,---,m ,

ou a; et b; sont des constantes arbitraires et % est un paramétre complexe, alors la
trace de V sur une composante connexe quelconque de la région

{u|(au+b,, -, a,u+tbd,)< D}
est sousharmonique ou égale a la constante — co.
Enfin on sait le lemme suivant:

Lemme (P. Lelong [3], H.J. Bremermann [4]). Une région D est pseudocon-
vexe, §'il existe une fonction plurisousharmonique dans D et tendant vers I'infini positif
lorsque le point de D s’ approche de la frontiére de D.

Soit D une région et soit (2° 2,°,-:*,25) un point quelconque de D.
Désignons par D(z,’, 2,°,***, 2, _,) la section

0 0 0
{zm|(zl » B2 9" Sm—1y Zm)ED}
de D par le plan 2,=3,", 2,=2,",***, Zpp_1=2m-,. Soit
0 0 0
Rz?,,(zl » R ’"'1zm—l)

la distance entre le point 2,, et la frontiére de la région D(2°, 2, ,***, 3m-,); alors
la fonction R, (2, 2,,"**, %,,-,) est définie et semi-continue inférieurement dans
D; cette fonction est, par définition, le rayon de Hartogs de D par rapport a z,,”>.

2. Définitions. Soit D une région dans I’espace de m variables z,, 2, ,**",
2,,; en désignant par xune des variables z; de I’espace et par y,,¥,,"**,¥,.-, les

2) Cf. K. Oka[1, 2].
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autres, définissons quatre sortes de pseudoconvexité.

DEFINITION 1. Soit F,, 0<¢<1 une famille de surfaces analytiques définies
par ‘
F,:y; = fix, 8), |[x—x,| =7, i=1,2,,m—1,

ou x, et r sont des constantes et ou les fi(x, t) sont des fonctions continues sur
|x—x,| <7, 0=<t<1, holomorphes en x sur |x—x,| <7 pour ¢ fixe, mais x,, 7,
fi(x, ) sont d’ailleurs arbitraires. Nous disons que la région D est pseudoconvexe
(0) par rapport @ x, si nous avons toujours F,C D pour toute telle famille F,,
0<t¢<1, pourvu que Fr. F,cD et F,CD pour 0<?<1.

DtFINITION 2. Soient y;=fi(x, t), i=1, 2,---,;m—1 des fonctions continues
sur |x—ux,| <7, 0=<t=1 et holomorphes en x sur |x—x,| <7 pour ¢ fixe, ou x, et
7 sont des constantes mais arbitraires. Supposons qu’on ait

(%65 J1(%05 0) s+, fom-1(%0, 0))ED

et (x, fi(%, 0),:**, fru-1(%, 0))ED pour 0< |x—x,| <7r. Nous disons que la région
D est pseudoconvexe (1) par rapport a x, si, pour tout systéme de m—1 fonctions
y:=fi(x, t) satisfaisant 4 ces conditions-ci et pour tout & positif, il existe un &
positif tel que la condition 0=#<(3 entraine 'existence d’un point x dans |x—x, |
<& satisfaisant a

(%, fi(, ) s+, frna(, 1)) ED .

DfrFINITION 3. Soient fi(x), i=1, 2,---,m—1 des fonctions holomorphes
sur |x—x,| <p, ou x, et p sont des constantes. Considérons trois domaines

C: lx—xoi <P) U’:"f.(x)l <r;, 1= 1’ 2,"',1’1—1 )
CI: P/<‘x_xol <ps ]y.—f:(x)| <ri y i: 11 2,“‘,m—1 )
CZ: Ix—xol<Py |yi_fi(x)l<ri’ ) 1= 1» 2’”'>m_1 )
ou p', r; r;" (<r;) sont des constantes. Nous disons que la région D est

pseudoconvexe (11) par rapport a x, si, pour tous tels domaines C, C,, C,, la relation
C,U C,C D entraine toujours CCD.

Concernant la pseudoconvexité (IT), nous avons la

Proposition 1. Dans la Définition 3, on peut supposer que les fi(x) sont des
polynomes et de plus que f:(x) sont non-constants.

En effet c’est une conséquence immédiate du

Lemme 1. Dans la Définition 3, soient E, E,, E, trois ensembles fermés tels
que ECC, E,CC,, E,CC,; on peut trouver trois domaines
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A x—x,| <o, |yi—pidx)| <s;, i=12,-,m—1,

A1: o' < |x_x0| <o, |y.—P;(x)| <Si i= 1) 2 »" "y m—1 )

Az: |x_xo|<0-’ |yi—Pi(‘x)|<si,’ i= 1) 2,"',”1—1,
satisfaisant a ECACACC, E,CA,CA,CC, et E,CA,CA,CC,, ou o,d’,
i, 8" (<<s;) sont des constantes et ou les p,(x) sont des polynomes non-constants.

Preuve. On voit d’abord qu’il existe de nombres positifs o, o, s;, 5;" tels

que p'<o'<o<p, §;'<r;'<<s;<<r; et que les domaines

C': |x—x| <o, | yi—fi(x)| <s: i=1,2,,m—1,

Cl:ro'<|x—x,| <o, |yi—fi(x)| <85, 1=1,2,,m—1,

G ao—ux,| <o, | yi—fil®)| <si', i=1,2,,m-1,
satisfassent aux conditions ECC’, E,CcC/, E,CC,’. Ensuite, on voit qu’il existe
un & positif tel que, pour chaque 7, on ait

lyi—fi(x)|+E<s; sur EUE,, |y,—f{x)|+&E<s;/ sur E,
et s;+&<r;, s;'+E<r;/. Enfin on voit qu’il existe de polyndmes non-constants
pi(x) tels que l'on ait
| fi(®)—pi(x)| <& sur [x—2x[=p.

Considérons trois domaines

A |x—x0[<0', |y3_P:(x)|<st ) 1= 1: 2’"')m_1 )
AI: OJ< lx—xil <o, |yi_Pl(x)| <$;, 1= 1, 2:""m—1 )
Ap: |o—x| <o, |yi—pi(x)| <s:”, i=1,2,,m-1,

Soit (%, ¥,,**, Ym-,) un point de A; on a |y;,—fi(x)| <<s;+&<<r; pour cha-
que 7 et donc on a ACC. Tout pareillement on a A, CC, et A,CC,.

Soit (%, ¥,,***s ¥m-1) un point de E; on a |y;—p,(x)| <s; pour chaque 7;
doncon a ECA. De méme on a E,CA, et E,CA,.

DftriNITION 4. Nous disons que la région D est pseudoconvexe (111, y,) par

rapport a x, lorsque, sous les hypothéses de la Définition 2, si nous supposons de
plus que f,'(x,, 0)4=0, nous avons la méme conclusion que dans la Définition 2.

3. Coincidence de définitions. Dans ce numéro, établissons 1’équiva-
lence entre les pseudoconvexités (0), (I) (II). En effet, en désignant les variables
par X, ¥;,***, ¥m-1, ON a la proposition suivante:

Proposition 2. Les pseudoconvexités (0), (I), (II) par rapport a x coincident.

Preuve. Démontrons la proposition en suivant le programme: (0)=(I)
=(II)=(0).

3) fi'(x, t) désigne la dérivée partielle 0 f,(x, t)/0x.
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(0) entraine (I): Soit D une région pseudoconvexe (0) par rapport a x et
soient y;=fi(x, t), i=1,2,-,m—1 des fonctions continues sur |x—x,| =7,
0=<¢<1 et holomorphes sur |x—x,| =<7 pour ¢ fixe. Supposons qu’on ait

(xw fl(xm O) ’""fm—l(xo’ 0))EED

et (x, fi(x, 0), f,-i(x, 0))€D pour 0<|x—x,| <r. Pour raisonner par
I’absurde, supposons qu’il y ait de nombres ¢ non-négatifs et arbitrairement
petits tels que I’on ait

(%, fu(z, £) -+, fru-s(2, £))ED pour |x—x,| =€,
ou & est un nombre positif. Alors il existerait un nombre 2, 0<<t,<<1 tel que
Pon ait

(% fl(x’ %) ’""fm-x(xv t))ED pour |x—x,| <€

et on ait (x’ fl(x’ t)""’fm—l(xr t))ED pour |x—x,| =€, 0=t <t Soit F,, 0=t
=t, la famille des surfaces définies par

i = filx, ), |x—x,| <€, i=1,2,,m—1.

Soit 7 la borne supérieure de I'ensemble {t|0<t<t, F,&D}; on a Fr. F,.CD
et F,CD pour 7<<¢t<t, D’aprés la pseudoconvexité (0), on a F,CD; c’est
absurde. Donc D est pseudoconvexe (I) par rapport a x.

(I) entraine (II): Soit D une région pseudoconvexe (I) par rapport a x.
Considérons trois domaines

C: |x—x0|<p, Iyi_fi(x)]<ri) i= 192""am—_1a
Cl:p/<lx'—xol<pa |y._f.(x)|<7” 1= 1,2,“',"1—1,
Cz: ,x—xol <P, Iyi_fi(x)l<ril(<ri)) 1= 1) 27'“;m'—1 ’

tels que I'on ait C, U C,C D, ou les f(x) sont des polyndmes. D’apres la Proposi-

tion 1, il suffit de prouver que CCD.
Transformons I'espace x, y,,**, ¥,,—, 4 espace X, Y,,*:+, Y,,_, par

X =x—x, Y; = y;—fi(x), i=12,,m—1.

Alors I'image D’ de D par cette transformation est pseudoconvexe (I) par rapport
a X et les images de C, C,, C, sont les domaines

C: | X <p, | Y] <rs, i=1,2,-,m-1,
C/lip<|X|<p, | Vil<r;, i1=1,2,,m—1,
Cz,: |X|<P’ IYi|<ri" 1= 1)2)"'am_’1 .

Donc on peut supposer, sans perdre la généralité, que C, C,, C, ont les expres-
sions suivantes,
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C: ,x,<P7 lyi|<7’;, i=1,2,-,m—1,
CI:P,<|x|<P’ |yi'<ri, i=1’2’""m_19
CZ: |x|<P’ |yi|<"-‘/, i=1:2,"')m_1'

Pour raisonner par I’absurde, supposons qu’on ait C ¢ D et posons
Elzcn{lyi‘<ri’y i=l+1,""m—1}
pour /=0, 1,---,m—1. On a C=3,,_, et donc il existe un entier k (1<k<m)
tel que Z,¢D et 3,_,CD.

Soit (a, b,,~**,b,,_)) un point de Z,—D;ona |al=p’, 1 =|bg| <t
Suivant la méthode employée par M. K. Oka dans [2], introduisons I’expression

d(x, ye) = (11)ye!*+7]x|%)7,

ou A est un nombre positif. Et posons

do = sup {d(x’ yk)‘(‘x» 1 )"')ym—l)e Ek_D’ Vi = bi’ i #:k} .

Prenons un nombre 7; entre 7, et |b,| et choisissons A suffisamment petit pour
qu’on ait

d(a, b)>[(1rg+Me'VT" = d, -

Comme on a d(x, y,)<d, pour (%, ¥,,sVm-1)EZe—D, |ye|>ry et y;=b;,
ik, il existe un point (&, 7,,*,7,,-,) de Z,—D tel que 'on ait d(&, nx)=d,,
7;=b;, i==k. En particulier, on a |£]| Zp’, | 7| =77%.

Soient y;=fi(x, t), i=1, 2,---,m—1 les foncitons définies par les équations

YGeye)+rEx = d?t et y;=b;, i*k.

Elles sont définies, holomorphes et satisfont a (x, f,(x, ), , fru-i(%, 1)) EZp
pour |x—E| <7, 1<t<t, ou 7, est un nombre positif suffisamment petit et £, un
nombre supérieur 4 et suffisamment voisin de 1. FEn outre on a

d(x, yp) = d}(t*+N| 7| | x—1E|?) pour v, = filx, t).

Par conséquent, si 0<|x—£| <r,, on a d(x, f(x, 1))>d,, c’est-a-dire qu’on a
(%, fi(%, 1)y, frues(®, 1))ED, et, si |x—E| <r,, 1<t<t,, on a d(x, fu(x, ))>d,,
C’est-a-dire qu’on a (x, fi(x, 1), **, fu-i(®, £))D. Clest en contradiction avec
la pseudoconvexité (I) par rapport & x.

(IT) entraine (0): Soit F,, 0=<t=<1 une famille de surfaces définies par

Vi = fulw, t), |a—x,| =7, i=12,-,m—1,

ou les fi(x, £) sont des fonctions continues sur |x—x,| =<7,, 0=¢=1 et holomor-

phes sur |x—ux,| <7, pour ¢ fixe. Supposons qu’on ait Fr. F,CD et F,CD
pour 0<t<1.
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Soit 7 un nombre positif suffisamment petit et soit p” un nombre inférieur a
et suffisamment voisin de 7,. Alors ’ensemble
{0 <|x—x,| <ro |yi—filx, 0)| <2r, i=1,2,,m—1}

est contenu dans D. D’ailleurs il existe un ¢, positif assez petit pour qu’on ait,
pour chaque ¢,

| fi(x, O)—filx, L) | <<r sur |x—x,|=7,.
On voit que ’ensemble suivant est contenu dans D:
C.: p'<|w—x,| <ty |yi—filx, t) | <r, i=1,2,,m—1.
Soit # un nombre positif inférieur a r et suffisamment petit; alors I'ensemble
Cy: |x—x,| <ty |yi—filx, t)|<?', 1=1,2,+ ,m—1.

est contenu dans D. Donc, si D est pseudoconvexe (II) par rapport a x,
I'ensemble suivant est contenu dans D:

C: lx—x,| <ty |yi—filx, )| <r, i=12,.,m—1.
Soit (%, ¥,,***, Ym-1) un point quelconque de l'intérieur de F,; on a, pour
chaque 7,
lyi—fi(%, )| = | f(x, 0)—filx, )| <7,
c’est-a-dire que (%, y,,**, V,m_)ECCD. Par conséquent on a F,CD.

D’apreés la proposition, on peut dire simplement qu’une région D est pseudo-
convexe par rapport & x, si D est pseudoconvexe (0) ou (I) ou (II) par rapport
a x.

4. Cas de deux variables. Considérons le cas m=2 et désignons les
variables par x et y. Pour démontrer I'équivalence entre la pseudoconvexité
(II1, y) par rapport 4 x et la pseudoconvexité par rapport & x, commencgons par
préparer une suite de lemmes.

Lemme 2. Si la pseudoconvexité (111, y) par rapport a x n’entrainait
pas nécessairement la pseudoconvexité par rapport a x, il existerait une région D, un
polyndme non-constant p(x) et trois domaines

C: lx|<p, |¥|<r,
Ci: p'<l|x|<p, lyl<r,
C,: x| <p, |yl<r'(<r),

satisfaisant aux conditions survantes,
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1°. Cc,uc,cDh, CED.

2°.  Soit y=f(x, t) une fonction continue sur |x—=x,| <r,, 0=t=1 et holo-
morphe sur |x—x,| <r, pour t fixe. Supposons que (x,, f(x,, 0))&D et qu'on ait
(%, f(x, 0))ED pour 0<|x—x,| <7, et enfin que f'(x,, 0)+p'(x)+0. Alors il
existe toujours un & positif tel que 0=<t<<8 entraine I’existence d’un point x dans

|x—x, | <€ satisfaisant a (x, f(x, t))& D, ou & est un nombre positif arbitrairement
donné auparavant.

Preuve. Par I’hypothése, il existe une région D pseudoconvexe (III, y) par
rapport & x et non-pseudoconvexe par rapport 3 x. Donc, d’aprés la Définition
3 et les Propositions 1, 2, il existe trois domaines

C:la—x)<p, |y—flx)| <r,

Ci: p<l|ax—ax,| <p, |y—f®)I <r,

C,: x—u,| <p, |y—flx)|<r' (<r),
tels que I'on ait C,UC,CD et CED, ou f(x) est un polyndme non-constant.

Pour simplifier les expressions de C, C,, C,, transformons l’espace x, y a

lespace X, Y par X=x—ux, Y=y—f(x). Dans lespace X, Y, les images de
D, C, C,, C, par cette transformation et le polyndme non-constant p(X)
=f(X+x,) jouissent des propriétés 1°, 2°; ceci est aisément vérifié.

Lemme 3. Supposons qu’une région D, un polynome non-constant p(x) et
trois domaines

C:|xI<p, lyl<r,
Ci:p'<l|x|<p, lyl<r,
C,: x| <p, lyl<r (<r),

satisfassent aux conditions 1°, 2° du Lemme 2. Alors, I’ensemble

A= {(Ix], |1/y])|(x, y)€C—D}

jouit de la propriété suivante.

Soit (a, B) un point de A; prenons un point (&, n) de C—D tel que I'on ait
a=|E|, B=|1/n|, et posons E=|E|w, 1= |n|w’ (on pose o=1 si E=0). Soit en
outre N un nombre positif tel que les points (u, v) de A, excepté (o, B), se placent
au déssous de la ligne droite

T\:vo+au=®, (=pL+ra),
otk u, v designent les coordonnées réelles sur le plan. Alors, il faut qu’on ait

N (e )+p'(E) = 0.
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Preuve. Pour le démontrer, prenons la famille des surfaces
E,: o' |y+ax/o = D, t=1.

Considérons I’expression ®(x, y)=|1/y|+n|x|; alors on a ®(x, y)<P, pour
(x, y)€C—D, et on a P(x, y) =Dt pour (x, y)E,. Doncona E,N(C—D)=¢
si t>1. Ensuite, soit (x, y) un point de E,N(C—D); on voit que

CI)(x, ¥) = |®;—Axfw |+ x| = D,

et donc que x/w est réel non-négatif. D’autre part, les relations ®(x, y)=®, et
(%, y)€C—D entrainent que |x|=|£| et |y|=|»n]|. Par conséquent, si (x, y)
€E,N(C—D), on a x=E£ et donc y=n7: ceci montre que E, N (C—D)={(&, 7)}.
Soit enfin y=f(x, t) ’équation de E,; on a f'(§, 1)=A7*/(ww’). D’apreés la con-
dition 2°, il faut qu’on ait f'(§, 1)+p'(&€)=0.

Nous utiliserons un lemme analogue au Lemme 3;
Lemme 4. Dans les conditions du Lemme 3, I’ensemble
B={(le**, 11/yI")|(x, y)€C—D}

jouit de la propriété suivante. Soit (o, B) un point de B ; prenons un point (£, 7) de
C—D tel que l'on ait a=|et|’, B=|1/n|*. Soit N un nombre positif tel que les
points (u, v) de B se placent ou bien au dessous de ou bien sur la ligne droite

Ty: v+au =Y, (=pB+ra);
alors on a A" exp (’g‘—l—f)—i—p'(f):O.

Preuve. Soit en effet F,, =1 la famille des surfaces définies par
1/(my)+n exp (x+&) = Wt .

Considérons la quantité ¥(x, y)=|1/y|>--n|e"|*; alors on a ¥(x, y)<¥, pour
(x, yyeC—D. D’autre part, si (x, y)F,, on a

W(x, y) = Wy(t*+N|7|*|e"—tet|?).

Par conséquent, si (x, y)€F,N(C—D), on a ¥(x, y)=W¥,, et donc d’apres
I'expression de W(x,y) dans F,, on a e*=ef et y=v: ceci montre que
F,N(C—D) se réduit a (£, 7) dans un voisinage de (&, 7). En outre, d’apres
I’expression de W(x, y) dans F,, ona ¥(x, y)>W¥,lorsque (x, y)e F,et¢t>1; donc
on a F,N(C—D)=¢ pour t>1. Enfin, soit y=g(x, t) I'équation de F,; on a
g D)=xrm"exp (E+£). En vertu de la condition 2°, on voit que g'(, 1)
+'(£)=0.
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Lemme 5. Sous les mémes hypothéses que dans le Lemme 3, prenons un point
(a, b) de C—D tel que I'on ait

|b| = min. {| y| |(», y)€C—D}

et |a|=max. {|x||(x, Y)EC—D, |y|=1b|}. Alors, sur le cercle |x|=|al, il
n’y a qu'un nombre fini de points x tels qu’il existe de points (x, y) de C—D satis-
faisant a |y|=|b|. En particulier, les relations |x|=al, |y|=|b| et (x,y)
&€ C—D entrainent p’(x)=0.

Preuve. Il suffit de montrer que, si (&, 7) est un point de C—D tel que
|El=]al et |7|=b|, on a p'(£)=0. Considérons 'expression

D(x, y;N) = |1y "+ ]x]?,

ou A est un nombre positif. Pour A suffisamment petit, il existe un point (x,, ¥,)
de C—D tel que 'on ait

D(xy, ya; N) = Py = sup {D(x, y; \)|(x, y)EC—D} .

On alim |x,| = |a| et lim | y,| = |b] pour A—0. En effet, si A=7\’, on
a &, =d,; donc D, converge vers une valeur @, pour A—>0. On a en
particulier ®,>[1/b|?, puisque ®,=|1/b!°+n|a|?. Soit maintenant (&', ")
un point limite de (x,, y,) pour A—0; on a |7’ | =P < |b]| et (¢, ') eC—D.
Il faut que |7’|=15b|, d’aprés la définition de |b]|. D’autre part, on a |x,|
=la| et donc |E'|=|a|. 1l faut que |£&'|=|al, d’apres la définition de |a].
Par conséquent on a lim |x,|=a| et lim | y,|=b].

Considérons la famille des surfaces E(¢, 1), t=1, A>0 définies par

1/()7)‘y)—|—7\,f)\x - ¢)‘t .
Tout pareillement 4 la démonstration du Lemme 3 ou celle du Lemme 4, on a
E(1, \)N(C—D) = {(xx, y»)} et E@, A)N(C—D)=¢ pour t>1.

Soit y=f(x, t; A) ’équation de E(¢, N); on a f'(x,, 1; A)=A7’**,. Donc, si
p'(x)=+=0lorsque (x,y)eC—Det |x|=|al, | y| =15/, il existerait un A suffisam-
ment petit tel que 'on ait f'(x,, 1;A)+p’(%)+F0, ce qui est en contradiction
avec ’hypothése 2°. Par conséquent, il faut qu’il existe au moins un point
(8", n") de C—D tel que l'on ait [E"|=|al, [7"|=b] et p'(£")=0.

Transformons I’espace x, y 4 I'espace X, Y par X=x+pg, Y=y, ou u est
un nombre positif suffisamment petit. Alors 'image D’ de D par cette trans-
formation, le polynéme non-constant p(X— u£) et les domaines suivants jouissent
des propriétés 1°, 2° du Lemme 2:
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C': | X|<p—«x, |Y|<r,
C/: p+u<|X| <p—k, | V|<r,
Cz’: |X|<P—My IY|<7’)

ou k=(p—p’)/3. On voit en effet que C,"UC,’CD’ et (a+puk, b)eC’, c’est-a-
dire que la condition 1° pour D’, C’, C,’, C,’ est vraie, si u est inférieur a «/p’.
La condition 2° pour D’ et p(X— &) est immédiatement vérifi¢e.

Le p étant petit, on voit que C’ est contenu dans 'image de C. Donc on a
|Y|=|b] pour (X, Y)eC'—D’etona | X| < |a|(14p) pour tout point (X, Y)
de C'—D’ satisfaisant a | Y| =15/, dont I’égalité a lieu seulement si X=§£(14-p).

Par conséquent, il existe au moins un point (¢”, 2") de C'—D’ tel que
&1 =lal(14n), [7"|=18] et p'(E'—uE)=0. On a &=&(14u); donc on a
p'(§)=0.

Dans les conditions du Lemme 3, prenons des points (4, ) et (a’, b') de C—D
tels que I’on ait

|6] = |b'| = min. {| y| |(», y)€C—D},
la| = max. {|x| |(x, y)€C—D, |y| =1|bl},
lexp a’| = max. {|€*| |(x, y)€C—D, |y| = [b"]};

alors on a le

Lemme 6. Soit v=H(u) (ou v=K(u)) la fonction représentant la frontiére
supérieure de I'enveloppe convexe de A (ou B). Alors v=H(u) (ou v=K(u))
est concave, décroissante et continiment dérivable dans un intervalle fermé [|a|, u,)
(lal <u,) (ou [|exp a’|*u,’] (lexp a’|*<u,’)). En particulier on a H'(|a|)=0
(ou K'(|exp a’|*)=0).

Preuve. Nous nous contentons d’exposer la preuve pour la fonction
v=H(u): pour v=K(u), on peut démontrer le lemme en utilisant le Lemme 4.

Prouvons d’abord qu’il existe au moins un point (x, y)€C—D tel que | x|
>la|. En effet, sinon, on aurait |x|=|a| pour (x, y)&€C—D. Donc il
existerait deux nombres positifs distincts A, A" tels que, au point (|a|, |1/b]),
les lignes droites

Tyv:otau=®, et Ty:v+Nu= D/
(D= [1/b] +Nlal et @ = [1/b]+N|a])

satisfassent aux conditions exposées dans le Lemme 3. Posons a=|a|w et
b=|b|w’; alors on a, par ce lemme,

A [(w0”) = Vb [(wo');
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ce qui est impossible.

La fonction v=H(u) est donc définie, concave et décroissante dans un
intervalle [|a|, u,] (|a|<w,). On voit que H'(|al|) et H'(u,) sont déterminés:
H'(u,) peut etre —co. Ensuite, examinons sa dérivée 4 un point quelconque
u=ca (|a| <a<wu,). Comme H(u) est concave, on a H. (a)<H_'(a), ou les
signes désignent la dérivée a droite et la dérivée a gauche de H(u) au point
u=a respectivement. Or si H,'(a)<<H_'(a), on peut trouver deux lignes
droites, passant par le point (a, B) (B=H(«a)), 4 gradient négatif et telles qu’
elles satisfassent aux conditions dans le Lemme 3. D’aprés le méme raisonne-
ment que dans la premiére partie de la démonstration actuelle, on a une con-
tradiction. Par suite, la fonction v=FH(u) est dérivable dans [|a|, %,]. Or cette
fonction est concave; donc H'(u) est décroissant. En conséquence, la fonction
H’(u) est continue dans [|a|, %], car, pour tout & (|a| =a=<a,), il existe sa
limite pour u—a.

En généralon a H'(|a|)=<0. Supposons qu’on ait H'(|a|)<<0. Alors le
raisonnement qui fait usage du Lemme 3 nous introduit dans une contradiction.
Par conséquent on a H'(|a|)=0.

Lemme 7. Si D est une région pseudoconvexe (111, y) par rapport a x, alors
D est pseudoconvexe par rapport a x.

Preuve. Pour raisonner par I’absurde, supposons que la pseudoconvexité
(I1I, y) par rapport 2 x n’entraine pas la pseudoconvexité par rapport a x; alors,
d’aprés le Lemme 2, il existe une région D, un polynéme non-constant p(x) et
trois domaines cylindriques C, C,, C, satisfaisant aux conditions 1°, 2° du méme
lemme.

(1) 1l est évident qu’il existe un point (a, b) de C—D tel que

|b| = min. {|y| |(x, y)€C—D}

et |a|=max. {|x| [(x, Y)EC—D, |y|=|b|}. Supposons que a=0 et désignons
par 4, Uensemble

(=], 1y)I(x, y)eC—D}.

Soit v="Fk(u) I’équation représentant la fronti¢re inférieure de I’enveloppe convexe
de A,: alors, d’apres le Lemme 6, on voit qu’il existe de points (x, y) de C—D
satisfaisant 4 |x|>|a| et donc que k(u) est défini, convexe et strictement crois-
sant dans un intervalle [|a|, %,] (|a| <<w,).

On peut trouver un g positif arbitrairement petit tel que la fonction k(u)
— pu atteigne son minimum a un seul point u=«a (|a| Sa =u,). En effet, sinon,
il existerait, pour x suffisamment petit, unsegment ayantle gradient p et situé
complétement sur la courbe v=Fk(x): mais il n’y a qu’un nombre dénombrable de
Segments sur cette courbe,
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Soit x un nombre positif et petit jouissant de la propriété expliquée ci-
dessus; alors le point («, B) (B=k(cr)) est situé sur A4,. Par suite, il existe un
point (&, n)eC—D tel que |E|=a, |7|=/B. Transformons l'espace x, y a
Iespace X, Y par X=x, Y=y—pwx, ol o est tel que |w|=1 et w&/7 soit réel
et positif. Je dis que le polynome p(X)+ pwX n’est pas constant: en effet, sinon,
on aurait p'(X)=— o, contrairement au Lemme 5. L’image D’ de D par cette
transformation, le polynéme p(X)+ pwX et les domaines suivants satisfont aux
conditions 1°, 2° du Lemme 2:

C': | X|<p, | Y|<r,,
C,: p<|X|<p, | Y|<r,,
Cz’: IXI<p, |Y|<7’0’,

ou 7,=(r+|b])/2 et r,/=7r’/2. En effet la condition 2° est aisément vérifiée.
La condition 1° est aussi vérifiée, car ona C,"UC,’CD’ et (a, b—pwa)eC’
lorsque p<<(1/2p) min. (r—|b|, 7’).

Puisque p est supposé petit, C’ est contenu dans 'image de C. Donc on a
| Y| =k(a)—pa pour (X, Y)eC’'—D’, dont I'égalité a lieu seulement si
| X|=a. En outre, u étant petit, la valeur |7| est voisin de |b|: donc on a
(&, n—pwE)eC’'—D’ et |n—pwf|=k(a)—pa. Par conséquent, on peut sup-
poser, sans restreindre la généralité, qu’on a :

|y|=|b| pour (x, y)€C—D

et qu’'on a |y|=|b| pour un point (x, y)&C—D seulement si |x|=a].
(2) L’ensemble {x|(x, y)€C—D, |y|=|b|} se place sur le cercle
|x]|=a| et est constitué par un nombre fini de points, d’aprés le Lemme 5.

Désignons par &, (=a), &,, -, & tous les points de ’ensemble. Transformons
I'espace x, y a4 'espace X, Y par X=x—a, Y=y. Soit D’ I'image de D par
cette transformation. Soit p, un nombre positif petit et soient 7,, p,/ (|5] <7,
<r, 0<p,'<p,) des nombres voisins de |b|, p,, respectivement; alors la région
D’, les domaines

C': | X[<py| YI<r,,
C/: P <|X[<py | Y|<r,,
C,: |X|<P0; [Y|<r',
et le polynéme p(X+-a) satisfont aux conditions 1°,2° du Lemme 2. On a en

effet |y|>|b| quand (x, y)€C—D et x=*§;, i=1, 2,---,k. Donc on a, pour
p, suffisamment petit,

|y|>|b] pour (x,y)€C—D et 0<|x—al|=<p,,

ce qui entraine que {|x—a|=p,, |y| <|b|} CD: nous fixons un tel p,. Ensuite,
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supposons que 7, et p,’ soient voisins de |b| et p, respectivement; alors on a
C,’UC,’cD’. La relation C'¢C D’ est évidente pusique (0, b)) C’. Par con-
séquent, la condition 1° est remplie par D', C’, C,’, C,’. La condition 2° est
aussi remplie par D’ et p(X+a).

Pour les régions D', C’ ainsi acquises, on a | Y|>|b| si (X, Y)eC'—D’
et X=+0, puisque I'image de C contient C’. En conséquence, on peut
supposer, sans restreindre la généralité, qu'on a a=0:

3°. (0,b)eC—Det |y| =|b| pour (x, yy=C—D, dont I'égalité a lieu seule-
ment si x=0.

Simplifions le polyndme non-constant p(x); on suppose que p(0)=0, ce
qui ne perd pas la généralité. D’aprés le Lemme 5, on a p’(0)=0: il existe donc
un entier ¢ (>1) et une fonction g(x) holomorphe dans un vosinage de x=0 tels
que l'on ait p(x)=—(xg(x))? et g(0)+=0. On peut supposer que g(x) est holo-
morphe et non-nul sur |x| <p; pour obtenir cette conclusion il suffit de prendre
p suffisamment petit. Sous cette circonstance, transformons l’espace x, y a
I’espace X, Y par X=xg(x), Y=y.

Soit p, un nombre positif suffisamment petit; 'image du cercle ouvert
|x| <p contient alors le cercle fermé | X|=<p,. Prenons deux nombres 7, et
po (16 <r,<r, 0<p,’<p,) voisins de |b| et p, respectivement. Alors, I'image
D' de la partie commune de D et |x| <<p, les domaines

C': | X|<py | Y1,
C:p < X[ <py | Y| <y,
G | X <py | Y| <7

et le polyndme — X7 satisfont aux conditions 1°, 2° du Lemme 2. En effet, la
condition 2° est immédiatement vérifiée. Examinons donc la condition 1°.
Puisqu'on a {| X |=p,, | Y|=|b|}CcD’, ona C,"UC,’ D’ pour 7, et p, voisins
de |b]| et p, respectivement: par suite, la condition est vraie. En conséquence,
on peut raisonner désormais en supposant que p(x)=—x?.

(3) Soit v=H(u) la fonction dans le Lemme 6: prouvons qu’on a [H(u)™"]’
=(u?)" ou H(u)"'=u’+ |b| pour u suffisamment petit.

Pour raisonner par 1’absurde, supposons que cela ne soit pas vrai; alors il
existerait un «, positif arbitrairement petit tel que 'on ait G'(e,)+qad™", ou l'on
désigne par G(u) la fonction H(u)™'. Considérons le cas ou le point (a,, 3;)
(By=H(a,)) n’est pas dans ’ensemble A* quisera défini comme suit: un point
(a0, B) est contenu dans A* si (a, B) est situé sur la courbe v=H(u) et tout
(4, v) (+(a, B)) de 'ensemble

A= {(Ixl, 11y])|(x y)eC—D}
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se place au dessous de la tangente de la courbe & (a, 8). Alors (a,, B,) est situé
sur un segment S appartenant complétement a la courbe. Soient (a’, B'),
(a”, B") et —n Pextrémité gauche, 'extrémité droite et le gradient de S, respec-
tivement. On peut supposer que la fonction v=H(u) est définie dans un
voisinage ouvert de l’intervalle fermé [a’, ¢”]. En effet, on peut trouver un
point (a*, B*) (a*>0) de A%, car on voit, d’aprés le résultat H'(0)=0 du
Lemme 6, qu’aucun segment sur la courbe ne peut s’étendrea (0, |1/b]) et qu’il
n’y a qu'un nombre dénombrable de segments sur cette courbe: par suite, pour
obtenir cette situation, il suffit de prendre un «, tel que a,<<a*.

Maintenant supposons qu’on ait G'(«,) > gad™; alors on a A>qad"H(e,)".
Par suite on a A=—H'(a’)>q(a’)'H(a') ou G'(a’)>q(a’)*"*, puisque la
fonction u?"'H(u)* est croissante quand u est petit. Ensuite, si G'(a,)<gad™,
on a G'(a")<g(a”)?"*. Remarquons ici que (a’, B’) et (a”, B") sont tous les
deux sur A¥, ce qui entraine qu’il y a de points (a, B)E A*, voisins de (a’, B’)
ou (", B") et satisfaisant & G'(a)=*qga’"'. En conséquence, on peut supposer,
sans perdre la généralité, que (a,, B,)E A*.

Soit (&, 7) un point de C—D tel que a,=|E| et By=|1/7|. Alors (e, By),
(&, 7) et A (=—H'(at,)) satisfont aux conditions dans le Lemme 3. Donc, d’aprés
le lemme, il faut qu’on ait A7’/(0w’)=¢&?™", ou w=E[|&| et 0’=7n/|7|. Par
suite on a AH(a,) ?=gqal™’, ce qui entraine G'(a,)=gqad™': c’est absurde.
D’ou I’équation G'(u)=(u?)" est démontrée.

En conséquence, on a la proposition suivante:

4°. Ona |y|=|x|?+|b| pour (x, y)=C—D, si x est petit. Reciproque-
ment, pour tout u non-négatif et petit, il existe au moins un point (x, y)C—D tel
que |x|=u et |y|=u+|b|.

Dans la suivante, nous désignerons par %, un nombre positif petit. Alors on
a la proposition:

5°. Si (x, y) est un point de C—D tel que 0<<|x| <<u, et |y|=|x|7+|b|,
on aylly|l=(x/lx|).

Soit en effet (£, 7) un point de C—D tel que 0<<|&| <<u, et |7|=|E|7+ |b].

Posons a=|&|, B=|1/7| et \=—H'(a); alors les (a, B), (¢, 7) et A satisfont
aux conditions dans le Lemme 3. Donc il faut faut qu’on ait

A [(wo’) = gE" ou o =E[|E] et o =7n/|n]:

cela entraine que o'=0w?.
On peut montrer plus précisément que:

6°. Pour 0<u<u,, il existe au moins un point (x, y)C—D tel que I'on
ait |x|=uety=(b/|b])u'+|b]).
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Pour le démontrer, transformons l’espace x,y a I'espace X, ¥ par X=u,
Y=y—pu, od px est un nombre petit et tel que u/b soit réel et positif. Alors
I'image D’ de D, le polyndme — X et les domaines

C':1X|<p, | Y| <,,
C/: p<|X|<p, | Y|<r,,
G X <p, | Y]<r/

jouissent des propriétés 1°, 2° et 3° et donc nécessairement 4° et 5°, ou
r,=(r+|b])/2 et r,/=r'/2. Nous nous contentons d’exposer la preuve de 3°:
ona

16| — |u| = min. {| Y| |(X, Y)eC'—D'}.

Etona X=0si (X, Y)eC'—D’et |Y|=1|b| —|ul.
D’aprés 4°, pour tout u (0<<u<<u,), il existe un point (&, 7") de C'—D’ tel que
[El=u, |7'|=u"4+|b]|—|p|. D’aprés 5°, il faut qu’on ait

7 = Wb —|p|)E/IEI)?.

Posons »=7"+pu; on a (§, n)C—D et |n| <u?+|b|. Oron a, d’aprés 4°,
|7|=u?+|b|. En outre, d’aprés 5°, on a 7/|n|=(&/|£|)?. En conséquence,
on a

I |(E/1E1) = (u'+ [b] — [ul )E/NE) +u,

ce qui entraine (¢/|£])7=p/| x| =b]|b|.
(4) Prouvons ensuite par le raisonnement par ’absurde que:

7°.  Tous les points (0, y) sur | y|=1|b| appartiennent & C—D.

Supposons en effet qu’il existe un point (0, b)=D tel que |b,|=]b].
Transformons 'espace x, ¥ 4 I'espace X, Y par X=0x, Y=0'y, ol , »’ sont
des nombres tels que w’=w’, 0’| =1. Alors 'image D(w) de D, le polynéme
— X7 et les images C(w), Cy(v), C\(w) de C, C,, C, (C(w), Cy(»), Cy(w) ont les
mémes expressions que C, C,, C,), satisfont aux conditions 1°~6°. On a en
particulier (0, [b])ED(°\/ [b]|/b,): donc on peut considérer b, comme réel et
positif.

En considérant les régions D(exp (/ —1 2k z/q)), k=0, 1,---,g—1, dans
I'unique espace ¥, y, formons leur partie commune D,; alors D, satisfait de méme
aux condition 1°~6°, par rapport au polynome —x? et aux domaines C, C,, C,.

A~
Soit b,, b, 'arc sur le cercle |y|=b, tel que I’on ait
A~
g (C—D,)n {(x! Y)Nx=0,y€Eb, b, } = {(0’ b)), (2 bz)}
et b,eb, b,, Reb,=Re b,”. Posons b,=b,exp (\/ —1 v,), 0<|v,| =z. Corres-

4) Re x désigne la partie réelle de x.
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pondant 4 la région D,, construisons la fonction v=K{(u) que nous avons intro-
duite dans le Lemme 6: on voit qu’elle est définie, concave, décroissante et
contindment dérivable dans un intervalle [1, #,"] (1<<#,’).

Soit & un nombre tel que 1<<€=u," et soit B(€) '’ensemble

{(x, )EC—D,| |1]y|* = K(l€"]*), 1< |€"|*<é};

alors B(€) n’est pas vide pour tout € (1<€<u,’). En effet, si 'on avait B(§)=¢
pour un &, la courbe v=K{(u) se réduirait & un segment au voisinage de u=1
et donc on aurait K'(1)<<0, ce qui contredit au résultat K’(1)=0 dans le
Lemme 6.

Soit (£, ») un point quelconque de B(u,"); posons

= (k) = arg &, v = v(n) = argn, (| p(§) | <=/2).

En vertu du Lemme 4, nous avons A7’ exp (E-+&)=¢£?"", ou r=—K'(|€|?).
Donc il faut que

v=(g—1)u (mod. 27) .

Remarquons maintenant qu’on a la proposition suivante, qui est évidente
par la construction de D, et b,:

Pour 0<<u<<u,, tous les q points (xy, y), k=0,1,--,9—1, appartiennent a
C—D,, ot I'on pose

%, = ux/b,[b, exp (\/ —12kr[q) et y = (u"+by)b,/b, .

A T'aide de la propriété de D,, ona |u|=|v,|/q pour (£, n)EB(u,’). En effet,
si |v,| [g=m[2, C’est évident. Si |v,|/g<z/2, d’aprés 4° et la proposition pour
D, qu’on vient d’obtenir on voit que le point (|ef|?, K(|et|?))sur le plan u, v est
situé au dessous de la courbe v=L(logu; u)™* et au dessus de la courbe
v=L(log u; v,/q)™%, ou L(c;7) désigne la fonction [o/(2cosT)]?+b, Cela
entraine que |u| < |v,|/q.

Puisqu’on a B(f)+¢ pour 1<E=wu,’, on peut trouver une suite con-
vergente {(£,, 7,)} de points appartenant & B(y,’), telle que Re £,—0 pour
n—>oo. Soit lim (&,, 7.) = (&, 7,); alors on a

Re&, =0 et limpu(E) = p(&) = arg, .

D’autre part, on a | (&) ] = |v,| /¢ puisqu’on a | u(&,)| =< |v,| /g pour tout n. En
vertu de I’équation

||~ = lim K(|exp £,|*) = K(1) = b5

et des relations (&, 7,)&ED,, |&|=p’, on a (&, 7,)=C—D, et |n,| =b,. Donc
on a §,=0, d’aprés 3°. Enfin, en remarquant qu’on a
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v(7.) = (9—1)p(E,) (mod. 27z) pour chaque 7,

on a 7,=b, lim exp (\/ —1 v(7,)) = b, exp (/ —1 (¢g— 1)u(%,)). Par conséquent,
~
7, est contenu dans U'intérieur de b,, b,, puisqu’on a

(q—l)l,u(afo)l é(g_l)lvol/Q< [] .

Mais cela est en contradiction avec (0, n,)&C—D,: d’ou la proposition 7° est
démontrée.

(5) Transformons I’espace x, y & 'espace X, Y par X=x, Y=y—¢, ou &
est un nombre positif petit. L’image D’ de D, le polyndme —X? et trois
domaines cylindriques convenables C’, C,’, C,’ satisfont aux conditions 1°~3°
et donc nécessairement aux 4°~7°. On a

|b| —& = min. {| Y| |(X, Y)eC'—D'} .

Mais sur le cercle X=0, | Y|=[b| —&, il n’y a pas de points de C’—D’ autre
que (0, || —&). C’est en contradiction avec la proposition 7°: d’ott la démon-
stration.

Le lemme étant établi, en vertu de la Proposition 2, nous avons la

Proposition 3. Dans lespace de deux variables x, y, les pseudoconvexités
0), (), (IT), (I11, y) par rapport a x sont mutuellement équivalentes.

5. Résultat principal. Dans ce numéro, considérons le cas de m (>1)
variables. Soit D une région dans ’espace de m variables %, y,,**,¥,,-,; nous
avons d’abord le

Lemme 8. Soit A une variété analytique de la forme
yi:aiu+bi(x)) 1= 1)21"')m—'1-

ot les a; sont des constantes et les by(x) des polynomes, mais ils sont d’ailleurs quel-
congues. Désignons par D 4 la région

{(x, u)| (%, a,u+b,(x),+, a,_u+b,, ,(x))=D}

dans Pespace x, u. Alors la région D est pseudoconvexe par rapport a x, si et
seulement si la région D, est pseudoconvexe par rapport & x pour tout A
admissible.

Preuve. Soit D pseudoconvexe par rapport a x. Soit A une variété de la
forme donnée dans le lemme et soit u=f{x, ¢) une fonction continue sur |x—x,|
<7,0=t=<1 et holomorphe sur |x—x,| =<7 pour ¢ fixe. Supposons que
(%9, f(xo, 0))&E D4 et (x, f(x, 0))€D, pour 0< |x—x,| <7. Posons

yi = fix, t) = a;f(x, t)+b;(x) pour chaque 7.
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Alors on a (%, fi(% 0),*, fru-s(% 0))ED et (x, fi(%, 0),*, fru—s(®, 0))E D pour
0<|x—x,| <r. Puisque D est pseudoconvexe par rapport a x, il existe un &
positif tel que 0=<t<8 entraine l'existence d’'un point x dans |x—ux,|<<E,
satisfaisant a

(x’ fl(x’ t))"')fm—l(x9 t))ED ou (x, f(x’ t))EDA )

ou & est un nombre positif arbitrairement donné auparavant.
Réciproquement, supposons que D satisfasse & la condition pour toute variété
A admissible. Prenons trois domaines suivants.

C: lx—x|<p, | yi—filx)| <r;, i=12,-,m—1,
Cl: P/<vaxol<,o» ]yz—fz(x)|<r:) 1= 1)2)""m—1 ’
sz Ix_xol <p, lyz_fz(x)l <ril (<f,-) ’ = 11 2)"" m—1 ’

ou les f;(x) sont des polynémes. Supposons que C,UC,CD et prouvons que
CcD. Transformons ’espace x, 9, ,***, V,,—, 2 I'espace X, Y,,---, Y,,_, par

XZQC"-JCO, Yi:yi_fi(x)’ 1= 1,2,"',7”'—1.
Alors C, C,, C, sont transformés respectivement aux domaines
C: | X[ <p, | Yi|<r;, i=1,2,,m—1,
Cll:P<|X|<P) |Yi|<riy i:1’2)""m_11
G| X <p, | Yil<r’, i=1,2,+,m—1.
En désignant par D’ 'image de D, prouvons que C'CD’.
D’ jouit, dans I'espace X, Y,,--, Y,,_,, de la m&me propriété que D, c’est-
a-dire que, pour toute variété A’ de la forme
Y,-:a,-u+b,~(X), Z.: 1, 2,"’,m—‘1
(les a; sont des constantes et les b,(X) des polyndmes), la région
Dy = {(X, u)| (X, au+b(X), ", ap-u+b, (X))D'}
est pseudoconvexe par rapport 3 X. Soit en effet u=F(X, ¢) une fonction
continue sur | X—X,| =7, 0=¢=1 et holomorphe sur | X—X,| <7 pour # fixe.
Supposons qu’on ait (X, F(X,, 0))eE DYy et (X, F(X, 0)) D/ pour 0<< | X—X| |
<r. Soit 4 la variété
Vi = aiu+bi(x_x0)+fi(x) ’ 1= 11 2 »* m—1 >

on a (x,, f(x,0))ED 4 et (x, f(x, 0))&D, pour 0< |x—x,| <7, ou x,=X,+x, et
que f(x, t) désigne la fonction F(x—ux,, #) continue sur |[x—x, | <r,0=t=<1et
holomorphe sur |x—x,| =<7 pour ¢ fixe. Par conséquent, il existe un § positif tel
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que 0=¢<d entraine l'existence d’un point x satisfaisant & |x—x,|<<€ et
(%, f(x, t))ED 4, ou celle d’un point X satisfaisant a | X— X, | <€ et (X, F(X, t))
€D (pour le voir il suffit de poser X=x—x,), ou & est un nombre positif
arbitraire. Cela montre que la propriété demandée pour D/ est vraie.

Pour raisonner par I'absurde, supposons que C'dD’. Pour I=0,1,---,
m—1, posons

2 ={lX|<p, | Y:l<r;, | Y| <r,’, I<isi<j<mj.
Puisqu’'on a C'=3,,_ ¢ D’, il existe un entier k (1<k<<m) tel que Z,ED’ et
2, CD’. Soit (a, b,,*+,b,,,) un point de Z,—D’; on a |a|=Zp’, |b;|<r;,
1 S by | <rg, 10| <r; 1=Zi<k<j<m). Soit A' la variété: Y,=u, Y,=b;,
ik. Alors ona
Dy = {(X) u)l(X» Y, Ym—l)EDI7 Yi=u Y;=b, l:hk} .

Cette région est pseudoconvexe par rapport 3 X. D’autre part, ona C,"UC)"
cDyret C"E DYy, ou C”, C,”, C,” sont les domaines

C": IXI<p, lul <7,

C,: P,< | X <p, lu| <re,

C/: 1 X <p, lul<ry'.
Cela est impossible.

On a ensuite la proposition suivante.

Proposition 4. Dans lespace x, ¥, ,***, Y-y, les quatre pseudoconvexités (0),
(D), (A1), (I11, y,) par rapport & x sont mutuellement équivalentes.

Preuve. Supposons, pour raisonner par l'absurde, qu’une région D soit
pseudoconvxe (III, y,) par rapport a x et non-pseudoconvexe par rapport a x.
Alors d’apres le Lemme 8, il existerait une variété 4: y,=au+b,(x), i=1,2,.
m—1, telle que la région

D,y = {(x, u)|(x, au+b,(x)," ", au+b,_,(x))ED}

ne soit pas pseudoconvexe par rapport a x, ou les a; sont des constantes et les
b(x) des polynémes. On voit qu’il existe trois domaines fermés

C: la—x]=p, lu—f(x)| =7,
Cl: Plé |x_xo| §P, |u_f(x)l §f ’
C,: [x—x,] =p, lu—flx)| =r' (<7),

de fagon qu’onait C,U C,C D4 et int. Cd D 4>, ou f(x) est un polynéme. Je dis

5) int. C désigne l'intérieur de C.
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qu’on peut supposer @,+0. En effet, dans le cas ¢,=0, prenons un point (&, p)
€int. C—D,4. On a

A = {(x, au+b,(x),*+, @p_u+b,_(x)|(x, u)sC,UC,}CD.
Donc il existe un §, positif tel que
dist. [(%, ¥1,"**, Vpu-r)y A]<<8, entraine (X, 9, Vm-1)ED .

Considérons la variété
A"y, = a,'(u—p)+b(x), y; = aut+byx), 1=2,3,,m—1,

ou a,” est non-nul et tel qu’on ait |a,"(u—u")| <3, pour deux points quelconques
(x, u) et (x', u’) de C. Or,si (x, u)€C,UC,, on a
(%, au+by(x), -, ap_u+b, (x)EA,

ce qui entraine (x, a,'(u—p)+by(x), -, a, u+b,_(x))ED ou (x, u)ED
puisque |a,'(u—p)| <8, DonconaC,UC,cD,. Enoutreona (& p)&D ..
Donc on peut supposer désormais que a,=0.

D, et b,(x) jouissent de la propriété suivante: soit u=f(x, ) une fonction
continue sur |[x—ux,| <7, 0<¢t<1 et holomorphe sur |x—ux,| =7, pour t fixe.
Supposons d’ailleurs qu’on ait

@ f'(%, 0)+b,"(%,) %0, (%, f(x,, 0))ED 4

et (x, f(x, 0))e D4 pour 0< |x—x, | <7,. Alors il existe un 8 positif tel que 0=¢<
entraine I’existence d’un point x dans |x—ux,| <€ satisfaisant a (x, f(x, £))€ED 4,
ou & est un nombre positif arbitraire. La pseudoconvexité (III, y,) de D par
rapport a x posséde cette propriété: pour le voir, il suffit de considérer les fonc-
tions y;=f(x, t)=a;f(x, t)+b,(x), i=1, 2,---,m—1.

Transformons I'espace x, # a l'espace X, U par X=x, U=u+ai'b,(x).
Alors 'image D’ de D, est pseudoconvexe (III, U) par rapport a X, de sorte
que, d’aprés le Lemme 7, D’ est pseudoconvexe par rapport a X: ceci est une
conséquence immédiate de la propriété de D ,.

Considérons les domaines

(Ol |X_x0| épy ' U_F(X), éf,
C.': p'S | X—x,| <p, |U-F(X)| =r,
C,': | X—x, <p, |U—F(X)| <r',

ou F(X)=f(X)+ar'b(X). Ona C,’UC,’CD’ et int. C'¢D’; ce qui est en
contradiction avec la pseudoconvexité de D’ par rapport a X.

Employons les variables z,, 2,,**", 2,,; alors on a le lemme suivant.

Lemme 9. Supposons qu'une région D soit pseudoconvexe par rapport q
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Ry, Byyety Bypey s alors la fonction
G(2y, 2,y 5 2p) = —log Rz (2,,+*, 2p—y)
est plurisousharmonique dans D.

Preuve. G est semi-continu supérieurement et ne prend pas la valeur co.
Donc il suffit de vérifier sa sousharmonicité sur une droite complexe L quelconque.
En employant la méthode donnée par M. K. Oka dans [1, 2], nous montrons
que cela est vrai dans un voisinage de lorigine sur L lorsque D et L contien-
nent lorigine: cela achévera la démonstration.

1°. Considérons le cas ou L est représenté par z;=a;2;, i<k, ou k est un
entier tel que 1<k<<m. Pour la simplicité, posons k=1.

Considérons la transformation: Z,=z,, Z;=2;—a;%,, 1=2,3,+-,m. L’ima-
ge L’ de L par cette transformation est

Z;=0, i=2,3,,m.

La pseudoconvexité de D par rapport 2 2, entraine celle de I'image D’ de D, par
rapport 4 Z,. D’autre part on a

R,Zm(Z1 "y Zm—l) = Rzm(zl "y zm—l) ’

dont le premier membre est le rayon de Hartogs de D’ par rapport 4 Z,,: c’est une
conséquence du fait que la transformation se réduit 4 une translation du plan z,,
pour 2, 2, ,***, 2,,—; fixes. De plus, si la fonction —log R,'(Z,, 0,---, 0) est sous-
harmonique, la restiction

G(zy, 4,2, ,+,a,,%) = — log R)'(z,, 0,-++,0)
de G sur L ’est aussi. Donc on peut supposer que L est de la forme: z;=0,
1=2,3,-+,m.

Soit u(2,) une fonction harmonique mais d’ailleurs arbitraire dans |2,|<<oo;
la fonction G(z,, 0,+++,0)+u(z,) n’atteint aucun maximum local dans le voisinage de
2,=0. Par conséquent, G(2,, 0,--,0) est sousharmonique dans le voisinage de z,=0.

Soit en effet f(2,) une fonction holomorphe dont la partie réelle est —u(z,).
Transformons I’espace par

Zi=24 2, =2uexp(f(z)), t=12,,m—1.

L’image L’ de L par cette transformation est de la forme: Z;=0, i=2, 3 ,---, m.
L’image D’ de D est pseudoconvexe par rapport a Z,. En outre on a

G'(Z) = —log R,(Z,, 0,--,0) = G(z,, 0,+-, 0)+u(z,) ,

ou Rz, (Z,,+,Z,-,) désigne le rayon de Hartogs de D’ par rapport a Z,,. Par
conséquent, il suffit de montrer que la fonction G'(Z,) n’atteint aucun maximum
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local dans le voisinage de Z,=0.

Pour raisonner par 'absurde, supposons qu’il y ait un cercle |Z,—Z,"| <p
sur le plan Z, contenu dans le voisinage de l'origine et tel qu’on ait G'(Z))
<G'(Z,) sur |Z,—Z|=p. Puisque G’ est semi-continu supérieurement, on
peut trouver un 7, tel que

R (Z,0,+,00>r>R/'(Z°0,,0) sur |Z—Z'|=p.

Or I'ensemble {|Z,— Z,°| <p, Z;=0, i=2, 3,---,m} est contenu dans le voisinage
de l'origine et donc dans D’. De plus, 'ensemble

{]ZI_Zl‘)I:P, Zi:()) lZmléro, i:2’3)""m~1}

est de méme contenu dans D’. D’aprés la pseudoconvexité de D’ par rapport
aZ,ona

{|Zl—'Zlo| §P» Zi = O) IZml éroy = 27 3;"'sm_1}CDI .

Par suite on a R,"(Z,’, 0,---,0)>7,: c’est impossible.

2°. Soit L de la forme: 2;=0, i=1,2,---,m—1. La fonction Rz (0,-:-,0)
est égale 4 la distance du point 2, a la frontiere de D,={z,,[(0,:-,0, 2,,)
eD}. Donc

G(0,-+,0, 2,,) = max. {—log |2,,—¢| | EFr. D}

est sousharmonique dans D,, puisque —log |z2,,—¢| est harmonique et que
G(0,--+,0, z,,) est continu.

Soient D et o une région et un nombre positif petit; nous désignerons par
D> la région constituée par les points P=D tels que dist. (P, Fr. D)>o.
D’abord, en désignant les variables par x, y,,***,¥,,-, on a le

Lemme 10. Si D est pseudoconvexe par rapport a x, alors D Pest aussi.

Preuve. Soient y,=f,(x, t), i=1,2,.--,m—1 des fonction continues sur
|x—x,| <7, 0=<t=1 et holomorphes sur |x—ux,| <r pour ¢ fixe. Soit F,;, 0=¢
=<1 la famille des surfaces définies par

Vi :fi(x’ t)’ lx_xo| gr) 1= 1, 2,"', m—1.

Supposons que Fr. F,CD et F,CD“> pour 0<t<1. §’ily avait un
point P, F— D>, on aurait une contradiction.
En effet, puisque P,&Fr. D, il existe un point P,eFr. D tel qu'on ait
dist. (P,, P,)=0. Soient
Piz(x(i)) yi“ ,""ySrz)—l ’ Z= 1)2;

considérons la translation suivante:
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x—>x—-x(1)—[—x(2)’ Vi —_)yi—yil)_i—yiz) ’ i = 1) 2 PR m—1.
alors, pour 0=<t<1, I'image G, de F, par cette translation est représentée par

¥i = fi(x+aP—a®, ) —yP+y®, |x—x,| <7,
i=1,2,,m—1,

ou x,'=x,—xP+x®. La famille G,, 0<t<1 satisfait aux conditions que
Fr. G,CD et G,cD pour 0<t<1. On a G,CD pusique D est pseudoconvexe
par rapport a x. D’autre part on a P,&G,— D: c’est impossible.

Supposons que D soit borné; alors, en désignant les variables par z,, 2,,:*,
2., onale

Lemme 11. Soient R,(P) (P D), i=1, 2,---,m, les rayons de Hartogs de
D par rapport a z,, 2,,"**, 2 respectivement. La fonction

F(P)=min. {R(P), i=1,2,-,m}
tend vers 0, lorsque le point P= D™ tend vers la frontiére de D™.

Preuve. Pour raisonner par 'absurde, supposons qu’il existe une suite con-
vergente {P,} de points dans D telle que l'on ait lim P,=P,&Fr. D et
qu’on ait

Ri(Pv)ngos 1= 1)21"')m;v: 152)'"’

ou k, est un nombre positif. Alors il existerait un point P,’&Fr. D tel que
dist. (P,, P,") =0 ; nous posons
P,= (2, 2°,,2,) et P/ = (2,2, 2,)-
Soit P=(2,, 2;,"*", %,,) un point quelconque. Désignons par B(P) ’ensemble
{(zitu, 2,000, 2,,) | |u] <k}

et par C(P) 'ensemble ouvert {P’|dist. [P’, B(P)]<<c}. En vertu de R,(P,)>k,,
on a d’abord C(P,)CD pour chaque v et donc on a C(P,))CD. Je dis qu'on a
P/EFr. C(P,). En effet, P,eB(P,) entraine P,’C(P,) et donc P,’=C(P,)
entraine P, D.

Considérons Phypersphére S={P|dist. (P, P))=c}. On a P,/&SN
Fr. C(P,). En outre on a

SNFr. C(P)C{z = 2} .

Soit en effet P=(z,, 2,,'**, 2,,) un point de S tel que z,#2,°. Il existe un nombre
complexe u petit tel que
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|z1_zlo-ulz+>zl |2;—2"[*<o® et |u|=k,.
)

Ona (2,'+u, 2,°,, 2, )EB(P,) et on a nécessairement P& C(P,).
Par conséquent on voit 2,'=z°. Pour chaque i=2,3,-:-,m, on a pa-
reillement 2;"=2,°; c’est impossible.

Corollaire. Soit D une région pseudoconvexe par rapport a toutes les variables
de lespace; alors D est pseudoconvexe au sens usuel.

Preuve. D’abord supposons que D soit borné. Soit o un nombre positif
petit. En vertu du Lemme 10, D est pseudoconvexe par rapport a toutes
les variables qui seront désignées par z,, 2,, ***, 2,,. D’aprés le Lemme 9, la
fonction —log R;(P) (P& D) est plurisousharmonique pour chaque 7, ou R;
est le rayon de Hartogs de D par rapport a4 2;. Le Lemme 11 assure que la
fonction

G(P) = max. {—log R(P), i=1,2,,m}

tend vers co lorsque le point PE D tend vers la frontiere de D°. Puisque G
est plurisousharmonique, on voit, d’aprés le lemme dans le Préliminaire, que
D est pseudoconvexe. D’aprés la proposition dans le Préliminaire, la limite
D de D pour o—0 est pseudoconvexe.

Supposons ensuite que D soit non-borné; alors la partie commune de D
et une boule quelconque autour de I'origine satisfait aux mémes conditions que
D. Par suite, D est pseudoconvexe, car il est la limite d’une suite croissante
de régions pseudoconvexes.

Lemme 12. Soit D une région dans Uespace x, y,,***,Vyy—,. Alors D est
pseudoconvexe par rapport & y,, Y, ,++*, Yom-1, St D est pseudoconvexe par rapport a x.

Preuve. Démontrons que D est pseudoconvexe (I1I, x) par rapport a y,,
sous I’hypothése que D soit pseudoconvexe par rapport 4 x. D’aprés la Pro-
position 4, cela achévera la preuve. Soient

X :f(yvt)7 Vi :fi(yl’ t) , 1=2,3,+,m—1

des fonctions continues sur |y,—y,°| <7, 0=¢=1 et holomorphes sur |y,—y,’|
=<7, pour t fixe. Supposons d’ailleurs qu’on ait

f’(ylo, O)#:O’ (f(ylo’ 0): ylo’ fZ(ylo’ O)"“)fm—l(ylo) 0))€ED

et en outre que

(f(yn 0)» yan(yn O)»"'»fm—l(yn O))ED pour 0< Iyl—y,"l =7,.

Envisageons maintenant I’équation x=f(y,, #). On voit qu’il existe une
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unique solution y,=g (x, t) définie, continue sur |x—x,| <7, 0<¢=<7 et holo-
morphe sur |x—x,| <7 pour ¢ fixe, ou x,=f(y,’, 0) et que 7, 7 sont des nombres
positifs petits. Pour chaque i=2, 3,---,m—1, posons

Yi= gi(x’ t) :fi(gl(x! t)) t);

ils satisfont aux mémes conditions que celles de g,(x, t) sur |x—x,| =<7, 0=t=rT.
On a en particulier (x,, g,(%, 0),***,&,—1(%, 0))€ED. En outre, pour 0 <|x—x,|
=r,ona0<|g(x, 0)—y,°| =<r, et donc

(%, £(%, 0),+++, guos(%, 0))ED .

Soit & un nombre positif; il existe deux nombres positifs &, 8, tels que
lg\(x, t)—,°| <€ pour |x—x,|<<E, 0<t<§,. Ensuite, il existe un & (<3,)
positif tel que 0=<¢<§ entraine I'existence d’un point x dans |x—ux,| <&, satisfai-
sant a (x, g,(x, t),**, Z-s(%, )) &€D. Or, si on pose y,==g,(x, t), on a

(fo £)s Y15 (305 8) 523 fonea(0s ) EED et |y, = | <€.
Cela montre la pseudoconvexité (III, x) de D par rapport a y,.
D’apres le Lemme 12 et le corollaire du Lemme 11, on a le

Théoréme. Si une région D est pseudoconvexe par rapport @ une des vari-
ables de Pespace, D est pseudoconvexe au sens usuel.

Par le théoréme et la Proposition 4, on a le

Corollaire 1. Dans Uespace x, y,,***,Y,-1, une région D est pseudoconvexe,
st et seulement si D est pseudoconvexe (111, y,) par rapport a x.

Considérons dans I’espace X, ¥,,***, ¥,,1, Une variété
A:y; = au+b(x), - i=1,2,+,m—1,

ou les g, sont des constantes et les b,(x) des polynomes mais d’ailleurs arbitraires.
Soit D une région; formons la région

D, = {(x, u)|(x, au+b(x), -, a,,_u+b, (x)ED} .
D’apres le Lemme 8 et le théoréme, on a le corollaire suivant.

Corollaire 2. Larégion D est pseudoconvexe, si et seulement si la région D 4
est pseudoconvexe pour toute telle variété A.

En désignant les variables par z,, 2,,*, 2,,, on a une application du Corollaire
2. Considérons une vairété
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B: z; = Pz, 2,), i=3,4,-,m,

ou les P; sont des polyndémes de z,, %,, mais ils sont d’ailleurs arbitraires. Soit
une région; formons la région

D(B) = {(zly 22)’(2'1, 22y Pa(zla 22) "y Pm(zv 22))ED} .
Alors on a le

Corollaire 3. La région D est pseudoconvexe, si et seulement si la région
D(B) est pseudoconvexe pour tout B admissible.

Preuve. Si D satisfait 4 la condition, D satisfait a celle du Corollaire 2 et
donc D est pseudoconvexe. En effet, en désignant les variables par x, y,, -,
Ym-1, SUpposons qu’il existe une variété

A:y; = autby(x), i=1,2,-,m—1,

telle que D, ne soit pas pseudoconvexe. Alors, comme on I’a vu dans la preuve
de la Proposition 4, on peut supposer que a,30: A est égal a la variété définie par

yi = aiv'a;(y,—by(x))+by(x) , i=2,3,+,m—1.

Par ’hypothése, D(A) est pseudoconvexe. Donc D, I'est aussi, puisqu’il est
transformé biunivoquement a D(4) par u=ai'(y,—b,(x)): c’est absurde.

Supposons ensuite que D soit pseudoconvexe; alors il existe une fonction
plurisousharmonique G(z,, 2,,***, 2,,) dans D, qui tend vers co quand le point de
D s’approche de la frontiere de D. Soit B une variété admissible; considérons
la fonction

G(zu 22 Pa(zn 2‘2) ,"',Pm(zn 2’2))

qui est définie et plurisousharmonique dans D(B). On voit qu’elle tend vers oo
quand (2,, 2,)€D(B) s’approche de la frontiére de D(B). Donc D(B) est
pseudoconvexe.

En employant les variables z,, 2,,*+, 2,,, 0n a enfin un corollaire qui concerne
les rayons de Hartogs:

Corollaire 4. Soient Ry(z,, 2,,'**, 2,,), k=1, 2 ,++-,m les rayons de Hartogs
d’une région D par rapport @ z,, 2,,**, 2,,, respectivement; posons

Gk(zu 2, 7""zm) == - IOng(Zl, 2, ""’zm)) kzl, 2:"'1m .

Pour que D soit pseudoconvexe, il faut et il suffit que m—1 quelconques des fonc-
tions Gy, k=1, 2 -+, m soient plurisousharmoniques dans D,

En particulier, considérons le cas m=2. Alors on voit que, dans I'espace
x, ¥, une région D est pseudoconvexe si et seulement si la fonction —log R,(y)



270 I. KiMmura

est plurisousharmonique dans D, ou R,(y) désigne le rayon de Hartogs de D par
rapport a x.

Preuve. D’aprés le Lemme 9, la condition est nécessaire. Prouvons donc
la suffisance. En vertu du théoréme, il suffit de montrer que, si G, k=2, 3, -+,
m sont plurisousharmoniques, D est pseudoconvexe par rapport a z,. Con-
sidérons trois domaines

C: |z—2"|<p, |zi—f2)|<7:, 1=2,3,-,m,

C: p'<|z—2"1<p, |z:i—fi(z)| <r:, 1=2,3,,m,

Ci: |2—2°|<p, |z:i—fi(z) | <ri'(<r)), i=2,3,,m,
satisfaisant & C,U C,C D, ou les f,(z,) sont des polyndmes. Il suffit de montrer
que CC D pour tous tels domaines C, C,, C,.

Transformons l'espace par Z,=z,—2, Z;=2;—fi(2,), =2, 3,+--,m; alors
les images de C, C,, C, sont les domaines

C’:Izl|<p, ]Z,‘|<r;, 1= 2’3’...’"1,
Cl':pl<|Z1[<p, IZil<ri, i:2,3’...’m,
Cz’: |Z1|<p, |Z,~|<r,~', i:2’3’...,m.

Désignons par D’ I'image de D et par R, (Z,, Z,,++, Z,,), k=1,2,---,m, les
rayons de Hartogs de D’ par rapport 2 Z,, Z, ,--+, Z,,, respectivement. Puisque
la transformation n’est qu’une translation du plan z, pour k=2,3,--,m
lorsque 2; (== k) sont fixes, on a R,'’=R,, k=2, 3,---,m. Par suite on voit que
les fonctions

Gk’(Zlv Zz ,"',Zm)=—10g Rkl(Zl’ Zz "y Zm)’ k:2’ 3 yott,m

sont plurisousharmoniques dans D’.
Il ne reste qu'a montrer C'CD’; pour raisonner par I’absurde, supposons
que C'ED’. Pour l=1,2,---,m, désignons par =, I’ensemble

UZ<p, 1 Zs|<riy |2, <r)/, 25iSI<j=m} ;

onaZ,=C". Doncil existe un entier k (2=<k=m) tel que Z,E D" et Z,_,CD".
Soit (a,, a,,***, a,,) un point de Z,—D’: on a |a,| <p’, |a;| <r;, 1/ = |ag| <1y,
la;| <r;’ (2=i<k<j=m). Posons

p= i (| Zy] |(Zyy Zoyoos Z)EZa— D, Zimay i 1, B
alors il existe un point (Z,, Z,°, -, Zy)E3,—D’ tel que Z=a; (i1, k) et
u=|Z"]: on a en particulier xp>0. Soit & un nombre positif petit; posons

Zk'=Zk°(l—8) et

u(Zl) = le(Zn Zzo)'"s 2—1) Zk,’ Z:ﬂ PRRRE Zf,,) .
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Alors la fonction u(Z,) est sousharmonique dans |Z,|<p; en outre on a

w(Z,)>—logép pour p'<<|Z,|<p

et u(Z,")=—log Eu. C’est absurde.

(1
[2]
(3]

(4]
[5]

(6]
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