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ウ ィ トゲ ン シ ュタ イ ンの ゲ ー デル理 解 につ い て

奥 雅 博

1は じめに

2ウ ィトゲンシュタイ ンはゲーデルを軽視 し

ていなかった。

3ウ ィ トゲンシュタインは数学者ゲーデルよ

りも哲学者ゲーデルを批判 した。

4ゲ ーデルの不完全性定理はウィトゲ ンシュ

タインにとって衝撃ではなかった。

5「 数学の基礎づけ」一般がウィトゲンシュタ

インにとって問題的であった。

6ゲ ーデルの不完全性定理の功罪 はヵ ントー

ルの対角線論法の功罪 と類比的である。

7何 故 ウィ トゲンシュタイ ンはゲーデルに対

して批判的態度をとったのか。
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ウ ィ トゲ ンシュタイ ンのゲ ーデル理解 につ いて

1は じめに

後期ウィトゲンシュタインの数学論が多 くの数学者や哲学者から否定的な評価をうけたこ

とはよく知 られている。『数学の基礎』(初版1956年)に 対するクライゼルとダメットの書評

はその代表的なものである。即ち,ク ライゼルはウィトゲンシュタインとの親交に触れた後

で書評の末尾を 「私 はこの本を読んで楽 しくなかった。15年 前の私ならどう考えたか,勿 論

自分にはわからない。 しかし今の私には,こ の本は才気ある精神による驚 くほど無意味な産

物である,と 思われる」 と結んでいる。正)他方ダメット2)によれば 「とりわけ無矛盾性とゲー

デルの定理に関す る箇所は劣悪で,明 白な誤 りを含んでいる。」また,「例が乏 しすぎること

が難点である。」「ウィトゲンシュタインの本で与えられている諸例は一 かれにしては驚 く

べきことだが一 貧弱で説得力に欠ける。 これは,私 の考えでは,ウ ィトゲンシュタインの

説明に何か不都合なところがある,と いうことのかなり確かなしるしである。」と述べられて

いる。

この種の批判に対 してウィトゲンシュタインを擁護する側からの反論がなかった訳ではな

い。ウィトゲンシュタインの論点を批判者の多くが看過 ・誤解 していることを指摘する論文

が数多 く書かれている。本論文が主題 とする 「ウィトゲンシュタインのゲーデル理解」 もそ

の例外ではない。それらの論文のうち,シ ャンガーが彼自身が編集 したゲーデル論に収録し

た 「ゲーデルの定理の意義に関するウィトゲンシュタインの考察3)」は出色と言えるであろ

う。私自身教えられるところが多 く,と りわけどのような方向に素材を求めるべきかにっい

て貴重な示唆を得たと考える。

いずれにせよ,こ の論文では私なりの仕方でウィトゲンシュタインのゲーデル理解につい

て吟味を施 したい。論点を明確にするたあに,粗 野な形で箇条書 きに以下の各節の主張を予

め示 しておくことにする。即ち

2ウ ィトゲ ンシュタインはゲーデルを軽視 していなか った。

3ウ ィトゲンシュタイ ンは数学者ゲーデルよりも哲学者ゲーデルを批判 した。

4ゲ ーデルの不完全性定理 はウィトゲ ンシュタインにとって衝撃ではなかった。

5「 数学の基礎づけ」一般がウィトゲンシュタインにとって問題的であった。

6ゲ ーデルの不完全性定理の功罪はカントールの対角線論法の功罪と類比的である。
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そ して最後の節で暫定的な結びとする。

2ウ ィ トゲ ンシュタイ ンはゲーデル を軽視 して いなか った。

ウィ トゲンシュタインのゲーデル理解を検討するにあたって,我 々が初めに覚える当惑

は,彼 がゲーデルについてごくわずか しか言及 していないという印象をうけることにある。

いわゆる中期 に属する遺稿や対話の記録,即 ち 『哲学的考察』『哲学的文法』『ウィトゲン

シュタインとウィー ン学団』 にはゲーデルの名が全 く登場 しない。 『数学の基礎に関す る講

義,1939年,ケ ンブリッジ』にもゲーデルの名は見出せない。

確かに後期の遺稿 『数学の基礎』ではゲーデルについて言及されているが,分 量 としては

ごくわずかである。新版(第3版)の 索引の項 目(ゲ ーデル,ゲ ーデルの問題,ゲ ーデルの

命題)に 従 うな らば,第1部 付録皿の7～19鮒),第W部19節,21～23節 がこれに該当する

が,量 的には刊行 されたテキス トの約3%に すぎない。また,マ イクロフィルムから確認でき

ることであるが,こ れらのテキス トが大版 ノー ト(MSll8,MS124)に 手書きされたのは前

者が1937年9月22日 ～24日,後 者が1941年7月2日 ～4日 である。

これ らの事情か ら,ゲ ーデルに対するウィトゲンシュタインの関心はわずかなものにすぎ

ず,ご く稀 にメモを書き記 したにすぎない,と 推測されるか もしれないのである。

この推測は誤まりである。ウィトゲ ンシュタインの遺稿の ごく一部が現在刊行されている

にすぎないことを我々は忘れてはならない。ウィトゲンシュタインの作業が,小 型 ノー トへ

のメモ→大版ノー トでの手書き原稿の作成→タイプ原稿の作成→タイプ原稿の推敲 ・配列替

え,と いったプロセスを通常辿るものであったことは周知である。このプロセスと比較 して

述べるならば,『数学の基礎』として今 日公刊されているテキス トのうち,タ イプ原稿による

ものは第1部 のみであり,そ れ以外は大版ノート(第VI部 については小型ノー ト)の 手書 き

原稿から編者が選択 した ものか らなっている。 いいかえれば,現 在著作集 として刊行されて

いるテキストと(未)完 成度においては同等な覚え書きがなお遺稿の中に存在 しうるのであ

る。

そ して実際に存在す る。 これの確認のためにはマイクロフィルムを隈な く読むまで もな

い。 ネドとランチェッティ編 『写真とテキス トによるウィトゲンシュタインの生涯』を参照

すれば十分である。の

この写真集の 「369ゲーデル」の項目には7っ のテキス トが挙げられている。即ち,1935年

7月31日 付のシュリック宛書簡,小 型ノートMSl63(1938年,1941年)よ り4ケ 所,大 版

ノートMS124(1944年)よ り1ケ 所,小 型ノートMS154(1931年)よ り1ケ 所である。6)最

後の項 目は実は 『哲学的文法』第H部25節 の末尾より二っ目の段落(地 下室の ジャガイモの
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芽の比喩)に 当たるものであるが,ネ ド達がこれをゲーデルに関する項 目とみなした理由は

私には不明である。 この項 目を除外 した上でいえることは,ウ ィトゲンシュタインはゲーデ

ルにっいて1935年 か ら1944年 にわたって書 き続けていることである。それ故,彼 のゲーデ

ルへの関心は間欠的ではなく,む しろゲーデルは彼にとって常に気になる存在であった,と

述べてさしっかえないと思われる。

以下の論議の手がかりともするため,シ ュリック宛書簡 と二つの節を訳出してみる。

1935年7月31日 付 シュ リック宛書簡か ら。

数学の中に証明不可能な命題が存在するに相違ない,と 誰かが証明した,と あなたがお聞

きになったとして,こ のことではさしあたり全 く何一っ驚 くことはありません。何故なら

見かけでは明晰そうなこの散文の命題が何を述べているのか,こ れだけではあなたには皆

目わからないからです。それ故,そ の命題が何を証明しているのかを見てとるためには,

あなたは証明を初めから終わりまで辿 らなければなりません。 この特定の証明をその詳細

の細部に至るまで辿 ってしまう以前には,あ なたは未だ何一つわか らないのです。例えば,

この証明の考え方で何が 「数学的命題」 と考えられているか,あ なたにはわか りません。

というの も,初 等算術がその例になりますが,別 な観点か らすれば,証 明されない命題は

そこには存在 しない,と いう具合いに,数 学が限界づけられたりするか らです。証明の結

果 とみなされている散文の命題が驚 くづき響きを持っているに しても,こ れには何の意味

もありません。 これと対立する散文の命題もまた証明可能なこと,対 立する命題の方を証

明の結果として我々が承認する気持ちになることがありうること,は 明 らかです。丁度,

全ての直線が一っの円と交わることのが証明でき,ま た,全 ての直線が一っの円と交わる

訳ではないことも証明できるように。二つの対立する命題がここで証明可能なことに驚 く

人があれば,私 は彼に次のように語 りかけるでしょう。証明をよく見たまえ,そ うすると

君は 「どの意味で」一方が証明され,「どの意味で」他方が証明されるのかがわかるだろう,

そして,君 が証明を綿密に研究 し尽すまでは,驚 く理由は何一っないめだ,と 。「私の指示」

からあなたが学べることは,こ の特定の証明を検討 してしまうまでは,そ の種の証明や証

明の結果について何一っ語 りえない,と いうことに尽 きます。即ち,哲 学者が数学であた

かも何かを予言 したくなり,「これこれは不可能である」「これは決 して証明できない」と

語る時,彼 は常に誤 っています。……哲学は証明にっいて何一っあなたに語 ることができ

ません。哲学がそれを試みる場合,間 違 った予言者が嘘言の故に罰せられるように,哲 学

が現実によって嘘言の故に罰せ られることがないかどうか,あ なたはいっもおののいてい

なければならないことでしょう。



172

MS121104頁(1938年12月28日)

ゲーデルが我々に示 したのは,人 が数学を一っの体系とみな してきたことに表現されてい

る 「数学」 という概念の不明瞭さである。

MS124115頁(1944年3月10日)

ゲーデルの論文が哲学的に駄目なのは次の点にある。彼は数学 とその応用との関係を理解

していない。この点で彼は多 くの数学者と同じ粘液質の概念の持ち主なのだ。

証明のみが数学的命題が何であるかを語 るのであり,そ れ以外 は散文である,と い うウィ

トゲ ンシュタインの指摘は正に至当なものである。我々が一方では 「ゲーデルの不完全性定

理 は,自 然数論の無矛盾性の証明が原理的に不可能なことを明らかにした」 と聞かされ,他

方では 「ゲ ンツェンが自然数論の無矛盾性を証明した」 と聞かされる限り,我 々は未だ何一

っ聞いていないのである。

3ウ ィ トゲ ンシュ タイ ンは数学者 ゲーデルよ りも哲学者 ゲ ーデルを批判 した。

上述の見解に対 しては,批 判が次のような形で提起されるであろう。

ゲーデルにっいて語 るか らにはウィトゲ ンシュタインは不完全性定理の証明を 「綿密に研

究 し尽 くしている」はずである。 ところで,彼 の理解の程度を示す資料は存在するのか。一

般に,彼 は数学をどの程度理解できたのか。彼にとってゲーデルが気になる存在であり,し

かも彼がゲーデルを十分に理解 しているのであれば,何 故彼は1939年 の講義でゲーデルに

触れなかったのか。

『数学の基礎』第1部 付録皿のゲーデル批判の大半は 「真であるが証明不可能」という表

現に関わるものである。 これだけの批判なら,ゲ ーデルの論文の初めの部分を読めぱ十分で

あり,recursivefunctionを 使用した長い論文はカットして差支えない。果 してウィトゲン

シュタインは論文をきちんと検討 したのだろうか。多 くの哲学者や教養人は証明を読まずに

数学者の 「散文」をうのみにし,こ の散文か らあ りとあらゆる帰結を導 き出す,と いうこと

はウィトゲンシュタイ ンの指摘の通 りだが,実 はウィトゲ ンシュタインも証明を読まずに散

文による解説を批判 したにすぎないのではないか。

この反論 は鋭い指摘を含んでいる,と 私は考える。ウィトゲンシュタインの数学の素養に

っいては直接間接の証拠か ら推定する他はなく,推 定が不徹底にとどまることも十分予想で

きる。確かなことは,彼 が1920年 代の後半から30年 代の初めにかけて,ヒ ルベル ト,ス コー

レム,ラ ムゼイ,ワ イル,ブ ラウァーといった数学者のメタ数学ないし数学基礎論に関する
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かなりの論文を読みこなしており,こ のことが彼の中期の数学論に厚味を与えでいるζとで

ある。

この厚味と比較すれば,後 期のウィトゲ ンシュタインのゲーデル理解がやや迫力に欠ける

印象を与えるものであることは否めない。数学の哲学は依然として主要問題の一っではあっ

ても,も はや第一の中心問題ではない。ゲーデルの定理を巡 る数学者の関心をウィトゲ ン

シュタインは共有 しない。例えば,ロ ッサーの定理が発表されたノbπ㎜zσSy励o漉Log記

を読みふける彼の姿などは極 めて想像困難である。

この時期の彼の準備の程度をもってしては,1939年 の講義でゲーデルを正面か らとりあげ

ることは不可能だった,と 思われる。そこにはテユー リングが出席 しており,テ ユーリング

の批判に対 してウィトゲンシュタインは悪戦苦闘を強いられていたからである。

しかしながら,別 の観点から,ウ ィトゲンシュタインに好意的な推測もまた可能である。

即ち,ゲ ーデルの証明の純数学的な部分に間違いはなく(間 違いがある場合にそれを訂正す

るのは数学者の職務である),哲 学的散文に問題がある,し かもゲーデルの哲学的散文を批判

する道具立ては,既 にウィトゲンシュタインの中に蓄積されていた,と す る推測である。

この解釈は数学者の仕事を数学的要素 と 「散文的」要素 とに区別す る,と いう発想に基い

ている。 これに関連 した微妙な問題はウィトゲンシュタイン自身に明瞭に自覚されていた。

それ故彼は次のように記 したのである。

私の課題はラッセルの論理学を内部から攻撃することではなく,外 部から攻撃すること

である。

即ち,ラ ッセルの論理学を数学的に攻撃す るのではなく,一 もし数学的にであれば私

は数学を営む ことになる ラッセル論理学の位置,職 務を攻撃することである。

私の課題は,例 えばゲーデルの証明について論 じるのではなく,そ の証明の傍を通 りす

がりた論 じることである。、

(『数学の基醐 第W部19節)

一言でいえば,数 学者ゲーデルよりも哲学者ゲーデルをウィトゲンシュタインは批判 した

のである。 .

ゲーデルの不完全性定理の証明は様々な仕方で数学的に吟味できる。ゲーデル自身が証明

に用いた条件とは異なった(よ り強い,よ り弱い)条 件の下で も同 じ帰結が もたらされるか

否か,表 現可能性の定式化の相違に応 じてどのような異なった結果が生 じるか,第 一不完全

性定理 と第二不完全性定理の関係はどのような定式化が可能であり適切であるか,と いった

類の問題がそれである。 これはゲーデルの証明 「について論 じる」ことであり,数 学者の職
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務である。

この限り,不 完全性定理 は数学の数多くの定理の中の一っである。確かに,こ の定理は偉

大であろう。数学の定理の偉大 さを判定する基準 としては,数 学者仲間の関心をひきっける

度合い,定 理が証明された後に数学 という営みがこうむった変化,定 理 と数学外での応用の

関係,等 々いくつか数えあげることが可能であろう。 しかしいずれにせよ,定 理の 「哲学的

意義」にその偉大さが示されるのでは全 くない。例えば 「真の命題のことごとくが証明可能

ではないことをゲーデルが示 した。 これは形式主義 と有限の立場に対するプラトニズムの偉

大な勝利である」 という主張は哲学的散文の見本例である。

不完全性定理 は種々の哲学的混乱を招 きかねない点で注意すべき定理である,し かるに

ゲーデルは彼自身が 「哲学的」であった度合いに応 じて混乱を助長する点で ミス リーディン

グだった,と いうのが ウィ トゲンシュタイ ンの批判の論点である,と 言 ってよい。それ故

「『プリンキピア』の体系の中で真であるが証明不可能な命題」 という発想が批判の姐上にの

せ られるのである。8)

ウィトゲンシュタインの批判(r数 学の基礎』第1部 付録皿5-9節)は 次のように簡潔に要

約可能である。① ラッセルの体系で真な命題とは証明された定理のことである。② ラッセ

ルの体系で真であるが証明不可能な命題 は公理である。③ ① と②以外にラッセルの体系で

真な命題は存在 しない。尤 も,他 の体系 とラッセルの体系 とが表記法を偶然に共有すること

はありうる。④ それ故,「 ラッセルの体系の公理でも定理でもないにも拘 らずラッセルの体

系で真な命題」 という問題は,多 義性から生 じる誤謬である,と 。

この批判に対 しては,ゲ ーデルの側から激 しい反論がよせちれるであろう。即ち,ゲ ーデ

ルの哲学的解説への批判は一理あるにせよ,上 述の要約はウィトゲンシュタインの無理解を

露呈 したものである,ゲ ーデルの功績は 「表現定理」にある,ゲ ーデルは形式的体系にっい

ての超数学的概念の或 るものが再 び形式的体系の中で数値別に表現可能な ことを示 したの

だ,と 。

この反論を吟味するには,ウ ィトゲンシュタインが 「超数学」にっいてどう考えたかを論

じる必要がある。問題を,形 式的体系に対するウィトゲンシュタインの態度 と,数 学の基礎

づけという考えに対する彼の態度とに分けて論 じることにする。

4・ ゲーデルの不完全性定理 はウ ィ トゲ ンシュ タイ ンにとって衝撃 ではなか った。

形式的体系に対す る公理論的な考察方法が,そ の骨格を顕わにするのは1920年 代である

が,通 常の考察方法と比較 してみるとウィトゲンシュタインの立場は極めて特異である。体

系的考察に対する感受性 ・問題意識を欠いている点で彼は 「旧世代」に属するようにみえる
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一方,「意味論的視点」を徹底的に排除 した特異な体系観を抱いて もいたからである。この点

を明らかにするために,あ りふれた形で形式的体系の与え方をまず例示 してみる。

初めに,当 の公理系に登場可能な記号が指定される。次に,こ れらの記号から論理式を形

成する規則が与えられる。いくっかの論理式が公理 として選び出され,公 理から証明を通 し

て定理を得 るための規則が枚挙 される。その上で,論 理式の全てが定理となる訳ではないこ

とに注意が払われ,こ れに基づいて無矛盾性の原則が種々の形で定式化 される。定理となる

論理式が備えているべき性質 との関係で,種 々の形で完全性が定式化される。最後に公理間

の相互関係,個 々の公理の要不要が独立性の問題 として吟味される。

これに対 して中期のウィトゲンシュタインが堅持 した立場 は 「公理系という世界では証明

された定理のみがその世界の住民であるの」というものであり,い いかえれば意味論的視点の

排除であった。 この点に関しては中期の立場 は後期に至 るまで基本的に維持 されたと私 は考

える♂0)

この立場からの帰結の一例が 「ラッセルの第5公 理が独立でないことの証明は不可能」 と

いう主張である。

ラッセルの第5公 理にっいては普通次のように言われる。ラッセルの第5公 理が独立でな

いことをベルナイスが証明 した,彼 は5っ の公理の代 りに4っ の公理から出発 し,第5公 理

が4っ の公理か らの定理に他ならないことを証明 した,と 。

これに対するウィトゲ ンシュタインの批判は次のように彗る。公理と規則が体系を指定す

るのだか ら,5つ の公理 と所与の規則からなるラッセルの公理系 と,4っ の公理と所与の規則

からなるベルナイスの公理系は,二 つの全 く別な世界である。それ故一方が他方を含んだり,

一方の公理の一部が不要であることを証明 したりすることは不可能である
。(もしこれが 「証

明」な ら,証 明はどのような体系において行われるのか。)我々ができるのは二つの体系の類

似 と相違を 「見てとる」 ことだけである。何かが見てとられたら,人 は以後づルナイスの公

理系を使用することがありうるのである。")

ところで,ベ ルナイスの公理系が多用されるようになるとしても,こ のことは二っの公理

系 にとっては外的である。また,ベ ルナイスの公理系が十分であることが 「証明」されない

ように,ラ ッセルの初めの三っの公理では不十分なことも 「証明」されないのである。

このようぢ立場 は全ての意味論的考察を排除するに留まらない。通常は構文論的概念と目

される 「定理ではない論理式」という概念をも無意義なものとするのである。 このことを先

に示 した通常の形式的体系の与え方との対比で明らかにしたい。

証明可能な定理のみが当該の公理系の登場人物である,と する立場からみれば,論 理式の

形成規則は不要である。 これに代えて,定 理から不適切な式が導出されないように,代 入規

則を入念に述べるだけで十分である。公理系に登場する字母の指定は印刷業者に対する指定
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に他ならず,不 要である。どのような字母が登場可能かは,公 理と推論規則によって内的に

示されるのである。

おそらく 「定理ではない論理式」という概念は 「ある公理系が無矛盾ならば,そ の公理系

における論理式で,し か もその公理系からは証明できない式が,そ の公理系(の 内部?も し

くは外部?)に 少なくとも一っ存在する」という要請(即 ち,無 矛盾性の一つの定式化であ

る)の ために必要である,と 主張 されるかもしれないが,要 請を上のように述べてみれば,

既にそれ自身にパラドクシカルな響きがあるのである。

完全性概念 も問題にならない。それぞれの体系において完全性概念もいくっかの仕方で規

定されるが,そ れらのほとんどが意味論的であるか,矛 盾概念に帰着する 「強い意味」の完

全性であるかのいずれかだからである。

それでは無矛盾性の原則までも不要となるのか。通常の考えによれば,一 度矛盾が現れる

とそれ以後任意の命題が証明され る,従 って形式的体系を構成す る意味がなくなって しま

う,そ れ故無矛盾であることが絶対に必要なのである。

これに対 してウィトゲンシュタイ ンは,規 則における矛盾とゲームの駒の配置としての矛

盾とをまず区別することを要求する。前者,規 則における矛盾は証明というゲームを破壊 し

て しまう。例えば,一 っの規則がモードゥス ・ポネンスを承認 し,も う一っの規則が これを

禁止す る場合,我 々は途方にくれるのである。これに対 してゲームの駒の配置にっいては事

情が全 く異なっている。「矛盾する論理式」,例えば`0≠0'や`p.～p'が 公理や定理 として

登場 したとしても,こ れによって証明というゲームが破壊される訳ではない。矛盾を含む公

理系から実に多 くのことが証明できるのである。

矛盾を公理の一っとする体系を当初か ら拒否すること,矛 盾が定理として現れたところで

それ以上の展開を打ち切 ることは,も とより可能である。 しか しこれ らは可能な選択の一部

にす ぎず,他 の選択 も可能であり,そ れぞれの選択は形式的体系にとっては外的な事柄であ

る。いずれにせよ,矛 盾 は恐怖の対象ではな く,そ れが顔を出 したところで適切に対処すれ

ば済む類のものにすぎない。

言いかえれば,隠 れた矛盾におびえる必要はない,隠 れた矛盾を一掃するために予め各体

系の無矛盾性を証明する必要はない,と いうことである。従って,こ の種の無矛盾性証明が

ことごとく可能でなければならない,と 考えるべき理由 もなければ,事 実として も,矛 盾を

探知す る方法が一般に与え られている訳でもないのである。

その故に,ゲ ーデルの結果が,自 然数論の全てを無矛盾な体系で形式化することがある意

味では不可能なことを示 したとして も,こ れはウィトゲンシュタインにとって何の衝撃でも

なかった。彼にとってはヒルベル トのプログラム自身が疑わ しい目論見だったのである。
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5「 数 学 の基礎づ け」一般 が ウィ トゲ ンシュタイ ンに とって問題的 であ った。

今度 はヒルベル トの精神に対するウィトゲンシュタインの無理解が批判されることになろ

う。即ち,算 術の無矛盾性を前提として幾何学の無矛盾性が証明されたか らには,次 は算術

の無矛盾性そのものの証明が当然課題となる。また,公 理の独立性の証明に際 して種々の人

工的な算法がモデルとされたか らには,こ の算法自身の無矛盾性は当然明 らかでなければな

らない。従って,何 よりもまず自然数論の無矛盾性が基礎づけられねばならない。 これは数

学者にとって至極当然な要求ではないか,と いう批判である。

もとより道 は一っとは限 らない。数論を論理学に還元 し,論 理学は自らの無矛盾性を何 ら

かの仕方で明証的に示す,と いうの も一っの可能な方策である。いずれにせよこのような基

礎づけの努力を通して数学が一っの整った全体であることが明 らかになって くる,ま たこの

過程で多 くの成果がえ られている。それなのにウィトゲンシュタインは全てを否認す るの

か,と いう批判である。

ウィトゲ ンシュタインか らみれば,ラ ッセルもヒルベル トも 「基礎づけ」を考える点で

誤 っている。記号論理学の位置にっいて,あ る箇所(MS121,72頁)で 次のように述べ られ

ている。即ち

ところで数学 は記号論理学ではない。記号論理学は数学の小さな一部分である。その小

さな一部分が,誤 解の故に,「数学の基礎」 と思われているのである。

ヒルベル トにっいても

「……私は再びあるゲームを手にす るのであってメタゲームを手にするのではない。

ヒルベル トが行っているのは数学なのであってメタ数学ではない。

他の全ての計算 と全 く同様にそれもまた一っの計算なのである。切」

と言われている。

ウィトゲンシュタインからみれば数学は一っの基盤の上に組み立て られた体系ではない。

むしろ 「数学 は証明技術の色とりどりの混合物である。B)」そして 「証明は命題同士を秩序づ

け,そ れらに連関を与える♂)」

っまり,証 明の一っ一っが新 たなネットワークを作り上げる。 しかも,あ る箇所で得 られ

た証明技術が,全 く別の領域でほとんどそのままの形で適用できるということは日常茶飯事

である。いずれにせよ,こ のようにして作 り上げられるネットワークが,存 在論的に下から

上へ あるいは線形に左から右へ,と いう形で全数学を並べてみせることが可能でもなけれ
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ば必要で もない。冒頭の引用に示 したように,数 学を一っの体系 とみなす先入見をっきくず

したのは,確 かにゲーデルの功績なのである。

6ゲ ーデルの不完全性定理の功罪はカン トールの対角線論法の功罪 と類比的であ

る。

『数学の基礎』第1部 付録皿14節 によれば,ゲ ーデルの不完全性定理の眼目は,そ れが例

えばユークリッド幾何学における角の三等分が不可能であることを示すような,不 可能性証

明である点にある,と ウィトゲ ンシュタイ ンは考えていた。また同書第皿部16節 が示すよう

に,カ ン トールの対角線論法の眼目もその不可能性証明にある,と 彼は考えた。その限り,

これら二人の数学者に対する彼の態度はかなりの程度類比的である,と 筆者は考える。以下

これを示 していく。

角の三等分の不可能性の証明はユーリッド幾何学における証明ではない。それは一っの代

数系における証明であ り初等幾何学の定規とコンパスによる作図がそこでは代数方程式に投

影されている。そ して許された作図法では角の三等分という課題は果せないことが示される

のである。

ウィトゲンシュタイ ンによれば,こ の証明の効用は人々に無駄な努力を断念させることに

ある。「無駄な努力をやめたまえ,う まくいかないことが証明されているのだから」と証明は

物語 る。 もとより聞き手は,初 等幾何学が一っの代数系に投影されていることを見て とらね

ばならない。 しか し,彼 が証明の眼目を理解すれば,角 の三等分法を求める努力は打ち切 り

となるのである。

同様に,カ ントールの対角線論法は全ての実数を何 らかの順序で並べようとする試みが無

駄であることを示す効用がある。その限り対角線論法は有用な技法であるが,技 法それ自身

としては特に高級なものではない。 しかしこの技法が考案 された状況 とそれに付加された

「哲学的散文」が種々の問題を生 じる,と ウィトゲンシュタインは考えたのである。

対角線論法が高級な技法ではない ことを理解するには次のよ うな社会 を想像すればよ

い。15)そこでは全ての赤ん坊に背番号が命名されねばな らない。名付け親 は任意の番号を付

けてよいがその番号は未使用でなければならない。 このため使用された番号の リス トとの照

合が不可欠だが,あ る時対角数の技法が発見される。それ以後この技法は 「リス トにない数

を示せ」 という課題 と共に小学校で教えられる。そのような社会である。

この社会では,全 ての実数をある順序で並べるという課題の空しさは,極 めて平易な事実

として受け容れられるであろう。

我々の社会の歴史 はこれとは異なっていた。全ての実数 は小数に無限展開でき,各 々の無

限小数にはそれぞれ実数が対応する,と いうウィトゲンシュタインからみれば疑わ しい仮定
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の下で,カ ントールは対角線論法を考案 し,そ れか ら,実 数の濃度は可付番無限より大であ

る,と いう散文的帰結をひき出 した。これと共に 「集合論」の無意味なおしゃべ りのゲーム

が創設 されたのである。

ゲーデルに対してもこれと類比的なことが指摘できる,と 筆者は考える。即ち,素 因数分

解の一意性を手がか りに,数 学的表現を再び数値別に表現 しようとするゲーデル数 という考

案 はそれはそれで秀れたものである。また帰納関数の理論 も意義のあるものである。その考

案が一っの不可能牲証明で使用されることも自然である。 しか しその結果 「ある体系の中で

真ではあるが証明不可能な命題が存在する」と述べるのは散文に他ならないのである。

筆者の論述は 「数学者が証明を行っている限り問題ない,し か し彼がお しゃべ りを始める

と注意せねばならない」という精神の下ですすめ られてきた。 しか しウィ トゲ ンシュタイン

は,こ れには留まらない。彼は,内 容的にみて も集合論にはいかがわ しい点がある,と 考え

ていた。ゲーデルに対 しても疑惑の目指 しを向けていた,と 言ってよいであろう。それ故,

この理由が問われねばなない。

7何 故 ウィ トゲ ンシュタイ ンはゲーデルに対 して批判 的態度 を とったのか。

ウィトゲンシュタインのゲーデルに対する言及 は不完全性定理の問題にほぼ限られている

が,し かしこの定理はゲーデルの極めて秀れた幾つかの業績の中の一っにすぎない。それ故

この定理のみを扱 って 「ウィトゲンシュタインとゲーデル」を論 じるのは,初 めから限界の

ある作業である,と 思われるかもしれない。 しかしなが ら,た とえウィトゲンシュタインが

ゲーデルの全業績を通覧 したとしても,彼 の態度は否定的であり続けた,と 筆者 は推測する。

彼は集合論一般に対 して批判的だったからである。

現代集合論の専門家からみれば,ウ ィトゲンシュタインの集合論の理解は余 りに.も時代遅

れであろう。集合 とクラスの区別に対 してウィトゲンシュタインが注意を払 ったとは思われ

ないし,ま た彼の中期の数学論は有限集合,も しくは極めて特定された無限のみを認める立

場と解釈できるが,こ れでは集合論の前提 と相容れなくなるからである。

小論ではこれ らの問題には立ち入 らない。後期のウィトゲンシュタインから集合論が,ひ

いてはゲーデルが,ど のようにみえたかを二点について指摘するにとどめることにする。即

ち,集 合論は数学の一分野にすぎないが,誤 って数学の 「基礎」 と思われていることと,数

学の生命は応用にあるのであって集合論はこの 「応用」 と程遠いところに位置することであ

る。

第一点にっいては,記 号論理学と数学 との関係にっいて既に指摘 したことがそのままあて

はまる。集合論は代数学の一分野にすぎない。ところが集合論的表現様式が今 日普遍的に採
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用されていることもあり,集 合論が全数学の 「基礎」であるかの如き外観を呈するのである。

『数学の基礎』でウィトゲンシュタインが繰 りかえし強調 したのは,数 学の個別的な証明

技術に十分注意を払 うことであった。例えば十進法や対数 といった考案 はこれ自身が内実を

持っている。27+18=45が 『プリンキピア』の表記法に翻訳することが出来,従 って27本 の

棒と18本 の棒 とを合併 して一っの集合を作 り,棒 の本数を数えると45本 になることが示さ

れるか もしれない。 しか し十進法 とい う表記法なしには我々の今日の数学はありえなかっ

た。それはラッセルの表記法,あ るいは`0'と`"と いう二っの記号からなる表記法さえ

あれば本質的には不要となるものではないのである。それぞれの考案が数学の内実を支えて

いるのであって,こ れを 「基礎づけ」によって解消することなど不可能である,と いうのが

ウィトゲンシュタインのくりかえし指摘 したところである。

第二の論点 は,パ ラドクスの出現による素朴集合論の危機は数学の危機では決 してなかっ

た,と 表現できるであろう。 この危機に対する深刻な反省から数学全体が大幅に組みかえら

れたわけではない。素朴集合論から公理的集合論への移行は数学者の営み全体からみると局

所的な現象なのである。

同様に自然数論の無矛盾牲が証明できないとしても,こ れによって自然数の使用が一時停

止 においこまれることはない。ひいては,自 然数論に矛盾が発見 され ることがあっても,

我々はおそらく局所的対応で切 り抜けようとするであろう。数学は数学外の応用にその生命

力を得ており,こ の応用は極めて安定 しているのである。

嘘っきのパラ ドクスが発見されたのは二千年以上 も前のことである。それ以後我々は 「自

然言語の危機」の中に放置され,我 々は無知ないし怠惰の故に危険な自然言語を使い続けて

いるのであろうか。嘘っきのパ ラドクスが生 じないように,自 然言語の文法を緊急に変更 し

なければならないのか。

ウィトゲ ンシュタインはそうは考えない。自然言語は日常生活での使用にその安定 した基

盤を もっている。嘘っきのパラ ドクスなどは周辺的な一っのエピソー ドにすぎないのであ

る。

数学,と りわけ集合論にっいてもこれと同様に考えることはできないであろうか。このこ

とを吟味するためには,ま ず第一に,我 々の日常生活における数学の特殊な位置を考慮 しな

ければならないし,第 二に,集 合論が現在に至るまでに蓄積 した成果を検討せねばならない。

しか しこれは本論の範囲を超えた課題である。いずれにせよ,ウ ィトゲンシュタイ ンの姿勢

は,基 礎づけと危機の中を生 きる哲学的数学者に対する批判としては,意 味を失う訳ではな

いと,筆 者には思われるのである。
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注

1)GeorgKlreise1="Wittgenstein'sRemarksonthePhilosophyofMathematics,"砺 心 ゐノb駕辮 αZ

掴 煮加 」%f!bsq助yqf86fθ πcθ9(1958・1959)135・158.こ れ 以 外 に も ク ラ イ ゼ ル は ウ ィ トゲ ンシ ュ タ

イ ン にっ いて い くっ か 論 文 を記 して い る。 そ れ らは,彼 自身 の発 想 の強 さ を示 す難 解 な もの で あ る

が,必 ず し も徹 頭 徹 尾 ウ ィ トゲ ンシ ュ タ イ ンに対 して批 判 的 で あ る と は言 え な い。 尤 も,最 近 の回

顧 的 小論(「 ウ ィ トゲ ン シ ュ タイ ン との対 話』`ZuelnigenGespr盗chenmitWittgenstein:Erin・

nerungenundGedanken,vonGeorgKreise1'in粥 ま塵 πs観 鵡 θ伽 加s8彪 〃π㎎ 伽 肋 翅7

8θ02ss勿 η,Bd.1,Biologie・Philosophie・Praxis,1989,Wien,S.131-143)で も,多 くの こ とが バ ラ

色 に な って きた 現 在 で も なお 残 るr数 学 の基 礎 』 を手 に した折 の 「失 望 と驚 愕 」 の印 象,に つ い て

述 べ て い る。

2)MichaelDummett,"Wittgenstein'sPhllosophyofMathematics",7施2翫 ∫Zosq醐 σα'」配ω 勿ω68

(1959)324-338.な お 三 つ の 引 用 は それ ぞれ324,331,332頁 か らで あ る。 この 論 文 は後 に 丁陶 魏 α"4

α1吻Eπ ㈱sに 収録 され,こ の論 文 築 の抄 訳 が,「 真 理 とそ の謎 』(藤 田晋 吾 訳,勤 草 書 房)と し

て 刊 行 され て い る。 引 用 箇 所 は 日本 語 訳 で は,そ れ ぞれ128,140,141頁 に あ た る。

3)S.G.Shanker,"Wit㎏enstein'sRemarksontheSignificanceofG6dersTheorem,"inS.G.

Shanker(ed.),0δ 吻Z徳7物 θo㎜`π ノbσ衡s,1988,CroomHelm,pp.155・256.

4)私 自 身 と して は,付 録 皿 全体(1-20節)を ゲ ー デ ルへ の 言 及 とみ な して よ い と思 っ て い る。

5)MNedou.M.Rancetti(Hrsg.),粥'麹 θπs観 鶴S召`πLθ ゐ㎝ 功 β鋸 θ摺 μ"47紘 纏,Suhrkamp

1983.

6)な お,マ イ ク ロ フ ィル ムに 一 部 眼 を 通 し た段 階 で の 文 献 学 的 な 中 間 報 告 。MS163の 四 項 目 の う ち

1938年 の項 目 は大 版 ノ ー トMS121に 再 録 され て い る。MS121はr数 学 の 基 礎 』第 皿部,MS124は

第W部 の も と に な る大 版 ノ ー トで あ る か ら,編 集 方 針 如 何 に よ って は,前 者 の項 目をr数 学 の基 礎』

の 第 皿部57節 と58節 と の間 に,後 者 を第W部31節 の一 部 と して,我 々 が眼 に す る こ と もあ りえ た

の で あ る。

こ れ以 外 に も筆 者 はMS117(147頁)に ゲ ー デ ルへ の 言 及 を 発 見 して い る。

7)即 ち,実 点 及 び虚 点 で。

8)ゲ ー デル の 「哲 学 的 解 説 」 の過 剰 を物 語 る他 の一 例 を挙 げ る な ら,彼 が 「嘘 っ きの パ ラ ドクス」 に

っ いて 早 々 と触 れ て い る点 で あ る。 彼 自身 が 注意 して い る よ う.に,証 明 そ の もの は パ ラ ドクス の 論

法 に従 って い る訳 で は な い に も拘 らず 。

9)こ れ に関 して は筆 者 は 「ウ ィ トゲ ンシ ュ タ イ ンの夢 』(1982,勤 草 書 房)所 収 の 論 文 「数 学 ・ゲ ー

ム ・言 語 」の第4章 「プ ラ トニ ズ 春」の問 題(と りわ け そ の 昼 証 明 と体 系)で 詳 論 した こ とが あ る。

参 照 して 頂 けれ ば幸 いで あ る。

10)「 ウ ィ トゲ ンシ ュ タ イ ンにお け る意 味 論 的 視 点 の排 除 」 につ い て は,そ れ 自体 改 め て論 じる必 要 が

あ る。 まず 第 一 にr論 理 哲 学 論 考 』 は真 理 値 表 や真 理 関 数 の理 論 に象 徴 され る よ うに意 味 論 的 に構

成 され て い る。 従 って,初 期 か ら中 期 へ の変 化 にっ いて は何 らか の説 明 を必 要 とす る。 ま た 中期 の

構 文 論 一 辺 倒 の 立 場 を 「ゲ ー ム と して の数 学 」 と して特 徴 づ け る こと は可 能 で あ り,私 自身 この観

点 で 前 注 の 論 文 を書 い た ので あ った。 しか し,数 学 と応 用,と い う問 題 にっ い て は 中期 と後 期 とで

は力 点 の お き方 が 異 な っ て い る,と 思 わ れ る の で あ る。
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11)

12)

13)

14)

15)

ただ一つの論理定項で十分である,と いうシェッファーの発見について全 く同じことが主張でき

る。

rウ ィトゲ ンシュタインとウィーン学団』1930年12月17日

r数学の基礎』第皿部46節 。ここでの 「証明」はもとより公理論的な証明論の意味での 「証明」で

はな く,数 学者が 「非形式的に」証明と呼んでいるもののことである。

r数学の基礎』第VI部1節 。

これは 「数学の基礎』第∬部18節 の例の変形である。
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WittgensteinonG6dersIncompletenessTheorem

MasahiroOKU

ThephilosophyofmathematicsinthelaterWittgensteinhasbeenvariouslycr三ti-

cized.HisunderstandingofG6del'sincompletensstheoremisoneofthemaintargets.

InthisessayIreexaminethistopicfromaWittgensteinianpointofview.

Istartwithphilo1Qgicaldiscussionsshow三ngthathisconcemaboutG6delwasnot

intermittentbutconstantand,moreover,thethemainlycrlticizedG6de1'sphilo-

sophicalproseratherthanhismathematicalachievements,

Nex‡IsurveyWittgensteiゴsgeneralattitudeagainstformalsystemsandmakethe

followingthreepointsclear:(i)h三sapproachwasextraordinallysyntact童caland

completelylackinginsemant量calconsid6rations;(■ ■皿)hedoubtedallsortsof"foun-

dations"ofmathematics;and(● ●■皿)Hilbert'sprogrammewasnocollcemofhim,

thereforeG6del'stheoremwasnotshockingatali.

Fromthes6itbecomesclearthatWittgenstein.couldcriticizeG6de1,inthemain,

without血rtherscrutinizingmathematicaldetailsoftheproof.Withthisregardtwo

topicsared三scussed;(i)theprose"atruebutunprovablepropositionillaformal

system"and(● ●11)..theaロalogybetweenCantor'sdiagon皐1proofandG6derstheorem.

LastlyIpresentabriefexaminationofWittgenstein'saattitudeagainstsettheory.


