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論文内容の要旨

四元数を H を成分とする行列は 1 次分数変換ん(z)=(az+ b)( cz+ め-1 によって H=HU{∞}の MぬlUS 変換を定め

る。

このとき四元数の上半空間 H4二{z=xo+ Xli+ X2j+ X3k εH I X3>O} に働く群は Spk (1， l)={A E GL(2, H) It Aκ4 

=K} であり (H4 ， Spk (1, 1)) は 4 次元双曲幾何学のモデ、ルとなる。

Aε Spk (1， 1) に対し分類の基準となる 2 次式を次のように定義する。

L1(A)=(al+ d1)2+(a2+ d2)2+(a3-d3)2+4c3h:J, 

A(A)=(m(tr(A)))2二(ao+dO)2 . 

この L1(A)， A(A) は Spk (1， 1)の共較に対して不変であり次の性質をもっ。

L1(BAB-1 )= L1(A) , A(BAB-1)= A(A) 

3 次元の場合の分類基準は群 SL(2， C) のトレースであるが 4 次元の L1(A) と A(A) はその虚数部分と実数部分に相

当し、次の分類定理を得る。

定理 1. H4 の M凸bius 変換ん(z)=(az+ b)( cz+ め 1 は不変量 L1(A)， A(A) によって以下のように分類される。

(1)-4 豆 Ll(A)<O � fA (z) は H
4 内に唯一の固定点をもっ楕円型

(2) L1(A)>O � fA (z) は斜航型(回転を伴う強し、意味での斜航型)

(3) L1(A)=O の場合

(3-1) A(A)>4 � fA (z) は双曲型(回転を伴わない斜航型)

(3・2) A(A)=4 � fA (z) は放物型(回転を伴わない平行移動)

Ibff+d:;t: 0 ø 回転を伴う放物型
(3・ 3) A(A)<4 � ~ ~~ , ~~ 

Ib1+ct=O� 2 次元球面を固定する楕円型

行列の成分で定義された L1(A)， A(A) は以下のような幾何的な量によって表記される。

定理 2. 変換ん(z) について L1(A) ~ 0 のとき

。 λ. ')θ 。 λ 。 θ
L1(A)=4 sin h2 ~ sin2 ~， A(A)=4 COS h2 ~ cos2 ー
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ただし λ= inf司 ρ(z， fA (z)) はん(z) の translation length、 θ は回転角
ZEH

O 

定理 3. 変換ん(z) について Ll(A):::; 0 のとき

2 fA ・ 2 O2 .t .. ¥_  . 2 fA 2θ Ll(A)= -4 sin 2 ~ sin 2 ~， A(A)=4 COS2 UJ. COS2 u2 
2 2 . 2 2 

ここで θbθ2 は 4 次元の楕円型変換によって定まる回転角とする。

AεSpk (1， 1) に対し fA(z) が斜航型のとき Aは部分群 SL(2， C) の元に共事Eであり変換の標準型として次の形のも

のがとれる。

f(z)=eλ+Biu+eλげ=eλ (e ilθu+ げ)ただし z=u+ η~ u, v εc 

fA(z) が放物型のときには aεH が存在して標準型は次の形に表される。

θ 
f(z)=az.互十1 ここで a=cos~+ksin~ ， lal=l 

2 

この f(z) は(i， j) ー平面の回転を伴う実数軸方向の平行移動である。

楕円型のときは単位球体モデル D4={z E H 11 z 1 く1} を使って標準型として次のような 4 次元の回転をとることが

できる。

f(z)=f(u+ げ)二 ei~u+ eil偽り': z=u+ げ ED4

したがってん(z) が斜航型のとき isometry の類は実数の組 (λ， 0) で表され、放物型のときには回転角 θ で代表

される。楕円型のときは実数の組 (fA， O2 ) で代表され、一方が 0 のときは 2 次元平面固定型に対応する。

論文審査の結果の要旨

木戸哲也氏は、 4 元数体の上半空間を 4 次元双曲空間のモデルと見て、双曲空間の等長変換を 4 元数を用いて研究

した。向きを保つ等長変換はこのモデルでは、 4 元数を係数とする、ある種の一次分数変換と考えられる。木戸氏は、

それらの係数から作られる二次形式を 2 つ考え、向きを保つ等長変換はこれら二次形式の性質により、 6 種類に分類

できることを示した。この結果は、 2 次元、 3 次元の知られた結果の自然な 4 次元版と考えられる。木戸氏はさらに、

これら二次形式が共役不変量であることを示し、またこれらを等長変換の「平行移動距離」と「回転角 J で表現して、

これら二次形式の幾何学的意味を明らかにした。この結果は 4次元双曲空間の等長変換の群を研究するために、実用

性の高い一つの方法を示している。

よって本研究は博士(理学)の学位論文として十分価値あるものと認める。
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