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KAREM BETTAIEB

(Received January 8, 2008)

Abstract

The paper is devoted to classify all irreducible tempergaagentations oSL(n)
p-adic which appear in the spectral side of J. Arthur's locaté formula. We give
description of such representations which are elliptic roeducibly induced from
elliptic representations of proper Levi subgroups withtaier condition on the Weyl

group.

1. Introduction

Soit G le groupe des points rationnels d'un groupe algébrique atéfdaonnexe
p-adique. NotonsG® I'ensemble des points réguliers elliptiques @e Une représenta-
tion irréductibler de G est dite elliptique si elle est tempérée et si la restrictien
son caractére &€ est non nulle. Notong(G) I'ensemble des classes d'isomorphisme
des représentations irréductibles elliptiquesGle

On se donne une paire discretd (o) de G, c’est-a-dire queM est un sous-groupe
de Lévi d’'un sous-groupe parabolique rationnel@et o une classe de représentation
irréductible de carré intégrable d¢ modulo la composante déploydg, du centre de
M. On dit queo se ramifie dan§& s'il existe un élément non trivial du groupe de Weyl,
WC(Ay), de G, Au) qui stabilises. D’autre part un élément du group&®(Ay) est
dit elliptique s'il ne fixe aucun point du complémentaireadedansay . La paire discréte
(M, o) de G est alors dite ramifiée elliptique da&ss'il existe un élément elliptique du
groupe de Weyl deG, Ay) qui stabiliseo.

L'objet, principal de ce papier est la description de I'enbke des classes d'équiv-
alence des représentatiamsde SL(n) qui sont composantes irréductibles des représenta-
tions induitesZndp=yn(o), lorsque M, o) décrit les paires ramifiées elliptiques dans
SL(n), gu'on noteyis(SL(n)).

Ainsi, on verra (Théoreme 2) que toute représentatiatie Eyisc(SL(N)) est ou bien
dans & (G) ou bien elle est de la formis, (r) ou L un Lévi propre deG et €
Ean(L) vérifiant une certaine condition de ramification ellipggu
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2. Préliminaire

SoitG un groupe algébrique connexe réductif défini sur un corpal loan archiméd-
ien F de caractéristique 0. Notord := G(F) I'ensemble des pointE -rationnels deG.
On fixe une composante de LéWirationnelleMq d’un certain sous-groupe parabolique
minimal Py de G défini surF.

Nous appellerons sous-groupe de Lévi@da composante de LéWl, contenant
My, d'un sous-groupe parabolique rationietle G. Soit £ I'ensemble des sous-groupes
de Lévi deG contenantMg et Lo = {L € £ | L # G}. La composante déployée dé
(resp.Mp) est notéeAy, (resp.Ag) et ay désigne I' “algébre de Lie” deé\y. On note
D(G, Ay) le systeme des racines dg dansG et A C (G, Ap) un systeme de racines
simples. LorsqueM = M, (9 C A) est dansC et ayantA = Ay =i [,,(Kera N Ag)°
pour composante déployée, on nWtEA) = WE(A) le groupe de Weyl deQ, A). Pour
w € W(A), choisissongv un représentant de dansNg(A).

Soit (T, V) une représentation lisse irréductible Medans un espac¥, on définit
une nouvelle représentatidhr par :

Yr(m) =z (i tmd); me M.
La classe de’zr est indépendante du représentantOn définit :
W(r) := We(r) = {w e W(A) ; “n = 7}

le stabilisateur der dansW(A). On dit quen se ramifie dansG si W(x) est non
trivial. NotonsIndS(n), P =P, = My Ny, la représentation d& unitairement induite
par 7. Du moment que la classe de cette représentation déperehmmntldeM et non
de P, elle sera notéeég ().

Notons &emp(G) I'ensemble de classes d’équivalence des représentéatigusicti-
blestempéréesle G et £,(G) le sous-ensemble dgemp(G), formé des représentations
irréductibles decarré intégrablede G modulo Ag. On note, aussife(G) le sous-
ensemble des éléemergfiptiqguesde Eemp(G), [2] et [7]. On sait queLe(G) est contenu
dans&emp(G). On dit que M, o) est unepaire discrétede G si M € L eto € £;(M).

Fixons une paire discrétéVv, o) de G. Pour toutw € W(o) on sait construire un
opérateur d’entrelacement normaligéw, o) de ZndS_,,\ (o) dans elle-méme [6]. On
note C(o) I'algébre commutante dé*ndSzMN(o) et £,(G) I'ensemble des constituants
irréductibles deig (o). Pour g € ®(P, A), soientAs le tore Ker BN A)° et Mg le
centralisateur dedg dansG; alors M est un sous-groupe de Lévi propre maximal de
Mg. Notonsug(o) la densite de Plancherel attachééwa w(o) [8]. Deéfinissons :

A'@)=1{B e ®(P, A); us(o) =0},
N(o) =RC(0) = {w e W(o); wB >0, VB € A'(0)}.

Enfin notonsW’(c) le sous-groupe d&V(c) engendré par les réflexioss ; g € A'(o).
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On sait que W(o) = R(o)xW'(0) [12] et que I'ensemblé.A(w, o) ; w € R(o)} forme
une base de l'algébre commutar@éo), [9, 12].
De plus étant donnés, w, € R(o), il existe un cocycle

n: R(o) x R(o) -» C*
satisfaisant :
A(wiwy, o) = n(wy, w2)A(wi, o) A(ws, o).

Ainsi, vue comme algébreC(o) est isomorphe a l'algébr€[%(c)], du groupedhi(c)
tordue par le cocycle [12]. De plus la multiplicité de chaque composante irréithlet
est égale a 1 si est seulement)d) est commutatif ety se déploie [9, 10]. Lorsque
le cocycle se déploie, on écri@(o) = C[N(o)].

Pour toutw € fR(o) on définit :

ay ={H ean; wH=H},

R(o)en = {w € R(o) ; ay = ac},

N
ap@ = ﬂ ay-

wedR(o)

DEFINITION 1. Soit (M, ) une paire discréte d6.

1- Un élément dew(A) est dit elliptique (ou régulier) si ses seuls points fixeasda
am sont ceux deaig. Ainsi on définit :

W(A)el := WE(A)g = (w € W(A) ; aly = ag}
'ensemble des éléments elliptiques daNgA), et
W(o)en := WE(0)en = W(o') N W(Aer.
2- La paire M, o) est dite ramifiée elliptiqgue dang si W(c)e est non vide.

Dans le paragraphe suivant, on va déterminer la nature gessentations qui sont
dans I'ensemble des composantes irréductibles des :

ndS_yn (@)
ou (M, o) décrit toutes les paires discrétes ramifiées elliptiquesiqn).

Appelons cet ensembl&yis(G). Il est clair queyis(G) C EemdG). Lensemble
Euiscd(G) apparait dans la partie spectrale de la formule des tracetel de J. Arthur [1].



320 K. BETTAIEB

3. Euisc(SLn)

On fixe F comme dans;2, on noteG, = SL;, én = GL, défini sur F. Aussi
on note G, = G,(F), G, = G,(F). Pourn fixé, on note ces deux derniers groupes
respectivemen6 et G.

Soit Ag C G le sous-groupe des matrices diagonales; posofg= AqN G. Soit
U le sous-groupe des matrices unipotentes triangulairesrigsupes deG, alorsU c G
et B = AjU est un sous-groupe de Borel @ tandis queB = AjU en est un deG.
Notons ®(G, Ao) = ®(G, Ag) I'ensemble des racines d&, dansG et A le systéme de
racines simples donné p&.

Soit & C A, notonsP; = MyN, le sous-groupe parabolique standardG@essocié
ag, alorsP, = P, NG = MyNy, (0 My = My N G) est le sous-groupe parabolique
standard deG associé ¥.

Rappelons qu'on paramétrise les sous-groupes parabslispaedard de5, soit a
l'aide des® C A soit & l'aide des partitions de.

Dire M = My signifie qu'il existe une partitiomn, +m, +. .. + mg = n telle que :

g O
0 02 0
. 0
0 0 gq
alors que :
M=MNG
g O
0 o 0

= ' ;g €Gm, 1<i<qet detg...detgg =1¢.
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Notons A la composante déployée dé et A= ANG celle deM, alors :

Alm, O
0 Azlm, 0
A= A eFRX, 1<i<q
.0
0 0 glm
et
)\.]_Im1 0
0 Azlm, 0
A= : PAM At =1
.0
0 0 Aglm

Im étant la matrice unitén; x m;.

Un élément deA, sera €écrit X1, ..., Aq) et le groupe de WeyW(A) = W(A) est
isomorphe a un sous-groupe @, le groupe des permutations dgeéléments. Plus
précisémentW(A) est engendré par les transpositiong) sur {1, 2,..., q} pour les-
quellesm; = m;, et alors :

(ij).(kl,...,Xi,...,kj,...,Xq):()nl,...,)»j,...,}»i,...,)»q).

Soit o € £(M), on sait, [11, Lemma 1.3] et [4], qu'il existe, € £,(M) tel queo
soit un constituant irréductible de la restriction dg & M. De plus sin, € E(M)
est une autre telle représentation, alors il existe un g € (F*)" tel quer, =
7, ® u(det). Afin de simplifier on écrirar, = 7, ® p.

Ecrivons 7, =m @ 12 ® . .. ® q € E2(M) ol chaquer; € £(Gr,); lorsquew e

W(A) est vu comme une permutation delettres alors :
wna = TTw(1) ® T (2) Q... ®7Tw(q)-

Soit (M, o) une paire discrete d&. Alors le groupe de réductibilité (o) est com-
mutatif et C(o) = C[N(0)], [5, Corollaire 3-2, Théoreme 2.4].

Remarquons qu'une condition nécessaire et suffisante poaIN\ (A)e Soit non
vide est queM doit étre associé a une partition homogénende e. il existe p/n (n =

pg) tel queM = M, aveca = (p, p, ..., p). Dans toute la suite on notefd, = MB
D e
g-fois

le Lévi de G associé a la partition homogéne de dont le pas esp.
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Soit T € &emp(L) OU L € £. On sait que, modulo conjugaison, il existe une unique
paire discrete 1, o) de L tel quer soit une composante irréductible tem (o) et par
suite, [3, Proposition 3], on peut définir :

W(t) = {w)q, | w € W (o), w(ar) =ar}

ainsi que I'ensembl&V'(t)e) := W/ () N W(AL el

Définissons :

&irrel(G) I'ensemble (des classes d'équivalence) des représamgati de G qui
sont de la formdg () ou T € E(L) et L € Ly vérifiant W/ (z)ey non vide.

Théoréme 2.

Edisd(G) = Ean(G) U Eirr,eII(G)-

Démonstration. Soitr € E(G). on sait, [1, Proposition 2.1], qu'il existe une
unique paire Klp, o) ol M, est un sous-groupe de Lévi d& correspondant a la par-

tition « = (p, p, ..., p) den eto € &(M,) vérifiant 3i(o)en non vide telle quer soit
—
g-fois

une composante irréductible dg w,(c). CommeN(o)en € W(o)en, cela implique en
particulier queW(o)e est non vide, d'otir € Eyis(G).

Pour compléter la description d&is(G), on va préciser le complémentaire de
Ee(G) dansé&yisc(G). La démonstration du théoréme revient alors de prouver:que

Edise(G) \ Eeil(G) = Eirr,en(G).

Montrons linclusion :&ise(G) \ Eal(G) C Eirr,en(G).
Soit 7 € &yisd(G) \ Ean(G), alors modulo conjugaison, il existe une unique paire

(Mp, o), 0 € £2(Mp) et My € £ correspondent & la partitio = (p, p,..., p) den
—— e’
g-fois

tel quern € &,(G). Le fait quern € Ejisc(G) \ Ean(G) implique que :W(o)e €st non
vide et9i(o)e est vide a partir de la définition d€isc(G) et Proposition 2.1 de [1].

Notre premier but est de prouver I'existencergde (o) satisfaisant éar,\‘}lp = a?\;(:).

Fixons uner, € 52(|\7Ip) (voir §2) et prenonst € W(o)ey. Il existe, alors,n €
(F)" tel quern, ® n ='n, [5, Lemma 2.3]. Sans perte de généralité supposons que
t =(12...q). Ainsi, [11, Lemme 2-2], il exister &€ 52((3va) vérifiant : g @ n9 = &
telle que :

T, =66 @NRFE @1 ®...06 @ ni™1).
Décomposons t sous la forme :

t=wr, w eW(o), r e fo),
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ainsi, w’ est forcément non trivial parceque sinon on autaitr est doncr € R(o)el.
CommeMN(o)e est vide, on aura\' (o) # 4, [1, §2].

Or A'(0) # ¥ équivaut a l'existence dg < q tel ques ® nl = & [5, Corol-
laire 2-2]. Posons :

jo=inf{j <q;&®n =5}.
Remarquons qugp divise g. Supposons qu€ = Sjp, ainsin, s’ écrira :

=6 RE®N®.. @1 N®..6G ®7)®...8 G o).

1-fois s-fois

Ainsi on retrouve que [5, Théoréme 2-6] :
N(o) ={wyp; 1 <k < jol,

ol w,x € R(o) est associé ;1 <k < jo, [5, Théoréme 2-6].

Wy _ K=o W,

Un calcul facile nous donne queny, =(",; aM’:. De ce fait, [6, Lemma 1.3]x

est de la formég, () ol t € ai(Lj,) NE(Lj,) €t Lj, € Lo. Il nous reste maintenant
a montrer queW’(t)e est non vide. En effet, remarquons que la représentation :

T, = iEjO,NTp(jTU)

est de la forme :

ou :
t=ig, pld®E®N®...06E @)
De plus on a :
T~ iL,-O,Mp(U) — iLjo,Mp(ﬂﬂM) = iEjO,Mp(ﬂa)leo =Ty,
ce qui impligue que la restriction de, a L, contientr et donc, [11, Lemma 10] :
W(r) = {wia, | w e W(o), wiar,)=ar,}
= {wia, | "0 F 7o, wlag,) =ar, ).
Ainsi (12...s) € W(t)el.

Ce qui montre bien quéyise(G) \ Eail(G) C Eirren(G).
Montrons maintenant qué e(G) C Eqisd(G) \ Eenl(G).
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Soit 7 =ig,L(t) € &ren(G). Il est clair quer =ig (r) € Ea(G). Montrons que

7 € Edise(G)-
Par hypotheés&V'(z)e est non vide, dond est associé a une partition homogéne
den;ie,L=Lp=Ly 00 =(m,m,..., m) avecn =maq
N— e’

g-fois
D’autre partt € &j(L), implique I'existence d’une paire discrétdlg, o) de L,
vérifiant %t (o)e NoN vide et quer est une composante irréductible de v, (o), [1,
Proposition 2.1]. Ofit(o)en Non vide implique que la partitiof doit étre de la forme :

,8:(dl,dl',_.,dl,dz,d2,...,d2,.--,dpydp|~-~5dp)
~———
q;-fois qo-fois gp-fois

oudi/m, Vi<i < p.

Sans perte de généralité prenons (1.2... qu)(th+1.q1+2... %) ... (Qp-1 +
1...0qp) € N-(o)en et fixonsm, € E2(Mg) ol Mg = My N G tel que la restriction de
7, & Mg contiento. Ainsi, pour un certaim € (F*)", la représentatiom, est de la
forme :

T,=(1R6m71®..05 1" H®...0(6pR5HON®...065 %)

ou 6 € Ex(Gy) vérifiants; @ n% =6 et @t i ¥ 6 ;1<j<qg—1, etl<i<p.
Remarquons que 7; =i, i, (7:) T T1® 2 ®...® Tp ol

!
1

i Tig,mpldi @G @M ®... 06 ® 91
or
0 = Tg|mg
ce qui implique :
T M (0) = LMy (T Img) =i, w0, (T6) -
D'ou
T oL,
Or W'(t)en est non vide, ce qui implique qug = 7, Y1 <i < j < p et par suite

o Zoj, 1<i<j<p
Ainsi 7, est de la forme :

=6 ®N®..8G0 1" M))®..0[F06@N®...0 (G @n% ]

etalorsr =(1.2...q)@+1.q0+2...0) ... (Op-r+1...0p) € NR(o), wo =
(L.u+1l.02+1...0p-1+1)e W(0o) et quewor € W(o)en et alorsz € EgisG). [
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On vient de voir qUeEyisd(G) = Eall(G) U Eirrell(G). Ainsi afin de décrirefyis(G)
il nous reste a détermingi e1(G).

Proposition 3. Soit 7 € & «i1(G) alors il existe un entier pp # n qui divise n
(n=pq), T e &(GLy) et

L =GLp x GLp x... xGL,

g-fois

tel quer soit une composante irréductible de la restrictionste=:ig [ (T®T®...®T)
g-fois

aG.

Démonstration. Se déduit a partir de la définitionéie(G), de [11, Lemma 1.3]
et du fait queCe(GLp) = E2(GLp). O
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