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On dόmontre dans ce qui suit le rόsultat suivant:

Theordme. Soit g une algebre de Lie rέductive sur un corps de caractέristi-

que nulle. Si g est somme directe de deux sous-algebres aly α2 rέductives dans g, alors

g est somme directe de deux idέaux bλ et b2 tels que la projection de g sur b{ induise un

isomorphisme de α, sur 6, ( i = l , 2).

L'article de Ozeki cite ([3]) donne une demonstration de ce rέsultat dans le

cas oύ g est une algέbre de Lie compacte sur R. Sa dόmonstration fait appel

& des arguments de nature topologique. La demonstration donnee ici est algέ-

brique.

Etant donnee une algέbre de Lie reductive α, on notera Da son ideal dέrivό

et ρ(a) le nombre des idόaux figurant dans les decompositions de a en somme

directe d'idόaux minimaux.

Lemme 1. Les hypotheses etant celles du Thέoreme, on a

(1) Dg = Dai+Da2

(2) p(g) = P(a1)+P(a2).

Soit/> la dimension de ax et soit/i, m ,fp une base de Γespace des formes

linόaires sur g qui sont nulles sur Og. La forme /iΛ/2Λ / p est une base de

Γespace Cp(g> a^) des />-cochaines sur g qui sont basiques par rapport & a^. C'est

un cocycle du complexe C*(gy a^) dont la classe engendre Γespace Hp(g,a^).

En composant Γhomomorphisme canonique φ: i/*(flr, €ί2)->H:¥(g) et Γhomomor-

phisme X: H*(g)—>H*(ai) dόfini par Γinjection de aλ dans g> on obtient un

homomorphisme Xoφ: H*(g> α2)-^flΓ*(α1). Puisque/iΛj^Λ * *fp a pour restric-

tion & aλ une base de Γespace Cp(ax) des p-cochaines sur al9 Γhomomorphisme

Xoφ applique Hp(gy αg) sur Hp(ax). Puisque ax est unimodulaire, Hp(a1) est de

dimension 1. D'autre part, α2 όtant rόductive dans g et g άtant unimodulaire,

tout idόal non nul de i/*(fir, α2) contient Hp(g, a^) (cf. [2], Th. 12.1). On voit

done que Xoφ est injectif. Puisque ax est reductive dans g, Γimage de φ est

une sous-algebre de H*(g) engendrόe par des έlέments primitifs ([2] Th. 13.2).

Or X applique les όlόments primitifs de H*{g) sur des όlέments primitifs de
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Th. 10.3). Par suite Γimage de Xoφ est engendrέe par des elements
primitifs de H*(a^). Comme elle contient les elements de degrό maximal p, elle
coincide avec i/*(α1). On a ainsi montrά que Xoφ: H*(g, a2)^>H*(a1) est un
isomorphisme. En όchangeant les roles de ax et α2, on prouve de meme que
Γhomomorphisme canonique H*(g)->H*(a2) est surjectif, autrement dit, a2 est
"non homologue k zero" dans g. II en rέsulte ([2], Th. 17.3) que H*(a) est
isomorphe & H*(g, α2)®i/*(α2), done £ //*(ax)® i/*(a2). En particulier,
dim H\g) = dim i/1(α1)+dim H\a2). Ceci signifie que la codimension de Dg
est άgale & la somme des codimensions de Dai e t -D«2> d'oύ Γassertion (1) puisque
Dg'DDai-^-Da^. Appliquant ce qui prόcede £ la decomposition de Dg en
somme directe des sous-algέbres Daλ et Da2y on voit que H*(Dg) est isomorphe
& H*(Daι)®H*(Da2), done, puisque ces algebres sont semi-simples, dimH\Dg)
=dim/ί3(Z)α1)+dim/ί3(Z)α2). Or si a est une algebre de Lie semi-simple,
p(a)=dim H3(a) ([2], Th. 11.2). Par consequent, le nombre des ideaux mini-
maux de Dg est όgal a la somme du nombre des idόaux minimaux de Dax et de
Z)θ2 Avec (1), ceci achέve la demonstration de (2).

La suite de la demonstration repose sur des Lemmes άlementaires d'algέbre
linόaire.

Lemme 2. Soit E un espace vectoriel de dimension finie et

deux decompositions de E en somme directe de sous-espaces non nuls. On suppose
que:

1°) Card XZ, Card Y,

2°) Pour tout X^LX, VX est contenu dans la somme des sous-espaces Wy tels que
dim Wy^άim Vx.

Dans ces conditions, quel que soit Ventier j^N.0, les deux families (Vx)xEiχ et

(Wy)yξΞγ contiennent le meme nombre de sous-espaces de dimension p.

Soit vp (resp. wp) le nombre des sous-espaces Vx (resp. Wy) qui sont de
dimension p et soit dp=wp—vp. Si n=d\m E, on a

(1)

Des conditions 1°) et 2°) rόsultent d'autre part les inόgalitέs:

(2)
(3) pdp+(p+l)dp+1+-ndn ^ 0

quel que soit^>\.0. On a done, d'aprέs (1) et (3):
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(4)

Cette relation, avec Γ identity

(5) p(dϊ+d2+-dp) =

dϊ+(dϊ+d,)+-'(d1+-df-ι)+(d1+2d2+-pdp)

montre par induction sur p que

quel que soit/>. Pour p=n-{-ί, la relation (5) s'ecrit

et ceci est ^ 0 d'aprέs (1) et (2). On a done rf1+ ίίi>=0 pour tout p, et par
consequent wp—vp=dp=0 pour tout p.

Lemme 3. Les hypotheses etant celles du Lemme 2, pour tout J G Y , on note
πy le projecteur de E sur Wy ay ant pour noyau la somme des W/ avec y'^y. On
suppose que

2°)' quel que soit ( Λ I J J G I X F , OU bien VxdKer πy, ou bien FΛΠKer zr,= (O).

Dans ces conditions, il existe une bijection f de X sur Y telle que, pour tout
« G l , πf(x) induise un isomorphisms de Vx sur Wf(x)

On observera que la condition 2°) est consόquence de la condition 2°)'.
D'aprέs le Lemme 2, la borne supέrieure s des dimensions des sous-espaces Vx

est aussi la borne supόrieure des dimensions des sous-espaces Wr La dά-
monstration du Lemme 3 se fera par induction sur s. Soient Xs Γensemble des
X^LX tels que dim Vx=s et Ys Γensemble des^G Y tels que dim Wy=s. D'aprds
le Lemme 2, CardX s=Card Ys et Γespace Es> somme des Vx avec x^XΛ, est
aussi la somme des Wy avec J G Ys. Pour tout x^Xs> soit P(x) Γensemble des
y&Y tels que πy(Vx)^r(0). La condition 2°)' entraine que P(x)aYs. Pour
toute partie A(ZXS> soit P(A)= U P(x)aYs. Puisque 0 Vxd 0 Wvy on a

Card (A)^l Card P(A). Un Lemme de combinatoire classique (cf. [1], Ensem-
bles, Chap. Ill, §4, Exer. 6) dit que, dans ces conditions, il existe une injection
fs de Xs dans Ys telle que/5(#)eP(x) quel que soit x^Xs

(*\ Pour tout Λ E ! , ,
πfs(x) applique isomorphiquement Vx sur Wfs(x). Soit maintenant π' le pro-
jecteur 2 v̂ e t s°it ^ 7 s o n image. C'est d'une part la somme directe des

yt=γ-γs

sous-espaces Wy avec y^Y'=Y—Ysy d'autre part la somme directe des sous-
espaces V'x=π\Vx) avec X(ΞX'=X—XS. Puisque Card (X s)=Card (Ys), ces

L*idee d'utiliser ce Lemme ici m'a ete donnee par A. Morimoto.
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deux decompositions de E' en sommes directes satisfont aux conditions du
Lemme. Compte tenu de Γhypothέse inductive, il existe done une bijection / '
de X' sur Y' telle que, pour tout x^X\ πf(x) applique isomorphiquement Vx

sur W/(x) et induise done aussi un isomorphisme de Vx sur W/(x). En prenant
pour/la bijection de X sur V ayant/s pour restriction a Xs e t / ' pour restriction
a X\ on obtient une bijection de X sur Y ayant le propriόtόs voulues.

REMARQUE. Si y*f{x\ alors VxΓ\Wy=(Q). Si y=f(x), ou bien Vx=Wy,

L e m m e 4. Soit g une algebre de Lie reducti \e, somme directe des ίdtaux

minimaux by{y^ Y). On suppose g somme directe d'une famille (ax)x(=χ de sous-

algebres simples ou de dimension 1. Si Card (X)^ Card (Y), alors Card (X)=

Card (Y) et il existe une bijection f de X sur Y telle que, pour tout x, la projection

de g sur bf(x) ayant pour noyau Σ by induise un isomorphisme de ax sur bf(x).

C'est une consάquence immόdiate du Lemme 3.

Dόmonstration du Thόorέme. Supposons d'abord g semi-simple. Soit
α , = 0 ax(i = 1 , 2 ) des decompositions des algdbres αt en somme directe

*ex,

d'idόaux minimaux. Notant X Γunion disjointe de Xx et X2> g= θ ax est une

decomposition de g en somme directe de sous-algebres simples ou de dimension
1. D'aprέs le Lemme 1, puisήue p{at)=Card Xiy on a p(fir)=Card X. Soit
(by)y(Ξγ la famille des idόaux minimaux de g. On a Card (Y)=ρ(g)=Card (X).
D'aprέs le Lemme 4, il existe done une bijection / de X sur Y telle que, pour
tout Λ I G I , la projection de g sur bf(x) induise un isomorphisme de ax sur bf(x).
Si xy Λ ' G J J , alors [axi α/]=(0). Puisque le centre de bf(x) est nul, ceci entraϊne
que a/ est contenu dans le noyau du projecteur de g sur bf(x). Par consequent,
si bi designe Γidόal de g somme des bf(x) avec ΛIGZ;, g=bι®b2 et le projecteur
de g sur b{ applique isomorphiquement α, sur 6f . Dans le cas gόnόral, on
applique ce qui prόcέde a Γalgebre de Lie semi-simple Dg qui, d'apres le Lemme
I est somme directe des sous-algέbres Da^ ( i = l , 2). Cela montre que Dg est
somme directe de deux idόaux bi tels que la projection de Dg sur b'i induise un
isomorphisme de αt sur &£. Soit c le centre de g et π le projecteur de g sur c
de noyau Dg. Puisque Dg=Daλ-\-Dθ2, π{ applique injectivement le centre de
αt sur un idόal c, Cc et c est somme directe de cλ et c2. On pose alors 6 ί = 6 ί + c ί .
II est clair que g est somme directe des idόaux 6t et que la projection de g sur b(

induit un isomorphisme de α, sur b{ ( i = l , 2).
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