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Sur Theoreme d'Existence dans les Problemes aux Limίtes

pour I9Equation Δu = F (x, u, grad u).

Par Seturo SIMODA

Dans le champ des equations differentielles aux derivees partielles
du second ordre et du type elliptique, Γefficacite d'employer des fonc-
tions tres restreintes, soit holderiennes, soit localement holderiennes,
soit remplissant la condition de Dini, etait plus que suffisamment
appreciee en effet, Jules Schauder, le glorieux mathematicien polonais,
qui perit victime de la guerre, obtint autrefois plusieurs fruits interessants
en utilisant adroitement des fonctions hόlderienne et des divers theoremes
topologiques tenant a ses merites.

Toutefois, dans Γetude des equations non lineaires, en particulier,
dans Γetablissement de Γexistence de ses solutions strictes au moyen
du theoreme des points fixes, il est (occasionnellement) desirable de se
servir des fonctions localement holderiennes en toute liberte. Mais
Γemploi de Γespace se composant seulement des fonctions de telle
nature ne nous amene jamais de resultat heureux, si bien qu'il est
plutόt necessaire a adopter un espace vectoriel qui enferme toutes les
fonctions des especes enoncees plus haut, en le munissant d'une
topologie metrisable par les pseudonormes homogenes qui sont en realite
une sorte d'extension des normes holderiennes employees autrefois par
J. Schauder.1'

Quoique tel espace se prete tout du moins a notre but present de
traiter Γequation au sujet, il y a une complication serieuse en computa-
tions, laquelle nous force a la fin a utiliser un laplacien generalise et a
employer a la topologie seulement celle qui caracterise la convergence
localement uniforme, et qui admet, a Γaide du premier, une grande
commodite de n'exiger, sur le second membre de Γequation, d'autre
hypothese que continuite.

II me semble qu'il y a divers questions dans Γamplification de cette
methode aux equations plus generates du type elliptique:

1) J. Schauder : Uber lineare elliptische Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Math.
Zeits., 38 (1934), 257-282.
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je n'y touche point dans ce memoire.
Avant d'entrer en Γexpose de cette recherche, je tient a remercier

bien vivement de toutes leurs suggestions favorables Professeur M.
Nagumo, et M. S. Mizohata.

§ 1. Espace C et C.

Fixons une fois pour toutes un domaine borne (non vide) dans
Γespace euclidien a ^-dimensions Rn (w:>2); nous le designons tou jours
desormais par d sa f rontiere par d* : d* = d— d.

On entend par C(d) la totalite des fonctions reelles et continues,
prescrites pour tout x^d\ c'est un espace lineaire au sens ordinaire.

Nous designons par C le w-ple de C(d)y et par C le (w + l)-ple de
C(d) :

C = C(d) x -.. x C(d) («-ple)

C = C(d) x C

C porte le gradient de f onction u

Λ

et C la combinaison (w, p) le theoreme des points fixes s'appliquera a C.
A chaque g e C, il correspond un cnamp vectoriel dans d g(x) =

(g^x), ...... , gn(x)) biunivoquement nous designons par \g le champ
scalaire dans d

\g(χ) =
qui appartient a C(d). Si g est egale au gradient d'une f onction u
continύment differentiable dans d, on peut ecrire

de _d_
ds

u(x) pour toute s

2) Quant a la differentiation, on rencontre, f requemment dans ce memoire, les notations

suivantes : D'abord «(#) signifie la limite

lorsqu'elle existe, s' designant un vecteur unitaire defini. C'est la derivee dans la direction
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c'est la grandeur du grad u(x).

Nous munissons tous les espaces C(d), C et C de la topologie qui

caracterise la convergence localement uniforme, autrement dit, un

voisinge (convexe) U de 0 de C(d) (c'est-a-dire la fonction identiquement
nulle dans d) et celui V de 0 = (0, ..., 0) de C sont comme suit:

U = U(S, B) = ( f z C ( d ) : \f(x)\^8 dans B]

V= V(8, B) = {geC: \g(x)\^β dans B} ,

oύ 8 est un nombre ^> 0 et B un compact3' c^ d un voisinage (convexe)

V de 0 de C est le produit topologique des voisinages, pris arbi-

trairement un a un, des espaces composants si Γon diversifie 8 et B,
on obtient le systeme fundamental des voisinages de 0.4)

II est facile a voir que tels espaces sont tous metrisables, et que,

pour qu'une suite denombrablement illimitee {(f^'\ gm) = (/Cϊr°, g[m\

• ••> gnm^) wι = 1, 2, ...} dans C converge vers 0 au sens de cet espace,

il faut et suffit que toutes les suites {/Cw°}, {g?"*} (i = 1, 2, ..., m) con-

vergent vers 0 localement uniformement dans d simultanement.

d
au point x. Ensuite, ^*w(*) etant consideree comme fonction de x, on definit

J=^^M Par ~df(~dfu(χ}\ ^ dέsignant encore un vecteur unitaire defini. Tout de ineme,

dm

on employe la notation ci'*ds*"-ds~*u(x' ^ designer la derivee ou differentiation du m-ieme

ordre dans les directions s\t sΓ2'" > ̂ m,

Dire que u est continύment differentiate m fois dans un domaine d, c'est dire que,
-» dm

queues que soient les directions sltszt , sm, la derivee + ,^ _+ «(jg) existe partout et
αSjα^wSm

est continue en x dans d.

Si u est continύment differentiate une fois dans d, ^p«(*) est continue comme fonction

de (?, x'), oύ x parcourt d et 5" est identifie avec le point d'intersection σ de la surface de

Γhypersphere unitaire centre sur Γorigine et la ligne droite qui passe par Γorigine et se dirige

dans la direction ?.

Parce que la surface de ΓΊiypersphere est compact,

quand x est fixe la fonction (en

max de

d
atteint son maximum en

d
pour toute

et done encore continue en x.

3) Le mot compact signifie ensemble compact-en-sot.

4) On obtient ainsi les espaces vectoriels topologiques (Hausdorff) a voisinage convexe

C(d), C et C.
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§ 2. Fonction de Green.

Nous supposons toujours desormais tous les points frontieres de d
sont reguliers pour d au sens de la theorie du potentie!5) cela admet
Γexistence de la fonction de Green (de la premiere espece) G(x, ξ)
pour Γequation de Laplace ce n'est autre que la fonction prescrites

pour tout (Xy ξ ) e d x d sauf pour x = ξ et jouit de Γexpression

G(Xy ξ) = e(Xy ξ) + g(Xy ξ) y

oύ e(Xy ξ) est la fonction elementaire pour Γequation de Laplace :

, Λe(χy ξ) =

~- log I E , (lorsque n = 2)
2τr f— x

g(Xy ξ), le terme compensateur, est bien reguliere et harmonique en x
dans dy et, lorsque x tend vers un point quelconque 5 € d* la valeur de
G(*, ξ) tend vers zero, quel que soit ξ fixe dans d G(ΛΓ, f) jouit en
resume des proprietes suivantes :

(1) G(Xy ξ) est symetrique, et on peut done dire qu'elle est prescrite

pour tout (xy ξ)£dxd sauf pour x = ξ.
(2) G(Xy ξ) est indefiniment diff erentiable en x sauf en x = ξ, et

satisfait a Γequation de Laplace : Σ?βl ̂
 G(^ f ) = °

(3) G(Λ;, ξ) et toutes ses derivees en x sont mesurables en ξ dans
(4) II se trouve une fonction φeC(ί/), non negative et telle que

\G(Xy ξ)\.\χ-ξ\»-

5) Voir par exemple, M. Brelot: Famille de Perron et Probleme de Dirichlet. Acta
literarum ac scientiarum, Szeged, 9 (1939), 133-153; Definition de p. 142.

6) ωn designe la surface de Γhypersphere unitaire a w-dimensίons :

l l - j c l design la distance euclidienne entre les points # = (^ , ... , #w) et I = (|lf ... , |Λ),

a savoir

De plus, on se sert dans la suite toutes notations vectorielles.
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• x-i

l(x, ξ)

pour tout (x, ξ)edxd sauf pour x = ξ quelles que soient r, s, ΐ.
(5) La fonction

U(x) = ( G(x, ξ)dξ (xed)
Ja

est indefiniment differentiable dans d, et satisfait a Γequation de Poisson:

(6) g(x, ξ) et toutes ses derivees en x sont continues en (x, ξ)

dans dxd.
On fond le lemme qui suit principalement sur les susdites proprietes

(4) et (6).

Lemme 1 : — Soit μ(x) sommable et continue (ou localement vraiment
bornee)8), dans d, alors

( i ) la fonction

= μ(ξ)G(x, ξ)dξ (xed)

est continύment differentiable dans d:

*u(x)=\
ds J

( ii ) si 0 < a < 1,

G(x, ξ)dξ,

= μ(ξ) ~ G(xy ξ)dξ (x G d)
Jrf as

est localement holderienne dans d de Γexposant a.
La preuve de (i) est omise.

Preiive de (ii) : — Soit XQ un point arbitraire de d, et soit r0 un
nombre fixe tel que 0 <[ r0 <^ dis (x0 , rf*)9); designons par Σ0 Γhyper-

7) Voil la note 2).
8) Dans n'importe quel compact C dy μ est bornee a un ensemble de mesure nulle pres.
9) dis (xQ, 6?*) designe la distance euclidienne entre le point X0 et la frontiere d*.
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sphere de rayon r0 et de centre x09 et par φ0 et μ0 les bornes superieres
de φ(x) et I μ(x) \ dans 20 posons

θn = max de pour toutes s, f et (x9 ξ) e Σ0 x d10).

Si \x—XQ I <1 r09 en designant par f le vecteur unitaire de xf—x = xxf

j

on a

/,=

Σo ί'1
J0

*-*ol d2

, ξ) dσdξ

' v
" *n

Or, pour tout a tel que 0 <^ a <^ 1, on a en general

cos (s, ΛΓ—f) cos (5, Λ:'—I)

x-ξ\cos(s,x-ξ)-\x'-ξ\cos(s,x'-ξ)

χ-ξ\n
ωn

\χ'-ξ\
f-Ώ-1\Xf-ξ\

Done, si f- f | , vu

i*-^-1-
:|<: x—ξ\, il en resulte

2 N1-05/!^-^^1-05

d2

10) ds*d?g(x> 0 est continue comme foncton de (5", f, x, |)» et done atteint sa maximum

en un (?, ?, Λ:, I).
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n-i + cύ '

d'oύ on tire

dξ

/*o (ίΣo et |*-| Σo et

0 .
I — a

Finalement, on voit que, lorsque \x—x0\ <1 r0/2,

dσdξ

dσ

7F~V(i)Jrf-
f-*ol

Eri consequence, en tant que \x—xa\^r0/2, on a

)-ιφrβ) I ̂

l-oί 1 1* — Ύ I "^
•̂  X0 I "

11) Voir le memoire de U. Dini: Swr la methode des approximations successives pour
les equations aux deriυέes partielles du deuxieme order. Acta Math. 25 (1902), 185-230,

specialement pp. 191-195.



250 S. SlMODA

avec 0 < a <^ 1 (x0 etant le point arbitraire de d), c. q. f . d.

Le lemme qui suit donnera un example d'ensemble qui est compact
Λ

dans C.

Lemme 2: — Soient β une function eLl(d)^C(d)l2) et H = {(u, p)
— (UiPijpzy •••> Pn)} une partie de C jouissante des proprietes suivantes :

1° (u, p) € H entraine p — grad u.
Λ

2° Si (u, p) e H, u admet Γ expression

u(x) = f f(ξ)G(x, ξ)dξ
Jrf

avec une f ζ C ( d ) tell que

\f(x) I < β(%) partout dans d.
A

Alors, H est relativement compact dans C; autrement dit, si
{(u™, p™) = (u™, p{m\ ...,/tf1 0): m = l, 2, ...} est une suite dans H,
on pent toujours en trouver une suite partielle qui converge vers un

A

element de C localement uniformement dans d13).

Preuve : — D'apres le lemme precedent, la droiture des identites

p,(x) = ( f(ξ) A G(x, ξ)dξ (i = 1, 2, ... , n)
J<t oxi

Λ

pour tout (u,p) e.ΐf sont evidentes, oύ / designe la fonction qui figure
dans Γexpression de u ecrite plus haut. Prenons une fonction r(x),
prescrite pour tout x e dy telle que 0 <] r(x) <^ dis (xy rf*), et posons

βj(x) = max de β(x') pour | xf — x\<Lr(x)

θ'(x) = max de
d

pour toutes s, t et
dsdt

pour tout (x/

9ξ) tel que ξed et \x'—x\<Lr(x)

φj(x) = max de φ(x') pour \x'—x\<!y(x);

en tenant compte de la preuve de (ii) du lemme precedent, on trcuve,

12) On entend par L1(ί/) la totalite des functions reelles et sommables dans d.
13) Ce lemme est encore veritable moyennant que la fonction G(#, ξ) (suppose qu'elle

ne soit cell de Green) jouisse des proprietes suivantes :
(Γ) G(#, 0 admet Γexpression

oύ k(xt 0 est prescrite pour tout (*, ξ~)€dxd, et est reguliere et harmonique en x dans
(2X) Λ(Λ, I) et toutes ses derivees en ^ sont continues en (#, ξ) dans
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lorsque | xf — x \

251

a>n{r(x)}"θ'(x)β'(x)

]v, __ ,
* x

( 2

\x'-x\

avec 0 <[ cc <^ 1.
Les inegalites

\u(x)\

fu(x)

etant tout evidentes quelle que soit s, si Γon pose

2
) n f
|w Jί I 2 J

on a pour \x'—x

A
ds

u(x')

X —

en consequence, il subsiste les inegalites

\u(x')-u(x)\^La(x)\x'-x\

en tant que \xr—x\^ i r(x), pour n'importe quelle ?.
Or, designons par Ht la partie de C(d) se composant de toutes pt

telles que (u,p) = (u,ply ...,^w)eHavec quelques weC(d) et pό^C(d)
(jφi), et par H la partie de C(d) se composant de toutes u telles que

Λ

(κ, p)^H avec quelques /> e C; H, (ί = 1, 2, ..., w) et H sont bien les
A A

projections de H sur les espaces composants de C.
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Chaque Hi est alors egalement bornes a chaque point de d vu
3° il en est de meme de H. De plus, chaque Hi est equicontinues a
chaque point de d d'apres 4° il en est encore de meme de H.

Par suite, a Γaide de la separabilite de dy et par Γemplois
iteratif du theoreme d'Ascoli-Arzela, si {(u^J\ p™): m = l,2, ...}CH,
on peut toujours en choisir une suite partielle {(v^, #C7Γj)) = (#cm), tfi"0,
• ••, tf?0)} telle Que les suites {v^} et {q^} (i = 1, 2, ..., n) soient con-
vergentes localement uniformement dans d les functions limites toutes
appartiennent a C(d), c. q. f. d.

Remarque: — Si H satisfait aux conditions donnees plus haut,
Λ Λ

Γenυeloppe convexe de H est encore relatiυement compact dans C, car
celle-ci jouit aussi des proprietes 3° et 4°.

Le lemme qui suit sera indispensable dans la suite.

Lemme 3 : — Soit K(xy ξ) une function prescrite pour tout (x, ξ) G d x d
sauf pour x = ξ et assujettie aux conditions suivantes :

1° K(x, ξ) est continument dίfferentiable en x deux fois dans d sauf
en x = ξ.

2° K(x, ξ) et toμtes ses derivees sont mesurables en ξ dans d.
3° // se trouve une function φ e C(d), non negative et telle que

dsdΐ
K(x,ξ)\.\x-ξ\n

pour tout (x, ξ) G d x d et pour toutes directions s et
On definit

= («, P) = (u> P^

par

= \
Jc

f(ξ)K(x, ξ)dξ

II est clair que, si/eC(J)AL 1(rf), u est continument differentiate

dans d en donnant ^- = p^ (cf. lemme 1).
i

Soit β une fonction eLl(d) et non negative, et soit B une partie de
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C(d) se composant settlement des functions f e C(d) telles que

\f(x) I <I β(x) presque partout dans d.
Λ

Alors, Θ est une application continue de B au dedans de C, c'est-
a-dire, lorsque {/cm)}^β, la convergence

fw _> o localement uniformement dans d

entraine la convergence

0(/c«θ) _^ o par rapport a la topologie de C.

Preuυe : — On ecrit

Θ(/Cm)) = (#Cm), fi^)

Soient B un compact ζ^ d et θ>0; posons δ = J dis (B, d*), ce

qui est ^> 0, et φ0 = max de φ(x) dans 5.
Choisissons un domaine d0 de fa con qu'on ait

et

gl -l

prenons un indice m0 tel que m^>m0 entraine

o 14)

pour tout Λ: 6 J0.
Alors, si m:>m0, on a, pour Λ: 6 B,

c c fίC«
— + I dr = S,
2 2S(d) Jo

14) δ(rf) designe le diametre de </:

=sup de |*-ί| pour Xt d et
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et tout de meme

—- wcm)(#) <: 6 pour x e B,
ds

quelle que soit s done Θ(/CW°) -* 0 par rapport a la topologie de C,
c. q. f. d.

§ 3. Laplicien generalise.

Definition : — Afin de pouvoir traiter Γequation au sujet sans autre
hypothese sur le second membre que continuite, et afin de pouvoir
eviter toutes les computations compliquees qui seriont plutόt meme
inutiles, nous songeons a employer un laplacien generalise, qui sera
defini ci-dessous.

Soient Z = Z(d) et Z = Z(d) deux classes quelconques (non vides)

des functions continues prescrite dans dy et soient Δ (et Δ) deux

operateurs fonctionnels qui operent dans Z (Z) en faisant corresponds

a chaque ιt£Z (ueZ) une fonction Δw (Δ,w) univoquement, celles-ci
etant encore prescrites dans d.

Les classes Z, Z et les operateurs Δ, A, sont supposees jouissantes
des proprietes suivantes.

(1) Toute fonction u, qui est prescrite dans d et y continύment

differentiate deux fois, appartient a ZAZ toujours, et pour telle u, Δ
et Δ tous coincident avec le laplacien ordinaire:

(2) Si u jouit de la forme

*(*)=( f(ξ)e(x,ξ)dξ (xed)
Ja

avec f £C(d)ι^Ll(d), on a toujours

w e Z A Z et Δ« = ΔM=/.16)

(3) Si v e Z (Z) et si u admet les derivees secondes continues ou

15) Lorsque _lw = ΔW, on y employe pour simplicite le symbole Δw, suppose qu'ils ne

32w
coincide avec Σί=ijr~

16) C'est-a-dire la validite de la formule de Poisson.
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bien Γexpression ecrite plus haut, on a encore υ — u^Z (Z) et

— u) = Δ# — ~Ku

— u) — Δy — Δw) .

(4) Lorsque u 6 Z (u € Z) atteint un minimum (maximum) en un
point x0 e d, il se presente toujours

Δif(*0) 2> 0 (Δiφg < 0) .

Voici quelques exemples de laplacien generalise :

a)

= ΠS

O #=

— 9w Γ
b) Δ«(*) == lira — ̂ j {«(σ)-«(4:)}do

Λ,->+O ωnAί «'ΣΛ

ΔM (jc) = IS -2» Γ {M(σ)
Λ->+O ω w AZ •'ΣJ

oύ Σ£ designe la frontiere de Γhypersphere 2Λ de centre Λ: et
rayon h ^> 0.

Si Γon designe par σ Γantipode du point σ sur 2jf, on peut ecrire

17) On trouverait Γidee originale des operateurs a), dans les memoires suivants:
S. Zaremba : Contribution a la theorie d'une equation fonctionelle de la Physique. Rendi. del

Circolo mat. di Palermo 19 (1905), 140-150.

W. Wilkosz : Sur un point fundamental de la thtorie du potentiel. C. R. Ac. Sc. 174 (1922),

p. 435.
G. Bouligand: Functions harmoniques. Principles de Picard et de Dirichlet. Memorial

des Sc. math., Fasc. 11, p. 3 (1926).
E. Hopf : Bemerkung zur Aufgabe 49. Jahresbericht d. deut. math. Vereinigung, 39 (1930),

p. 4-6.
M. Brelot: £tude de Γequation de la chaleur Δu — c(M)#(M), c(M)^0, an voisinage

d'un point singulier du coefficient. Annales de Γecole norm. sup. 3, 48 (1931), 153-246
Chap. 1.

18) W. Blaschke : Bin Mittelwertsatz und eine kennzeichnende Eigenschaft des logarithm-
ischen Potentials. Berichte d. k. sMchs. Gesell. d. Wiss. zu Leipzig, math.-phys. Klasse, 68

(1916), 3-7.

G. Bouligand: ibid. p. 6.

E. Hopf: ibid.
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De ces exemples, Γassujettissement a la condition (4) est claire
a propos des conditions (1) et (2), tout sera mis en lumiere par les
lemmes suivants on trouvera des lors la condition (3) aise a etablir.

Lemme 4 : — Si u est continύment differentiate deux fois dans d,
on trouve

(i) limΣ?=1

M<-- x< + k . -) + «(-•>*«-*. -)-2u(x)
/t->+o n

en tout x € d.

La preuve de (i) s'omet.

Preuve de (ii) : — Vu

.A

en designant par s le vecteur unitaire de σ—x — ΐcσ, on a

< 2« Γ ! ( V"
= ωM/Z J. (τA)"-1 JΣτΛ '̂

6 ,

19) S designe la surface de Γhypersphere unitarie centree sur 1'origine, 5 etant identifie
avec un point de S (cf. Note 2)).
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pour tout h ̂ > 0 assez petit, c. q. f. d.

Lemme 5 : — Si u jouit de Γ expression

u(x)=\ f(ξ)e(x9 ξ)dξ (xed)
J a

aυec un? ζLl(d )AC(rf), on trouυe

9*j Γ
lim ^+ι # (u(σ)-u(x)}dσ=f(x).2^

257

Preuve : — II n'a que le cas a envisager, oύ / est a support compact.
Etant donne un point XQ e d a volonte, on a; alors

= ̂ ^ Jv*

oΰ 2ft designe Γhypersphere de rayon h ^> 0 et de centre x0 , 2^ sa
frotiere, et Ue la fonction

Ue(x) = β(Λ, |)rf| (Λ: 6 rf)
Ja

la seule question a s'etablir est done la suivante :

converge vers zero pour A-»0.
Etant donne encore un f^>0 arbitrairement, choisir un δ>0 tel

que \ξ— XQ\<Z δ entraine

Lorsque 0 <^/2 ̂  J min [δ, dis (XQ, d*)~], on peut ecrire L(h) = L'(h)

20) Voir par example, Blaschke: ibid.
Si Γon met le laplacien generalise a) en question, on rencontrera tous ses details dans

les memoires cites plus haut de Zaremba, Wilcosz ou Brelot.
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+L"(h) par partager le domaine d en deux parties d—Σ2h (pour L'(h))
et Σ2Λ (pour L"(h)).

On a aussitόt

L'(h) = % \ {/<f )-/<*β)} — ̂  Γ Wσ, ί)-e(xQ9 ξ)}do dξ = 0
* Jrf-Σ2 Λ ω»A ' JΣ£

en vertu de la propriete de moyenne des f onctions harmoniques on
a d'autre part, en tenant compte de ce que

— f (A

»^ 2 JSJo

<ύn\ξ— X

A*
dξ drdS

= 2ωJ

on a done \L(h)\<ίS pour tout h^>Q suffisamment petit, c. q. f. d.

§4. Theoreme en question.

Hypotheses:
[1] // est donne une fonction % reguliere et harmonique dans dy et

des parties convexes et fermees (et non vides)

SCC(rf) et GCC.

[2] Une fonction F(x, v> q) est prescrite et continue en chaque point
(x, Vy q) = (xί, ..., xny v, qιy ..., qn) dans une region ^R2n+\ qui enferme
tons les points (x, v(x), q(x)) avec xed, v(x) — X(x) 6 S et q(x) — grad
X(x) 6 G.

On sert des symboles suivants :

Fu,,(x) = F(xy u(x)+X(x), p(χ)+ grad X(x)),

S = SxG,

u(x)=( Fu,p(ξ)G(x, ξ)dξ,
J a

et

P = (Pι> P2> • • • > Pn)
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Mettons en plus les hypotheses suivantes.
[3] // se trouve une function β eL1(d)r^C(d)y non negative et telle

qu'on ait

\Fuyp(x)\<β(x) dans d
Λ

quel que soit (u, p) e S.

[4] (u, p)eS pour tout (u, p) e S.

Conclusion : — // existe au moins un u e S jouissante des proprietes
suivantes :

ii) Δ(H+%) = Δ(u + %) = F(xy u+X, grad (κ+%)) dans d.

Demonstration du Theoremes : — C'est appuyee sur le theoreme de
Tychonoff concernant de points fixes enonce par la forme un peu
modifiee.20

Pour cela, il ne s'agit que d'examiner les deux articles suivants :
1) ^application

£ : K P) -> (u, P) ,

qui applique la par tie S au dedans d'elle-meme, serait continue.

2) U ensemble £(S) auraity pour son enveloppe convexey une ensemble
Λ

relativement compact dans C (c'est-a-dire Γenveloppe convexe et fermee

de £(S) serait bicompact).
Or, 2) est evidemment affirmatif a Γaide du lemme 2 (on pose

H=Z(S)) 1) est aussi affirmatif, car, si Γon ecrit 2= Θxg, le produit
des deux applications

S est continue d'apres Γhypothese [2], et Θ est aussi continue en vertu
du lemme 3 (on pose B = %(S)).

Done, le theoreme de points fixes admet Γexistence d'au moins un

element (u, p)£S tel que (u, p) = (u, p) u que voici jouit de Γexpression

donnee au (2) de § 3, par suite u e ZAZ; de plus, vu les lemmes 4 et 5,
on aurait

= F(x, u(x) + X(x), grad (u+X)(x)).

21) A. Tychonoff: Bin Fixpunktsatz, Math. Zeits. Ill (1935), 767-776. Voir aussi,
M. Hukuhara : Sur Γexistence des points invariants d'une transformation dans Γespace

fonctionel. Japan. J. of Math. 20 (1950), 1-4.



260 S. SlMODA

dans d, c. q. f . d.

Corollaire 1 : — Supposons que

[Γ] // existe trois functions w, w et % prescrites pour tout x^dy

y continues et jouissantes des proprietes suίvantes :

(a) w(x) <: w(x) sur d,
(b) w(x) ^ %(x) ^ w(x) sur d*y

(c) % est reguliere et harmonique dans d,

(d) w G Z et w e Z, ef toutes deux sont continύment differentiables

dans d,
(e) toutes derivees premieres de % est bornees dans d

/^ function F (xy v, q)y le second membre de Γ equation

(E) Σ?-ι^

prescrite pour tout point (x,v,q) = (xιy . . . , xn , vy q1 , . . . , # J J^ fe region

continue, et il se presente dans d les inegalίtes

~<,F(xy w(x), grad w(x))

\ Δw(x) ^ F(x, w(x)y grad w(x))

// se trouve une function ty(t) prescrite pour tout reel t :> 0,
non negative, non decroissante et jouissante des proprietes suivantes :

(a) \F(x, v, q}\<ψ(\q\) dans ®.
(b) il y a un nombre T ^> 0 tel que <y<^r et

τ-7

22) Cette condition exige, avant tout, que la function (en

soit bornee dans ί/ cela est realisable, par exemple, au cas suivants :
( i ) d est une hypersphere de rayon R ^> 0 on a alors

(ii) n = 2 ou 3, et d est de la classe B. Voir
L. Lichtenstein : Neuere Entwicklung der Potentialtheorie. Konforme Abbildung. Ency-

klopadie d. math. Wissen., Bd. II3, Heft 3.
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oύ on pose

ry = sup de I grad %(#) | dans d

Γ = sup de \ I grad,,. G(xy ξ) \ dξ dans d .
Ja

Alors, il existe au moins une w e Z A Z remplissant I! equation

Δ(w+X) = Δ(w+χ) = F(Λτ, u+Xy grad (u+X))

dans d, quί confond sur d* avec % et satίsfait dans d a Γinegalίte

w(x) <: u(x) +%(#) <L w(x) .

Preuve : — Dans Γapplication du theoreme precedent au present
probleme, Γessentiel est de determiner effectivement les parties convexes
et fermees S et G dites la.

Pour ce but, choisir a volonte une fonction r de fa con qu'on ait

0 < r(x) < dis (ΛΓ, rf*) dans d

prendre un nombre a tel que 0 <^ a <^ 1, et un nombre η ^> 0 tel que

τ-7

poser pour brevite \ =
Definissons les dites parties convexes et fermees comine suit :

I grad

u e C ' ( d ) :

dans d et

ίHa(x).\x'-x\«

en tant que \x'—x\<L %r(x)

(i = l, 2, ..., n)

G = {g = grad u : u e S} ,

oύ fl^ designe la meme fonction ecrite dans la preuve du lemme 2,
mais la fonction β y etant substituee par la constante λ.

Passons ensuite a modifier le second membre de (E).
Definissons pour (x, v)

P(x, v) = max \jv(x), min [w(x)> »]]

= min [ϊΰ(x), max [^(Λ:), 0]]

23) designe la totalite des functions prescrties dans d et y continύment diff erentiables.



262 S. SIMODA

, υ)

J(x g )_J( ' V}

posons pour (x, vy q) e dxRn+1

F(x, v, q) = F(xy P(x, v),

et pour (u, p) eS

Fu,p(x) = F(x, ( u + X ) ( x ) , p ( x ) + grad

et nous allons traiter pour Γheure, au lieu de (E), Γequation

(E) Tr^^ = F(xy v, grad υ)

II est claire que F(x, v, q) est continue255 par rapport a (x, v, q)
dans dxRn+1 ([2] du theoreme precedent).

L'existence d'une fonction βeLl(d) exigee dans [3] du theoreme

precedent est evidente, car, si (uy p)£S, on a |̂  + grad %|^τ dans d
et done

d'apres Γhypothese (a) de [3'] et vu que | J(x, v)\<*l.
A

La majoration (*) nous instruit aussi de ce que, si (u, p) 6 S, la
fonction (cf. p. 92)

( x e d ) ,Λ(x) = Fu , P(ξ)G(x, ξ)dξ

qui est sans dire continΰment differentiable dans d, jouit des proprietes
suivantes :

(1°) ds
Λ(x) λ f |gradz G(x,

Jcl

pour tout x G d et pour toute s, vu Γhypothese [3X] par suite

grad u(x)\<Lr — 7 dans d;

24) M+ = max[>, 0], [>]- = max[-«, 0] = [-«]+.
25) Cf. Γinegalite aise a verifier: Si A, B, A' et B' sont non negatifs, on aura

A -B A'-B'
\-\-A-\-B
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(2°) de plus

d Λ / _ \ ^ TT / _ \ / \Λ
Λ, Λ I ,

en tant que \x'—x\<L%r(x) (voir la preuve du lemme 2).
Λ

Done (u, p) G S ([4] du theoreme precedent).
Grace aux resultats obtenus jusqu'ici, et en vertu du theoreme

precedent, Γexistence d'un element (u, p) e S tel que (u, p) = (u, p)

relatiυement a V equation (E), autrement dit, tel que

u(x)= Fu,p(ξ)G(x, ξ ) d ξ y
J a

= Pt(x) = { Fu , p(ξ) A G(x, ξ)dξ ,
dχi

s'est rendue claire u(x) que voici est continue sur d et bien un element

de Z(^Z, remplissant Γequation (E) et s'annulant sur ί/*.26)

Nous avons en dernier lieu Γinegalite

w(x) <L u(x) +%(ΛΓ) < w(x) dans d

a demontrer pour cela il est bon de s'appuyer sur le raisonnement
que nous , avons formule dans notre memoire imprime quelques ans
avant27), c'est-a-dire, si Γon pose

w(xy a) =

v(χy a) = u(x)+ %(x) (depourvue de a) ,

on a alors

26) Ce result d'une propriete de la fonction de Green: Soit A un ensemble mesurable
CΓrf de diametre <l£ (f!>0), on aura alors

quel que soit x € d.
Voir aussi

R. Courant und D. Hubert: Methoden der Mathematischen Physik, II, Berlin, 1937, S. 241
(Kap. IV, § 2, Nr. 1).

E. Picard : Leςons sur quelques problemes aux limίtes de la theorie des equations dif-
ferentielles, Paris, 1930, pp. 129-131 (Chap. IX).

27) S. Simoda et M. Nagumo : Sur la solution bornee de Γequation aux dέriυees partielles
du type elliptique. Proceedings of the Japan Academy. 27 (1951), No. 7, 334-339 Theoreme
fondamental, p. 335.

Dans Γutilisation de ce memoire, il faut tenir compte de la propriete (4) des operateurs

Λ et A (voir § 3).
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1° pour un assez grand α,

w(x9 a)-υ(x, a)^a-{\w(x)\

dans d\

2° pour n'importe quelle suite {(#Cfl°, αcw°) : m = 1, 2, ...} avec
#cm) ζd et αcw° ]> 0 et telle que la suite {#Cw°} n'a pas de point
d'accumulation dans d et la suite {<xc?r0} converge vers une valeur
positive quelconque,

lim {w(xcm\ a^)
W->00

3° pour tout (xy a) tel que xed et α > 0,

, a)—{F(x, P(x, w(x, a)), gradx w(x, a)) + ηj(x, w(x, a))

= ~Δw(x)—F(x, P(x, (x, a)), grad w(x)) — ηj(x, w(x, a))

= Δw(x)-F(x,ϊv(x), grad

— F(xy ϊϋ(x), grad M;(Λ:)) <1 0

, u(x)+X(x)), grad

= Δaυ(x, a)-{F(xy P(xy v(xy a)), grad^ v(x, a)) + ηj(xy v(xy a))}

c'est-a-dire

, a)-F(x, v(x, a), grad^ U(Λ:, a))

d'oύ, par la meme maniere que de la preuve du theoreme fondamental
dans notre memoire dit plus haus, on tire

w(x, a) ^> v(x, a), c'est-a-dire

pour tout (x, a) avec x G d et a ^> 0, aussi bien

w(x) ^ u(x)+X(x) dans rf.

On aurait tout de meme

w(x) <* u(x)+'X,(x) dans d;

en consequence, P ( x , u ( x ) + X ( x ) ) = u(x)+X(x)9 J ( x 9 u ( x ) + X ( x ) ) = Q et

Δ(w+%) = Δ(«-f X) = F(Λ:, w+%, grad

dans rf; la preuve s'est finie completement.
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Corollaire 2 : — Suppose que les conditions (d) de [Γ] et les deux
inegalites (I) y manquent ce lemme se laisse subsister, moyennant que les
conditions

G(xy ξ)dξ

w(x) < %(Λτ)-ψ(r) ί G(x, ξ)dξ
Jcl

soίent remplies (voir les exemples (c), (e) qui suivent).

Remarque: — Dans dessus, si F(xy vy q) remplisse supplementaire-
ment, dans la region ®τ = {(x, vy tf)6®: \ q \ < L r ] , une condition de
Holder de Γexposant ω (0 <^ ω <L 1):

(H) \F(x',υ',q')-F(x,υ9q)\^A{\x'-x\-+ v'-v\ω+ W-q^}

(A etant une constante ^ 0) ,

il existe une solution u douee des derivees deuxiemes continues (solution

reguliere) et il en subsiste done Δ& — Δw =

Preuve : — Posons pour simplicite

= max de
dsdt

alors, on aurait, pour \x'—x

, Q(x) = grad ϋ(x)

f ( x ) = F(x, v(x), q(x))

d2 «,,^ pour toutes 5 et t et pour tout x'

tel que x'—x <: \r(x)

oύ

.

Si Γon choisit la fonction r(x), prealablement, afin d'etre continue, les
fonctions HΛ(x) et σj(x), partant meme B(x), se rendent encore conti-

27 a) Deplus, on demontre que toute solution de (E) au sens du laplacien generalise

quelconque est en meme temps celle qui est au sens du laplacien ordinaire, lorsqu'il a

lieu dans F que, si v et #=(#!, #2* •••» Qn) sont toutes localement holderienne dans d,

f(x)=F(x, v(x)t q(x)} est encore ainsi.
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nues28) : par suite, les fonctions

de B(x') pour \x'—x\<Ll%r(x)

ίχ\ -
v ;
_

max de l/r(*') pour \x'-x

sont aussi continues en donnant les inegalites

B(xf) < B'(x) et r(x/) ^ r^(x) > 0

pour tout xf tel que |#' — x\ <L %r(x).
Or, etant donne un x0 e d a volonte, lorsque |#—

ir^(Λr0), on voit que |^x— Λ Γ | <%r(x0), et done

ce qui montre que f ( x ) est localement holderienne dans d de Γexposant
αω (XQ etant le point arbitraire de d) done

u(x) - f ( x ) G ( x , ξ)dξ ,
Jί ϊ

aussi bien meme v(x)y admet les derivees deuxiemes continues, c. q. f . d.

La condition (H) peut sans dire s'elargir afin d'obtenir solutions
regulieres ou bien presque regulίeres a propos de tells conditions, voir
les memoires celebres de H. Petrini.29)

§ 5. Exemples.

Le domaine en vue est toujours situe dans Rn, borne et admet la
fonction de Green G(x, ξ), dont

Γ = sup de \ I grad,, G(x, ξ) dξ dans d
Jί?

est finie.

28) Voir la definition de HΛ dans la preuve du lemme 2, β(x^) etant substituee par la
constante λ. Peut-etre servira-t-il ici le lemme suivant.

Lemme :— Soient c(x~) et r(jc) des fonctions prescrites dans d, continues, et r (#) y

remplissant la condition 0<K#)<! dis (x, d*~) alors, la fonction

C^(Λ ) = max de c(ξ) pour \£ — x\<^r(x')

est encore continue dans d.

29) H. Petrini : Les derivees premieres et secondes du potentiel logαrithmique. J. de

Math. (6), 5 (1909), 127-223.
- : Les derivees premieres et secondes du potentiel. Acta Math. 31 (1908),

127-332.
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La valeur Γ —Γ(d) est invariante sous toute translation parallele
et sous toute revolution a centre abitraire, mais, si Ton comprime ou
amplifie le domaine d homothetiquement, Γ se varie a la meme propor-
tion que celle de Γhomothetie.

(a) Δu~f(x, u) log (1+ grad u \ 2 )

avec / continue dans la region xed et a <Lx <b.
Les valeurs frontieres sont donnees par une functions harmonique

%(#), qui est continue sur d, jouit des derivees premieres bornees dans
d et satisfait a Γinegalite a <L X(x) <: b. Posons

/0 = sup de \f(x, u) pour xζd et a <^u <Lb

γ = sup de \X(x)\ dans d\

il suffit alors de choisir r de la faςon suivante :

τ^27 et /ologα + ̂ 2)Γ<l.
T

Farce que toute fonction constante toujours satisfait a Γequation
on peut faire

w(x) = b et w(x) = a .

Plus general

avec /, g et AtJ toutes continues dans la region x ed et a <^u <Lb; g
etant assujettie aux conditions

g(ά) <i 0 et g(b) i> 0

la forme quadratique Σ«, j=ιAtjξtξj etant supposee symetrique et semi-
definie positive pour tout (x, u).

(b) Δu — ^ΣS^iB^Xy h

abec βfc, g toutes continues dans la region x ed et a <u <Lb g etant
la meme fonction qu'au precedent.

(c) En general, si Δu = F(x, u, grad u) s'assujettit aux conditions :

\F(x, u,p)\^ ψ( \p ) et lim M = Q ,
C->oo f

le probleme est tres facile a attaquer pour autant que les valeurs
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frontieres soient donnees par une fonction harmonique a derivees
premieres bornees.

Remarque : — Si F est definie pour tout (x, uy p) tel que x e d,
\u\<^+ oo et I^K f oo et assujettie au condition ci-dessus, le co-
rollaire 2 est efficace.

(d) Au =f(x, u) I grad u \ 1+ε (8 > 0)

avec / qui est continues dans la region xedeta<Lu<,b.
Telle equation toujours possede la solution presque constante, sinon

celle qui est strictement constante c'est-a-dire, lorsque on choisit
T ^> 0 de fagon qu'on ait /0τT <^ 1, en tant que la fonction harmonique
a derivees premieres bornees % (avec a <ς X(x) <L b) s'assujettit a la
condition 7 <L τ/2.

(e) En general, si les conditions

\ F ( x , u,p)\^γ(\p\) et

sont remplies, tout va beaucoup analogument au precedent (voir le
remarque de (c)).

Si toutes deux circonstances

= 0 et

sont depourvues, il nous semble a la premiere vue qu'il faille limiter

le domaine d suffisamment petit pour qu'on ait j—^J Γ <^ 1 avec un r
T

proprement choisi, mais c'est une grande question fort interessante
dont je veux m'occuper dans un avenir prochain.

The Osaka University of Liberal Arts and Education.
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