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内  容  梗  概

 本論文は著者が大阪・大学大学院工学研究科（通信工学専攻）在学中に行なっ

た電磁波及び弾性波の解析における変分法に関する研究の成果をまとめたもの

で，全体を5章から構成する．

 第1章は序論であって，変分法に関する研究の歴史的背景を述べ，且つ最近

マイクロ波回路及ぴ光回路の解析においてその有用性が注目を浴びるようにな

った経緯とともに，本研究がこの分野において占める地位を明らかにしたもの

である．

 第2章ではヨ電磁界の解析における変分表現式を統一的に導出する方法につ

いて述べる．まず，電磁界における最小作用の原理について述べ，その．原理か

らMaXWe11の方程式そのものが導出されることを示す，次に，この原理を用

いると共振周波数，伝搬定数及びイン．ピーダンスに関する変分表現式も統一的

に導出できることを示す．更に・ReaCtiOnの概念を用いる方法との関係を明

らかにするために，作用量の停留性とReaCtionの停留性とが一致することを

示す．

 第3章では，電磁波と弾性波との結合系に関する変分表現式を統一的に導出

する方法について述べる．まず，電磁波と弾性波とが共存している系に関する

最小作用の原理について述べ，作用量の停留値問題はMaxwe11の方程式と

Newtonの方程式とを連立させて解く問題と同等であることを示す．次に，一 ｱ

の最小作用の原理を用いて圧電性弾性波に対する共振周波数や伝搬定数の変分

表現式を導出．する．更に，導出された変分表現式はその特別な場合として，電

磁波あるいは弾性波がそれぞれ単独に存在する場合の変分表現式を含んでいる

ことを示す．

 第4章では，誘電体線路の不連続部に関する新しい解析手法を示し，そρ手

法を用いて誘電体スラブ線路の不連続部の解析を行なう．ここセ述べる手法は

最小2乗誤差法を用いるものであって，通常の境界条件を適用する方法では求

めることがきわめて困難な反射損失と放射損失をいずれも精度よく求めること

ができる．この手法を具体的に，誘電体スラブ線路の軸ずれの解析に適用し，

反射電力，透過電力，放射電カゴ放射パターンなどを求める，

（1）



 第5章は結論であって・本研究の成果を総括して述べている・

 以上の各章を構成している研究内容は，すべて電子通信学会論文詩，IEEE

Transactions on Microw旺ve Theory and TechniΨues， 電子通信学

会マイクロ波研究会，電子通信学会全国大会，及び輻射科学研究会等において

発表されたものである．
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第1章 序 …瓜
貢冊

 情報量の増大に伴い，マイクロ波通信，ミリ波通信，更には光通信技術の開

発が要請されてきた．マイクロ波通信においては・各種の信号処理機能を持っ

回路索子の集積化を目ざして，マイクロ波集積回路技一価の研究が行なわれてお

り，回路の合成理論に関する研究もなされようとしている。光通信においては，

光源の長寿命化，光集積回路の実現，ファイバの最適屈折率分布の決定，ファ

イバの接続の問題等・未解決の問題も多く残されている．以上述ぺてきたよう

な諸分野の研究に対して，従来様々な解析が試みられてきたが，とりわけ電子

計算機を用いた数値解析手法は，より現実的なモデルを精度よく計算できる手

法として注目されており，更に大容・量，高速度な計算機に適した，汎用性の高

い解析法の開発も進められている．なかでもRay1eig卜Ritz・法や有限要素法

で代表される変分法を用いた解析は，計算機解析に適した有力な解析法で一ある．

 変・分法の始まりはJakob Bemou11iの等局問題とJohann Bern．ou11iの

最速降下線の問題からであると考えられており，その当時はこういった問題に

対して一つ・一つ解くより適当な方法がなかった．しかし，震にL．遍u1eエが一

般的な方法を論じ・さらにJ．L皿ag劇ngeがそれを単純な形に整理し変分法

の誕生となった．今日では，計算機の容量の増加と計算時間の短縮に伴って，

それに適した形で変分法が使われるようになり・Ray1eigh－Ri6z法・有限要

素法を用いた解析が発達してきた．こういつた解析法は，解析すべき構造の変

化にもかかわらず・計算手法は同じでよく1きわめて汎用性の高い解析法であ

り，電磁界問題…圧電性及び磁性媒質中の波の問題，弾性波の問題，構造解析

の問題等，種々の房野において幅広く適用されている．

 このように，変分法は非常に有力な手法ではあるが，実際の問題に適用しよ

うとする場合には，その解析の基礎となる変分表現式を導出しなければならな

い．しかしながら，従来解析に用いられている変分表現式は，個々の問題に対

して極めて技巧的ないしは試行錯誤的に求めるよりほかに適当な方法がなく，

変分法を適用しようとする際の最大の難点となっていた．著者はこの難点を解

決するために，変分表現式を統一的に導出できれば，という希望と次のような

疑問をいだき本研究を始めた．すなわち，解析に用いられている変分表現式は

一1一



種々あるが，それらの式はすべて正しい値において停留値をとるようにたって

いる．．こういったことの起る原因はヨ電磁界，応力あるいはひずみが正しい値

をとるときには何らかの量が停留値をとるように自然界は構成されていること

によるのではないか，という疑問である．物理学においては，こういった現象

を“最小作用の原理”と呼んでおり，この原理を用いて変分表現式を統一的に

導出しようと考えたわけである．．物理学の法則は一般に微分方程式の形に書か

れることが多いが， “ある量（作用量1と呼．ばれる）を最小（または最大〕にす

るように物理現象が起る”というような最小作用の形式で記述することもで

きる．本論文では，Maxwe工1の方程式とNewtonの方程式に対す・る最小作用

の原理を用い，作用量の停留性を共振周波数や伝搬定数及びその他の量の停留

性に置き換えることによって，統一的に変分表現式が導出できることを明らか

にし，変分・・表現式を求める困難を取リ除いた．

 普通変分法においては，微分方程式を解く代わりにその微分方程式に対する

変分間題を解くわけであり，その時に用いる試験関数には，ある程度の境界条

件を満足するものを使用しなければならない．そのような条件を満足する試験

関数を用いると，変分間題と微分方程式を境界条件のもとで解く問．題とが同等

になる．これまで述べてきた変分表現式の導出もこの範囲に属する．次に，こ

ういった変分法の適用範囲を広げるために，境界条件を解く問題の代わりにな

るような変分間題を考える．づまり1今まで述べてきた変分法とは逆に，試験

関数としては微分方程式を満たしているものを選び，境界条件は満足していな

くてもよいものとする．そうして境界条件を満足する解を求めようとする方法

である．この変分間題では，境界における正しい値からのずれを2乗誤差で評

価し，その誤差が最小になるように界分布を求めている．本論文では述べてい

ないが，境界条件と微分方程式とに対する変分間題を連立させれば，より広範

囲な問題がより一般的に解けるのではないかと思われる．

 まず，第2章に為いては，電磁界解析における変分表現式の統一的な導出に
ついて述べる（｝）～（5）こめような問題は，変分表現式を導出する上で非常に重要

であるにもかかわらず，そういった試みは少なく・著者の知るかぎりでは・
・．H．・。m、、。による・、。、・i。。の概念（6）を用いる方法（7）・（8）と，・．・。im及び

    （9）
T．KahanによるTHnspose Ope正ator，THnspose Fie1dなる概念を
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用いる方法とがいままでに報告されているのみである．本章では，電磁界にお

ける最小作用の原理について述べ，その原理から電磁界の基本法則であるMa－

XWe11 の方程式そのものが導出されることを示す．更に，この原理を用いる

と共振周波数，伝搬定数及びインピーダ：／スに関する変分表現式も統一的に導

出でき・ることを示す．また，ReaCtiOnの概念を用いる方法との関係を示すだ

・めに・作用量’の停留性とReaCtiOnの停留性とが一致することを示しており・

最小作用の原理を用いる方法がより統一的であることも明らかにされている．

以上のように，種々の変分表現式が統一的に導出されているが，最小作用の原

理からM乱XW・e一・11の方程式自体が導出されることから，その他の変一分表現式も

導出される・のではないかと考・えられる．

 第3章では1電磁波と弾性波とが結合しているような波に関する変分表現式
を統一的に一 ｱ出する方法について述べる三10〕’ω電磁波については，第2章です

でに述べたがr第3章では弾性波をも含めてさらに統一的に変一 ｪ表現式を導出

す・る．変分表現式を統一的に求めようという試みは，電磁波についてはなされ

ているが，弾性波をも含めて種々の変分表現式を統’一釣に導出しようという試

みはなされていない．このような試みは，電磁波，弾性波，及びそれらの結合

した波を変分法で解析するうえできわめて重要であり，意義があるものと思わ

れる．ここで取り扱われる波は，電界と弾性波とが結合しているような圧電性

媒質’中における弾性波（圧電性弾性波）のみである．磁界と弾性波とが結合し

ているような磁性媒質中における弾性波（磁気弾性波）に関しては述べてい’ ﾈ

いが1圧電性弾性波とまったく同じ手法で導くことができる．このような電磁

波と弾性波とが結合した波を用いるとマイクロ波回路の小型化や各種の信号処

理機能を持つ回路素子を実．現することができる．従って，近年盛んに研究され

ているマイクロ波集積回路にとって，これらの波を解析することは重要であり，

それらの波に対する種々の変分表現式の導出も必要とされている．第3」章では

まず最初に，電磁波と弾性波とが共存しているような系に関する最小作用の原

理について述べ，作用量の停留値問題と，一Maxwe11の方程式及びNewtonの

方程式を連立させて解く問題とが同等であることを示す．次に，この最小作用

の原理を用いて圧電性弾性波に対する共振周波数や伝搬定数の変分表現式を導

出し，静電近似が適用できる場合にはそれに一合った変分表現式をも導いている．
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また，導出された変分表現式はその特別た場合として，電磁波に対する変分表

現式や純粋の弾性波に対する変分’表現式をも含んでいる、

 第4章においては，誘電体線路の不連続部の解析に関一する手法を示し，その
手法を舟いて誘電体スラ’ブ線路の軸ずれの解析を行なう∫12〕’（13）この手法は，導

波管のような閉じられた線路の解析においてはすでに適用されているが5エ4）・（ユ5）

誘電体線路のような開放型線路の解析には，著者の知る限りでは用いられてい

ないようである．また，誘電体線路の不連続部の解析は，現在研究が進められ

ている光通信システムの実現にとって重要であるにもかかわらず，その詳細な
理論的研究はあまりなされていない∫！6）～（22）具体的な線路の不連続部の問題は，

ファイバ同志の接続に関しては・軸ずれ，折れ踏り・コア径や屈折率の異なる

ファイバの接続の問題が考えられ，その他ファイバと光集積回路との接続や光

集積回路内の線路の接続など解析すべき不連続部の問題は多く存在する．第4

章においては，このような不連続部の解析を，通常の境界条件を適用する代わ

りに，最小2乗誤・差法を用いて行なう手法について述べる一．この最小2乗誤差

法では・普通の・変分法における瓦u1er の微分方程式にあたるものが境界条件

となっており，この手法により変分法ρ適用艶麗が更に広げられる、なお，こ

こで述べる手法は，不連続部が線路の伝送軸に垂直な平面内にある限り，いか

なる線路に対しても線路形状にかかわらず一般的に適用することができる．具

体的な例として，誘電体スラブ線路の軸ずれの解析を詳しく行ない，反射電ブコ，

透過電力，放射電力，放射パターンなどを求めている．
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第2章電磁界解析に拾ける変分表現式の
統一的な導出ω～（5）

2．｝ 緒   言

 電磁界問題の解析において，変分法を適用する手法は極めて有効なものの一

つである‘3i）～㈱しかしながら，変分法を適用しようとする場合には，まず適

当な変分表現式を導出しなければならない．ところで，従来電磁界の解析に用

いられる変分表現式は，個々の問題に対して極めて技巧的ないしは試行錯誤的

に求めるよりほかに適当な方法がなく，これが変分法を適用しようとする際の

最大の難点となっていた．本章では，この難点を取り除くために，変分表一現式

を統一的に導出する方法を示すのが目的である．        ・

 変分表現式を統一・的に．求めようとする試みとしては，著者の知るかぎりでは，

・．H．・、m。、。による・。。。ti。。の概念（6）を用いる方法（7）・（8）と，几．C｛。及び

・．・、・、n（1）による・正、、、。二、、・。、正、。。。，・、、。」。。。。H，1。なる概念を

用いる方法とがいままでに報告されているのみである．しかし，ReaCいOnの

概念を用いるRumsey．の方法では，対象とする問題が，3次元の場合と2次元

の場合とで，Re乱C士iOnの定義がそれぞれ異なり，統一性を欠いている（付録

I）．また、C－≠宴G。等の方法は，数学的すぎて物理的に理解しにくいきらいが

ある（付録I［）．

 本章では，一般的な“最小作用の原理”から出発すると，種々の具体的な変

分表現式が統一的に導出できることを示す．また，“最小作用の原理凶から電

磁界の基．本法則であるMaXWe1Iの方程式そのものが導出されることを示すこ

とができる．従って，本章で述べる手法を用いれほ，従来主たる対象とされて

いた伝搬定数，共振周波数やインピーダノス以外の電磁量に対する変分表現式

を求める手がかりも得られる可能性があるものと思われる．

2．2 電磁界に対する最小作用の原理

 自然現象に関して，エネルギー，時間，またはそのほかの作用量の概念を導

入し，物理現象はそれらの値が停留値をとるように起こるものと考えて，物理

現象を統一的に説明しようとする考えは古く一からある．光の進路に関する
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Fe正matの原理や静電界におけるThomsonの定理などはその典型である．力学

においては，Lagrange関数を系の自由度に等しいだけの一般化座標で記述す

ると，几ag正ange関稗の時間積分で考えられる作用量が停留値をとるとき，そ

                           “の系はLagHngeの方程式を満たすようになる．従って， 物体の運動は作用

量が停留値をとるような経路をたどる”と述べることができる．これが力学に

おける最小作用の原理である．電磁気学においては，ベクトルポテンシャル及

びスカラーポテンシャルが一一般化座標に当り・Lagrange関数Lと作用量∫と
は次のように表現することができる‘23）

   fl
∫一∫ L〃
  チ。

（2．1）

    1
ト4／T／｝，1川・・fトH（・・1川・川

十～川）・J（川）一ρ（川）φ（・，f）〕1れ て2．2）

B（r，オ）＝▽×A（r，f）
       ∂A（r，f）
E（r，‘〕＝一         一X7φ（I・，彦）

        ∂f

｝

（2．3）

 但し，rは位置を示す距離ベクトル，’は時間，Eは電界，ト1は磁界，Dは

電束密度，Bは磁東密度，Jは電流密度，ρは電荷密度、Aはベクトルポテン

ツヤル，一 ﾓはスカラーポテ1・シャルーを表わす．このとき最小作用の原理は，

“一

nの最初と最暖の時刻f オにおいて，閉曲面∫上及び∫によって囲まれる
            O，  1

全領域γ内で正しいA，φが一与えられ，且つf。と。Iの問のすべての時亥1」にお

いて∫．上で正しいA，φが与えられているとき，作用量∫が停留値をとるよう

に領I域17内におけるA，φを決定すると，そのときのA，φは領域γ内におい

て正しい＾，φとなる”と書ける．従って，作用量∫が停留値をとるときのA，

φを求めることによって，正確な電磁界E，Bが求まり，電磁界の存在する領

域を構成している物質の性質によりD，ト1も定めることができる．

 次に電磁界を時間領域から周波数領域へ変換し，周波数領域における最小作

用の原理について考察する．時間区間〔f。，宕．〕を1－OO・σO）に拡張し・F0皿ie■

変換を行うと，式（2．1）の時間積分は次式のような周波数積分に置き換えられ
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E（6，i）

J（r、‘） D（r，‘）

ρ（■・，i）      1－I（1・、工）

グ    B（r，’）

図2．1 電磁界と電荷，電流とが共存する系

る．

∫一 o一。ψ／T／｝・ω）・D（・・ω）し一H（・・ω〕・B（・・ω）＊1

十A（・，ω）・川，ω）しρ（・，ω）φ（・，ω）＊ l〃（・．壬）

但し，E（r，ω），B（r，ω）たどはそれぞれE（r，’），Bい，’）などをFourie正

変換したもので・！ぱ周波数・ωば角周波数1＊ぱ複素共役を表わす．ベクト

ルポテンシャルA及びスカラーポテンーンヤルφと電磁界ベクトルとの関係は式

（2．3）より次式のよっになる．

8（o，ω）＝．▽xA（r，ω）

E（■一，ω）＝一夕ωA（1’・ω）一▽φ（I’・ω〕

／ （…）

 1≡（r，・ω）とD（r，ω）及ぴB（r，ω）とH（一，ω）との関係は媒質の性質によっ

て決まる．ここでは媒質は静止していて，しかも線形，無損失の場合を取り扱

う．しかし，媒質字一般に異方性で，旦つ不均質であることは差し支えない．

このとき，構成関係式は次のように書くことができる．

D（・一ω）一合（・・ω）・E（・・ω）

     〈B（r，ω）＝μ（r，ω）・H（8，ω）

｝

      一      （2．6）
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   〈    〈
但し，ε，μはそれぞれテンソル誘電率及びテンソル透磁率を表わす．媒質は
             ノ㌔   〈無損失と仮定しているから，ε，μはいずれもHe正mite的である．

 E（r，オ），ト1（r，サ），D（rけ），Blr，’），J（r，‘），ρけ，オ）は物理I量であ

るから実関数であり，従って，A（r，オ〕，φ（r，f）も実関数といえる．このこ

とより，これらの量をFOurier変換したものを一般的にF（r，ω）と表わせば

             ＊   F（1，，ω）＝F（r，一ω）                       （2．7）

なる歯係が成立する．式（2．6），（2．7）を式（2．4）に代入して変形すると，次

式が得られる．

    〔幻       ヰ〈            ＊〈  ∫一∫砺∫〔E（・，ω）・ε（．・，ω）・｝，ω）一川・，ω）・μ（・，ω）・H（・，ω）

    0   7
    ＋A（r，ωゾJ（r，ω）十A（r，ω）・，』（r，ω）干二ρ（r，ω）φ（r，6）＊

    一ρ（・，ω）＊φ（・，6）〕〃     一   （・．・）

 次に作用量∫が停留値をとるときに，E（r，ω），H（r，ω）が満たすべき関係

式を示す．まず∫のスカラーポテンシャルφに関する第一変分δ∫φ を計算す

ると

   σoδ∫1一 ｢4／δ1＊1・・言・ト1）〕〃

        oo
      イ〃∫〔δφ＊♂・E〕・舳・C．C．     （・．・）
       o  ～

                                〈となる．但し，C．C．はこの記号より前にある項の複素共役を示す．∫dはε，
〈
μの不連続面を表わし，∫パこおける積分は∫dの両側での面積分を意味する．

                      ノ、   ノ＼式（2．9）より，作用量∫が停留値をとるためには，ε，μが連続な領域におい

て

     く    ▽・ε（r，ω）・E（r，ω）＝ρ（r，ω）   ・             （2．1O）

     〈   〈
が成立し，ε，μが不連続的に変化する不連続面∫∂において

  ・・／言（・すω）・｝すω）一言け丁ω）・｝二ω）／一・  （・．川
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                 十   一が成立しなければな・らない．但し，r一，r はそれぞれ不連続面～のすぐ外

側とすぐ内側の位置を表．わす位置ベクトルである（図2・2参照）．

       n
                        〆
               ∫
                ㎡
            ／    、           〃！’、＼ミ＼ n

          ／／
          〃   一 、、
          …  ・ 川
          ＼い一  ！
         十＼＼＼㍉ ／グ    8
         「→＼ミ…身7

                     〈    ノ㌧        図2．2 積分領域．83はε，μの不連続面

 次にベクトルポテンツヤルAに関する第一変分δ∫Aを計算すると，次式を得

る．

        oo
    δ∫。一∫・∫∫／δ・～ω言・・一▽・…）〕・砂

        0   ア

        oo
      ・∫〃∫〔H・δκ〕・H・十C．C．     （・．・・）
        0  8♂

式（2，12）より，作用量∫が＾に関して停留値をとるためには，言，食が連結

な領域において

          く  ▽xH（r，ω）＝ゴωε（r，ω）・E（r，ω）斗J（r，ω）        ． （2．13）

     〈   〈が成立し，ε，μカ手不連続的に変化する不連続面8パこおいて

    ・・／H（■ω）一H（・一ω）／一・       （・．・・）

が成立しなければならない．A，φの試験関数を，不連続面8パこおいて，

                 一9一



n×A，nx▽φ及びφが連続となるように選べば，不連続面∫dの両側において

    ・・／E（■ωト｝二ω〕一／－6       （・．・・）

となる．従ってl nxA・n×▽φ及びφが㍉の両側において連続であるという

                                  く条件を満足しながら，作用量∫が停留値をとるようにA，φを決定すると，ε，
〈
μの連続な領域では，式（2．5），（2．1O），（2．13）が成立し，I≡，ト1はM1ax＿

                       〈   〈We11の微分方程式を満足することになる．また，ε，μの不連続部分におい

ては，式（2．14〕，（2．15）が成リ立ち、 ε，Hの接線成分は連続となって，

境界条件を満たすことになる．従って，一 ﾌ域γにおける国王Hは一意的に決定

される．しかしながら，A，φは一意的には決まらず，一意的に決めるために

は，A，φにゲージ条僻を付加しなければならない．その結果，一般にA及び

φは互いに独立ではなくなり，ゲージ条件によって関係づけられることになる

が，この点については次節で述べることにする．

2．3 電磁波の共振周波数に関する変分表現式

 本節では，前節までに得られた結果を用いて，一般に異方性で且つ不均質な

媒質からなる共振器に対しても適用可能な，共振周波数に関する変分表現式を

導く．

 まず，電界のみを用いた変分表現式を導出しよう．完全導体壁で囲まれ，線

形で非分散的な無損失，異方性，不均質媒質で構成されている共振器を考える．

 前節でも述べたように，A及ぴφを一意的に定めるためにはゲージ条件を付

加しなければならない．ここではその条件として・φは次式を満足するものと

する．

φ（1・，ω）＝O （2．16）

このようにすると，ベクトルポテンシャルAと電界Eとは

E（o，ωトーゴωA（o，ω〕 （2．17）

なる関係をもつ．

 さて，式（2．8）において，γを共振器内の全領域とし，γ内には波源J，ρ
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は存在しないものとして，式（2．｝7）を使って変数をAからEへ変換すると，

次式が得られる．

     oo
  ∫一∫∂∫∫／E（・，ω〕＊・言（・）・｝，ω）

    O   r

    一÷／▽・｝，ω）／＊・2’，（・〕・／▽・・（・，ω）／〕〃  （・．・・）

      ω

共振器内め電界E（r，ω）は・，共振モード6電界成分の線形結合で表現すること

ができるから，5番目のモードの共振角周波数をω’，電界分布をEパr）とすると

     早（・r，ω）＝Σδ（ω二ω圭〕E、（r）        （2．19）

           ｛

      δ（κ）：デルタ関数

と書くことがそきる．上式を式（2．．18）に代入して，周波数に関する積分を実

行すると

     ∫＝Σムjδ（o）
        i

但し，

     工、＝∫〔E、（・）＊・言（・〕・E、（・）

        グ

         1         〈        一1／▽・Eミ（・）／丁・グ■（・）・／▽・E、（・）／〕〃  （・．・・）

         ω

となる．Eパr）の振幅は，’＝一〇〇における電磁界分布によって決定される．

従一一て・ドーよに招いて一番目のモードしか存在し下いなか一．たものとす

ると，∫＝工｛δ（0）となり，工jの停留値問題を考えればよいことになる．ここ

で，簡単のため，以下添字’を省略すると，一般に共振角周波数ωで共振してい

る場合には

  ト4／叩｝州一÷／・州／出・）・／…（・）／〕11（…1）
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が停留値をとるようにE（’）を決定すれば，そのときのE同が共振器内の正し

い電界分布を与え，そのときのωが正しい共振角周波数を与えることになる．正

しいE，ωに対しては，工＝0が成立することから（伺録盟），式（2．2主）の

停留値問題ぱ

      ∫／／▽・｝）／けI（・）・／▽・帥）／〕〃

    2  7
   ω＝                       （2．22）
        ∫〔E（r）、言（・）・Eω〕れ

        7
の停留値問題と同等になる（三）従って，式（2．22）が結局共振周波数に関する変

分表現式となる．この結果はA．D．B、正。によ一て求められている変分表現式（7）

と完全に一致している．

 上に導いた変分表現式（2．22）は電界のみによって表わされているが，次に

電界と磁界の両方を含んだ変分一表現式を導出す一る．式12．21）を導いたのと同

様にして・式（2．8）から次式が得られる．

   ト∫〔しω舳）／千言（・リゴω帥）／
     7

       －／▽・舳）μ■，（・リ▽・1州／ル    （・．・・）

：：1∴∵X－  1（一
更に，恒等一式

（▽・～巾（▽・・）一価・2L」▽・・一▽・／（2■一・▽・・）・・＊／・（・．・・）

を武（2．23）に代入してGaussの定理を適用し，式（2．24）を用いて変数をA

からE：，。Hに変換すると，次式が得られる．

工＝∫〔引r）モ言（・）・E（・〕十H（rゾ）（・）・ト1（r）

  γ

÷舳・州一叩・…川〕〃

一⊥∫ 〔川・）・｝）＊〕・H、

 ω5＋5d
（2．26）
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                             〈  〈但し，8は共振器を構成している完全導体の表面を示し，3dはε。μの不連続

面を表わす．この工の停留値問題は，式（2．22〕を導いた場合と同様に，次の

ようなωに関する停留値問題と同等である．

   ノ∫〔H（’）干▽・E（ザ叩ヤ▽・H（・）〕れ
    r

       ＋ゴ∫ 〔H（・）・｝）＊〕州∫

         s＋5∂ω1＝ （2．27）

・∫〔E（・）｝・）・｝）十川・）り（・川（剛〕〃

 グ

従って，式（2．27）は角周波数ωに関する変分表現式となっている．．この式のε

に対する試験関数の条件は・

 （1） ∫上において，nxδε＝Oが成立すること

 （ii） ∫∂において，n×δEが連続で一あること

である．しかし，Hの試験関数に対しては，その
                          妻1 対称変換
ような条件は付加されない．

                               〈   八 MaXWe11の方程式の対称性から，表1のよう    巨→H   ε→μ

な変換を式（2．27）に施しても，やはり共振周波   I．1→＿E  ヵ→言

教に関する変分表現式が得られ，その結果はA．D．

把、、kによって求められている変分表現式（7）と完全に一致する．但し，その場

合には，試験関数に対する条件はHにのみ課せられることになる．その条件は
く   く
ε・μの不連続面㍉において・掘×δト1が連続となることである．

2．4 電磁波の伝搬定数に関する変分表現式

 本節では，電磁波の伝搬定数に関する変分表現式を導く．線路は伝送方向に

一様で，且つ無損失であるものとする．しかし，線路を構成している媒質は必

ずしも均質である必要はなく，また，異方性であってもよい．但し，媒質はす

べて線形で且つ非分散的であるものとする．

 まず，電界と磁界とによって表わされた変分表現式を導出しよう．そのため

に，式（2．26）の体積積分を伝送方向（2軸方向）に直角な横断面∫（”ツー平

面）上の面積分と，2軸方向の積分とに分けて考え，2軸に一関してFOu正ieエ
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北

z

γ

図2．3 不均質，異方性I媒質からなる伝送線路

変換を行って，屠軸方向の積分を伝搬定数に関する積分に変換すると，次式が

求まる．

・一1 轤潤B
Bβ／∫／／ω・（、，ツ，β）・言（、，ツ川、，ツ，β）

   2．πω刈  S

  ＋ω川舳β舳κ，ツ川∬，ツ，βH川・，ツ，β）、▽、・・（κ，ツ，β）

  ・1・（κ，ツ，β）・・、・川∬，ツ，州・舳∬，’，β）・i、・｝，、，β）

  一E（κ，ツ，β）、i互・H（κ，ツ，β〕1〕＾

  一〃／出，ツ，β）・E（北，ツ，β〕＊〕・・〃〕     （・．・・）

    c＋cd

         ’■、        ！      ＼       ！      ＼
      ／       ＼o
     ／         ＼

n＼！  ・  ＼
   ／     ・、  、
   1  〃ミ＼  、 図2・4積分銘
   1 ・〆 ＼、、 l
   1 川   11 ！
   ＼  l o 〃 ／
    ＼ ・ミ、．、グ／

     ＼   、一1   ／
      ＼         ／
       ＼        ！
         、一’1

               一1壬一



但し，Cは開放形線路のような場合には，伝送線箪から無限に離れ，しかも伝

送線蕗を囲む中線を表わし，導波管のような場合には壁面を表わす．C∂は横
      ノ＼   〈断面におけるε，μの不連続部である（図2．4参照〕．E（κ，ツ，β），1・1し，

ツ，β）はそれそれElr），H（r）を2軸に関してFOurieエ変換したものであり，
    ∂    ∂
▽＝i一十i一である．｛ 北∂・ y∂ツ
 2方向に伝搬する電磁界は，伝搬モードの電磁界の線形結合で表現すること

ができるか亭・ク番目の伝搬モードの伝搬定数をβ，とすれば

1：lllllll；：：llll；：lllll∴（一）

と書ける。但し・㍉（κ，ツ），トいκ，ツ）は5番目のモードの電磁界分布を示す．

式（皇．29〕を式（2．28）に代入し，βに関する積分を実行すると次のようにな

る．

   1    δ（O）

ト石亭”jω

但し

〃，一∫／／ωE、（∬，ツ）、言（κ，ツ）・・ミ（κ，ツ）・ωH、（κ，バ篶，ツ川、（κ，ツ）

   ∫
  一州、（い）、㍗・、（・，一ツ）・ゴE、（川）㌔▽ま・H、（・，ツ）／

  一β＾（～）、i互・・パκ・半）一・…（州、・i互・・｛・ツ）／〕＾

  一夕∫／・｛．・ツ）・・ル・ツ）＊〕・M    ・ （・…）
    c＋cd

l㍉，への振幅は・f二一〇〇における電磁界分布によって決定され・f＝一〇〇

においてダ番目のモードのみが伝送されていた場合には，zの停留性は〃 の                                 i

停留性と一致する．従って・工の代わりMjについての停留値問題を論じるこ

とにし，簡単のために添字ξを省略すると，二股に伝搬モ⊥ドの電磁界は，M

が停留値をとるときに正しい値となり，そのときのβが伝搬モードの伝搬定数

となる．M一の停留値問題は，正しいE，I－1，βに対してM＝0となることから（伺録皿），
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次のようなβに関する停留値問題と同等になる．

    ∫／ω｝，！）、♂（κ，ツ）・・し，ツ〕・州κ，ツ州κ，ツ）・・（り）

    8

     一川北，ツ）午▽i・E（κ，ツ）・ゴ・（り）㌔▽君・Hし，・）〕＾

        一ゴ∫〔H（κ，ツ）旧∬，ツ）＊〕州1

  β一   C＋C∂           （2．31）
    ∫〔川∬，ツ）㍉、・巨（∬，ツ）一E（κ，ツ）㌔i互・H（∬，ツ）〕＾

     5

 従って，結局式（2．31〕が伝搬定数に対する変分一表現式となる．この式の試

験関数に対する条件は

 （1） Cにおいて亨nxδ匡＝Oが成立すること

 （ii） Cdにおいては・nxδEが連続であること

である．しかし・Hの試験関数に対してはそのような条件は課せられ辛い．

 式12．31）は，A．D．Beエkによって求められている伝搬定数に関する変分表

現式（7）と線積分の項だけ異なっている． しかし，線積分の項は主試験関数に課

せられる条件を変化させる項であり，式（2．31）において，表1の変換を施す

                        十と，A．D．Berkが求めた変分表現式と完全に一致’する．但し，その場合には試

験関数に対する条件は三Hにのみ課せられることになる．その条件は

 （i） CにおいてnxδH＝oが成立すること

 （i1） Cdにおいてはnxδト1が連続となること

である．

             〈   〈 以上の議論では，媒質定数ε，μは単にH町㎜ite的であるということだけ
         く      くを仮定していたが，ε及びμが次のような形をもつときには，電界の横断面成

分㍉，または磁界の横断面成分㌧のみで変分表現式を表わすことができる．

十1＋一∴ （2，32）

十 A．D．把e r kの論文（7）の式114〕における分子最終項の線積分の符号は誤りである．
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   〈    〈
但し，ε，μはハ ッだけの関数で，茗軸方向に．関しては一様である．式（2．

21）において，γでの体積積分を横断面∫上での積分と2軸に関する積分とに

分離して計算すると

  Z＝」L∫σ。〃∫〔E（”，ツ，β）㌔今（北，ツ）・E（、，ツ，β）

    2π ．珊  ∫

   ・÷／▽・・（カ，。，β汁・（κ，ツ）…巨（π，ツ，β）／〕ハ  （・．・・）

    」ω

となる．一方，電界E（∬，ツ，β）を横断面成分㍉（π，ハβ）と2軸方向の成分

；互e互（”，ツ，β〕とに分けると・Gaussの法則より

  巨（κ，ツ，β〕一㍉（κ，ハβ〕十i、・垣（κ，ツ・β〕

            〈＿I          〈                （2．34）
          ≡垣・ε（κ，ツ）・i互vジε（∬，ツ）・㍉（κ，ツ，β）
  e互（∬，ツ，β）＝一

                  タβ

と表わせる．また，e が正しい界であれば，MaXWeuの方程式より導出され
          ま
る次の微分方程式を満足する．

一月・／一β2・サ（～，β）十▽ザi互・（言’■（∬，・）・i互▽、・言（∬，ツ）・・、（κ，ハβ））／

一ω2 ﾌ，ツ）・／i、・言（κ，ツ）・・｛，ツ，川

   一食（・，ツ）・／i互・▽ま・食㍉，ル▽、・③、（κ，ツ，β）／  （・…／

式（2．34），（2．35）を式（2．33）に代入して整理すると・次の上うになる．

    1  oo         ．、＊〈
ト、、♂しへ〔／ω2・パ川β1・ε（〃・・パ川β）

  一（▽、×e，（κ，ハβ）＊ジフ1（κ，ツ）・（▽、×e、（κ，ツ，β｝）｝

   1      〈   ＊      ＊  〈    ＊        ＊  一Tl／i互・（ω2ε（κ，ツ）・・｛，篶β）一平・グI（川）・㍗・ル，ヅ，β）〕／

   β
  ・食（・，ツ）・li、・（ω2言（κ，ツ〕・・、（・，ツ，β）一巧・食’I（・，ルY・・、（κ，ツ，β））／

  二ω2（i、が（π，ヅ）㌔庁（κ，ツ，β）＊）・♂■I（κ，ツ）・（i互が（・，ツ）・6彦（・，ツ，β））〕〕・・

                                （2．36）
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これより，式（2．31）を導いたのと同様の方法で，伝搬定数に関する変分表現

式を求めると，

     ∫／／i互・（ω2㌫；一V古・か1！▽、・・；）／

     3
       〈           〈           八       ・μ一／i互・（ω21・・ド㍗グI・㍗㍉〕／

       一ω2（i王ぺ㌔1）・言」一・li互㍗♂・・、）〕＾

  β2＝一                   （2137）
     ∫／（V、・・；）・20I・（▽ま・・、トベ・言・・メ〕＾

     s

                〈  〈         ノ、  〈
が得られる．但し1㍉＝㍉（κ，ツ），ε＝ε（尤，ツ），μ＝μ（苫，ツ）である．上式は

電界の横断一面成分e のみによって表わされた伝搬定数に関’する変分表現式で
         ’
ある．特に，媒質が・等方性の場合にはヨ式（2．37）は黒川によって求められて
いる伝搬定数に関する変分表現夫〔24）において，壁面損失がない場合と完全に一

致する．

 次に式（2．37）における電界の横断一面成分e の試験関数に対する条件を求
                    古
める．そのために，式12．37）の第一変分を計算すると

δβ2∫〔（㍗・；〕・食I■・（V・、）一ω2・；・言・・、〕＾

   s
  二川i互・（▽、・広一1！V、・δ・；一ω2㌫・；）／

    5

            八           。へ   ・／i互・（β2・rVジ、・ε■I・（i互▽ジε・㍉））

       〈           〈           〈      一μ・（i、・（ω2ε・・r㍗グ㌧▽ダく・、））／〕＾

  一β24、、；㍉・い1・1・δ・；）！・・1・

  ぺ、。；（叶一音Y・叶ω2言予δ・1）・パ■（iパ・・，）／〕・・〃

十C．C． （2．38）

となる．但し，Cは式（2．28）の場合と同じ曲線を意味する．Cdはいまの場
  く   く
合はε，μ及びその1階微分の不・連続部を表わす．式（2．38）において， 6
                                  ’
は式（・…）を満たし，・、の両側において・…、，i旦・言■（i届Y・♂・・、）
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は連続である．従って，試験関数の条件としては，
          〈                   〈  一         く （i） Cに招いて・ nxμ一しYxδe’＝O，n・（Yxμ■I・▽古×一δe｛一ω2ε・δeま）＝0

  が成立すること
              く                      く               く（1）C。の両側において… ガ、・δ㍉，・・（▽’・ガ」平・δ・rω2ε・δ・チ）

  が連続であること

である．式（2．37）に，更に線積分の項を付加すると，試験関数に対する条件

を変化させることができる．すなわち・・ま・広一■一音（㍗δ・7川，（Y・食■I・＊

・V、・・δ・；一ω2言！δ・；）／i互・言■！（i旦▽ジ言・・、）／・・の項を打ち消すために，式

（2．37）の分母分子に線積分の項を付加すると次のようになる．

∫／／i互・（ω2言㌔汽・2－I！Y・・；）／

5

   ・2・い、・（ω2言・③、一巧・2■1㍗・、）／

     一ω2（i互㍗㌻θ；）・今11i互Y・言・・、〕〕＾

イ／（W・2■I†Y・・1一ω2言㌔；）／i垣・♂■！（i互㍗♂・・、）／

 c＋0d

グ、一・（平・的・・ドヘ）／i互・言■1†（1ぺ㌔；）／〕州・

∫1（河・・；〕・グ（河・・、トω2・；・言．・・、〕・・

 、s

一∫／・、・2■一個・・；）・・；・グ（㍗・彦）〕・M

 c＋c♂
（2．39）

式（2．。3g）において，β2の第一変分を計算し，試験関数に課せられる条件を考

察すると，次のようになる．

（1）・において… δ・ま一9・i岩・言■（i垣Y．・書1δ・ゴ）一・が成立すること

（ii）・、の両側に拾いて，・・δ・サ。i岳・言■㌧（i苫》、・含・δ・，）が連続であること

    く                                    く

従って，εが1階微分まで連続であれば，たとえμが一不連続セあっても，試験関

数としては2階微分まで連続な関数を選択すればよいことになる．

 磁界の横断面成分㌧し，ツ）のみで表わされた変分表現式は，MaXWe11の方

程式の数学的な対称性から，直ちに求めることができる．すなわち，式（2．

39）において・表1のような変換を行うと，hのみによ名次のような変分表                     2
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現式が得られる．

∫／／i、・（ω2れ；一巧・言一■、・；）／

5

  〈          〈         ．へ
  小／i互・（ω2μ・hr㍗ε■Y・㌧）／

   一州互Y伽；）・｛i、㍗＾，）〕・1

…∫／Ψ言㍗・・；一ω2が・；）／i旦か（i左Y・食・・，）／

 L＋cd

   ・（㍗言■一Ψ・、一ω22・・オ）／i互・カ■■†（i亘Y・机；）／〕・・〃

β2＝一

   ∫／（V・フ）・♂一」（V、・・、）一べ・＾オ〕＾
   5

一∫〔h、・言’1†～・巾・h；・書1（Y・hオ）｝・〃

 c＋cd
（2．40）

式（2．40）において，β2の第一変分δβ2を計算し，㌧の試験関数に課二せられ

る条件を求めてみると，条件は

                 く          ノ、 （1） Cにおいて，n×δ㌧＝O，i互・μ一；11i，Y・μ・δ㌧）＝0が成立すること

（i1）・、の両側において… δ・、，i互・食・一（i，Y・カ・δ・、〕が連続となること

                      くであることが分かる1従って，式（2．40）では，μが1階微分まで連続であれ

    ぐは，たとえεが不連続であっても試験関数としては，2階微分まで連続なものを

                          く    く選択すればよいことになる．また，式（2．40）において，ε，μが等方性であ

る場合には，松原，熊谷によって求められている変分表現式（25）と一致する．

2．5 インピーダンスに関する変分表現式

 図2．5のような，無損失，線形，非分散的な媒質で構成されているm開口

回路のインピーダンス行列に対する変分表現式を最小作用の原理から導くこと

にする．図2。．5において，8パ4＝L2，… ，物）は各開口の開口面であり，

立体回路の不連続面からは十分に離れており，高次モードはすべて遮断域にあ

って，開口面における高次モードはすべて無視できるものとする．開口’（ま

たはプ）に単位電流を流し，他の開口はすべて開放した場合の立体回路内の電

磁界を！㍉，H’（または．㍉，ト㌧）とすると，開口4及びゴにそれぞれ単位竜
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∫’ ∫

用

1．＝、
   1へ、、〆
        “
   〈      ＾   ε      μ 、、

        …

w  ・〃＼ミ。 、〃斗

 ＼、＿’グ

8
プ

図2．5 m開口回路

流を流した時の電磁界は，系の線形性から

       E＋E  H＋H            （2．41）        ｛  ゴ ・  …  j

と表わせる．式（2．8）において，γはm開日1回路内の体積を表わすものとし・

角周波数成分はωだけであるとすると，

  ∫一δ（・）∫〔叩斗1言（・）・叩一冊）ψ甲）仙）〕〃
       7

     ．δ（O）

   ＝一  ΣZ               （2．42〕     μ1，j｛ゴ

となる．但し，δ（κ）はデルタ関数，．Z はインピーダンンス行列の要素で次式
                 η
のように表わせる．
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・一ω4／・1川r・1・言・・ル

式（2．8）における独立変数はAとφであるが，独立変数をA，

に変換すると，式（2．43〕は

いω4／・1・つ・・r÷（…1｛（州j）〕〃

（2．43）

φから磁界H

（2．44）

となる．式（2．仙）の第一変分δZ．を計1算すると，次式のようになる．
               エゴ

  1ろゴー4／1・い・・㍉・μ・・∫）・1・1＋…；・1ω川）〕〃

    十4年、、炉×区ブδHl×E；〕．舳    （2・州

    ’但し，8は粥開口回路の壁面，㍉は媒質の不連続面，∫、は開口面を表わす．

これより，式（2．44）はインピーダンスに関する変分表現式であることがわか

る．変分表現式’（2．44）に対する試験関数の条件は，

 （i） 開口面8においてnXδH＝Oとなること       7

 （ii）媒質の不連続面∫∂の両側においてnXδト1が連続となること

である．

2，6 異方性媒質を含む共振器におけるReaCtionと作用量との関係

      6
、〆；㍉

11 ・ 〃
’＼、、ノ

  ＼、  7

！

㎜

／

7

                       〈   〈図2．6 積分領域と試験電磁流．∫は完全導体壁面，∫dはε，μの不連続面
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 図2．6のように完全導体で囲まれた，無損失で且つ非分散性の不均質，異
方性媒質からなる共振器におけるR、、、ti。、（26）と作用量との関係を調べる．

・2．2節で述べたように，ゲージ条件を付加しなければ・ベクトルポテンシャ

ルAとスカラーポテンシャルφは一意的には決まらない．ここでは1φにφ＝

○という雫件を付加すると，Aと電界EとはE＝一ノωA という関係になる．

この関係を用いて式（2・8）．を整理し・更にMaxwe口の方程式より得られる

1：；1；；：；1∵lllllllll㍗■ （・・…

なる関係を用いて変形すると・一 沁ｮが求まる．但し，Mは磁流を表わす．

  oo   1  ＊  ＊卜∫〃∫〔 （E一十H・M）〕〃
  O  r ゴω

       oo    1    一、
     十∫〃∫〔一（E・H）〕州∫
      0  3＋8dゴω

（2，47）

ここで，試験関数Eが共振器の導体壁面∫上で正しい値を有し，媒質の不連続

面∫∂上では，E，Hの接線成分が連続であり，角周波数成分としてωのみしか

もたない場合を考えると，式（2．47）は次式のようになる．

    δ（0）一一 、     。
  ∫一 ∫〔｝，ω）・J（・，ω）十H（・，ω）・M（・，ω）〕〃  （2．州
     ゴω 7

一方，小西（26）により求められているように，この場合のR、、、い㎝は

      ∫〔E㌦十・H，M〕〃    ・    （2．州
      7

と表わされ・これは真の値を中心として停留値を．とる．このReaCtiOnと式

（2．48）で与えられる作用量∫とは係数の違いがあるだけである．従って，作

用量∫の停留性とReaCtiOnの停留性とは一致することがわかる．

 以上のととから，作用量∫には，全領域γにおける電磁界に関する情報が含

まれて掬り，Re乱CtiOnを求めるには，皿aXWe11の方程式を用いて作用量に
おける体一 ﾏ積分を電磁流の存在する領域のみにおける積分に縮小すれぱよいこ
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とがわかる、これに対して，Reactionを用いる方法では，電磁流の存在しな

い領域における情報を得るためにはヨMaxwe11の方程式を用いて，式（2．48〕

の積分領域を拡張しなければならない．

2．7 結   言

 本章では，最小作用の原理から出発してサ電磁波に関する共振周波・数や伝搬

定数及びインピーダンヌに関する種々の変分表現式をヨ統一的に且つ比較自勺簡

単1こ導出し得ることを示した．また，このような手法によってReaCtiOnも同

様に導き得るこ1とをヨ不均質，異方性媒質を含む共振器の場合を例にとって示

した、ReaC七iOnの停留性と作用量の停留性とが一致することを明らかにし，
R、凱、い。nを用いて変分表現式を求める方法（7）’（8）との関係を示した．更に，作

用量∫の停留値問題を直接解くことによって，MaXWe11の方程式を用いて境

界値問題を解くのと同じ結果が得られることを示した．本章では，損失のある

場合は取リ扱っていないが・それは今僕の課題として残されている．
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第3章 圧電性媒質中の弾性波に関する変分
表現式の統一的な導出（1O）’（1王）

3．1 緒   言

 近年，電磁波と弾性波との結合系を用いて，マイクロ波回銘の小型化や各種

の信号処理機能をもつ回路素子を実現しようとする研究が行なわれている．し

かしながらヨ電磁波と弾性波とが結合しているような系に関する問題を理論釣

に解析す一るためには，Maxwe11の方程式とNewt⑪nの方程式とを連立させて

解かなければ。ならないρで，その取り扱いは一般に簡単ではない．従って，適

当な近似解法を適用することが必要となるが1中でも変分法は非常に有効な手

法の一つであると思われる．

 変分法を実際に適用する場合に，最も国難な問題は適当な変分表現式を導出

することである．前章では，最小作用の原理によって電磁界に関する種々の変

分表現式を統一的に導出する方法を示したが，本章ではこれを拡張して，電磁

波だけでなく弾性波をも包含するような作用量を考え，電磁波と弾性波とが共

存するような系に対しても適用できる種々の変分表現式を最小作用の原理から

統一的に導出し得ることを示す．

 本章では，論旨を明確にするために，電界と弾性波とが結合しているような

圧電性媒質申における弾性波（圧電性弾性波）を考え，最小作用の原理一に従っ

て共振周波数及ぴ伝搬定数に関する変分表現式を導く．しかし，ここで述べる

方法を用いることによって，磁界と弾一ｫ波とが結合しているような磁性媒質中

における弾性波（磁気弾性波）に対する変分表現式も同様に導くことができる．

また；ここで求めた変分表現式は，圧電性のない媒質中における純粋の電磁波

または純粋の弾性波に関する変分表現式をその特別の場合として含んでいる．

更に，本章で示すとおり，作用量の停留値問題を直接解くことによってM．x＿

we11の方程式とNewtonの方程式とを連立させて解いたのと同じ結果が得ら

れるので，ここで述べる手法を用いると，共振周波数や伝搬定数に関する変分

表現式に限らず，インピーダンスや散乱間題讐に関する種々の変分表現式も同

様に得られるもあと考えられる．
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3．2 電磁波と弾性波とが共存する系に対する最小作用の原理

 電磁波と弾・性波とが共存する系全体に対する作用量∫は，つぎの3つの部分

よリ成リ立っているものと考えてよい∫27）

∫＝々十方㎜十∫㎜ （3．1）

ここで∫∫犀び∫㎜はそれぞれ電磁波及ぴ弾性波に関する項てあり，∫∫㎜は電磁

波と弾性波との相互作用に関する項である．電磁波に関する作用量∫∫は，2章

で示したように線形・媒質においては

     f■  1    〈          〈  ∫∫マ〃4〔証（『・川『・1川「十H（川）．μ（「・f川「・1）｝

十A（川N（リ）一ρ（川）φ（川）〕〃 （3．2）

但し，

：llll：∴仁、、、、，チ、∴…）

と書くことができる．一方，弾性波に関する作用量∫㎜は， 次式のように置く

ことができる．

   舌   1  ∂u（8，f）・ 1
∫一マ～〔丁州∂、1㌃S（「・f〕；州〕：S（・・バ

・F（・，1）川・，1）〕〃 （3．4）

但し，

    1
S（・・1）一 e／州㍑）・（▽・（・川≡㍗（州 （3．5）

である．ここで，吻は質量密度，0は平衡状態からの変位，Sはひずみ（2階

テンソル〕，丁は応力12階テンソル），Fは力密度，Cは弾性定数（4階テ

ンソル），‘ぱ転置を表わす．本章では圧電性媒質中に拾ける電．界と弾性波との相互

作用のみを扱うので，相互作用を表わす項∫ はつぎのように書くことができる．
                 ∫m
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      ’一■   1
  々一＝い14〔T／｝ルe（「・オ）：S（｝
     o
           ＋S（・，1）1皇（・，f）・｝，f）｝〕〃   （3・6）

但し，e及びeはそれぞれひずみと電束密度及ぴ電界と応力との相互作用を表

わす係数で，いずれも3階のテンソルである．以上の結果，式（3．1）をまと

めて次のように書くことができる．

     彦一   1           ！ ∂u・  ∫＝∫〃∫〔一匡・D－H・8）・A・J一ρφ十一m（一）
    チ  ザ 2           2 ∂f     o
            1
           一一S：τ十F・u〕6〃                 （3．7）
            2

但し

llllll÷llllllll∵二二；ll二1二；l1一一

である．上式は圧電性媒質に関する構成関係式とみなすことができる。さ牛に

静電近似

     1…（r，f）＝一▽φ（r，‘）              （3．9）

が適用でき，且つ電磁的及ぴ弾性的な波源が存在しない．場合（J＝0，ρ＝O，’

F＝O）には，式（3．7）は

     ’    1   1 ∂凹2 1  ∫寸〃4／TE・D・丁・（π）τS：T〕〃   （・一・・）

    ○

となり，B．A．Au1dの与えた式（28）と一致する．

 次に周波数領域では，式（3．3）及び式（3．8）はそれぞれ次式のようになる．

：1；l11二；lll∴、“、、。，、、 ／（・・川
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llllll∴÷∵二；l1二：：二；∵（・・…

但し，ωは角周波数，日1’，ω），O（r，ω）などはそれぞれE（r，サ），◎（r，f）な

どをFOuエier変換したものを表わす、ここで，媒質は無損失で，且つ永久電気

分極及び永久磁気分極をもたないものとすると，媒質定数の成分は

        ＊               ＊
    ε  ＝ε       μ ＝μ    η  〃  ，   り  ゴj
                               （3．I3〕
                 ＊
    2 ＝e      C  ＝C    ψ  一ル  ，  1〃  庇～

とおくことができ，応力テンソルTは対称となる．永久分極が存在する場合に一

は，Tは対称とはならないが，実際に取り扱う圧電性媒質では，Tの非対称成

分は通常小さいので，そのような場合にはTは対称であるとしても事実上問題
はない！29）式（・．・）において時間区間／1。，1，〕を（刈，。。）に拡張し，時間領

域に関してFourieエ変換を行ない・式（3・12），（3．13〕一を考慮すると・ 式

（3．7）の時間積分は周波数積分に置き換えることができ，次式のような周波

数領域における作用量の表現式が得られる．

     oo
  卜∫方∫〔E†言・ト市・H斗A・J＊・A㍉一ρφ㌧ρ＊φ
    ○   ザ
         十S＊：e．E＋S1ぎ．1≡＊十mω2u㌔u＿S＊：c：S

         ＋F・・＊十F＊・口〕加        （3．14）

但し，∫は周波数を表わす．

 次に，作用量∫が停留値をとるときに満たすべき関係式を求める．作用量∫

のスカラーポテンッヤルφ，ベクトルポテンシャルA，変位■に関する第一変

分δ∫φ，δ∫A，δ∫uをそれぞれ計算すると

δ∫φ一∫方∫〔δφ＊1叩一ρ）〕〃
   0   γ

 D0
一∫〃∫〔δφ＊D・・〕a∫十C．C．

 0  5＋∫d
（3．15）
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   oo
δ∫。一∫・∫∫！δ爪（1ω…一V・H）〕〃
   0   7

         oo
        ・∫〃∫〔H・δべ〕・・一a∫・αα

         0  5＋53
（3．16）

     oo
  δ∫、一∫・∫∫〔δ・＊コ（V・T・・ω2・・F）〕〃

     0   7

            oo
          一∫灯∫〔T・δ・＊〕・・＾十αα一   （3．川
           0  3＋53

が求まる．但し，3は領域γを囲む閉曲面を表わし，8∂は媒質の不連続面を

表わす．面8パこ関する積分は㍉の両側における面積分を意味する．これより，

作用量∫がA，φ，uに関して停留値をとるためには，媒質が連続な領域にお

いて

▽・0＝ρ

▽xH＝ゴωD＋J

▽・T＝一物ω㍉一I＝’

（3．18）

（3．19）

（3．20）

が成立しなければならないという結果が得られる．また式〔3．11〕よ・り

VxE＝一ゴωB 〔3．21）

が成立することから，Maxwe11の方程式とNewtonの方程式とが満足される

ことになる．従って・面8及ぴ8d上で境界条件を満足するような試験関数を

選んで∫の停留値問題を解くと，正しいE，H及ぴ0が決定されることになる．

但し，Aおよびφはゲージ条件を付加しなければ，一意的には決定されない．

3．3 圧電性弾性波の共振周波数に関する変分表現式一

 本節では，前節で述べた作用量∫の停留値問題を用いて，圧電性弾性波の共

振周波数に対する変分表現式を導く．共振器を構成しセいる圧電性媒質は，線

形で非分散的な無損失媒質であるとする．但し，必ずしも等方，均質である必

要はない．
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 図3．1に示すように，共

振器内部の領域γ内には・電

磁的ならびに弾性的な波源J，

ρ，Fは存在しないものと仮

定すると，式（3．14）は次式

のようになる．

          ザ

   君，カ，e，亘，C

 1   ＼
／／’、、
〃  “
〃   ll∫
… 。 〃”
“    ノ
＼ミ…多、

                     図3．1 共．振器

     oo
  ∫一∫〃∫／E、言・トH傘H・S㌧E・S：昨＊
    0  グ

         十mω2・＊・卜S予・：S〕a砂      （3．・・）

ここで・変数＾・φをE，Hに，同じくuをv，Sに・それそれ次式を用いて

変換する．

     E＝一ゴωA一▽φ

     H＝グー・▽xA
                                13．23）
     ツ＝プωu

     S＝V u        s

但し，Vは粒子の速度を表わす一更に，恒等式

  ▽v＊：τ＝▽．（T．v＊）＿v干（▽・T）                  （3．24）
   5

ならびにGaus目の定理を適用すると，式（3．22）は

    Do
  ∫一∫〃∫／Eま♂・E・帥・H・。・、・・Sモ・：S
    0   7

    一÷／・！…一・！…一¢（…〕一・、・：・＊／〕〃

   一ブ・∫∫／⊥／…㌔・…1〕・・。、    （。．・。）
    0  5斗∫dω
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となる．

 一方，共振器内の界分布は，一般に共振モードの界分布の線形結合で表わす

ことができるから，たとえば

  E（・・ω）一Σδ（ω一ω≡）E｛（・）         （3，26）
       量

と書くことができる．但し，δ（ω一ω｛）はデルタ関数である．他の界成分につ

いても式（3．26〕と同様に書き表わすことができるから，これらの式を式（3．

25）に代’久して，周波数に関する積分を行なうと

     ∫＝Σへδ（0）                （3127）
       ｛

但し，

・、一∫／ヰ言・ε、・Hフ・）・H，…；・・土・Sフ：・：S，

  グ

   ÷叶…、一・；・州、一・1・（…、〕一又・、：・：／〕れ

一打十、；・i・・1・・デ¢〕舳    （・…）

が得られる．各モード成分は，’＝一〇〇における界分布によって決定される．

いま，牛＝一〇〇 において5番目のモードしか存在しないものとすると，

∫＝工…δ（0）となって，∫の停留性は工｛の停留性と一致することになる．すな

わち，簡単のために添字5を省略すると，・作用量∫の停留値一間題は

ト∫〔E、言・E・H、カ・H・m・†・・S＊：・：S

  7

一÷1市・・一・＊・…一価・・）一文・：丁＊／〕・・

  二五∫／…1＋…＊〕・η、      （。．。。）
    ⑦5＋sd

の停留値問題に帰着することになる．．従。て；一般に共振角周波数ωで共振し
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ている場合には王工が停留値をとるように，E，ト1，v丑Sを定めればよいこ

とにたる．さらにヨ正しいE，H，v，Sに対しては，付録皿に示すように∫

二0となることから，Z＝Oとなり，従って式（3．29）に示す工のイ亭留値問．題

はつぎのような角周波数ωに関する停留値問題と同等になる．

小H、・・トE、・・H一印τ〕一又・：T㌦

ω＝

十ゴ∫〔H・E＊・f・・＊〕・・＾

  5＋～
（3．30）

∫〔E、言・E・H㌦H・m・㌔・十Sモ・：S〕〃
7

値し・変数E（r）・H（o）・v（r）・Slr）はいずれ．も位置のみの関数で・Tは

  f（r〕＝一e（r）・E（r〕十。（r〕二S（r）                  （3．31）

たるE，Sの従属変数である．このようにして結局，圧電性弾性波の共振周波

数に関する変分表現式が式13，30）のように求まる．式（3．30〕の第一変分を

計算し，E，H，v，Sに対する試験関数に課せられる条件を求めると，次の

ようになる．

 （i） ∫上でn×δε＝0（8が完全磁壁の場合には不要）及びδV＝0（8が弾

  性的に自由な境界の場合には不要）となること

 （i1） ∫パこおいてnxδE及ぴδvが連続となること

試験関数に対する条件を変えるために，変分表現式（3．30）の停留性に影響を

与えることなく分子の面積分の項を書き変えて

プ∫／・午▽・E一・、V・H一・モ（▽・Tト又・：・＊〕〃

 γ

ω＝

一ブ∫〔E・Hしτ・v＊〕・n＾
  8＋∫d

∫〔一言・E・H干食・H・m・㍉・S＊；・：S〕〃
7

（3．32〕

なる表現に改め，この式の試験関数に対する条件を求めると，次のようになる．

 （i） ∫．上でn×δ・一1＝0（∫が完全導体壁の場合には不要）及ぴδV＝0（∫が
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  弾性的に自由な境界の場合には不要）となること

 （1i） ∫dにおいてn×δH及ぴδvが連続となること

式（3．32）において・弾性的な量に関する面積分の項は式（3．30）の場合と比

べて変っていない．その理由は，実際に通常の弾性媒質を用いる場合には8が

弾性的に自由な境界となっていることが多く，そのような場合にはVに対する

試験関数には条件は課せられないからである．式（3．32〕において，特にE＝

H＝0とおくと

ω＝

一ゴ∫／・＊・（▽・丁）・叉・：T＊〕〃

  7

 り∫〔丁・・＊〕・・＾

   5＋～
（3．33）

∫〔m・㍉・S＊：・：S〕〃
γ

となる．但し，T（r）＝c（r）：S（0）である．これは圧電性のない媒質中におミナる

純粋の弾性波の共振周波数に関する変分表現式である．また，式（3．32）にお

いて，特にv＝S＝T＝0とすると

     ∫〔H～・E一ε～・H〕〃一∫亡E・H＊〕・M∫

     γ            5＋～  ．ω＝プ                             （3．34）
         ∫〔Eモ言・E・H＊・食・H〕〃．
         7

となる．この式は，圧電性のない媒質中における純粋の電磁波の共拝周波数一に

関する変分表現式を与えるものであって，B、、kの求めた変分表現式（7）一
ﾆ一致

している．

 更に特別な場合として，弾性波と結合する電界が静電的な場合には，式（3．

32）においてE，．．一1をそれ一それ

一E（1・）＝一▽φ（・・〕

H（r）＝O

／（・…）

とおき，変数を1≡，H，v，Sからφ，v，Sに変換して1次式のような共振

角周波一致ωに関する変分表現式が得られる．
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  一一ゴ∫／・㌣lV州ぺ・：丁＊〕δ・・ゴ∫〔・一・＊〕・舳

    7              ∫十8∂
ω＝ （3．36）

’∫〔▽φ＊・言・Vφ・洲㍉・S㌔：S〕a砂

7

但し，Tは

丁（r）＝e（r）・▽φ（r）十。（r）：S（r） （3．37〕

なるφ，Sの従属変数である．武（3．36）の第一変分を計算し，φ，v，Sに

対する試験関数に課せられる条件を求めると，次のようになる．

 （i） ∫上でδφ＝0及ぴδV＝O（∫が弾性的に自由な境界の場合には不要〕

  となること

 （1i） ∫dにおいてδφ及ぴδvが連続となること

 式（3．36）は，作用量∫から近似を使わずに導出された変分表現式（3．32）

に静電近似を用いて得られたものであるが，次に作用量∫自体に静電近似を行

ない，その近似的な作用量から変分表現式を導出してみよう．式（3．22〕に静

電近似13．35）を代入すると

    oo
  ∫一∫け∫〔嚇言・Vφ一S、皇・Vφ一S：φ▽φ＊・物ω2・㍉一S＊：・：S〕〃
    0   7
                                （3．38）

となる．これより，式13．30〕を導いたのと同様の方法によって・次のような

変分表現式が得られる．

  ∫／S＊：・：S・S＊：旦・▽φ・S：メVφしVφ毛言・▽φ〕〃

2  7
ω ＝ （3．39）

∫〔m・㍉〕〃
7

式（3．39）において1変数はφ，uてあり・SはS（o）＝▽o（r）なる従属変数で
                          ∫
ある．式（3．39）の第一変分を計算し，φ，uに対する試験関数に課せられる

条件を求めると，次のようになる．

 （i．） ∫上でδφ＝O及びδu＝0（∫が弾性的に自由な境界の場合には不要）と

  なること

 （ii） ∫パこおいてδφ及ぴδuが連続となること
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3．4 圧電性弾性波の伝搬定数に関する変分表現式

 本節では，図3．2に

示すように伝送方向（2            北

方向）に一様な線路にお

ける圧電性弾性波の伝搬

定数に対する変分表現式

を求める．伝送線路を構

成している圧電性媒質は，

前節の場合と同様線形，

無損失，非分散的ではあ

るが，必ずしも均質であ

 〈   〈
 ε，μ

61e， C

図3．2

γ

圧電性媒質よりなる伝

送線．跨

る必要はなく，また一般に異方性であってもよい．

 式（3．29）の体積積分を2軸に垂直な横断面∫（πツ面）上の面積分と宕軸に

関する積分とに分け，2軸に関してFOurie正変換を行なうと，2軸方向の積分

は伝搬定数に関する積分に変換できて・次式が求まる．

    1  oo        ＊〈 ト  ∫aβ〔∫／ωE1州β）ε（川〕E（舳β）
   2πω＿oo  8

  ・州。，ツ，β）ヤガ（∬，ツ）・出，ツ，β）

  十ωm（κ，ツ）・（κ，ツ，β）㍉（κ，ツ，β）

  十ωS（κ，ツ，β）＊：c（”，ぷ）：S（北，ツ，β）

  一州（π，ツ，β）㌣・・（カ，ツ，β）一・（川，β）㌣・・（・，夕，β）

一沽，ツ，β）㌣・T（κ，ツ，β）つ、・（川，β〕：丁（κ，ハβ）＊1

・βi互・／～，ツ，β）・H（・，ツ，β）＊一出，ツ，β）・E（π，ツ，β）＊

イ（・，ツ，β）・・（κ，ツ，β）し丁（・，ツ，β）㌦（κ，ツ，β）／〕＾

一プ∫／出，ツ，β）・E（κ，ツ，β〕＊十τ（κ，。，β）・・（∬，ツ，β）＊〕・知〃〕

  c＋cd

                             （3．40）
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但し，上式の線積分の積分路Cは，開放型線路の場合には’，伝送路から無限に

離れた伝送線路を囲む横断面∫上の曲線を表わし，導波管のような閉じた線路

の場合には横断面∫上の壁面を表わす、Cdは同じく横断面∫上における媒質

の不連続線を表わす．単位法線ベクトルnの方向は図2．4に示すとおりであ

る．巨（北，ツ，β），H（”，ツ，β〕などはE（r），1－1（r）などを2軸に関してFou正ie正

変換したものである．またY，Y。はそれそれ▽，又において，∂／∂乏＝Oと

おいたものである．

 さて，2方向に伝搬している波の界分布は，伝搬モードの界分布の線形結合

で表わすことができるから，たとえば

   E（κ，ツ，β）＝Σδ（β十βミ）Eパ”，y）          （3・41）

         ｛

と書くことができる．但し・δ（β十β’）はデルタ関数である．他の界成分につ

いても式13．41）と同様に書き表わすことができるから1これらの式を式（3．

40）に代入し，βに関する積分を実行すると

      1   δ（O〕

   Z＝石亭”1ω        （3・州
但し，

〃ミ．一∫／ω・：・言・・、・ω・1・食・・、・ω・・1・・、・ω・1：・：・、

   5
     ＊         ＊        ＊             ＊
  一ゴ（ト1；．Y×E’一一Eデ平×ト・’＿v…．Y．Tミ＿Y．vj：T｛）

  一βji，・（Ej・H；一H…・E；一丁デ・す一丁す・・’）〕＾

  一ゴ∫〔Hj・E葦・Tピ・；〕・・〃        （・．州
    c＋c3

が得られる．但し，界成分ならびに媒質はすべてκ及ぴツのみの関数である．

ここで・2方向に伝搬している波は4番目のモードだけであるとすると・工＝

M‘δ（0）／2πωとなって・工の停留性は〃’の停留性と一致することになる．更

に・付率皿で示すように・正しい界に対しては∫＝0となることから・ム＝0・

従って〃‘＝oとなり，次のような伝搬定数βに関する変分表現式が得られる．

但し，添字’は簡単のために省略する．
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   ∫〔ωE、言・EキωH箏H・ω。・㍉・ωS、・：S
   5

    一川㍉・E一・㌣・トヘ・・一Y、・：・＊）〕＾

    一プ∫〔H・ピ・丁・・つ・・〃

ジ   c＋c・
  ∫〔i互・（E・HしH・E㌧T・・しT、・）〕a・

  ∫

（3．44〕

式（3．4壬）において変数E（κ，ツ），川κ，ツ），v（”，ツ），S（∬，y）担いずれも横

断面．S（κツ面）上の位置のみの関数で，T（ガ，ツ）は

T＝一e■ε十。：S （3．45）

なるE，Sの従属変数である．式（3．舳）の第一変分を計算し，E，一vに対す

る試験関数に課せられる条件を求めると，次のようになる．

 （1） C上でn×δE＝O（Cが完全磁壁の場合には不要〕及一ぴδv＝0（Cが弾

  性的に一自由な境界の場合には不要）となること

 （11） C3においてnxδE及ぴδvが連続となること

試験関数に対する条件を変えるために，変分表現式（3．4全）の停留性に影響を

与えることなく分子の線積分の項を次のように書き変える．

    ∫／ω一言・E・ωHモ食・H・ω・・㌦・・ωS干・：S

    ∫

     一川㌣・・斗㌣・ト佃・T1、・：・＊）〕＾

     十プ∫〔E・｛T・・＊〕・・〃

β一  C＋Cd 、         （・．州
   ∫〔i互・（E・HしH・E一丁・・仁丁㍉）〕6∫
   5
この式は牧本，佐藤によって求められている変分表現式（30）と一致し，圧電性の

ない媒質申における純粋な電磁波に対してはBeエkによって求められている変
分表現式（7）に一致する． 式（3．46）の第一変分を計算し，同様にして試験関数

に課せられる条件を求めると，次のようになる．

 （i） C．上でn xδト1＝0（Cが完全導体の場合には不要）及びδV＝O（Cが弾

  性的に自由な境界の場合には不要）となること

 （ii） C♂においてnxδH及ぴδvが連続となること
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 特別な場合として，弾性波と結合する電界が静電的な場合には，式（3．2g）

において，E，Hをそれぞれ式（3．35）のようにおき，体」積積分を2軸に関す

る積分と横断面∫1∬ツ面）上の面積分とに分けて考え，さらに変数をE・Hl

S，vからE：， φ，S， uに変」換して

  〔〕o
工＝∫ a居〔∫〔一▽φ、O＋S：T†二1≡：．D㌧▽φ。O㌦u、▽。丁

  判    s

      ぺ・：・キ〕∂1一∫／T・・＊ト州〕

             c＋q∂

が求まる．但し，

      〈    D＝ε・ε十6：S

    T＝一e・I≡＝十。：S

（3．47）

／（・・州

である．ここで，乏軸に関してFou■ieエ変換を行ない，式（3．42），（3．43）

を求めたのと同様にして次式が得られる．

       1
    工＝一ΣM｛δ（O）               （3・49）
      2π1

但し，

M’ A一∫／－V；・D、・S、：Tす一E三・D；一V、・Dす・・汽・T，
   s

    －Y、・三：・：・吻ω㍉：・・、一｛i互・（τ、・・トT；・・、

    ・φサ0rφバ）〕＾

  一∫／Tジ・す〕・・〃           （・．・・）
   c＋cd

上式において，係数及び界成分はすべて横断面∫（κツ面）上の位置のみの関数

である．ここで，；番目のモードしか伝搬一していない場合を考えると， 工＝

M＝δ（0〕／2πとなって，ムの停留性は〃’の停留性と一致することになる．簡

単の．ために添字4を省略すると・正しい界に対しては・付録皿に示すよう；干∫

＝0となることから，L＝0，したがってM＝oとなり，次のような伝搬定数

βに関する変分表現式が得られる．
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∫〔へ・ト・＊：Y、…ω2・㍉・・：・㌧区・・＃
5

      －Yφ・D、φ†D〕∂∫

β＝

一∫〔T・・＊｝・〃

 c＋cd （3．51）
プ∫〔i且・（T－uしT＊．u＋φわ一φD＊）〕6∫

 3

この変分表現式は，牧本，佐藤によって求められている変分表現式（30）と一致す

る．但し・変数はE，φ・S・uで，D及ぴTはそれぞれ式．（3．48）で与えら

れるようなE，Sの従属変数である．式（3．51）の第一変分を計算し，試験関

数に課せられる条件を求めると，次のようになる．

 （i） C上でδu＝0（Cが弾性的に自由な境界の場合には不要）及びδφ＝O

  となること

 （ii） cパこおいてδu及ぴδφが連続となること

3．5 結   言

 本章では，圧電性媒質中に電磁波と弾性波とが共存するような系に対して適

用可能な作用量を考え，この作用量を用いて，最小作用の原理に従い，圧電性

弾性波の共振周波数ならびに伝搬定数に関する変寿表現式を統一的に導出した．

ここで求めた変分表現式は圧電性のない媒質中における純粋の電磁波または＝純

粋の弾性波に関する変分表現式をその特別の場合として含んでいる．本章では，

論旨を明確にするために，電界．と弾性波とが結合しているような圧電性媒質中

における圧電性弾性波に対する変分表現式について論じたが・磁界と応力との

相互作用を表わす項を作用量にとり入れることによって，磁界と弾性波とが結

合しているような磁性媒質中における磁気弾性波に対する変分表現式も同様に

導くことができる．また，作用量の停留値問題を解くことによって，MaXWe11

の方程式とNewtonの方程式とを連立させて解いたのと同等の結果が得られる

ことから，本章で示した手法を用いて，共振周波数や伝搬定数一に関する変分表

現式に限らず，インピーダンスや散乱問題等に関する種々の変分表現式も同様

に求められるものと考えられる．
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第4章最小2乗誤差法を用いた誘電体
線路の不連続部の解析（工2）・（13）

4、ユ．緒   言

 光通信システム実現のため種々の研究が進められているが，伝送線路に関し一

では，光ファイバの低損失化が進展した現在，線路の広帯域化とともに線路の

接続に関する研究も重要な問題として，関心が持たれている．しかしながら，

現在までのところ接続方法の実験的研究（39’㈹に比べると，接続部に関する理

論解析（16）～（22）の報告は比較的少ない．また，報告されている内容も，反射波及

び．反射放射波を省略したもの，ある一いはこれらを考慮しても不連続が小さい場合

にしか適用できないものがほとんどである．

 本章では，通常の境界条件を適用する代わりに最小2乗誤差法を用い一で，不

連続部の反射，透過’及び放射電力等を解析する手法について述べる．普通変分

法においては，微分方程式を解く代わりにその微分方程式に対する変分問題を

解くわけであり，その時に用いる試験関数には，ある程度の境界条件を満足す

るものを使用しなければならない．そ・のような条件を満足する試験関数を用い

ると，変分間題と微分方程式を境界条件のもとで解く問題とが同等になる．こ

れまで述べてきた変分表現式．の導出もこの範囲に属するものと考えられる．本

章で用いる最小2乗誤差法は，今まで述べてきた変分法とは逆に，試験関数と

しては微分方程式を満たしているものを選ぴ1境界条件は満足していなくても

よいものとする．そうして・境界条件を満足する解を求めようとする方法であ

一る．具体例として，この方法を誘電体スラブ線路の軸ずれの解析に適用した場

合を示す．本章で述べる手法を用いる方法は，導波管のような閉じられた線蕗

の解析に適用された例はあるが∫14）・㈹誘電体線鑑のような開放型線路の解析に

用いられた例は，著者の知る限りでは見あたらないようである．この手法を用

いると，透過波，反射波はもちろんのこ．と反射放射波及一び透過放射波も．求める

ことができる．また，線路の形状ならびに不連続の大小にかかわらず適用でき

る利点があるものと思われる．

一41一



4．2 最小2乗誤差法による不連続部の解析

 図4．1に示すような亭

つの開放型導波系の接続部

に線路Iから線路皿の方向

に入射波が入射すると，不

連続部において反射，透過

及び放射の現象が起こる．

ここで不連続面∫（2＝O）

における各導波モードの電

磁界の接線成分をe h         j l  ±1

放射モードの電磁界の接線

成分をe（ρ），h（ρ〕と表わ

す．但し，ρは線路の外部

における放射モードの横方

向の伝搬定数（ハ ッカ向

を表わす）である．不連続

面における線路Iの全電磁

界の接線成分をEI，HI，線

       肛  E路皿のそれをE，H とす

ると，それぞれの電磁界は

線路の固有モードで次のよ

うに展開することができる．

       北

       γ        君

 線路I         線路］I

     （a） 線路の接続

             γ

線路I      線路皿

（b〕 不連続面∫（急＝o）平面における

  横断面

  図4，1 線路の不連続部

     M
l≡1＝e’、十Σ五ミ〇三十．ブ刷ρ〕eI（ρ）dρ

     ’＝l

     M
HI＝h、、一ΣR三h、一∫別ρ）hI（ρ）6ρ

     ゴE l

  w
EE一Στ、・テ・∫T（ρ）・■（ρ）〃

  ｛＝1

  」v
Hn一Σ・、・号・∫・（ρ）“（ρ〕・ρ

  …一1

（4．1）
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但し，へ及ぴτ土は各導波モードの反射係数及び透過係数で，R（ρ〕及びτ（ρ）

は放射モードの反射係数及び透過係一致である．また，M，Wはそれぞれ線路L

皿の導波モードの・数を表わす．次に，式（壬．1）の積分を離散的な和に直すた

めに・R（ρ〕，τ（ρ）を適当た関数系し’（ρ）｝で展開する．

lllll：：ll、（1、）  ／（一

上式を式（4．I）に代入すると次式が得られる．

       M
   ε一＝e、、十ΣR土6二十ΣκミE｝

       i：l
       M
   ト1工＝hミ、一ΣR，h…一Σ・ミ叫

       ’：1
                              （4．3）     M
   E■＝Στ、e号十Σチ主E昔

     j＝l
     M
   H■二Στ，h牙十Σオ土ト1音

     圭＝1

但し，

llll∴1㌃ ドー
である．

 本解析では，不連続面∫（2＝o〕における電磁界の接線成分の差を誤・差と考

え，その誤差を言平価する量

     ∫／旧L・■1…1－1・L・El・〕＾
     5
   F＝                           （4．5）
      ∫〔1・｛同12＋Z：1へ、12〕＾
      s

を定義する．但し・Zoは真空中の固有インピーダンス・∫は不連続面（2＝0）
を表わす．さて・FI・n，・I・■は真の電磁界・1・n，中hと誤差の電磁界1・I・］，
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δト1I’口とによって次のように表わされる．

：llllllll：：lll ／（…）

式（4．6）を式（4．5）に代入し，誤差の評価量Fの第一変分δFを計算すると，

δF∫U・j皿1字・Z二へ、12〕＾

 s
イ／δε㌦’一中一1・n亡（・。L・J）

 ∫
  ・・：1δ・I川一中一δ・nへI一中／〕出αα （壬．7）

が得られる．但し，＊は複素共役を表わし，C．C．はこの記号より前にある項の

複素共役を表わす．正しい電磁界に対しては不連続面上で，

   EI＝E口   HI＝H■                         （4．8）
   o    o ，   o    o

であるから式（4．7）よリ

δF＝0 （4．9）

となることがわかる．従って，境界条件を合わせる代わりに，式（4．5）で定義

した誤差評価量戸に関する停留値問題を解いても同じ結果が得られる．本解析

では・式（4．5）のπが停留値をとるように・反射係数及ぴ透過係数を定め・不

連続部における全電磁界の分布を求めている．なお・この方法によって求めら

れた電磁界分布は2乗誤差が最小になるという意味において最も良い近似を与

えるものとなっている．

 式（4．5）のFが停留値をとる条件は・R T  7 及ぴ’ を一般にX で                   ミ， ミ， ；    ；       …

表わすと，次式で与えられる．

       ∂F
         ＝O       ∂X＊        j

式（4．10）よリ，R r 7及ぴ’        ’， ’， ’

              （4．10）

．を未知数とする複素連立一次方程式が
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得られ，

きる．

これを解くことによって未矢口数が求まり，電磁界を決定することがで

4．3 誘電体スラブ線路の軸ずれの解析

 本節では，前節で述べ

た最小2乗誤差法による

不連続部の解析法を図4．

2に示すような2つの誘

電体スラブ線路の接続部

における軸ずれの問題に

適用する．誘電体スラブ

線路はいずれも屈折率が

m，厚さが2aで，ツ方

向には一様であるとする．

入射波として，丁亙モー

ドを考え，簡単のため誘

電体スラブ線路には基未

反射放射波      透過放射波

κ／
       εo・μo

入射波■〉

2∂      γ
反射波く■

◆透過波

2
πε。・μ。

T
∠  一ε。・μ。

線路・^一

図4．2

＼警路1

誘電体．、スラブ線路の軸ずれ

モードしか伝搬しないものと仮定すると，導波モードの電界は，次式のように

なる．」

e＝iλCOSκκ  γ
1κ1≦a

一i Aλ…舳一州J j1・・

｝

 ・    （4．11〕

また・放射τ万モードは・放射τ亙偶モードと・放射γ厄奇モードとに分けて

考えることができる．式（4．12）に放射丁亙偶モードの電界を・また式（4．13）

に放射τ厄奇モードの電界を示す．

e（ρ）・… i  C  co S σκ・

   γ  e

 、     一圭ρ1カ1    ｛ρ1カ1
＝1 （D e   ＋F e  ）
 ツ   2         e

：1にl／

（4．12）
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eω P；∴∴一十へ、一、：1にザ…）

式（孔．1ユ）～（4．13）において，κ・γはそれぞれ導波モードの線路内部及び

線路外部におけるκ方向の伝搬定数であり，σ，ρはそれぞれ放射モードのそ

れらを表わす．ノぱκ，γ等の関数で，c苗。0。，刀直，4，F苫及びF。ぱσ，ρ等

の関数である．これらについての詳細は文献（3？）を参照されたい、導波モー

ド及び放射モードの直交関係は・それぞれ次式で与えられる．

1 oo
一∫〔・・h中〕・i、れ一1
2 ＿oo

1㏄・  、    β＊一∫〔・（ρ）・h（ρ’）〕・i、〃＝一δ（ρ一ρ’）

2一。。        1β1

（4．14）

（4．15）

但し，δはデルタ関数，βは2方向の伝搬定数である．

 次に・式（4・2）に示した放射波の反射係数及ぴ透過係数R（ρ），τ（ρ）の展開

について述べる．実際に放射される放射モードは，そのκ方向の伝搬定数ρが

入射波のκ方向の伝一搬定数に近いものが大部分で，ρの大きなものはそれに比

べて比較的少ないものと考えられる．そこで，R（ρ）及びτ（ρ）を展開する関数

∫パρ）とし干・ρが大きくなると指数関数的に減少するような・いわゆる

GausトLagueHe関数を用いることにする．以下にこの関数の低次の教項と

その直交関係式とを参考までに示しておく．．

          ξρ6
ア。（ρ）一κ…（一 ）
           2

               ξ’ρ∂
∫．（ρ）一κ／l一（ξ州1町（一 ）
                2

             （ξρd〕2       ξρゴ
ク，1ρ）一πい一2（ξ州十  ／・・p（一一）
        ：     2      2

（4．16〕

但し，ξは広がりを表わすパラメータである．
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∴）ψ■1 5キブ

4＝プ

（4．17）

 式（4．11）～（4．王7）等を前節の式（4．5）に代入し，式（4．10）を適用．して

解析を行なうと以下に示すような結果が得られる．但し，以下に示す数値計算

結果は・Ga岬s－L早gueHe関数を9項とった場合で・広がりを示すパラメー

タξは軸ずれが100％のところでの電力和が最も1に近くなるように決定し

た．

1．O

O．8

／㏄

．～

0、辿

0．2

皿2＝2．56

尾6＝⊥．Oo

2∂

“

∠

い曲

戸

4〃〃

カ

P
㌘

0．5 1．0

∠／2∂→

図4．3 反射電力与，透過電力弓，放射電力写。∂

及び電力和弓。オ。パ后。6＝1．o）

 図4．3に，規格化周波数冶a＝1．0とした場合の，入射電力で規格化した
             ○
反射電力今，透過電力P’，放射電力与。d及び電力和P’。オ。’を示す．ここで電力
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図4．4 反射電力戸 透過電力P 放射電力P
    〔        ハ        r日ゴ

及び電力和P  （冶ゴ＝0．6）
     享〃〃   o

和とは，反射電力，透過電力及ぴ放射電力の和で数値計算結果の正確さの目安

になる量の1つである．軸ずれが大きくなるにしたがって，電力和が1からず

れていくが，このずれは主としてGauss－LagueHe関数を9項までで切った

ために生じた放射電力の誤差によるものと考えられる．また，軸ずれにおける

反射は極めて少なく，透過されない電力はほとんどが放射電力となることがわ

かる．図4．4に同じく尾d＝O．6の場合を示す．后a＝1．0の場合と比較す           o                         o

ると，ほぼ放射電力が減少しているぶんだけ透過電力は増加し，電力和も1に

近づいているのがわかる．この軸ずれに対する透過電力の増加原因は，冶dが
                                ○
遮断周波数に近づくにつれて，電磁界分布が線路外部に広がり，線路Iと線路

1皿の基本モードの間の差が減少してくることに．よるものである．
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図4．5 透過放射電力のスペクトル分布（島6＝1．O）                   o

 図4．5及び図4．6に冶δ＝1．0の一場合の透過放射電力及び反射放射電力
            ○
の雷ガスペクトル分布を示。す．図4．6に示す反射放射電力の入射電力に対す

る割合は，軸ずれが∠／26＝0．5のときで2．0％，∠／2a＝O．3のときで

1．1％である．図4．7及ヴ図4．8に冶。a＝0・6の場合の同様の図を示す．

この場合一の反射放射電力の入射電力に対する割一合は，∠／2ゴ＝’0．5のときで

2．3％，4／2a＝0．3のときで1．1％である． また，図4．一5～図4．8に

示した放射電力のスペクトル分布から，軸ずれによって発生する波はその大部

分が放射損失に寄与する放射モードであつて，いわゆるエバネセントな放射モ
ード（37）は，それに比べて十分少ないこ卓がわかる．
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図4．8 反射放射電力のスペクトル分布

     （后a＝O．6）      o

 図4．9及び図4．1Oに，図4．5度び図4．7の透過放射電力の雷ガス

ペクトル分布をもとに，鞍部点法を用いて算出した放射パターンを示す．但し・

波の進行方向が図4．9及び図4－1Oのθ＝0。に対応している． また，面

図とも軸ずれ」／2d＝O．9 の場合の放射電界の最大値で規格化してある．図

4．9及び図4．10において・軸ずれが大きくなるにしたがって1図乱．2

の軸ずれにおける前方下側（θ＜O。）への放射が，前方上側（θ＞O。）への放

射に比べ増加していくのがわかる．図4．9と図4．1Oを比較すると，危6                                o
＝O・6の場合の方が・后。6＝1・Oの場合に比べて放射パターンが乱れ1且つ放

射パターンが若干広がっていることがわかる．
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4．4 結   言

 最小2乗誤差法を用いる誘電体線路の不連続部の解析法について述べ，この

手法を適用して誘電体スラブ線路の軸ずれの解析を行なった．その結果，透過

係数はもちろんのこと．，従来省略されていた反射波や反射放射波の各電力をも

求めることができた．また，放射波に関してはその雷ガスペクトル分布と放射

パターンを求め・線路の軸ずれによる放射電力とその放射方向を明らかにした．

更に・最小2乗誤差法と今まで通常用いられていた変分法との関係についても

明らかにし，一変分法の適用範囲を境界条件を解く問題にまで拡張した．今慶の

課題としては，本方法を多モード線路や屈折率分布が一様でない線路の不連続

部，光源と線路との接続部三線路と受光器との接続部讐の解析に応用すること

を考えている．
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第5章 結 …A
膏冊

 本章では，本研究の成果を総括して述べる．著者は，本論文において変分法

を用いるうえで重要な問睡となっている変分表現式の導出を最小作用の原理を

用いることによって統一的に行ない，変分表現式を見つける困難を取り除いた．

更に，変分法の適用範囲を境界条件を解く問題にまで広げた．

 第2章では，電磁界における最小作用の原理について述べ，その原理を用い

ると電磁界の基本法則であるMaXWe口の方程式そのものが導出できることを

示した．更に，この原理を用いて共振周波数，伝搬定数及ぴインピーダ1／スに

対する変分表現式を統一的に導出した．また，ReaCtiOnの概念を用いて変分

表現式を導出する方法との関係を明らかにするために，作用量の停留性とR卜

aCtiOnの停留性とが一致することを示した．

 第3章では，電磁波と弾性波とが共存しているような系における最小作用の

原理について述べ，その原理を用いて解く方法とMaXWe11の方程式及びNe－

Wtonの方程式を連立させて解く方法とが同讐であることを示した．次に，こ

の最小作用の原理を用いて圧電性弾性波に対する共振周波数や伝搬定数に対す

る変分表現式を導出し，それらの変分表現式は，特別な場合として電磁波に対

する変分表現式や純粋の弾性波に対する変分表現式をも含んでいることを示し

た．

 第4章においては，最小2乗誤差法の考えを用いて変分法の適用範囲を境界

条件を解く問題にまで広げ，その考えを用いて誘電体線路の不連続部に関する

解析手法を示し，その手法を用いて誘電体スラブ線路の軸ずれの解析を行なっ

た．その解析においては，軸ずれ量による反射電力，透過電力，放射電力，放

射パターンの変化等を求めた．

 以」＝，本研究によって得られた一成果が，今後の電磁界理論および通信工学の

発展に多少なりとも寄与すろことができるならぱ，著者の最も幸いとするとこ

ろである、
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付    録

I．ReaCtiOnの概念を用いる方法について

 Reacti．ng概念を用いるRumseyの方法，文一献（6）では，3次元の場合の

Reacti⑪n岳ま

   ＜α，ろ＞一∫〔帥）・aJ（α）一冊〕・小（α）〕      （A・1〕
        r

と定義され，伝搬モードを取り扱うような，2次元の場合のReaCtiOnは，こ

れとは全く別個に

   ＜σ，う＞＝∫〔J．（α，κ，ツ）・含・E（6，。，ツ）

        s

        ・K（η，π，ツ）・．言・H（う，。，ツ）〕舳ツ    （A．・）

但し，

言一?v
と定義され七おり，それらの間の関係などは示されておらず，従って基本とな

るReaC七iOnの定義そのものに統一性が欠けている．

皿．Cairo及びKahanの方法について

 Caho及びKahanの方法，文献（9）では，個々の問題に対して，まず

   エ∫＝λM∫， Z，一〃：演算子               一（今．3）

                              T  T
なる形の卒一を導き，次にZ，Mに対するTHnspose Operator Z，〃，アに

対する．THムspose Fie1dφ

   ．・「φ一〆φ           （・，・）

を導入すると・λに対する変分表現式が
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∫φ’z〆〃
〔λ〕＝

   ∫φ’〃〆〃
（A．5）

で与えられることを述べている．しかしながら，問題を式（A．3）の形に書き

表わすためには，個々の具体的た場合についてそれぞれかなりの工夫や技巧を要する．

皿．作用量∫＝Oの証明

 波源J，ρ，Fが存在しないとすると，作用量を表わす式（3．ユ4）は

  oo    1         1
∫一∫〃∫〔一的一H・B＊）・一（E・O㌧H†8）
  0  7 2       2

  。⊥（吻ω・・㍉一・：・＊）・上／。ω・・、卜・モη〕・。

   2            2
（A．6）

となる．一方，正しい界はMaxwe11の方程式とNewtonの方程式とを満足し

なければならないから，正しい界に対しては

   ▽・（E・H＊）㍉ω・（E・D㌧H＊・B）

                                （A．？）
   V・（一・＊・T）一rω（mω2・＊・・一S千丁）

なる関係が成り立っている．式（A．7〕とその複素共役を式（A．6）に代入し，

Gaussの定理を適用する

  oo     1
∫一∫a∫∫〔 （E・｛E＊・H一・・T＊・・㌔η〕・・＾
  0 5＋～2ゴω

（A．8）

となる．・不連続面㍉の両側では・n xE・n xHおよびvは連続であるから・

上式において㍉に関する面積分は雲となる． さらに共振器では・∫上でn×

E＝Oまたはn×トー＝O，一『・n＝0またはv＝Oが成立するから，結局正しい

界に対しては∫＝Oとなる．また，伝送線路においては，図A一．1に示すよう

に・∫＝∫十∫十∫ とすると，伝送モードに対しては8 の積分項は雲とな     1   2   00                              00

り・∫ ∫ に関する面積分はそれぞれの面においてnが逆・方向になることか   一，  2
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ら打ち消し合って雲となる．したがって結局，伝送線路の場合においても，正

しい界に対一ｵては∫＝0となる．

∫。。

「

∫1

一一■u

1■i一 iu2

。←1伝送路」、 ・

?1
11

15
 2

L

図A．1 積分領域

8 は・伝送路を囲む半径が無限大の円筒、oo

面，8一，∫，は伝送路に垂直な横断面．
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