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第 1章

緒言

1.1 研究背景

空気の流れに起因して発生する空力音は，人に不快感を与える原因であるため，その

低減を目指して様々な研究が行われてきた．空力音に関する研究は，初期にはジェットエ

ンジンなどの航空分野で主に行われてきたが [1][2]，現在では，自動車，高速鉄道などの

輸送機器や，発電用の大型タービンおよび家電製品に用いられている各種ファンなどのよ

うな機械から発生する空力音に対する関心が高くなっている．具体的には，レイノルズ数

(Re ≈ 105 ∼ 106) やマッハ数 (M ≈ 0.1 ∼ 0.3) である走行する自動車や高速鉄道において，

自動車では電動モーター，高速鉄道ではリニアモーター化への転換が進められていること

によって，機械から発生する全体の騒音の中で，動力系の騒音より空力騒音が占める割合

が大きくなり，その影響が顕著化してくるため，空力音の予測および低減手法の確立が望

まれている．

空力騒音に関して，実験により音圧を測定し，音源の位置を特定することにより，騒音

低減を試みることは可能である. しかし，実験では，騒音の測定は可能であるものの，空力

騒音の低減対策を立てる上で重要となる音源に関する詳細な情報を得ることは困難である．

1
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一方，流れの数値シミュレーション (Computational Fluid Dynamics：CFD)に基づく空力

音の数値解析 (Computational AeroAcoustics: CAA)を用いることによって，流れ場や音源

の詳細な情報の取得が可能である．そのため，CAAは従来の理論あるいは実験では困難で

ある音源に関する情報の取得や空力騒音の発生メカニズムの解明に非常に有用なツールと

して期待されている．

本論文は，上記のような背景に基づいて，非圧縮性流れ場としてよく扱われる領域であ

る低マッハ数 (M ≤ 0.3)の乱流場を計算対象とし，その流れ場に起因する音場を解析する

ため，空力音の予想手法の提案および，空力騒音の低減に関する数値計算を行ない，得ら

れた知見をまとめたものである．

1.2 空力音の数値解法

空力音の予測手法は，流れ場と音場を同時に解析する直接解法および，流れ場と音場を

別々に解く分離解法に大別できる．直接解法では，圧縮性 Navier−Stokes方程式の数値計

算により，流れ場および流れ場に起因する音場を同時に計算する．空力音を発生させる流

れ場の現象および音による圧力 ·密度の変動などの全ての現象が解像できる計算領域と格

子を用いて計算すれば，空力音の発生および伝播に関する全ての過程を解析することが可

能である．しかし，本研究の計算対象である比較的高レイノルズ数 (Re ≈ 105 ∼ 106)かつ

低マッハ数 (M ≈ 0.1 ∼ 0.3)流れ場においては，流れ場の圧力変動と音波の伝播の時空間ス

ケールが大きく異なるため，微小な乱流現象を精度よく解くことに加え，遠方まで高速に

伝播する音響現象 (音波の伝播 ·反射 ·放射)を同時に捉える必要がある．そのため，高レ

イノルズ数かつ低マッハ数流れ場から発生する空力音の直接解法の利用は，計算コストな

どを考慮すると現実的ではない [3]．こうした理由から，直接解法は，高いマッハ数におけ

る比較的単純な流れ場 (例えば，キャビティ流れ [4]や円柱周りの流れ [5]など)への適用に



第 1章 緒言 3

限られている．

高レイノルズ数かつ低マッハ数流れ場に起因する空力音の解析には，Lighthillの音響アナ

ロジーに基づき，音源となる流れ場の解析とそれに起因する音場の予測を別々に行う分離解

法が用いられる．分離解法では，流れ場と音場の相互干渉がない，すなわち空力音は流れ場

の情報により決められ，発生した音から流れ場へ与える影響はないと仮定する．一般的に，

低マッハ数の流れにおいては，音圧は流れ場の圧力変動に比べて微小であるため，こうし

た仮定は妥当である．音源となる流れ場の解析手法としては，Direct Numerical Simulation

(DNS)，Reynolds Averaged Numerical Simulation (RANS)やLarge Eddy Simulation (LES)な

どが挙げられる．DNSは流れ場を精度よく再現することが可能であるが，本研究の計算対

象のようなレイノルズ数が 105のオーダーの場合には，計算コストを考慮するとDNSの利

用は現実的ではない．RANSは，ゆっくりとした大きなスケールの変動を捉えることは可

能であるものの，剥離を伴う流れ場に起因する空力音を予測するには，剥離によって生じ

る非定常現象を捉える必要があるため，RANSの適用は不適切である．LESはDNSに比べ

比較的に低い計算コストで非定常現象を扱うことができるため，工学上の実用的な乱流計

算のツールとして期待されている．

分離解法の音響解析では，音源が既知である場合の空力音の伝播を記述する波動方程式

の形になっている Lighthill方程式 [1]を基礎方程式とする．流れ場に物体が存在する場合，

音響解析法として最も広く使われているのはLighthill−Curle式 [6]である．Lighthill−Curle

式では，流れ場に置かれた物体表面の圧力変動を音源とみなし，物体表面の圧力変動を用

いて物体に働く力を計算し，その時間変動から遠方場での音圧を求める．低レイノルズ数

の円柱周りの流れ場のように周波数のピーク値が存在する場合には，この方法により得ら

れた遠方場での音圧レベルが実験データに良く一致することが報告されている [7]．また，

Lighthill−Curle式を用いることで高レイノルズ数の複雑な物体周りの流れから発生する騒

音に対しても，音圧レベルのプロフィールが定性的に予測できることが知られている [8]．
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しかし，この方法は物体表面の圧力変動を音源とみなしているため，空間に分布している音

源の把握ができず，騒音低減対策を立てる際に重要となる音源に対する議論が困難である．

Powell[9]により提案され Howe[10]により拡張された渦音理論 (Theory of vortex sound)

を用い，音響解析を行う試みも多い [11][12]．この方法は，流れ場の渦の挙動を音源とし

て扱うため，空間内に分布している音源の情報を得ることができる．しかしながら，体積

積分を伴うことから空力音の予測精度は積分領域の決め方に依存する恐れがあり，音圧の

計算の際に面積分を行う Lighthill−Curle式に比べ計算コストが増加する．また，音源モデ

ルの導出の際に圧縮性効果が考慮されていないため，非圧縮性流れとして扱う低マッハ数

(M ≤ 0.3)流れにおいて，マッハ数の変化による音圧レベルのピーク値の特性などが再現で

きず，予測精度の低下が考えられる．

本研究では，空力音の予測法として分離解法を採用し，流れ場の解析には圧縮性Navier-

Stokes方程式を基礎式とする LESを用い，音響解析には圧縮性の効果が考慮された音源項

を用いることにする．

1.3 低マッハ数流れ場における数値計算法

本研究の計算対象であるようなマッハ数が 0.3以下の流れ場は，圧縮性の効果がわずか

であると仮定し非圧縮性流れとして扱うことが一般的である [13]．しかしながら，低マッ

ハ数であっても物体から離れたところに比べ物体近傍での密度変化は無視できず，物体近

傍の流れ場の再現に影響を与えるため，低マッハ数であるものの実験条件に応じたマッハ

数を考慮する必要があると考えられる．

低マッハ数の流れ場に通常の圧縮性解法を適用する場合，音速と移流速度の大きなスケー

ルの差による収束性の劣化および過大な数値散逸による計算解像度の低下が問題となる．

こうした問題を解決するために，Turkel[14]により提案され，Weiss−Smith[15]，Turkelら
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[16]，Unrau−Zingg[17]などにより改善された前処理法 (Preconditioned method)が広く使わ

れている．音波の伝播速度を移流速度のオーダーとする前処理法を用いることによって上

述した問題点は解決されるが，この方法は前処理マトリクスを生成させる際に 1つ以上の

コントロールパラメータが必要となるため，パラメータ依存性が指摘されていることや，

計算コストの増大をもたらす問題点が挙げられる．

森西と里深 [18]は差分法と有理ルンゲ −クッタ法を用いた線の方法 (基礎方程式を解く

ために，最初に空間微分項を計算し，その後時間微分項について計算を行うこと)を圧縮

性Navier−Stokes式に適用し，マッハ数が 0.01 ∼ 0.4の範囲で円柱および翼周りの流れ場の

数値解析を行ない，計算手法の信頼性を示した．しかし，計算の安定のため人工粘性項を

導入しており，この人工粘性項は流れ場に応じて最適な値になるように調整する必要があ

る [18]．

一方，圧縮 ·非圧縮性流体の統一解法に向けた圧力ベース解法 (pressure-based scheme)が

Harlow−Amsden[19]の Implicit Continuous Eulerian法を基盤として発展されてきた．Yabe-

Wang[20]は非保存系の基礎式を移流フェーズと非移流フェーズに分離し，圧力の変化は温度

と密度の変化により与える関係を用いて圧力方程式を導出し，流れ場を解くcubic interpolated

pseudo particle-combined unified procedure (C-CUP)を提案し，良好な結果を示した．ただ

し，C-CUP法は基礎式を移流項からなる移流フェーズとその他の項からなる非移流フェー

ズに分けて計算を行うため，計算が多少複雑になる．

稲垣ら [21]は圧縮性Navier−Stokes方程式に低マッハ数近似を適用し，非圧縮性流れの

基礎方程式に付加項を加えた形式で表現される数値計算法を提案し，低マッハ数の流れ場

に起因する流体共鳴音が再現されることを示した．従来の非圧縮性流れ解析の手法を一部

拡張することで圧縮性の影響が表現できるが，圧縮性の効果は非圧縮性流れにおける連続

条件からの微小なずれとして考慮されるため，連続条件の満足度が高い数値解法を用いる

必要がある [21]．
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以上の従来の数値計算法を参考にし，本研究では計算コストや計算の安定性を考慮し，

圧力ベース解法を基盤とするYabe−WangのC-CUP法を参考にした弱圧縮流れの数値計算

法を提案し，低マッハ数における流れ場の数値計算を行う．

1.4 LESに関する従来の研究

乱流では，低波数の大きな渦は流れ場によって異なるが，高波数の小さな渦はより普遍

的である．Large Eddy Simulation (LES)はこの性質に注目し，フィルター操作によって分

離された計算格子より大きなスケール (grid scale: GS)の渦は直接計算し，計算格子より小

さいスケール (subgrid scale: SGS)の渦はモデルにより近似する．SGSモデルはモデルの特

徴により代数型モデル，1方程式型モデルに大別できる．代数型モデルとして最も代表的

なデルが Smagorinsky model (SM) [22]である．このモデルは，SGS応力は慣性小領域での

運動エネルギー輸送に関する統計的な性質を考慮することによってモデリングされたもの

である．SMは数値計算の安定性が高いため，広範囲の乱流場の解析に用いられている．し

かし，モデル係数の最適値が流れ場によって異なることや，非乱流領域や壁近傍における

修正が必要である．また，SGS運動エネルギー ksgsの生成と散逸の局所平衡を仮定してい

るため，GSから SGSへの適切なエネルギーの流れが表現できないことや遷移流れを再現

できない欠点が知られている．こうした欠点を踏まえ，GS流れ場の情報からモデル係数を

局所的に決定することにより SMの欠点を解消する dynamic Smagorinsky model (DSM)が

Germanoら [23]により提案され，Lilly[24]により修正された．このモデルは，SMに比べ

て，層流－乱流遷移に特別な切り替えを必要としないことや壁近傍での減衰関数による修

正も必要としないことが利点である．しかし，モデル係数の値の変動は激しく，SGS渦粘

性係数が負になることがあるため，数値的に不安定である．そこで，局所的な変動を緩和

するために，何らかの平均操作が用いられるが，それによって，DSMの特徴は控えめなも
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のとなり，局所的な解像度が低下する恐れがある [25]．

近年，上述した SMや DSMの欠点を改良するために，多くの研究が行われてきた．稲

垣ら [26]は，壁面減衰関数やモデル係数の決定の際に安定化操作を必要としない混合時間

スケール SGSモデルを提案し，モデルの有効性と汎用性が高いことを示した．Vreman[27]

は，陽的なフィルターやクリッピング操作が不要な理論的に導かれた局所モデルを提案し，

平板チャンネルに流れ場においてモデルの有効性を示した．Kobayashi[28][29]は，SMの

モデル係数をコヒーレント構造関数 (無次元化したGS流れ場の速度勾配テンソルの第 2不

変量)を用いて計算するコヒーレント構造モデル (coherent structure model: CSM)を提案し，

平板チャンネル流れ場やバックステップ流れ場において DSMと同等以上の計算精度をも

つことを示した．以上，ここに言及した SGSモデルは，従来の SMやDSMで指摘された

計算精度や計算安定性に関する問題が解決でき，幅広い乱流場の解析への適用性が期待さ

れている．

1方程式型 SGSモデルは，代数型モデルで用いられている SGS運動エネルギー ksgsの生

成と散逸の局所平衡仮定による欠点を回避するために発展されてきた．代数型 SGSモデ

ルとは対照的に，1方程式型 SGSモデルでは SGS渦粘性 νsgsを決めるために ksgsに関する

方程式を解く必要がある．Yoshizawa−Horiuti[30]は νsgs = Ck∆
√

ksgsで定義される SGS渦

粘性を求めるために，乱流統計理論の 1つである 2スケール直接相関近似理論 (two-scale

direct-interaction approximation: TSDIA)を用いて，ksgsの輸送方程式をモデル化した 1方程

式型 SGSモデルを提案した．SGS運動エネルギー ksgsの輸送方程式は

Dksgs

Dt
= −τi jS i j −Cε

k3/2
sgs

∆
+
∂

∂x j
(νsgs + ν)

∂ksgs

∂x j
, (1.1)

であり，右辺の第 1項は生成項，第 2項は散逸項，第 3項は拡散項を意味する．モデル係

数CkとCεはYoshizawa−Horiuti[30]により与えられている．1方程式型 SGSモデルでは，
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νsgsは負値になりえないため，数値計算上安定であり，ksgsは壁面や層流領域では自動的に

0になることが特徴である．一方，モデル係数 Ck と Cεを DSMと類似にダイナミック的

に求める手法が Ghosalら [31]，Davidon[32]などにより提案されている．Ghosalらは νsgs

における係数 Ckをダイナミックに決定する方法を提案したが，負の渦粘性が発生しうる

ため，安定化のための何らかの操作が必要とされる．Davidonの手法ではGhosalらと同様

に決定した νsgsを ksgs輸送方程式の生成項に適用し，GS流れ場の方程式に現れる νsgsはグ

ローバルなエネルギーの収支から決まる正の係数Ckを用いて計算する．これとは異なり，

Kajishima−Nomachi[33]は，ksgs輸送方程式の生成項にDSMを適用することによりGSか

ら SGSへのエネルギーの移動をダイナミックに決定し，運動方程式の SGS応力はダイナ

ミック手法ではなく上述したように ksgsにより与えられる 1方程式型ダイナミックモデル

を提案した．彼らは，平板チャンネル流れおよび回転するチャンネル流れに 1方程式型ダ

イナミックモデルを適用し，高い計算精度および安定性をもつことを示した．

以上，ここに示したダイナミック手法を活用する方法は，テストフィルター操作を必要

とする．テストフィルター操作は，計算コストの増加をもたらすことや，複雑な形状周り

の流れ場の場合にはテストフィルターの種類により流れ場の再現に影響を与えることが起

こりうるという問題点が挙げられる．そのため，こうした問題点を解決する新たな SGSモ

デルが必要であると考えられる．

本研究では，モデル係数が理論的に導かれているYoshizawa−Horiuti[30]が提案した 1方

程式型SGSモデルを基盤とし，Kajishima−Nomachi[33]のモデルを参考にして，ダイナミッ

ク手法を用いずにGSから SGSへのエネルギーの移動が表現できる 1方程式型 SGSモデル

を提案し，流れ場の数値計算を行う．
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1.5 騒音低減に関する過去の研究

乱れの少ない一様流に平行に置かれた平板，円柱あるいは迎角が小さい翼周りの流れ場

から発生する騒音は，広い周波数域にわたって生じる乱流騒音と区別して，卓越周波数を

有する離散周波数騒音と呼ばれている．特に，発電用の大型タービンや各種電気製品など

に用いられているファン周りの流れ場から発生する空力騒音は，広帯域周波数騒音より離

散周波数騒音が支配的であることが知られている [34]．また，航空機のような固定翼では

迎角などの条件によって離散周波数騒音が支配的となるため，騒音低減方法の開発は重要

な課題となっている．離散周波数騒音の代表的な例として，後縁騒音 (Trailing edge noise)

が挙げられる．後縁騒音は，平板あるいは翼の後縁近傍の渦が後縁を通過する現象に起因

する空力音で，それに関する様々な実験的および数値的な研究が行われてきた．Tam[35]

は，層流境界層が後縁から離れた後，ある距離において不安定じょう乱を発生させ，それ

が後縁近傍の境界層の微小なじょう乱を増幅させて周期的な変動を起こす feedbackループ

モデルを提案した．秋下 [36]は，翼後縁で発生する音と剥離泡の間で feedbackが働き，周

期的な変動が発生すると考えた．Brooks−Hodgson[37]は，翼後縁付近の表面圧力変動を計

測し，Ffowcs Williams−Hawkingsの理論 [38]に基づいて後縁騒音を予測することを試みて

おり，後縁付近の表面圧力変動を正確に捉えることができれば高精度な後縁騒音の予測が

可能であることを示した．

こうした研究成果に基づいて，様々な騒音対策技術が発展してきた [39][40]．後縁騒音

低減の 1つの方法として，飛行機の排気管にも活用されているセレーションが挙げられる．

Howe[41]は，薄い平板の後縁にセレーションを行い，後縁から発生する騒音の放射強度を

減らすことができることや，騒音の低減とセレーションパラメータ (セレーション波長と

セレーション切り込み部の深さ)の関係を示し，平板の場合に効果的なセレーション条件

を示した．佐々木ら [42]はセレーションを施した平板翼の後流特性と空力騒音を調査し，
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セレーションの効果に対する迎え角の影響を示した．Oerlemansら [43]は実際の大型風車

ブレードにセレーションを行い，空力性能に影響を与えずに全体的な騒音レベルがおよそ

3dB減ることを示した．また，Jones−Sandberg[44]はNACA0012翼の後縁に薄い平板とス

パン方向の数周期のセレーション幅を持つ薄い平板を取り付けた翼周りの流れ場の直接数

値計算を行い，セレーションを施していない薄い平板よりセレーションを行なった薄い平

板を後縁に取り付けた方が騒音低減により効果的であることを示した．

以上の研究例から分かるように，セレーションを行うことにより騒音が低減されること

は明らかになっているが，その低減の詳細なメカニズムはまだ解明されていない．そのた

め，セレーションの形状は試行錯誤的な手段により決められることが現状である．また，薄

い平板に適用したセレーションに関する研究は多く行われているが，厚みを有する翼の場

合にセレーションを行い，騒音低減の効果を調べた数値的な研究例は筆者が調べた限り少

ない．

1.6 本論文の構成

本研究では，代表的な流線形物体であるNACA0012翼周りの 3次元流れ場を計算対象と

し，高レイノルズ数かつ低マッハ数における翼周りの乱流場に起因する音場を精度よく予

測するための計算手法を確立することを目的とする．本研究の空力音の数値解法は流れ場

と音場で分けて解く分離解法を基盤としているため，音源となる翼周りの非定常流れ場の

予測精度およびそれに起因する音場の予測精度を向上させるためのそれぞれのアプローチ

が必要となる．

音源となる流れ場の再現において，本研究では乱流モデルの改良および圧縮性の効果を

考慮した数値計算法の利用により，予測精度の向上を図る．非定常乱流場の解析には，SGS

運動エネルギーの非平衡成を考慮した 1方程式型 SGSモデルをベース [30]とし，SGS運動
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エネルギーの生成率の算出にコヒーレント構造関数 [28]を活用した 1方程式型 SGSモデル

を用いる．低マッハ数流れ場において圧縮性の効果を取り入れるために，前処理法のよう

なコントロールパラメータを用いず，前処理に比べ相対的に低計算コストで密度変化を扱

うことが可能である方法に着眼し，圧力に対する楕円形方程式をベースとする弱圧縮性流

れの数値計算法を提案する．弱圧縮性流れの数値計算法と 1方程式型 SGSモデルを組み合

わせた本研究の計算手法により，高レイノルズ数かつ低マッハ数の乱流場が精度よく再現

されることを示す．

音場の予測に関しては，圧縮性の効果が考慮された音源項を用いて翼周りの流れ場に起

因する音場の解析を行う．本研究で用いる音源項により得られた結果の妥当性を示すため，

従来の音源モデルおよび実験により得られた結果との比較を行う．

本研究の分離解法を，低騒音装置の 1つであるセレーションを翼の後縁に実施した翼周

り流れ場に適用し，後縁セレーションによる流れ場の変化が音源の挙動および空力音の発

生に及ぼす影響を調べて得た知見に基づいて，翼後縁のセレーションにより騒音が低減さ

れる機構について述べる．

本論文は次のように構成されている．

第 2章では，流れ場の解析に用いたLESの基礎方程式および SGSモデル，そして弱圧縮

性流れの数値計算法について述べる．

第 3章では，平板チャンネル流れの直接数値計算結果を参照し，本研究で用いられる弱

圧縮性流れの数値計算法と 1方程式型 SGSモデルを組み合わせた解析手法の有効性および

壁面乱流の非等方性の適切な再現に必要な格子幅について調べる．

第 4章では，翼周りの乱流場の LES解析を実施し，流れ場の予測精度を実験データを用

いて検証する．LES解析結果から，本研究の計算対象である低マッハ数の流れ場において

も微小な密度変化の考慮が流れ場の再現に重要であることや，境界層の遷移を伴う流れ場
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では SGS運動エネルギーの生成と散逸の非平衡が顕著であることを示す．

第 5章では，本研究の音響解析に用いる音場の基礎方程式について説明する．翼周りの

流れ場の LES解析によって得られた非定常データを音源として用い，翼周りの流れ場に起

因する音場の解析を行う．本研究で用いる圧縮性の効果が考慮された音源項により得られ

た結果の妥当性を従来の音源モデルおよび実験により得られた結果との比較により示す．

さらに，音場に対するマッハ数の変化が及ぼす影響について述べる．

第 6章では，騒音低減装置の 1つであるセレーションを翼の後縁に設けたセレーション

翼周りの流れ場を計算対象とし LES解析を行う．解析結果から，後縁セレーションによる

流れ場の変化が音源挙動および騒音低減に及ぼす影響について述べる．

第 7章では，得られた結果を総括する．



第 2章

数値解析法

2.1 流れ場の基礎方程式

Large eddy simulation (LES)は非定常乱流に対する数値解析手法の 1つであり，計算格子

よりも大きなgrid scale (GS)成分の渦は直接数値計算を行い，計算格子よりも小さな subgrid

scale (SGS)成分の渦は乱流モデルで近似する計算手法である．この手法は，乱流において

低波数の大きな渦は流れ場によって異なるが，高波数の小さな渦は流れ場の種類に関わら

ず普遍性を持ち，高波数の渦は等方的でエネルギーを散逸する役割を担っているという性

質に基づいている．

空間フィルター ( )や Favre average(̃ )を施した圧縮性流れの連続の式，Navier−Stokes方

程式，気体の状態方程式を以下に示す．

∂ρ̄

∂t
+
∂(ρ̄ũ j)
∂x j

= 0, (2.1)

∂(ρ̄ũi)
∂t
+
∂

∂x j
(ρ̄ũiũ j) +

∂p̄
∂xi
=
∂

∂x j

[
−τi j + 2ρ̄ν

(
S̃ i j −

1
3
δi jS̃ kk

)]
, (2.2)

13
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p̄ = ρ̄RT. (2.3)

ここで，ρ，ui，pは密度，速度，圧力を，µ，R，T は粘性係数，気体定数，絶対温度を，

δi jはKronecker symbolを示す．GS流れ場においての変形速度テンソル S̃ i jは以下のようで

ある．

S̃ i j =
1
2

(
∂ũi

∂x j
+
∂ũ j

∂xi

)
. (2.4)

式 (2.2)を用いれば，格子スケール以下の渦を直接解かなくても良い代わりに，その効果を

表す

τi j = ρ̄(ũiu j − ũiũ j) (2.5)

を与える必要がある．ここで，τi jはフィルターによって粗視化された流れにおける残余応

力である．

以上により，格子スケール以下の応力成分を含んだGS流れ場の基礎方程式が導かれた．

直接計算することができない τi j = ρ̄(ũiu j− ũiũ j)に関しては，SGSモデルにより与えられる．

2.2 SGSモデル

本節では，様々な代数型 SGSモデルのうち，本研究と関係のあるコヒーレント構造 SGS

モデルについて述べる．その後，本研究で提案するコヒーレント構造関数を用いた 1方程

式型 SGSモデルについて記述する．
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2.2.1 コヒーレント構造 SGSモデル

Kobayashi[28]は，SGS渦粘性の大きさを乱流構造に基づいて決めるモデルを提案した．

このモデルは，最も代表的な SGSモデルである Smagorinsky modelのモデル係数をコヒー

レント構造関数を用いて計算する．

圧縮性流れにおけるGS速度場に対して，速度勾配テンソル ∂ũi/∂x jを

∂ũi

∂x j
= S̃ i j + W̃i j, (2.6)

W̃i j =
1
2

(
∂ũi

∂x j
−
∂ũ j

∂xi

)

と分解する．ここで，W̃i jは渦度テンソルである．

速度勾配テンソルの第 2不変量 Q，速度勾配テンソルの大きさ E は次式により与えら

れる．

Q =
1
2

(
S̃ iiS̃ j j − S̃ i jS̃ i j + W̃i jW̃i j

)
, (2.7)

E =
1
2

(
S̃ i jS̃ i j + W̃i jW̃i j

)
. (2.8)

コヒーレント構造関数は Qと Eを用いて

Fcs =
Q
E

(2.9)
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に定義される．コヒーレント構造モデルは，渦粘性近似

τa
i j = τi j −

1
3
δi jτkk = −2ρ̄C∆

2|S̃ |
(
S̃ i j −

1
3
δi jS̃ i j

)
(2.10)

のモデル係数Cを

C =
1

20
|Fcs|3/2 (2.11)

で与える．式 (2.10)において，τa
i jは非等方部分を，|S̃ |

(
=

√
2S̃ i jS̃ i j

)
は変形速度テンソルの

強度を，∆
[
=

(
∆x∆y∆z

)1/3
]
はフィルター幅を意味する．一方，回転流れの場合にはモデル係

数Cを

C =
1

22
|Fcs|3/2FΩ, FΩ = 1 − Fcs (2.12)

のように与える．コヒーレント構造関数 Fcsは，−1 ≤ Fcs ≤ 1の範囲の値を持ち，層流で

は 0になり層流化が表現でき，平板壁近傍では壁からの距離 yに対して Fcs ∝ y2の関数形

で 0に近づく [28]．式 (2.11)と式 (2.12)の指数 (3/2)によって壁面漸近挙動が配慮されてい

る．このコヒーレント構造モデルは，複雑な境界形状を伴う乱流場への適応性が高い [29].

2.2.2 新たな 1方程式型 SGSモデルの提案

本 SGSモデルは，SGS運動エネルギー ksgsの輸送方程式を LESの基礎方程式に連立さ

せて解く 1方程式型モデルであり，ksgsの輸送方程式の生成項にコヒーレント構造モデル

の概念を適用させたものである．基盤となるモデルは統計理論 (two-scale direct-interaction

approximation: TSDIA)に基づいて導かれた 1方程式型 SGSモデルである．



第 2章 数値解析法 17

運動方程式 (2.2)に渦粘性近似を導入すると以下のようになる．

∂(ρ̄ũi)
∂t
+
∂

∂x j
(ρ̄ũiũ j) +

∂

∂xi

(
p̄ +

2
3
ρ̄ksgs

)
=
∂

∂x j

[
2ρ̄(ν + νsgs)

(
S̃ i j −

1
3
δi jS̃ kk

)]
. (2.13)

式 (2.13)において，SGS渦動粘性係数 νsgsはYoshizawaの次元解析 [45]により

νsgs = Cv∆ν

√
ksgs (2.14)

と与えられる．ここで，Cvはモデル定数であり，特性長さ ∆νはOkamoto−Shima[46]によ

り以下のように与えられる．

∆ν =
∆

1 +Ck∆
2|S̃ |2/ksgs

. (2.15)

ここで，Ckはモデル定数である．式 (2.15)は壁近傍の振る舞いを適切に表現するために用

いる．式 (2.14)のCvは正の値を有するため，νsgsが負の値になりえないことから，式 (2.13)

の数値計算の安定性も良好である．SGS渦動粘性係数 νsgsは ksgsをパラメータとするため，

層流域や壁面では 0になることが期待できる．SGS運動エネルギー ksgsは以下の輸送方程

式から求められる．

∂ksgs

∂t
+ ũ j
∂ksgs

∂x j
= −τa

i jS̃ i j −Cε
k3/2

sgs

∆
− εω +

∂

∂x j

[(
Cd∆ν

√
ksgs + ν

) ∂ksgs

∂x j

]
. (2.16)

ここで，CεとCdはモデル定数である．式 (2.16)において，右辺はそれぞれ生成項，散逸

項そして拡散項である．散逸項に関しては，壁近傍での低レイノルズ数の効果を説明する

ために Jones−Launder[47]の方法を参考にし，Okamoto−Shima[46]に従って以下のような
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付加項を与える．

εω = 2ν
∂
√

ksgs

∂x j

∂
√

ksgs

∂x j
. (2.17)

式 (2.16)の生成項 −τa
i jS̃ i jは以下のように表現する．

−τa
i jS̃ i j =

[
2νC

(
S̃ i j −

1
3
δi jS̃ kk

)
− 2

3
δi jksgs

]
S̃ i j. (2.18)

動粘性係数 νCは, Kobayashi[28]により提案されたコヒーレント構造関数 (CSF)を導入して

次のように与えられる．

νC = C1|Fcs|3/2∆
√

ksgs. (2.19)

ここで，C1はモデル定数，Fcs(= Q/E)は CSFを意味する．速度勾配テンソルの第 2不変

量Q，速度勾配テンソルの大きさ Eは式 (2.7)と式 (2.8)により求められる．式 (2.18)に圧

縮性を取り入れることにより ksgsの生成は負の値を持つことも許容する．その結果，ksgsの

減少をもたらす場合もある．こうした過程において，いかなる数値的な不安定も引き起こ

されない．ただし，ksgsが負値になった場合に限りクリッピングを行うが，その領域は無

視できる程であり，クリッピングは数値計算の結果には影響を与えない．さらに，複雑な

形状を特定する壁関数のようなパラメータも必要ではない．数値的な安定性および普遍性

を考慮すると，本研究で提案する 1方程式型 SGSモデルは複雑な形状を含む幅広い流れ場

と高レイノルズ数の流れ場への適用が期待される．

本研究のSGSモデルで用いられる無次元定数は以下のようである：Cv = 0.05，Cε = 0.835，

Cd = 0.10，Ck = 0.08，C1 = 0.05. ここで，Cv，Cε，CdはOkamoto−Shima[46]による平衡

平板間流れにおいて最適化された値を，Ckは TSDIA理論により導かれた値 (0.0784)に近

い値を，C1はKobayashi[28]に提案された値を採用している．
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2.3 弱圧縮性流れの数値計算法

本研究では圧縮性の連続の式，Navier−Stokes方程式を用いて計算を行うため，従来の

非圧縮性流れの時間進行法とは異なる方法で時間発展させる必要がある．そこで本研究で

は，Yabe−Wang[20]によって提案された cubic interpolated pseudo particle-combined unified

procedure (C-CUP)法の概念を通常の非圧縮性流れの時間進行法に取り入れた方法で時間発

展を行う．この方法は，C-CUP方法のように移流項と非移流項に分離をせず，時間発展を

行う．

部分段階法と同様に式 (2.13)を 2段階に分ける．

(ρ̄ũ)F − (ρ̄ũ)n

∆t
= ∇ · [−(ρ̄ũũ) + τ ]n, (2.20)

(ρ̄ũ)n+1 − (ρ̄ũ)F

∆t
= −∇ p̄n+1. (2.21)

ここで，nは時間ステップ数，Fは部分段階ステップ，∆tは時間刻み，τ は粘性項を意味す

る．式 (2.21)の両辺に ∇を内積し，連続の式

(ρ̄n+1 − ρ̄n)/∆t + ∇ · (ρ̄ũ)n+1 = 0 (2.22)

を代入すると p̄n+1 に対する楕円型方程式になる．

1
∆t

[
− ρ̄

n+1 − ρ̄n

∆t
− ∇ · (ρ̄ũ)F

]
= −∇2 p̄n+1. (2.23)

式 (2.23)には，圧力の他に未知量 ρn+1が含まれているため，ρn+1を既知量や圧力を用いて

表し，方程式を閉じなければならない．
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気体の状態方程式 (2.3)において，微小変化をとると

∆ρ̄ =
1

RT
∆p̄ − ρ̄

T
∆T (2.24)

のようになる．流体摩擦の他に熱源がなく，さらに流れ場の温度変化が微小であると仮定

すると，式 (2.24)は代表温度 T0を使って

∆ρ̄ =
1

RT0
∆p̄ (2.25)

とおいても差し支えないと判断する．ただし，必ずしも等温場に限定するのではなく，圧

力変化と密度変化の比が一定であると考える．式 (2.25)の関係を用いて，

ρ̄n+1 − ρ̄n

∆t
=

1
RT0

( p̄n+1 − p̄n)
∆t

(2.26)

を式 (2.23)の左辺に代入すると，以下のような圧縮性を考慮した圧力方程式が導出される．

∇2 p̄n+1 − p̄n+1

(∆t)2RT0
=
∇ · (ρ̄ũ)F

∆t
− p̄n

(∆t)2RT0
. (2.27)

式 (2.27)において，圧縮性の効果は両辺の第 2項により表現される．圧力方程式の解法に

は SOR法を用いる．圧力方程式の収束判定基準は，式 (2.27)の右辺のノルムに対する相対

誤差をO(10−10)にし，より小さくした場合に対して流れ場の結果には大きな差はないこと

を確認している．数値計算の手順は，まず，圧力方程式から圧力 p̄n+1を算出し，式 (2.21)

により (ρ̄ũ)n+1を得る．次に，連続の式 (2.1)から ρ̄n+1を求める．以上より，次ステップの

ρ̄, ũ, p̄を得ることができる．

ここで紹介した弱圧縮性流れの数値計算法は，上述したように微小な密度変化を仮定し

ているため，高いマッハ数の流れを適切に扱うことは困難であるものの，前処理法で用い
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られる人為的な圧縮性のパラメータを利用せずに，低マッハ数流れにおける密度変化が表

現可能であり，計算コストの面においても優位性を有する．



第 3章

平板チャンネル乱流のLES

本章では，本研究で用いる 1方程式型 SGSモデルと弱圧縮性流れの数値計算法を組み合

わせた計算手法の有効性および壁面乱流の非等方性の適切な再現に必要な格子幅を調べる

ために，平行平板間を一定の圧力勾配で駆動される十分に発達した乱流を計算対象とし，

LES解析を行ない，得られた結果を示す．

3.1 計算の概要

Figure 3.1に計算領域および境界条件を示す．座標系は主流方向に x，壁から垂直な方向

に y，スパン方向に zとする．Table 3.1にチャンネル幅 (δ)と壁面での平均摩擦速度 (uτ)で

定義されるレイノルズ数 (Reτ)，計算領域 (Lx × Ly × Lz)，格子点数 (Nx × Ny × Nz)，壁指標

で表した格子幅 (∆x+, ∆y+, ∆z+)を示す．壁指標で表した格子幅は

∆y+ =
uτ∆y
ν
, uτ =

√
τw

ρ
(3.1)

22
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Figure 3.1 Computational domain and boundary conditions.

Table 3.1 Computational parameters.
Reτ Lx × Ly × Lz Nx × Ny × Nz ∆x+ ∆y+ ∆z+

Case1 32 × 64 × 32 73 0.5∼11.0 25

180 Case2 12.8δ × 2δ × 4.3δ 48 × 64 × 48 49 0.5∼11.0 17

Case3 64 × 64 × 64 36 0.5∼11.0 12

Case4 32 × 64 × 32 79 1.2∼23.8 40

395 Case5 6.4δ × 2δ × 3.2δ 48 × 64 × 48 53 1.2∼23.8 27

Case6 64 × 64 × 64 39.5 1.2∼23.8 19.4

により求められる．時間刻みは∆t = 2 × 10−4とする．主流およびスパン方向には周期境界

条件，壁面上ではすべりなし境界条件を与える．空間離散化には 2次精度の中心差分，粘

性項および対流項は 2次精度のAdams−Bashforth法により時間発展させる．

非圧縮性流れの LESの場合には，Moserら [48]のDNSのデータベースを参照するため，

Reτ = 180，395とする．本研究で提案した SGSモデルの有効性および格子解像度が流れ

場に及ぼす影響について述べる．また，弱圧縮性流れの数値計算法の有効性を示すため，

Reτ = 180，バルクマッハ数 0.3に相当する壁面でのマッハ数 Mτ = 2 × 10−2における圧縮

性流れの LESを実施する．等温壁面を仮定した Foysiら [49]により得られた DNSデータ

と比較を行い，本計算手法により小さい密度変化が捉えられることや得られた乱流強度が

DNSデータと良い一致することを示す．
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3.2 計算結果および考察

レイノルズ数 Reτ = 180，395における非圧縮性乱流の LESにより得られた計算結果を

Moserら [48]の DNSデータベースと比較を行う．SGSモデルによる流れ場への影響を調

べるために，Kobayashiのコヒーレント構造モデル (CSM)を用いて得られた結果を併せて

示す．本節で表される “平均”は時間および空間平均を意味する．

Figure 3.2に主流方向の平均速度分布を示す．最も格子解像度が低いCase1，4の場合に

は，本研究の SGSモデルとCSMにより得られた平均速度分布は共にDNSデータに比べて

過大評価している．解像度が高いCase3，6の場合には，両モデルの分布は共にDNSデー

タとよく一致している．

Figure 3.4にGS速度の変動強度分布を示す．解像度が低い Case1，4の場合には，DNS

データに比べて主流方向の root-mean-square (RMS) urmsは過大評価しているが，壁垂直お

よびスパン方向 vrms，wrmsは過小評価している．LESにおいて，壁近傍のエネルギー再分

配を担う渦に対して，GS成分として直接的に扱うことができず，SGS成分は等方渦粘性を

用いているため表現できない．したがって，生成された主流方向速度の変動エネルギーの

スパン方向や壁垂直方向への再配分が十分に表現されていないことが過小評価の原因であ

る．最も解像度が高いCase3，6の場合は，LESの結果は大きく改善されDNSデータによ

く一致している．Figure 3.2と Fig. 3.4において，Case2の urmsの分布はCase3に比べて若

干過大評価しているが，vrms，wrmsの分布はほとんど一致している．こうした傾向はCase5

と Case6においても確認できる．これらの結果により，壁面乱流の非等方性を適切に再現

するためには，壁指標で表した主流方向とスパン方向の格子幅∆x+, ∆z+はそれぞれ 50，30

以下になる必要があると考えられる．後に記述する翼周りの乱流の LESにおいてはこの結

果を参考にして格子幅を決める．

GSおよび SGS運動エネルギーの壁面近傍の挙動を Fig. 3.5に示す．GS運動エネルギー
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kgsの分布形は壁近傍で y2に比例しなければならない．SGS運動エネルギー ksgsに関して

は，フィルター幅の変化に依存するため，非等間隔格子では kgsのような挙動は要求されな

いが，kgsに追随して減衰することが望ましい．このことから，Fig. 3.5に示される kgsと

ksgsの分布は妥当であると考えられる．また，本研究の格子解像度においては，ksgsの大き

さは kgsに比べ十分小さいことが分かる．

SGS運動エネルギー ksgsの生成と散逸の局所非平衡を考慮した効果を示すため，ksgs輸

送方程式の各項の分布について調べる．面平均および時間平均された ksgsの収支を Fig. 3.6

に示す．SGS生成と SGS散逸の差の RMSを Fig. 3.7 に示す．Figure 3.6 の ksgsの収支で

は，大半の領域で生成と散逸が支配的であり，壁のごく近傍では粘性拡散項と散逸項が釣

り合っている．SGS運動エネルギー ksgsの収支は局所平衡が成立しているようにみえるが，

Fig. 3.7の生成と散逸の差のRMSは壁付近で局所 ·瞬間的に大きく，釣り合っていない．こ

うした傾向は，壁近傍でエネルギーの生成と散逸が釣り合わないDNSの結果 [50][51]とも

よく一致している．このように ksgsの生成と散逸は局所的に平衡ではないため，局所非平

衡を考慮する必要があると考えられる．一方，局所非平衡を考慮した本研究の 1方程式型

SGSモデルにより得られた平均速度や速度の変動強度分布は CSMの結果に比べ，大きな

改善はみられない．しかし，円柱や翼周りの流れのように，境界層が発達していく場合に

は ksgsの局所非平衡性はより明白に現れると考えられる．

本研究で用いる弱圧縮性流れの数値計算法の有効性を示すために，Foysiら [49]により

得られた圧縮性DNSデータとの比較を行う．計算条件は FoysiらのDNSデータを参照する

ため，レイノルズ数とマッハ数は Reτ = 180，M = 0.3とする．また，マッハ数の増大によ

る圧縮性の効果について調べるため，M = 0.1の場合に得られた結果を併せて示す．マッハ

数の違いによる密度変化について調べる．密度変化の変動強度のピーク値はM = 0.1，0.3

において平均密度の約 0.01%と 0.12%である．密度変化は式 (2.27)によりM2に比例する

ため，マッハ数の違いによる密度変化は妥当に表現されてる．
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Figure 3.8に主流方向の平均速度およびGS速度の変動強度分布を示す．マッハ数M = 0.1，

0.3の速度分布はほとんど一致していることから，マッハ数が 0.3以下の平板チャンネル乱

流においては圧縮性の効果は非常に小さい．マッハ数M = 0.3の場合には，スパン方向wrms

の分布はDNSデータに比べて若干過小評価しているが，主流方向の平均速度および主流方

向 urmsの分布は DNSデータとよく一致している．以上の結果より，1方程式型 SGSモデ

ルと弱圧縮性流れの数値計算法を組み合わせた本計算手法の使用により，微小な密度変化

を扱うことができることや圧縮性の DNSデータに対して速度分布を精度よく再現できる

ことが示された．
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Figure 3.2 Profiles of mean streamwise velocity of each Reynolds number.
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3.3 まとめ

本章では，本研究で提案した 1方程式型 SGSモデルと弱圧縮性流れの数値計算法を組み

合わせた計算手法の有効性と壁面乱流の非等方性の適切な再現に必要な格子解像度を調べ

るため，平板チャンネル乱流における LES解析を行なった．

その結果，非圧縮性流れおよび圧縮性流れに関わらず，本研究の LES解析の結果得られ

た平均速度分布はDNSデータベースとよく一致することが示された．壁面乱流の非等方性

を適切に再現するためには，主流方向とスパン方向の壁指標で表した格子幅 ∆x+，∆z+を

それそれ 50，30以下とする必要があることが表された．時間および空間的に平均された

SGS運動エネルギー輸送方程式の各項の収支においては，SGS運動エネルギーの生成と散

逸が釣り合っているようにみえるが，壁近傍では瞬間および局所的な生成と散逸の差は大

きいことが確認された．これはDNSにより得られた結果と一致しており，そのため，本研

究の SGSモデルのような SGS運動エネルギーの生成と散逸の局所非平衡を考慮したモデ

ルを用いることが流れ場の再現に有効であると言える．



第 4章

翼周りの乱流のLES

本章では，代表的な流線形物体であるNACA0012翼型の 2次元翼周りの 3次元流れを計

算対象とし，翼周りの乱流場の LES解析を実施する．翼面近傍での境界層を精度よく捉え

るため境界適合格子を用いる．そのため，一般曲線座標系において計算を行う．本計算手

法の妥当性を示すため，Miyazawaら [52]の実験データおよびKatoら [53]により得られた

数値計算結果と本研究の計算結果を比較する．迎角による流れ場の様子および抗力や揚力

などの翼性能が正しく再現されることを示す．また，非圧縮性流れと圧縮性流れにより得

られた結果の比較を行ない，微小な密度変化の考慮が流れ場の再現において重要であるこ

とを示す．

33
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4.1 一般曲線座標系における基礎方程式および1方程式型SGS

モデル

第 2章で直交座標系で記述された連続の式 (2.1)と運動方程式 (2.13)を一般曲線座標系

に書き換えると以下のようになる．

∂ρ̄

∂t
+

1
J
∂

∂ξk

(
Jρ̄Ũk

)
= 0, (4.1)

∂(ρ̄ũi)
∂t
+

1
J
∂

∂ξk

(
Jρ̄ũiŨk

)
+

1
J
∂

∂ξk

[
J
∂ξk

∂xi

(
p̄ +

2
3
ρ̄ksgs

)]
=

1
J
∂

∂ξk

(
J
∂ξk

∂xi
σi j

)
. (4.2)

ここで，

σi j = 2ρ̄(ν + νsgs)
(
S̃ i j −

1
3
δi jS̃ kk

)
(4.3)

である．変形速度テンソル S̃ i jは

S̃ i j =
1
2

(
∂ξl

∂xi

∂ũi

∂ξl +
∂ξl

∂x j

∂ũ j

∂ξl

)
(4.4)

であり，変形のヤコビアン Jは

J =
∣∣∣∣∣∂xi

∂ξ j

∣∣∣∣∣ , 1
J
=

∣∣∣∣∣∣ ∂ξi

∂x j

∣∣∣∣∣∣ . (4.5)

反変速度成分 Ũkは，

Ũk =
∂ξk

∂xi
ũi (4.6)
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である.

第 2章で直交座標系で記述された SGS運動エネルギー ksgsの輸送方程式 (2.16)を一般曲

線座標系に書き換えると以下のようになる．

∂ksgs

∂t
+

1
J
∂

∂ξk

(
JksgsŨk

)
= −τa

i jS̃ i j −Cε
k3/2

sgs

∆
− εω +

1
J
∂

∂ξk

[(
Cd∆ν

√
ksgs + ν

)
γkl∂ksgs

∂ξl

]
. (4.7)

ただし，γklは次のような対称テンソル

γkl = J
∂ξk

∂xm

∂ξl

∂xm
(4.8)

である．付加項 εωは次のようになる．

εω = 2ν

∂ξk

∂x j

∂
√

ksgs

∂ξk

  ∂ξl

∂x j

∂
√

ksgs

∂ξl

 . (4.9)

フィルターの代表長さ ∆は，座標変換のヤコビアンを用いて，

∆ =
3√

J (4.10)

とする．

SGS渦動粘性係数 νsgs，特性長さ ∆νおよび ksgsの輸送方程式における生成項 −τa
i jS̃ i jは，

式 (2.14)，式 (2.15)および式 (2.18)と同様である．
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4.2 計算の概要

計算対象は，代表的な流線形物体であるNACA0012翼型の 2次元翼周りの 3次元流れで

ある．NACA0012翼型は以下の式により定義される．

±y/C = 0.6 ×
[
0.2969

√
x/C − 0.1260(x/C) − 0.3516(x/C)2 + 0.2843(x/C)3 − 0.1015(x/C)4

]
.

(4.11)

計算条件は，Miyazawaら [52]の実験に対応させるため，レイノルズ数は翼弦張Cと主

流方向速度U0を基準とした ReC = 2 × 105，迎角 α = 9◦の流れ場を対象として解析を行う．

また，αによる流れ場の様子を調べるために，レイノルズ数は変更せず，α = 0◦，5◦と設

定し，計算を行う．

Figure 4.1に計算領域および境界条件の概略を示す．座標系は翼前縁を原点とし，翼弦に

沿った下流方向を X，それと垂直で負圧面から離れる方向を Yとする．迎角によらず，主

流の流れの方向を x，スパン方向を z，xと zに垂直な方向を yとする．計算格子には x-y断

面でC型境界適合格子を用い，計算領域の大きさは翼弦張Cに対して，C型格子の半円の

直径を 11C，後流の長さを 11C，スパン方向の長さを 0.5Cとする．格子数は，翼周りの方

向に 1600点 (そのうち，翼面に沿っては 800点)，翼表面から離れる方向に 160点，スパン

方向に 60点を配置している．壁指標で表した格子幅は以下の式により求められる．

∆Y+ =
uτ∆Y
ν
, uτ =

√
τw

ρ
. (4.12)

ここで，uτは壁面での平均摩擦速度である．翼中央付近における壁指標で表した格子幅は，

概ね翼弦に沿った方向を 40，壁に垂直な方向を 1.2，スパン方向を 40とする．時間刻みは

∆t = 5 × 10−5とする．
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Figure 4.1 Computational domain and boundary conditions.

速度に関する境界条件は，流入部には乱れのない一様流を与える．SGS運動エネルギーksgs

もゼロであるため，乱れは翼周りの境界層で発達するようになる．流れ場の ksgsの初期条件

がゼロであるため，初期計算では次のような操作が要求される．時間進行の1ステップは ksgs

輸送方程式の生成項の渦動粘性係数をKobayashiモデル [28]，したがってνC = C1|Fcs|3/2∆
2|S̃ |

を用いて計算し，時間進行の 2ステップからは，式 (2.19)を用いて計算を行う．流出部に

は対流流出条件を用い，主流に平行な上下の平面の遠方境界には勾配ゼロを与える．また，

スパン方向には周期境界条件を，翼表面にはすべりなし条件を適用する．圧力に対する境

界条件は，外側境界における圧力波の反射を防ぐために，宮内ら [54]により提案され，沖

田と梶島 [55]が改善させた無反射境界条件を用いる．境界上で以下のような式を時間発展

させることにより，境界における圧力を陽に与える．

∂ p̄
∂t
+U

[
∂ p̄
∂x

]I

+

(
U +

1
M

) [
∂p̄
∂x

]C

= 0. (4.13)
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ここで，U は輸送速度であり，上付き添字 Iは流れの非圧縮成分，上付き添字Cは圧縮性

成分を表す．圧力勾配項の非圧縮性成分 Iは

[
∂ p̄
∂x

]I

= −
(
ũ j − U j

) ∂(ρ̄ũ j)
∂x j

. (4.14)

圧縮性成分Cは，近似的に以下のように与える．

[
∂p̄
∂x

]C

=
∂p̄
∂x
−

[
∂ p̄
∂x

]I

. (4.15)

圧力の境界条件を与える手順は，式 (4.14)，(4.15) によって境界上での圧力勾配の非圧縮

性成分 Iと圧縮性成分Cを 2次精度中心差分により与える．得られた圧力勾配の各成分を

式 (4.13)に代入し，2次精度Adams−Bashforth法を用いて次の時間ステップにおける境界

上の圧力を決定する．

拡散項は 2次精度の中心差分により離散化される．運動方程式の対流項には QUICK法

を，ksgs輸送方程式の対流項にはドナーセル (donor cell)法を用いる．高レイノルズ数流れ

の場合に一般曲線座標系を用いることにより発生する数値的な不安定を防ぐためにQUICK

法を採用している．QUICK法が流れ場に及ぼす影響については検討を行ない，本流れ場に

おいてはその影響は小さいことを確認した．時間発展に関しては，運動方程式の粘性項対

流項に，ksgs輸送方程式の生成項，散逸項，拡散項に 2次精度のAdams−Bashforth法を適

用する．
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4.3 結果および考察

本節では，ReC = 2 × 105，α = 9◦の条件における翼周りの流れ場の LESを実施して得ら

れた結果について記述する．本節で表す “平均”は時間および空間 (スパン方向)平均を意

味する．

4.3.1 圧縮性の効果

Figure 4.2に瞬時の x-y断面における翼周りの ∇ · uの分布を示す．前縁近傍の負圧面側

に大きな∇ ·uの分布が確認される．その領域の密度変化は，上下の平行な面の遠方境界に

対しておよそ 1.2%である．これは，前章で実施した平板チャンネル乱流の場合とは異な

り，流れ場に物体が存在する場合には低マッハ数の条件でも物体近傍において圧縮性の効

果は無視できないことを意味する．

Figure 4.2 Instantaneous and cross-sectional view of ∇ · u around the airfoil.
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4.3.2 翼面の圧力分布

Figure 4.3 (a)に本研究の LES解析により得られた翼面上での平均圧力系数Cpの分布を，

Fig. 4.3 (b)に翼負圧面側の圧力変動値Cp rms (Cpの root-mean-square)の分布を示す．本研

究で得られた結果の妥当性を示すため，Miyazawaら [52]により得られた実験データと比

較を行う．また，SGSモデルが流れ場に及ぼす影響を調べるため，Katoら [53]により実施

された非圧縮性流れの LESにより得られた結果を併せて示す．Katoらの研究は SGSモデ

ルとして dynamic Smagorinsky model (DSM)を採用しており，格子解像度は本計算の解像

度と同程度である．非圧縮性流れ場と圧縮性流れ場の LESにより得られた結果の比較を行

ない，圧縮性の考慮が流れ場に及ぼす影響について議論する．さらに，マッハ数Mによる

影響の議論のため，M = 0.01の条件における LESを実施し，その結果を併せて示す．

平均圧力系数Cp値は，翼から十分離れた位置における一様流の圧力を p0として次式に

より求められる．

Cp =
p − p0
1
2ρU

2
0

. (4.16)

Figure 4.3 (a)のCpに関しては，本研究の解析結果と実験データはよく一致している．平均

圧力系数Cpの分布のマッハ数の変化による差はほとんど見られない．マッハ数 M = 0に

より得られた本計算結果とKatoらの結果を比較すると，全体的にはよく一致しているもの

の前縁付近で違いがみられる．この差は SGSモデルの違い，したがって，DSMを用いる

際に計算の安定化のため適用する平均操作 (Katoら [53]の場合，要素内双 1次関数)によ

る局所的な解像度の低下が原因であると考えられる [25]．

Figure 4.3 (b)の翼負圧面側の圧力変動値Cp rmsに関しては，Cp rmsのピークの位置はマッ

ハ数に関わらず実験データとよく一致しているものの，ピークの値はマッハ数の変化によ

る大きな違いが見られる．まず，M = 0の場合，翼中央付近から後縁におけるCp rms値は
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(a) Averaged pressure coefficient on the airfoil surface

(b) Averaged fluctuation of the pressure coefficient on the suction side of the airfoil

Figure 4.3 Comparison of pressure profiles obtained from the incompressible and compressible
flows.

実験データとよく一致しているが，前縁近傍ではCp rmsのピーク値は実験データに比べ過

大評価している．DSMを採用したKatoらの結果にも 1方程式型 SGSモデルを用いた本研

究の結果と同様な傾向がみられることから，前縁付近で確認されるCp rms値の過大評価は
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Figure 4.4 Comparison of fluctuation of the pressure coefficient on the suction side of the airfoil
as against the different grid points in case of M=0.0875.

SGSモデルに関わらず生じるものである．前節の Fig. 4.2で確認される前縁近傍での圧縮

性の効果を考慮しないことが前縁付近でみられるCp rms値の過大評価の原因であると考え

られる．実験と同様な条件である M = 0.0875の場合には，前縁近傍のピーク値の大きさ

も含めて全体的に実験データとよく一致いている．マッハ数によるCp rmsのピーク値の大

きさを比較すると，マッハ数が M = 0.0875, 0.01, 0になることにつれてCp rmsのピーク値

が大きくなる傾向がみられる．この結果から，マッハ数が低い流れ場においても実験に応

じたマッハ数を考慮することが流れ場の再現に重要であると言える．一方，DSMを採用し

たKatoらの結果においてピーク値の位置が実験データと一致していないことから，翼負圧

面側の圧力変動値Cp rmsの再現には本研究の 1方程式型 SGSモデルの方が有効であると言

える．

Figure 4.3 (b)のCp rmsピーク値の大きさの格子解像度の依存性について調べる．スパン

方向の解像度は乱流統計量に最も影響を与えるため，一定のスパン方向長さに対して，ス

パン方向の格子点数を Nz = 20，60，100のように設定して計算を行なう．Figure 4.4に格

子点数によるCp rmsを比較した結果を示す．スパン方向の格子解像度が低い Nz = 20の場
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合には，他の場合に比べCp rmsのピーク値が過大評価しているが，本研究で用いる Nz = 60

とより多い格子点数 Nz = 100の場合にはCp rmsピーク値の違いはほとんどみられない．し

たがって，壁面乱流の非等方性が適切に再現できる格子解像度が確保された場合にはCp rms

のピーク値の大きさは格子解像度に依存しないことが示された．

以上の翼面の圧力分布に関する結果から，翼の抗力や揚力などの空力性能を決定する翼

面平均圧力系数Cpの分布に関しては，圧縮性の有無に関わらず定量的な評価が可能であ

ると言える．しかし，音の評価において重要である圧力変動値Cp rmsに関しては，圧縮性

の効果を考慮することにより定量的に十分な予測精度が得られるものの，非圧縮性流れ場

では定性的な傾向のみ予測可能である．したがって，低いマッハ数の流れ場においても密

度変化を考慮することが流れ場の再現，特に翼面の圧力変動の再現に重要であると言える．

4.3.3 前縁近傍における剥離領域および渦構造

Miyazawaら [52]の実験によると，翼前縁近傍の X/C < 0.1の領域で境界層の剥離およ

び再付着の様子が確認される．このことは，前節で示した Fig. 4.3 (a)の平均圧力分布にお

いて X/C = 0.02 ∼ 0.06で分布の変化がみられること [56]および Fig. 4.3 (b)の圧力変動分

布において X/C = 0.05付近で変動値が最も高くなっていることから確認でき，その領域は

実験結果と定性的に一致している．剥離領域を定量的に評価するため，Fig. 4.5に負圧面

側の前縁付近での平均摩擦抵抗係数C f の分布を示す．平均摩擦抵抗係数C f は以下の式に

より求められる．

C f =
τw

ρU2
0/2
, τw = µ

(
∂ub

∂n

)
n=0
. (4.17)

ここで，ubは翼面に平行な速度成分，n = 0は翼面上での値である．Figure 4.5において，

C f が正値から負値に変わる点を境界層の剥離点，負値から正値に変わる点を再付着点とみ
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Figure 4.5 Averaged friction coefficients on the suction side of the airfoil in case of M = 0, 0.01
and 0.0875.

Figure 4.6 Profiles of the kinetic energy near the leading edge in cases of the M = 0 and 0.0875.

なすと，マッハ数M = 0.0875の場合に得られた負圧面側の剥離領域は X/C = 0.019 ∼ 0.051

である．Miyazawaら (2002)の実験により得られた再付着点位置は X/C = 0.05近傍であり，

本研究により得られた再付着点の位置は実験データと良い一致を示している． Figure 4.5

において，剥離点の位置はマッハ数に関わらず X/C = 0.019近傍であり，再付着点の位置

はM = 0，0.01，0.0875の場合にそれぞれ X/C = 0.054，0.052，0.051付近であり，マッハ
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数による再付着点の位置には大きな差はないが，マッハ数の増大とともに再付着点が上流

側に移動している傾向がみられる．Figure 4.6に M = 0，0.0875において各マッハ数の再

付着点でのGS流れ場の運動エネルギー (ρ̄|ũ|2)/2の分布を示す．運動エネルギー (ρ̄|ũ|2)/2

の値はマッハ数の増大につれて若干増加しており，これが再付着点を前方に移動させる要

因であると考えられる．

翼前縁近傍における渦構造を，LESの解析により得られた瞬時の流れ場のデータを用い

て求めた速度勾配テンソルの第 2不変量の等値面 Q = 300およびスパン方向渦度 ωzのコ

ンターより可視化する．Figure 4.7に瞬時の速度勾配テンソルの第 2不変量の等値面 Qを，

Fig. 4.8にスパン方向渦度ωzの分布示す．Figure 4.7の色はωzの大きさを意味する．Figure

4.7 (a)と Fig. 4.8より，前縁近傍で次のような現象が生じていると考えられる．前縁近傍

において，剥離せん断層が形成され，剥離せん断層にKelvin−Helmholtzの不安定がスパン

方向に発生することから，剥離せん断層が 3次元的に崩壊しながら乱流境界層へ遷移する．

こうした境界層の遷移過程はYang−Voke[57]の研究で示された境界層の遷移過程とおよそ

一致している．また，Fig. 4.9に示した翼周りの ksgsの分布より，境界層の再付着点よりも

上流側では不要な ksgsの分布はみられないことから，本研究の計算手法により乱流境界層

への遷移過程が捉えられていることが分かる．

一方，マッハ数 M = 0.0875場合に比べ M = 0の場合には，より強いスパン方向渦が再

付着領域 X/C = 0.05でみられる．Figure 4.3 (b) の圧力変動値Cp rmsのピーク値の位置も

X/C = 0.05付近であることから，翼前縁近傍のCp rmsのピーク値はマッハ数により影響を

受ける再付着領域での渦構造と関係があると考えられる．
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(a) M = 0

(b) M = 0.0875

Figure 4.7 Visualized instantaneous vortical structures near the leading edge: Iso-surface of Q =
300 colored by |ωz|.
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Figure 4.8 Instantaneous distribution of |ωz| near the leading edge in case of M = 0.0875.

Figure 4.9 Instantaneous profile of the SGS turbulent kinetic energy ksgs around the airfoil in case
of M = 0.0875.
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4.3.4 SGS運動エネルギーの非平衡性

本節では，乱流境界層への遷移する流れ場において，SGS運動エネルギー ksgsの生成と散

逸の局所非平衡性を考慮した SGSモデルの使用が必要であることを示す．前述した瞬時に

おける翼周りの ksgsの分布を参考にして，境界層の遷移前後であると考えられる領域におけ

るGS運動エネルギー kgsおよび ksgsの分布をFig. 4.10に示す．Figure 4.10 (a)のX/C = 0.02

では，kgsの大きさは明白であるが，ksgsは非常に小さい．Figure 4.10 (b)の X/C = 0.10で

は，特に壁面近傍で ksgsは kgsとともに大きい値を有していることから，X/C = 0.02は遷

移前，X/C = 0.10は遷移後の領域であることが確認された．こうした境界層の遷移前後の

領域における ksgsの生成と散逸の収支を調べる．Figure 4.11 (a)に境界層の遷移前の領域に

おける ksgsの生成と散逸の分布を，Fig. 4.11 (b)に遷移後の領域における ksgsの生成と散逸

の分布を示す．Figure 4.11 (b)のように，遷移後 X/C = 0.10の発達した乱流境界層では ksgs

の生成と散逸の値は釣り合っているが，Fig. 4.11 (a)の遷移前の X/C = 0.02では ksgsの生

成と散逸の値は釣り合っていないことが分かる．こうした傾向は，境界層の遷移過程を含

む流れ場のDNSにより得られた結果 [58][59]と一致している．したがって，遷移前の領域

では ksgsの生成と散逸の非平衡性は明白であり，層流から乱流への遷移過程における ksgs

の主流方向の発達は，本研究の ksgsの輸送方程式の導入により適切に表現されていると言

える．

以上の結果から，本研究のような乱流境界層への遷移過程を含む流れ場では，遷移前の

領域で ksgsの生成と散逸の非平衡性が明白であることが示された．したがって，従来の代

表的な SGSモデルである Smagorinsky modelや dynamic Smagorinksy modelのような ksgs

の生成と散逸の局所平衡を仮定している代数型モデルでは，ksgsの非平衡性が表現できな

いため，ksgsの非平衡性が顕著に現れる流れ場の再現には本研究のような 1方程式型 SGS

モデルが有効であると言える．
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4.3.5 流れ場に対する迎角の変化の影響

ここでは，ReC = 2 × 105，M = 0.0875，迎角 α = 0◦，5◦，9◦の条件における LES解析を

実施し，流れ場に対する αの変化の影響について述べる．迎角 α = 0◦，5◦，9◦の条件で得

られた抗力係数CDと揚力係数CLをMiyazawaら [52]により得られた実験データと比較す

る．また，剥離領域に対する αの変化の影響について述べる．

Figure 4.12に αに対するCDとCLの値を示す．比較のため，Miyazawaらにより得られ

た実験データを併せて示す．抗力係数CDと揚力係数CLはそれぞれ以下の式により求めら

れる．

CD =
FD

1
2ρU

2A
, CL =

FL
1
2ρU

2A
. (4.18)

ここで，FD，FLは翼に働く流体力の x軸方向，y軸方向の成分であり，Aは翼の投影断面

積である．Figure 4.12において，抵抗係数CDは実験データによく一致している．揚力係

数CLは実験データに比べ若干過大評価しているが，αの増加に従うCLの特性はよく再現

されている．

Figure 4.12 Lift and drag coefficient as aginst the angle of attack.



52 第 4章 翼周りの乱流の LES

(a) α = 0◦

(b) α = 5◦

(c) α = 9◦

Figure 4.13 Instantaneous distribution of ωz around the airfoil at 3steps of angles of attack :
colored by |ωz| ≤ 100

Figure 4.13に α = 0◦，5◦，9◦における翼周りのスパン方向渦度 ωzの分布を示す．迎角

α = 0◦の場合は後縁付近，α = 5◦は翼中央部，α = 9◦は前縁近傍に境界層の剥離領域がみら

れる．剥離領域をより詳しく調べるため，Fig. 4.14にαに対する平均摩擦抵抗係数C f を示
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Figure 4.14 Averaged friction coefficients on the suction side of the airfoil as against the angle
of attack.

す．迎角α = 0◦，5◦，9◦に対する剥離領域はそれぞれX/C = 0.85 ∼ 0.97，X/C = 0.13 ∼ 0.30，

X/C = 0.02 ∼ 0.05である．迎角 αの増大による剥離点が上流側に移動する傾向 [60]が正し

く再現されている．

4.4 まとめ

第 2章で紹介した本研究の計算手法を一般座標系に拡張し，NACA0012翼周りの乱流の

LESを実施した．その結果，迎角の変化による翼性能および剥離領域が本研究手法により

妥当に再現されることが示された．境界層の剥離前の領域において，SGS運動エネルギー

の生成と散逸の非平衡性が明白であることが示された．こうした現象は SGSエネルギーの

局所平衡を仮定している従来の代数型 SGSモデルでは表現できないため，本研究の計算対

象のような境界層の遷移過程を含む流れ場の再現においては，1方程式型 SGSモデルが有

効であると言える．一方，非圧縮性 ·圧縮性の流れ場に関わらず流れ場の定性的な再現は
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可能であった．しかし，平板チャンネル流れ場とは異なり，翼前縁近傍で無視できない密

度変化が確認され，こうした密度変化の考慮が流れ場の再現に重要であることが非圧縮性

流れ場および圧縮性流れ場から得られた結果の比較より明らかになった．特に，非圧縮性

流れ場に比べ，音の評価において重要である翼面圧力変動が圧縮性の考慮により精度よく

再現されたことから，本計算手法は音響解析においても既存の非圧縮性スキームに比べて

有効であると言える．



第 5章

翼周りの流れに起因する音響解析

本章では，第 4章で実施した ReC = 2 × 105，M = 0.0875，α = 9◦の条件における翼周り

の乱流の LES解析により得られた流れ場の非定常データを用いて，翼周りの流れに起因す

る音響解析を行ない，その結果を示す．圧縮性の効果が考慮された本研究の音源項により

得られた音場の予測結果を，従来の音源モデルにより得られた結果および実験により測定

されたデータと比較する．さらに，走行する高速列車のマッハ数に相当するM = 0.15の条

件における翼周りの乱流の LESを実施し，マッハ数の変化による音圧レベルの特性が本研

究の音源項を用いることにより表現できることを示す．

5.1 音場の基礎方程式

流れ場の連続の式

∂ρ

∂t
= − ∂
∂xi

(ρui) (5.1)

55
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の時間変化 ∂/∂tは

∂2ρ

∂t2 = − ∂
∂xi

[
∂

∂t
(ρui)

]
(5.2)

となり，式 (5.2)の両辺に −c2
0
∂2ρ

∂xi∂xi
を加えると，

∂2ρ

∂t2 − c2
0
∂2ρ

∂xi∂xi
= − ∂
∂xi

[
∂

∂t
(ρui)

]
− c2

0
∂2ρ

∂xi∂xi
(5.3)

のような右辺をソース項とする波動方程式となる．式 (5.3)の右辺のソース項において，密

度の時間変化が微小であると仮定すると，次式のようになる．

∂2ρ

∂t2 − c2
0
∂2ρ

∂xi∂xi
= − ∂
∂xi

(
ρ0
∂ui

∂t

)
− c2

0
∂2ρ

∂xi∂xi
. (5.4)

ここで，ρ0は密度の平均値である．式 (5.4)の右辺の第1項に，運動方程式を代入し，p = c2
0ρ

の関係を用いて書き換えると，式 (5.4)は

∂2ρ

∂t2 − c2
0
∂2ρ

∂xi∂xi
= ρ0

∂

∂xi

(
u j
∂ui

∂x j

)
(5.5)

のように ρ0
∂
∂xi

(
u j
∂ui
∂x j

)
を音源項とする波動方程式となる．式 (5.5)の右辺は，音場の予測に

広く用いられている Powellの音源モデル [9]に圧縮性の効果が考慮されたものであるため，

Powellの音源モデルのように渦音を表現しながらマッハ数の変化による音場の予測が可能

であると考えられる．以降，式 (5.5)の ρ0∇ · [(u · ∇)u]を音源項として音場の予測を行う．

遠方場における音圧は，コンパクト Green関数 [10]を用いて式 (5.5)を解くことにより

求めることができる．物体が静止しており，物体の境界面 S での速度は 0であるとし，観

測点 xが音源領域 yから十分離れていると仮定すると，式 (5.5)はGreenの公式を用いる
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ことにより次のように展開される．

pa(x, t) = −ρ0

"
[(u · ∇)u] · ∇G(x,y, t − τ)d3ydτ. (5.6)

ここで，paは音圧を意味する．付録Aに示したコンパクトGreen関数 (式 A.13)を式 (5.6)

に代入すると，

pa(x, t) = − ρ0xi

4πc0|x|2
∂

∂t

∫
[(u · ∇)u]

(
y, t − |x|

c0

)
· ∇Yi(y)d3y (5.7)

のような結果が得られる．

式 (5.7)により求められた音圧 (pa)に対して，フーリエ変換を行ない p′aを得る．得られ

た p′aを用い，次式により音圧レベル (sound pressure level: SPL)を求める．

SPL(dB) = 10 × log
(

p′a
2

P2
b

)
= 20 × log

(
p′a
Pb

)
(5.8)

ここで，Pbは基準圧力を表し，その大きさは有次元で Pb = 2 × 10−5Paである．

5.2 結果および考察

5.2.1 翼周りの音源分布および遠方場での音圧の比較

本節では，ReC = 2 × 105，M = 0.0875，α = 9◦の条件における翼周りの流れ場に起因す

る音場の解析結果を示す．

空力音の音源分布は，付録Bに示している Lighthill式 (B.5)の右辺，あるいは Powellの

式 (B.17) の右辺を求めることで表すことができる．前節で述べたような本研究の音源項

ρ0∇ · [(u · ∇)u]と Powellの音源モデル ρ0∇ · (w ×u)との関係から，ここでは ρ0∇ · [(u · ∇)u]



58 第 5章 翼周りの流れに起因する音響解析

(a) ρ0∇ · (w × u)

(b) ρ0∇ · [(u · ∇)u]

Figure 5.1 Comparison of the profiles of the sound source around NACA0012 airfoil: colored by
ρ0∇ · (w × u) and ρ0∇ · [(u · ∇)u] over the range ± = 10000.

と ρ0∇ · (w × u)により得られた音源の分布を比較する．

Figure 5.1に第 4章のLES解析から得られた流れ場の非定常データを用いて求めた瞬時に

おける音源の x-y断面分布を示す．Figure 5.1 (a)はρ0∇·(w×u)，Fig. 5.1 (b)はρ0∇·[(u·∇)u]

により得られた分布である．Figure 5.1において，ρ0∇ · (w ×u)と ρ0∇ · [(u · ∇)u]により得

られた音源の分布は全体的によく一致してるものの，前縁近傍の負圧面側で正と負の細長

い分布が交互に並んでいる領域では違いがみられる．この領域は第 4章で示した圧縮性の

効果が強く現れる領域であることから，圧縮性の効果を考慮している ρ0∇ · [(u · ∇)u]の分
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(i)

(ii)

(iii)

Figure 5.2 Time evolution of the distribution of ρ0∇ · [(u · ∇)u].

布はその影響を妥当に表現していると言える．

Figure 5.2に前縁近傍におけるρ0∇·[(u·∇)u]の分布を上から時系列 (時間間隔は3.5×10−2)

に並べたものを示す．前縁近傍の ρ0∇ · [(u · ∇)u]の細長い分布はおよそ 2.33× 10−4sで正と
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Figure 5.3 Schematics of prediction of far-field sound.

負の領域が入れ替わる．前縁付近で確認される規則的な ρ0∇ · [(u · ∇)u]の構造は時間的に

変化しており，その領域は実験的に予測された剥離領域により誘起される音源領域に相当

していることから，前縁近傍の細長い ρ0∇ · [(u · ∇)u]の分布は音源を表していると考えら

れる．

次に，遠方場での音圧レベル (sound pressure level: SPL)の比較を行う．遠方場での音圧

は式 (5.7)により求められ，式 (5.8)により SPLに変換される．音圧を求める際に体積積分

を行う必要があり，ここでは体積積分の範囲を Fig. 5.1 (b)の分布を参考にし，かつ計算コ

ストを考慮して決める．音圧の予測において，Miyazawaら [52]の実験条件に対応させる

ため，Fig. 5.3 のように，主流方向の代表速度は U0 = 30m/s，翼弦長は C = 0.1m，観測

点は翼の前縁から一様流と垂直な方向に 1m離れた位置にあるとする．Figure 5.4 に音圧

レベル (sound pressure level：SPL) のプロフィールを示す．LES解析において，無次元時

間 2.5 × 10−3ごとにサンプリングした ρ0∇ · [(u · ∇)u]を用いて算出した音圧 1024点を FFT

により周波数領域に変換する．FFTの周波数解像度は，有次元で 117Hzに相当する．比較

のために，本研究のLES解析により得られた非定常データを音源とする Lighthill−Curle式
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Figure 5.4 Sound pressure level in case of M = 0.0875.

(B.14)により求められた SPLのプロフィール (Lighthill−Curle)，Miyazawaら [52]により得

られた数値計算の結果および実験データを併せて示す．Figure 5.4において，ρ0∇· [(u ·∇)u]

と Lighthill−Curle式により得られた SPLのプロフィールは実験データと完全に一致してい

ない．しかし，Miyazawaらの計算結果により得られた SPLのプロフィールも彼らの実験

データと一致していない．こうした実験データと数値計算により得られた結果の不一致の

理由として，流れ場の計算における解像度の不足や音圧の予測における音源領域を点音源

としてみなすコンパクト仮定などが考えられるが，その不一致の原因の解明は今後の課題

とする．ここで注目したいのは，音圧の予測に広く利用されている Lighthill−Curle式によ

り得られた SPLのプロフィールと ρ0∇ · [(u · ∇)u]により得られた SPLのプロフィールが定

性的に一致していること，特に，およそ 4300Hz付近でみられるピーク値がよく一致して

いることである．この周波数は，前述した前縁近傍の ρ0∇ · [(u · ∇)u]の正と負の細長い分

布が入れ替わる周期とよく一致していることから，前縁近傍の ρ0∇ · [(u · ∇)u]の分布は主

な音源であり，遠方場での音圧の予測に ρ0∇ · [(u · ∇)u]を音源項として用いることは可能

であると言える．しかしながら，遠方場での音圧の予測の際に体積積分を行う必要がある
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(a) M=0.0875

(b) M=0.15

Figure 5.5 Instantaneous distribution of ∇ · u around NACA0012 airfoil in case of M = 0.0875
and 0.15: colored by |∇ · u| ≤ 0.1.

ため，表面積分を行う Lighthill−Curle式に比べ計算コストが増加し，音圧の予測精度は積

分領域の決め方に依存する．そのため，計算負荷などを考慮すると，音圧レベルの予測に

は Lighthill−Curle式を，音源の探索には本研究で用いる ρ0∇ · [(u · ∇)u]を使用することが

実用的であると言える．

5.2.2 音場に対するマッハ数の変化の影響

本節では，レイノルズ数や迎角など他の計算条件は前節と同様にし，マッハ数M = 0.15

におけるNACA0012翼周りの乱流場の LESを実施し，前節に示したM = 0.0875により得
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(a) M=0.0875 (b) M=0.15

Figure 5.6 Instantaneous distribution of ρ0∇ · [(u · ∇)u] around the leading edge in case of
M = 0.0875 and 0.15: colored by |ρ0∇ · [(u · ∇)u]| ≤ 5000.

られた結果との比較を行ない，本研究で用いている音源項がマッハ数の変化による音場の

表現が可能であることを示す．

Figure 5.5にM = 0.0875，0.15における翼周りの∇·uの分布を示す．マッハ数M = 0.0875

の場合に比べ，前縁付近の負圧面側でより強い∇ ·uの分布がM = 0.15の場合に確認され，

マッハ数の増大による圧縮性の効果が大きくなっていることが分かる．

Figure 5.6に翼前縁近傍での ρ0∇ · [(u · ∇)u]の分布を示す．Figure 5.6 (a)と (b)において，

マッハ数が大きくなることにつれて前縁近傍での領域に違いがみられる．マッハ数M = 0.15

の場合，M = 0.0875に比べ大きな値を持っていることや明確なの正と負の細長い構造が赤

い線で囲んだ領域で確認されることから，マッハ数の変化による音源の分布が表現されて

いると言える．

Figure 5.7に M = 0.0875，0.15の条件における遠方場での音圧レベル (SPL)を示す．観

測点の位置は，前節と同様に翼の前縁から 1m離れている位置にあるとする．前節と同様

に，無次元時間 2.5 × 10−3ごとにサンプリングした ρ0∇ · [(u · ∇)u]を用いて算出した音圧

1024点をFFTにより周波数領域に変換する．Hutchesonら [62]は，迎角α = 10◦の条件にお

けるNACA0015翼周りの流れ場から発生する空力音の計測を行ない，マッハ数 M = 0.09，
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Figure 5.7 Sound pressure level obtained by using ρ0∇ · [(u · ∇)u] in case of M = 0.0875 and
0.15.

0.11，0.127による SPLのプロフィールの変化を調べ，マッハ数の増加に従い SPLのピー

ク周波数の位置が高周波数領域から低周波数領域に移動する傾向があることを示している．

Figure 5.7をみると，M = 0.0875の場合に約 4300Hz付近でみられるピーク値が M = 0.15

の場合にはおよそ 2500Hz近傍でピーク値が確認される．こうしたマッハ数の増加に従う

ピーク周波数の高周波数領域から低周波数領域へ移動する傾向は，Hutchesonらの実験で

得られた傾向と一致していることが分かる．

以上の結果から，本研究で用いている音源項 ρ0∇ · [(u · ∇)u]は，マッハ数の変化による

音場の表現が可能であることが音源の分布および遠方場での音圧レベルのプロフィールの

結果から示された．したがって，低マッハ数流れ場において，非圧縮性流れ場から音源を

求め，音場の予測を行う従来の分離解法に比べ，弱圧縮性流れの数値計算法により圧縮性

の効果が考慮された音源を求め，それを用いて音場を予測する本研究の分離解法は，より

幅広い低マッハ数領域での音場の予測に有効な方法であると言える．
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5.3 まとめ

本章では，NACA0012翼周りの流れ場のLES解析により得られた流れ場の非定常データ

を用いて，翼周りの流れ場に起因する音場の解析を行なった．その結果，本研究で用いた圧

縮性の効果が考慮された音源項により得られた翼前縁付近の音源分布は，実験的に予測さ

れた前縁近傍での剥離泡により誘起される音源領域に相当しており，圧縮性の効果が音源

の分布に現れることが示された．また，遠方場で予測された音圧レベルは，参考にした実

験データと定性的に一致しており，特に，音圧の計算に広く利用されているLighthill−Curle

式により得られた音圧レベルと一致することが示された．さらに，実験で確認されるマッ

ハ数の増加に従う音圧レベルのピーク周波数の高周波数から低周波数領域へ移動する傾向

が本研究で用いた音源項により表現できることか示された．

一般的に非圧縮性流れ場として扱う M ≤ 0.3の流れ場においても圧縮性の影響が現れる

ため，非圧縮性流れ場から音源を求める従来の分離解法に比べ，微小な密度変化を考慮し

た流れ場から音源を求め，音場を予測する本研究の分離解法は，低マッハ数の流れ場に起

因する音場の予測に有効であると言える．
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後縁セレーション翼周りの流れ

本章では，騒音低減方法の 1つであるセレーションを施したNACA0012翼周りの乱流の

LESの結果を示す．迎角 α = 0◦の場合においては，翼周りの流れ場から発生する一定の卓

越周波数を有する離散周波数騒音が支配的であり，セレーションの適用により離散周波数

騒音が低減されることが知られている．しかしながら，セレーションの実施による流れ場

のどのような変化が騒音低減に関与するのかは明らかではない．ここでは，NACA0012翼

および後縁セレーション翼周りの流れ場と音場の結果を比較し，後縁セレーションによる

流れ場の変化が音源の分布および騒音の低減に及ぼす影響について述べる．

6.1 計算の概要

NACA0012翼周りおよびNACA0012翼を基にして施した後縁セレーション翼周りの 3次

元流れを計算対象とする．計算条件は，NACA0012翼周りの流れ場に起因する空力音を測

定した林ら [63]の実験に対応させるため，レイノルズ数ReC = 1.2×105，迎角α = 0◦，マッ

ハ数 M = 0.087とする．Figure 6.1に計算領域および境界条件の概略を示す．計算格子に

は x-y断面で C型境界適合格子を用い，計算領域の大きさは翼弦張Cに対して，C型格子

66
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Figure 6.1 Computational domain and boundary conditions.

Figure 6.2 Cross sectional and top views of the serrated airfoil.

の半円の直径を 11C，後流の長さを 11C，スパン方向の長さを 0.5Cとする．格子点数は，

翼周りの方向 ξに 1600点 (そのうち，翼面に沿っては 800点)，翼表面から離れる方向 ηに
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160点，スパン方向 ζに 60点を配置している．Figure 6.2に本研究で用いる後縁セレーショ

ン翼の断面形状を示す．Figure 6.2において，λはスパン方向 zの波長の長さ，hは最大切り

込み部の長さである．セレーション断面形状は，翼後縁の厚みをすべて 0とするため，翼

前縁から X/C = 0.8の位置から翼厚みを減少させ，最大切り込み部の後縁部 (X/C = 0.9)で

厚みが 0になるようにする．その間の形状については，スパン方向に翼形外形線を線形内

挿して厚みを与えている．

境界条件，離散化手法および時間発展法は，第 4章に述べたものと同様である．

6.2 結果および考察

6.2.1 流れ場の解析結果

Figure 6.3 (a) に NACA0012翼周りの主流方向の平均速度分布を，Fig. 6.3 (b) に後縁セ

レーション翼周りの断面 A′A，B′Bにおける主流方向の時間平均速度分布を示す．Figure 6.3

(a)のNACA0012翼周りの場合，後縁近傍で境界層が剥離し，再付着する様子がみられる．

NACA0012翼周りの平均速度分布に比べ，Fig. 6.3 (b)の後縁セレーション翼周りの場合に

は切り込み部 (断面 B′B)で広い剥離領域がみられる．こうした後縁近傍での剥離領域の拡

大により圧力回復が遅くなり，翼にかかる抵抗の増大をもたらす．NACA0012翼の場合に

はCD = 1.13 × 10−2，後縁セレーション翼の場合にはCD = 1.27 × 10−2であり，後縁セレー

ションにより抵抗が若干増大することが確認される．

後縁セレーションによる渦構造の変化を調べるため，瞬時における速度勾配テンソルの

第 2不変量 Q = 400の等値面を Fig. 6.4に示す．主流方向渦度 ωxの値を Qの等値面上に

色階調で表し，赤は ωx = 100，青は ωx = −100に相当する．Figure 6.4 (a) の NACA0012

翼周りの流れの場合，X/C = 0.82付近からQ = 400以上の数値をもつスパン方向渦が観察

され，翼面上に沿って下流に進みながら 3次元化し，小さい渦に崩壊する様子が確認され
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る．後流側に大きな ωxの値を有する渦構造はほとんどみられない．それに比べ，Fig. 6.4

(b)の後縁セレーション翼周りの流れの場合には，X/C = 0.82付近で Q = 400以上の数値

をもつスパン方向渦が見られず，主流方向およびスパン方向渦を含んだより細かい空間ス

ケールの渦構造が後縁近傍で生成されており，後流側に強い主流方向渦を含んだ大きい渦

構造が発達している様子が観察される．セレーション付近での渦の挙動をより詳しく調べ

るため，Fig. 6.5に後縁セレーション翼の後縁近傍における渦構造 (Q = 2000の等値面)の

時間進行を示す．Figure 6.5の赤い線で囲んだ渦に注目すると，セレーション切り込み部で

みられる小さい渦が下流に移動するにつれて引き伸ばされ，さらに後流側において大きな

スケールの主流方向渦となっていく様子がみられる．以上より，後縁セレーションにより

後縁付近でのスパン方向渦の成長が妨げられ，主流方向渦が後縁近傍から後流にかけて発

達されることが確認された．こうした主流方向の渦の発達は，主流の垂直断面内 (y-z)の変

動成分に大きく影響を及ぼす．

Figure 6.6とFig. 6.7にNACA0012翼周りおよび後縁セレーション翼周りの流れの後縁付

近でのレイノルズ応力 Ri jの分布を示す．なお，レイノルズ応力は以下の式で定義される．

Ri j = ρ̄ũ′iu
′
j. (6.1)

Figure 6.6は R22 = 0.05の等値面を，Fig. 6.7は R33 = 0.02の等値面を表す．NACA0012翼

では後縁近傍の翼面上でR22がスパン方向に渡って分布していることに対して，後縁セレー

ション翼の場合には R22の分布が後縁近傍の翼面上ではほとんどみられない．また，R33が

後流側にほとんど見られないNACA0012翼に比べ，後縁セレーション翼の後流側には R33

が広く分布している．これにより，翼後縁のセレーションによる主流方向渦の発達は，後

縁近傍での主流に垂直な方向の速度変動の減少をもたらすことが分かる．

Figure 6.8にNACA0012翼と後縁セレーション翼の後縁近傍での翼面の圧力変動分布を
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示す．Figure 6.8 (a)のNACA0012翼においては，後縁近傍で強い圧力変動分布が全スパン

方向に渡ってみられるが，Fig. 6.8 (b)の後縁セレーション翼では，NACA0012翼の場合に

比べ全体的に圧力変動値が小さくなっている．切り込み部に比べ先端部分に圧力変動が集

中しており，こうした翼面圧力変動分布は，Fig. 6.6の圧力変動に影響の大きいレイノルズ

応力の y方向成分の後縁近傍での分布とよく一致している．

以上より，翼後縁のセレーションは，翼にかかる抵抗の増大をもたらすものの，後縁近

傍でのスパン方向渦の成長を妨げ，主流方向渦の発達を促進させる．それに起因して後縁

近傍での主流の垂直断面内の速度変動が緩和され，その結果，縁近傍での翼面圧力変動の

減少をもたらすことが明らかになった．
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(a) NACA0012 airfoil

(b) Serrated airfoil

Figure 6.3 Profile of avergaed velocity distribution around the airfoil.
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(a) NACA0012 airfoil

(b) Serrated airfoil

Figure 6.4 Instantaneous profile of iso-contours of Q = 400 colored by |ωx| ≤ 100.
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(i)

(ii)

(iii)

Figure 6.5 Time evolution of vortex structure: Q = 2000 colored by |ωx| ≤ 100.
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(a) NACA0012 (b) Serrated airfoil

Figure 6.6 Iso-contours of Reynolds stress R22 = 0.05 near the trailing edge.

(a) NACA0012 (b) Serrated airfoil

Figure 6.7 Iso-contours of Reynolds stress R33 = 0.02 near the trailing edge.
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(a) NACA0012

(b) Serrated airfoil

Figure 6.8 Profile of the pressure fluctuation near the leading edge.
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6.2.2 音響解析結果

Figure 6.9にNACA0012翼周りおよび後縁セレーション翼周りの ρ0∇ · [(u · ∇)u]の分布

を示す．第 5章で述べた迎角 9◦の場合における音源の分布 (Fig. 5.1)とは異なり，翼後縁

近傍から後流にかけて強い ρ0∇ · [(u · ∇)u]の分布が Fig. 6.9から確認される．NACA0012

翼周りの場合に比べ，後縁セレーション翼周りの場合には，後縁近傍で ρ0∇ · [(u · ∇)u]の

値が若干小さくなっている．セレーションの最大切り込み部 (断面 B′B)では，断面 A′Aに

比べ相対的に強い ρ0∇ · [(u · ∇)u]の分布が確認されるが，後縁から離れた後流では強い分

布はみられない．これは，前節の Fig. 6.5と Fig. 6.6において，断面 B′Bに比べ断面 A′A

付近で強い主流方向渦の発達による主流に垂直な断面内の変動成分が減少したことに起因

すると考えられる．一方，Fig. 6.9 (a)において後縁部で強い音源が分布する位置は，Fig.

6.10のスパン方向渦度ωzの分布と Fig. 6.11の平均摩擦係数C f のプロフィールにおいて確

認される翼の中央部で剥離した境界層が再付着する位置 x/C = 0.82とよく一致している．

これにより，剥離した境界層が再付着する前にセレーションを施すことが強い音源の低減

に効果的であると言える．

Figure 6.9において，強いρ0∇·[(u·∇)u]の分布が広い領域で確認されるため，ρ0∇·[(u·∇)u]

を音源として音圧を求める際には計算コストの増加および積分領域の決め方に対する依存性

が懸念される．ここでは翼面の圧力変動を音源として用いる Lighthill−Curle式 (B.14)によ

り遠方場での音圧を求める．Figure 6.13に遠方場で測定した音圧レベル (SPL)のプロフィー

ルを示す．観測点の位置は，林ら [63]の実験条件に合わせて，Fig. 6.12のように後縁の主

流と垂直な方向に翼から 0.5m離れた位置にあるとする．無次元時間 2.5 × 10−3ごとにサン

プリングした圧力変動のデータを用いて，式 (B.14)により算出された音圧 1024点をFFTに

より周波数領域に変換する．周波数解像度は 195Hz程度である．比較のため，林ら [63]の

NACA0012翼を用いた実験により得られた音圧の測定データを併せて示す．Figure 6.13に
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おいて，NACA0012翼周りの流れ場から得られた SPLのプロフィールは，1000Hz∼3000Hz

の間において実験データとよく一致しており，特に，実験データでみられるおよそ 1800Hz

付近のピーク音をよく再現している．一方，後縁セレーション翼周りの流れ場から求めら

れた SPLのプロフィールをみると，1800付近のピーク音は消えており，約 2000Hz付近で

ピーク値がみられるものの，NACA0012翼の場合のピーク値に比べその値は小さいことが

分かる．次式で定義される周波数バンド毎の総和をとった音圧レベル (overall sound pressure

level: OASPL)を求め，比較を行う．

OASPL(dB) = 10 × log
[∫ (

p2
a

p2
b

)
d f

]
. (6.2)

ここで， f は周波数を意味する．周波数バンド 146Hz∼10000HzにおけるNACA0012翼と

後縁セレーション翼の OASPLは，それぞれ 81dB，73dBで，本研究で設けた翼後縁のセ

レーションにより，1800Hz付近のピーク音の低減だけではなく，OASPLも減少すること

が示された．

以上，翼後縁のセレーションにより，後縁近傍での音源の分布が減少することや特定の

周波数領域のピーク音とともに OASPLも減少することが示された．強い音源分布が現れ

始める位置と剥離した境界層が再付着する位置とよく一致していることから，翼性能の低

下は予測されるものの，再付着点より上流側でセレーションを施すことが騒音低減の面で

は有効であると言える．
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(a) NACA0012 airfoil

(b) Serrated airfoil

Figure 6.9 Instantaneous distribution of ρ0∇ · [(u · ∇)u] around airfoil : colored by
|ρ0∇ · [(u · ∇)u]| ≤ 8000
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Figure 6.10 Instantaneous distribution ofωz around NACA0012 airfoil : colored by|ωz| ≤ 50
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Figure 6.11 Averaged friction coefficients on the suction side of NACA0012 airfoil
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Figure 6.12 Schematics of prediction of far-field sound.
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Figure 6.13 Sound pressure level.
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6.3 まとめ

本章では，騒音低減装置であるセレーションをNACA0012翼の後縁に施し，NACA0012

翼周りおよび後縁セレーション翼周りの流れ場の LES解析により得られた結果の比較を行

なった．さらに，翼周りの流れ場に起因する音場の解析を行ない，後縁セレーションによ

る流れ場の変化が音場に及ぼす影響について調べた．

その結果，翼後縁のセレーションにより，後縁近傍でのスパン方向渦の成長は妨げられ，

主流方向渦の発達が促進され，それに起因して後縁近傍での翼面圧力変動が減少し，遠方

場での騒音が低減することが分かった．NACA0012翼周りの流れにおいて，強い音源の分

布が現れ始める位置は剥離した境界層が再付着する位置とよく一致していることから，再

付着点の位置より上流側でセレーションを施すことが騒音低減に効果的であると言える．

こうした本研究の結果より，セレーション形状を決める際の試行錯誤を多少減らすことが

できると確信する．



第 7章

結言

本研究では，空力音の予測手法として分離解法を採用し，音源となる流れ場を高い精度

で再現すること，流れ場に起因する音場のを精度よく予測するための数値解法を提案する

ことを目的として数値解析を行なった．低マッハ数乱流場の計算にはコヒーレント構造関

数を活用した 1方程式型 SGSモデルおよび弱圧縮性流れの数値計算法を組み合わせた方法

を，音場の予測には圧縮性の効果考慮した方法を用い，計算対象は平板チャンネル流れ，2

次元NACA0012翼の 3次元流れ，後縁セレーション翼周りの 3次元流れ場とした．得られ

た成果は以下のようにまとめられる．

第 3章では，既往の平板チャンネル流れの直接数値計算結果を参照し，本研究で提案し

た 1方程式型 SGSモデルと弱圧縮性流れの数値計算法を組み合わせた計算手法の有効性と，

壁面乱流の非等方性の再現に必要な格子解像度を示した．

第 4章では，NACA0012翼周りの乱流場の数値計算を行ない，遠方場での音圧の予測に

重要である翼面の圧力変動分布を精度よく再現するためには，低マッハ数流れ場において

も圧縮性を考慮した本計算手法が有効であることを示した．

第 5章では，第 4章の翼周りの乱流場の数値計算により得られた非定常データを用いて
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音響解析を行うとともに，圧縮性の効果が考慮された音源項を使用する本研究の予測手法

が一般的に非圧縮性流れ場として扱う M ≤ 0.3の低マッハ数乱流場に起因する音場の解析

に有効であることを示した．

第 6章では，低騒音装置として注目されているセレーションをNACA0012翼の後縁に施

したセレーション翼周りの乱流場の数値計算を行ない，後縁近傍での渦構造の変化により

空力騒音が低減される機構を示した．

本研究は，低マッハ数かつ高レイノルズ数流れ場に起因する音場の予測精度を向上させる

ため，実用的な音場の予測手法である従来の分離解法を発展させたものである．音源の詳細

な情報を得ることができない実験的な研究や，圧縮性の効果が考慮できない従来の分離解

法に比べ，低マッハ数乱流場に起因する音場の再現が可能である点から，M = 0.08 ∼ 0.25

である自動車や高速鉄道などの開発の際に，本研究の計算手法は空力音の低減対策に寄与

できるものである．



付録 A

Compact Green’s function

右辺が空間中の音源項である非同次Helmholtz方程式について考える．

(
1
c2

0

∂2

∂t2 − ∇
2
)
φ = −q(x, t) (A.1)

ここで，次式，

(
1
c2

0

∂2

∂t2 − ∇
2
)

G = δ(x − y)δ(t − τ) (A.2)

を満たし，固体面 S 上で，

∂G
∂n
= 0, on S (A.3)

を満たす Green関数がある．音場の線形性を用いると，流れ場に物体が存在する場合の

Green関数Gは，物体が存在しない場合の式 (A.1)の解である自由空間のGreen関数G0

G0(x,y, t − τ) = 1
4π|x − y|δ

(
t − τ − |x − y|

c0

)
(A.4)
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と，物体による影響を表すG′の合成として表される [10]．

G(x,y, t − τ) = G0(x,y, t − τ) +G′(x,y, t − τ). (A.5)

式 (A.5)の右辺第 1項は直接音を，第 2項は散乱音を表している．

式 (A.1)は，流れ場の解析により得られたデータとGreen関数を用いて

φ(x, t) =
" ∞

−∞
−q(y, τ)G(x,y, t − τ)d3ydτ (A.6)

のように書き換えることができる．

一方，コンパクト音源の仮定を用いると，音源位置 yは点音源と見なすことができる．

ここでは，適当な座標系をとることにより y = 0とし，さらに観測点xが音源位置 yから

十分離れていると仮定すると，式 (A.4)において次のような近似を行うことができる [10]．

|x − y| ≈ |x| − x · y
|x| = |x| −

x jy j

|x| (A.7)

1
|x − y| ≈

1
|x| +

x · y
|x|3 ≈

1
|x| (A.8)

ここで，相反定理 (Reciprocal ttheorem)

G(x,y, t − τ) = G(y,x, t − τ) (A.9)

を利用して，音源位置と観測点を入れ替える．式 (A.7)と式 (A.8)により，自由空間のGreen

関数G0は次のように近似できる．

G0(y,x, t − τ) = 1
4π|x|δ

(
t − τ − |x|

c0

)
(A.10)
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流れ場に存在する物体の影響を表すGreen関数G′(y,x, t − τ)は，観測点が物体から十分離

れている場合には物体の影響は微小であるとみなせるため，物体の周りの速度ポテンシャ

ルを用いて表すことができる．

G′(y,x, t − τ) = x · Y
4πc0|x|2

∂

∂t
δ

(
t − τ − |x|

c0

)
(A.11)

ここで，KirchhoffベクトルY は，y方向に単位速度を持ち，物体の境界面 S 上で

∂Yi(y)
∂n

= 0 (A.12)

を満たす速度ポテンシャルで，∇2Yi = 0の解である．したがって，Green関数 (A.5)は，式

(A.10)と式 (A.11)を足すことにより，次のように得られる．

G(y,x, t − τ) = 1
4π|x|δ

(
t − τ − |x|

c0

)
+

x · Y
4πc0|x|2

∂

∂t
δ

(
t − τ − |x|

c0

)
(A.13)

Kirchhoffベクトル Y を求めることにより，式 (A.13)のコンパクトGreen関数を計算する

ことができる [10]．



付録 B

Acoustic analogy

B.1 空力音響学の基礎方程式

圧縮性の連続の式とNavier-Stokes式を用いて Lighthill方程式を導く [1]．

∂ρ

∂t
+
∂(ρu j)
∂x j

= 0, (B.1)

∂(ρui)
∂t
+
∂

∂x j
(ρuiu j) +

∂p
∂xi
=
∂σi j

∂x j
. (B.2)

ここで, σi jは

σi j = 2µ
(
S i j −

1
3
δi jS kk

)
(B.3)

であり，S i jは変形速度テンソルである．

87



88 付録 B Acoustic analogy

式 (B.2)の両辺の発散をとると，

∂2(ρui)
∂t∂xi

+
∂2

∂xi∂x j
(ρuiu j) +

∂2 p
∂xi∂xi

=
∂2σi j

∂xi∂x j
(B.4)

となる．連続の式 (B.1)を時間微分し，式 (B.4)を引いた式の両辺に −c2
0
∂2ρ

∂xi∂xi
を加えると，

次式が得られる．

∂2ρ

∂t2 − c2
0
∂2ρ

∂xi∂xi
=
∂2

∂xi∂x j

[
ρuiu j + δi j(p − c2

0ρ) − σi j

]
. (B.5)

右辺に現れる

Ti j = ρuiu j + δi j(p − c2
0ρ) − σi j (B.6)

は Lighthillの応力テンソルであり，式 (B.5)は Lighthill方程式と呼ばれ，空力音響学の基

礎式となる．Lighthill方程式は，右辺を音源とする非同次波動方程式であり，流れ場の音

源 ∂2Ti j

∂xi x j
により発生する音波の伝播を表す．

B.2 Lighthill−Curle式

Curle[6]は，流れ場に静止した固体面 S がある場合の Lighthill式 (B.5) の解を導いた．

Lighthill−Curle式は以下のような手順で導かれる [10].

固体面 S の内 ·外側の領域で定義される関数 f (x)により決定されるHeaviside関数

H( f ) =


1 ( f (x) > 0 : outside of S)

0 ( f (x) ≤ 0 : within S)
(B.7)

を用いる．
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連続の式 (B.1)および，式 (B.2)の両辺に ∂
∂xi

(c2
0ρ)を加えた以下の式

∂(ρui)
∂t
+
∂

∂xi
(c2

0ρ) = −
∂Ti j

∂x j
(B.8)

の両辺に式 (B.7)のHeaviside関数をかけると，

∂

∂t
(ρuiH) +

∂

∂xi
(c2

0ρH) = − ∂
∂x j

(Ti jH) + c2
0ρ
∂H
∂xi
+ Ti j

∂H
∂x j

= − ∂
∂x j

(Ti jH) +
(
ρuiu j + p′i j

) ∂H
∂x j

(B.9)

および

∂

∂t
(ρH) +

∂

∂xi
(ρuiH) = ρui

∂H
∂xi

(B.10)

となる．ここで，p′i jは

p′i j = δi j p − σi j (B.11)

である．式 (B.10)を時間微分した式から式 (B.9)の発散をとった式を引くと，以下のよう

な微分形の Lighthill−Curle式が得られる．

(
1
c2

0

∂2

∂t2 − ∇
2
)

(c2
0ρH) =

∂2

∂xi∂x j
(HTi j) −

∂

∂xi

[
(ρuiu j + p′i j)

∂H
∂x j

]
+
∂

∂t

(
ρu j
∂H
∂x j

)
. (B.12)

固体面が剛体であり，静止している場合，式 (B.12)の一般解は自由空間のGreen関数 (式

(A.4))を用いると

c2
0ρH =

∂2

∂xi∂x j

∫
V

Ti j(y, t − |x − y|/c0)
4π|x − y| d3y − ∂

∂xi

∫
S

p′i j(y, t − |x − y|/c0)n j

|x − y| dS (B.13)
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のように求められる．遠方場において，c2
0ρ(x, t) = p(x, t)，H( f ) = 1となり，コンパクト

音源 (点音源 y = 0)を仮定すると，式 (B.13)は

p(x, t) ≈ xi

4πc0|x|2
∂

∂t

∫
S

p′i jn j

(
y, t − |x|

c0

)
dS (B.14)

と近似される．

B.3 Powellの音源モデル

Powellは，Lighthill式の音源項を書き換え，渦の音源としての役割について議論した [9]．

式 (B.5)の Lighthill式において，∇ · u = 0を満たし，

(u · ∇)u = ∇
(
1
2

u2
)
+ (ω × u) (B.15)

の関係を用いると，式 (B.5)は以下のように書き換えることができる．

∂2ρ

∂t2 − c2
0
∂2ρ

∂xi∂xi
= ρ0∇ · (ω × u) + ∇2

(
1
2

u2
)

(B.16)

式 (B.16)の右辺の第 2項は，M ≪ 1，Re ≫ 1の場合には微小な値を持つため無視できる．

したがって，式 (B.16)は

∂2ρ

∂t2 − c2
0
∂2ρ

∂xi∂xi
= ρ0∇ · (ω × u) (B.17)

のようになり，式 (B.17)は Powellの音源項と呼ばれている．

Howe[64]は，Powellにより提唱された渦音理論を発展させ，Lighthillの音響理論を全エ

ンタルピー Bを用いた形式に書き直した.
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