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Introduction

C’est le deuxiéme mémoire des recherches sur les fonctions entiéres qui se
réduisent a certains polynomes. Dans le premier mémoire [7], on a traité des
fonctions entiéres de deux variables, de la classe (A4) et de type (0, 2), et ona vu
qu’une fonction entiére satisfaisant aux conditions (B, ,)V, m et n étant entiers
positifs, peut étre amenée par un automorphisme analytique de C? au polynome
x"y™ ou bien a celui de la forme x"(x'y+P,_y(x))" (=1, P,-(0)=0), ou P,_,(x)
est un polynome en x de degré </—1. En outre, on a annoncé sans démonstra-
tion le fait que toute fonction entiere f de la classe (4) et de type (0, 2) peut se
mettre sous la forme f=Fo f, ou F est une fonction entiére d’une variable et f,
est une fonction entiére de deux variables qui satisfait aux conditions (B, ,,) pour
certains entiers positifs z et m.

Apres que le premier mémoire fut publié, de nombreuses recherches sur les
fonctions entiéres de deux variables ont été faites par Nishino?, Suzuki [8] et
Yamaguchi [9]. Surtout, Nishino(V) a indiqué que toute fonction entiére de la
classe (A) sc réduit a un polynome. Dans ces recherches, les problémes qui
avaient été laissés sans démonstration dans le premier mémoire ont été résolus
presque tous sous certaines conditions plus générales. Il ne nous reste qu’a
montrer un théoréme que nous établirons dans la section 3 pour les fonctions
entiéres de la classe (4) et de type (0, n).

Le mémoire actuel sera donc consacré principalement aux recherches sur les
fonctions entiéres de deux variables de la classe (4) et de type (0, 3). Le but est
aussi la détermination des formes explicites de telles fonctions. Pour cela, il
s’agira, comme dans le mémoire précédent, de former pour une fonction en
question une fonction adjointe distinguée qui nous conduira a la solution du
probléme.

Ie mémoire consiste en six sections. Dans la section 1, on rappellera
quelques résultats déja connus dont nous aurons besoin dans la suite. On

1) Voir [7] 229-300, 315.
2) Voir [5]; (I1I), (1V).
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posera, dans la section 2, le probléme principal. On donne d’abord une table
de tous les types qui sc déduisent de la formule de Suzuki [8]. On mettra sur
chaque type une marque d’existence ou d’inexistence. Dans la section 3,
on traitera en général des fonctions entiéres de la classe (A4) et de type (0, »).
Dans la section 4, on trouvera les fonctions adjointes et étudiera leurs propriétés.
Dans la section 5, on montrera que les types a marque d’inexistence dans la table
qui n’existent pas en réalité, ce qui est notre probléme central. Dans la derniére
section, on indiquera toutes les formes explicites des fonctions en question.

1. Préliminaires. Commencons par rappeler quelques notions et résultats
déja connus.

1° Soit f une fonction holomorphe sur une variété analytique complexe M a
deux dimensions complexes. Pour une valeur complexe «, S, désigne la surface
analytique donnée par f—a=0 dans M. Chaque composante irréductible de .S,
dans M s’appelle surface premiére de f avec la valeur «. Elle est dite d’ordre v si
f—a s’annule en elle avec 'ordre v. Une surface irréductible dans M est dite
algébrique de type (g, n) si sa normalisée est analytiquement homéomorphe i la
surface obtenue a partir d’une surface de Riemann compacte de genre g par
I’exception d’un nombre fini # de points.
Le théoréme suivant est du a Nishino(IV) et a Yamaguchi [10].

Théoreme 1. Soit f une fonction holomorphe sur une variété de Stein M,
connexe et @ deux dimensions complexes et soit F, la famille des surfaces premiéres
algébriques de f.  Supposons que F, est de capacité positive, c’est-a-dire que I'ensemble
des valeurs prises par f sur les surfaces appartenant a F, est de capacité logarithmique
>0. Alors, toute surface premiére de f est algébrique. De plus, toutes les surfaces
premiéres de f sauf celles qui appartient a une famille de capacité nulle ont méme
type (g, 7).

Ce théoréme nous permet de dire qu’une telle fonction est de la classe (A)
et de type (g, n).

2° Considérons, dans ce n°, le cas ou M est tout ’espace C%. Une fonction
entiére f non constante est dite primitive si 'on ne peut jamais se mettre f sous la
forme f=®og, ou g est une fonction entiére de deux variables et @ est une fonc-
tion enti¢re d’une variable qui n’est pas linéaire. Alors, toute fonction entiére f
peut se mettre sous la forme f=Fof;, ou f, est une fonction entiére primitive et
F est une fonction entiére d’une variable. Cette fonction f, est déterminée uni-
quement pour f a une constante additive et un facteur constant pres.
D’aprés Nishino(IV) et Suzuki [8], on a le

Théoreme 2. Soit f une fonction entiére primitive de la classe (A). Alors,
pour toute valeur complexe o sauf un numbre fini d’elles, S, est irréductible, non
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singuliére, d’ordre un et de méme type (g, n). Pour une valeur exceptée 3, Sp consiste
en un nombre fini de surfaces premiéres qui sont conjuguées deux a deux.

Les valeurs exceptées sont dites valeurs critiques de f et, pour toute valeur
critique B de f, Sp est dite surface critique de f. On dit qu’une fonction entiére f
se réduit a un polynome si f peut mettre sous la forme f=FoPo®, ou F est une
fonction entiére d’une variable, P est un polynome de deux variables et @ est
un automorphisme analytique dc C? Alors, on peut énoncer un théoréme de
Nishino (V).

Théoreme 3. Toute fonction entiére de deux variables, de la classe (A) se
réduit a un polynome.

3° Soit D un domaine multivalent étalé au-dessus d’un domaine produit AXC
ol A: |z|<petC: |w|<co, dans I'espace de deux variables complexes = et w.
Notons D(«) la fibre dans D qui se trouve au-dessus de la droite complexe z=qa.
Supposons que pour tout z dans A, D(z) est irréductible et qu’il y a un feuillet
de D qui contient une partie univalente étalée au-dessus d’un voisinage de la
droite complexe w=0 dans (4, C). Alors, d’aprés Yamaguchi [11], on a le

Théoreme 4. Supposons que toute fibre D(2) est parabolique et de genre O et
que D est une variété de Stein. Alors, il existe une fonction méromorphe @z, w)
sur D, sans point d’indétermination, telle que la transformation définie par ' =z, w’
=@z, w) transforme D biholomorphiquement sur un domaine univalent dans le
domaine donné par |2'| <p, |w'| <oo.

4°  Soit M une variété analytique complexe compacte a deux dimensions. S’il
y a une application biholomorphe { de C sur une partie de M, la paire (M, )
s’appelle compactification de C*. Considérons en outre une fonction entiére f.
Une compactification (M, §) de C* est dite propre par rapport a f si A=M—E(C?)
est une surface analytique a une dimension dans 3 et si la fonction donnée par
f+¢7! dans M’={(C?) peut se prolonger en une fonction méromorphe f dans
toute M.
Nishino (V) a établi le

Théoréeme 5. Pour une fonction entiére f de la classe (A), on peut former une
compactification de C* propre par rapport a f pourvu que f soit primitive.

A ce moment, on peut supposer sans restreindre la généralité que f n’admet
aucun point d’indétermination. Cela pos¢, f donne une projection analytique de
M sur la sphére de Riemann P d’une variable 3. Soient (=1, -+, g) les
valeurs critiques de f et posons A=P.— {a,, -, at, }. Alors, on peut former
M de maniére que f‘l(A) soit localement trivial en tant qu’espace fibré topologique.
Quant aux groupes d’homologie, en vertu du fait que M —A est homéomorphe a
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C?, on obtient facilement les formules

(4)  H{A)=HM) j=0,1,2
et
@) H(4)=0,

ou H(*) désigne le groupe d’homologie a coefficients entiers de . Par suite,

chaque composante irréductible de 4 est rationnelle. De plus, en effectuant une

déformation convenable, on peut supposer, que les composantes irréductibles de

A4 satisfont aux conditions (B) suivantes;

1) Chacune d’elles est non singuliére.

2) Si deux d’elles se rencontrent, elles s’intersectent transversalement en un
seul point.

3) Trois d’elles n’ont pas de point commun.

4) Si “self-intersection number” d’une d’elles est —1, elle intersectc au moins
trois autres.

Sous ces hypothéeses, Ramanujam [6] et Morrow [3] ont déterminé toutes les
possibilités de 4. Dans les diagrammes suivants das 4 Ramanjum et 4 Morrow,
chaque petit cercle représente une courbe non singuliére rationnelle, chaque
ligne représente un point d’intersection, et le nombre attaché a chaque cercle
est son “self-intersection number”’.

a) ©
@) 3
b) o—o n+—1 r>0,5s>0
(b) o (1) =0
[ <2
m;<--2
(¢) o——--—o o o ——— o
4 l, n 0 —n—1 m, m,

PEEIR . . . A
5° Enfin, on considére ‘“‘one-point-compactification” C? de C?. Pour un en-

semble quelconque E de C? on désigne par E la fermeture de E dans C%. Pour
une fonction enti¢re f dc la classe (A) et de type (g, n), supposée primitive, et
pour chaque valeur critique «, de f (=1, ---, g), prenons un domaine 2}, donné
par | f—a,| <p, ou p est un nombre ré¢el positif suffisamment petit pour que I'on
ait 23, N2, =¢ quels que soient i 4. Posons

b; = rang H,(S,,‘) ,
d, = 2g-+4n—1-b,,
a, = rang HZ(SAa,‘.)—l .
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Alors, d’aprés Suzuki [8], on a le
Théoreme 6. On a les formules (C):
dWdi+a) = 2g+n—1

rang H,(3)) = b;—a;
Hz(Ei) =0 (= L, q).

2. Probleme. Dans cette section, bornons-nous au cas ou la fonction
envisagée f est une fonction entiére primitive de deux variables, de la classe (4)
de type (0, 3). Dans ce cas, la premiére formule du théoréme 6 se réduit a

()  2=2Natd).

11 s’ensuit que f admet au plus deux valeurs critiques et qu’il ne se présente que
six cas suivants:

a =2, d =0;
a=1d =1;
a1:09d1:2;

a,=1,d=0,a,=1,d,=0;
a,=0,d=1,a=1,d,=0;
a,=0,d=14a=0,d=1.

On peut supposer sans restreindre la généralité que, si f a une seule valeur critique,
celle-ci est O et, si f en a deux, elles sont 0 et 1. On désigne les composantes
irréductibles de chaque surface critique S, (=0 ou 1) de f par S’ et les ordres
de S et ceux de S% par n/ et m* respectivement. Alors, dans chacun des cas
précédents, une étude directe de la topologie de 'adhérence dans C? de la réunion
des surfaces critiques détermine les possibilités des types de leurs composantes
irréductibles et des nombres de points d’intersection entre ces composantes. Il
se présente 25 types, qu’on voit dans la table (D). Mais, quelques-uns d’entre eux
n’existent pas en réalité. Dans la colonne I de la table, on trouve le nombre des
valeurs critiques de f; dans II le nombre des composantes irréductibles de ses
surfaces critiques; dans III les types de ces composantcs et la relation d’inter-
section entre elles: ( , )—( , )et( , )=( , ) signifient que les com-
posantes des deux cotés s’intersectent en un seul point et en deux points, re-
spectivement. Les marques () et X désignent respectivement l’existence et
I'inexistence du type qui la porte.

Notre probléme de ce mémoire est de savoir qu’il n’existe pas en realité de
fonctions de types portant la marque X dans la table et de déterminer une
forme explicite de la fonction pour chaque type portant la marque O.
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table (D)
No 1 I HI existence
SY 52 S3
(n 1 ©, 1) ©,1)  ©3 O oi m—1
(2 1 ©, 1) ©, 1) ©,2) O oi -1
(3 1 O OD— @01 O ou m-1
(4 1 l ©,1)——OCD—— 1 «
(5) 1 3 01 ©, 2) ©2 O o lwgprlon
( 6) 1 ©, 1) ©, 1) ©,2) O ou (m,n)=1
7 1 ©, 1) ©, 1) ©, 1
S} s3
(8 to ©, 1) ©,2 O ou m -1
(9 /2 00 ©, 1)
Sy
(10) 1 1 ©, 1)
S S? S} St
(11 2 0.0 0.3 01 0.3 O oi mom-1
(12) 2 0,1 0,3  (0,1)—(0,2) O o m-m=1
(13) 2 0, 1) (0.3) (0, )=(0, 1)
(14) 2 ©,1) 0,3 (0,2 (0,2 O ot m -m-1
e 2 22 (0,1)—0,2 0 1)—(©0,2) o ou m m 1
(16) 2 0, 1)—(0,2) (0, 1)==(0, 1)
(17) 2 0, 1)—@©0,2) (0,2 0,2 O ob n m-1
(18) 2 0, 1)=(0,1) (0, 1)==(0, 1)
(19) 2 (0, 1)==(0, 1) 0,2) (0,2
(20) 2 0,2 0,2 (0,2 (2
S} sy S
1) 2 ©,2) 1 ©3 O ou m om 1
(22) 2 ©,2) 0, 1D--©0,2 O ou m mm -1
(23) 2 192 ©,2) 0, 1)==(0, 1)
(24) 'l ©,2) 0,2) (0,2
SY S
(25) 2 111 ©, 2) ©, 2)
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3. Fonctions entiéres de type (0, n)

1° Avant d’aborder notre probléme, on va traiter généralement les fonctions
entiéres de type (0, #). Soit f une fonction entiére primitive, de la classe (4)
et de type (0, n). D’abord, on voit le

Lemme 1. Soit o une valeur critique de f et soient S, S?, --- les composantes
trréductibles de la surface critique S,: f=a. Elles possédent les propriétés survantes:

(1) Toute S‘ est de genre O et non singulicre.

(2) St deux d’elles se rencontrent, elles s’intersectent transversalement en un
seul point.

(3) S'NS’'NS*=¢ pour trois indices distincts.

(4) 1l n’y a aucune chaine circulaire d’entre elles S'1, --- S (m>3) telle que
Pon ait SN S'k+1=¢ (k=1, -, m—1) et SN S'1=4¢.

(5) Sin>3etsi S'—(U;w(S'NSY) est de type (0, n), alors Pordre de f en
St est 1.

Ces propriétés découlent immédiatement des investigations topologiques: Si
elles ne possédent pas toutes les propriétés (1)~(4), le genre d’une surface non
critique S,; f==2 voisine de S, deverait étre plus grand que 0; si elles ne possé-
dent pas (5), S, serait de genre >0 ou bien .S, aurait plus de # points frontiéres.
2°  Considérons maintenant une compactification (M, §) de C? propre par rapport
a f et conservons les notations du 4° de la section 1. Le prolongement f de f,
n’ayant aucun point d’indétermination, f est une application holomorphe de M
sur P}. Pour tout o= P;, désignons par C, la fibre f“(a). Décomposons A=

M—E(C?) en ses composantes irréductibles 4=( f_} T',)U (U 4;), ou T sont celles

qui ne sont contenues dans aucune fibre C, et 4, sont les autres. En effectuant
une modification si nécessaire, on peut supposer qu'aucune des A4; n’est excep-
tionnelle¥. D’aprés H\(4)=0, on verra immédiatement le

Lemme 2. Toute T'; est simplement connexe et intersecte C., en un seul point.
Pour i=j, T', et T', ne s’intersectent pas ou bien ne s’intersectent que sur C...

Comme, pour toute valeur 2 non critique, la fibre C, est irréductible, non
singuliére et de genre 0, on voit, pour la méme raison que dans le lemme 1, que
les composantes irréductibles de la fibre C, pour une valeur non réguliére o de f
possédent les propriétés (1)~(4) du lemme 1. De plus, on aura le

Lemme 3. Pour a € P;, C, est une fibre réguliére, pourvu que C, ne contienne
pas de surface exceptionnelle.

3) Une courbe irréductible C dans M est dite exceptionnelle (de premiére espéce) si C est une
courbe rationnelle non singuliére avec C?=—1.
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En effet, posons C,,-—-Z_i,‘ n.0. en tant que diviseur, ou . sont les composantes
de C, et n, sont les ordres de zéro de f—a en 6,. Si /=1, on peut voir facile-
ment que 7,=1, ce qui montre C, est réguliére. Supposons /> 1, pour le réduire
al’absurde. Pour une valeur réguli¢re 2, le nombre d’intersection (C,-6,) s’annule
pour »=1, ---, [ puisque 'on a C,Nf8.=¢. C, étant linéairement équivalente a
C,, ona (C,-0.)=0. D’ou, il vient 7,(2)+ > 7.(0.+60.)=0. Donc, on a (82)<

=%
—2, puisque X} 7,(0.-6,)>0 et que (62)3—1. D’autre part, d’apres la formule
By

due a Kodaira'?, —12—((C§)—|—(K <C))+1=7'(C,)=0, ou K est le diviseur cano-
nique de M et z/(*) est le genre virtuel de *. D’ot, on a K:C,=K-Cy=—2.
Par suite, en vertu de la méme formule, on en déduit

—2=(K-C,) = 2n(K-0,) = Zn(—2—(6Y)) -
Ceci est impossible puisque (82) < —2, ce qui montre le lemme 3.

Aucune composante de U 4, n’étant exceptionnelle par hypothése, on a le

Corollaire. C.. est une fibre réguliére.

Soient a,, -*+, at, les valeurs critiques de f. Alors, entre le nombre p des T,
et les nombres a;=rang H,(S,,)—1, introduits dans le 5° de la section 1, on a la
relation suivante:

Lemme 4. p=>_a;+1.

En effet, soient @/ (1=1, ---, g) les nombres des composantes irréductibles de
C,,, D’apres le lemme 3, on peut ramener M, par certains processus inverses de
Hopf convenables, itérés a,’—1 fois pour chaque 7, a un espace fibré régulier M/*
dont la base et la fibre sont biholomorphes a la sphére de Riemann. Un tel
espace fibré M* est une “rational ruled surface”. D’aprés Nagata [4] et le fait
que un processus de Hopf augmente le rang du groupe d’homologie de dimen-
sion 2 de 1, on voit que rang Hy(M*)=rang Hy(P, X P,)=2 et que rang H,(M*)

=rang HZ(ZW)——Zq (a/—1). D’autre part, on a

q
rang Hy(4) = p—}—l—}—g (a—a;—1).
L’isomorphisme Hy(A)==H,(M) entraine la relation voulue du lemme.

Chaque T'; considérée comme surface de Riemann étaléc au-dessus de P},
soit k; le nombre des feuillets de T",. Quant aux nombres d;, définis 4 la fin de
la section 1, en combinant ce lemme et la formule (C), on obtient les corollaires.

Corollaire 1. On a Pégalité
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3d =3 (k—1).

=1 i=1

Corollaire 2. Chacun des nombres d, est égal & la somme de tous les ordres de
ramification de T'; (j=1, ---, p) aux points qui se trouvent au-dessus de c;.

Quant aux surfaces I",, on a le
Lemme 5. T, n’a aucun point singulier dans M—C...

En effet, si 'on a k,=1, il n’y a rien a dire puisque T; est une section an-
alytique sur P;. Supposons donc que I'on a k;,>1 et T'; admet un point singulier
e dans M—C... Alors, a:—-f(e) est une valeur critique de f. De plus, du lemme
2, T, est irréductible en e et les autres T'; (1= j) ne passent pas par e. En faisant
par processus de Hopf la réduction de singularité de T'; en e, on obtient une
nouvelle variété M’ avec une application analytique £ de M’ sur M telle qu’a
M—E~Y(e) corresponde biholomorphiquement M—e. A ce moment, on peut
supposer que £7Y(e)=3] T, satisfait aux conditions 1), 2) et 3) de (B) dans la
section 1. Soit T, la courbe insérée par le processus final de la réduction et soit
T/ la courbe dans M’ correspondant a T';. Alors, T', intersecte transversalement
T, en un seul point ¢ mais on a I'/ N T,=¢ (j=*v). De plus, T, intersecte au
moins deux de {T;} (j=1, ---, v—1) et on a évidemment (7T2)=—1 et (TH<
—2(j=1, -, v—1).

Maintenant, on pose 4’=£"(A4) et on fait encore la réduction de tous les
points singuliers de 4’. On peut supposer ici que la nouvelle surface analytique
A" satisfait aux conditions 1), 2), 3) et 4) de (B). Envisageons ici le diagramme
de 4”. Posons A=T",U A4’ Dans le cas oii e A4° on peut voir facilement que
le diagramme de A" n’cst pas linéaire ou bien posséde une partie de la forme

(*) o O O~ o -——=—0
-\, -\ A — Nst1 LY

ouA>0, A, >2 (j=1, -+, s+1) et s>0, £>0. Ceci est en contradiction avec les
résultats de Ramanujam et de Morrow.

En suite, supposons que 'on a e 4°. Soit A* une composante connexe de
ANC, quicontient e et on a I", N A*=e. D’aprées H(4)=0,ona I',NA*=¢
(j=1). En raisonnant comme dans le lemme 3, pour chaque composante irréduc-
tible A% de A*, ona (4¥)<—2. D’ou, on peut aussi conclure que le diagramme
de A" a méme caractére que celui du cas précédent, contrairement aux résultats
de Ramanujam et de Morrow. Le lemme a été donc démontré.

On remarque ici que les lemmes 2 et 5 sont valables pour toute fonction
entiére primitive de la classe (4) et de type arbitraire.
3° D’aprés ce que I'on a vu jusqu’ici, nous allons montrer le théoréme suivant
qui est le but principal de cette section: Soit f une fonction entiére de la classe
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(A) et de type (0, n).

Théoreme A. Si, pour toute valeur complexe o, la surface S, définie par
f=a est irréducible, alors f doit étre de type (0, 1).

En effet, par hypothése, toute S, est non singuliére et 'ordre un et, du lemme
4, 0n a p=1. Par suite, si ’on a, de plus, g=1, le théoréme se réduit a celui qui
a été obtenu par Suzuki. On suppose donc ¢>1. Ceci posé, on a évidemment
n>3. Considérons une compactification (M, £) de C? propre par rapport 2 f.
En vertu du théoréme de Yamaguchi, on peut la former de maniére que A=M
—&(€C? consiste justement en deux composantes irréductibles I" et C.., I" étant
celle qui s’étale au-dessus de P! et C., étant la fibre de M au-dessus du point a
I'infini de P}. Alors, C.. est non singuliére et rationnelle. Ona (C.5)=0. T
est aussi rationnelle et n’a pas de point singulier en dehors de C.. De plus,
I'N C.. consiste en un seul point e.., qui peut étre un seul point singulier de T'.

Maintenant, effectuons v fois de processus de Hopf au point e.. de maniére
que la nouvelle surface analytique A’, qui est 'image inverse 4 par cette modi-
fication, satisfasse aux conditions 1), 2) et 3) de (B). Soient I" et C..” les com-
posantes irréductibles de A’ auxquelles correspondent T" et C.. respectivement.
Voyons d’une fagon plus précise la structure de A’. Pour cela, prenons un
systéme de coordonnées locales (2, 2,) au voisinage de e.., ou on peut prendre
z=1/f. Soit @.. une fonction holomorphe qui définit 4 au voisinage de e.. et
qui se développe en série de la forme

P = (@3 +bz)"+--),

ou (a, b)=+(0, 0), m>0 et les termes non écrits sont de degré>m. On discerne
ensuite les trois cas suivants:

(1) Dans le cas ol e.. n’est pas un point singulier de T', on peut supposer que
@ est de la forme

P == 2y(2 2"+ 12" )

D’ou, on voit facilement que le diagramme de A’ est

—-n
O O seersennsae o0
N —1 —2 -2 -2 -2

n—1  composantes

ou A=(I"?) et n>>3. Ceci contredit les résultats de Ramanujam et de Morrow.
(2) Dans le cas ot e.. est un point singulier de T" et b=0, on verra aussitot que
la situation est la méme que dans le lemme 5 puisque 'on a (CL)< —2, ce qui
est aussi en contradiction avec les résultats de Ramanujam et de Morrow.

(3) Le cas ou e.. est un point singulier de I" et =0 se raméne a un des deux
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cas précédents. En effet, en train de la modification, on arrive a une situation
intermédiaire, ou I'image inverse 4* de A4 posséde la structure suivante: A* se
décompose en ses composantes irréductibles A*=T*U THU .- UT¥U C*, T* et
C* ¢tant les courbes correspondant a T et a C.. respectivement; 75U .- U TF U
C% satisfait aux conditions 1), 2), 3) de (B) et son diagramme est

T# TY Cc
O Q) s sessesn. O >
-1 -2 —2 -2 -1

T'* ne rencontre celles-ci qu’en un point e* de T% qui n’appartient pas a T§_;;
T'* et T% ont le méme tangent en e*. A partir de cette situation, en réduisant
successivement C*, T¥, .-, T _, a un point par processus de Hopf inverses, on
aboutit au cas (1) ou bien au cas (2), ce qui compléte la démonstration du
théoréme.

4. Fonctions adjointes. Comme on a vu dans le premier mémoire,
I'idée fondamentale pour étudier les fonctions entiéres f de type (0, 2) est de trouver
une fonction qui posséde des propriétés plus simples que f et qui nous améne a
la détermination explicite de f. Cette idée est aussi valable pour le cas de type (0,
3). Dans cette section, nous nous proposons donc de construire une fonction
adjointe distinguée a f pour chaque type. Une fois que 'on trouve une telle
fonction, on peut déterminer la forme explicite de f comme on le verra plus tard.

Soit donnée une fonction entiére primitive f, de la classe (4) et de type
(0, 3), et conservons les notations dans les sections 2 et 3. D’aprés la formule
due a Suzuki, nous avons exposé dans la table les possibilités de la structure
des surfaces critiques de f. Lelemme 1 etle Théoréme A de la section précédente
montrent immédiatement qu’aucun des types (4), (7), (10), (13), (16), (18), (19),
(23) ni (25) n’existe en realit¢. De plus, on verra dans la section suivante qu'’il
n’existe aucun des types (9), (20) et (24). Dans la section actuelle, nous nous
bornons aux types différents de ces premiers neuf types inexistants.

Quant aux ordres de f en les surfaces premiéres critiques, on a d’aprés
I'énonceé 5) du lemme 1 les égalités suivantes:

ny=1 pour les types (1), (2), (3);

n, = m, = 1 pour les types (11), (12), (15);
n, =1 pour les types (14), (17);
my=1 pour les types (21), (22) .

Soit D la partie de C? obtenue par I'exception de toutes les surfaces critiques
de f. D’aprés le théoréme 4 de Yamaguchi, on peut trouver, pour toute valeur
ordinaire de f, un domaine 3 C D défini par | f—a|{ p, p > 0 étant assez petit, et
une fonction holomorphe @ dans 37 de telle maniére que toute surface ordinaire
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Sp: f=p de f dans 3 soit transformée par @ biholomorphiquement sur le do-
maine C— {0, 1}. Cette fonction @ peut se prolonger analytiquement sans
g'arréter dans D. Désignons par ¢ la fonction prolongée a partir de @ autant
que possible dans D. @ peut étre uniforme ou multiforme.

Considérons une compactification (M, &) de C?, propre par rapporta f. Les
notations étant celles de la section précédente, en vertu du lemme 4, on a p=3
pour les types (1), (2), (3), (5), (6), (11), (12), (14), (15), (17) et (20). Ceci signifie
que les surfaces T, (=1, 2, 3) sont des sections analytiques globales de M au-
dessus de P}, ce qui montre que, pour ces types, § est uniforme et méromorphe
dans tout C2.  Pour les autres types (8), (9), (21), (22) et (24), on a p=2. Ily
a alors deux surfaces T; (i=1, 2), 'une, soit T';, est une section analytique de M
au-dessus de P} et l'autre, soit T, est topologiquement équivalente a la surface
de Riemann de la fonction %2, d’aprés le corollaire 2 au lemme 4. @ est donc
biforme dans tout C? et son domaine d’existence R coincide évidemment avec
celui de la fonction f¥2, Drailleurs, ¢ n’admet pas d’autres singularités que des
poles sur R.

On va étudier d’abord quelques propriétés générales de @.

Propriété 1. Prenons, pour une surface critique S; de f (i=0 ou 1), un domaine
>3 donné par | f—i| <p(0<p<1) et supposons que chacune des branches de P sott
uniforme dans >\;. Alors, elle n’est pas constante sur une composante irréductible
S/ de S; si et seulement si la partie S; de S, obtenue par Pexception des points
singuliers de S; est de type (0, 3). S’il en est ainsi, la branche de § se réduit sur
chaque composante irréductible de S; différente de S, a ume constante égale a quel-
qu'une des valeurs 0, 1 et oo,

En effet, si S/ est de type (0, 3), 'ordre de f en S/ est 1 d’aprés 5) du lemme
1. Donc, 3/ satisfait aux conditions du théoréme 4, ce qui nous permet de
prendre une fonction @, donnée dans ce théoréme. Alors, la restriction de @ a
S/ n’est pas autre chose que la transformée par une homographie de la restriction
de @, 2 S/ et par suite elle n’est pas constante. Inversement, si elle n’est pas
constante, il est évident que S/ ne peut étre ni de type (0, 1) ni de type (0, 2).
La seconde assertion est aussi bien évidente.

Propriété 2.  Supposons que P est uniforme dans tout C*. Alors, ¢ prend au
moins deux valeurs constantes parmi 0, 1 et oo sur les composantes irréductibles des
surfaces critiques de f.

Car, @ ne prend aucune des valeurs 0, 1 et co dans D et, pour toute valeur
complexe a (#0, 1, o), la surface analytique donnée par $—a=0 dans D est
irréductible.

Maintenant, supposons qu’une surface critique S, de f consiste en deux
composantes irréductibles de type (0, 2) telles que I'on ait S;NS?=¢. Alors,
d;=0. D’apres le corollaire 2 au lemme 4, chacune des branches de @ est uni-
forme dans le domaine 33;; |f—a;|<p (0<p<1). Par suite, la propriété 1
montre que @ est constante sur chacune des S! et S?. De plus, on a la
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Propriété 3. Chaque branche de @ prend sur S} et sur S deux valeurs diff érentes
Pune de I’autre, parmi 0, 1 et oo.

En effet, soient a et b les valeurs de @ sur S! et sur S? respectivement et
supposons, pour le réduire a ’'absurde, qu’elles sont différentes, par exemple, de
0 et de o a la fois. En général, on a I'égalite

SSH(w—"‘—l)lwdz/\dw = —477,

(z—1)w
ou H est le 2-cycle donné par |z—1| :% p, |w] :,,; et muni de l'orientation ha-
bituelle, et /, (j=1, 2) sont des nombres entiers positifs tels que la fonction
D =(Pp—a)'(p—b)"2/(f—1i)P soit holomorphe dans 33,. Or, en vertu de la relation

Hy(23)=0 due a Suzuki, on a Pégalite SS @ df Adp=0, ou H* est I'image
H*

inverse de H par la transformation donnée par s=f, w=¢. C’est I'absurde, ce
qui démontre ’énoncé.

Lorsque @ ne prend pas toutes les valeurs 0, 1 et o dans C?% on peut
supposer, en faisant une transformation linéaire rationnelle de @ qui permute
0, 1 et oo, que @ est une fonction entiére.

A) Cas ou @ est uniforme.

a) Types (1), (2) et (3). Pour ces types, f admet une seule valeur critique 0 et
sa surface critique S, consiste en trois composantes irréductibles. De plus,
S3—{S5N S5, S§NSE} est de type (0, 3). D’aprés les propriétés 1 et 2, @ n’est
pas constante sur S5 et prend sur S} et sur S§ deux valeurs constantes, distinctes
'une de 'autre, parmi 0, 1 et eo. On peut donc supposer que @ est holomorphe
dans tout C? et prend la valeur 0 sur S} et la valeur 1 sur S§, en faisant si
nécessaire 4 @ une transformation linéaire rationnelle qui permute 0, 1 et oo.
On désigne par ¢ la fonction @ ainsi normalisée et on I'appelle fonction adjointe
distinguée a f. Alors, on observe facilement que

La fonction adjointe ¢ a f est primitive, de la classe (A) et de type (0, 1).

b) Types (11), (12) et (15). Pour ces types, f admet deux valeurs critiques 0
et 1. Ses surfaces critiques S, et S, consistent respectivement en deux compo-
santes irréductibles S§(i=1, 2) et Si(i=1,2). De plus, S§—(S5N.Ss) et Si—
(SiN.S1) sont de type (0, 3) toutes deux. Donc, comme précédemment, on peut
supposer que @ est holomorphe dans tout C? et prend la valeur 0 sur S; et la
valeur 1 sur Si. On la désigne aussi par @ comme fonction adjointe distinguée
a f. Alors, on voit que

La fonction adjointe ¢ a f est primitive, de la classe (A4) et de type (0, 1).

c) Types (5) et (6). Pour ces types, f admet une seule valeur critique 0 et sa
surface critique .S, consiste en trois composantes irréductibles S}, S§ et S;. En
vertu des propriétés 1 et 2, @ se réduit a une constante sur chaque Sj et prend
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sur elles au moins deux valeurs parmi 0, 1 et co. Je dis ici que @ ne peut prendre
sur ces S} toutes ces valeurs 0, 1 et oo,

En effet, supposons que ¢ prenne toutes ces valeurs; par example, 0, 1 et oo
sur Sy, sur S et S§ respectivement, ce qui ne diminue pas la généralité. Pour
le type (6), ceci est impossible, puisque StNSi+¢ et SiNSi=¢ (1=1, 2).
Donc, on se borne au type (5). Désignons par s, (i=1, 2, 3) les ordres de zéro,
d’un et de pole de @ en S respectivement et par D* 'image de D par la trans-
formation T, donnée par: s=f, w=¢. Maintenant, tracons, pour chaque Sy,
une courbe fermée §, suffisamment petite qui entoure S§ une et une seule fois
et munissons §, de I'orientation de telle maniére qui I'image de §, par f entoure
Porigine dans le sens positif. Alors, I'image de §, par @ et celle de 6, entourent
respectivement 0 et 1 aussi dans le sens positif, mais celle de §; est en sens in-
verse. Soient B3, v, et v, les cycles dans D*, orientés dans le sens positif et donnés

respectivement par || :%, w=uw,(w, =0, 1); par z=2,(3,+0), [w| :% et par

=2, |w—1]| =y Notons 8% (i=1, 2, 3) les images de §, par 7,. On obtient

c

aussitot les relations

8f~nB+s7, OF~mB+sv, et 8§<~”3B_33('Y1+72)y

ou ~ signifie 'équivalence d’homologie dans D* et #, est 'ordre de f en S§ (1=1,
2, 3). D’une part, on a

n, s 0
fy 0 8 | = 08,818,851 18,8, >3 .

Ny —S3 —S3

D’autre part, quels que soient les entiers v,(i=1,2,3), il y a une fonction méro-
morphe F qui admet les zéros avec I'ordre v, en S§ (ou les pole d’ordre |v,| en
8o siv,<0). Ils’ensuit que le déterminant doit étre un, contrairement a I’inégalité
précédente. Donc, I’énonce a été démontré.

Ce que nous venons de démontrer nous permet de supposer que @ est holo-
morphe dans tout C?. Evidemment, elle est de type (0, 2) et primitive. De plus,
elle prend les valeurs 0 et 1 sur quelques deux des S (i=1, 2, 3). Voyons pour
chaque type de quelle facon elle les prend.
¢,) Type (6). Comme ona 85N S§=¢, on peut supposer que @ prend la valeur
0 sur S3US3 et la valeur 1 sur S3. Désignons cette fonction @ ainsi supposée
par @ comme fonction adjointe distinguée a f. @ admet la valeur critique O et on a

n, s 0

n, t O0|=mnt—ns= 41 ol s ct ¢ sont respectivement les ordres d¢ @ en
n, 0 1

Sp et en S5. De 14, on voit que
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La fonction adjointe ¢ a f est de type (0, 2) et satisfait aux conditions (B;,;) ou
§>0,t>0, njt—ns=+1.
¢;) Type (5). On discerne deux cas suivants.

1) & ne prend que les valeurs 0 et 1 sur les S§ (7=1, 2, 3). Dans ce cas,
on peut supposer que @ prend la valeur 0 sur Sj. Désignons cette fonction par
@ comme fonction adjointe distinguée a f. La valeur O est aussi une valeur
critique de @ puisque S est de type (0, 1). Par suite, @ prend la valeur 0 sur
P'une des S§ et S5, soit Si. Alors, cette @ a mémes propriétés que celle au cas
().

2) @ prend une valeur différente de 0 et de 1 sur quelqu’une des S (i=1,
2,3). Soit a cette valeur. Alors, a est une valeur critique de @ puisqu’il existe
une surface premiére d’ordre un de @ avec la valeur a dans D. Par suite, S est
une surface premiére de @ avec la valeur a puisque S§ est de type (0, 1). De
plus, on peut supposer que @ prend la valeur 0 sur S? et la valeur 1 sur S§. On

n, 0 0
aaussi|m, 1 O|=mn =d=41. Par suite, lordre n, de f en S§ doit étre 1.
n, 0 1

Maintenant, prenons la fonction p=¢@ —a comme fonction adjointe distinguée
au cas actuel. Evidemment, elle est de type (0, 2) et satisfait aux conditions (B, ,),
ou s est Pordre de @ en S5.  On en conclure, dans le cas (c,), que

La fonction adjointe @ satisfait aux conditions (B,,) ou njt—n,s=+1, s>0,
t>0 ou bien aux conditions (B, ;). Dans le deuxiéme cas Uordre n, de f en S est 1.
d) Types (14) et (17). Pour ces types, f admet deux valeurs critiques 0 et 1 et
ses surfaces critiques S; (=0, 1) consistent chacune en deux composantes irré-
ductibles S} et S%. Et la fonction ¢ est non constante sur S mais constante sur
les autres. De plus, en vertu des propriétés 1 et 3, en raisonnant comme dans
c), on peut supposer que @ est holomorphe dans C? et prend la valeur 0 sur .Ss.
Ceci posé, @ prend la valeur 0 sur I'une des S! et S?, soit S}, et la valeur 1 sur
'autre, soit S?. On prend la fonction ainsi normalisée comme fonction adjointe
distinguée a f et la désigne aussi par . On observe immédiatement que @ est
primitive et de type (0, 2). Soientset¢lesordres de @ en Sjet en Si. Alors,ona

n, 0 s O
1 00 O
=sm =1,
0 m t O
0 m 0 1

comme précédemment.

On en conclut que

La fonction adjointe o satisfait aux conditions (B, ,),
ct que

L’ordre m, de f en Si est 1.
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B) Cas ou @ est biforme.

La fonction @ est biforme dans le cas ou le type de f est (8), (21) ou (22).
D’apres la fagcon méme dont on a obtenu @, on peut supposer que deux branches
@;(i=1, 2) de @ satisfassent a I'égalité ¢,-@,=1. Ceci pos¢, @ prend identique-
ment la valeur 1 ou la valeur —1 sur la surface de ramification du domaine
d’existence R de @. Par suite, en vertu de la propriété 1, @ devient constante
sur chaque composante irréductible de S,.

Introduisons ici la fonction 1 donnée par 1[;::%_» (p+@,+2). Evidemment,

4y est uniforme et méromorphe dans tout C%. Pour une valeur a (=0, 1), la
restriction de +» a S, fait correspondre a S, biholomorphiquement la surface
obtenue a partir de la surface de Riemann de la fonction \/u(u—1) par Pexcep-
tion des points au-dessus de u=1 et co. On observera alors que + est primitive
et de type (0, 2). En outre, elle ne prend pas la valeur 1 dans D, et il y a une
surface premiére 7, de 4 avec la valeur 0 qui figure dans 1. 1l est clair que
est d’ordre 2 en T,,.

e} Type (8). Pour ce type, f admet la seule valeur critique 0 et sa surface
critique S, consiste en deux composantes irréductibles; "'une .S est de type (0, 1)
et Pautre S de type (0, 2). On a S;NSi=¢ et (m, n,)=1. Ici, on discerne
encore deux cas suivants.

1) Dans le cas od #, et n, sont impairs tous les deux,  est holomorphe
dans tout C? puisque R se ramifie au-dessus de .Sj et de S3. En vertu des pro-
priétés générales des fonctions entiéres de type (0, 2), 4 prend la valeur 0 sur .S§
et la valeur 1 sur S§. On prend donc + elle-méme comme fonction adjointe
distinguée a f. Soit s Pordre de zéro de 4 en S5. Alors, s est impair puisque
A est primitive et que 'ordre de T, est 2.

D’o1, on conclut que

La fonction adjointe < est de type (0, 2) et satisfait aux conditions (B, ), oit s
est impair.

2) Dans le cas ou 'un des 7, et n, est pair, désignons a nouveau par #’ 'un
des n, et m, qui est pair et par #”’ ’autre, qui est nécessairement impair; et par .S’
et S” respectivement les composantes irréductibles de S, correspondant a #’ et
an’.

D’abord, on peut dire que

La surface analytique S’ dans R, qui se trouve justement au-dessus de S’, se
décompose en deux composantes irréductibles S\ et S; et @ prend la valeur 0 sur
Pune de ces composantes et la valeur oo sur I’autre.

En effet, supposons d’abord que S soit irréductible ou bien @ prenne unc
méme valeur sur les S/ et S/, Alors, 4 prendrait la valeur 0 ou 1 sur S’ pu-
isque'ona @ -p,=1. Par suite, 1 serait holomorphe dans tout C?. De plus, par
un calcul facile, 'ordre de +» en S’ serait pair, ce qui est impossible puisque 1) cst
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primitive et de type (0, 2) et que l'ordre de yr en T, est aussi pair. Le méme rai-
sonnement montre qu’il est impossible que les valeurs de @ en S/ ct en S
soient finies toutes les deux. Donc, ’énoncé a été démontreé.

Il suit de la que +» prend la valeur oo sur S’.

Je dis ici que

\r prend la valeur 0 sur S”.

En effet, R se ramifiant au-dessus de S”, la valeur de +» sur S’ est 0 ou 1.
Supposons qu’elle prenne la valeur 1 sur S”. Soit R’ la partie de 'R étalée
justement au-dessus de D et soit D* 'image de R’ par la transformation 7',
donnée par: 5'=f'?, @W=¢. Tragons autour de S/, de S, et de S”, trois courbes
fermées orientées J,, 6, et §; sur R’, une autour de chacune, de la méme maniére
que dans le cas (c). On suppose que @ prend la valeur 0 sur . Soit s 'ordre
de @ en S/. Alors, les images de §, et §; par @ ont aussi sens positif, mais
I'image de &, est en sens inverse. Décrivons 3, v, et v, les cycles dans D¥*,
orientés dans le sens positif et donnés respectivement par | 2| =1, w=w, (w,+0,
1); 5=2 (2%1), o] = }(; 3=z, |0—1]= %. Soient 8% (i=1, 2, 3) les images
de 8, par T,. On aura aussitot les relations 81"~—;—’B—f—s'yl, 8;“~~'21—,,8—s(%+')'2),
3¥~mn""B+tv,, ou t est ordre de ® en S”" dans R. D’autre part, posons d=(s, t)
et prenons deux entiers /" et [ de maniére que l'on ait s//++#/"=d. Alors, il y
a une fonction méromorphe F dans C? qui s’annule sur S’ avec I’ordre /’ et sur
S”” avec 'ordre I” et qui est holomorphe et non nulle dans D. Posons F*=
F.T7'. Alors, par un calcul facile on voit que l'ordre de zéro de F* a la droite
analytique &’=0 est 2d/(sn’-+tn’"). D’autre part, on a évidemment sn’+tn"’ > 3d.
Ceci est 'absurde puisque 'ordre de zéro de F* est entier. Donc, + prend la
valeur 0 sur S”.

Ici, posons '=+/(yy—1). Cette fonction v’ est holomorphe dans tout
C®. Par suite, on a S;=2S8" et §5=2S5". On prend + comme fonction adjointe
distinguée a f. Soit s Pordre de +r en S;’. s est aussi impair. Alors, on en
conclut que

La fonction /' est primitive et de type (0, 2) et satisfait aux conditions (B, )
pour un certain entier impair s.

Maintenant, on va étudier quelques propriétés de f, pour le type actuel (8),
au moyen de la fonction ¢. Considérons encore une fois la transformation 7,
de R dans I'espace (2, ). @ prend la valeur —1 sur Sj et 'ordre #, de f en S}
est impair. On a donc la relation 6f~n,8. D’autre part, il y a une fonction
entiére F(x, y) qui s’annule seulement sur Sy avec 'ordre 1. Ceci montre que

L’ordre n, de f en S§ doit étre 1.

f) Types (21) et (22). Pour ces types, f admet deux valeurs critiques 0 et 1 et
sa surface critique S, est irréductible, mais son autre surface critique S, consiste
en deux composantes irréductibles S} et S{. De plus, R se ramifie seulement
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au-dessus de S, et par suite @ prend sur la surface S, de R au-dessus de S, la
valeur constante 1 ou —1. Je dis que

@ y prend la valeur 1.

En effet, le raisonnement de la section 7 du mémoire précédent montre
qu’on peut trouver un entier positif s et un polynome « d’une variable de degré

. —a(fv? . 5
<s—1 tels que la fonction @:(Z% devienne non constante sur S,. Pour

%' =0 assez voisin de 0, la restriction de @ a la surface dans R définie par 2=z’
fait correspondre a cette surface biholomorphiquement le domaine C— {—a(2’)
[(2'), (1—a(2'))/(2)}. Si a n’est pas la constante 0 ni la constante 1, les points
—a(2)/(&') et (1—a(2'))/(z’) tendent vers oo quand 2’ tend vers 0, ce qui montre
que la restriction de @ a S fait correspondre a S, biholomorphiquement le plan
entier C. Comme S, ainsi que .S, sont de type (0, 2), « doit étre la constante 0
ou la constante 1. Or, @ est 1 ou —1sur S, D’ou, @ prend la valeur 1 sur S,.
Par suite, on voit que

\r prend la valeur 1 sur S,.

@ n’étant pas constante sur chacune des surfaces au-dessus de S%, @ prend
I'une des valeur 0, 1, oo sur chacune des surfaces au-dessus de S}. D’ou,
prend 1 ou oo sur Si. On va montrer que

\r prend la valeur o sur S1.

En effet, sinon, + serait holomorphe dans tout C?. Par suite, en vertu d’une
propriété générale des fonctions de type (0, 2), 4 prendrait la valeur 0 sur S}
puisque Si est de type (0, 1), contrairement a ce qu’on vient de dire.

P+1 o
p_1’

Ici, introduisons une nouvelle fonction =% ol § est un entier

positif impair. On suppose ici que r, prend la valeur 1 sur Si. Evidemment,
elle est uniforme et méromorphe dans tout C2. A chaque surface ordinaire S,
de f correspond biholomorphiquement, par la restriction de +r, 4 S,, le domaine
C— {a?, —a*/%}, C étant le plan d’une variable complexe. Je dis d’abord que

11 existe un nombre entier s tel que \r; ne soit pas constante sur S,.

En effet, désignons par ¢ 'ordre de zéro de ¢ en S, et considérons la fonc-
tion +Jr, Ou 4, suivant que ¢ est impair ou non. +, est non constante ou bien
constante non nulle sur S;, mais Jr,,, est toujours constante nulle sur S,. Ici,
supposons, pour le réduire a 'absurde, que ¢ est pair ou bien que ¢ est impair
mais +Jr, est constante sur S;. Alors, comme précédemment, la fonction v /f* ou
\r,/f' est non constante sur S,. Dans le premier cas, ceci est directement
I’absurde. Dans le deuxiéme cas, ou # est pair, yr,,,[f’ n’est pas autre que Jr,,,_,,,
qui est la constante infinie sur Sj. C’est aussi I’absurde, ce qui démontre
I’énoncé.

Considérons une fonction +Jr;, qui est non constante sur S;,. Elle est holo-
morphe dans tout C2.  On indiquera de plus que



FoncrioNs ENTIERES 667

On a s=1.

En effet, soit T* la transformation donnée par z=f, u=+)r, et soit A Ila
partie de C* donnée par I'exception de S;. Alors, 4 A correspond holomorphique-
ment par T* la partie de 'espace de (2, #) donnée par 'exception de la surface
analytique >): u?—2'=0. Et, S| est envoyée au point (1, 1). Regardons ’espace
de (2, #) comme une partie de P,x P,, ou P désigne la sphére de Riemann d’une
variable. Cela posé¢, en effectuant une modification convenable pour P, X P, au
point (1, 1) on obtient une compactification de C? propre par rapport a f. Donc,
d’aprés le lemme 5, > ne peut admettre aucun point singulier. Ceci signifie
certainement que 'on a s=1. L’énoncé a été donc démontré.

La fonction , est évidemment primitive et de type (0, 2). On prendra la
fonction yr*=1Jr,—1 comme fonction adjointe distinguée a f. On en conclut que

La fonction adjointe \r* est primitive et satisfait aux conditions (B, ,), oi t est
Pordre de zéro de \r* en S|.

Enfin, posons ¥=(yn)*—f. Cette fonction ¥ est alors primitive et de type
(0, 1). De plus, on peut voir facilement que

W est une fonction adjointe a \p* qui satisfait a la relation W =(yr*+1)*—f.

5. Inexistence des types (9), (20) et (21). Dans cette section, on verra
qu’aucun des types (9), (20) et (21) n’existe en réalité. Conservons les notations
@, Jr, Yr; et R, introduites dans la section précédente.

g) Type (9). Pour ce type, la situation est presque pareille a celle pour

le type (8), mais S; et S§ s’intersectent transversalement en un point. Comme
on a p=2, ¢ est biforme dans C? Pour chaque /=1, 2, la surface analytique
Si dans R située justement au-dessus de S§ est irréductible. En raisonnant
comme dans (e), les valeurs de ¢ prises sur les S} et S? sont constantes et égales
alou—1. De plus, ces valeurs sont identiques puisque @ est holomorphe sur
R et que Pon a SN S8+ ¢ dans R. 1l s’ensuit que +» devient holomorphe dans
tout C? et prend méme valeur sur les S; et S§. C’est évidemment I’absurde
puisque +Jr est primitive et de type (0, 2), et qu’elle admet une surface primitive
avec la valeur 0 d’ordre 2 dans D. On en conclut qu’il n’existe pas de fonction
du type (9).
h) Type (20). Pour ce type, la situation est presque pareille a celle pour
le type (14); p=3 et SiNS?=¢ (i=1, 2) mais les composantes .S? sont de type
(0, 2) toutes les quatre. @ est uniforme dans tout C°>. En vertu de la propriété
3, elle prend deux valeurs distinctes parmi 0, 1 et oo sur les Sj et S5, ainsi que
sur les S{ et Si. On peut supposer que @ prend la valeur 0 sur Sj et la valeur
1 sur Si et on désigne par @ la fonction ¢ ainsi normalisée. En raisonnant
comme dans (c) de la section précédente, on voit que @ prend la valeur 0 sur 'une
des Si et Si, soit S1, et la valeur 1 sur I'autre, soit Si. @ est donc holomorphe
dans tout C°.
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Maintenant, on va construire une compactification (M, §) de C? propre par
rapporta f. Soit T, 'application holomorphe de C? dans ’espace produit P, X P,
de deux sphéres de Riemann, définie par s=f et w=¢. Alors, T, fait corre-
spondre & D biholomorphiquement la partie de P,x P, obtenue par I'exception
des six droites analytiques 2=0, z=1, 2=cc, w=0, w=1 et w=c0. Elle envoie
les surfaces Sj, S§, Si et S} respectivement aux points (0, 0), (0, 1), (1, 0) et
(1, 1). D’abord, voyons que

Les fonctions f*1|p™, f'1[(p—1)"2, (f—1)2[@p™ et (f—1)2/(p—1)"2 sont non
constantes respectivement sur les S§, S%, Si et S3, out s,, 55, t, et t, sont les ordres de
@ en S5, S5, S| et S} respectivement.

En effet, on considére, par exemple, la premiére fonction f*1/@p™. Soit R*
le domaine d’existence de la fonction f¥*. En regardant ¢ comme fonction sur
R*, et en raisonnant comme au début de f), on voit que la fonction @/(f")*
devient, pour un certain s, non constante sur la surface dans R* située au-dessus
de Sj et par suite que @"1/f* est non constante sur ;. En comparant leurs ordres
de zéro, on a s=s,. Il en est exactement de méme des autres fonctions, ce qui
achéve la démonstration de I'énoncé.

Maintenant, en faisant des processus de Hopf, au moins une fois en chacun
des points (0, 0), (0, 1), (1, 0) et (1, 1), on modifie P,X P, de telle maniére
qu’aucune des fonctions z71jw™, 2'1f(w-—1)", (s—1)%2/w™ et (2—1)2/(w—1)"2
n'admette de point d’indétermination dans la nouvelle variété A obtenue
par la modification. L’application ¢ de C* dans M, induite par 7', est alors une
application biholomorphe de C*? sur une partie ouverte de M. D’aprés la fagon
méme de la modification, la surface 4=M—{(C?) satisfait aux conditions (B) et
son diagramme contient une partie de la forme

contrairement aux résultats de Ramanujam et de Morrow. On en conclut qu’
Une fonction du type (20) w’existe pas en réalité.
i) Type (24). Pour ce type, la situation est analogue a celle pour le type
(21). S, est irréductible et de type (0, 2). S, a deux composantes Si et S qui
ne s'intersectent pas. Mais, S| et Si sont de type (0, 2) toutes deux. On a
aussi p=2, ce qui montre que @ est biforme. Considérons ensuite la fonction
‘h:g—tl
P —
dans f), on voit que yJ; est non constante sur S,. Un raisonnement tout analogue
a celui de e) dans la section 4, utilisé pour indiquer que “+}» prend la valeur O sur

7, introduite dans f) de la section précédente. En raisonnant comme
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S, montre que J, prend la valeur 1 sur 'une des S| et S%, soit S} et la valeur
—1 sur l'autre, soit Si. D’ou, 4/, est holomorphe dans tout C%. Soit maintenant
T; P'application holomorphe de C? dans I'espace produit M,=P,X P, défine
par 3=f et w=n,. Alors, T, transforme C?*—.S, biholomorphiquement sur la
partie de M, obtenue par I’exception de trois droites analytiques 2=1, 3=o0,
w=o0 et d’une surface analytique w?—2=0. Ceci montre que +/, est primitive
et de type (0, 3). Pour chaque valeur a, désignons par X, la surface donnée par
Arn=a. Il est aisé de voir que chacune des surfaces X, et X_, consiste en deux
composantes irréductibles, dont I'une au moins est de type (0, 2). Soient X)’ la
surface premiére de 4, avec la valeur 1 dans C?—S, et X_/’ celle avec la valeur
—1. L’ordre de 4, est 1 en X" ainsi qu’en X_,’. En consultant la table de la
section 2, 4, doit étre du type (15) ou bien du type (17), puisque le type (20)
n’existe pas.

Supposons d’abord que ; soit du type (15). Alors, 'ordre de  est aussi
1 en S} ainsi qu’en S{ d’aprés le lemme 1, puisque S;—(S1NX)") ainsi que
Si—(SiNnX_/) sont de type (0, 3). La fonction ®=((y,)’—1)/(f—1) est alors
une fonction adjointe a 4, telle qu’a toute surface premiére X de +J, différente
de X, et de X _/, corresponde par @ biholomorphiquement le domaine C— {0, 1}
et que @ envoie X’ et X_," au point 0 a la fois. La fonction entiére & ne prend
pas donc la valeur 1, ce qui est ’'absurde puisque @ est primitive.

Supposons ensuite que v, soit du type (17). On peut supposer X, NS +=¢
et X_’NSi=¢ sans diminuer la généralité. Nous allons construire encore une
compactification (M, §) de C? propre par rapport a f, en modifiant My=P,x P,.
Il s’agit alors des ordres de f et de +»,—f"/2 sur les S} et Si. Pour cela, soient

> le domaine dans C? défini par | f—1]| <-;~ et A le domaine dans M, défini
par |z——%~| <%, |w| <oo. f, étant une branche de f? dans >3, qui prend la

valeur 1 sur S;, considérons la fonction yr=(f,—+Jn)/2f,, qui est holomorphe dans
>V et prend la valeur O sur S} et la valeur 1 sur S%. Alors, 'application holomorphe
T/ de 3, dans A, donnée par z=f et w=n), fait correspondre a >} —.S,
biholomorphiquement la partie A’ de A obtenue par I'exception de quatre droites
analytiques g=1, w=0, w=1 et w=co. L’image de S} par T’ est le point (1, 0)
et celle de S est (1, 1). A ce moment, on va montrer que

L’ordre de f en Si est 1 et la fonction (f—1)/\r est non constante sur Si; et que,
s étant Pordre de r en S, la fonction (f—1)*[(Jr—1)"2 est non constante sur S? et
on a my—s==1.

En effet I'ordre de f sur S} est 1 puisque S1—(S1NX,) est de type (0, 3),
par suite 'ordre de r, en S} est 1 et la restriction de @= ((y,,)*—1)/(f—1) a S}
est non constante. De méme, 'ordre de r en S} est 1 puisqu’on a Jr=((y,)*—f)/

(—2f)) (4n+f). En suite, 'ordre de (y)’>—f en S} est 1 et celui en ST est s
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puisqu’on a Jyr—1=((yn)*—f)/(—2f,) (Y—f). D’ou, le raisonnement souvent
utilisé plus haut montre que 'on a m,—s= =+ 1.

D’aprés I’énoncé qu’on vient de démontrer, on fait des processus de Hopf
convenables aux points (1, 1) et (1, —1) de M, de telle maniére que S} et S}
soient réalisées d’une facon biholomorphe dans la variété M obtenue par la
modification; autrement dit, de telle maniére que I'application & de C? dans M,
induite canoniquement par 7, soit injective. Alors, comme précédemment, on
voit que le diagramme de 4=M—&(C?) est de la forme

O -0 -0 —_ .
—(m02+ ) 2 > “om, lorsque s=m,+1; ou
fo DN , PP PP o -O- —O- —O O
-9 ) -2 -3 0 0 —(s+1)

lorsque m,=s+1.

Ceci est aussi en contradiction avec les résultats de Ramanujam et de Morrow.
Donc, 4, ne peut étre du type (17). D’ou, on conclut que le type (24) n’exsite
pas en réalité.

6. Conclusion

Théoreme. Soit g une fonction entiére de deux variables de la classe (A) et
de type (0, 3). Alors, on peut la ramener par un certain automorphisme analytique
de C? a la forme F-P avec une fonction entiére F d’une variable et I'un des polynomes
P des 13 types survants (conservons les notations de la section 2).

Type (1): es(x—1ya(x(x—1)y+P,ya(8);

Type (2): ami(x—1ya(xy+P,_,(%));

Type (3): x(x—1)"2y;
ot my, My, S, t sont des entiers positifs et P(x) est un polynome en x de degré < i tel
que P (0)==0.

Type (5): a(xy-+Proy(@))o(i(x'y+ Py y(2)) — 1),

x(x°y+a)(x*y+a—1)"s ou bien
S Y-+ Py () + a) e (w5(x y+ Py () +-a— 1

Type (6): x"1y"(x°y'—1)"s;
0it ny, My, My, S, 8, | sont des entiers positifs tels que mt—mn,s==x1, P,_\(x) est un
polynome en x de degré < 1—1 tel que P,_,(0)=0, et a est un nombre complexe 0
et 1.

Type (8): x(x°y*—1)" ou bien

*( (5 y+ Py () — 123
oiL 1y, s, | sont des entiers positifs tels que s soit pair, et P,_,(x) est un polynome en x
de degré < 1—1 tel que P,_,(0)=0.
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Type (1) as(x(x— 1) y+0,0s(x—1);
Type (12): as(@(x—1)"y+0, pyi(x—1));
Type (15): a((x— 1)+ Qps(x—1);
o my, my, s, t sont des entiers positifs tels que t>m,, et Q,(E) est un polynome en &
de degré < i tel que Q,(0)=1, dont les premiers m, coefficients (coefficients en E* pour
0< k<m,—1) sont certains nombres rationnels déterminés uniquement par I’ordre n,
(¢ étant remplacé par x—1) et dont le (m,+1)—iéme coefficient est un normbre
complexe qui subit une seule condition qu’tl soit diff érent d’un certain nombre rationnel
déterminé uniquement par n, et m,.
Type (14): (3'y+Ri(#) (' y-+Ryos(®)) — 1)t 1,
Type (17):  (21y+Ry (%)) (5(xy-+ Ry (#) — )7+ 1,
ot ny, my, I, t sont des entiers tels que I >mn,, et R (x) est un polynome en x de degré <i
tel que R,(0)=(—1)"2"", dont les premiers n, coefficients (donc tous les coefficients
pour le type (17)) sont certains nombres rationnels déterminés complétement par les
ordres t et m, et dont le (n,~1)-iéme coefficient est un nombre complexe différent
d’un certain nombre rationnel déterminé uniquement par t, m, et n,:
Type (21): lorsque m;=1,
(x'y+1)Y—x ou bien
(*(x'y+P,_y(x))+1)—x ou bien
(3(x'y+ PI_ (#) + 1 —x;
lorsque m, > 1
(3 Y+ Sy s (W) + 1 —;
Type (22): lorsque m;=1,
(xy+1)7—x;
lorsque m,> 1,
(B y+S o))+ 1P
ot my, k, 1, t sont des entiers positifs tels que t>1 et k>m,—1; P,_(x) et P?_\(x)
sont des polynomes en x de degré <I1—1 tels que P,_,(0)==0, P}_,(0)==0 et =+ %; S, (x)

est un polynome en x de degré <1 tel que S,(0)==0, dont les premiers m,—1 coefficients
sont certains nombres rationnels déterminés uniquement et dont le m,-iéme coefficient
est un nombre complexe différent d’un certain nombre rationnel déterminé umique-
ment par m,.

Remarquons que tout polynoéme indiqué dans ce théorémé, quels que soient
les coeflicients des polynéomes qui interviennent dans les formules, est bien
entendu de type (0, 3) et primitive. Mais, certains polynémes entre eux
admettent des valeurs critiques qui sont différentes de zéro et de un.

D’aprés 2° dans la section 1, toute fonction entiére de deux variables de
type (0, 3) peut se ramener a la forme F.f avec une fonction entiére F d’une
variable et une fonction entiére primitive f de deux variables, de type (0, 3).
Pour cette raison, on peut toujours supposer que, si f a une seule valeur
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critique, celle-ci est 0 et, si f en a deux, elles sont 0 et 1.

Pour démontrer ce théoréme principal, maintenant qu’on a montré I'inex-
istence des types portant la marque x dans la table (D), il reste a faire la réduc-
tion a I'aide de la fonction adjointe distingée a f construite dans la section 4 pour
chaque type existant. Pour les types (1), (2), (3), (11), (12) et (15), la fonction
adjointe distingée est de type (0, 1). Par suite, le procédé de réduction est le
méme que pour les fonctions satisfaisant aux conditions (B, ;) dans le mémoire
précédent. Nous n’en donnerons pas de démonstration détaillée. Pour les
autres types, comme on I’a vu dans la section 4, la fonction adjointe distinguée
a f est de type (0, 2). Nous n’indiquerons dans la suite le procédé de réduction
que pour deux types (6) et (22). Pour le reste des types, on pourrait sans diffi-
culté réaliser la réduction, en employant le moyen pour ces deux types et ceux
dans les sections 15 et 16 du mémoire précédent.

Type (6). Pour ce type, f admet sa seule valeur critique 0 et sa surface
critique S, consiste en trois surfaces premieres S; (i=1, 2, 3). S; et S§ sont de
type (0, 1) et s’intersectent. Mais, S} est de type (0, 2) et n’intersecte pas les
autres. La fonction adjointe distinguée @ a f satisfait aux conditions (B, ), ou s
et ¢ sont respectivement les ordres de zéro de @ en S§ eten S3. On a nt—n,s=
+1, ou #; est Uordre de f en S§. De plus, @ prend la valeur constante 1 sur S§.
D’aprés le résultat du mémoire précédent, on peut réduire @ au polynome de la
forme x°y' par un automorphisme analytique convenable de C?. Cette réduction
étant faite, on voit aisément que f se met sous la forme

flx, ¥) = amyt(x7y' —1) 20

ou Q(x, y) est une fonction entiére de x et y.

Je dis ici que

Q(x, y) est une fonction de .

En effet, pour toute surface ordinaire S, de @, la restriction de f a S, fait
correspondre a S, biholomorphiquement C— {0}. D’autre part, la fonction
g=ax"y" a méme caractére que f par rapport 4 @ puisque 'on a nt—mn,s=+1.
Donc, on voit facilement que f s’écrit sous la forme

Sz, y) = h¥(@)g(x, ),

ou h* est une fonction entiére d’une variable. En comparant cette forme-ci avec
la forme plus haute de f, on aura I’énoncé.
Maintenant, considérons un automorphisme de C? donné par

S
X = xe®hx y’), yl — yeﬂh(xsy’) ,

ou % est une fonction entiére d’une variable telle que I'on ait Q=Ah(p), et a et
B sont les nombres rationnels définis par sa+t8=0 et n,a+n,B=—1. Alors,
le raisonnement de la section 16 du mémoire précédent montre que f se réduit
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au polynome de la forme
xnlynz(xsyt_ l)n3

par cet automorphisme, ce qui achéve la réduction pour le type (6).

Type (22). Pour ce type, f admet deux valeurs critiques 0 et 1. La surface
critique S, est irréductible et de type (0, 2). L’autre surface critique .S, consistent
en deux composantes irréductibles s’intersectant, 'une S} étant de type (0, 1) et
autre S de type (0, 2). La fonction adjointe distinguée * a f satisfait aux
conditions (B, ,), ¢ étant l'ordre de zéro de ¥* en Si. De plus, »* admet ¥=
(V*4-1)*—f pour sa fonction adjointe. D’aprés le théoréme de Nishino, on peut
réduire ¥ au monome x par un automorphisme de C?. D’aprés le résultat du
mémoire précédent, * se réduit par cet automorphisme au polynome de la
forme

x'y ou bien x(x'y+.S,-1(x))

ot / est un nombre entier positif et S,_,(x) est un polynoéme en x de degré </—1
tel que S,_,(0)==0. Par suite, en vertu de I'expression de ¥, f se met sous la
forme

(x'y+1Y—x ou
(' y+Siy(*)) F 1) —=

suivant que J»* est de la premiére forme ou de la deuxiéme forme.
Je dis ici que
On a t=1.
En effet, la surface critique S, se représente par 1’équation

x(x? 1y 2xt "y —1) = 0
ou bien

(o (wy+ S,y (%) P+ 20~ (wly+ S,y (x)—1) = 0 .

D’ou, ¢ doit étre 1 puisque S} et S? s’intersectent.

Il suit de la que, dans le cas ou f est de la premiére forme ci-dessus, f est
de la forme (xy+1)>—x. On voit, de cette forme-ci de f, que 'ordre m, dc f en
St est 1. Au cas de la deuxiéme forme un calcul facile montre qu’on a m,=/+1.
Par suite, si 'on a m;=1, f est de la premiére forme. Lorsqu’on a m;>1, le
polynome S,, _,(x) est déterminé uniquement de la relation suivante ou & est un
polynome de x:

(S o (%)f+- 228, _o(%)—x = R xm.
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Par suite, avec le polynome S,, _,(x) ainsi détermin¢, f se met sous la forme
voulue

(@ Y+ S o)+ 1) 2
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